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OZET

SIKISTIRILAMAYAN, iZOTERMAL OLMAYAN AKIS PROBLEMLERI iCIN
DOGRUSAL OLMAYAN FILTRE BAZLI ZAMAN DUZENLEMESI
MODELININ SAYISAL ANALIZI

Buse INGENC
Diizce Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. Mine AKBAS
Haziran 2022, 40 sayfa

Bu tezde, sikistirilamaz izotermal olmayan akigkanlar i¢in bir modiiler, dogrusal olmayan
filtre kullanan modelin bir zaman rahatlamasi ¢alisgitlmistir. Onerilen modelin yaklagik
cOziimlerinin elde edilmesinde zamana gore geri fark Euler yontemi ve uzaya gore ise
sonlu elemanlar metodu kullamlmustir. Onerilen niimerik algoritmanin ¢oziimlerinin
sonlu zaman aralig1 iizerinde zaman adimi {izerinde bir kosul olmaksizin kararli oldugu
gosterilmigtir. Buna ek olarak, ¢oziimlerin hem zamana hem de uzaya gore optimal
yakinsaklik oranlarina sahip olduklar1 gosterilmistir. Matematiksel hata analizinden elde
edilen yakinsaklik oranlari, gercek ¢oziimii bilinen bir sayisal test tizerinde dogrulanmugtir.
Son olarak algoritmanin etkinligini gbz oniine sermek i¢in Marsigli deneyi kullanilmisgtir.
Bu deneyde, 6nce sikistirilamaz izotermal olmayan akisin dogrudan sayisal simiilasyonu
ince bir ag iizerinde elde edilmistir. Daha sonra ise daha kalin bir ag {izerinde algoritmanin
ve lizerinde ¢aligilan akigkanin dogrudan sayisal simiilasyonlar: elde edilmistir. Elde edilen
bu sonuclar karsilagtirildiginda algoritmanin, tizerinde calisilan akiskanin sonuclarina gére
daha iyi bir sonug verdigi goriilmiistiir.

Anahtar sozciikler: Dogrusal olmayan zaman filtresi, [zotermal olmayan akislar, Sonlu
elemanlar yontemi.
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ABSTRACT

NUMERICAL ANALYSIS OF AN ADAPTIVE NON-LINEAR FILTER BASED
TIME REGULARIZATION MODEL FOR THE INCOMPRESSIBLE,
NON-ISOTHERMAL FLUID FLOWS

Buse INGENC
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mine AKBAS
June 2022, 40 pages

In this thesis, a time relaxation of the model using a modular, nonlinear filter is studied
for incompressible non-isothermal fluids. In obtaining the approximate solutions of the
proposed model, the differential Euler method according to time and the finite element
method according to space are used. It is shown that the solutions of the proposed numerical
algorithm are stable over a finite time interval without any condition on the time step.
In addition, it has been shown that the solutions have optimal convergence rates with
respect to both time and space. The convergence rates obtained from the mathematical
error analysis were verified on a numerical test whose true solutions are known. Finally,
the Marsigli experiment was used to demonstrate the effectiveness of the algorithm. In
this experiment, a direct numerical simulation of incompressible non-isothermal flow is
first obtained on a fine mesh. Then, direct numerical simulations of the algorithm and the
working fluid on a thicker mesh were obtained. When these results are compared, it is seen
that the algorithm gives a better result than the results of the fluid studied.

Keywords: Finite element method, Non-isothermal flows, Non-linear time filter.
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1. GIRIS

Uygulamali matematik ve miihendislikte karsilasilan bir¢ok fiziksel problem onlari
tanimlayan 1s1 ve kiitle transferi, elektromanyetizma gibi birden fazla fiziksel olay
ile tanimlanabilmektedir. Bu problemler literatiirde ¢coklu fizik problemleri olarak da
adlandirilir. Matematik acisindan bakildiginda, bu coklu fizik problemleri birlikte
cOziilmesi gereken birden fazla kismi diferansiyel denklemlerle ifade edilirler ki bu
durum problemin analitik ¢6ziimiin bulunmasinda onemli bir sorun olarak ortaya cikar.
Bunun yam sira, bu coklu fizik problemlerinin Navier-Stokes denklemlerini icermesi
durumunda ise bu analitik ¢oziimlerin bulunmasi 6zellikle 3 boyutlu uzayda imkansiz hale
gelmektedir. Bunun sebebi, matematiksel analizdeki boglugun yani sira yiiksek Reynolds
sayisinda akigkan akisinin karmagikligidir. Bu nedenlerden dolay1 siklikla bu problemlerin
cOziimiinde sayisal yontemlerden yararlanilir.

Coklu fizik problemlerinin yaklasik ¢o6ziimlerinin bulunmasinda literatiirde kullanilan
yontemlerden biri par¢alama yontemidir. Bu yontemde amag, ¢oklu fizik problemini
her bir zaman adiminda c¢oziilmesi daha kolay olan alt problemlere ayirmaktir. Bu
ayirmanin tipik bir 6rnegi ise her bir zaman adiminda fiziksel degiskenlerin 6nceki zaman
adimlarindaki degerlerini kullanmakla ortaya ¢ikar. Ancak, bu ayirma islemi dikkatli bir
sekilde yapilmadiginda ¢oziimlerin sayisal kararsizlig1 ortaya ¢cikmaktadir.

Yaygin bir sekilde kullanilan ayristirma yontemlerinden biri sonlu elemanlar yontemidir.
Sonlu elemanlar yonteminin yaygin kullanim alanina sahip olmasi sadece saglam bir
matematiksel temel {izerine insa edilmesinden degil ayn1 zamanda yontemin bir¢ok
karmagik bolge iizerinde de uygulanmasindan kaynaklanir ki bu durum 6zellikle giiniimiiz
bircok miihendislik probleminde oldukca yaygindir.

Bu tezde c¢oklu fizik problemlerinden biri olan sikistirilamaz, izotermal olmayan akiskan



akislar1 tizerinde calisilmistir [9]. Bu akiglarin boyutsuz formu asagidaki sekilde verilir:

w+(u-VYu—Re 'Au+Vp—RiTk =f, (0,T] x Q
V.u=0, (0,T] x Q (1.1)
T, + (u-V)T — (RePr)"'AT = y. (0,T] x Q

Bu sistemde Re, Ri, Pr sirastyla Reynolds sayisi, Richardson sayisi, Prandtl sayisini gosterir,
k ise yer cekim yoniindeki birim vektorii temsil eder.

Yukaridan da goriilecegi gibi (1.1) sistemi Navier-Stokes denklemleri ve 1s1 denkleminden
olusur. Burada temel problem yiiksek Reynolds sayisinda, hiz girdaplarinin boyut araliginin
sayisal simiilasyonlarda oldukca genis olmasidir. Kolmogrov teorisine dayanarak [7], s6z
konusu tiim kalic1 girdaplar1 yakalayabilmek i¢in sayisal simiilasyonlar ¢ok ince bir ag
tizerinde yapilmalidir. Ancak bu durum giintimiizdeki mevcut bilgisayar kapasitelerini
bazen asmakta bazen ise zorlamaktadir. Bu nedenle sayisal diizenleme ve hesaplamali
stabilizasyon yontemleri kullanilir.

Yakin zamanda [10] te sikistirilamaz, Navier-Stokes denklemleri i¢in bir sayisal diizenleme
modeli iizerinde calisilmistir. Esasinda bu model ilk kez [14, 15, 16, 17]’de sikistirabilir,
Stokes denklemlerine uygulanan sayisal diizenleme yontemine dayanmaktadir.

Monica ve arkadaslarinin calismasinda onerilen bu model, Navier-Stokes denklemlerine
dogrusal olmayan bir filtre kullanan zaman gevseme terimi ekler. Amag ¢oziilemeyen
Olcekleri bu terim sayesinde iistel hizda sifira 6l¢ceklemektir. Bu diisiinceden hareketle

(1.1) sistemini ¢6zmek yerine asagida verilen model problem iizerinde ¢alisilsin:

u+ (u-V)u—Re 'Au+Vp—y(u—u)—RiTk = f, (1.2)
V-ou = 0, (1.3)

T4 (u-V)T — (RePr)'AT = v, (1.4)
—a?V-(a(u)Vu)+u+VAL = u, (1.5)

V.a = 0. (1.6)

Burada o > 0 olmak iizere uzay filtre yarigapi ve a(-)(x) ise 0 < a(-)(x) <1 ve

u’nun diizenlemeye ihtiyag duymadigi bolgelerde, a(-)(x) ~0 (1.7)

u’nun diizenlemeye ihtiya¢ duydugu bolgelerde, a(-)(x) ~ 1 (1.8)



kosullarini saglayan bir fonksiyondur. (1.2)-(1.6) sisteminde kullanilan ve (1.1)-(1.8) ile
belirtilen 6zellikleri saglayan bu fonksiyonlar gosterge fonksiyonlari olarak adlandirilirlar.
Bu tezde kullanilan gosterge fonksiyonlar: [8]’deki gibi alinmistir ve asagidaki sekilde
tanimlidir:

apy(u) := [u—Dia"|, (1.9)

burada Dﬁ,, N. mertebeden ayrik, lineer Helmholtz filtresini kullanan van Cittert ters

diiriilme operatorii ve u”

ise u'nun ayrik Helmholtz filtresidir. Siirekli durumda, u’nun
diizenlemeye ihtiya¢ duyulmadigi bolgelerde Dy (u) =~ u ve boylece (1.9) de tanimli ap,,

(1.8) ozelligini saglar.



2. MATEMATIKSEL ON HAZIRLIKLAR

Bu boliimde, tez boyunca kullanilan temel notasyonlardan, fonksiyon uzaylarindan,
esitsizliklerden ve teoremlerden bahsedilmistir. Vektor degerli fonksiyonlar ve bu
fonksiyonlarin uzaylari i¢in koyu harfler kullanilmistir. Bunlarin yani sira fonksiyonlar
i¢cin kullanilan yeterince diizgiin kavrami ile uygulanan degerlendirmeler, teoremler ve
hesaplamalar icin bu fonksiyonlarin gerekli kosullar1 sagladig1 anlasilacaktir. Bu boliimde

Q C R, d = 2,3 bolgesi sinirh bir bolge olarak kabul edilsin.
2.1. FONKSIYON UZAYLARI VE ILGILi NORMLAR

Tanmmm 2.1. (Lebesgue Uzay1 L,(Q)): Lebesgue anlaminda 6lgiilebilir ve p. kuvvetten

integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi;
LP(Q) :={u:Q — R olgiilebilir : / lu(x)|PdQ < oo, 1 < p < oo},
Q

seklinde tanimlanir ve bu uzay;

/p
lilusioyi= ( [ latapae) s ue @)
ile bir normlu uzaydir. p = e durumunda L*(Q) uzay1 ve iizerindeki norm sirasiyla;

L*(Q) :={u: Q — R dlgiilebilir; esssup |u(x)| < oo},
xeQ

Ve

||“||L°°(Q) := esssup |u(x)|,
xeQ

seklinde tanimlanir [3].

Not

1) L7(Q), 1 < p < oo, uzaylar1 Banach uzaylaridir ve bu uzaylar denklik siniflarindan
olusur.

2) p = 2 durumunda L?(Q) uzay1 Hilbert uzayidir ve iizerindeki i¢ ¢arpim fonksiyonu ve



bu i¢ ¢carpimun iirettigi norm sirasiyla;

(u,v);2 ::/ u(x)v(x)dQ,

: 2
s = ( [ torPae)

seklinde tanimlanir [3].
3) Tez boyunca L?(Q) uzay1 iizerindeki i¢ carpimi ve iirettigi norm icin sirastyla (-, -) ve

|| - || notasyonlarini, L”(Q) iizerindeki norm i¢in ise || - ||z» notasyonu kullanilmisgtir.

Tanmm 2.2. (Kompakt Destekli Fonksiyon Alanlar1): u fonksiyonu kompakt bir destege
sahiptir;

supp(u) := {x:u(x) #0} C Q.
Bu ifade #’nun Q smirinda kayboldugu anlamina gelir. Kompakt deste§i olan
fonksiyonlarin uzaylar1 0 alt indisi ile gosterilir. C’ (Q) uzayn;

Co(Q):={u:uecC”(Q) veukompakt destege sahiptir},

seklindedir. Sobolev uzaylari Wg P(Q), WhP(Q) normunda C3()’nin kapanis ile
tanimlanir.

Uyar: p =2, k= 1icin
W, 2(Q) = HY(Q) := {u:uec H'(Q) ve ulyq=0},

seklindedir.

Tamm 2.3. (Sobolev Uzay1 W*?(Q)): k pozitif bir tam say1 ve 1 < p < oo olsun. Sobolev
uzayr WEP(Q) tiim integrallenebilir fonksiyonlardan olusur. u : Q@ — R her bir ¢oklu

indeks o i¢in |o| < k, D%u tiirevi zay1f anlamda bulunur ve L”(Q) ’ya aittir [2].

WEP(Q) = {u € LP(Q) : D%u € LP(Q), |a| < k1.



WkP(Q) iizerindeki norm;

1/p
(2 I0ullg) pelt) s
[l = o<k
Y esssup|u(x)]| p=oo ise
la|<k  xeQ

dir.

Uyan

1) k=0 icin WOP(Q) = LP(Q)’ dur.

2) p = 2 icin W*?(Q) uzaylar1 Hilbert uzaylardir ve bu uzaylar;

wh(Q) = HY(Q),

seklinde gosterilir. H*(Q) iizerindeki norm ve yarmorm sirasiyla asagidaki sekilde

tanimlanir:

1/2
il = Il = ( y HD“uH2>
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Tamm 2.4. (Dual Norm): H} (Q) uzaymin dual uzayr H~!(Q) ile gosterilir ve f € H~1(Q)
i¢in;
< fv>
Ifl= sup SEV2
o I

seklinde tanimlanir.
Teorem 2.5. (Sobolev Gomme Teoremi): Q C R? yerel olarak Lipschitz smirina sahip
sinirht bir etki alant olsun. j ve k negatif olmayan tam sayilar ve 1 < p < oo saglasin.
kp = d i¢in,

WEP(Q) = LI(Q), 1<g<o

dir [2].



Teorem 2.6. (Divergence Teoremi): dQ bir Lipschitz fonksiyonunun grafigi olacak kadar

diizgiinse, 71 onun disa dogru normal birimidir ve 7, u,v yeterince diizgiinse bu durumda;

/QV~7dQ:/aQ7~ﬁds,

%dﬂ un;dQ,
Q 9x; oQ

/V' Vuv):/ vVu~ﬁds:/(Au)v+Vu~Vde,
Q aQ Q

dir [1].

Teorem 2.7. (Lax-Milgram Teoremi): H bir Hilbert uzay1, a(-,-) : H x H — R tanimli
bilineer formu asagidakileri saglasin:

i) a(-,-) siirhdir: 3M > 0 vardir 6yle ki Vu,v € H igin;
|a(u,v)| < Ml|ul|z|[v][a-
ii) a(-,-) V eliptiktir (coercive): Ja > 0 vardir 6yle ki Vu € H igin;
ja(u,u)| > o|ull7-
Bu durumda her bir sinirli lineer fonksiyoneli f € H’ i¢in;
a(u,v) = f(v) Vv € H,

denkleminin bir tek u € H ¢oziimii vardir [3].

Tanm 2.8. (Uzay-Zaman Fonksiyonlarinin Uzaylari): (0,7) zaman araliginda tanimlanan

u(x,t) fonksiyonlari i¢in, uzay-zaman fonksiyonunun uzayi;

LP(0,T;H") : {xt /H yde<oo}, pE |l ),

olarak tanimlanir. Normu;

s = ([ 1a00ga2) ", peito,



dir. Ayrica p = o oldugunda norm;

[tllooie = ess sup |lu(-,1)]|x,
t€[0,T]

sekilde gosterilir.

2.1.1. Vektor Degerli Fonksiyon Uzaylari

Boliimiin basinda da belirtildigi gibi vektor degerli fonksiyon ve fonksiyon uzaylari i¢in
kalin harf notasyonu kullanilmistir. Bu bdliimde tez boyunca kullanilan ve Wy degerli

fonksiyon uzaylar1 verilmistir.

d

L2(Q):=L2(Q)" ={v:Q=RY:v=(v,vy,...,vg),vi € L}(Q),i = 1,2,....d},

I
p—
[\

ve ilgili normu;

d 1/2
Iv]) = (2 ||v,-||2> |
il

seklinde tanimlanir.

2.2. ESITSIZLIKLER

Teorem 2.9. (Young Esitsizligi): a, b negatif olmayan reel sayilar ve 1%4—%1 =1L p>1lve
g > 1 olmak tizere herhangi bir € > 0 icin,

£ S*Q/P
ab < —af +
p q

b,

esitsizligi gecerli olup bu esitsizlik Young esitsizligi olarak bilinir. p = g = 2 olmasi

durumunda Young esitsizligi, ki bu 6zel durum tez boyunca siklikla kullanilmistir,

£ 1
—a®+—b*, Ve>0,

b <
“ -2 2¢€

seklini alir [3].



Lemma 2.1. (Ayrik Gronwall Esitsizligi): n > 0 tam sayilan i¢in Az, B, a,, by, ¢y, dy, tim

N > 1 i¢in negatif olmayan sayilar olsun. Eger;

N N—1 N
aN+Athn <At Z dnan+Athn+B VN > 0.

n=0 n=0 n=0
VAt > 0 igin;
N N-1 N
ay+AtY by <exp|Ar Y dy | (ArY cu+B| VYN >0,
n=0 n=0 n=0
dir [1].

Teorem 2.10. (Cauchy-Schwarz ve Holder Esitsizligi): p,q € [1,00] ve %%—é = 1 olmak

iizere f € LP(Q), g € LY(Q) olsun. Bu durumda fg € L'(Q) olup;

IFgll < [1fllzrllglls,

Holder esitsizligi saglanir. p = 2 = g olmas1 durumunda Holder esitsizligi Cauchy-Schwarz
esitsizligi olarak bilinir ve

I fell < I fll2llgllzz
seklini alir [4].

Teorem 2.11. (Poincare-Friedrich Esitsizligi): u € WO1 P(Q), p € [1,) olsun. Bu

durumda;

Q
el < (5o ) ¥l = Crr9ul

esitsizligi saglanir. Burada Vg, Q bolgesinin hacmidir [3].

Not:

1) ', Q bolgesinin sinir1, Ty C T ve [Ty| > 0 olsun. Eger u € H'(Q) ve ulr, = 0 ise bu
durumda Poincare-Friedrich esitsizligi saglanir.

2) Poincare-Friedrich esitsizligi vektor degerli fonksiyonlar i¢in de gecerlidir. € bolgesinin

sinir1 Lipschitz kosulunu saglasin. Buna ek olarak eger,

uEW(l)’p(Q), 1 <g<oo, veu-nly, =0,



ise Poincare-Friedrich esitsizligi saglanir.
2.3. OPERATORLER

Tanim 2.12. w : Q — R tanimli fonksiyonlara skaler fonksiyon, v = (vy,vs,...,v4) olmak

iizere v : Q — RY tammli fonksiyonlara ise vektor degerli fonksiyon denir.

Tamim 2.13. w skaler degerli; u,v ise vektorel degerli yeterince diizgiin fonksiyonlar

olsunlar.

1) Laplace Operatorii:

A ’w n ’w T ’w

wi=—5+—>+..+—5,
ox?  9x3 ox3

AV := (Av1,Ava, ..., Avy); Av e RY.

2) Gradient Operatorii:

aw
oxy
Iw
V= | 9%
aw
8xd_
dvi  dvy vy
ox; dxy dxy
Vv := :
dvg  Iva 9vg
8x1 BXQ &Xd
3) Divergence Operatorii:
dvi  Jdwm dvy
Viv=eo—+4+=— +
ox;  dx 0xy
4) Tensor Carpima:
4 Qu; v
Vu:Vv= S
=1 8x j ax j

5) Dot Carpima:

w-v=uvi+uyvy+---ugvy.

10



24. SONLU ELEMANLAR ANALIiZI ICIN GEREKLI INTEGRAL
HESAPLAMALARI

Bu kisimda sonlu elemanlar analizi i¢in gerekli integral hesaplamalar1 verilir. Bu
hesaplamalar, kismi integrasyon yontemiyle birlikte Green Teoremine ihtiya¢ duyar.
Kolaylik olmasi agisindan bu hesaplamalar iki boyutlu uzayda verilir; tic boyutlu uzayda
ise benzer sekilde yapilabilir.

Yapilacak bu hesaplamalarda kullanilan fonksiyonlar asagida verilenleri saglasin.

i) u= (u1(x,y),u2(x,y)),v = (vi(x,y),v2(x,y)) vektorel degerli fonksiyonlar1 Q C R?
bolgesinde yeterince diizgiin ve homojen Dirichlet sinir kosulunu saglarlar.

ii) p = p(x,y) fonksiyonu Q bolgesinde yeterince diizgiin bir fonksiyondur.

1. — [oAu-vdQ = [, Vu: VvdQ. Laplace operatdriiniin tanimi goz 6niine alinirsa,

Au - v terimi,

Au-v= (Aul,Aug) . (Vl,VZ) = Auyvy +Aurvy

r 0%u;  0%u 82u2+82u2
a2 T )G T )
92 d? J? 92
_ ( a;; vi+ ayuZ] vl) + ( 8;‘22v2+ a:zzvz) 2.1)

seklinde yazilir. (2.1) esitliginin sag tarafindaki her bir terim i¢in;

a 8u,— 82u,- 8ui8v,- .
%(%vi) = WVH_E%’ i=1,2
8 8u,~ 821/!1' 8ui 8v,~ .
5 () =it 55 112

esitlikleri dikkate alinir ve (2.1)’de yerine yazilarak bolge iizerinde integre edilir,

Green Teoremi ile birlikte homojen dirichlet sinir kosulu kullanilirsa;

B d [ du d [ Jdu 0 [ Jduy 0 [ Jduy
—/QAU-VdQ——/Q |:$C (WV1> +8_y(8_yvl) +$(W\/2> +8—y(a—yV2>}dQ

Jduydvy  du; dvi  Jdupdvo  Jdur dvy
/Q[Wg—i_ dy dy + dx Jx + dy dy

—— [ (v-Vw-va@+ [ Vu:vvie
Q Q

&

:—/ (Vu-n)vds+/ Vu: VvdQ
Q Q
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_ / Vu: VvdQ,
Q

elde edilir.

2. [o(Vp-v)dQ = — [ pV-vdQ. Bir dncekine benzer sekilde Vp - v terimi asagidaki

sekilde yazilabilir:
_dp_ dp
Vp-v= 8_xv1 —|—a—yv2
o 8 8 8\11 aVQ
= E(PVI) + a—y(PVZ) —P<E + 8_y)
=V.(pv)—pV-v.

Bu esitligin her iki tarafi Q iizerinde integre edilerek Green Teoremi ile birlikte

homojen dirichlet sinir kosullar: kullanilirsa;

/QVp-de:/Q[V-(pV)—pV-V]dQ

:/QV-(pV)—/QpV-VdQ

:/ pv-nds—/pV-de
2Q Q

:—/ PV vdQ
Q
:—(p,VV)

elde edilir.

12



3. DOGAL KONVEKSIYONEL AKISLAR

Boyutsuz dogal konveksiyonel akigkanlar, (0, 7] x Q iizerinde,

u+(u-V)Yu—Re 'Au+Vp—RiTk =f,
V.u=0, (3.1
T, +(u-V)T — (RePr)~'AT =y,

denklemleri ile verilir. Burada v := Re~!, Re’nin Reynolds sayisin1 gosterdigi boyutsuz
kinematik viskozite, Ri := Gr/Re? sivinin yercekimi kuvvetini ve termal genlesmesini
aciklayan Richardson sayisi, molekiiler termal difiizyonun molekiiler momentum
yayilimmin oram1 Prandtl sayisin1 gosterir, k ise yer cekim yoniindeki birim vektordiir.

Yukaridaki denklem sistemi yerine asagida verilen model problemi géz Oniine alinacaktir:

w+(u-Viu—Re 'Au+Vp—y(u—ua)—RiTk = f, (3.2)
Vou = 0, (3.3)

T+ (u-V)T — (RePr)~'AT = , (3.4)
—a?V-(a(u)Va) +a+ VA = u, (3.5)

V.u = 0. (3.6)

3.1. ZAYIF FORMULASYON

Bu boliimde (3.2)-(3.6) modeli i¢in zayif formulasyonu verilir. Bunun i¢in (3.2) denklemini
v € X, (3.3) denklemini g € Q, (3.4) denklemini s € Y, (3.5) denklemini w € X ve
(3.6) denklemini r € Q fonksiyonu ile carpip Q bolgesi iizerinde integre eder ve kismi

integrasyon, Green Teoremi ve homojen dirichlet sinir kosulu kullanilirsa;

/ut~de+/u-Vu-VdQ—|—Re1/Vu:Vde—/pV~de
Q Q Q Q
+x/(u—ﬁ)~de—Ri/Tﬁ~de:/f~de,
Q Q Q

/v.ungzo,
Q
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/Tt sdQ—i—/ VT -sdQ+ (RePr)~ /VT VsdQ = /}/ sdQ,
Q Q
/ &2V (a(u)ii) - VwdQ + / i wdQ — / AV wdQ = / u-wdQ,

Q
/v.ﬁrdsz:o,

denklemleri elde edilir. Boylece (3.2)-(3.6) sisteminin zayif formulasyonu V(v,q,s,w,r) €

XXxQOxY xXxQigin,

(u;,v) +b(u,u,v) + (Re) "1 (Vu,Vv) — (p,V -v)

+x((u—1),v) —Ri (Tk,v) = (f,v), (3.7)
(V-u,q) =0, (3.8)

(T;,s) +b*(u,T,s) + (RePr)" L (VT,Vs) = (7,s), (3.9)
o (V(a(n)a),Vw) + (@i,w) — (1,V-w) = (u,w), (3.10)
(r,V-@) =0, (3.11)

seklinde elde edilir. Burada:

b(w,u,v) = (u-Vu,v), b*(u,T,s) = (u-VT,s).
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4. SONLU ELEMANLAR YONTEMI

Bu boliim (3.7)-(3.11) modeli i¢in tamamen ayrik, sonlu elemanlar yontemini sunmaktadir.
Onerilen algoritmanin ¢6ziimlerinin kararli oldugunu ve hem uzaya hem de zamana gore
optimal yakinsaklik oranlarina sahip oldugu gosterilecektir [13].

X, CX, 0, CQ,Y, CY sonlu elemanlar uzaylaridir 6yle ki (Xj, Q) asagida verilen ayrik

inf-sup kosulunu saglar:

(g, V- va)

inf sup | > B >0.

€0 v,ex;, ||V Vil |l an |

V,, C X}, ayrik div-free alt uzay asagidaki sekilde tanimlanir:

Vi :={vn €Xp: (V-Vi,qn) =0, Ygn € Op}.
Burada ayrik inf-sup sartinin agsagida verilen sonucu kullanilsin:

inf ||V(a— < inf ||V(u— .
Jnf [V—w)| < inf [V(u-u)]|

Ayrica

inf {fJu— vyl +2)V(u—vp)[} < CH s,
VhGXh

inf ||p—qall < CHY||p|lx,
qn€0n

inf {|IT =Tl +AlIV(T = T)[|} < CH YTk,
T,eW,

yaklagim ozelliklerinin saglandig1 kabul edilsin.

Algoritma 4.1. £,y kuvvetleri, ug, Th0 baslangic kosullart ve @ < O(h) olacak sekilde
stizme yaricaplari verilsin. t* = NAr olacak sekilde bir t* > 0 bitis zaman1 ve Af zaman
adim secilsin. Bu durumda her birn =0, 1,...,N — 1 icin asagida verilen adimlar1 saglayan

(ut! ”H,Th”H) € (Xp, On, Yy) yaklagik ¢oziimleri bulunsun.

w, Py

1. Adm: u} verildiginde V(x,,r,) € X, x Qj, i¢in asagidaki denklemi saglayan u_Z
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bulunsun:

o (V(a(up)uy, Vo) + (Wi, 2,) — (V- 2) = (W), 25,),
(V-up,r) =0.

2. Adim: u_Z kullanilarak V(vy,,qp,s5) € Xj, X Qp X Yy, i¢in asagida verilen denklemleri

saglayan (w/ ™!, pt*+! 7ty bulunsun:

1
A U uh )+ (uh w L va) - Re (VUL V) — (p LV - v)
(W = v,) = Ri(TPk,v) + (B v), (40

(V-uitlg) =0, (42)

1

E( h"“ — T sp) +b* (uZ,Th"H,sh) + (RePr)fl(VTh”H,Vsh) = (3/1+1,sh). (4.3)

4.1. KARARLILIK ANALIZI

Bu boliim, sayisal semanin kararlilifini ispatlamaya ayrilmistir.

Lemma 4.1. f € L=(0,t*;H"1(Q)), y € L™(0,t*;H~1(Q)) ve ul), T ise sirasiyla u ve
T91n lineer interpolant1 olsun. Bu durumda yaklasik ¢oziimler asagidaki degerlendirmeyi

saglar: VAt > 0 icin,

N—1
A+l 1P+ 1TV 1P +Ar Y, ((Re) ™[ Vupt|* + (PrRe) VT %)
n=0

N—1
< (14 2) [l + 1T +2ReAr Y [1£741)12,
n=0

B N—1
+2C 1 (|10 + Ar VI P+ (PrRe)as Y (1712,
n=0

seklindedir. Burada C = CReRi*'dir.

Ispat. Sirasiyla (4.1) denkleminde v, = u}*!, (4.2) denkleminde g, = pi*!, (4.3)

denkleminde s;, = Th”+1 alinirsa lineer olmayan terimler ve basing terimi kaybolur;
1 1 1 1 1 1
buj,wy ™ wy ™) =0, 07wy, ;L T =0, (Vovy L pp ) =0,
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Ve

1
(a—b,a) = 310~ b+ (a= b)),
esitligi uygulanirsa (4.1)-(4.3) denklemleri;

1
2At U

+x |l ? = Ri(T kw4 (afu ) (T ug ), (4.4)

[ = o1 o g™ — 2]+ Re ™ [V 2

2At“| TP =T P+ T = TP+ (PrRe) VTP = (7L 1), @5)

seklini alir. Sicaklik ¢oziimiinii iistten degerlendirmek icin (4.5) denkleminin sag

tarafindaki terime Cauchy-Schwarz ve Young esitsizligi uygulanirsa,

LT < v

PrRe”ynH”z (PrRe)™!

112
VTR,

elde edilir. Bu degerlendirme (4.5) esitliinin sag tarafinda dikkate alinir ve terimler

yeniden diizenlenirse,

1
2A1

(PrRe)~! PrRe

12
> R,

oo U P = TP+ 7 =] + VT2 <

esitsizligi elde edilir. Bu son esitsizlik 2Az ile carpilip sol taraftaki 3. terim goz ard1 edilir

ven=20,1,2,....,N — 1 zaman adimlar {izerinde toplanirsa

N—1 N—1
T NP + (PrRe)~'ar Y VTP < |T)11P + (PrRe)At Y |12 =:Cr,  (46)
n=0 n=0

elde edilir. Dikkat edelim ki (4.6) esitsizliginden

N—1
1TV < 1711+ (PrRe)A Y |y |2y =Cr, 4.7)
n=0
elde edilebilmektedir.
Algoritma (4.1)’in hiz ¢oziimiinii tistten degerlendirebilmek icin (4.4) esitliginin sag
tarafindaki ilk terim i¢in Cauchy-Schwarz, Poincare-Friedrich ve Young esitsizliklerini
uygulayip, ikinci terim i¢in Cauchy-Schwarz ve Young esitsizlikleri ile birlikte ||u_Z|| <

|w}|| oldugunu kullanir, tigiincii terim i¢in Cauchy-Schwarz ve Young esitsizlikleri
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kullanilirsa,

Ri(Tyk, ™) < Ril| T3 [y ™| < Rl 7 |Cp | Vu ™|

. —1
< RPReC| T |+ %4 [V |1,

1 — 1 1 X 24 12
x () < xflag (w7 | < xlfuglug ] < EIIUZII IIUh+ 1,

Re !

() < e Vg < ellf"“Hﬂ IV

degerlendirmeleri elde edilir. Bu degerlendirmeleri (4.4)’te dikkate alinarak gerekli

sadelestirmeleri yapip terimler diizenlenirse (4.4) esitligi;

Re™!
192 2 1 2 12 4 12 2
2At (™= = [ | + [Juy ™ — )JrTIIVUZ+ 1”+ (Iluh+ 17— llajll?)

) 2 »  Re 2
< Ri“ReCp||T)||* + gl\f”“ [

seklini alir. Bu son esitsizligi 2Az ile carpip sol taraftaki ticiincii terimi goz ard1 edilerek

zaman adimlari izerinden toplanirsa,

Re—l N—1

N2 N2 1112 0112 012

o 117 + e fJuy |7+ —— Ar Y Va2 < g 4 Ay
n=0

N—1 N—1
+2MtC3Ri*Re Y ||T7'||> +ReAr Y |72, (4.8)
n=0 n=0

elde edilir. Bu son esitsizlikte (4.7) degerlendirilmesi kullanilirsa,

Re -1 N-1
) (1% + Ay HZJrTAf Z IVl 2 < [Jull? + e |juf >

+2A1 C3Ri* ReCr t* + ReA||fl[7 ;- (4.9)

HQ)

elde edilir. (4.9) ile (4.7)’in taraf tarafa toplanilmas1 Lemma (4.1)’in ispatin1 tamamlar.
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4.2. HATA ANALIZi
Yakinsaklik analizi i¢in gergek ¢oziimlerinin (u(x,t), p(x,1),T (x,t)),

uc L0, t*; H1(Q)),uy,u, € L2(0, 5 1%(Q)),
T € L=(0, t*; H*'(Q)),T;, T, € L(0, t*;L*(Q)), (4.10)
p e L0, HNQ)),

kosullarim sagladig1 varsayilsin. Gergek ¢oziimlerin "1 = (n+ 1) At adimindaki degerleri;
u(tn—H) — un—H p(l‘n+1) — pn—H T(l‘n+1) — Tn+1
ile gosterilsin. Bu durumda u, p, T ¢oziimleri *! de,

un—H —u"
(M) b () R (T V) — (57,9 )

+%(un+1 _mv Vh) = Rl(TnI}7 Vh) + (fn—vah) +Rl((Tn+1 - Tn)’% Vh)

llnJrl — .
+ <T —uf“,vh) —b (u”+1 —u",u"+l,vh) —|—)((u”+1 —u,vy), 4.11)
(V-u"* g,) =0, (4.12)
Tn+1 _Tn
(T,sh) +b" (u”,T"H,sh) + (PrRe) Y (VT Vs
_ +1 T _ g+l _ ¥ (] n ot
- (,y”l ,Sh) + At 7; »Sh b (ll u, T ,Sh) ) (4.13)

denklemlerini saglar.

Teorem 4.2. Herhangi birn, ,n=0,1,...,N —1, i¢in (uZ“7 pZ“ , Th”“), sonlu elemanlar
¢oziimleri (u(t"1), p(¢" 1), T (")) ise (4.10) kosullarini saglayan analitik ¢oziimler
olsun. (Py,Pc_1,P;) (veya (Pk,P,fff,Pk)) sonlu elemanlar1 kullanilirsa hata denklemleri
asagidaki degerlendirmeyi saglar: VAt > 0 icin

N—1
() —w |+ (17 @) =T | +ac Y, (Re™Hu™ —wgi ™[+ (PrRe) ~H| T =T

n=0

= O(Ar +1?).
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Ispat. Gergek c¢oziimler ile yaklasik ¢oziimler arasindaki fark yani hata,

el =t~ etth= ot = 0,1, N1 (4.14)

ile gosterilsin. (4.1)-(4.3) denklemleri (4.11)-(4.13) denklemlerinden cikarilip (4.14)
kullanmilirsa; V(vy,, gp, sn) € (Xp X Qp X Yy,) igin,
eg—l—l _e:ll n .n+l n ntl -1 n+1
YR +b(uu" ™ vy,) — b (up, T v,) +Re (Ve V)
—(p" =,V Vi) + 2 (€T — €, va) = Ri(elk,va) + Ri((T" =Tk, v),)

un+1 —u" _
- (A—t —u:”r',vh) —b (" —u w0 -, vy, (4.15)

(V-eitl gn) =0, (4.16)

u

ve
el _en
%,S}, —{-b* (un,Tn+1,Sh) —b* (uZ,Th”H,sh) + (PrRe)_1<Ver7l~+l,VSh)
Tn+1 _Tn
— (T—]}”H,sh) —b* (u —u", T s, 4.17)
elde edilir.

Uygun terimler eklenip c¢ikarilarak skew-symmetric formlar asagidaki sekilde yeniden

yazilsin:

b(u" " vy) = b (uf,uf vy) — b (wfu T vy) b (u)ut T vy

=b (el u"t vy) +b(u),epv,), (4.18)
ve

b (W, T ) — b (W, T ) — b (), T 5) + b7 (), T )
=b* (e, 7" sp) +b* (W), el sy) . (4.19)
(4.18) ve (4.19) sirasiyla (4.15) ve (4.17) denklemlerinde kullanilirsa,
eﬁ“ —ey n o n+l n o ntl —1 +1
A—tuvh +b(ll yu 7Vh)_b(uh7uz 7Vh)+Re (Ve{ll 7VVh)
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_(pn+1,v Vi) + x (el n+1 _q,vh) = Ri(e’}ic,vh) +Ri((Tn+1 - Tn)’%"h)

un+1 _— . ] 1 N

" (A—t u'" ,Vh> —b (" —u" 0" v, + (0" —uyy,), (4.20)
ve

(V-ei,qn) =0, “.21)

n+l _en

TA—IT»S;Z + b (u",T"+1 sp) —b* (uh,T”Jrl )+(PrRe)_1(Ve’}+l,Vsh)
Tn+1 _Tn

- <—At - T,"+1,sh) —b* (u —u", T sy, (4.22)

elde edilir. Hatanin,

eﬁ+1 — (un+l _Ih(un+l)) ( Z+1 Ih(un+1)) — nlrllJrl SnJrl,

i]{-l-l . (Tn—H I (Tn-l—l)) .l (Thn-l—l _Ih(Tn—H)) — Tﬁj—l ll/}rlt—i—l7

ayristmini (4.20) ve (4.22) denklemlerinde kullanilir, v, = SZ“ ve s, = l//,i‘+1 olarak
secilir ve

(a—b,a) = %[aZ_b2+(a—b)2],

esitligi tiirev yaklasimlarinda kullanilirsa (4.20) ve (4.22) denklemleri sirasiyla,

2At ISy P =1ISpIP+ S5+ = Spll?) +Re VS 1P+ 2l 8712
— Re™ (Vnn—H V8n+1)+b(u un—H Sn—i—l) b(uz’uz—i-l’s;:—i-l)
~(p" =g VS (T -8 Sy - x(S)L Sy — Ri(ntk, S

n+1

n
S Sm)
1Op

—l—Ri(l//;;I%,SZJrl) _Rl-((Tn+1 . Tn),’%,SZ+1) + (u:l+1 m

+b (un+1 _u}’l,uYH’l,Sli/’lH’l) _X<ul’l+1 _F, S;;H’l)’ (423)
ve

2At(||1/fh“||2 1WAl + [y ™ = will?) + (PrRe) ™ [V T2

= (PrRe) (Vi vy ) 6" (", Tyt — b (ug, Tyt
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-T"

TVH—l _
* ( ! At

7WZ+1> _|_b* (un-i-l _un’ Ti’l-‘rl’ llj;’ll-i-l) , (424)

seklini alir. (4.24) esitliginin sag tarafindaki birinci terim i¢in Cauchy-Schwarz ile birlikte

Young esitsizligi kullanilirsa,

(PrRe)~ (V! vty < (PrRe) ™| Vnz |V

< 4(PrRe) |Vt |2 + — (PrRe) |V T2,

16
elde edilir. Skew simetrik terimler i¢cin uygun terimler eklenip c¢ikartilarak asagidaki sekilde
yeniden yazilir.

b*(un’Tn+17wlrlz+1) b*(uZ,T”H,I//ZH)

=" (", Tyt — b, Tyt = b7, Tyt 7 (g, Tyt

= b (el Ty ™) + b7 (w7 )

= 5 T ) = b (ST ) b ().

Birinci ve ikinci terimler icin Once skew simetrik operatoriin tamimi, daha sonra

genellestirilmis Holder esitsizligi, Poincare ve Young esitsizlikleri kullanilirsa,

b*(rll};l,Tl’H’l,WZH”l)

< [0 VT Ly (g LT )

< OV el T w |+ gl [V o

< 2CCH(PrRe) |y P [V - +2C(PrRe) [nIPIT™ 3 + 5 (Prie) ™ [Vy ! P,
b*(SZ’j”H,%',’H)

= %H(SZ'VTHHJVZH)‘ﬂL’(Sh vyt )]

< CLISHIIVT™ =GV |+ C5 SV 17 o

1 _
< 2CCy(PrRe) || S} [VT" |2 + 2C(PrRe) | SHIPIT" |2 + g (PrRe) [V %,
liciincii terim icin Lemma (4.1) ile birlikte Young esitsizligi kullanilirsa,

b* (i, n Ly ) < ClVag |l Vgt V|
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1
< 4C(PrRe) |V |2[[Vnp |12 + S (PrRe) [V %,

istten degerlendirmesi elde edilir. Dordiincii terim i¢in Taylor teoremi, Cauchy-Schwarz,

Poincare-Friedrich ve Young esitsizlikleri, besinci terim i¢in ise Taylor teoremi ile birlikte

Lemma (4.1) kullanilirsa,

Tl n At
(T,”+1 —T,WZ“) = (?Et(g ),%’Z“)

At N
< ST ENIC Vv,

. 1 -
< Cp(Ar)*(PrRe)|| T (§)1* + 3¢ (PrRe) [V 1%,

ve

bt (' Tyt < Ca |V () VT [V |

Kk 1 —
< 4C(PrRe) (M)’ (| Vuy (§) |2 VT2 + S (PrRe) [V %,

elde edilir. Burada ¢*,{** € (¢", t"*!)’dir. Bu degerlendirmeler (4.24) denkleminin sag

tarafinda kullanilir ve terimler yeniden diizenlenirse,

1 (PrRe)~!
= P+ = w?) + RO

< 4(PrRe)” ||Vt |I? +2CCH(PrRe) (VT |7+ I 7| a1

IV, 2

+2CC,(PrRe) [ VT H[f= + 17" |[Z=] | S} 17 + 4C(PrRe) | Vu ||V 12

+Cp(PrRe)(An)? || T (E7)|1* +4C(PrRe) (Ar)* [ VT |12V, (£™) |,

elde edilir. Bu son esitsizlik 2A¢ ile ¢arpilip, sol taraftaki {i¢iincii terim goz ardi edilir ve

n=0,1,2,...,N — 1 zaman adimlar iizerinde toplanirsa,

N—1
I |12 = lwpll>+ (PrRe)'Ar Y ||Vt 12
n=0
1, S 12 2 R 192 1912 2
< 8(PrRe)”'At Y [|[Vnit!||> +4CC(PrRe)Ar Y [IIVT" |1 + 1T (|7-] [ M
n=0 n=0

N-1
+4CC,(PrRe)At Zb (VT Iz + 1T IZ-] IS5 112
n—=
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N—
+8C(PrRe)At Z IVuyl|* Vs[> 4+ 2C5 (PrRe) (At) <At Z 17;:(& HZ)
n=0

+8C(PrRe)(At) (At Z VT2V, (g**)uz) (4.25)

esitsizligi elde edilir. (4.25) esitsizliginin sag tarafindaki birinci terim icin;

N—1 N—1
A Y VP <ar Y et

n=0 n=0
2k 2 2k 2
<ch HTHLOG(()J*;HkH)AtN:Ch ”THLM(()J*;HkH)t*»
ikinci terim i¢in;
s 12 192 2
A Y (VT |7+ 1T 7) [
n=0
g 192 12\ ,.7.2k42 2
<A Y (VT + 1T 1 ) eh™ 2 fu (™) 7
n=0

N—1
2k+2 2 112 2
< APl At Y (VT B T )
n=0

2k+2 2 2 2
dordiincii terim i¢in;

At Z IVl 12V ? < Ar Z IVl 2en™ | T (")

n=0 n=0
2%\ (12 g~ 2
<ch HTHLM(OJ*;HI«H)AI Z [V |l=,
n=0
besinci terim i¢in;
N—1 )
At Z ”Tl"t ||L°° g+l L2 < At Z ||El||L°° 0, t* L2 HEIHL‘X’(Q t*;LZ) t*u
n=0
altinci terim icin;
N-1
At Y IVT PV ()P
n=0
R~ 2 2 2 2
<At Z ||VT||L00(07 t*;Loo)||VutHL°°(ﬂ17tn+l;L2) < HVT||L°°(0, t*;L°°)||V“fHL°°(0, 1L2) r
n=0
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seklindedir. Yukaridaki degerlendirmeler (4.25) esitsizliginde dikkate alinirsa bu esitsizlik;

N—1
W 1>+ (PrRe) ' A Y (V1 < [yl
n=0

*

N—1
+4CC(PrRe)Ar Y (VT [ fe (|7 |Z) | SR> +8(PrRe) ™ k™| T |7 poopyicin) t
n=0

*

+4CC2(PrRe)ch™ 2 (VT |22 g gy + 1T (0, 1)) 12 g
N—1
k 2 2
+8C(PrRe)ch® HTH%,,(O’ ey AL Zb | Vuji||* +2C; (PrRe) (Ar)*|| Ty

+8C(PrRe) (At || VT |70, 1) VU 7m0, po212) 1 (4.26)

,t*;Hk+l) t

2
70, 22y

seklini alir. (4.23) esitliginin sag tarafindaki terimler de benzer sekilde degerlendirilir. Sag

taraftaki ilk terim i¢cin Cauchy-Schwarz ile birlikte Young esitsizligi kullanilirsa,

Re™! (Vg Vsih) < Re” VitV S
15 .
< SRe [V P+ SR VSR,

elde edilir. Ikinci ve iigiincii terimler icin ise once uygun terimler eklenip ¢ikarilarak

b(un,un—i-l’sz—i-l) —b(uZ,uZH,SZH)

b(a" u"t vy) — b(u, ! vy) — b(u)w T vy) + b(u),a vy,

(

bleg,u" St + b(ufept! St
b(ne w™ S — b(Sput S + b(uy, gt Sp)

seklinde yeniden yazilir. Birinci ve ikinci skew-simetrik terimler i¢in dnce operatoriiniin
tanimi, daha sonra genellestirilmis Holder esitsizligi, Poincare ve Young esitsizligi

kullanilirsa,

1
b Sy < S [l VL S [+ (g VS )]
1 1
< S ImaIVa =Gy [ VS 5 I IV Sy
15 2 2 2 2 1 - 2
< o Re[CHI VU e w2 [P o Re VST,
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Ve

1
b(Sp LS < S[I(Sh - VurtL S +((85 - VSt
1 1
< SISHIIve" =Gy VS + S IS TVS, o
15 1
< < Re[ColIVu" 7 + " M- ]I SR P + sRe VS,

degerlendirmeleri elde edilir. Son terime Lemma (4.1) ile Young esitsizligi kullanilirsa,

b(uj,na !, Sy < ClIVug |l Vag VS

15 1
< 5 CRe|[ V||V || + 35 Re VS,

elde edilir. (4.23) esitliginin sag tarafindaki dordiincii terim i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi
ile birlikte

IV-v]| < V|| V], ¥ € X = Hy(Q),

degerlendirmesi ve Young esitsizligi kullanilirsa,

(P = VS <P =l IV S < NP = anl V[ VS; |

< de‘fHP i —Qh|’2+%Re Hvsyth2,

elde edilir. Besinci terime uygun terimler eklenip cikarilarak once iiggen esitsizligi,
daha sonra ise Cauchy-Schwarz, Poincare, Young esitsizlikleri ile birlikte [10] daki
degerlendirme, altinci terime ise Cauchy-Schwarz, Young esitsizlikleri ile birlikte ||S}|| <

|S;|| oldugu kullanilirsa,

x(mat =g s

= x(ma™ =g+ (i =), S

<x [ =l S+ (g =1 SpY]

< z2Ini ™ =l IVSH + xllmi — nElIC, VS|

15 1
< szcﬁRe[Hﬂ(}“ =Ml + ch* P |2 o oo 2] + Tske Vs,
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ve
L Qn Qqn n n n X n X n
1SS <xlISEIS I < xl SRS, < SIS I+ EIIS;,+1 [

elde edilir. Yedinci ve sekizinci terimlere Cauchy-Schwarz, Poincare-Friedrich ve Young

esitsizlikleri uygulanirsa,

Ri(ntk,8;™") < Ri|nf|IC, VS|

15 20 2 1 —1 12
< S RECiRe| 7> + 55 Re ™ IVS; P,

veE

- , 15 A
Ri(yk, S < RiWRICoIVS, | < - RECERe W3 1* + S5 ReIVS, 7,

elde edilir. (4.23)’lin sag tarafinda kalan terimler Taylor teoremi ile birlikte standart

esitsizlikler uygulanarak iistten asagidaki sekilde degerlendirilir:

Ri((T™ — ™k, Sp*1) = Ri(ATT(8), SpH )
< Ribt|| T($)IC,[IVS |

15 1
< S CIRPRe(M P TP+ 55Re ™ IVSP,

" u”l+l . un " At *ok n
@ﬁ”—7;—ﬁf033WACM@W%“H

15 ok |
< 5 Co(ArVRellun (£ + 3o Re™ VS,

2 WS = (W (o — ), S
— X(u}’l-i-l _un’8;21+1) +%(un _m78}1’;+1>
< xAt[u (N NCoIVE) |+ xlu” —w7||C, VS|
< gszf,Re[(At)zHut||im(,n7tn+1;L2)

| B
2 [u() ] +oRe VSR,
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Bu degerlendirmeler (4.23) denkleminin sag tarafinda dikkate alinir benzer terimler

diizenlenirse,

Re™
Eranl |!5Z|!2+|!5;’Z“—52H2)+

X (| an n
i + 2 ISy - 1S31P)

15 15
< SR H[Vig TP 4 - Re Gl V- +Hu"“HLw]||nqu

15 15
+§Re[C§||Vu"“H%w+Hu”“H%w}||8z2||2+7CRe||Vuz||2||Vn3“||2

15

2 arelp = gl + 2 2 CRRe M P 4 e 0 e )
15 15 15

+ - RIECyRe|nf|* + —-Ri*CpRe |Wh”2 — CpRI*Re(An)?||T |
15 15 15

esitsizligi elde edilir. Bu son esitsizlik 2Az ile carpilip, sol taraftaki ticlincii terim goz ardi

edilirve n =0,1,2,...,N — 1 zaman adimlar1 iizerinde toplanirsa,

N-1
ISHI?+ xAr|| S 17 + Re ™ Ar Y. (VST < |18} + xar ]| SR

n=0
-1 n+12 15 g n+1 n+1 2
+15Re AtZHVTlu P+ Rear Y [CRlIVu™ |2 + [ju™ M Z-) [
n=0 n=0

15
+ZR€AIZ [CBIIVU" |7 + [[u" | 7] | S7 1> + 15CRe Z Vi PV g+
n=0

+15dReAtZy|p”+1 qth—i—lezCzReAtZ [Ing™" = ngdl? + ch™ o e Fm gn o112
n=0 n=0 /

- - N-1
2 ~2 -2 )
+ 15Ri*CyReAt Z InF||* + ISRi*CReAt Zb I ||I* + 15CoRi*Re(Ar)* (At Y. |ITH]1%)
n= n=0

15
+ ZCI%Re(At At ZO HllnHLoo £ [n+l L2)> + 15%2C2R6(At At ZO Hu[HL‘” m Z"'H Lz))
n= n=

+15x*CoReh* Zmz [a(e™)|71, (4.27)
n=0

esitsizligi elde edilir. Dikkat edelim ki (4.27) esitsizliginin sag tarafindaki {igiincii terimi

i¢in;

N—1 N—1
AY Vet E <A Y e a( TR
n=0 n=0

< Ch2k||ll||iw(07t*;Hk+1)AtN = CthH“H[%w(q 1 HkH) t,
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dordiincii terimi icin;

N—1
2 12 12 2
A Y (ColVa |z + o™ |7 ) ([
n=0
N 12 12 22 2
<A Y (ColIVU |z A+ o |7 ) e fu(e") iy
n=0

242 ([ 112 2 112 2
< R T, oy (CIVU ™ o ooy 10 g e 1)) 24

altinci terimi igin;

N—1 N—1
2 12 2 2 2
At Y VAR P IVnatF < A Y eh® u(e) Ry | Vg
n=0 n=0
2 i12 N 2
< Ul g, A X VP,
n=0

yedinci terimi i¢in;

N—1 N—1
A Y P —gulP <A Y e [p(e R
n=0 n=0

S CthHpHiw(Q t*;Hk+l)AtN = Ch2k||p||i°°((),t*;[_1k+l) t*7
sekizinci terimi i¢in
g 1 2 A= 192 2
A Y Ima ™t =mall® <20 Y [IIng ™12+ Imall?]
n=0 n=0
N—1
<2 P2ACY [Ju( ) E e+ u() R
n=0
N—1
<4k ALY (" )Gy = 4R 0l gy
n=0
dokuzuncu terimi i¢in;
R~ 2 N 2
At Y InpllP < Ae Y R T (") iy
n=0 n=0
2k+2 2 2k+2 2
< DT o, sy AN = Ch™ T L ey 1
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on birinci terimi i¢in;

N—1 N—1
2 2 2 2
At Z ||E|| S At Z ||7}||L°°(t”7l”+l;l,2) S AtHEHLm(Q l*;LZ)N: ”T}“L‘X’(OJ*;LZ) t*a

on ikinci terimi i¢in;
*

N—1 N—1
2 2 2
At Z HuttHLm(,anH;Lz) <At Z HuttHLm(Q L2) ||utt||L°°(()7 1*;L2) r,
n=0 n=0

on ii¢iincii terimi icin;

N—1 N—1
2 2 2
At Z HufHL‘x’(t",t""r];Lz) S At HutHLoo(Q [*;LZ) = HutHLw(Q [*;LZ) t*7
n=0 n=0

on dordiincii terimi igin;

N—1 N—1
2 2 2
MY [0 R €AY [0 g gt = I ) £

seklindedir. O halde (4.27) esitsizligi;

N—1
ISH 1P + 2 ArllSY 1P +Re ™ ar Y [VSEHH? < IISRI + x| Sy

n=0
5 222 1 22 (2 gt |2 12 2
+Ar ) Re[15Ri*C, ||| +Z(Cp||vun 2=+ 1™ 1 Z=) 1S5 1]
n=0

+ 15x2C12)R€(4 Ch2k+2 ||ll||12f,°(0 t*;Hk+l) +Chzkaznut||i°°(tn’tn+l;L2)) t*

_ 15
+ 15Re lch2k||u||im( *+ ZRe ch2k+2||u\|im(07 oo Hk

N—1

2 2k 2 2
+ ||“HL°°(0, t*;L°°)) 1" +15CRe ch ||u||Lw(0’t*;Hk+1)At [Vl
n=0

2 +112
0, t*;Hk+1) )(Cp||Vu” ||L°°(O, 1*:L%)

*

+15d Re chzkaHim( ) "+ 15Ri*Cy Re ch**2||T, t

2
0, t*;Hk+1 ||L°°(0, t*;Hk'H)

, . 15 .
+15C;Ri*Re (At)2||T,||im(07 a2yt ICZRe(At)2||u,,||im(o7 a2y !

+ 15x2C12,Re(At)2||ut||im(O7 a2y U 15%*C>Re tha2||u||im(o7 eyl (4.28)
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seklinde olur.

|82|| = 0 ve || y?|| = 0 oldugu kullanilarak (4.26) ve (4.28) esitsizlikleri toplanilsin.

N—1
ISKIZ+ 1w 1P + 2 AL ISR 1P +Ar Y (Re VST + (PrRe) [ Vw1 1?)
n=0

N—1

15

<Ay {15RiZC§R€ i 1> + 2 Re (CHI V|7 + (o™ [7-) Sl
n=0

+4CCAPrR) (VT 3. + HT"“H%m)HsW] T IS CoRe (4eh* a2 g i

2k 2 2 2k — 2 - 2
e 0P 0| fen i1 y2)) 17+ (15Re IHuHLm(OJ*;HkH)+8(PrRe) IHT”L‘X‘(OJ*;HkH))t*

15
+ R )l Fa g [ZR@(C,%HW"“ 0. a=) + llz 0, 1v2))

N—1
DALY [[Vuy? +15d Re ch?||pl[7-
n=0

2 ~2 2k+2 2 2 p:2 2 2
+ 15Ri“C, Re ch™* 1T 170, prarenyt™ + 15 C, RiZ Re(At) (| Tl frp2)) £

*

+ SC‘(P"Re)||T'||12j<,(07 Z*;Hk'H 0,1*;Hk+1) t

15

2 2 2 2 *

+Cp<At) (ZReHunHLm(O’t*;Lz) +2(PTR€)H’E‘[”Lw(o’t*;[}))t

152 CoRe(AN | Fe( yog2y 1+ 15X°CRe thaZHuHiw(O’ oty )1

+8C(PrRe) (A1) ||V T|[7= (g, o1 |V Him(a a2y U (4.29)

(4.29) denkleminin sol tarafindaki 3. terim goz ardi edilir, Ayrik Gronwall Lemma
uygulanir ve kararlilik analizinden elde edilen sonug kullanilsin. Son esitsizlikte, kararlilik
analizinden elde edilen iistten degerlendirmeler sag taraftaki birinci terim i¢in dikkate

alinirsa,

N—1
IS I+ 1w 1P +ar Y (Re™ VS 12+ (PrRe) [V %)
n=0

+xAr||SN |2 < C(h* 4 Ar?), (4.30)

elde edilir. Burada C genel sabit olup h ve Ar’den bagimsizdir. Son olarak iliggen

esitsizliginin uygulanmasiyla,

N—1
lew 1>+ [l 1> +Ar Y (Re™ || Vel ||* + (PrRe) || Ver|?)
n=0
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+xArled | < 2018317 + i 12 + 201wy 1P+ Iz %)

N—-1
+2Ar Y Re ' (VS + (Vi t1?)
n=0

+(PrRe) " (VT PP+ Vi 12) |, (4.31)

ve sag tarafta (4.30) degerlendirmesi goz Oniine alinirsa ispat tamamlanir.
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S. SAYISAL DENEYLER

Bu boliim teorik matamatiksel analizden elde edilen yakinsaklik oranlarini ve Onerilen
semay1 test etmek igin iki sayisal deney sunmaktadir. 1lk dnce yakinsaklik oranlarini test
edilecek, daha sonra ise algoritmanin etkinligi Marsigli deneyinde test edilecektir. Bu
boliimde elde edilen sayisal deneylerin sonuclar International Conference on Mathematics
and Its Applications in Science and Engineering (ICMASE), 9-10 June, 2020 konferansinda

tam metin olarak sunulmustur [13].
5.1. YAKINSAKLIK ORAN TESTI

Bu boliimde yakinsaklik analizinden elde eldilen zamana ve uzaya gore yakinsaklik
oranlarini test edilmistir. Bunun i¢in iki boyutlu uzayda (0,1) x (0, 1) bolgesi iizerinde

calisilmis, gercek hiz, basing ve sicaklik degiskenleri ise

u(x,t) = Cf)s(ﬂ(y_t)) exp(?),
sin(mw(x+1))

p(x,1) =sin(x+y)(1+1%), T(x,1) = sin(mx) +yexp(t),

seklinde alinmistir. Bu analitik ¢oziimler (1.1) sisteminde g6z Oniine alinarak f ve y kuvvet
fonksiyonlar1 hesaplanmistir. Bunun yam sira, boyutsuz akigkan parametreleri, filtre
yarigapi ve rahatlatma parametresi (Re) ™! = (PrRe) ™' =Ri=1, a = O(h),y = O(At)
seklinde secilmis, sinir kosullari olarak da gercek ¢oziimlerin sinirda sagladiklar1 degerler
alinmistir.

Once uzaydaki yakinsaklik oranlarin1 dogrulanmistir. Bunun igin son zaman ¢* = 0.001
ve zaman adimi Ar = 0.0001 olarak sabitlenmis, daha sonra ise uzaydaki zaman adimini
her bir hesaplamada 2’ye boliinerek Teorem (4.2)’de elde edilen hatalar H'(Q) normunda
hesaplanmistir. Bu hesaplamalardan elde edilen sonuglar Cizelge (5.1)’de sunulmustur ki

bu sonuglar Teorem (4.2)’de elde edilen teorik sonuglarla uyumludur.

Benzer sekilde zamana gore yakinsaklik oranlarinin test edilebilmesi i¢in uzay adimini 4 =
1/64’¢ sabitleyip son zamani t* = 1 alarak ve her bir adimda zaman adimini 2’ye bélerek

hatalar ve yakinsaklik oranlar1 yine H'(Q) normunda hesaplanmistir. Bu hesaplamalardan
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Cizelge 5.1. Uzaya gore hiz-sicaklik hatalar1 ve yakinsaklik oranlari.

h | [[la—wpfl[21 | Oran | [[[|T —Tj[[[2, | Oran
1/4 | 2270le3 | --- | 1.6005e3 | ---
1/8 5.7243e-4 1.9876 | 4.02747e-4 | 1.9905

1/16 1.4299e-4 | 2.0012 1.0087e-4 1.9974
1/32 | 3.5717e-5 2.0012 2.5229¢-5 1.9993
1/64 | 8.9283e-6 | 2.0002 6.3080e-6 2.0015

elde edilen sonuclar Cizelge (5.2)’de sunulmustur.

Cizelge 5.2. Zamana gore hiz-sicaklik hatalar1 ve yakinsaklik oranlari.

At | |[lu—uylll2;1 | Oran | ||||T —Tp|ll2,1 | Oran
1/4 2.3992e-1 --- 2.2850e-2 ---
1/8 1.3877e-1 | 0.7900 | 1.14507e-2 | 0.9967
1/16 | 7.2666e-2 | 0.9333 5.7067e-3 1.0046
1/32 | 3.6915e-2 | 09771 | 2.84988e-3 | 1.0018
1/64 | 1.8579%-2 | 0.9905 1.4329e-3 0.9920

5.2. LUIGI FERDINANDO MARSIGLININ YERCEKIMiI KARARLI, iKi
KATMANLI AKISIN FiZIKSEL MODELI

Karadeniz ile Istanbul Bogazi arasinda akan Istanbul Bogazi’ndaki alt akint1, yercekimi
kaynakli akintilarin Orneklerinden biridir. 1679’da Marsigli, bu akimin yogunluk
farkliliklarindan kaynaklandi@inmi ortaya cikardi. Bir laboratuvar deneyi yapti: bir kap
baglangicta bir bolmeye boliindii. Sol tarafta Bogaz’daki alt akintidan alinan boyali su, sag
tarafta ise Karadeniz’deki yiizey suyu yogunlugunda su bulunuyordu. Ortaya ¢ikan akisi
gozlemlemek i¢in bolmeye iki delik yerlestirildi. Alt delikten gegen akis, Bogaz’da alt

akint1 yoniinde, iist delikten gecen akis ise ylizey akis yoniinde olmustur [5].

Bu sayisal testte amag, 1679°da Marsigli tarafindan aciklanan bu fiziksel durumun
simiilasyonunu yapmaktir. Problemin kurulumunda, H. Johnston ve calisma arkadaglari
tarafindan yazilan, [6] makale takip edilmistir.

Problemin kurulumu su sekilde verilmistir [6]:
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* Uzerinde calisilan bolge Q = [0,8] x [0, 1]dir ve x = 4’te bir ayrag ile ikiye
boliinmiistiir.

* Bolgenin sinirt iizerinde u|yq = 0°dir.

* Bolgenin alt ve iist sinirlar lizerinde sicaklik aligverisi yoktur. Bu nedenle, bu sinirlar
tizerinde homojen Neumann sinir kogullar1 uygulanmigtir: VT -n = 0.

* t = 0 aminda akiskan hareketsizdir. Bu nedenle u(0) = u® = 0’dur.

t = 0’da kutunun sol yarisindaki akigkanin sicakligi 7o = 1.5 (x < 4) ve sag
yarsindaki akigkan icin ise Ty = 1.0 (x > 4) seklinde se¢ilmistir.

* Boyutsuz akis parametreleri Re = 1.000, Ri = 4, Pr = 1 olarak alinmistir.

Sekil 5.1. Marsigli Sayisal Deney Semasi.

Once (1.1) sisteminin dogrudan sayisal simiilasyonu, ki bu (DSS) olarak adlandirilir,
yapilmigtir. Bunun i¢in hiz-basing-sicaklik sonlu elemanlar uzayi (P, Py, P>), zaman adimi
ise Ar = 0.01 olarak secilmigtir. Bu simiilasyonda 541.743 sonlu eleman kullanilmistir.

Daha sonra ise hem (1.1) sisteminin hem de tezde Onerilen algoritmanin ¢oziimleri
zaman adimi Ar = 0.005 alinarak ayn ag iizerinde 57.174 sonlu eleman kullanilarak
hesaplanmistir. Algoritmanin ¢dziimlerinin hesaplanmasinda ihtiya¢ duyulan parametreler
x = At, o = O(h) seklinde alinmustir. Karsilagtirma i¢in t* = 2, 4, 8’de elde edilen
sonuglar kullanilmistir. Bu hesaplamalardan elde edilen sonuglar Sekil 5.2- Sekil 5.4’te
sunulmugtur. Bu sekillerdeki ilk resimler (1.1) siteminin dogrudan simiilasyonun ince bir
ag lizerinde, ikinci resimler ise kaba ag {izerinde elde edilen sonuglarini gostermektedir.
Aym sekillerde verilen son iki resimler ise Onerilen algoritmanin ap, ve ap, gosterge
fonksiyonlar1 kullanilarak elde edilmistir. Bu sonuclardan da goriilecegi gibi t* =2, 4, 8
zamanlarinda Onerilen algoritmanin daha kaba bir ag iizerinde, cok daha ince bir ag

tizerinde elde edilen DSS’in akis diizenini ve sicaklik dagilimini ¢ok iyi yakaladigi acikc¢a
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goriilmektedir. Diger taraftan kaba agdaki DSS sonuglar1 zaman ilerledik¢ce ¢ok zayif

sicaklik ¢oziimler olusturur ve bu ¢oziimlerin 6nemli salinimlar yaptig1 goriilmektedir.

Sekil 5.2. Ince ag iizerinde DSS, aym kaba ag iizerinde DSS ve ap,, ap, gosterge
fonksiyonlar1 ile Algoritma 4.1 nin sicaklik egrileri.

SR v
o [ : ; ;
? g A i
et Al :
1 e 15
0 I
0 5
04 - S 2
02 i
0 T— .
o ' 2 a s s 3 7 o
' = s
o8 1
o8 1
04 . 2
0z H
o — .
o : 2 a s s 3 7 p

Sekil 5.3. Ince ag iizerinde DSS, ayni kaba ag iizerinde DSS ve ap,, ap, gosterge
fonksiyonlart ile Algoritma 4.1 nin sicaklik egrileri.
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Sekil 5.4. Ince ag iizerinde DSS, ayni kaba ag iizerinde DSS ve ap,, ap, gosterge
fonksiyonlari ile Algoritma 4.1 nin sicaklik egrileri.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde, c¢oklu fizik problemlerinden biri olan sikistirilamaz, izotermal olamayan
akigkanlarin bir modellemesi iizerinde c¢alisilmis ve bu modelin zamana goére geri
fark Euler, uzaya gore ise sonlu elemanlar yontemi kullanilarak yaklasik ¢oziimleri
hesaplanmustir. Onerilen algoritma her bir zaman adiminda Navier-Stokes denklemlerini 1s1
denklemlerinden ayirarak ¢ozmiistiir. Onerilen algoritmanin sonlu zaman aralig1 iizerinde
sayisal analizi yapilmistir. Bu aralik iizerinde yaklasik ¢oziimlerin zaman adimi {izerinde
bir kosul olmaksizin kararli oldugu gosterilmis, buna ek olarak 2 — 0 ve Az — 0 i¢in bu
yaklasik ¢coziimlerin gercek ¢oziimlere optimal yakinsaklik hizlarinda yakinsak oldugu
gosterilmigtir. Teorik analizden elde edilen yakinsaklik oranlari sayisal bir test tizerinde

dogrulanmis ve algoritmanin etkinligi Marsigli deneyi iizerinde gosterilmistir.
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