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viii

SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler, acgiklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

C Kompleks sayilar ciimlesi

H Hilbert uzay1

D(A) A operat0riiniin tanim ctimlesi
R(A) A operatoriiniin deger ciimlesi
Wily,y2] y1 ve yz ¢oziimlerinin Wronskiani
o(1) Sonsuz kiiciik degerler

Ry(A) A operatoriiniin resolventi

p(A) A operatdriiniin resolvent ctimlesi
G.(A) A operatoriiniin stirekli spektrumu
L* L operatoriiniin adjointi

Gp(A) A operatoriiniin diskret spektrumu
cr(A) A operatoriiniin kalan spektrumu

c(A) A operatériiniin spektrumu



1. GIRIS

L,(R;) uzayinda tanimli /(y) = -y"+V(X)y , x€ R, = [0,00) diferensiyel ifadesi ve y(0)

= 0 kosulu yardimiyla iiretilen operator L ile gosterilsin. Burada V kompleks degerli
fonksiyondur. L operatoriiniin spektral analizinin incelenmesine ilk olarak 1960
yilinda Naimark tarafindan bagslanmistir [1,2]. Naimark, non-selfadjoint L
operatoriiniin spektrumunun 6zdegerler, spektral tekillikler ve siirekli spektrumdan
olustugunu gostermistir. Schwartz 6zdeger olmayan, siirekli spektrumda yer alan
resolventin kutuplarina spektral tekillik adin1 vermistir [4]. Ayrica Schwartz spektral

tekilliklerinin spektral agilimda 6nemli bir rol oynadigini ve

=

j|V(X)| exp(ex)dx <o ,€>0

0

sartinin saglanmasi durumunda 6zdegerlerin ve spektral tekilliklerin sonlu oldugunu
gostermistir. Lyance, spektral tekilliklere karsilik gelen esas fonksiyonlarin
ozelliklerini incelemis ve spektral tekilliklerin spektral agilima etkisini arastirmigtir

[5]. L[0,00) uzayinda
—y'+[VX)+2AU(x)-A’ly =0, xe R,

denklemi ve y(0) = 0 siur kosulu yardimiyla iiretilen operator L(A) ile gosterilmistir.
Bairamov, Cakar ve Celebi 1997 yilindaki caligmalarinda L(A) operatoriiniin

spektrumunu bulup lim U(x) =0 ve

sup fexp(ex) [Vx)| +[Ux)[[f< o0 >0

0<x<o0
kosullar altinda L’nin 6zdegerinin, spektral tekilliklerinin ve onlarin katlarinin sonlu
oldugunu gostermislerdir. Ozdegerlere ve spektral tekilliklere karsilik gelen esas

fonksiyonlarin, sirasiyla L, ve H_ uzaylarina ait olduklarini ispatlamiglardir [1].



Bu tez calismasi 4 boliimden olusmaktadir. ikinci boliimiin ilk kisminda temel tanim
ve teoremler verilmistir. Ikinci kisminda ise diferensiyel operatoér tamimlanmis ve

diferensiyel denklemin ¢oziimleri incelenmistir.

Uciincii boliimiin ilk kisminda operatoriin  resolventi, parametrelerin degisimi
yontemiyle hesaplanmus, siirekli spektrumu bulunmustur. Ugiincii béliimiin ikinci

kisminda L operatoriiniin 6zdeger ve spektral tekilliklerinin yapisi incelenmistir.

Dordiincii boliimiin ilk kisminda L nin 6zdegerlerine karsilik gelen esas fonksiyonlar
tiimevarim yontemiyle bulunmustur. ikinci kisimda L’nin spektral tekilliklerine
karsilik gelen esas fonksiyonlar bulunmustur. Ozdegerlere karsilik gelen esas
fonksiyonlarin L,, spektral tekilliklere karsilik gelen esas fonksiyonlarin H_ uzayma

ait oldugu ispatlanmustir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Giris

Bu boliimde, spektral analizin bazi temel tanimlar1 ve Onemli teoremleri ifade
edildikten sonra, Schrodinger diferensiyel denkleminin belirli baslangi¢ kosullarini

saglayan ¢Oziimleri incelenecektir.
2.1. Tanim

H Hilbert uzayinda herhangi bir DcH lineer alt uzayr ve A: DcH—H doniisiimii

verilsin. Eger her o;,0€ C ve her x1,x,€ D icin

A(061X1+(X2X2) = OCle] + OCZAX2

esitligi saglaniyorsa A operatoriine lineer operator, D’ye ise A operatoriiniin tanim

bolgesi denir ve bu kiime D(A) ile gosterilir.

C kompleks sayilar ciimlesi, X topolojik vektor uzayi, L(X) X’de tanimli lineer

operatOr uzayi olsun.
2.2. Tanim

AeL(X) ve Ae C igin (A-AoD)x = 0 denkleminin x = 0 asikar ¢oziimiinden baska x #
0 ¢6ziimii bulunursa, Age C sayisina A operatoriiniin 6zdegeri, bu denklemin her bir

x # 0 ¢oziimiine ise A operatoriiniin A 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonu denir.

2.3. Tanim

D(A) = H olmak iizere Vx,ye D(A) i¢in

(Ax,y) = (x,Ay)



esitligi saglaniyorsa A operatOriine simetrik operator denir. A simetrik operatorii icin
A* = A ise A operatoriine self adjoint operator denir. Bu sart1 saglamiyorsa operatore

non—self adjoint operator adi verilir.
2.4. Tanim
Ae L(X) olmak iizere

p(A) = {A: Ae C, Ry(A) var, Ry(A) smurli, D(R, (A)) = H}

climlesine, A operatoriiniin resolvent ctimlesi denir.

2.5. Tanim

Ae L(x) olmak lizere

Ge(A) : = {A: Ae C, Ry(A) var, Ry(A) sirsiz, D(R, (A)) = H}
climlesine A operat0riiniin siirekli spektrumu denir.

2.6. Tanim

Ae L(x) olmak iizere

Gi(A) : = {A: Ae C, Ry(A) var, Ry (A) siirh, D(R, (A)) # H}
climlesine A operatoriiniin kalan (rezidii) spektrumu denir.
2.7. Tanim

Ae L(x) olmak lizere

6(A):=C\p(A)

kiimesine A operatoriiniin spektrumu denir.



2.1. Teorem (Privalov) [6]

g fonksiyonu agik iist diizlemde analitik, E ciimlesi g fonksiyonunun reel sifirlarinin

ctimlesi ve W, E ciimlesinin reel Lebesque 6l¢iisii olsun.
Eger W(E) > 0 ise bu durumda g(z) =0 olur.
2.2. Teorem

feLy(—oo,400) ise N > 0 i¢in
+N )

M) = [f00e™ dx
-N

olmak iizere Pllim gy (A) =g(h) olacak sekilde bir ge L,(0,00) vardir.

2.3. Teorem (Pavlov) [8]

Kabul edelim ki g(z) fonksiyonu acik kompleks iist diizlemde analitik, tiim

basamaktan tiirevleri siirekli, kapali iist diizlemde siirekli olsun. Bu durumda

r

dz’

g(z) <A , 1r=01,2,.. Imz=20,z|<T

ve

T

jwdx‘@o

Tln l2(x) "

1+x2 <

Jo1+x?

T

saglanacak sekilde T > O sayis1 vardir. Ayrica M ciimlesi g(z) fonksiyonunun sonsuz

katl sifirlarinin ctimlesi ve (M) = 0’dr.

h keyfi pozitif bir say1 olmak {izere



j In T(s).du(M,) = — oo

ise bu durumda g(z) = 0’dir. Burada

r

As

T(s) = inf
roor!

dir ve W(My), M ciimlesinin s komsulugunun lineer Lebesque Olciisiidiir.
2.4. Teorem (Lebesque) [4]

(gv(x)) Olgtilebilen fonksiyonlar dizisi ve lim g (x)=g(x) olsun. Eger bir GeL;(—

oo,400) meveut ve Vv igin |g,(x)| £ G(x) ise

lim jgv(x) dx = jg(x) dx

dir.

Simdi asagidaki sinir deger problemini tanimlayalim.

-y + [VE)+2AUx)-Aly =0 , xeR, = [0,00) 2.1
diferensiyel denklemi ve

y(0)=0 (2.2)
sinir kosulunu gdzoniine alalim.

Burada U ve V fonksiyonlari, kompleks degerli fonksiyonlar, A kompleks

parametredir.

Es.2.1-Es.2.2 sinir deger problemi yardimiyla



[,[0,00;C) = {f: j |f(x)|2 dx <o} wuzayinda L operatorii asagidaki bigimde
0
tanimlansin.

Vye L,[0,00;C) diferensiyellenebilen y(x,A) fonksiyonu icin
0y) =-y" + [V(X)+2kU(X)—k2]y diferensiyel ifadesini g6z Oniine alalim.

1.y" var ve R, nin herbir sonlu alt

araliginda mutlak siirekli
D(L) = Jy:ye L[0,;C) 2.0(y)e L,[0,00;C)

3.y(0)=0

olmak iizere Vye D(L) icin Ly := /(y) seklinde tanimlayalim [3].

2.2. £(y) = 0 Denkleminin Coziimleri
T|U(x)| dx <o ve TX[ Vo] +|U 0] dx < oo 2.3)
0 0

sart1 altinda /(y) = 0 denkleminin ¢oziimlerini inceleyelim. ®, a, B fonksiyonlarini

asagidaki bicimde tanimlayalim [3].
o(x) = [U@) dt

a) = [ [[Veo+[uof]dt (2.4)

Bex) = [[t[V(o]+2uce)]at

Es.2.3 kosullar varsayildiginda /(y) = 0 denklemi



FN) = el®M g 4 j Ax,t)e™ dt |, eC, 2.5)

g(x,A) = e OW gy j B(x,t)e ™ dt ,AeC. (2.6)

cOziimlerine sahiptir [3].

Burada A(x,t) ve B(x,t) asagidaki esitsizlikleri saglar.

B(x,1)

b

|A(X,t)

1 X+t
< S ( 5 j exp B(x)} 2.7

<c. {o& (x) + Q{XT“H 2.8)

W(x) :i ﬁV(x)| +|U 0|+ |U’(x)|]

A, (x,1)

B, (x,t)

9

f(x,A) ¢oziimii ImA > O diizleminde A ya gore analitik fonksiyon ve g(x,A) ¢oziimii

ImA < 0 diizleminde A ya gore analitik fonksiyondur [3]. Ayrica Es.2.1 denkleminin
o0 =0, (0N =1

sartlarini saglayan @ ¢oziimii vardir.

2.5. Teorem [3]

v + [V(X) + 2AU(x) = A*ly = 0, 0 < x < oo denkleminin f(x,\), g(x,A) ¢oziimleri
asagidaki asimptotik esitlikleri saglar.

(@) F(x, ) =e™ [1 + o(1)] , AeC. , x>0

i — 2.9
®) fxxA) =™ [iA+o(1)] ., AeC. , x—w (2.9)

(c) g(x,A) = e ™1 +0(1)] , AeC. , x>



_ _ 2.10
(d) gx(x,\) = e M Lh+o(1)] , AeC- , x—oo ( )

Ispat
(@) f(x,A) =e™ [1 +0(1)],, Ae C. , x—o0 asimptotik esitliginin ispat1 ile baglayalim.

(i) ImA = 0 olsun. le™| = 1 oldugu agiktr.
Fooh) =0 M 4 A ) e™ di

= oM™ =0+ JAGx, ) ™ dt
olur.

Es.2.7 esitsizliginin 0 < x < oo i¢in integralini alirsak

T 17 (x,+t %
£|A(x0,t)| dtﬁgga(oTj ePto) gt

1] = T[u\V(u)\+2\U(u)\]du
= 1] V()| +[U(s)[] ds | e dt
0

Xo+

2

{ THV(S)| +[U's)]] ds} dt

{ j IVes)|+|ues)|] dt}ds

=2c Ts [Ves)|+[u'es)|]as

<c

Oy 8

elde edilir. O halde A(x,")€L;[0,%) olur. Ayrica
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iJ.U(l)dl
lime =lime* =1

X—>o0 X—>00

im(x)

olur. Buradan

fxMe ™ =1+ o(1)
fxM)=e™[1+o(1)] , ImA=0 ,x—o

(i) ImA > O olsun. Bu durumda eM fonksiyonu azalandir. Bir 6nceki ifadeden

A(x,) eL;[0,00) idi.

.[ A(x,t)e™™Vdt integrali yeteri kadar biiyiik x ler i¢in yakinsak integralin kalan

terimi oldugundan

= f(x,A) e ™ =1+0(1)
fxA) =e™[1+o(1)] ,ImA>0 , x—oo

(b) Simdi fx(x,A) = €™ (i + o(1)) , Ae C. , x—>o0 asimptotik esitliginin ispatini

yapalim.
o0 =i ™ + A0 ™ dt
£ =1 (e M ik M ™+ [A (x,0) e dt - Axx) ™

) €™ = N f (%) + M} + [A(x,0 €M7 dt - A(xx)

olur.

Es.2.8 esitsizliginin her iki yaninin O < x < oo i¢in integrali alinirsa



e I

0
T ° +t
=cfa’(xy) dt+ | W(XO jdt

0 0
Es.2.3 sart1 gozoniine alinirsa

0

{T T vopuola] as

% T [Vw)|+|u’@)|]du +% T luwf ]du}

A

elde edilir. O halde A (x,")€L;[0,o0) olur.

L
MOR (s)|]ds} dt+ Z! o[ vew)+

Oy 8
H —y 8

(1) ImA = 0 olsun. Bu durumda |emx| =1 ve A(x,x) = o(1) olur.

£ e ™ =[iL+0(1)] , ImL =0 , x—
£:x0) =e™ [iL+0o(1)] , ImA=0 , x>

elde edilir.

(i) Im\ > 0 olsun. Bu durumda e™* azalandir. A(x,x) stnirlidir.

£:x0) =™ [iL+0o(1)] , ImA=0 , x—>
elde edilir.
(i) ve (ii) den fx(x,A) = €™ [iA + o(1)] , Ae C. , x—>o0

bulunur.

11
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Es.2.10 asimptotik esitlikleri, Es.2.9 asimptotik esitliklerine benzer olarak ispatlanir.
2.6. Teorem [3]
Es.2.1 denkleminin f(x,A), g(x,A) ¢oziimleri asagidaki asimptotik esitlikleri saglar.

(a) f(x,A) =P e™ 4 o(1), e C. , [M—o0

. . _ 2.11
(b) g(x,A) = @™ 4 o(1), he C_ , [A|>oo e.11)

Ispat
(a) F(x,A) = ®V.e™ 1 o(1) asimptotik esitliginin ispatin1 yapalim.
F(x)e Li(—o0,00) ise

f(x) fonksiyonunun Fourier doniisiimii olan
2= - [F(x)e™ dx
2 7

fonksiyonu da L;(—ce,c0) uzayina aittir.

(1) ImA = 0 olsun.

A(x,t) ; x<t<oo

0 ; —oo<t<X

;‘;(X, t)= {
olarak tanimlansin. f(x,A) ¢oztimii

F(x,\) = el g™ 4 _TA(X,'[) e™ dt

olarak yazilir.

A(x,t)e Li[0,00) oldugundan A(x, t) € L[0,0) olur.

FxA) =™ e 4 o1) , Ao , ImA=0

dir.
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(ii) ImA > O olsun. Bu durumda eM fonksiyonu azalandir. |A(X,t)|.|em| < JAX,b)| ve

A(x,t)e L;[0,00) sart1 saglandigindan

=

dt = ‘%‘im ‘A(x,t) e™|dt
0

lim ]o \A(x,t) e
0

e

=o(1) |A|—c0 , ImA >0
elde edilir. O halde f(x,L) = €™ e™ + o(1) , [A|=> , ImA > 0 olur.

() ve (ii) den F(x,A) = e ™ + o(1) , |A|—eo , ImA > 0 elde edilir.

Benzer sekilde g(x,A) = ¢ ®® e™ 4+ o(1) , [A|oe , ImA < 0 asimptotik esitligi de

gosterilebilir.

2.7. Teorem [3]

Es.2.1 denkleminin f(x,A) ve g(x,A) ¢oziimleri igin

Wif.gl = 11_22 Wif.g]l =-2iA ,AeR (2.12)
dir.

Ispat

2.5. Teoremdeki asimptotik esitlikleri kullanirsak

WIfxA),g(x,M)] =

fxA) gx,h) ‘
f (x,A) g . (x,A)
= )1(1_1110 [f(XJ\')gX(X’x)_fX(XJ\')g(X’?\')]

= lim (—iA) — (i) = -2iA

elde edilir.

Dolayisiyla AeR* icin f(x,A) ve g(x,A), Es.2.1 denkleminin temel c¢oziimler

sistemidir.
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3. L OPERATORUNUN OZDEGERLERI VE SPEKTRAL TEKILLIKLERI

3.1. L Operatoriiniin Resolventi ve Siirekli Spekturumu

FA) := f(0,A) , G(A) := g(0,\) olmak iizere

p1:={MAe C, ,F(L) #0}
p>:={A he C_, GA) %0}

ve

p(LA) = p1(M)Upa(R)
olarak tanimlansin [3].

3.1. Teorem [1]

Ae p(L(A)) i¢in L(A) integral operatoriiniin resolventi

R(L(A)) h(t) = TR(X,t;K) h(t) dt hel,(R,)
bicimindedir.
A R BN o, Aep(V)

REotA) = {Rz(x,t;k) . rep,(V) G-

Burada

Ri(x,t0) = L{ fEMeth -, 0st<x (32)
FA) |- FLN) 9(x,A) , x<t<oo

Ry(x.tA) = 1 g(x,A) o(t,A) , 0<t<x
G [—g(t,AD) o(x,A) , x<t<oo

Ispat

ImA > 0 igin F(A) # 0 dir. Bu durumda
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W[f’(p] = }(ILI}) [f(X’)\') (P/(Xa}h)_f,(x)\') (P(X)\')]
= lim £(x.) ¢x0) — lim £(x,0) @(x.M)

= f(0.0) ¢'(0.A) - £'(0.1) @(0.1)
= f(0,0).1 - f(0,1).0 =F(A) #0 (3.3)

ImA > 0 icin F(A) # 0 kosulunu saglayan A lar i¢in Es.2.1 denkleminin temel

coziimler sistemi f(x,A) ve @(x,A) dir.
—y” + [Vx)+2AU(x)-Ay = h(x) (3.4)

homogen olmayan denklemi g6zoniine alalim. Bunun i¢in parametrelerin degisim

yontemini kullanacagiz.

—y” + [VE)+2AU(x)-Aly = 0

homogen denkleminin ¢6ziimii

Y= f (X M) +c,0(x,1) 3.5
biciminde yazilabilir. Genel denklemin ¢oziimiinii ise

y = c1(x) f(x,A) + ca(x) (X, (3.6)
biciminde arayalim.

Bu durumda

Y =c'(x) f(xA) + €' (x) o(x,A) + c1(x) f(X,A) + ca(x) ¢'(x,1)

elde edilir.

Simdi

¢’(x) FM) +¢2'(x) 9(x,A) =0 (3.7)
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oldugunu varsayalim.

Bu durumda

Y =) f(xA) + cx) 9'(x,1)
Y =c'(x) f(x M) + 6" (x) 9'(x,A) + ci(x) f1(xA) + ca(x) 97 (x,)

olur.

y ve y” Es.3.4 de yerine yazilirsa

c1(x) f(x,A) +¢2'(x) ¢'(x,A) = ~h(x) (3.8)
elde edilir. Es.3.7 ve Es.3.8 esitliklerinden asagidaki denklem sistemi bulunur.

¢’(x) f(xM) +¢2'(x) 9(x,A) =0
¢’(x) f/(x,A) + ' (x) ¢'(x,A) = ~h(x) (3.9)

Es.3.9 sisteminin ¢dziimiinden

,ov_ h(x) @(x, ) ,n_ —hx) f(x,M)
c'(x) = RN ve ¢'(x) = TRy
olur. Buradan
ci(x) = j‘p(t 2) ?(t) dt+c,(0) (3.10)
© f(t,A) h(t)
c(x) = — j 0 dt +c, (o) (3.11)
elde edilir.

y = ci(X)f(x,A) + co(X)Q(x,A) ile tanmimlanan y(x,A) ¢Oziimiiniin 1,[0,0) da olmasi

i¢in ca(e0) = 0 ve sinir kosulunun saglanmasi icin ¢;(0) = 0 olmalidir.



O halde

1 X
c1(x) = D ! o(t,A) h(t) dt

-
Qw——ﬁ55m1mmm

seklini alir.

h(t) dt

F(L)

LA
| FOV

_ T FLMQx, )

bulunur.

Ri(x,t;A) = L{ oL, Mf(x,A) ; 0<t<x

FA) |—o(x,M)f(t,A) ; x<t<oo

Kabul edilirse
y= IRI(X,t;k) h(t) dt
0
olur. Diger yandan y = (Rj3h)(x) oldugundan

(Riph)(x) = TRl(x,t;k) h(t) dt

elde edilir.
Benzer sekilde
Aoe(td) ;3 0<
Ro(x.t:A) = 1] axA)e(tA) t<x
G [—g(t,M)o(x,A) ; x<t<oo

h(t) dt

17

(3.12)
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3.2. Teorem [1]

Her bir A kompleks sayis1 i¢in ImA > 0 diizleminde

C+
Ri|>—2A—— (3.13)
| [FQL)| {/[Im A
olacak sekilde C; sayisi ve ImA < 0 diizleminde
(3.14)

-
Rill>—=—*
k.| G| yJim A

olacak sekilde C, sayis1 vardir.
Ispat

Es.3.13 esitsizligini ispatlayalim.

fLry =

; aft<oo

{(p(t,k) . 0<t<a
0

biciminde tanimlayalim.

o a s

[lf @I de= [loe, 1) de <o
0 0

oldugundan f;(t)e L,[0,0) olur.

RO = [R (L) f,(0) dt

j FXNQ(t,A) ——— oA dt

F(})



F&M)

- [l [ dt
. _ FGA) 2
RifOO = oS 1£.]

F(x,A) =M L 6(1) > , ImA20
asimptotik esitliginden
IFx M) =™ 4 0o(1)  —eo , ImA20

elde edilir. Buradan

I£(x, M)l > %e_w‘x

oldugu agiktir.
T|f(X,7\')|2 dx > lT “2ImAx 4y — 1 o 2xImi|”
0 4 a Irn)b a
— 1 e—ZaIml

8ImA

elde edilir. O halde Es.3.15 asagidaki esitlikte g6zoniine alinirsa

j (R; )0 dt
I
Fouf

1 e—ZaImk ||f1||2
8ImA |F(k)|2

>j|f< A dx

esitsizliginden

19

(3.15)
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+
A

\ R

C+
> A
[FQL)| {/[Im A
elde edilir.

Benzer sekilde Es.3.14 de elde edilir.

3.3. Teorem [1]

A, L operatoriiniin resolvent ciimlesine ait ve A—Age (—oo,00) ise }II}} Rk” = oo,
—Ag

Ispat

Es.3.13 ve Es.3.14 esitsizlikleri ve ImAg = 0 oldugu gozoniine alinirsa

lim
A—N

R, | = o elde edilir.

3.4. Teorem [1]
L operatoriiniin siirekli spektrumu reel eksendir. Yani G(L) = (—oo,00) dir.
Ispat

A€ (—o0,00) icin Teorem 3.2’den Ry (L) operatériiniin varligi ve Teorem 3.3’den Ry (L)
operatoriiniin sinirsizligl ispatlandi. Simdi Ry(L) nin tanim ciimlesinin L,(0,0) da

yogun oldugunu gosterelim.
L(0,0) = R, (L—AI) @ N(L" —AI)

esitliginde N(L-AI) ciimlesi L'—AI operatriiniin cekirdegidir. L* ise L nin

adjointidir.

L {— Y +[V(x) +20U(x) -]y =0
y(0)=0
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ile gosterilen operatoriin pozitif 6zdegeri olmadigindan N(L™—AI) = {0} elde edilir.
O halde L(0,00) = D((L—AD)™") dir.

Teorem 3.2 ve Teorem 3.3’den G.(L) = (—oo,+0) dur.

3.2. L Operatoriiniin Ozdegerleri ve Spektral Tekillikleri

3.1. Tanmim [4]

L operatoriiniin resolventinin ¢ekirdeginin kutuplar1 olup, 6zdegerleri olmayan,
stirekli spektrumda yer alan noktalara spektral tekillik denir. L operatoriiniin

ozdegerleri ve spektral tekillikleri ctimlesini 6,(L) ve o4(L) ile gosterelim.
3.5. Teorem [3]

(a) 6,(L(V) = {MAeC, , FL) =0} U {MAeC_, G(A) = 0} (3.16)
(b) 65(LV) = {M AeR* , F(A) = 0} U {M AeR*, G(A) = 0} (3.17)

Burada R * = R\{0}
fspat
(a) M, ve M, ile asagidaki ciimleleri tanimlayalim.

M, = {MAeC,,FQ) =0}
M; = {MAeC_, G(L) =0}

M= M1 U M2
climlesini gosterelim.
L operatoriiniin 6zdegerlerinin tanimi kullanilirsa

Mco,(L(A)) (3.18)
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oldugu acgiktir. [Es.3.16 esitligini ispatlamak igin op(L(A))cM  oldugunu

gostermeliyiz.
o€ 6,(L(L)) oldugunu kabul edelim.

(1) Aoe C, olsun. Ape 6,(L(A)) oldugundan Es.2.1 denkleminin A = A i¢in y(0) = 0

kosulunu saglayan y(x,Ag)€l;[0,0) ¢6ziimii vardir. Wronskian x’ten bagimsiz

oldugundan

W[y(x,A0),9(x,A0)] = 1}_{% [y(x,A0)Q (X, ho)—y (X,A0)P(x,X0)] = 0

dir. ¢ # 0 sabit olmak iizere y(x,A) = c.Q(x,Ao) dir.

Wf(x,A0),y(X,ho)] = !(l_f)r(} [f(x.Ao)e. ¢ (X, ho)—f (X, h0)c.0(X,A0)]

= c.F(\) (3.19)

dir.

W[f(X,xO)’Y(X,XO)] = )lgl_)mw [f(x’y\‘())'y/(X’)LO)_f,(X’Q\‘O)‘y(X’)\‘O)]

=0 (3.20)
dir.
Es.3.19 ve Es.3.20 ifadelerinden, c0 oldugundan F(A) = O dir.

(2) hoe C_ olsun. G(Ag) = 0 oldugu benzer sekilde gosterilebilir.
(3) Ao R olsun. Es.2.12°den

Es.2.1 denkleminin keyfi ¢oziimii

y(x,ho) = c1(X)f(x,h0) + c2(x)g(X,A0)

Es.2.9 ve Es.2.10 dan
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iApx —idox

y(x,Ao) = ¢, +c,e +0(1) x—oo

Y(', )\'0) & LZ[O,oo)

olur. O halde
op(LA)NR=Y

(1)—(2) ve (3) den

op(L(A))cM (3.21)
dir.

Es.3.18 ve Es.3.21 ifadelerinden

op(L(A)) = {MAeC,, FA) =0} U {MAeC_, G(A) =0}

elde edilir.

(b) Es.3.1-Es.3.2 ve (a) dan L(A) operatoriiniin spektral tekilliklerinin reel eksende F

ve G nin sifirlar oldugunu elde ederiz.

WIFxM),g(x,M)] = FM)gx(0.4) - G f«(O0L) = -2iA , xeR
ifadesinden

{MAeR,EM) =0} N {MAeR, G =0} =Q

Simdi L operatoriin 6zdegerlerini ve spektral tekilliklerinin yapisini incelemek igin

sirastyla a ve (CT_ de F ve G fonksiyonlarinin iist ve alt diizlemdeki sifirlarinin
yapisini incelememiz gerekiyor. Basitlik i¢in a’da F fonksiyonunun sifirlarinin

yapisini inceleyelim. Benzer olarak, (CT_ de G fonksiyonunun sifirlarinin yapisi

incelenebilir. Asagidaki kiimeleri tanimlayalim.
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Qi ={MAeC,,F)=0},Q.={MAeR, F(A) =0}

3.6. Teorem [3]

(1) Q; kiimesi simirhdir ve en fazla sayilabilir sayida elemana sahiptir ve limit

noktalar1 sadece reel eksende bulunabilir.

(i1) Q, kiimesi kompakttir ve lineer Lebesque 6l¢iisii sifirdir.
Ispat

@)

FM) =e®®+0(l) AeC, , M- oo

bagintisindan

FV)# 0

oldugundan F(A) fonksiyonu ImA > 0 yar1 diizleminde analitiktir.

Ozdes olarak sifirdan farkli analitik fonksiyonunun sifirlart sinirli bir bolgededir. O

halde Q; ciimlesi sinirhidir.

F(L) fonksiyonu ImA > O yar1 diizleminde analitik oldugundan onun analitiklik

bolgesinin i¢indeki sifirlar (yani Q; ciimlesi) en cok sayilabilir sayidadir.

Analitik fonksiyonun analitiklik bolgesinin igindeki sifirlarinin limit noktalar
analitiklik bolgesinin sinirinda oldugundan Q; ciimlesinin limit noktalar1 reel eksenin

sinirh bir araliginda yer alir.
(i1) Q, kiimesinin kompakt oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in Q; den alinan dizinin limit noktasinin Q; ye ait oldugunu gostermeliyiz.

(A)e Q2 , F(Ay) = 0, Ay—Ap herhangi bir dizi olsun.
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lim F(A,)=F(limA,)
=F(A,)=0
olur. Buradan Aoe Q- elde edilir

Simdi w(Q;) = 0 oldugunu gostermek i¢in Privalov teoremini kullanalim. Q,
ciimlesinin lineer Lebesque 0lg¢iisii sifirdan biiyiik olsaydi F(A) = 0 olmasi1 gerekirdi.

Fakat F(A) #£0 oldugundan p(Q,) = 0 olur.
Teorem 3.5 ve Teorem 3.6’dan asagidaki sonucu yazabiliriz.
3.1. Sonug [3]

L(A) nin 6zdegerleri ve spektral tekilliklerinin kiimeleri sinirlidir en fazla sayilabilir
sayidadir. Eger Es.2.3 kosulu saglanirsa limit noktalar1 sadece reel eksenin sinirl alt

araliginda bulunabilir.

Simdiye kadar Es.2.3 kosulunu gozoniinde bulundurduk. Bundan sonra asagidaki

kosullar1 kullanacagiz.

limUx) =0 ,  sup fexplev/x ) [V +|U )]} < o0 (3.22)

X—eo 0<x<oo0

Es.2.3 ve Es.2.22°den
o(x)<c, exp(—%x/;j , B(x)<c¢, exp(—% \/;j (3.23)
Es.2.6 ve Es.3.23’den

IAx,0)l, IB(x,)l < ¢, exp{—% A / X ; t } (3.24)

dir.




3.7. Teorem [3]

FOOI<M, AeC, ,r=0,12,..

esitsizligi vardir. Burada
My = exp {— [mu) dt} + [|A©, 0 dt
0 0

ve

Mr:2r+1.c.jtr.exp(—§\/¥jdt , r=12,...
0

biciminde tanimlidir.

Ispat

r=0i¢in
FL) = e + j A0, 1) e™ dt
0

Fou)-

e 4 j A0, 1) e™ dt
0

em

IA

dt

e+ ]:|A(0, t)
0

i{j[Re U(t)+ilm U(l)]dt} oo
0

+ [|A©,0]-]e ™| dt
0

=|C

IA

exp{— ]: ImU(t) dt}

+ T|A(o, 0] dt
0

dir.

26

(3.25)

(3.26)



r > 0 icin ispat1 yapalim.

Fooh) =0 M 4 A e™ dt

FQV) = fO,0) =, j A0, t) e™ dt
0

i _ T . it
- F(\) = ! (it).A(0,t).e™ dt

d2 _m s N2 it
WF(A)_ { (it)>.A(0,t).e™ dt
d FL) = T(it)r A(0,t).e™ dt
dx T

d F(L) = T(it)r A0, t).e™ dt
dx AR

< [|A©,0]t" dt

0
_1 joc(lj P ¢ dt
2172

oo t
Sl je_Z\/; ePO ¢ dt
2 0

Jk
—c je 2 2r k2 dk

0

=2"c Itr exp(—%x/?j dt r=1.2,..
0

O halde

IFO(W) < M, , r=0,12....

27
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Qi ve Q; nin limit noktalarinin kiimesini sirasi ile Q3 ve Qy ile ve F nin C, daki

sonsuz kath sifirlarinin kiimesini Qs ile gosterelim.
3.8. Teorem [3]

Q3cQz2, QucQ2, QscQ2

Ispat

Q3cQ; oldugunu gosterelim.

AcQsolsun. ImA >0 , n— , A=A , F(A,) =0

lim FA, )= 0= F(limA_)=0

= F\) =0
= \e Q2

Q4cQ; oldugunu gosterelim.
A€ Qg olsun. A,—A ,n— , ImA =0, F(A,)=0

lim FA, )= 0= F(limA_)=0

=FM) =0
= Ae Q2

QscQ; oldugunu gosterelim.
A€ Qs olsun.
Qs={AMImA >0 F(Ao) =0, A sonsuz kath sifir}

AoeQsise ImA >0 , F(Ay) =0 , A sonsuz katl sifir
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= FN) =0 , k=012...

Bir fonksiyonun sonsuz katli sifirlar1 analitiklik bolgesinin i¢inde yer aliyorsa o

fonksiyon o bolgede 6zdes olarak sifirdir.
3.1. Lemma [3]

Q3Qs5 , Q4cQs

Ispat

Q3c=Qs oldugunu gosterelim.

Q; ¢ Q, olsun. Yani

A(A)eQs ve limA, =AoeQs var > dog Qs

F(L) reel eksene kadar siirekli oldugundan A¢e Q; olur ve 6yle ny sonlu pozitif

tamsayis1 vardir ki
FA) = (ha—20)" a(A)  a(o) %0
F(A) = 0 ve Ay# Ao oldugundan

F(A
e

a(A) siirekli fonksiyon oldugundan

lima(k,)=allim2, | =ako) =0

Dolayistyla Ao, F(A) nin sonlu katl sifir1 olamaz. Sonsuz katli sifiridir.

Q4cQs benzer olarak gosterilir.



3.9. Teorem [3]

€

= &g
Mr=2f+1.c.jtf.e 24t r=12.. (c>0)
0

ile tanimlanan M; sabitleri asagidaki esitsizligi saglar.

M, <B.b'.r'.1!

Burada B ve b sabitleri c’ye ve € a bagl pozitif sabitlerdir.

Ispat

% Ji=u doniistimiinii yapalim.

2
£ sl di= 8—udu
4 g’
olur.

elde edilir. Sonuncu integrale 2r kez kismi integrasyon uygularsak

M, = 8 oy @ ey 32,1 jte dt
€
<108 1) @r 1) 2r+1) jte-‘ dt

- 2r+2
€

2r—tane

30

(3.27)
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16¢.8"

2r+2
€

M, < 2r+1)* B

M, < 8"B.Q2r+1)*

2r
= 8r.B.(2r(l + ijj
2r

1 2r
= 8" B(2r)* (1 + 2-)

r
1 2r
(1 + 2—) <ever <e'r! esitsizlikleri kullanilirsa
r
M. <32 rl.i'B
=Bb'r'r! (3.28)

3.10. Teorem [3]

F(A) fonksiyonunun ImA > 0 yar diizlemindeki sonsuz kath sifirlarinin ciimlesi

bostur. Yani Qs = & dur.
Ispat

Teoremi analitik fonksiyonlarin birebirlik teoremi olan Pavlov Teoremi’ni kullanarak

ispatlayacagiz. Qs kiimesi sinirlhidir ve Qsc(—eo,00)’dur. Dolayistyla AN > 0 sabiti var.

d T
dx

FA) <M, , r=0,1,2,... ImA2>0 ,lzI<2N

olur. Ayrica

T In[F(L)|
1+

)

T In[F(L)|

dA .
1+ A

< o0

N

saglanir.



32

T

M
E(s) = inf r's ve WQs,s) , Qs climlesinin s komsulugunu lineer Lebesque
roorl

Olciistidiir.
h

Eger I InE(s)du(Qs,s) = —oo olsaydi Pavlov teoremine gére F(A) = 0 olmaliydi.
0

Fakat bilindigi gibi F(A)#0 dir. Bu nedenle

h

[InE(s)du(Qs.s) > o

0

olur. E(s) asagidaki gibi degerlendirilebilir. Es.3.28’e gore

T T T ' T
E(s) = inf Mff <Binf {br%}
r T! r !

=Binf {b'x's"}
< n[loin) {b* x*s*} (3.29)
olur.

f(x) = b .s*.x* = (bsx)"

olmak iizere E(s) ile ilgili bir degerlendirme elde etmek icin f(x) fonksiyonunun

minimumu bulunmalidir.

f(x) = (bsx)* = Inf(x) = x In (bsx)

fx) _ In(bsx) +1 ise
f(x)
f'(x) = (bsx)” [In(bsx) + 1] (3.30)

Simdi ekstremum noktalarini inceleyelim.



fx)=0
f/(x) = (bsx)" [In(bsx) + 1] =0
ise In(bsx) = -1 ve Ine”' = —1 oldugundan

In(bsx) = ln(e_l) —bsx=¢!

=>X=—
bse

bulunur.
Simdi x = b '.s"\.e” noktasinda yerel minumum oldugunu gosterelim. Es.3.30’dan
In f(x) = In(bsx)" + In[In(bsx) + 1]

ve tiirev alinirsa

bs.
f,(x) =In(bsx) + x bs +—DSX
fx) bsx In(bsx)+1
(In(bsx) +1)* oL
f/x=fx %

In(bsx)+1

f7(x) = (bsx)" {(ln(bsx) +1)2 +l}
X

elde edilir.

f/(b'sle ™) =) [bse]>0

oldugundan x = bi noktasinda yerel minimuma sahiptir.
se

33
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1.-1,-1

f(b_ls_le_l) = e—b7 s e
sonucu elde edilir. O halde

E(s) < Binf {b's't"} <Bexp{-b's'e”'}

olur.

InE(s) < — L < l
bse s

oldugundan Pavlov teoremine gore

1
g dM(Qs’S) <o

O —_—

bulunur.

Bu integralin yakinsak olmasi i¢in Qs climlesinin lineer komsulugunun bos olmasi

gerekir. Bu ise Qs in bos olmas1 demektir. Yani Qs = & dur.
Q3cQs ve Q4cQs oldugundan Q3 = D ve Qq = I elde edilir.

Bilindigi gibi Q3 ciimlesi Q; ciimlesinin limit noktalardir. Ayrica Q; climlesi 3.6.
Teoreme gore sinirli oldugundan Q; ciimlesi sonlu sayida elemana sahiptir. Buradan
Q. ciimlesinin sonlu sayida elemana sahip oldugu agiktir. Dolayisiyla F()L)

fonksiyonunun ImA > 0 yari diizlemindeki tiim sifirlart sonlu sayidadir.
Teorem 3.5’den asagidaki sonug saglanir.
3.2. Sonug [3]

L(A) operatorii sonlu sayida 6zdegerlere ve spektral tekilliklere sahiptir. Her biri eger

Es.3.22 kosulunu saglarsa, onlarin katida sonludur.



4. L  OPERATORUNUN OZDEGERLERINE
TEKILLIKLERINE KARSILIK GELEN ESAS FONKSIiYONLAR
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SPEKTRAL

Bu boliimde L operatoriiniin 6zdegerlerine ve spektral tekilliklerine karsilik gelen

esas fonksiyonlar1 incelenecektir. Daha sonra L operatoriiniin 6zdeger ve spektral

tekilliklere karsilik gelen esas fonksiyonlarinin sirasiyla L, ve H_ uzaylarna ait

oldugu ispat edilecektir.

4.1. L Operatoriiniin Ozdegerlerine Karsilik Gelen Esas Fonksiyonlar

R* =R\{0}, C, = {Al AeC, ImA >0}, C_= {Al AeC, ImA < 0} olmak iizere C, da

F nin sifirlarini 7»*1,7@,...,7@ C_ de G nin sifirlarim p; W1, ,...,u, ile gosterelim.

Bunlarin kat1 da sirasiyla mf,mg,...,mj+ ve m,,m,,...m, olsun. Benzer sekilde R*

da F nin sifirlarinin 7\,1,...,7\,[, ve G nin sifirlarin Wy,...,lq ile gosterelim. Bunlarin kati

da sirastyla my,...,mp ve ny,...,nq olsun.

n=0,1,..m -1 , i=1.2,..,ji¢in

{ = W[f(x,%),cp(x,k)]}x_ﬂ :{ = F(M}HT -

ve

v=0,1,.,m; -1, 1=12,.kigin

{avv W[g(x,m,wx,x)}} ={ o G(M} ~0
oA - oA -

dir. n=v =01i¢in

PO =a,WDFOGN) o = 1,20

(p(X’H;) = b()(“’l_)f(x7“’1_) > 1 = 172’---71(

0

4.1)

4.2)

4.3)

4.4)
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dir. Burada a,(X]) #0ve b,(1,) # 0 dur.

4.1. Teorem [3]

n=0,1,.,m -1, i=12,..,ji¢in

" _&(n i
{aw (p(x,x)} _g(kJ a““‘{axk f(x,x)} 4.5)

A=k A=A
ve

v=0,1,., m -1, 1=12,..kicin

0" (v 9
{aw @(X,%)} _ —;(J.Jbv_j {aw g(XJ»)} _ (4.6)

=4 A=p;

dir. Burada ap,ay,...,a, ve bg,by,...,b, sabitleri sirasiile A7 ve W, ye baghdir.

Ispat

Es.4.5’in ispat1 ile baglayalim.

n =0 icin

Wlreem Mtz = Fk, =0

oldugundan

W, 000} =0 4.7)

olur. Es.4.5 elde edilir.

n = 1 i¢in ispatlayalim.
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u(x,\), -y +[V(x)+2AU(x)-A%ly = 0 denkleminin bir ¢6ziimii olsun. %u(x,k) da

denklemin bir ¢coziimiidiir.

—+ V(x)+2AU(x) — 78} 9 u(x,A) = u(x,A)
X oA

[_ dd

dir. f ve @, -y +[V(x)+2AU(x)-A*] y = 0 denkleminin ¢6ziimleri olduklarindan

{— d +V(x)+2AU(x) — 73} {i f(x, k)} =f(x,\}) (4.8)
dX2 87\. A=A

dz 2 a +
- + V(x)+2AU(x) — A {— o(x, k)} =Q(x,A}) 4.9)
{ dX2 } 87\, A=AT

elde edilir.

o(x, M) =a,(A)f(x,X]) , a,(A})#0 oldugundan ve Es.4.8 ve Es.4.9’dan

a2 [0 B
{— 0 +V(x)+2AU(x) - A } {a (p(x,?»)} =

A=K

a,(\)- {— di—z +V(x)+ 20U (x) — 7&} {% f(x, x)}
A=A

d’ J :
_ V) +20M0) -2t @ M) —ay (W)= f(x, A =0
| Voo 2000 H{ax ] wr s )}}

fix,A) = {% (p(x,h)} —a,(A))- {%f(x,k)} olmak iizere

A=AT A=K

{— dd +V(x)+20U(x) - A* } f(xX,A) =0 (4.10)

2
X

elde edilir. O halde 6yle a,(A}) sabiti vardir ki
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WIf1xM),0fx,M)] =0

oldugundan

fLrexAD) =a, (M) fF(x,A)

J + + + i
= {ﬁ(p(x’}\')}k:x; =a, (7\‘1 )f(X)\‘i ) + ao(xi ) {87\4 f(X, }\')}

A=A
olur. O halde n = 1 i¢in esitlik saglanir.

N .
2<np<m; -2 i¢in

a ng no ak
A 77\‘ = -k }\‘J: Nk ’}\'
{ax“’(" )}H: Z( k]a% ( ){axk fx )}H?

var olsun.

no+1 i¢in var oldugunu gosterelim.

2

u(x,A) {— diz + V(x)+ 2 AU(x) — Kz}y =0 denkleminin bir ¢6ziimii olsun.

ng

oA™

u(x,A) ifadesi de denklemin bir ¢6ziimiidiir.

ng ny—1

u(x,A)=n, o

- d’ +V(x)+2AU(x) - A’ J
dx? o™

u(x,\) 4.11)

dir. f ve @, denklemin ¢6ziimii oldugundan ve Es.4.11°den

"
oA™

ano—l
CoA™

{- d . +V(x)+2kU(x)—k2}{ FAD)
dx

f(XJ»)}

A=K

ng ng-1

0
N = A
(x )} OO0

A=AF

d’? 21 ] d
{— VO + 2 -4 Haw



8 no—l < 1’10 + i
g {a)\‘no—l (P(X }\‘)} . - kZO( k} no—k ()\‘ ) {a)\‘k f(X 7\')}}\_}:{
oo
™ -
n, 0!
a, (A { klf(x,k)}
k_O( Kk J FRED -
d2 an0+1
- 2 ny+l (P(X’h)}
{ dx }{87» ’ A=
(g . i ~ d? Y oK
= kzo( « j a, (A)) o {{ o +V(x)+2AU(X) — A }{akk_l f(X,?»)}}x_N

2

U

ng+l

U

—+ V(x)+2AU(x) - A’ H J

ahno +1 (P(X’ h)}

A=AT

&( Mo N d’ a2 i
= Z( . ) a, (&) { iC +V(X)+2AU(x) =\ Ha?uk f(x,k)}

A=

w nO+1 +\ ) dz _12 i
= ( jano_kﬂ(ki) { 50 +V(x)+2AU(x) - A Hakk f(x,?»)}

A=Y

ng+l

= {— d - +V(x)+2xU(x)—78H ‘
dx

ahnoﬂ (P(X’h)}

A=Y

Hn,+1 ) d? Y i
= z( . ) no_k+l(ki){ dxz+V(x)+2kU(x) XHBK“ f(x,k)}

A=A

dz 5 an0+1
= {-——+v(x)+2hu(x) - A o fxM)

dx 7\, A=\"
ng+l n0+1 n d2 an0+1

Ay 2l — 4 +2hu(x) - A’ A
k—O( k jano_kﬂ( ) no{ dx* Ve neo H o™ Jox )}x_xt
N B Ve ol | Ko G L )
— X X)— X, — a, (A
dXz a)\’noﬂ ¢ NPT k ny—k+1

d2 5 ak B
{— 7tV +2(0 =) Hax‘ f(x,x)} =0

A=AT

39
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2
X aoxt k=0

ak
—kf(x,?»)} =0
{a;\' kkf}

ng+l

o]0 _“0“ n,+1 . i
ot (GAD) = {ak“““ (P(XJ»)} Z( K Jano_kH(Ki) {873‘ f(XJ»)}

A=rr k=0

d? ) grotl ny+1 n0+1 .
= {—d +V(x)+20U(x) — A — H{awﬂ (P(x,k)} —2( L ]ann_kﬂ(ki)

A=K

olsun.

a n
oA’

WIF ), 0x ] :{

ifadesinden yararlanirsak

bir a, , (A]) sabiti vardir ki 6yle ki
Fan (A =2, (A F(x.A)

dir.

Ispat tamamlanmus olur.

4.2. Teorem [3]

n=0,1,..m -1 ,i=12,..ji¢in

an
= 0C, 7»)} eLy(R,) (4.12)
{87» A=A

veE

v=0,1,..m -1 ,1=12,.. kigcin
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{ E??J oC, 7»)} eLb(Ry) (4.13)

A=wy

Ispat

F(x,\) = el j A(x,t).e™ dt

% F(x,A) = ixe ™M™ 4 jA(x, t).e™ it dt
92 . - .
e F(x,A) = (ix)?e'lo 4 j(it)z.A(x, t).e™ dt

a n
oA

F(x,h) = (ix)".el0™ 4 j ()" A(x,t).e™ dt (4.14)

olur. Es.4.14’den

{ann f(XJ»)} ={(ix)“.e”“"’”+m + [ A, e™ dt}
R - x

A=

n= 0,1,...mi+ -1,1=1,2,...,j icin elde edilir.

an
12 o)

< ‘(ix)n.ei[w(x)-ﬁﬁx]

{(ix)“.e“m“)““ + j ()" A(x,t).e™ dt}

A=M A=N

+

j Ax, t).e™ (it)" dt

]:ImU(l) dt

<x"e’ e M JAG O " e dt (4.15)

A(x,t)e L;[0,o0) oldugundan



ImU(t) dt

I . . +
Haa_}h f(X,}\a)}x_x{ < x"eo e—xIm?»i +C€Xp{—§\/;};[tn e—tImki dt

ImA; >0 oldugundan

Itn e—lImN; dt<°°

X

olur. Buradan

dx < o

a 2
{a f""“}w

2 [==]
0

0
H{W"’“}M

elde edilir. O halden =0,1,..m; —1 ,i=1,2,....j igin
{if(x 7»)} €L,[0,00)
a}\‘ ) x:x{ 2LY,

olur. Yukaridaki ifadeden ve Teorem 4.1’den

9
{ﬁ <p(x,>»>}HT €L5[0,%0)

elde edilir.

4.1. Tanim [3]

0 o™
(x,A}), {— (x,?»)} s — Q(x, )
? oA ? A=K] o™ ! ? -~

ve
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0 om !
(X, _),{— (X,?\,)} yeues —@(x,A)
@ Aehr {akm' T }Hl

fonksiyonlarmma L operatoriinin A=X7 , i = 1,2,...,j ve A=p, , 1 = 1,2,..k

ozdegerlerine bagli esas fonksiyonlar1 denir. @(x,A}), @(x,l, ) bas fonksiyonlardir.

) om!
—Q(x,A - A
{ 0 o(x )}Ht { e P(x )}

fonksiyonlart @(x, ;) nin es fonksiyonlari

: g
_(p(X’}\')} ’---’{ e (P(X’}L)}
{87\‘ A=py oA A

fonksiyonlar1 ise @(x,u; ) nin es fonksiyonlar1 olarak adlandirilir.

A=A

4.2. L Operatoriiniin Spektral Tekilliklerine Karsilik Gelen Esas Fonksiyonlar

R* = R0} da F nin sifirflarmi  Aj,As,..., A, ve G nin sifirlarim y,...,1g ile

gostermistik.
4.1. Sonug [3]

n=0,1,..m-1,i=1,2,..picin

2" 2 (n o
{a;\‘n (p(X’k)}k_}v - k;) (k} dn—k ()\‘1) {Wf(x’k)}x_}v (416)
ve
0" Yo (Vv aj
{873 (P(X’}L)}x = JZ,) [Jj h(u) {Wg(x,k)}X (4.17)
=t =K
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dir.

Ispat

Teorem 4.1°e benzer olarak ispat1 yapilir.
4.1. Lemma [3]

Spektral tekilliklere karsilik gelen esas fonksiyonlar L,[0,00)’un elemani degildir.

Yani
9" )
{87»“ @(',7&)} ¢ [,[0,0) , n=0,1,...m~-1 , 1=12,...p (4.18)
A=
9"
{87»" (p(',k)} ¢1,[0,0) , v=0,1,...n-1 , 1=12,...q (4.19)
A=,
dir.
fspat
an . n _i[o(x)+Ax] T coN\D M
—fAp =qGx)"e + [AGx, 00" e™ dt
a}\' A=A, X A=A
an . n _i[o(x)+Ax] T coND _iM
—f(x,A) = (ix)"e +IA(x,t)(1t) e™ dt
oA =y X A=A,

(ix)2e /e j Ax, t)(it)"e™ dt
X

n

t

A(x,1)

<x" exp{—TImu(t) dt}+T dt (4.20)

X

Son esitsizlikten



o f(x,t) ¢1,[0,0) , n=0,1,...m-1 , 1=1.2,..p
oA -

oldugu aciktir.
Buradan ve Es.4.20’den Es.4.18 elde edilir.
Es.4.19 da benzer sekilde gosterilir.

Simdi asagidaki Hilbert uzaylarini tanimlayalim [7].

H, =H(R,,C,n) = {f: T(1+x)2“ F)° dx<oo} n=0,12,..

kiimesi ve iizerindeki norm

F[ dx

|#

i:T(1+x)2“.
0

ve

H_ =H[R,,C,—n):= {g : T(1+ x)7" g(x)|2 dx < oo}

kiimesi tizerindeki norm

o

. :j(1+x)—2“

0

gl(x)|2 dx

[
bicimdedir. Bu tanimlarin sonucunda n = 1,2,... i¢in
Hn;LZ(R+);H—n

bagintis1 vardir.

Gercekten
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@) Hn;Lz(R+) , n=1,2,... ifadesini gostermek i¢in Vfe H, i¢cin fe L,(R,) oldugunu

gosterelim.

f(x)|2 dx <o dur.

feH, oldugundan [(1+x)™"
0

1<1+x=1<1+x)™, n=12,... , xe[0,0)

= T [F"1.dx < T (1+x)? |[f(0)] dx<oo n=12,.,

- j [F)[ dx <o = feLy(R,) bulunur.
0
(i1) LZ(R_);H_n , n = 1,2,... ifadesini gostermek icin Vfel,(R,) icin feH ,
oldugunu gosterelim.
x€ [0,00) oldugundan 0 < x < 1 ve x > 1 durumlarim ayn ayr inceleyelim.
(@) 0<x < 1lise 0<(1+x) ™ < 1 olur.

Buradan
[IFeof @+ dx < [ [Fx)] dx

yazilir.

fe 1,[0,00;C) oldugu i¢in

[ ool a4 dx< [Ifeof dx <o
= feH,

(a)x=>1ise (1+x)72n < 1 oldugundan (a) ya benzer sekilde elde edilir.
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(i) ve (ii) den

HCLERIGH, , n=12,.
dir.

4.3. Teorem [3]

Spektral tekilliklere karsilik gelen esas fonksiyonlar Hilbert uzayindandir. Yani

{ J . cp(.,x)} €eHgy » n=0,1,.m-1 , i=12,...p 4.21)
N -
ve
aV
—@(, M) €Hun » v=0,1L,n-1 , 1=12,..q (4.22)
s -
Ispat

n=0,1,..m-1,1=12,...p icin

an
(2 )

esitsizliginden ve H_x,+1) uzayinin tanimindan (4.21) elde edilir. Benzer sekilde (4.22)

<x"exp {—Tlmu(t)} + T|t|“ A(x,t) dt (4.23)

A=A

ispatlanir.

4.2. Tanim [3]

m;—1

0 0
(p(X,)u) , {J(P(X,?\l)}k_xi ,,{W(p(x,k)}

A=)

veE
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n; -1

_ 0 0
(p(X’l'Ll ) ’ {a(p(x’;\')}x_ul ”{WQ(X’}\')}

A=,

fonksiyonlarina sirasiyla L operatoriinin A =A;, i=1.2,...pveA=1 , 1=12,...q

spektral tekilliklerine bagl esas fonksiyonlar1 denir.
no = max{myj,...,Mp,Ny,...,Nq} i¢in

Hn0+l ;LZ(R+); H—(n0+l)

4.2. Sonug [3]

Spektral tekilliklere kars1 gelen esas fonksiyonlar H_, ., uzayina aittir.

{ d . Q(-,)u)} eH ., ,» n=01l..m-1, i=12,..p
oN -,

ve

{ J — (-, k)} €H_ . V=010l , 1212,
E) -

dir.
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