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OZET

SINIRLI KAFESLER UZERINDE GEREKTiRMELERDEN
ELDE EDIiLEN KISMEN SIRALAMA

Berna KARA

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi
Damsmani: Do¢. Dr. Miicahide Nesibe KESICIOGLU

Bu calismada bir sinirli L kafesi iizerinde I gerektirmesi yardimiyla <; ile gosterilen bir baginti
tanimlanmig ve <; nin hangi sartlar altinda kismen siralama bagintis1 oldugu incelenmistir. Bir
sinirht L Kafesi tizerinde tanimlanan <; kismen siralama bagntisi tanimlanmig ve < ile <
arasindaki iliski aragtinlmistir. (L, <;) kismen sirali kiimenin en biiyiik ve en kiiciik elemanlar
incelenmistir. L bir Kkafes olsa bile L nin <; siralamasina gore bir kafes olmasi gerekmedigi
orneklerle gosterilmistir. L i <; siralamasina gore kafes yapan sart belirlenmistir. T sol siirekli
bir t-norm ve Iy, t-norm T’den elde edilen bir rezidual gerektirme olmak tizere I+ ve T’ den
elde edilen kismen siralama bagintilarinin birbirinden bagimsiz oldugu 6rnek ile agiklanmistir.
L smirh kafesi lizerinde tanimlanan I(x,y) = N(x) Vy gerektirmesinden elde edilen x;

siralamasinin L deki < siralamaya esit oldugu ispatlanmistir.
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ABSTRACT

AN ORDER INDUCED BY iIMPLICATIONS ON BOUNDED LATTIiCES

Berna KARA

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Miicahide Nesibe KESICIOGLU

In this study, a relation denoted by <; has been introduced by means of an implication I
and the conditions making it an order have been investigated. Also, some relationships between
the order <; and the natural order on L have been studied. The greatest and the least elements
of the partially ordered set (L,<;) have been discussed. Even if L is a lattice, by some
examples, it has been shown that L need not be a lattice with respect to <;. Some conditions
making L being a lattice have been determined. The independece of the orders induced by a
continuous t-norm T and its residual implication I has been presented by means of some
examples. It has been shown that the order induced by the implication I(x,y) = N(x) Vy
defined on a bounded lattice L coincides with the natural order on L.
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Ucggensel normlar Karl Menger tarafindan 1942’ de yapilan “Istatiksel Metrikler”
adli calismasiyla tanimlanmistir. Bu ¢alisma matematigin olast metrik uzaylar, bulanik
mantik ve uygulamalari, integral teoremleri gibi matematigin temel alanlarinin
gelismesinde rol oynamustir. Uggensel normlar, klasik iiggen esitsizliginin daha genel
yapilara genisletilmesi i¢in olusturulmustur. Berthold Schweizer ve Abe Sklar 1958,
1960, 1961 yillarindaki ¢alismalarinda {iggensel normlarin bugiin kullanilan
aksiyomlarmi vermislerdir. Bu alanda ilk ¢alisma 1826 yilinda N. H. Abel tarafindan
yapilmistir. Daha sonraki calismalar 1909 da L. E. J Brouwer, 1930 yilinda Cartan,
1949 ve 1961 yillarinda J. Aczel Ozellikle Janos Aczel’in monografisi ticgensel
normlarin gelisiminde ¢ok onemli bir rol oynamistir. S. Jenei, B. De Beats, Clifford,

Saminger, B Gasse gibi yazarlarda t-normlar ile ilgili ¢alismalar yapmiglardir.

1980 1i yillarin basinda t-normlar bulanik kiime teorisinde kullanilmaya
baglamistir. 1971 yilinda A. Rosenfeld “Fuzzy Groups” adli ¢alismada fuzzy ideal,
fuzzy grup tanimlarini vermistir. 1984 yilinda fuzzy normal altgruplar ve fuzzy yan
simiflar tanimlanmis ve bazi Ozellikleri incelenmistir. R. A. Borzooei ve arkadaslari
fuzzy cebirsel sistemlerin kafes yapisini ortaya koymuslardir. (Borzooei vd., 1924).
1965’ de Liitfi Zadeh bulanik kiimeleri (Zadeh, 1965) ile verilen ¢alisma ile tanitmustir.
Bu c¢alismada nesneleri ve siireglerin sonlu degerli mantikla agiklanamayacagi
fikrindeydi. Liitfi Zadeh 1961 de yayinladigi bir makalesinde olasilik dagilimiyla
tanimlanamayan bulanik ya da belirsiz nicelikler i¢in farkli bir matematige ihtiyag
oldugu tezini ortaya atti. Ciinkii Zadeh doganin sonlu degerli mantikla
agiklanamayacagmi diigtiniiyordu. Klasik mantik {0,1} olarak iki degere sahiptir.
Bulanik mantik ise [0,1] araliginda ikiden fazla degere sahiptir. Giiniimiizde bulanik
mantik hizli tren, siiriiclisiiz arag, son model makinelerde, yapay zeka ve g¢esitli
alanlardaki algoritmalarda kullanilmaktadir. K. Atanassov 1986 yilinda yaymlanan
“Intuitionistic Fuzzy Sets” adli calismasinda Fuzzy matematik yapilar1 tiizerine
caligmalar yapmustir. Uggensel t-normlar ve t-konormlar yardimiyla t-fuzzy cebirsel

yapilar tanimlanmis ve Ozellikleri incelenmistir. Bulanik kiime teorisi ile siralama
1



teorisi arasindaki yakin baglanti sebebiyle bir ¢ok yazar t-normlar1 kismen sirali

kiimeler tizerinde, 6zellikle sinirlt kafesler tizerinde ¢alismistir.

Ma ve Wu 1991 yilinda yayinladigi (Ma ve Wu 1991) “Locigal operators on
complete lattices” adli ¢aligmasinda ilk kez (L, <, 0, 1) tam kafes tizerindeki t-normlar1
tanimlayarak, t-normlar ile L fizerindeki gerektirmeler arasindaki bagintiyi
arastirmiglardir. Saminger, Klement ve Mesiar (Klement vd., 2000) ve (Klement vd.,
2004)’deki galismalarinda sinirli kafesler {izerindeki iiggensel t-normlarin en biiyiik ve
en kiiciikk genislemelerini aragtirmislardir. Wang ve Yu (Wang ve Yu, 2002)’deki
caligmalarinda tiim sonsuz V-dagilmali pseudo t-normlarin kiimesi ile L tizerindeki tim
sonsuz A- dagilmali gerektirmeler arasindaki bagintiyr incelemis ve Brouwerian L

kafesi tizerindeki pseudo t-norm kavramini ele almiglardir.

Karacal ve Khadjiev 2005 yilinda yaymladigi (Karagal ve Khadjiev, 2005)’deki
caligmalarinda tam kafesler iizerindeki t-normlarin i¢ direkt ¢arpim tanimini vermisler
ve tam kafesler iizerindeki t-normlarmn i¢ ve dis direkt ¢arpimlari arasindaki bagintiyi
arastirmiglardir. Bu bagmtiyr kullanarak, Jenei ve De Baets’in (Jenei ve De Baets,
2003)’deki ¢aligmalarinda yer alan agik probleme cevap vermislerdir. Karacal (Karagal,
2006)’daki caligmasinda gii¢lii negasyonlarin direkt carpimlar1 {izerinde ¢alismis ve
giiclii negasyonlarin direkt carpimlar1 olan, ¢arpim kafesleri iizerindeki giiglii
negasyonlari, karakterize etmistir. Ayrica Karacal bu calismasinda carpim kafesi
tizerinde tanimlanan ve t-normlarin direkt ¢arpimi olmayan bir t-normu iiretmek icin bir
metot vermistir. Bu metot bdyle t-normlarin {iretilmesinde oldukga kullanigli olup
(Jenei ve Baets, 2003)’de verilen direkt ¢arpim seklinde olmayan ve ¢arpim kafesleri
iizerinde tanimlanan t-normlar1 belirlemek i¢in bagka yontemler mevcut mudur?’ agik

problemi igin bir cevap niteligindedir.

Karagal ve Kesicioglu (Karagal ve Kesicioglu, 2011)’deki ¢alismada siirli bir L

kafesi tizerindeki t-norm yardimiyla

x<ry & 3¢ €Loyleki T(£,y) =x

seklinde bir siralama (t-kismen siralama) tanimlamiglardir.



(Kesicioglu vd., 2015)’deki ¢alismada sinirli bir L kafesi {izerinde tanimlanan t-
normlarin siifinin lizerinde bir denklik bagintis1 tanimlanmis ve bu bagintiya gore t-

normlarin denklik siniflar1 tartigilmigtir.

Ordering based on uninorms (Ertugrul vd., 2016) adli ¢alismada uninormlar
iizerinde kismen siralama bagintis1 tanimlanmis ve tartisilmistir. Boyle bir siralama
tanimlanarak t- kismen siralama daha genis bir forma genisletilmistir. T-norm ve t-
konorm tarafindan iiretilen sira ile bir uninorm tarafindan tiretilen sira arasindaki iligki

detayh bir sekilde incelenmistir

(Kesicioglu vd., 2017). An equivalence relation based on the U-partial order adli
calismada uninormlardan elde edilen siralama bagintis1 géz oniine alinarak bir denklik
bagintis1 tanimlanmistir ve bu bagmtinin baz1 06zellikleri incelenmistir. Ayrica,
uninormlarda elde edilen kismen siralama bagintisina gore kiyaslanamayan elemanlarin

kiimesi tanimlanmis ve detayli olarak incelenmistir.

Bu calismada sinirli L kafesi iizerinde bazi 0zel Ozelliklere sahip olan
gerektirmeler yardimiyla bir <; ile gosterilen siralama bagmtisi tanimlanarak bazi
ozellikleri tartisilmaktadir. Kafes iizerinde elde edilen siralama ile gerektirmeden elde

edilen siralama arasindaki iliski belirlenmistir.



1.2. Kismen Siral Kiimeler ve Kafesler

1.2.1 Kismen Siral Kiimeler

Tamm 1.1. (Birkhoff, 1967)

P bir kiime ve <, P lizerinde bir bagint1 olsun. Her x, y,z € P i¢in

Pl. (x,x) €< (Yansima)
P2. (x,y) €< ve (y,x) E< isex =y (Ters Simetri)
P3. (x,y) €< ve (y,z) €< ise (x,z) €< (Gegisme)

kosullar1 saglaniyorsa, < bagimtisina P iizerinde bir siralama (veya kismen siralama)
bagmtis1 denir. Eger (x,y) €< ise bu durum x < y seklinde gosterilir. Uzerinde bir <
siralama bagintist mevcut olan P kiimesine sirali kiime (veya kismen sirali kiime) denir

ve (P, <) ikilisi ile gosterilir.

x < yise bu durum ‘y, x’ i igerir’ olarak ifade edilir. Eger x <y vex # y ise
x <y yazilir ve ‘x, y’ de 0z olarak igerilir’ olarak ifade edilir. Ayrica ‘x < y dnermesi
yanlis’ ise x £ y yazilir. x £y vey % x ise ‘x ve y elemanlari kiyaslanamaz’ denir
ve x || y ile gosterilir.
Ornek 1.1.
R, X lizerinde bir siralama bagintis1 olsun.
aSh << bRa bagntist tanimlansin.
(X, S) bir sirali kiimedir. Bu bagintiya R nin tersi denir ve S = R~ ile gosterilir.
Ornek 1.2.
a,b € N\ {0} i¢in
a<bos 3k EN, b =ak

bagintisi bir siralama bagmntisidir.
Tamm 1.2. (Birkhoff, 1967)
(P, <) kismen sirali bir kiime olsun.

(i) Bira € P eleman1 her x € P i¢in a < x kosulunu saglayacak sekilde mevcutsa

boyle bir elemana P’ nin en kiigiik elemant denir ve 0 ile gosterilir.
(if) Bir b € P elemani her x € P i¢in x < b kosulunu saglayacak sekilde mevcutsa

bdyle bir elemana P’ nin en biiyiik elemani denir ve 1 ile gosterilir.

4



0 ve 1 elemanlar1 mevcutsa tek olduklar1 kolaylikla gosterilebilir. 0 ve 1
elamanlart mevcutsa her x € P igin 0 < x < 1 oldugundan bu elemanlara
evrensel siirlar denir.
Tanim 1.3. (Birkhoff, 1967)
(P,<) kismen sirali bir kiime olsun. Her x,y € Piginx <y veyay < x ise (P,<)
kismen siral1 kiimesine zincir (tam sirali kiime) denir.
Ornek 1.3.
N dogal sayilar kiimesi dogal siralamaya gore bir zincirdir.
Teorem 1.1. (Birkhoff, 1967)
(P,<) kismen sirali bir kiime ve S € P olsun. Bu takdirde, (S, <) kismen sirali bir
kiimedir. Ozel olarak, P bir zincir ise S de zincirdir.
Tamim 1.4. (Birkhoff, 1967)
(P,<;) ve (Q,<,) iki kismen sirali kiime olsun. 8: P — Q doniisiimiine sira korur
veya izoton doniisiim denir < Her x,y € P i¢in
x<;y ise8(x) <, 6(y)’ dir.
(P,<;) ve (Q,<,) kismen sirali kiimelerine izomorftur denir < Birebir, 6rten
bir 8: P — Q doniisimii her x, y € P igin
0(x) <2 0(y) ®x =1y
kosulunu saglayacak sekilde mevcuttur. (P,<;) Ve (Q,<,) kismen sirali kiimeleri

izomorf ise bu durum P = Q ile gosterilir.

(P,<;) kismen sirali kiimesinden kendisine tanimlanan bir izomorfiye bir
otomorfi denir.
Tamm 1.5. (Birkhoff, 1967)
(P,<;) ve (Q,<,) iki kismen sirali kiime olsun. x,y € P i¢in,

x<;yisef(x) =, 0(y)

kosulunu saglayan 6: P — Q doniisiimiine ters sira korur doniisiim (antiton) denir. 6
doniisiimii (antiton), 1-1 ve orten bir doniisiim ise 8 doniisiimiine dual izomorfi denir.
Tamm 1.6.
(P, <) kismen sirali bir kiime olsun. a,b € P igin ‘a orter b° denir < a > b olup

a > x > b olacak sekilde bir x € P eleman1 mevcut degildir.



Kismen sirali bir P kiimesinin n(P) mertebesi ile P’ nin elemanlarinin
(kardinal) sayis1 kastedilir. Bu say1 sonlu ise P’ ye sonlu kismen sirali bir kiime denir.
Ortme bagntis1 kullanilarak keyfi bir sonlu kismen sirali kiimenin grafiksel gosterimi
su sekilde elde edilir: P’ nin her bir elemanini gdstermek i¢in kii¢iik bir daire ¢izilir.
a > b oldugunda a, b’ den daha yukar1 yazilir ve a’ dan b’ ye diiz bir ¢izgi ¢izilir.
Sonugta elde edilen sekle P’ nin bir Hasse diyagrami denir. Asagida bazi kismen sirali

kiimelerin Hasse diyagram orneklerine yer verilmistir.

b C 1
1
a a
cC
C b b
a d o o
B, E, M

Sekil 1. Hasse diyagram ornekleri

Tamm 1.7.
(X, <) kismen siral1 bir kiime olsun.
(i) Bir a elemanina X’ in maksimal elemani denir. < x > a olan her x € X igin
x =a dir. X kiimesinin tiim maksimal elemanlarinin kiimesi MakX ile
gosterilir.
(if) Bir a elemanmna X’ in minimal elemani denir. & x < a olan her x € X i¢in

x = a dir. X kiimesinin tiim minimal elemanlarinin kiimesi MinX ile gosterilir.

Agikca en kiigiikk eleman bir minimal eleman ve en biiyiikk eleman da bir
maksimal elemandir. Ancak tersinin dogru olmasi gerekmez. Ornegin;

P = {0, a, b} kiimesi iizerinde < bagintis1 asagidaki gibi tanimlansin.



-
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3 b
Sekil 2. (P, <)

Bu siralamaya gore a elemant P kiimesinin minimal elemanidir ancak P
kiimesinin en kii¢iik elemani degildir.
Tamm 1.8.
(P, <) kismen sirali bir kiime ve X € P olsun.

(i) a € P eleman1 her x € X i¢in x < a olacak sekilde mevcutsa, bu a elemanina X
kiimesinin bir ist smiri denir ve X kiimesinin @ist smirlarimin kiimesi X ile
gosterilir. Bu durumda

X ={a € P|Vx €Xicinx < a}
dir.

(i) b € P eleman1 her x € X i¢in b < x olacak sekilde mevcutsa, bu b elemanina
X kiimesinin bir alt sinir1 denir ve X kiimesinin alt smirlarmin kiimesi X ile
gosterilir. Bu takdirde

X={beP|VxeXiginb < x}

dir.
Tanmm 1.9.
(P,<) kismen sirali bir kiime ve X € P olsun. X kiimesinin (eger varsa) en kiigiik
elemanina X kiimesinin supremumu denir ve supX ile gosterilir. Dual olarak, X
kiimesinin en bilyiik elemani mevcutsa bu elemana X kiimesinin infimumu denir ve
infX ile gosterilir. Yani

supX = EkeX ve infX = EbeX

dir. supX veinfX (eger mevcut ise) Tanim 1.1, P2 ozelligi ile tektir.



1.2.2. Kafesler

Tamm 1.10. (Birkhoff, 1967)
Kismen sirali (P, <) kiimesine kafes denir <& Her x,y € P icin sup{x,y} ve
inf{x, y} mevcuttur.
(P, <) bir kafes olsun. Her x,y € P igin
xVy =sup{x,y} ve x Ay =inf{x,y} ile tanimlanur.
Ornek 1.4.
Sekil 1. de M ve E; ile verilen diaygramlar bir kafestir. B, ile verilen diyagram kafes
degildir.
Ornek 1.5.
((X),S) kismen sirali kiimesi bir kafestir. Bu kafeste her A, B € g(X) i¢in
AVB=AUB ve ANB =AnNBdir.
Tamm 1.11. (Birkhoff, 1967)
Bir P kafesine sinirli kafes denir < P, en kiigiik eleman 0 ve en biiyiik eleman 1 e
sahiptir.
Ornek 1.6.
(o(X), S, V,A) kafesi sinirli bir kafestir. Bu kafeste en biiyiik eleman 1 = X ve en

kiigiik eleman 0 = @’ dir.

(N, <) zinciri sinirh olmayan bir kafestir. Bu kafeste infimum ve supremum
islemleri x, y € N icin
xVy = Ebe{x,y} ve xAy = Eke{x,y}
seklindedir.
Tamm 1.12. (Birkhoff, 1967)
Bir L kafesine tam kafes denir & Her X € L alt kiimesi igin supX ve infX

mevcuttur.

Tanim 1.12 de X =L alindiginda bostan farkli her tam kafesin en kiiglik
elemaninin ve en biiyiik elemaninin mevcut oldugu goriiliir. Boylece her tam kafes

sinirhidir.



Her sonlu veya sonlu uzunluklu kafes tam kafestir.
Keyfi bir zincir kafestir. Bu kafeste supremum ve infimum islemlerinin herhangi
iki x ve y elemanlari i¢in
x ANy = Eke{x,y}vexVy = Ebe{x,y}
oldugu agiktir.

Her kafesin tam kafes olmas1 gerekmez. Ornegin, rasyonel sayilar kiimesi tam
kafes degildir ve R- reel sayilar kiimesi —oo ve +oo evrensel smirlar olarak kabul
edilmedik¢e tam kafes degildir. ([0,1], <) zinciri bir tam kafes olup [0,1] aralig
literatiirde birim aralik olarak adlandirilir.

Tamm 1.13. (Birkhoff, 1967)

(P,<;) ve (Q,<,) iki kismen sirali kiime olsun. P ve Q kismen sirali kiimelerinin
PxQ ={(x,y)lx€P,y€Q}

seklinde tanimlanan P X Q kartezyen ¢arpim kiimesi

(X1, 1) < (X2, ¥2) © X1 Sy x5 vey; S, ¥2%,%, €P, y1,¥, €Q
bagintisi altinda kismen sirali bir kiimedir. Bu (P X Q, <) kismen sirali kiimesine P ve
Q kismen sirali kiimelerinin direkt ¢arpim kiimesi denir.

Lemma 1.1. (Birkhoff, 1967)
P kismen sirali bir kiime olsun. Infimum ve supremum islemleri (eger mevcutsa)

asagidaki 6zelliklere sahiptir:

L1 xAx=x, xVx=x, (Idempotent)
L2. xAy=yAx, xVy=yVx, (Degisme)
L3. xAy)Az=xA(yAz), (xVy)Vz=xV(yVz), (Birlesme)
L4 xA(xVy)=xV(xAy)=x. (Yok etme)

Ustelik, x <y © xAy=x ve xVy =y saglanr.

Lemma 1.2. (Birkhoff, 1967)

P, 0 en kii¢iik elemanina sahip kismen sirali bir kiime ise her x € P igin
OAx=0ve OVx=x

dir. Dual olarak P, 1 evrensel list sinirina sahip ise her x € P igin
xANl=xvexvl=1

dir.



Lemma 1.3. (Birkhoff, 1967)
Herhangi bir kafeste infimum ve supremum islemleri sira korurdur. Yani, bir L
kafesinde x,y,z € L igin
y<zise xANy<xAzve xVy<xVz
saglanir.
Lemma 1.4. (Birkhoff, 1967)
L bir kafes olsun. Her x,y,z € L igin
xA(yvz)=@xAy)V(xAz) ve xV(YAzZ) S (xVy)A(xV2)
esitsizlikleri saglanir.
Lemma 1.5. (Birkhoff, 1967)
L bir kafes olsun. Her x,y, z € L i¢in modiiler esitsizlik olarak bilinen
x<zisexV(yAz)<(xVYy)Az
esitsizligi saglanir.
Tamm 1.14. (Birkhoff, 1967)
Idempotent, komiitatif ve birlesme 6zelliklerine sahip ikili islemli bir sisteme yar1 kafes
denir.
Sonug 1.1. (Goguen, 1967)
P kismen sirali bir kiime ve P’ de alman herhangi iki elemanin infimumu mevcut
olsun. P, A ikili islemine gore bir yar1 kafestir. Boyle yar1 kafeslere infimum-yari
kafesler denir. Dual olarak, P kismen sirali kiimesinde alinan herhangi iki elemanin
supremumu mevcut ise P, V ikili islemine gore bir yar1 kafestir. Boyle yar1 kafeslere
supremum-yari kafesler denir.
Teorem 1.2. (Birkhoff, 1967)
(L, <, A, V) bir kafes ise A ve V ikili islemleri L1-L4 6zelliklerini saglar.
Teorem 1.3. (Birkhoff, 1967)
Keyfi bir L kafesinde asagidaki ifadeler denktir:
LS. xA(yvz)=(xAy)V(xAz), Vx,y,z€L.
L5 . xvV(yAz)=(xVy)A(xVz), Vx,y,Z€L.
Kolaylik agisindan L5" ve L5” esitliklerini L5 olarak gosterecegiz.
Tamm 1.15. (Birkhoff, 1967)

Bir kafese dagilmali kafes denir & L5 6zelligi saglanir.
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Lemma 1.6. (Birkhoff, 1967)

L bir zincir ise L dagilmali bir kafestir.

Uyan 1.1.

Keyfi dagilmali kafesin duali de dagilmali kafestir. Ayrica herhangi bir dagilmali
kafesin alt kafesi ve dagilmali kafeslerin direkt ¢arpimlar1 da dagilmali kafestir.
Teorem 1.4. (Birkhoff, 1967)

Bir dagilmali kafeste cA\x = cAy ve cVx =cVy isex = ydir.

Tanim 1.16. (Birkhoff, 1967)

L sinirh bir kafes ve x,y € L olsun. y elemanina x elemaninin komplementi denir
S xAy=0 ve xVvy=1dir Bu durumda x elemaninin komplementi x’ ile

gosterilir.

Eger bir kafesin her elemaninin komplementi mevcut ise bdyle kafeslere
komplementli kafesler denir.
Tamm 1.17. (Birkhoff, 1967)
L smirh bir kafes olsun. L kafesine Boole kafesi denir & L  dagilmali ve
komplementli bir kafestir.
Ornek 1.7.
(o(X), €, V,A) kafesi bir Boole kafesidir, burada her A € X alt kiimesi i¢in A" = X \ A
dir.
Teorem 1.5. (Birkhoff, 1967)
L Dbir Boole kafesi olsun. Her x € L elemaninin bir tek x’ komplementi mevcuttur.
Ustelik her x,y € L igin

L7. xAx'=0ve xvx' =1,

L8. (x") = «x,

L9. xAy) =x"vy ve (xVy) =x"Ay’
ozellikleri saglanir.
Tamm 1.18. (Birkhoff, 1967)
L. bir kafes olsun. L kafesine Boole cebiridir denir & L kafesi AV, islemleri ile L1-
L9 o6zelliklerini saglar.

Tamm 1.19. (Birkhoff, 1967)
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A bir Boole cebiri olsun. @ # B € A kiimesine A Boole cebirinin (Boole) alt cebiridir

denir & Hera,b € Bigina Ab,aV b,a’ € B dir.

1.3. Fuzzy Gerektirmeleri

1.3.1. Temel Tamim ve Ornekler

Tamm 1.20. (Baczynski ve Jayaram, 2008)

Bir I:[0,1]> —[0,1] fonksiyonuna fuzzy gerektirmesi denir & Her x,x;,y,y; €
[0,1] i¢in agagidaki sartlar saglanir.

1. x; <x, ise I(xq,y) =1(x,,y), Yyanil(.,y) azalandur.

12. y; <y, ise I(x,y;) <I(x,y,), yani I(x,.) artandir.

13.1(0,0) = 1.
14.1(1,1) = 1.
15. 1(1,0) = 0 .

[0,1 ] tizerindeki tiim fuzzy gerektirmelerinin kiimesi F; ile gosterilecektir.
Ornek 1.8. (Baczynski ve Jayaram, 2008)
Tablo 1. de verilen fonksiyon ornekleri igin (I1) —(I5) aksiyomlarini saglayip

(saglamadiklari) ilgili stitunda Vv (x) 1le gosterilmistir.

Tablo 1. Fonksiyon 6rnekleri igin (I1) —(I5) aksiyomlari

() (@2 @3) @14 (15

I_;(x,y) = max(1 — x,min(x,y)) x N N NV
I, () = max(y, min(1 - x, 1~ ) Vo ox N vy
s (y) = {(1) i - 1 Vv v x v v
s () = {(1) x> 0 Vv v v x v
Ls(oy) =1 v v v Y x
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Tanim 1.20. den direkt olarak her bir I fuzzy gerektirmesinin x =0vey =1
noktalarinda gakigik oldugu agiktir, yani herhangi bir I fuzzy gerektirmesi asagida

verilen sol ve sag siir sartin1 saglar:

1(0,y) =1, y € [0,1] (Sol sinir sart1) (LB)

I(x,1) =1, x € [0,1] (Sag sinir sart1) (RB)

Simdi herhangi bir I fuzzy gerektirmesinin sol ve sag siir sartlarini sagladigini

gosterelim.

Hery € [0,1] ig¢in 0 < y olup 1 = 1(0,0) < I(0,y) oldugundan I(0,y) = 1 dir.
Diger taraftan, her x € [0,1] i¢in x <1 olup 1=1(1,1) <I(x,1) oldugundan
I(x,1) = 1dir.

Uyarn 1.2. (Baczynski ve Jayaram, 2008)

Herhangi bir I fuzzy gerektirmesi sol simir sartin1 sagladigindan normallik sart1 (NC)
olarak adlandirilan 1(0,1) = 1 esitligini saglar.

Ornek 1.9. (Baczynski ve Jayaram, 2008)

Tablo 2.” de literatiirde sik¢a kullanilan 9 temel fuzzy gerektirmesi listelenmistir.

Tablo 2. Literatiirde sik¢a kullanilan 9 temel fuzzy gerektirmesi

Lukasiewicz Lg(x,y) =min(1,1 —-x+y)
Godel (1, x=<y
@ ={, 37
Reichenbach Ipc(x,y) =1—x+xy
Kleene-Dienes Ixp(x,y) = max(1 —x,y)
Goguen 1, x<y
Iee(x,y) = % x>y

13



Tablo 2. (Devam) Temel fuzzy gerektirmeleri

Lukasiewicz Ix(x,y) = min(1,1 — x + y)

Rescher Irs(x,y) = { (1) ;f;]

Yager hee={ 2 130 ey o0
Weber Iyp(x,y) = { 1," ;Cj 11

Fodor lep Cr,y) = {rtax(l - X,¥), ;Cfi’]

X<y

—x+y, x>y ile tanimlanan fonksiyonun bir fuzzy

Simdi 1, (6,y) = 7’

gerektirmesi oldugunu gdsterelim.
(I1) aksiyomunun saglandigini gosterelim.
x; < x,, y €][0,1] olsun.Buradan 1 —x, +y <1 —x; + y dir.
o Egery < x; <x, isebu takdirde
Lg(x2,y) =1—x+y <1—x1+y=1I,0x,y)
dir.
e Egerx; <y<x, ise, I;x(xy,y) =1 oldugundan
Lg(x2,y) <1 =1I1,(x1,)
elde edilir.
o Egerx; <x, <y ise, [ x(xy,y) =1=1Ix(xq,y) dir.
Boylece (I1) aksiyomu saglanir.
Simdi (I12) aksiyomunun saglandigini gosterelim. y; < y, ve x € [0,1] olsun.
o Egerx <y, <y, iselx(x,y;) =1=1I(x,y,) dir.
o Egery, <x <y,iselg(x,y,) =1 oldugundan
Lg(x,y)) =1—-x+y; <1=1Ix(xy)
elde edilir.
e Eger y1 <y, <x ise [xCoy)) =1—-x+y; <1—-x+y, =l1x(xy,)

esitligi saglanir. Boylece (12) aksiyomu saglanir.
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[,k(0,0) =1=1,(1,1) ve I[x(1,0) = 0 esitliklerinin saglandig1 agik oldugundan.
(I3), (14), (I5) aksiyomlar1 gerceklenir. Boylece I;x fonksiyonu bir fuzzy
gerektirmesidir.

Tamm 1.21. (Baczynski ve Jayaram, 2008)

1,1, € F; olmak {izere, I;,I, den daha zayiftir denir < her (x,y) € [0, 1] igin
L (x,y) < L,(x,y) dir.

Ornek 1.10.

Tablo 2.” teki fuzzy gerektirmeleri arasinda asagidaki iliskiler s6z konusudur:

Ixp <Ipc <Ipx <lysp.
Ins <lgp <lge <Ix <lwp.
Iy <lIge <lIpp < Lk < Ilyp.
Ixkp <Ipp < Iljg < Iyp.

Simdi Ixp < Igc oldugunu gosterelim.

(x,y) € [0,1]? olsun. Bu takdirde
l1-x<1l-x+xy (1.2)

esitsizligi agiktir.
l1-x+x.y=x.y+ (1 —x).1€[y1] oldugundan 1 —x+x.y , y ve I’in bir
konveks kombinasyonudur.

Boylece,

y<1l—x+=x.y (1.2)
dir. (1.1) ve (1.2) esitsizlikleri ile
max(1l—x,y) <1—x+x.y eldeedilir. Boylece Ixp (x,y) < Igc (x,y) dir.

x = 0,2 ve y=0,2 noktalar1 i¢in Ixp (0,2, 0,2) = 0,8 # I (0,2,0,2) = 1,84 olup

Ixp (x,y) < Ige (x,y) esitsizligi saglanir.
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Onerme 1.1.

(1 x=0veyay=1
IO(x’y)_{O, x>0 ve y<1

(0, x=1vey=0
Il(x'y)_{l, x<1 veya y>0

fonksiyonlar1 sirasiyla [0,1]  lizerinde tamimli en kiigiik ve en biyik fuzzy
gerektirmeleridir.
Ispat :
Iy : [0, 1> = [0,1] fonksiyonunun en kiigiik fuzzy gerektirmesi oldugunu gosterelim.
I € F,; keyfi olsun.
e x =0veyay = 1ise sol siir sart1 ile [(0,y) = 1 = I, (0, y) ve sag sinir sart1i
ile I(x,1) =1=1,(x,1) dir.
e x#0vey =1 olsun. Bu takdirde I,(x,y) =0 <1I(x,y)’ dir. Boylece her
(x,y) € [0,1]? igin Iy (x,y) <I(x,y) oldugundan I, < I’ dur.
I, in en biiyiik fuzzy gerektirme oldugunu gosterelim. I € F; keyfi olsun.
e x=1vey=0 ise I(1,0) =0 =1; (1,0) oldugu agiktir.
e x<1veyay>O0olsun. I(x,y) <1=1;(x,y) dir. Boylece I < I; oldugu
elde edilir.
Tamim 1.22. (Baczynski ve Jayaram, 2008)
I bir fuzzy gerektirmesi ve ¢:[0,1] — [0,1] doniisiimii 1 — 1, 6rten, artan bir
fonksiyon olsun. Bu takdirde
I, (6, ) =07 (1 (0(), o))
ile tanimlanan fonksiyona I nin ¢ eslenigi denir.
Uyan 1.3.
@ notasyonu ile [0,1] araligindan [0,1] araligina tamimli 1 —1, O6rten ve artan
fonksiyonlarin ailesi gosterilir.
Teorem 1.6. (Baczynski ve Jayaram, 2008)
I €F ise:[0,1] — [0, 1] doniisiimii 1 — 1, 6rten ve artan fonksiyonu igin I, € F,

dir.
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Ispat:
e [, fonksiyonunun (I1) aksiyomunu sagladigini gosterelim. x4, x5,y € [0,1]
i¢in x; < x, olsun. Bu takdirde ¢ (x;) < @(x;) dir. I € F; oldugundan
Ip(x2), 0(y)) < I(@(x1), 0 (¥))
esitsizligi saglanir.
@ ,1— 1, orten ve artan oldugundan ¢~1de 1 — 1, 6rten ve artandir. Bu durumda
P (1(e(x2) , o)) < o7 (1 (9(x1), ()
dir. Béylece I, (x2,y) < I, (x1,¥) olup (I1) aksiyomu saglanir.
e Simdi (I2) aksiyomunun saglandigini gosterelim. y;,y,,x € [0,1] i¢ciny; <
y, olsun. Bu takdirde, ¢(y;) < ¢(y,) dir.
I bir fuzzy gerektirmesi oldugundan (12) aksiyomu saglanir. Boylece

I(p(x), p(y1)) < [((x), p(y,)) dir.

¢~ artan oldugundan
e (@) o)) < 07 (1 (9(x), 0(¥2))

elde edilir. Boylece I, (x,y,) < I, (x,y,) dir. Boylece (I2) aksiyomu saglanir.

e (I3) aksiyomunun saglandigini gésterelim. Bunun i¢in 6ncelikle ¢(0) = 0
oldugunu gosterelim.
¢:[0,1] — [0,1] doniistimii 1 — 1 ve orten oldugundan her y € [0,1] igin I x €
[0, 1] 6yleki ¢ (x) = y dir. 0< x ve ¢ artan oldugundan ¢(0) < ¢(x) =y, yani ¢(0)
[0,1] in en kiigiik elemanidir. Boylece ¢(0) = 0 dir. Benzer sekilde ¢(1) = 1 oldugu

da gosterilebilir.
o« 1,000 =07 (1(0(0), 0(0))

= 1(1(0,0)) = 1(1) =1

oldugundan (I3) aksiyomu saglanir.
o I, (LD =97 (I(p(1),0(D))
=0 1 (I(1D) =9 (D) =1
oldugundan (I4) aksiyomu saglanir.
© 1, (1,0) =7t (I (0(1),9(0))
= ¢ 1(1(1,0)) = 971(0) = 0
oldugundan (I5) aksiyomu saglanir.

Boylece, I, € F; oldugu elde edilir.
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1.3.2. Fuzzy Gerektirmelerinin Siirekliligi

D c IR? de taniml bir F(x, y) fonksiyonu, (x;)nen » On)nen € D dizileri verilsin.
Eger,

F (lim Xn, lim yn) = lim F(x,, yn)
n—->0o n—->oo n—-oo
sagliyorsa F fonksiyonuna D’ de siireklidir denir.

Iki degiskenli bir fonksiyon kendisi siirekli olmaksizin her bir bilesene gore

siirekli olabilir. Ornek olarak,

y A x2+y2#0
fxy) =% + y? Y %y €R
0, x=0vey=20

fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyon (0,0) noktasinda siirekli degildir. Fakat bu noktada
her bir degiskene gore stireklidir.

Simdi f fonksiyonunun (0,0) noktasinda siirekli olmadigin1 gosterelim.

k #+ 0 icin (k, k) — (0,0) iken

2 kZ 1
(k,kl)lir(lo,O)f (k. Je) = (k,kl)IE%O,O) K2+ k2 (k,kl)lir(lo,o)m - (k,k%l—{?o,oﬁ ~2
ve
f (}}L% k,lim k) =£(0,0) =0
olup, f (0,0) da siirekli degildir.
Simdi bilesenlerine gore siirekli oldugunu gosterelim.
limg £ (k,y) = lim 0 gy = 0 Ve f(limgo k) = £(0,) = 0

oldugundan f fonksiyonu birinci bilesenine gore siireklidir.

f fonksiyonunun ikinci bilesene gore siirekli oldugu benzer sekilde gosterilir.

Teorem 1.7. (Baczynski ve Jayaram, 2008)
Bir degiskene gore monoton olan bir f: [0, 1]2 — [0,1] fonksiyonu i¢in asagidakiler
denktir:
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(1) f stireklidir.

(if)  f her bir bilesene gore siireklidir.
Sonug 1.2.
I fuzzy gerektirmesi i¢in asagidakiler denktir.

(i) I streklidir.

(it) I her bir bilesene gore stireklidir:
Ornek 1.11.
Iep s Ige s Igs , Iyg, Ipp ve Iy siirekli degildir. I, ,Izc ve Ixp siireklidir.
Icp, Ige , Irs Ve Ipp ilk degiskene gore sol siirekli ikinci degiskene gore sag
streklidir. Iy, 5, ikinci degiskene gore siirekli iken Iy (0,0) noktasinda siirekli degildir.
Uyan 1.4.
Tiim stirekli fuzzy gerektirmelerinin kiimesi CF; ile gosterilir.
Is;p nin ilk degiskene gore soldan siirekli olup sagdan siirekli olmadigini, ikinci

degiskene gore sagdan siirekli olup soldan siirekli olmadigin1 gosterelim. Oncelikle

1, x<y

G ={) 155

fonksiyonunun soldan siirekli oldugunu gosterelim: x,,y € [0,1] igin

e x, <y olsun. Butakdirde I;p(limy, - %, ,¥) = Igp(xo,y) = 1 dir.
Farzedelim ki her niginx, =y olsun. Bu durumda limx, >y’ dir. limx, = x,
oldugundan  x, =y celiskisi elde edilir. Boylece, 3 ni¢in x, < ydir. Buradan,
limy .y - Igp(xn,y) =1 olup.

Iy (en,¥) = lop( lim _xn,y)

esitligi saglanir.

e X, > y olsun. Bu takdirde , xlin}q{_ Iop(x,,y) = ydir.

n—Xg

Farzedelim ki her nicinx, <y olsun. Bu durumda limx, <y dir. limx, = x,

oldugundan x, < y ¢eliskisi elde edilir.

Bu takdirde, 3 nicin y < x,, dir. Boylece,

Igp ( lim _x, :Y) =Igp(x0,y) =y

Xn—Xg
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dir. Bu ise I;p fonksiyonunun ilk degiskene gore soldan siirekli oldugunu gosterir.

Simdi ilk degiskene gore sagdan siirekli olmadigin1 gosterelim.
1, 1

neNicinx, ==+ dizisini alalm. Bu takdirde, limy o Iop(5+7,7) =3 dir.
Diger taraftan,

: 1,11 11 . . .. ,
IGD(llmn_,oo(5+;,5)) = Ip (5,5) =1 olup I;p fonksiyonu ilk degiskene gore

sagdan siirekli degildir.

Simdi, I;p fonksiyonunun ikinci degiskene gore sagdan siirekli oldugunu
gosterelim.

e x <y, olsun. Bu takdirde,
lim I;p (x,y) =1
Yn-Yo™
dir. Diger taraftan I;p (, limy, .+ yn ) = Iep(x,¥0) = 1 olup esitlik saglanur.
e x>y, olsun. Bu takdirde,

lim,, ., +Ip (x,yn) = limy, _,,, +y, = yo’dir. Ayrica

Igp (x, li_r)n+yn > = Iep (%, ¥0) = Yo

Yn=Yo

oldugundan esitlik saglanir. Boylece I;p fonksiyonu ikinci degiskene gore sagdan

sureklidir.

Simdi I;p fonksiyonunun ikinci degiskene gore soldan siirekli olmadigini

gosterelim.

neN icin x,, = 21 dizisini alalm. Bu takdirde,

N
S

. 11 1 .
lim, . Igp (5,5 — ;) = lim, e

N |-

1 1 1 .. 1 1
TRz Ve loGlime—) =1
oldugundan I ikinci bilesene gore soldan siirekli degildir.

Onerme 1.2. (Baczynski ve Jayaram, 2008)

I siirekli bir fuzzy gerektirmesi ve ¢ € @ olsun. Bu takdirde I, € CF; dur.
Ispat:

I € Frisel, € F; oldugu Teorem 1.6. ile agiktr.

I siirekli bir fuzzy gerektirmesi olsun. Bu takdirde,

lim (™% (I1(@((xn), @ (7)) = 7" (I(@(lim x) ,  (limyy)))

20



= I, (limxy, limy,)
oldugundan [, stireklidir.
Tamm 1.23. (Baczynski ve Jayaram, 2008)
F: [0, 1]2 — [0,1] fonksiyonu Lipschitz 6zelligini saglar denir.

& ¢ € (0,0) sabit elemani mevcuttur 6yle ki her x;,x,,y;,¥, € [0,1] i¢in

|F(x1,y1) - F(xz,J’z)| < c(|x; — x3| + lys — y21) (1.3)

esitsizligi saglanir.
Bir reel F fonksiyonu Lipschitz 6zelligini sagliyor ise diizgiin siireklidir. Boylece
asagidaki bagintilart saglar. Yani

Lipschitz = diizgiin siirekli = siireklidir.

Boylece (1.3)” de verilen esitsizligi saglayan bir I fuzzy gerektirmesi siireklidir.
1.3.3. Fuzzy Gerektirmelerinin Temel Ozellikleri

Tamm 1.24. (Baczynski ve Jayaram, 2008)
Bir I fuzzy gerektirmesine
(i) sol notrallik 6zelligini saglar denir < her y € [0,1] igin
I1,y)=y (NP)
dir. (NP) ozelligi klasik mantikta (1 — p) = p prensibinin bir genellemesidir.
(ii) degistirme prensibini saglar denir & x,y,z € [0,1] i¢in
I(x,l(y, Z)) = I(y,](x, Z)) (EP)
dir. (EP) ozelligi klasik totoloji olarak bilinen p—->(g->1r)=q - (p > 71)
prensibinin bir genellemesidir.
(iii) birimlilik (identity) 6zelligini saglar denir < her x € [0,1] igin
I(x,x) =1, x € [0,1] (1P)
dir. (IP) 6zelligi klasik mantikta p — p prensibinin bir genellemesidir.
(iv) siralama 6zelligini saglar denir <
x<yelIlxy =1 x,y € [0,1] (OP)
dir.
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Ornek 1.12.
I,x(x,y) = min(1,1 — x + y) fonksiyonu (NP), (IP), (EP), (OP) 6zelliklerini saglar.
Gergekten,
e [k(1,y) =min(1,1—-1+y) =min(1, y) =y oldugundan (NP) ozelligi
saglanir.
o [xk(x,x) =min(1,1 —x+x) =min(1,1) =1 oldugundan (IP) Ozelligi
saglanir.
e x <y olsun. Buradan, 1 +y — x = 1 oldugu agiktir. Boylece,
I;x(x,y) =min(1,1 —x + y) =1 dir. Diger taraftan I;x(x,y) =1 kabul edelim.
L1x(,y) =min(1,1—=x+y)=1 olup 14+y—x=>1 dir. y—x >0 dir. Buradan
x <y olup (OP) ozelligi saglanr.

e Simdi (EP) 6zelliginin saglandigini gosterelim. x, y € [0,1] i¢in x < z olsun.

Bu takdirde, x < 1+ z — y dir. Boylece, x < min(1,1+z —y)
olup min(1,1 + z — y) — x = 0 dir. Buradan,

ILK(x,I(y, z)):ILK(x, min(1,1 -y + z))
=min(1,1—x+min(1,1 -y + z))
=1

dir. x+y<z+4+y <142z oldugundan y < 1+ z — x dir. Boylece, y < min(1,1 +
Z—X)
min(1,1+z—x)—y =0
dir. Boylece,
Lk (v, Ik (x,2)) = g (y, min(1, 1 — x + z))
=min(1,1 —y+min(1,1 —x + z))
=1=I,(x1(,2)
elde edilir.
x >z olsun. Egery < z ise
ILK(x,I(y, z)) = I x(x,min(1,1 —y + 2))
=min(1,1 — x + min(1,1 -y + 2))
=min(1,1 —x+ 1) =min(1,2 — x)
=1

ve
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Lx(y,1(x,2)) = Ix(y, min(1,1 — x + 2))
=Ly, 1—x+2)
=min(l,1-y+1—-x+2)
=min(1,2 —y —x + 2)

Burada x < 1 ve y < z esitsizliklerinden x +y < 1+ z elde edilir. Yani, 1 <2 —
x—y+z dir. [x(y,1(x,2))=min(1,2—y—x+2z)=1o0lup I x(x,[,x(y,2) =
ILK(y, I (x, Z)) dir.

Egery > z ise
Lg(x Ix(y,2)) = min(1,1 — x + min(1,1 — y + 2))
=min(1,1-x+1—-y+2)
=min(1,2 —x —y + 2)
ve
Lk (y, Ik (x,2)) = I (y, min(1, 1 — x + 2)
=Lx(y1—-x+2)
=min(1,1-y+1—-x+2)
=min(1,2 —x—y+2)
olup ILK(xr Ik (y, Z)) = ILK(y' ILK(xJZ)) dir,
Lemma 1.7. (Baczynski ve Jayaram, 2008)
1:[0,1]%2 - [0,1] bir fonksiyon olsun.
(i) I (LB)’ isaghyorsa (I3)ve (NC) isaglar.
(i) I (RB)’isaghyorsa (14) ve (NC) isaglar.
(iii) I (NP)’isaghyorsa (14) ve (I5) i saglar.
(iv) I (IP) isaghiyorsa (13)ve (14) i saglar.
(v) I (OP)’isaghyorsa (13), (I4), (NC), (LB), (RB) ve (IP) 6zelliklerini de saglar.

Ispat:

(i) I (LB) ozelligini saglasin. Bu durumda 1(0,x) = 1(0,0) =1(0,1) =1 olup
(I3) ve (NC) nin saglandig agiktir.

(ii) I (RB) ozelligini saglasin. Buradan I(x,1) = I(1,1) = 1(0,1) = 1 oldugundan
(14) ve (NC) ozellikleri de saglanr.

(iii) I (NP) ozelligini saglasin. Buradan, I(1,y) = y dir. Boylece I(1,1) =
1 ve I(1,0) = 0 olup (I4) ve (I5) 6zellikleri saglanir.
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(iv) I (IP)’ i saglasin I(x,x) = 1dir. 1(0,0) = I(1,1) = 1 esitligi ile (13) ve (14)
ozelliklerinin sagladigi agiktir.
(v) I (OP)’ isaglasin. Bu takdirde x <y < I(x,y) = 1dir. Buradan, 1(0,0) =
1(1,1) =1(0,1) =1(0,x) = 1 ve I(x,x) = I(x,1) = 1 oldugu agiktir.
Ornek 1.13.
Tablo 3. de 9 temel fuzzy gerektirmeleri i¢cin (NP), (EP), (IP), (OP) ve siireklilik

ozelliklerini saglayip (saglamadiklari) ilgili siitunda Vv (x) ile gosterilmistir.

Tablo 3. Fuzzy gerektirmeleri i¢in (NP), (EP), (IP), (OP) ve siireklilik

img.?éﬁﬁon (NP) (EP) (IP) (OP) Siireklilik
I v Vv N N V
Iep v v v N x
Ipc v v X x J
Ixp v V X X J
Ige v v Vv v X
Igs X X N v x
Iyg V v X X %
Iyp V v v X x
Irp V v v v x

Onerme 1.3. (Baczynski ve Jayaram, 2008)
I1:[0,1]2 - [0,1] (NP), (IP), (EP), (OP) &zelliklerini saglayan bir fonksiyon ve ¢ € ®
olsun. Bu taktirde, I, de sirastyla (NP), (IP), (EP) ve (OP) 6zelliklerini saglar.
Ispat:
@ € ® olsun.
e [ (NP)’isaglasin. Buradan, her x € [0,1] igin I(1, x) = x dir. Boylece,
lo(L2) = 97 (I(p(1), () = o~ (p(x)) = 1
oldugundan I, (NP) 6zelligini saglar.
e [ (EP)’isaglasin. I(p’nin (EP)’i sagladigimi gosterelim: Her x,y, z € [0,1] igin
I,(x,1,(1,2)) = 1,097 U(9(1), p(2))))
=07 (0@, (01, 9(@) )
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=07 (¢, 1(9p (), 9(2)))
=I,(.97 (1(p(), 0(2)))
=1, (Ip(x,2))

oldugundan I, (EP) 6zelligini saglar.

e [ (IP)isaglasin. Bu durumda her x € [0,1] i¢in I(x, x) = 1 dir.
Boylece,

I,(x,x) = 7 (I (p(x), () = 1
olup I, (IP) 6zelligini saglar.
e [ (OP)isaglasm. I, nin (OP) 6zelligini sagladigin1 gosterelim. x,y € [0,1] igin
x <y olsun. p(x) < @(y) olup (OP) ile I,(x,y) = ¢ (I(ga(x),(p(y))) = 1 dir.
Tersine, I,(x,y) =1 olsun. Bu durumda ¢! (I(go(x),go(y))) =1 olup
I((p(x),<p(y)) = @(1) = 1 dir. Bu durumda, I, (OP) ozelligini sagladigindan ¢(x) <
@(y) dir. ¢ nin monotonlugu ile x <y oldugu elde edilir. Boylece, I, (OP) dzelligini

saglar.
1.4.[0,1] Uzerinde U¢gensel Normlar ve Konormlar
1.4.1. [0,1] Uzerinde Ucgensel Normlar
Aksi belirtilmedikge, [0,1] tizerindeki dogal siralamay: < ile gosterecegiz.
Tamm 1.25. (Klement vd., 2000; De Baets vd., 1999; Wang ve Yu, 2002)

Bir tiggensel norm (kisaca t-norm) T, [0,1] birim aralig: iizerinde asagidaki 6zellikleri

saglayan bir ikili islemdir; yani T: [0,1]*> — [0,1] fonksiyonu her x,y, z € [0,1] i¢in

T1. T(x,y) =T(y,x) (Komiitatiflik)
T2. T(x,T(y,2)) = T(T(x,5),2) (Birlesme)
T3. y<zise T(x,y) <T(x,z) (Monotonluk)
T4. T(x,1) = x (Sinur sart1)

ozelliklerini saglar.
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Ornek 1.14.

Temel olarak kabul edilen dort t-norm Ty, Tp, Tp, Tp asagidaki gibidir:

Tw(x,y) = min(x,y) (Minimum)

Tp(x,y) = xy (Carpim)

T, (x,y) = max(x +y — 1,0) (Lukasiewicz t-norm)
_ {0 (x,) € [0,1)?, .

T y) = {min(x, y),  Aksihalde. (Drastik garpim)

Uyan 1.5. (Klement vd., 2000)
T, [0,1] birim aralig1 izerinde bir t-norm olsun.

(i) Tanim 1.25 ile her T t-normu her x € [0,1] i¢in
T(0,x)=T(x,0)=0 (1.4)
T(1,%) =x (1.5)

esitliklerini saglar. (1.4) ve (1.5)’ de verilen esitliklere ilave sinir sarti denir. Boylece

her t-norm [0,1]? birim kare {izerinde ¢akigiktir.
(if) Bir T t-normunun ikinci bilesene goére monotonlugu, (T1) komiitatiflik ve (T3)

monotonluk 6zellikleri ile tanimlanir. Bu monotonluk her iki bilesene gore

monotonluga denktir; yani

X, <x, Ve y, <y, ise T(xy,y1) < T(xp,5) (1.6)

saglanir.
Tamm 1.26. (Klement vd., 2000)
(i) T, ve T, ikit-norm olsun. Eger her x,y € [0,1] i¢in Ty (x,y) < T,(x,y)
esitsizligi saglantyor ise Ty, T, t-normundan daha zayiftir veya denk olarak T,
T; t-normundan daha giicliidiir denir ve bu durum T; < T, ile gosterilir.
(i) T, <T, veT, # T, ise yani T; < T, Ve bir (x,,y,) € [0,1]? igin
Ty (%0, Vo) < Ty(x0,¥) ise, budurum T; < T, ile gosterilir.
Uyan 1.6. (Klement vd., 2000)

(i) T, [0,1] birim aralig1 tizerinde bir t-norm olsun. (1.6)’ iin bir sonucu olarak her
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x,y€[01] igin T(x,y) <Tx1)=x ve T(x,y)<T(,y)=y olup
T(x,y) < min(x,y) = Ty(x,y)’ dir. Boylece, Ty, minimum t-normu en gii¢lii
t-normdur. [0,1]2 nin sinurlar iizerinde her t-norm c¢akisik ve her x,y € (0,1)
icin T(x,y) = 0 = Tp(x,y) oldugundan T}, drastik ¢arpimi en zayif t-normdur.

Bu durumda keyfi T t-normu i¢in
Tp <T <Ty (1.7)

esitsizligi saglanir.

(if) Agik¢a T;, < Tp oldugundan dort temel t-norm arasinda
Tp <T, <Tp <Ty (1.8)

iligkisi mevcuttur.

Onerme 1.4. (Klement vd., 2000)

(0,1) € A € [0,1] bir kiime ve x: A> — A, A iizerinde bir ikili islem ve her x,y,z € A
icin (T1)-(T3) 6zellikleri ile birlikte

x*y < min(x,y) (1.9)
ozelligi saglansin. O halde

o xxy,  (oy) € (A\{1})?
Teoy) = {min(x, ), Aksi halde, (1.10)

ile tanimlanan T:[0,1]> — [0,1] déniisiimii bir t-normdur. Ustelik, T, (4 \ {1})? e
kisitlanis1, * isleminin (4 \ {1})? ne kisitlanis1 ile ayn1 olan tek t-normdur.

Tamm 1.27. (Klement vd., 2000)

Her x,y,z € [0,1] igin (T1)-(T3) ve (1.9) 6zelliklerini saglayan bir F: [0,1]> — [0,1]

fonksiyonuna bir t-altnorm denir.
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Acik olarak her t-norm bir t-althormdur, fakat tersinin dogru olmasi1 gerekmez:
ornegin, sifir fonksiyonu, yani F(x,y) = 0 ile verilen F:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu
bir t-altnormdur fakat bir t-norm degildir.

Sonug 1.3. (Klement vd., 2000)

F bir t-altnorm ise

_(Fx,y), (x,y) €[0.1)%
T(x,y) = {min(x, ), Aksi halde,

ile tanimlanan T: [0,1]*> — [0,1] fonksiyonu bir t-normdur.
Onerme 1.5. (Klement vd., 2000)
(i) Her x € [0,1] igin T (x, x) = x esitligini saglayan tek t-norm T,, minimum t-
normdur.
(if) Her x € [0,1) i¢in T(x,x) = O esitligini saglayan tek t-norm T}, drastik
carpimudir.
Uyan 1.7. (Klement vd., 2000)
(i) Hert-norm T (T2) birlesme kurali ve indiiksiyon ile asagidaki n-li isleme
genisletilebilir. Yani, her (x4, x5, ..., x,) € [0,1]™ n-siralis1 igin

T x = T(TE %, %)

dir. Eger 6zel olarak x; = x, = -+ = x,, = x ise kisaca
x§") =T(x,x, ..., %)
yazilir. Bu durumda x;O) =1 ve xg) = x olarak tanimlanir.

(ii) [0,1] in elemanlarinin her (x;);ey dizisi yani (x;);ey € [0,1]Y icin

oo

T2 x; = limy,_q T/L 1 %; (1.12)

ile tanimlanir.
(iii) Keyfi bir I indis kiimesi ve her (x;);¢; € [0,1]' icin, yani [0,1] in
elemanlarinin her (x;);¢; ailesi i¢in asagidaki ifade iyi tanimlidir ve (1.11) un

bir genellemesidir:

Tic;x; = inf {Tjk=1xij| Em ...,xik), (x;)iemm sonlu alt ailesidir}.
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Ornek 1.15.

Ty minumum ve T,, arpim t- normlarinin n-li genislemelerinin
T (1, X9, oy X)) = min(xq, X, o\, Xp),
Tp(xq, X, ooy Xp) = [1i21 X,

oldugu agiktir. T, Lukasiewicz t-normunun ve T drastik ¢arpiminin n-li genislemeleri
Ty (%1, X3, -y %) = max(Yiz, x; — (n — 1), 0),

X, xj=1,Vj#liise,

Tp (X1, Xz, ey Xp) = {() Aksi halde

seklindedir.
1.4.2. [0,1] Uzerinde Ucgensel Konormlar

Tamim 1.28. (Baczynski ve Jayaram, 2008; Klement vd., 2000; Wang ve Yu,
2002) Bir tiggensel konorm (veya kisaca t-konorm) S, [0,1] birim aralig1 tizerinde her
x,y,z € [0,1] igin (T1)-(T3) sartlarini ve her x € [0,1] i¢in

(S4) S(x,0) =x (Sinir sart)
sartin1 saglayan S: [0,1]2 — [0,1] fonksiyonudur.

Aksiyomatik olarak t-normlar ve t-konormlar sadece sinir sartlarinda farklilik
gosterirler. Aslinda, t-norm ve t-konorm kavramlari bazi anlamlarda dualdirler.
Ornek 1.16.

Sm»Sp, S, ve Sp temel t-konormlari sirasi ile

Sulx,y) = max(x,y), (Maksimum)
Sp(x,y) =x+y—xy, (Istatistiksel toplam)
S.(x,y) =min(x +y,1), (Lukasiewicz t-konorm, sinirli toplam)
1, (x,y) € (0,1)2, .
Sp(x,y) = ) Drastik toplam
p(%y) {max(x, y), Aksi halde, ( plam)

seklinde tanimlanir.
Onerme 1.6. (Klement vd., 2000)
$:[0,1]2 — [0,1] bir ikili islem olsun. S bir t-konormdur < Bir T t-normu her

x,y € [0,1] i¢in

S,y)=1-T(1—x,1—-y) (1.12)
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olacak sekilde mevcuttur.
Uyan 1.8.
() S:[0,1]> — [0,1] bir t-konorm ise

Tx,y)=1-S(1—-x,1—y) (1.13)

ile tanimlanan T:[0,1]2 — [0,1] fonksiyonu bir t-normdur. (1.12) ile verilen t-
konorma, t-norm T’ nin dual t-konormu denir. Benzer sekilde, (1.13) ile verilen t-
norma S t-konormunun dual t-normu denir.

(i) (T, Sy), (Tp,Sp), (T, S,) ve (Tp, Sp) ikiser tarzda birbirine dual t-norm ve t-

konorm ciftleridir.
(iii) S:[0,1]> — [0,1] bir t-konorm olsun. Her x € [0,1] igin
S(1,x) =S(x,1) =1,
S(0,x) = x,

ilave smir sartlar1 olarak adlandirilan esitlikler saglanir. Boylece, tiim t-konormlar

[0,1]? nin smir {izerinde gakisiktir, yani ayni1 degeri alirlar.

T-normlarda oldugu gibi bir S t-konormu elde etmek i¢in gerek ve yeter kosul
Onerme 1.4. iin duali ile, (51)-(S3) sartlarinin ve her (x,y) icin S(x,y) = max(x,y)
esitsizliginin saglanmasidir.

(iv) Duallik siralamay1 degistirir; yani T; ve T, t-normlari i¢inT; < T, ve S;, T; t-

normuna ve S,, T, t-normuna karsilik gelen dual t-konormlar ise S; > S, dir.

Her S t-konormu igin
Sy<S<Sp
dir. Yani Sy, maksimum t-konormu en zay1f, S, drastik toplam en giiglii t-konormdur.
Temel dort t-konorm icin asagidaki iliski mevcuttur:
Sy <Sp<S,<Sp
(v) Verilen bir t-konorm S i¢in Uyari 1.7 e benzer sekilde (x4, x5, ... x,,) € [0,1]™
n-siralilarina, (x;);ey € [0,1]Y dizilerine ve I keyfi kiime olmak iizere (x;);¢; € [0,1]

ailelerine genisletme islemi asagidaki gibidir:
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n — n-1 —
Sizaxi = S(SiZy %, xn) = S(xq, X2, .. X)),
— 1 n
Slpilxi - hmn—>oo Si=1xi’
Sie/Xi = sup {Sjk=1xij| (xil, Xiys s xik), (x;)ie; min sonlu alt ailesidir}.

X; =X, = =x, =x oldugunda S(x,x,+,x) yerine kisaca xén) yazilir ve

her x € [0,1] i¢in xsgo) =0 ve xél) = x olarak gosterilir.

1.5. Smirh Kafesler Uzerinde Ucgensel Normlar, Negasyonlar ve Gerektirmeler
1.5.1. Simirh Kafesler Uzerinde Uc¢gensel Normlar
Tamm 1.29. (De Baets vd., 1999; Klement vd., 2000; Wang ve Yu, 2002)

(L, <,0,1)bir sinirli kafes olsun. L tizerinde T ikili islemi t-norm olarak adlandirilir &

her a, b, c € L igin

(1) T(T(a,b),c) =T(a,(b,c)) (Birlesme)
(2) T(a,b) =T(b,a) (Degisme)
(3) b<ciseT(a,b) <T(a,rc) (Monotonluk)
4 T(a,1)=a (Sinir kosulu)

Uyan 1.9. (Wang ve Yu, 2003)
(i) T, ve T, sinirli bir L kafesi tizerinde iki t-norm olsun. Eger her x,y € L igin
Ti(x,y) < Ty(x,y) esitsizligi saglantyor ise Ty, T, t-normundan daha zayiftir
veya denk olarak T,, T; t-normundan daha gii¢liidiir denir ve bu durum T; < T,
ile gosterilir.
(i) Ty, <T, veT, # T, iseyani T; < T, ve bir xy,y, € L i¢in

Ty (x0,¥0) < Ty (x9,¥0) i€, bu durum T; < T, ile gosterilir.

x, y=1,

TW(x'y): y' x=1'
0, Aksihalde
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olsun. O halde Ty, , L iizerinde bir t-normdur ve ozel olarak L = [0,1] oldugunda
Ty, Tp ile gosterilir. L iizerindeki keyfi t-norm T igin Ty, < T oldugundan bu t-norm, L

tizerindeki en kiigiik t-normdur.

Sinirli bir L kafesi tizerindeki en biiyiik t-norm T,(x,y) = x A y ile verilir ve 6zel
olarak L = [0,1] oldugunda T, = T,,’ dir.
Tanim 1.30.
T bir t-norm olsun.
(i) Bir a € [0,1] elemanina T’nin bir idempotent elemanidir denir < T(a, a) =
a’ dir. 0 vel her t-norm igin idempotent elemanlar olup bu elemanlara
trivial idempotent elemanlar denir. (0,1) > deki idempotent elemanlar ise
trivialden farkli idempotent elemanlar olarak adlandirilir.
(ii) Bir a € (0,1) elemanina t-norm T nin nilpotent elemani denir & 3In € N
Oyleki a(Tn) = 0’ dir.
(iii) Bira € (0,1) elemanina T’ nin sifir boleni denir & 3b € (0,1) dyleki
T(a,b) = 0’ dur.
Tamm 1.31. (De Baets vd., 1999)
T, smirh bir L kafesi tizerinde bir t-norm olsun. Bir x € L elemanina T nin bir sifir
boleni denir & x Ay # 0 ve T(x,y) = 0 olacak sekilde bir y € L eleman1 mevcuttur.

T’ nin sifir bolenlerinin kiimesi Z (T ile gosterilecektir.
Eger Z(T) = @ ise T’ ye sifir bolensiz denir.

L =[0,1] olarak alinirsa Tanim 1.30 ve Tammm 1.31 (iii) deki sifir bolen

tanimlarinin denk oldugu kolaylikla gosterilebilir.

Tamm 1.32. (Casasnovas ve Mayor, 2008)
Sinirhi bir L Kafesi iizerindeki bir t-norm T e boliinebilirdir denir & x < y olan her
x,y € L i¢cin x = T(y, z) olacak sekilde bir z € L mevcuttur.

Sinirh bir L kafesi iizerindeki Ty, t-normu boliinebilir olmayan bir t-normdur.
Diger taraftan, T, t-normu boliinebilir bir t-normdur: x < y olmasi x A y = x olmasina

denktir.
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Tamm 1.33. (De Baets vd., 1999)
Sinirl bir L kafesi tizerinde bir t-norm T alalim. Bir x € L elemanina T nin idempotent

elemanidir denir & T(x, x) = x esitligi saglanir.

Acik olarak, 0 ve 1 elemanlar1 herhangi bir t-normun idempotent elemanlaridir.
Bu elemanlara trivial idempotent elemanlar denir. Bunlardan farkli idempotent
elemanlara da trivial olmayan idempotent elemanlar denir.
Onerme 1.7. (De Baets, 1995)

T, [0,1] tizerinde bir t-norm olsun. T boliinebilirdir < T siireklidir.

1.5.2. Simirh Kafesler Uzerinde Negasyonlar ve Ucgensel siralamalar

Tamm 1.34. (Karacal, 2006)

(L <0,1) tizerinde smurli kafes olsun. N:L — L azalan fonksiyonuna negasyon
denire N(0) =1veN(1) =0 dir.

N negasyonuna gii¢liidiir denir & Her x € L i¢cin N(N(x)) = x dir.

Asagidaki gibi verilen N~ ve N*t doniisiimleri herhangi bir L kafesi iizerinde

negasyonlar olup herhangi bir N negasyonu igin N~ < N < N* oldugu agiktr.

N_(x)={(1): xjuq ve N+={1, AT

Tamm 1.35. (Karacal, 2006; Baczynski ve Jayaram, 2008)
(L, <, 0,1) sirht bir kafes olsun. I: L? — L fonksiyonuna (S, N) -gerektirmesi denir
< Bir t-konorm S ve bir negasyon N — L — L
I(x,y) =S(N(x),y), xyE€L
olacak sekilde mevcuttur. N giiglii negasyon ise I gerektirmesine S gerektirme denir.
Tamim 1.36. (Baczynski ve Jayaram, 2008)
I € F; ve N bir negasyon olsun. Her x,y,z € L igin,
(i) I fuzzy gerektirmesi “N negasyonuna gore zit simetri 6zelligini ” CP(N) saglar.
denir. & I(x,y) =I(N(y),N(x)) dir.
(if) I fuzzy gerektirmesi “N negasyonuna gore sol zit simetri ozelligini ” L —
CP(N) saglar denir. & I(N(x),y) = I(N(y),x) dir.
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(i) I fuzzy gerektirmesi “N negasyonuna gore sag zit simetri Ozelligini ” R —
CP(N) saglar denir. & I(x,N(y)) = I(y, N(x)) dir.
Teorem 1.8. (Baczynski ve Jayaram, 2008)
I y bir (S, N)- gerektirmesi ise
(i) Isy € F;ve (NP) ve (EP) i saglar.
(i) Nz, = Ndir,
(iif) N giiclii negasyon ise Iy gerektirmesi L- CP(N™1) i saglar.
(iv) N giiclii negasyon ise Iy gerektirmesi CP(N) i saglar.
Ispat:
I y nin monotonlugu S nin ve N nin monotonlugu ile elde edilir.
(i) Ayrica,
Is5(0,0) = S(N(0),0) = 5(1,0) =1
Iy(1,1) =S(N(1),1) =S5(0,1) =1
Isx(1,0) = S(N(1),0) = S5(0,0) =0
dir. Bu durumda Is y € F; elde edilir.
y(Ly)= S(IN(D,y) = SO,y) =y, y €[01].
dir. Boylece, Is y (NP) 6zelligini saglar.

Isn (% 15y 0,2)) = S(NGO,S(ING), 2)) = S(NG), SIN(x), 2))

= Isn (3’» Iy (x, Z))
Boylece (EP) 6zelligi saglanir.
(i) Her x € [0,1] igin,
Nigy ) = Isn(x,0) = S(N(x),0) = N(x).
(iii) N giiclii negasyon olmak tizere ve (Baczynski ve Jayaram, 2008) Uyar1 1.5.19
(i) den I  gerektirmesi L- CP(N~') i saglar sonucu elde edilir.
(iv) N giiglii negasyon olmak tizere ve (Baczynski ve Jayaram, 2008) Uyar1 1.5.6
(if) den Is y gerektirmesi CP(N) i saglar.
Tamm 1.37. (Karagal ve Kesicioglu, 2011)
L sinirh bir kafes ve T L iizerinde bir t-norm olsun. Asagidaki sekilde tanimlanan <
bagintis1 bir siralama bagintis1 olup bu siralama bagintisina T -siralama denir. Her
X,y € Licin

x<ry ©3L€LoylekiT(4,y) =x.
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Simdi <7 bagintisinin bir siralama bagintist oldugunu gosterelim.

e Her x € Licin T(1,x) =x olup x <; x dir. Bdylece, <; bagmtisi yansima
ozelligini saglar.

e X,y € Licinx <; y vey <; x olsun. Bu taktirde ¢,,¢, € L elemanlar

T(t,y) =xVveT(fp,x) =y

olacak sekilde mevcuttur. Boylece
x=TH,y) <T(A,y)=yvey=T({,x) <T(1,x) =x olup x =y dir. Yani, <p
bagntisi ters simetriktir.

®x,y,z € Licin x <y y vey < zolsun. Bu taktirde, £,,¢, € L elemanlar

T(#,y)=xveT({,,z)=y
olacak sekilde mevcuttur. x = T'(£4,y) = T({’l, T({’Z,Z)) = T((fl,fz),z) oldugundan
x <r z saglanir. Boylece, <t bagintis1 gecisme 6zelligini saglar.
Tamm 1.38. (Klement vd., 2000)
T:[0,1]% - [0,1] sol siirekli bir t-norm olsun. Bu taktirde
Ir(x,y) = sup{z € [01] | T (x,2) <y}

olarak tanimlanan Ir: [0,1]% — [0,1] doniisiimii bir gerektirme olup bu gerektirmeye T
t-normunun rezidual gerektirmesi denir. T sol siirekli oldugunda supremum maksimum

olarak diistiniilebilir.
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2. YAPILAN CALISMALAR

Bu ¢alismada elde edilen sonuglar “Kesicioglu ve Mesiar, ordering based on

implications” isimli ¢alismadan alinmistir. ( Kesicioglu ve Mesiar, 2014).

Tamm 2.1. (Karacal, 2006; Karacal, 2004; Karacal ve Sagiroglu, 2009; Wang ve
Yu, 2002)

(L,<,0,1) smirh kafes olsun. Bir I:L? - L fonksiyonuna gerektirme denir <
Her x,x4,y,y, € L i¢in asagidaki sartlar saglanir.

11.x; <xy ise I(xy,y) =1(x,,y), yanil(.,y) azalandir.

12.y; <y, ise I(x,y;) <I(x,y,), yani I(x,.) artandir.

13.1(0,0) = 1.
14.1(1,1) = 1.
15.1(1,0) = 0.

Tanimdan her x € L igin I(0,x) = 1velI(x,1) = 1 oldugu goriiliir.
Tamm 2.2. (Karagal, 2006)
I: 12 - L gerektirme olsun. Her X, y, z €L icin,
(iv) I gerektirmesi “N negasyonuna gore zit simetri 6zelligini ” ( CP — Ny) saglar
denir. & I(x,y) =I(N(y),N(x)) dir.
(v) I gerektirmesi sol notrallik &zelligini (NP) saglar denir. & Hery €
Licin I(1,y) = y esitligi saglanir.
(vi) I gerektirmesi yer degistirme 6zelligine (EP) sahiptir denir. & I(x,(y,z)) =
1(y,I(x, z)) esitligi saglanir.
Tanim 2.3.
L bir kafes ve I, L lizerinde taniml1 bir gerektirme olsun.
N;: L — L fonksiyonuna dogal negasyon denir < her x € L i¢in N; = I(x, 0) dur.
Tamm 2.4.
I:1? > L smurh bir L kafesi iizerinde gerektirme olsun. L iizerinde <; bagintisini

asagidaki gibi tanimlayalim: Her x,y € L igin

y <;x © 3L €L oylekil(£,x) =y
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Onerme 2.1.

I: L? > L smurl bir L kafesi {izerinde gerektirme olsun. Eger I gerektirmesi N, giiclii
dogal negasyonuna gore zitlik kuralin1 (CP — Ny) ve yer degistirme prensibi (EP)’i
sagliyorsa Tanim 2.4. de verilen <; bagintisi bir siralama bagintisidir.

Ispat:

(i) (Baczynski ve Jayaram, 2008) Sonug 1.5.7 ile I nin (NP)’ yi sagladig1 agiktir.
Boylece I(1,x) = x olup x <;x dir. Yani, <; bagintist yansima 6zelligini
saglar.

(i) x,y € Ligin x <; yvey <; x olsun. Buradan ¢;,¢, € L elemanlari

I(£,y) =x vel(£y,x) =y

olacak sekilde mevcuttur. I, (NP) 6zelligini sagladigindan

x=1{,y)=2I1(L,y)=y vey=1({,,x)=21(1,x) =x
ile x = y oldugu elde edilir. Boylece, <; bagntisi ters simetriktir.
(i) x,y,z €L icinx <; y vey <; z olsun. Bu taktirde, ¢,, £, € L elemanlar

I(t1,y) = xvel(fz,z) =y

olacak sekilde mevcuttur.

x =1(0,y) = 1(£1,1(£2,2))

= 1(£1,I(N;(2), N/ (£2))) (CP =Ny ile)

= I(N;(2), I(£1, Ni(£2)))) (EP ile)

= I(N;(I(£1, N (£2))), N;(N;(2)) ~ (CP = Njile)

= I(N;(I(*1,N;(£3)),2) (N; giiclii oldugundan)

olup k = N;(I(£1, N;(£3))) ile gosterelim. Bu taktirde, x = I(k, z) oldugundan

x <; z elde edilir. Boylece, <; gecisme 6zelligini saglar.

Lemma 2.1.

L sinirl bir kafes ve T, L {izerinde bir t-norm olsun. Bu takdirde her T t-normu ve her
X€Ligin0 <y x,x<prxvex=<g1dir.

Uyan 2.1.

Onerme 2.1. in tersi her zaman saglanmayabilir. Ornegin

1,
e ={ X 4
y



olarak tanimlanan Goguen gerektirmesini alalim. A¢ikg¢a dogal negasyonu

_ (1, x=0
ve={ " 47
involutif olmayan negasyondur. Boylece I, N; = N~ e negasyonuna gore zitlik kuralini
saglamaz.
Diger taraftan, <;= {(x,y)| x <; y = x =y} U {(0,0), (1,0)} nin [0,1] {izerindeki

Hasse diyagrami asagida sekil 3. de gosterilmistir.

lo.af

Sekil 3. <;’nin hasse diagrami

Onerme 2.2.
(L, <,0,1) siurh kafes ve I: L? — L gerektirmesi yer degistirme prensibi (EP)’i N,
dogal negasyonuna gore zitlik prensibi (CP-N;)’1 saglayan bir gerektirme olsun. Bu
taktirde x,y € L igin
x<;yise y<x
dir.
ispat:
x,y € Licin x <; y olsun. Bu taktirde, bir £ € L elemani
1(4,y) =x
olacak sekilde mevcuttur. £ < 1 ve I bir gerektirme oldugundan
x=1(¢,y) z1(L,y) =y
dir.
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Uyan 2.2.

(i) 0ve 1 elemanlan (L, <;) kismen sirali kiimeSinin sirasiyla en biiyiik ve en
kii¢iik elemanlaridir. Gergekten her x € L i¢in 1(0, x) = 1 oldugundan 1 <; x
olup, 1, <; siralamasina gére en kiigiik elemandir.

(i)

Diger taraftan, (NP) ve (CP-N;) ile
x =1(1,x) = I(N,(), N, (1) = I(N; (x),0)
olup x <; 0 oldugu elde edilir. Bu ise 0’in <, siralamasina gore en biiyiikk eleman
oldugunu gosterir.

(iii) Onerme 2.2 nin tersinin saglanmasi gerekmez. Ornek olarak,

L=({0,a,b,c, 1}, <0,1) kafes diagranu sekil 4. gibi verilsin.

Sekil 4. (L ={0,a,b,c,1}, <0,1).

I: L* - L gerektirmesi Tablo 4 deki gibi tanimlansin:

Tablo 4. I: L2 - L gerektirmesi

I 0 a b c
0 1 1 1 1
a a 1 1 1
b c 1 1 1
o b 1 1 1
1 0 a b o
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Acikga, I gerektirmesinin N; giiglii negasyonu

(a, XxX=a
lc, x=h
Nl(x):4b; xX=c
1, x=0
0, x=1

olup, I, N; negasyonuna gore (CP-N;) y1 ve (EP) yer degistirme prensibini saglar.
Dikkat edilirse, b<c olmasma ragmen I(k,b) = ¢ olacak sekilde k € L elemani
mevcut degildir. Yani ¢ %; b olur. Bu ise Onerme 2.2 nin tersinin saglanmasi
gerekmedigini gosterir. (L, <;) sirali kiimesinin Hasse diyagrami asagidaki Sekil 5. de

gosterilmistir.

C

Sekil 5. (L ={0,a,b,c, 1}, <,,0,1).

(iv) (L,<,0,1) zincir olsa bile (L, <;) sirali kiimesinin zincir olmas1 gerekmez.

Ornegin,

1, x<y

max(1—x,y), x>y (2.1)

Irp(x,y) = {

olarak tanimlanan Fodor gerektirmesini alalim.

Eger 1/2 <. 3/4 olsa, Onerme 2.2 ile 3/4 < 1/2 elde edilir ki bu ise bir celiskidir.

IrD

Simdi farzedelim ki 3/4 <,

Ipp(k,1/2) = 3/4 dir. Izp nin  tanmm ile max(1 — k,1/2) = 3/4 dir. max(1 —
40
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k,1/2) =3/4 k = 1/4 esitligini saglayan k elemaninin k = 1/4 gerektigi agik olup
bu ise k > 1/2 olmasiyla celisir. Boylece, 1/2 %,,, 3/4 ve 3/4 <%, 1/2 olup
(L, <;) bir zincir degildir.

Uyan 2.3.

T:[0,1]> — [0,1] sol siirekli bir t-norm ve I, t-norm T den elde edilen rezidiial
gerektirme olsun. I ve T den elde edilen kismen siralama bagtilar1 birbirinden
bagimsizdir. Simdi bu iddiay1 asagidaki 6rnek ile agiklayalim. Asagidaki gibi
tanimlanan

0, x+y<l1
min(x, y), AT

T (x,y) = {
nilpotent minimum t-normunu ve rezidual gerektirmesi olan I, Fodor gerektirmesini
alalim. Irp(1/2,1/8) =1 /2 oldugundan 1 /2 <;,, 1 /8 oldugu
aciktir. 1/8 <ymnm 1 / 2 olsa Onerme 2.2. ile 1/2 < 1/8 olur ki bu ise bir ¢eliskidir.
Farzedelim ki 1/8 <yn»m 1 / 2 olsun. Bu taktirde, bir £ € [0,1] eleman

Tnm(p,1/2) = 1/8
olacak sekilde mevcuttur. T™ nin tanim ile £ + 1/2 > 1 ve min(¢,1/2) = 1/8 dir.
Buradan, £ = 1/8ve £+ 1/2 > 1 olup bu ise bir ¢eliskidir. Boylece 1/8 kynm 1 /2
dir.  Diger taraftan, T™™(1/2,3/4) =min(1/2,3/4)=1/2 oldugundan
1/2 <ynm 3/4 dir. Fakat 1/2 ve 3/4 , Ipp siralamasina gore kiyaslanamaz. Gergekten,
1/2<y,, 3/4olsa Onerme 2.2. ile 3/4 < 1/2 olup geliski elde edilir. Farzedelim
ki, 3/4 <,.. 1/2 olsun. Bu taktirde, bir £ € [0,1] eleman1
Iep(£,1/2) = 3/4
olacak sekilde mevcuttur. Ipp nin tanimu ile £ > 1/2 ve max(1 — #,1/2) = 3/4 olup

IrD

buradan £ = 1/4 oldugu elde edilir. Buise £ > 1/2 olmasiyla gelisir.
Boylece, 3/4 £, 1/ 2 dir.

(L,<,0,1) sl bir kafes, I: L> — L gerektirmesi N, giiclii negasyonuna gore
(CP-Ny) ve (EP) ozelliklerini saglayan gerektirme olsun (L, <;) sirali kiimesinin bir

kafes olmas1 gerekmez . Asagidaki 6rnegi inceleyelim:
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Ornek 2.1.

([0,1],<4,,) bir kafes degildir. 1/2 ve 3/4 iin <, siralamasina gére iist sinirlarinin

Irp

en kiigiigliniin olmadigin1 gosterelim. Uyar1 2.3 ile 1/2 ve 3/4 <, siralama
bagintisina gore kiyaslanamayan elemanlar oldugu bilinmektedir. Simdi

k 6{1/2’3/4}<1FD keyfi olsun. Buradan, 1/2<,, k ve 3/4<,. k d.

Irp IFp

Buradan, ¢, ,%, € [0,1] elemanlar1
I;p($1,k)=1/2 ve Igp($,k)=3/4
olacak sekilde mevcuttur. Izp nin tanimi ile
£.,0,>k , max(1—4¢,k)=1/2 ve max(1—+4,,k)=3/4
dir.

Farzedelim ki k > 1 — £, olsun. Bu taktirde, k = max(1 —¢,,k) =1 /2 dir.
3/4 =max(1 -4, k) =max(1—+#4,,1/2) ile 1—¥¢,=3/4 oldugu agiktir.
Buradan, £, = 1/4 oldugu elde edilir. #;, = 1/4 ve k = 1/2 oldugundan bu ¢, > k
olmasiyla ¢eligir. Boylece k > 1 — #; durumu saglanmaz. Benzer sekilde, k > 1 — ¥,
olamayacagi da gosterilebilir. Buradan, k <1—#¢, ve k<1 —+¢, olup max(1—
£1,k) =1/2 ve max(1 —¥,,k) = 3 / 4 esitlikleri ile

1-4,=1/2vel1-4¢,=3/4

oldugu yani #; =1/2 ve ¥, =1/4 oldugu elde edilir. k <¥; ve k<4,
oldugundan k € [0,1/4) oldugu elde edilir.
Boylece, {WLIW c [0,1/4) dir.

Simdi, t € [0, 1/4) keyfi olsun. Bu taktirde, t < 1/4 olup
Ipp(1/2,t) =max(1/2,t) =1/ 2,
yani 1 /2 <, t oldugu elde edilir.

Benzer sekilde, Ipp(1/4,t) = max(3/4,t) =3 /4 oldugundan 3 / 4 <, tdir.

IFD

Buradan, t € {1/2,3/4}_ , yani [0,1/4) € {1/2,3 /4}_ dir. Boylece,
Ngp Ngp

{172,374}, =101/9

oldugu elde edilir. Simdi [0,1/4) araligmimn < siralamasina gore en kiiciik

IFD

elemanmin mevcut olmadigini gosterelim. Farzedelim ki, bir x € [0,1/4) elemam
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<Ipp Stralamasina gore en kiiciik eleman olsun. Buradan, her y € [0,1/4) igin

X <, ¥ dir. Yani y < x dir. Bu ise x’in [0,1/4) arahiginin en biiyiik eleman1 oldugu

anlamma gelir ki bu bir celiskidir. Boylece, 1/2 ve 3/4 elemanlarmin <,

siralamasina gére supremumu mevcut degildir. Yani, ([0,1], <;,,) bir kafes degildir.

Ancak, ([0,1],<,,,) bir infimum yar: kafesdir. Gergekten, herhangi iki x,y €

[0,1] igin eger x ve y <., siralamasina gore kiyaslanabilir ise infimumlar1 x ve y

nin <., stralamasina gore kiictigiline esittir.
Simdi, x ve y elemanlan x <y olan fakat =, swralamasina gore

kiyaslanmayan yani x X,,, ¥y ve y %, x olan iki eleman olsun. 1€ {x,y}<IFD
oldugu agiktir. Simdi farzedelim ki bir k € {x, y}<1m , k # 1 eleman1 mevcut olsun.

Bu taktirde,
k <ip,x ve k<i,y
dir. Buradan, ¢4, £, € [0,1] elemanlar
I;pp({,x) =k +#1 ve Ipp(£5,y) =k +#1
olacak sekilde mevcuttur. Izp nin tanimi ile
max(1l —#;,x) =k ve max(1—+4,y) =k
olup buradan ¢; >x ve £, >ydir. x ve y <., swralamisa gore kiyaslanamaz

oldugundan k #x ve k # y oldugu agiktir. Eger k = x olsa, Izp(£5,y) = x ile

X <IFD

y oldugu elde edilir ki bu ise bir ¢eliskidir.
Eger k = y olsa, benzer bir ¢eligkinin elde edilebilecegi kolaylikla gosterilebilir.
Buradan, k=1—-%¢; ve k=1—7%, olup ¢, =¥, elde edilir. £:= ¢, =¥, olarak
alalim.
x<y<l=1-kvex<y<koldugundan x <y < 1/2 oldugu elde edilir.
Boylece, x <y <1/2<1—y ile

Iep(1—y,x) =max(1 — (1 —y),x) = max(y,x) =y
oldugu elde edilir. Irp(1—y,x) =y oldugundan y <, x olur ki bu ise
x ve y elemanlarinin <, siralamasina gore kiyaslanamaz olmasiyla gelisir.

Béylece xA\;,,y = 1 olup ([0,1],<;,,) bir infimum yar: kafestir.
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Onerme 2.3.
I:1? - L (EP) 6zelligini ve N, gii¢lii dogal negasyonuna gore (CP-N;)’ 1 saglayan bir
gerektirme olsun. Bu taktirde,

I(x,y) = S(N;(x), )
olacak sekilde S t-konormu mevcuttur, yani I bir S gerektirmedir.
Ispat:
S:L? - L fonksiyonu S(x,y) = I(N;(x),y) olarak tammlayalim. S fonksiyonunun bir
t-konorm oldugunu gosterelim. N; giiglii ve I, (CP — N;) 06zelligini sagladigindan
(Baczynski ve Jayaram, 2008) Onerme 1.5.23 ile N; a gore sol zitlik kuralin1 saglar.
Boylece, (Baczyfski ve Jayaram, 2008) Onerme 2.4.6. (iii) ile S degismeli bir
fonksiyondur. Ayrica (Baczynski ve Jayaram, 2008) Onerme 2.4.6. (ii) S
fonksiyonunun her iki bilesenine gore artan oldugu da agiktir. I,(NP) ozelligini
sagladigindan (Baczynski ve Jayaram, 2008) Onerme 2.4.6. (iv) ile x € L igin
S(x,0) = x oldugu elde edilir. Ayrica, I (EP) yer degistirme prensibini sagladigindan
(Baczynski ve Jayaram, 2008) Onerme 2.4.6. ile S birlesmeli bir fonksiyondur.
Boylece, S bir t-konormdur. N; giiglii oldugundan I(x,y) = S(N;(x),y) olup I bir S-
gerektirmedir.
Sonug 2.1.
I: L* — L déniisiimii (EP) ve N; gii¢lii dogal negasyonuna gore (CP-N;) dzelliklerini
saglayan bir gerektirme olsun. Bu taktirde, her a, b € L igin

a<; b e Ni(a) <r N;(b)
saglanir, burada T: L? — L déniisiimii T (x,y) = N, (1 (x, N, (y))) olarak tanimlanan

bir t-normdur.
Ispat :
I: 1> — L gerektirmesi  (EP) ve (CP- N;) ozelligini saglayan bir gerektirme
oldugundan Onerme 2.3. ile bir t-konorm S, her x,y € L i¢in
I(x,y) = S(N;(x), y)
olacak sekilde mevcuttur. Bu taktirde,
T(x,y) = Ny (S(N; (x), Ni ()
ile tanimlanan T: L? — L fonksiyonu S t-konormunun N,dual t-konormudur.
S(N;(x),N;(y)) = I(x, N;(y)) oldugundan, T(x,y) = N;(I(x, N;(y))) nin bir t-norm
oldugunu elde ederiz.
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Simdi, a, b € L igin a <; b olsun. Bu taktirde, bir £ € L
I($,b) =a
olacak sekilde mevcuttur. T(€,N;(b)) = N;(I(¥,N;(N;(b)))) = N;(I(¢4,b) = N;(a)
oldugundan, N;(a) <t N;(b) dir.

Tersine olarak, N;(a) <t N;(b) olsun. Bu taktirde, k € L elemani
T(k,N;(b)) = N;(a)
olacak sekilde mevcuttur. T t-normun tanmimui ile N;(I(k,b)) = N;(a) oldugu elde
edilir. N; giiglii oldugundan birebirdir. Boylece, I(k, b) = a olup a <; b oldugu elde
edilir.
Teorem 2.1.
1:[0,1]?> - [0,1] déniisiimii (EP) ve giiclii dogal negasyon N, a gore (CP-Nj)
ozelliklerini saglayan bir fuzzy gerektirmesi ve <;, I ile elde edilen siralama olsun. Bu
taktirde, I nin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart <;== olmasidir.
Ispat :
Onerme 2.3. ile I(x,y) = S(N;(x),y) olacak sekilde bir S t-konorm mevcuttur. Simdi
asagidaki gibi < bagintisini tanimlayalim:
y<sz& 3¢ € [0,1] oylekiS(¥,2z) =y.

Bu bagint1 [0,1] iizerinde bir siralama bagintisidir. Gergekten,

e S t-konormu smir sartin1 sagladigindan her x € [0,1] i¢in S(0, x) = x *dir.
Boylece, x <g x olup yansima 6zelligi saglanir.

e x,y€[01]icinx<gy ve y<gx olsun. Bu taktirde +¢;,¢, € [0,1]
elemanlar1 mevcuttur dyle ki

S(t1,x) =yveS(t,y) =x

dir. x =5(0,x) <S¢, x) =yvey =S5(0,y) <S(¥,,y) =xile x =y oldugu elde
edilir. Boylece <5 bagintis1 ters simetriktir.

e x,y,z€[01]icinx<gy ve y<gz olsun. Bu taktirde, ¢,,¢, € [0,1]
elemanlari

S(4,y) =xveS(4,,2) =y
olacak sekilde mevcuttur. S t-konormunun birlesme 6zelligi ile
x =5(41,y) = S(£1,5(¥3,2))
= S(S ($1, £2),2)
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X <s Z oldugu elde edilir. <5 gecisme Ozelligini saglar. Boylece, <5 bir siralama
bagintisidir.
Oncelikle, <; siralamasinin < siralamasina esit oldugunu gosterelim. x,y € [0,1]
icin x <; y olsun. Bu taktirde, bir £ € [0,1] eleman1

1(4,y) =x
olacak sekilde mevcuttur. x = I(#,y) = S(N(£), y) oldugundan x < y’dir.
Tersine, x,y € [0,1] igin x <5 y olsun. Bu taktirde, bir £ € [0,1] eleman1

SH,y)=x
olacak sekilde mevcuttur. N; giiglii bir negasyon oldugundan siireklidir. Boylece bir
u € [0,1] elemam1 N,;(u) = ¢ olacak sekilde mevcuttur. Buradan,

x=S5y) =SWNw),y) =1(u,y)

olup x <; y dir. Boylece, <;=< oldugu elde edilir.

S nin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart <g== olmasidir. Boylece,
I siireklidir & S siireklidir © <;=x3=2>

denklikleri ile I nin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart <;== oldugu elde edilir.

Asagida verilen Onerme 2.4. (Baczynski, 2010)’da verilen calismada elde edilmis
olup konu biitiinliigiiniin bozulmamasi i¢in ispatina yer verecegiz.
Onerme 2.4. (L, <,0,1) sirali bir kafes ve I: 1> > L asagidaki gibi tanimlansin:

N:L? — L giiglii negasyon olmak iizere

I(x,y)=N(x)Vy x,y€L (2.2)

olsun. Buradan, I degisme prensibi (EP) ve dogal negasyonu N: L — L gii¢lii negasyon
olan bir gerektirmedir. Ustelik, I gerektirmesi N dogal negasyonuna gore zithk kural
(CP) yi saglar.
Ispat:
(i) x1,x, € Ligin x; < x, olsun. N bir negasyon oldugundan
N(xz) < N(x1)
oldugu agiktir. Supremum islemi monoton oldugundan her y € L igin

I(x2,y) =N(x) Vy < N(x) Vy = 1(x1,y),
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yani I nin birinci degiskene gore azalan oldugu elde edilir.

(i) y;i,y, € Liciny; < y, olsun. Agikea,

I(x,y1) = N(x)Vy; S NX)Vy;, =1(x,y,)

olup I ikinci degiskene gore artandir.

(ii) 1(0,0) =NO)VO=1VvO0=1.

(iv) I(L,L1)=N(1)Vvli=0Vv1=1.

(v) 1(1,0)=N(1)VvO0=0VvO0=0.
Boylece, I L kafesi lizerinde bir gerektirmedir. I1(x,0) = N(x) V0 = N(x)
oldugundan N giiclii negasyonu [ gerektirmesinin dogal negasyonudur. Her x,y,z € L
igin

I(x,I(y,z)) =Nx)VI(y,z) =Nx)V(N(y)V2)
=N@y)V(N(x)Vz)= I(y,[(x,z))
oldugundan I gerektirmesi (EP) yer degistirme prensibini saglar. Her x, y, € L igin
I0,y) =N Vy =N (NG) VNG =I(NG),N))

esitligi sagladiginda (CP-N) saglanir.
Onerme 2.5.
(L,<£0,1) sinirh bir kafes olsun./ (2.2) ile tanimlanan bir gerektirme olsun. Bu
taktirde, <;== dir.
Ispat:
a,b € L igin a <; b olsun. Onerme 2.2. ile a > b dir. Tersine olarak, a >b a,b € L
olsun. I(N(a),b) = N(N(a)) Vb =aVb = aoldugundan a <; b oldugu elde edilir.
Boylece, <;== dir.
Uyan 2.4.
Genel olarak sinirl bir kafeste gii¢lii negasyon mevcut olmasi gerekmez (bakiniz 6rnek
2.2.). Eger (L,<,0,1) Boole cebiri ise L tizerinde her x € Licin N(x) = x’ olarak
tanimlanan giiclii negasyon mevcuttur. Boylece, Onerme 2.5. Boole cebirleri i¢in her

zaman dogrudur.

Gerektirmelerden elde edilen <; siralamasina gore L’nin hangi sartlar altinda bir
kafes olacagi merak edilebilir. Sonraki 6nermede bu soruya cevap olabilecek yeter

sartlar verilecektir.
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Onerme 2.6.
(L, <,0,1) smurh bir kafes ve I: L2 — L fonksiyonu x # 1 ve y # 0 i¢in I(x,y) = 1
olarak tanimlanan, degistirme prensibi (EP) ve giiglii dogal negasyon N; a goére zit

simetrikligi saglayan bir gerektirme olsun. Yani, I: L? — L gerektirmesi

y, x=1
I(x,y) = 1§ N;(x), y=0 (2.3)
1, AT

olsun. Bu taktirde, (L, =) bir kafestir.
Ispat:
Oncelikle (2.3) ile tanimlanan I: L2 — L gerektirmesinin N; giiclii dogal negasyona gore
(CP) yi sagladigini gorelim.
e x =1i¢in N;(1) = 0 olup
I(Ly) =y =N(NG) = IWN;(¥),0) = I(N(),N(1)).
e y =0icin N;(0) = 1 olup
I1(x,0) = N;(x) = I(1, N;(x)) = I(N;(0), N; (x)).
e x#1vey # 0igin N;(x) # 0ve N;(y) # 1 olup
I(x,y) = 1= I(N;(y), N (%))
dir. Boylece, (CP) 6zelligi saglanir.
Simdi (EP) yer degistirme prensibinin sagladigini gosterelim.
e x = 1 olsun.

I(x, 1(y, Z)) =1(y,z)

=1(y,I(x,z)).
e y = 1 olsun.
I(x,I(y, z)) =1(x,z)
= I(y,I(x, z)).

e x # 1 vey # 1 olsun. Buradan N;(y) # 0 ve N;(x) # 0 oldugu agiktr.
= z=0olsun.
I(x,I(y, z)) = I(x, N,(y))
=1
1(.1(x, 2)) = 1(y, N; (x))
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=1
olup I(x,1(y,2)) = I(y,1(x,2)) dir.
=z # 0 olsun. Bu taktirde
I(x,1(y,2)) =1(x,1) = 1

=1y, 1) =10y, 1(x,2)).
Boylece, I (EP) yer degistirme prensibini saglar.

Simdi, (L,<;) nin kafes oldugunu gosterelim. a,b € L i¢gin a =b veya a €
{0,1} veya b € {0,1} durumlarinda, a ve b elemanlarinin supremum ve infimumunun
mevcut oldugu aciktir.
a,beL\ {01} ve a#b olsun. a ve b elemanlarmin <; siralamasina gore
kiyaslanamayacagini gosterelim. Farzedelim ki, a <; b olsun. Bu taktirde, bir £ € L
elemant

I({,b)=a+#1
olacak sekilde mevcuttur. b # 0 ve a # 1 oldugundan I gerektirmesinin tanimi ile
¢ = 1 olmalidir. Bu durumda, a = I(¢,b) = b olur ki bu ise a # b olmasiyla ¢elisir.
Boylece, a %; b dir. Benzer sekilde, b %; a oldugu da gosterilebilir. Simdi, her
a,b €L\ {0,1},a# bi¢ginaV; b =0veaA; b =1 oldugunu gosterelim. Uyar1 2.2.

ile0 € {a,b}_ olduguagiktir. k = a Vv, b ve k # 0 olsun. Buradan,
I

a<;kve bx;k
dir. Bu taktirde, £, ¢, € L elemanlari
[($1,k) =a#1vel({,,k) =b+1
olacak sekilde mevcuttur. #; # 1 olsa k # 0 oldugundan I(¢;,k) = 1 = a olur ki
bu ise bir geliskidir. Boylece, £; = 1 olmalidir. Boylece, nétrallik 6zelligi (NP) ile
a=I1¢,k)=1(1k) =k
dir. b = 1(¥4,,k) = 1(£,,a) oldugundan
b<;a
oldugu elde edilir ki, bu ise a ve b nin <; siralamasina gore kiyaslanamaz kabult
ile gelisir. Boylece,
aV;b=0
dir.
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Simdi, a A; b = 1 oldugunu gosterelim. Farz edelim ki, aA; b =tvet # 1

olsun. Bu taktirde,

t<;avet=<;b
dir. Buradan, #,,%, € L elemanlari

[($1,a) =t+1vel(¥,,b) =t #1

olacak sekilde mevcuttur. Eger #; # 1 olsa a # 0 oldugundan

t=I1¢{,a)=1
olur ki bu ise bir c¢eliskidir. Boylece, 1 = 1 olmaldir. Benzer sekilde, £, = 1
oldugu da kolaylikla gosterilebilir. Notrallik 6zelligi (NP) ile

t=I1({,a)=1(1,a)=a
dir.a =t = I(4,,b) = I(1,b) = b oldugundan bir celiski elde edilir. Boylece, her
a,b € L\ {0,1},a # b icin
anb=1

olup (L, <;) bir kafestir.
Simdi 6nerme 2.6 da verilenden farkli asagidaki (L, <;) kafes 6rnegini inceleyelim.
Ornek 2.2.

[0,1] birim aralig1 tizerinde

2

1
T(x,y) =1 Gy € (0.5)
min(x, y), AT

ile tanimlanan T:[0,1]? — [0,1] t-normunu alalim. S, t-norm T nin dual t-konormu ve
N(x) = N-(x) = 1 — x olsun. Bu taktirde, (Baczynski ve Jayaram, 2008) Onerme
2.4.3 ile I(x,y) =S(N(x),y) yer degistirme prensibi (EP) ve gig¢li dogal
negasyonuna gore N; = N’e gore zitlik kurali (CP) 1 saglayan bir gerektirmedir. Bu
taktirde, I gerektirmesi,
ICx,y) =S(N(x),y) =S(1 —x,¥)
=1-TAl-(1-x)1-y)

=1-Tx1—-y)
_{1, x<1/2vey>1/2
1 —min(x,1-y), AT
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_{ 1, x<1/2vey>1/2
" Amax(1-x,y), AT

seklindedir.

Simdi, ([0,1], <;) min bir kafes oldugunu gosterelim. Herhangi iki x,y € [0,1]
elemanlart <; siralamasmna goére kiyaslanabilir ise x ve y nin supremum ve
infimumunun mevcut oldugu agiktir. Farzedelim ki, x,y # 0,1 ve x # y olsun.
Oncelikle, birbiriyle <; siralamasina gore kiyaslanamayan elemanlar1 belirleyelim.
x <1/2 olsun. Eger x <y ise I(1 —y,x) =max(y,x) =y oldugundan y <;x
oldugu elde edilir. Eger y < x ise I(1 — x,y) = max(x,y) = X oldugundan x <; y
elde edilir. Boylece, x < 1/2 olan her eleman < siralamasina gore [0,1] deki herhangi
bir elemanla kiyaslanabilir. Farzedelim ki, x > 1/2 olsun. Her y < 1/2 i¢in I(1 —
x,y) = max(x,y) = x oldugundan x <; y dir. y > 1/2 olsun. Bu taktirde, x <y
veya x >y dir. xvey elemanlar1 1/2 < x <y olan birbiriyle <; siralamisa gore
kiyaslanabilir elemanlar olsun. Eger x <; y olsa y < x olur ki bu ise x < y olmasiyla
celisir. Bu durumda, y <; x olmalidir. Bir £ € [0,1] eleman:

I({,x)=y
olacak sekilde mevcuttur. Eger ¢ < 1/2 olsa y =1 olur ki bu ise bir ¢eliskidir.
Buradan £ > 1/2 olmalidir. y = I(#,x) = max(1 — #,x) ve x # y oldugundan

y=1-+¢
oldugu elde edilir. y > 1/2 kabulii ile £ < 1/2 olmalidir ki bu ise £ = 1/2 olmasiyla
celisir. Boylece, 1/2 < x < y olan her x,y € [0,1] eleman1 birbiriyle <; siralamasina
gore kiyaslanamaz. Boylece, x ve y <, siralamasina gore kiyaslanamayan elemanlar ise

xy>1/2 , x,y+0ve x#y
olmalidir. <; siralamasina gore kiyaslanamayan elemanlar Sekil 6.. de gosterilmistir.
Simdi x ve y elemanlar1 <; siralamasina gore kiyaslanamiyorsa
xV;y=1/2

oldugunu gosterelim. x,y > 1/2 oldugundan

I(1—x,1/2) =max(x,1/2) =x ve I(1—-y,1/2) =max(y,1/2) =y
esitlikleri saglanir. Boylece, x <; 1/2 ve y <; 1/2’dir. Yani

1/2 € {x:y}<,
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dir. k € {x, y}<, keyfi olsun. Bu taktirde,
x<;kvey<;k
dir. Buradan, ¢4, ¢, € [0,1] elemanlart mevcuttur 6yleki
[({,k)=x+1 ve I({,,k)=y+#1
dir. £, <1/2 ve k> 1/2 olsa x = 1 geliskisi elde edilir. Boylece,
£, =>1/2 veya k<1/2
dir. 1 = 1/2 olsun. I(#1, k) = max(1 — ¥4, k) = x oldugundan
x=k veya 1—¥,=x
dir. Eger x = k olsa I(£,,x) = I(¥,,k) = y oldugundan y <, x celiskisi elde edilir.
Buradan, 1 — #; = x olmalidir. x > 1/2 oldugundan, ¢; < 1/2 elde edilir ki bu ise bir
celigkidir. Boylece, k < 1/2 olmak zorundadir. 1(1/2,k) = max(1/2,k) =1/2
oldugundan, 1/2 <; k oldugu yani 1/2 nin <; siralamasia goére x ve y elemanlarinin
iist sinirlarinin en kii¢ligli oldugu elde edilir. Boylece
xVyy=1/2
dir.

Sekil 6. <; siralamasina gore siralanamayan elemanlar

Simdi x A; y = 1 oldugunu ispatlayalim. Farzedelim ki, x A; y = k ve k # 1 olsun.
Buradan

k<;xvek<;y
dir. <; siralamasinin tanimu ile, £, ¢, € [0,1] elemanlari

I(‘Ellx)zk ve I({Z,Y)zk

olacak sekilde mevcuttur. Onerme 2.2. ile k <; x ve x > % oldugundan
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l<x§k
2

dir. Eger ¢, < % olsa k = 1 olur ki buise k # 1 kabulii ile gelisir. Boylece, £; > %
dir.
k =1(#1,x) = max(1 — ¢4, x) = x oldugundan

x =k =1(27Y),
yani x <; y oldugu elde edilir. Bu ise x ve y elemanlarinin <; siralamasina gore
kiyaslanamaz olmasiyla gelisir. Boylece, k = 1 olup

xNy=1

dir. Buradan, ([0,1], <;) bir kafestir.
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. TARTISMA ve SONUCLAR

. Bir simirhi L kafesi tizerinde I gerektirmesi yardimiyla <; ile gdsterilen bir baginti
tanimlanmis ve <; nin hangi sartlar altinda kismen siralama bagintis1 oldugu
incelenmistir

. <le <; arasindaki iliski arastirilmigtir.

. (L, =;) kismen sirali kiimesinin en biiyiik ve en kii¢iik elemanlar1 incelenmistir.

. L bir kafes olsa bile L nin <; siralamasina gore bir kafes olmas1 gerekmedigi
orneklerle gosterilmistir. L’ 1 <; siralamasina gore kafes yapan sart belirlenmistir.

. T sol stirekli bir t-norm ve I, t-norm T’den elde edilen bir rezidual gerektirme
olmak iizere I ve T’ den elde edilen kismen siralama bagintilarinin birbirinden
bagimsiz oldugu 6rnek ile agiklanmistir.

. Bir L sinirl1 kafesi tizerinde tanimlanan I (x,y) = N(x) V y gerektirmesinden elde

edilen <; siralamasinin L deki < siralamaya esit oldugu ispatlanmigtir.
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4. ONERILER

1. Bu c¢alismada siirli bir L kafesi lizerinde I gerektirmesi yardimiyla <; ile gosterilen
bir bagint1 tanimlanmis ve <; bagintisnin bir siralama bagintis1 olmasi i¢in bazi
gerek sartlar belirlenmistir. Bu sartlardan baska hangi sartlar altinda <; bagintisinin

yine bir siralama bagintisi oldugu arastirilabilir.

2. Ayni sartlar altinda iki gerektirme yardimiyla tanimlanan siralamalarin esitligine

dayali denklik bagintisina gore birbirine denk olan gerektirmeler incelenebilir.
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