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Bu çalıĢmada sınırlı kafesler üzerinde bazı özelliklere sahip fonksiyonlardan 

elde edilen kapanıĢ operatörleri incelenmiĢtir. T-normlar ve uninormlardan elde 
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iliĢkiler incelenmiĢtir. Özel olarak R-, (S, N)-, QL- gerektirmelerinden elde edilen 

kapanıĢ operatörleri incelenmiĢtir. Gerektirmelerden elde edilen kapanıĢ 

operatörlerine göre kümelerin kapanıĢı incelenmiĢtir. KapanıĢ operatörlerinden elde 

edilen sıralamalar tanıtılmıĢ ve özellikleri tartıĢılmıĢtır.  
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(S,N)-, QL- implications are determined. Also, the closures of the sets according to 
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GĠRĠġ 

 

Karl Menger tarafından 1942‟de yapılan „Statistical Metrics‟ (Menger, 1942) 

adlı çalıĢmayla tanıtılan üçgensel normlar olasılıksal metrik uzaylar teorisi alanında 

büyük bir öneme sahiptir. Klasik üçgen eĢitsizliğinin genelleĢtirilmesiyle ortaya 

çıkan üçgensel normlar için ilerleyen yıllarda yapılan (Schweizer ve Abe Sklar, 

1958) çalıĢmalarla günümüzde de kullanılan t-norm aksiyomları ortaya konmuĢtur. 

Üçgensel normlar bilgi bilimlerinin birçok dalında önemli rol oynamaktadır. 

Kısmen sıralı kümeler ve sınırlı kafesler üzerindeki t-normlar üzerine birçok çalıĢma 

bulunmaktadır. 1980 lerde bulanık küme teorisinde kullanılmaya baĢlanan t-normlar 

ve t-konormlar yardımıyla t-fuzzy cebirsel yapılar tanımlanmıĢtır. Klasik 

gerektirmelerin fuzzy mantığına genelleĢtirilmeleriyle fuzzy gerektirmeleri ortaya 

çıkmıĢtır. 1991 yılında yapılan çalıĢmalarla (Ma ve Wu, 1991) t-norm kavramı L tam 

kafesi üzerinde tanımlanarak, L tam kafesi üzerindeki gerektirmeler ile t-normlar 

arasındaki iliĢkiler incelenmiĢtir.  

Mantıksal operatörlerden sıralama bağıntısı üretme üzerine birçok çalıĢma 

yapılmıĢtır. Yapılan çalıĢmalarda (Karaçal ve Kesicioğlu, 2011) sınırlı bir kafes 

üzerindeki t-norm, t-konorm, uninorm ve nullnormlardan elde edilen sıralama 

bağıntıları incelenmiĢtir. L sınırlı kafesi üzerinde    ile gösterilen t-kısmi sıralama 

bağıntısı tanımlanarak   ile    arasındaki bağlantılar araĢtırılmıĢtır. 2014 yılında 

yapılan çalıĢmada (Kesicioğlu, Mesiar, 2014) bir kafes üzerinde belirli özelliklere 

sahip gerektirmelerden elde edilen sıralama bağıntıları incelenmiĢtir. Kafes 

üzerindeki sıralama bağıntısı ve gerektirmelerden elde edilen sıralama bağıntısı 

arasındaki iliĢkiler araĢtırılmıĢtır. T-sıralama bağıntıları tarafından elde edilen t-

normların sınıfları üzerinde denklik bağıntıları tartıĢılmıĢtır. (Kesicioğlu, Karaçal ve 

Mesiar, 2014). 

Everett tarafından 1943 yılında yapılan “Kafeslerde KapanıĢ Operatörleri ve 

Galois Teorisi” adlı çalıĢmada (Everett, 1943) kısmi sıralı kümeler üzerinde kapanıĢ 

operatörleri çalıĢılmıĢtır. Yapılan baĢka bir çalıĢmada (Dikranjan ve Giuli, 1986) tüm 

kapanıĢ operatörleri çeĢitlerini kapsayan bir notasyon sundukları ifade edilmiĢtir. 

ÇalıĢmalarında epimorfizmalar, mutlak kapalı nesneler, bağımlılık-bağımsızlık gibi 

çeĢitli kavramları incelemiĢlerdir.  
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“KapanıĢ Operatörlerinin Kategorik Yapısı” adlı çalıĢmada (Dikranjen ve 

Tholen, 1995) kapanıĢ operatörlerinin cebir ve topolojide etkin bir Ģekilde 

kullanılmasının yanı sıra kapanıĢ operatörlerinin çıkıĢ noktasının analize dayandığı 

ifade edilmiĢtir. Ayrıca kapanıĢ operatörlerinin bilgisayar biliminde önemli bir rol 

oynadığı gösterilmiĢtir. 

2011 yılında yapılan çalıĢmada (Burris ve Sankappanavar, 2011) kapanıĢ 

operatörleri tanımlanmıĢtır. KapanıĢ operatörleri matematiğin birçok alanında teorik 

kullanımının yanı sıra etkin bir Ģekilde uygulamalı olarak da kullanılmaktadır. 

Kafesler, topolojik uzaylar, fuzzy kümeleri, grafikler kullanıldığı alanlara örnek 

olarak verilebilir.  

2019 yılında yapılan çalıĢmada (Ġnce ve Karaçal, 2019) L sınırlı kafesi 

üzerinde tanımlı bir t-norm T ve en büyük elemanı içeren      kümesi ile 

oluĢturulan t-kapanıĢ operatörleri ve t-kapanıĢ operatörlerinin özellikleri 

incelenmiĢtir. Bazı önemli t-kapanıĢ operatörlerine göre L nin kapalı alt kümeleri 

belirlenmiĢtir.  

Karaçal ve Köroğlu tarafından 2022 yılında yapılan çalıĢmada (Karaçal ve 

Köroğlu, 2022) bir uninormdan elde edilen principal topoloji tanıtılmıĢtır. Ayrıca bu 

topoloji ile tanımlanan sınırlı kafes üzerinde sürekli ve kapalı olan bir uninorm 

incelenmiĢtir. Sınırlı kafes üzerinde uninormlardan elde edilen bu principal topoloji 

tarafından belirlenen ve    ile gösterilen sıralama bağıntısı tanıtılmıĢtır. Sınırlı 

kafesler üzerinde t-normlar (t-konormlar) tarafından elde edilen sıralama bağıntıları 

incelenmiĢtir.  

 Bu çalıĢmada L sınırlı kafesinin bazı özelliklere sahip bir A alt kümesi ve F 

fonksiyonu yardımıyla L kafesi üzerinde      kapanıĢ operatörü tanımlanacaktır. Bu 

tanımdan yola çıkılarak      kapanıĢ operatörünün t-kapanıĢ ve U-kapanıĢ 

operatörlerinin bir genellemesi olduğu gösterilecektir. KapanıĢ operatörü tanımında 

F fonksiyonu yerine sırasıyla bir fuzzy gerektirmesi (t-konorm) alınarak sırasıyla I-   

(S-) kapanıĢ operatörü tanımlanacaktır.  

Bir F dönüĢümü ve A alt kümesinden elde edilen kapanıĢ operatörü ile 

sırasıyla N(A) (   ( ) ) kümesi ve F nin N-duali ( -eĢleniği) tarafından elde edilen 

kapanıĢ operatörleri arasındaki iliĢki incelenecektir.   ( )   
 kapanıĢ operatörüne 

göre kapalı olan kümeler belirlenecektir. L sınırlı kafesi üzerinde bir A alt kümesi ve 
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I gerektirmesinden elde edilen      kapanıĢ operatörünün özellikleri incelenecektir. 

     kapanıĢ operatörü, A alt kümesinin ve I gerektirmesinin özel durumları için 

araĢtırılacaktır. L nin bir A alt kümesi ve L sınırlı kafesi üzerinde bir (   )-

gerektirmesi tarafından elde edilen kapanıĢ operatörü ve N(A) alt kümesi ve t-konorm 

S tarafından elde edilen kapanıĢ operatörleri arasındaki iliĢkiler incelenecektir. Özel 

gerektirmeler tarafından üretilen kapanıĢ operatörleri araĢtırılacak ve bu kapanıĢ 

operatörlerine göre kapalı olan kümeler belirlenecektir. Herhangi bir rezidual 

gerektirme tarafından üretilen kapanıĢ operatörlerine göre tek elemanlı kapalı küme 

olmadığı gösterilecektir. QL- gerektirmeleri tarafından elde edilen kapanıĢ 

operatörleri araĢtırılacaktır.      kapanıĢ operatörü tarafından elde edilen, (Ġnce ve 

Karaçal, 2019) çalıĢmasında verilen sıralama bağıntısının genellemesi olan bağıntı 

tanımlanacaktır. GenellenmiĢ sıralama bağıntısının bir sıralama bağıntısı olmadığı ve 

bu bağıntıyı sıralama bağıntısı yapan bazı koĢullar gösterilecektir. Sıralama 

bağıntısının özellikleri tartıĢılacaktır. 
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1. GENEL BĠLGĠLER 

 

1.1. Kısmen Sıralı Kümeler 

Bu bölümün hazırlanmasında Lattice Theory (Birkhoff, 1967) kitabından 

yararlanılmıĢtır. 

 

Tanım 1.1.1.   bir küme ve  ,    üzerinde bir bağıntı olsun. Her         için 

P1.                                                                                          (Yansıma) 

P2.      ve       ise                                              (Ters Simetri) 

P3.      ve       ise                                                      (GeçiĢme) 

Ģartları sağlanırsa,    bağıntısına    üzerinde bir sıralama (veya kısmen sıralama) 

bağıntısı denir. Üzerinde bir   sıralama bağıntısı mevcut olan   kümesine sıralı 

küme (veya kısmen sıralı küme) denir ve (   ) ikilisi ile gösterilir. 

 Her         için yansıma ve geçiĢme özellikleri sağlanıyorsa,    

bağıntısına    üzerinde bir quasi sıralama bağıntısı denir. 

 

Eğer     ve     ise      yazılır ve „ ,   de öz olarak içerilir‟ olarak 

ifade edilir.     bağıntısı     olarak da yazılır ve „ ,   i içerir‟ olarak ifade 

edilir. Benzer Ģekilde    ,     olarak da yazılır. Ayrıca „    yanlıĢ ise     

yazılır.     ve     ise „x ve y elemanları kıyaslanamaz‟ denir ve x    ile 

gösterilir.  

 

Uyarı 1.1.2. (   ) kısmen sıralı bir küme olsun. 

Bir     elemanı her     için     koĢulunu sağlayacak Ģekilde 

mevcutsa bu elemanın tek olduğu açıktır. Böylece bu eleman (eğer mevcutsa) 0 ile 

gösterilir ve  ‟nin en küçük elemanı olarak adlandırılır.  

Bir     elemanı her     için     koĢulunu sağlayacak Ģekilde 

mevcutsa 1 ile gösterilir ve  ‟ nin en büyük elemanı olarak adlandırılır. Böyle bir 

eleman mevcutsa tek olduğu açıktır. 

Eğer 0 ve 1 elemanları mevcutsa, her     için       olduğundan 0 ve 

1‟e evrensel sınırlar denir. 
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Tanım 1.1.3. (   )  bir kısmen sıralı küme olsun. Her       için     veya 

    ise (   )  kısmen sıralı kümesine tam sıralı küme veya zincir denir. 

Tanım 1.1.4. (    ) ve (    ) iki kısmen sıralı küme olsun.       

dönüĢümüne sıra korur dönüĢüm veya izoton denir:  Her       için      ise 

 ( )    ( ) dir.  

(     )  ve (    ) kısmen sıralı kümelerine izomorftur denir:  Her 

       için  ( )    ( )          sağlayacak Ģekilde birebir ve örten bir 

       dönüĢümü mevcuttur. (     ) ve (    ) kısmen sıralı kümeleri izomorf 

ise bu durum       ile gösterilir. 

 

Tanım 1.1.5. (    )  bir kısmen sıralı küme,      ve     olsun. Eğer      

olacak Ģekilde      mevcut değil ise   elemanına   kümesinin bir minimal elemanı 

denir.   kümesinde maksimal eleman dual olarak tanımlanır. 

En küçük eleman bir minimal eleman ve en büyük eleman da bir maksimal 

elemandır. Ancak tersinin doğru olması gerekmez. 

 

Tanım 1.1.6. (   ) kısmen sıralı bir küme ve      olsun. 

(i)     elemanı ve her     için     koĢulunu sağlıyorsa   elemanına   

kümesinin bir üst sınırı denir.   kümesinin üst sınırlarının kümesi    ile gösterilir.  , 

  in bir üst sınırı olmak üzere,   in herhangi bir   üst sınırı için     ise,   

elemanına   kümesinin en küçük üst sınırı veya supremumu denir.        veya 

     ile gösterilir. 

(ii)     elemanı ve her      için      koĢulunu sağlıyorsa    

elemanına    kümesinin bir alt sınırı denir.    kümesinin alt sınırlarının kümesi   ile 

gösterilir.  ,   in bir alt sınırı olmak üzere,   in herhangi bir   alt sınırı için     

ise,   elemanına   kümesinin en büyük alt sınırı veya infimumu denir.        

veya      ile gösterilir. 

 

1.2. Kafesler 

Bu bölümün hazırlanmasında Lattice Theory (Birkhoff, 1967)  kitabından 

yararlanılmıĢtır. 
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Tanım 1.2.1. (   ) kısmen sıralı bir küme olsun. Her       için    *   + ve 

   *   + mevcut ise   ye kafes denir.  

  kafesinde        için         *   +  ve         *   +  ile 

gösterilir. 

Eğer (   ) bir kafes ise   ve   iĢlemleri   üzerinde ikili iĢlemlerdir. 

Dolayısıyla (     )  bir cebirsel yapıdır. 

 

Tanım 1.2.2. Bir    kafesine tam kafes denir:    nin her   alt kümesi   de bir en 

küçük üst sınıra ve bir en büyük alt sınıra sahiptir, yani her      alt kümesi için 

      ve     ,   de mevcuttur. 

Özel olarak Tanım 1.2.2 de      alındığında boĢtan farklı her tam kafesin 

en küçük elemanının ve en büyük elemanının mevcut olduğu görülür. Bu nedenle her 

tam kafes sınırlıdır. Her sonlu kafes tam kafestir. Keyfi bir zincir kafestir. 

 

Tanım 1.2.3.    bir kafes ve      olsun.    alt kümesine    kafesinin bir alt 

kafesidir denir:  Her       için        ve       dir. 

Bir kafeste boĢ küme ve tek elemanlı alt kümeler alt kafestir. Daha genel 

olarak, (   ) bir kafes ve       için       ise ,   -  *    |      + ile 

tanımlanan ,   -  kapalı aralığı bir alt kafestir. 

 

Tanım 1.2.4. (     )  ve (    )  iki kısmen sıralı küme olsun.   ve   kısmen sıralı 

kümelerinin      *(   ) |         + Ģeklinde tanımlanan      kartezyen 

çarpım kümesi her          ve         için 

(     )  (     )         ve        

bağıntısı altında kısmen sıralı bir kümedir. Bu (      )  kısmen sıralı kümesine     

ve   kısmen sıralı kümelerinin direkt çarpım kümesi denir. 

 

Teorem 1.2.5.    ve   iki kafes olsun.     direkt çarpımı da yine bir kafestir. 

Burada (     ) (     )      için 

(     )  (     )  (           ) 

(     )  (     )  (           ) 

dır. 
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Lemma 1.2.6.    kısmen sıralı bir küme olsun. Ġnfimum ve supremum iĢlemleri (eğer 

mevcutsa) her         için aĢağıdaki özellikler sağlanır: 

L1.      ,                  ,                                                  (Ġdempotent) 

L2.        ,             ,                                              (Komütatif) 

L3. (   )      (   ),  (   )      (   )               (BirleĢme) 

L4.   (   )    (   )   .                                                 (Yok etme) 

Üstelik     ifadesi         ve         eĢitliklerinin her birine 

denktir. 

 

Lemma 1.2.7.  ,   evrensel alt sınırına sahip kısmen sıralı bir küme ise her     

için        ve        dir. Dual olarak  ,   evrensel üst sınırına sahip ise her 

    için        ve        dir. 

 

Teorem 1.2.8. (       ) bir kafestir     ve   ikili iĢlemleri L1-L4 özelliklerini 

sağlar.  

 

Lemma 1.2.9. Herhangi bir kafeste infimum ve supremum iĢlemleri sırayı korur, yani 

bir    kafesinde         için 

     ise           ve          

sağlanır. 

 

Lemma 1.2.10.    bir kafes olsun. Her        , 

  (   )  (   )  (   ) 

  (   )  (   )  (   ) 

eĢitsizlikleri sağlanır. 

 

Lemma 1.2.11.   bir kafes olsun. Her          için modüler eĢitsizlik olarak 

bilinen  

     ise   (   )  (   )    

eĢitsizliği sağlanır. 
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Teorem 1.2.12. Keyfi bir   kafesinde aĢağıdaki ifadeler denktir: 

L5 . Her         için   (   )  (   )  (   ), 

L5  . Her         için   (   )  (   )  (   ). 

 

Tanım 1.2.13. Bir kafese dağılmalı kafes denir:      özelliği (böylece     ) 

sağlanır. 

 

Tanım 1.2.14.    bir kafes olsun.   kafesine modüler kafes denir:   Her         

için 

L6.       ise   (   )  (   )    

sağlanır. 

 

Tanım 1.2.15.   sınırlı bir kafes ve       olsun.   elemanına   elemanının 

komplementi denir:        ve       dir. Bu durumda   elemanının 

komplementi     ile gösterilir. Eğer bir kafesin her elemanının komplementi mevcut 

ise böyle kafeslere komplementli kafes denir.  

 

Tanım 1.2.16.     elemanına bir atom denir :   ,   * + kümesinin bir minimal 

elemanıdır. 

 

Tanım 1.2.17.     elemanına bir koatom denir :    ,   * + kümesinin bir 

maksimal elemanıdır. 

 

Tanım 1.2.18.   sınırlı kafes olsun.   kafesine Boole kafesi denir     dağılmalı ve 

komplementli bir kafestir. 

 

Teorem 1.2.19.   bir Boole kafesi olsun. Her     elemanının bir tek     

komplementi mevcuttur. Üstelik her        için 

L7.         ve        , 

L8. (  )   , 

L9. (   )         ve  (   )        

özellikleri sağlanır. 
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Tanım 1.2.20.   bir tam kafes.     olsun.   e   nin bir tam-alt kafesi denir    

Her    ,    ,    elemanları   de tanımlandıkları haliyle   te mevcutturlar. 

 

Örnek 1.2.21.   ,    -      2   | | |  
 

 
3  *    +       .  

 

 
/    için   

te        dir fakat   de     
 

 
  olduğundan     nin tam-alt kafesi değildir. 

 

Uyarı 1.2.22.   bir tam kafes,   alt kümesi   nin herhangi bir tam-alt kafesi olsun. 

    olduğundan, tam-alt kafesin tanımına göre     ,         olup   alt 

kümesi   nin evrensel sınırlarını içermek zorundadır. 

 

1.3. Üçgensel Normlar 

Bu bölümün hazırlanmasında Triangular Norms (Klement, Mesiar ve Pap, 

2000) kitabından yararlanılmıĢtır. 

 

Tanım 1.3.1.   sınırlı bir kafes olsun.         fonksiyonuna bir üçgensel norm 

(kısaca   norm) denir:  Her         için 

(i)  (   (   ))   ( (   )  )                                                (BirleĢme) 

(ii)  (   )   (   )                                                                   (DeğiĢme) 

(iii)       ise   (   )   (   )                                           (Monotonluk) 

(iv)    (   )                                                                             (Sınır Ģartı) 

Ģartları sağlanır. 

 

Uyarı 1.3.2.  , ,   - birim aralığı üzerinde bir t-norm olsun.  

Her   t-normu her   ,   -  için  

 (   )   (   )    

 (   )    

eĢitliklerini sağlar. Bu eĢitliklere ilave sınır Ģartı denir. Böylece her t-norm ,   -   

birim kare üzerinde çakıĢıktır. 
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Bir   t-normunun ikinci bileĢene göre monotonluğu, (T1) birleĢme ve (T3) 

monotonluk özellikleri ile tanımlanır. Bu monotonluk her iki bileĢene göre 

monotonluğa denktir; yani 

 

       ve         ise    (     )   (     ) 

sağlanır. 

 

Örnek 1.3.3. ,   - birim aralık üzerinde bazı özel t-normlar; 

                            (   )     (   );                                                         (Minimum) 

                           (   )     ;                                                                       (Çarpım) 

                (   )     (       );                                       (Lukasiewicz) 

                (   )  { 
                           (   )  ,   , 

   (   )                                          
      (Drastik çarpım) 

olarak verilir. 

 

Tanım 1.3.4. 

(i)     ve     iki t-norm olsun. Eğer her     ,   -  için 

   (   )    (   ) eĢitsizliği sağlanıyor ise   ,     t-normundan daha zayıftır veya 

denk olarak        t-normundan daha güçlüdür denir ve bu durum       ile 

gösterilir. 

(ii)        ve        ise yani        ve bir (     )  ,   -   için   

  (     )    (     ) ise, bu durum        ile gösterilir. 

 

Uyarı 1.3.5.  

(i)         , ,   - birim aralığı üzerinde bir t-norm olsun. Her     ,   - için  

 (   )   (   )    ve  (   )   (   )    olup  

 (   )      (   )    (   ) 

dir. Böylece,    minimum t-normu en güçlü t-normdur. ,   -  nin sınırları üzerinde 

her t-norm çakıĢık ve her     (   )  için  (   )      (   ) olduğundan     

drastik çarpımı en zayıf t-normdur. Bu durumda keyfi   t-normu  için 

        

eĢitsizliği sağlanır. 
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(ii) Açıkça        olduğundan dört temel t-norm arasında 

            

iliĢkisi mevcuttur. 

Önerme 1.3.6. (   )    ,   -  bir küme ve       ,   üzerinde bir ikili iĢlem 

ve her          için (T1)-(T3) özellikleri ile birlikte      

       (   ) 

özelliği sağlansın. O halde 

 (   )  {
                   (   )  (  * +)  

   (   ) A. T            
 

ile tanımlanan   ,   -  ,   -  dönüĢümü bir t-normdur. Üstelik,    nin, (  

* +)  e kısıtlanıĢı,     iĢleminin (  * +)  ne kısıtlanıĢı ile aynı olan tek t-normdur. 

 

Tanım 1.3.7. Her       ,   -  için (T1)-(T3) ve        (   ) özelliklerini 

sağlayan bir   ,   -  ,   -  fonksiyonuna bir t-altnorm denir. 

Açık olarak her t-norm bir t-altnormdur, fakat tersinin doğru olması gerekmez: 

örneğin, sıfır fonksiyonu, yani  (   )    ile verilen   ,   -  ,   -  fonksiyonu 

bir t-altnormdur fakat bir t-norm değildir. 

Sonuç 1.3.8.   bir t-altnorm ise 

 (   )  {
 (   )                  (   )  ,   )  

   (   )       A.T           
 

ile tanımlanan   ,   -  ,   -  fonksiyonu bir t-normdur. 

Önerme 1.3.9. (Klement vd., 2000) 

(i)       Her   ,   -  için  (   )    eĢitliğini sağlayan tek t-norm     

minimum t-normdur.  

(ii) Her   ,   )  için  (   )    eĢitliğini sağlayan tek t-norm    

drastik çarpımıdır. 
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Uyarı 1.3.10 (Klement vd., 2000) 

(i)       Her t-norm   (T2) birleĢme kuralı ve indüksiyon ile aĢağıdaki  -li  

iĢleme geniĢletilebilir. Yani, her (          )  ,   -    -sıralısı için 

    
     (    

        ) 

dir. Eğer özel olarak              ise kısaca 

  
( )

  (       ) 

yazılır. Bu durumda    
( )

    ve    
( )

    olarak tanımlanır. 

(ii) ,   -  in elemanlarının her (  )     dizisi yani (  )    ,   -  

için  

    
       

   
    

    

ile tanımlanır. 

(iii)  Keyfi bir    indis kümesi ve her (  )    ,   -   için, yani ,   - in 

elemanlarının her (  )     ailesi için aĢağıdaki ifade iyi tanımlıdır ve  

    
              

    nin bir genellemesidir: 

          2    
    

| (             ) (  )   nın sonlu alt a les d r3. 

Örnek 1.3.11.    minumum ve    çarpım t- normlarının n-li geniĢlemelerinin 

  (          )     (          ), 

  (          )  ∏   
 
   , 

olduğu açıktır.    Lukasiewicz t-normunun ve    drastik çarpımının n-li 

geniĢlemeleri  

  (          )     (∑    (   )   
   ), 

  (          )  {
                           se,

  A.T             
 

Ģeklindedir. 
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Tanım 1.3.12. L sınırlı bir kafes,        bir t-norm,        birebir, örten, sıra 

korur dönüĢüm olsun. Her       için 

  (   )     ( ( ( )  ( ))) 

olarak tanımlanan         dönüĢümü bir t-normdur. Bu t-norma T nin   eĢleniği 

denir. 

 

Tanım 1.3.13.    bir t-norm olsun. 

(i)      Bir    ,   -  elemanına   nin bir idempotent elemanıdır denir      

 (   )    dır.    ve   her  t-norm için  idempotent elemanlar olup bu elemanlara 

trivial idempotent elemanlar denir. (   ) deki idempotent elemanlar ise trivialden 

farklı idempotent elemanlar olarak adlandırılır. 

(ii) Bir    (   )  elemanına t-norm   nin nilpotent elemanı denir       

      öyleki   
( )

   dır.  

(iii) Bir   (   )  elemanına   nin sıfır böleni denir         (   ) 

öyleki   (   )    dır. 

 

Tanım 1.3.14. (Casasnovas ve Mayor, 2008)   , sınırlı bir   kafesi üzerinde bir t-

norm olsun. Bir     elemanına   nin bir sıfır böleni denir          ve 

 (   )    olacak Ģekilde bir     elemanı mevcuttur.   nin sıfır bölenlerinin 

kümesi  ( ) ile gösterilecektir. 

Eğer  ( )    ise    ye sıfır bölensiz denir. 

Tanım 1.3.15. (Casasnovas ve Mayor, 2008) Sınırlı bir   kafesi üzerindeki bir t-norm 

  e bölünebilirdir denir         olan her       için     (   ) olacak Ģekilde 

bir     mevcuttur. 

Tanım 1.3.16. (Casasnovas ve Mayor, 2008) Sınırlı bir   kafesi üzerinde bir t-norm   

alalım. Bir     elemanına   nin idempotent elemanıdır denir     (   )    

eĢitliği sağlanır. 

Önerme 1.3.17. (De Baets, 1995)  , ,   - üzerinde bir t-norm olsun.   bölünebilirdir 

   süreklidir. 
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Tanım 1.3.18.   sınırlı bir kafes olsun.         fonksiyonuna bir üçgensel konorm 

(kısaca   konorm) denir :  Her         için 

(i)  (   (   ))   ( (   )  )                                                (BirleĢme) 

(ii)  (   )   (   )                                                                   (DeğiĢme) 

(iii)      ise  (   )   (   )                                             (Monotonluk) 

(iv)  (   )                                                                              (Sınır Ģartı) 

 artları sağlanır           

 (   )    iken     veya     ise bu t-konorma pozitif t-konorm denir. 

 

Örnek 1.3.19. ,   -  birim aralık üzerindeki bazı özel  -konormlar: 

            (   )     (   )                                                         (Maksimum) 

             (   )                                                   (Ġstatistiksel toplam) 

             (   )     (     )                                  (Lukasiewicz t-konorm) 

             (   )  { 
                           (   )  ,   , 

   (   )                                          
        (Drastik toplam) 

olarak verilir.  

 

Önerme 1.3.20. (Klement vd., 2000)   ,   -  ,   - bir ikili iĢlem olsun.   bir t-

konormdur   Bir    t-normu her      ,   -  için 

                           (   )     (       )                                                         

olacak Ģekilde mevcuttur.   

 

Uyarı 1.3.21. 

(i)    ,   -  ,   -  bir t-konorm ise 

 (   )     (       ) 

ile tanımlanan   ,   -  ,   -  fonksiyonu bir t-normdur.  

(ii)  (     ), (     ), (     ) ve (     )  ikiĢer tarzda birbirine dual t-norm 

ve t-konorm çiftleridir. 

(iii)    ,   -  ,   - bir t-konorm olsun. Her   ,   -  için 

 (   )   (   )   , 

 (   )   , 
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ilave sınır Ģartları olarak adlandırılan eĢitlikler sağlanır. Böylece, tüm t-konormlar 

,   -   nin sınırı üzerinde çakıĢıktır, yani aynı değeri alırlar.  

(iv)  Duallik sıralamayı değiĢtirir; yani     ve     t-normları için        ve 

  ,     t-normuna ve   ,    t-normuna karĢılık gelen dual t-konormlar ise       

dir. Her   t-konormu için  

        

dir. Yani    maksimum t-konormu en zayıf,     drastik toplam en güçlü t-

konormdur. Temel dört t-konorm için aĢağıdaki iliĢki mevcuttur:  

           . 

 

(v) Verilen bir t-konorm   için (         )  ,   -   -sıralılarına, 

(  )    ,   -   dizilerine ve    keyfi küme olmak üzere (  )    ,   -   ailelerine 

geniĢletme iĢlemi aĢağıdaki gibidir: 

    
     (    

        )   (         )  

     
              

   , 

          2    
    

| (             ) (  )    nın sonlu alt a les d r3. 

              olduğunda  (       )  yerine kısaca   
( )

 yazılır ve 

her   ,   -  için   
( )

    ve    
( )

    olarak tanımlanır. 

Tanım 1.3.22. (       ) sınırlı bir kafes olsun.       fonksiyonuna negasyon 

denir:  Her       için 

(N1)      ise  ( )   ( ), 

(N2)   ( )    ve  ( )    

Ģartları sağlanır. 

 

Tanım 1.3.23.       negasyonuna güçlü negasyon denir:  Her     için 

 ( ( ))    dir. 

 

AĢağıdaki gibi verilen    ve    dönüĢümleri herhangi bir   kafesi üzerinde 

negasyonlar olup herhangi bir   negasyonu için         olduğu açıktır. 
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  ( )    2
                    

                
                          2

                   
                 

 

 

Tanım 1.3.24. (       ) sınırlı bir kafes, T ve N, L  kafesi üzerinde sırasıyla bir t-

norm ve güçlü negasyon olsun. Her       için 

 (   )   ( ( ( )  ( ))) 

olarak tanımlanan        bir t-konorm olup bu t-konorma t-norm T nin N-dual t-

konormu denir. 

 

1.4. Fuzzy Gerektirmeleri 

Bu bölümün hazırlanmasında “Fuzzy Implications” (Baczynski ve Jayaram, 

2008) kitabından yararlanılmıĢtır. 

 

Tanım 1.4.1.   sınırlı bir kafes olsun.        fonksiyonuna bir gerektirme denir:  

Her             için 

(I1)        ise her     için  (    )   (    ),  

(I2)        ise her     için   (     )   (    ), 

(I3)  (   )   , 

(I4)  (   )   , 

(I5)  (   )   , 

Ģartları sağlanır. 

 

 Bu çalıĢmada   kafesi üzerinde tanımlanan tüm fuzzy gerektirmelerinin 

kümesi    ile gösterilecektir. 

 

Tanım 1.4.2. (       ) sınırlı bir kafes olsun.        gerektirmesine 

(i) Sol nötrallik özelliğini sağlar denir   Her     için 

 (   )                                                      (NP) 

dir. 

(ii) Yer değiĢtirme özelliğini sağlar denir   Her         için 

                                     (   (   ))   (   (   ))                                     (EP) 

dir.  
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(iii) Bir t-norm   ye göre importasyon kuralını sağlar denir    

 Her         için 

   (   (   ))    ( (   )  )                                    (LI) 

dir. 

 

Her bir   fuzzy gerektirmesinin            noktalarında çakıĢık olduğu 

açıktır, yani herhangi bir   fuzzy gerektirmesi aĢağıda verilen sol ve sağ sınır Ģartını 

sağlar:                   

                                    (   )       ,   -     (Sol sınır Ģartı)                (LB) 

 

                                               (   )       ,   -     (Sağ sınır Ģartı)                (RB) 

 

 

ġimdi herhangi bir   fuzzy gerektirmesinin sol ve sağ sınır Ģartlarını 

sağladığını gösterelim.  

 

Her    ,   - için     olup    (   )   (   ) olduğundan    (   )  

  dir.  

Diğer taraftan, her   ,   -  için     olup    (   )   (   ) 

olduğundan   (   )   ‟dir. 

 

Örnek 1.4.3. Tablo 1. de literatürde sıkça kullanılan   temel fuzzy gerektirmesi 

listelenmiĢtir.  
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Tablo 1. 9 Temel Fuzzy Gerektirme 

 

 

Lukasiewicz      

 

 

   (   )     (       ) 

 

 

Gödel 

 

 

   (   )  {
           
          

 

 

 

Reichenbach 

 

   (   )         

 

Kleene-Dienes 

 

   (   )      (     )  

 

 

Goguen 

 

   (   )  {
               

  
 

 
           

 

 

 

Rescher 

 

   (   )  {  
              
            

 

 

 

Yager 

 

   (   )  {
                                    
                                  

 

 

 

Weber 

 

   (   )  { 
                  
                 

 

 

 

Fodor 
 

   (   )  {
                                          

   (     )               
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Tanım 1.4.4. (Baczynski ve Jayaram, 2008)            olmak üzere,         den daha 

zayıftır denir :      (   )  ,   -  için    (   )    (   ) dir. 

 

Örnek 1.4.5. 9 temel fuzzy gerektirmeleri arasında aĢağıdaki iliĢkiler söz konusudur: 

                      . 

                                      . 

                                  . 

                    . 

                                      . 

 

Önerme 1.4.6. 

  (   )  {  
                        
                           

 

 

                            (   )  {
                                   

                                    
 

 

fonksiyonları sırasıyla ,   - üzerinde tanımlı en küçük ve en büyük fuzzy 

gerektirmeleridir. 

İspat :    ,   -   ,   - fonksiyonunun en küçük fuzzy gerektirmesi olduğunu 

gösterelim. 

      keyfi olsun. 

             ise sol sınır Ģartı ile  (   )       (   ) ve sağ sınır Ģartı ile   

 (   )       (   )  dır. 

            olsun. Bu takdirde     (   )     (   ) dır. Böylece her (   )  

,   -    için      (   )   (   )  olduğundan        dır. 

   in en büyük fuzzy gerektirme olduğunu gösterelim.       keyfi olsun. 

               ise    (   )       (   ) olduğu açıktır. 

                        (   )       (   )‟ dir. Böylece      olduğu elde 

edilir. 
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Tanım 1.4.7. (Baczynski ve Jayaram, 2008)   bir fuzzy gerektirmesi ve   ,   -  

,   - dönüĢümü 1-1, örten, artan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde 

   (   )      (   ( ( )  ( )) ) 

ile tanımlanan fonksiyona   nın  -eĢleniği denir.  

 

Tanım 1.4.8. (Baczynski ve Jayaram, 2008) Bir    ,   -  ,   - fonksiyonu (I1), 

(I3) ve (I5) özelliklerini sağlıyorsa,     ,   -  ,   - 

                                                    ( )   (   ),                                         ,   - 

olarak tanımlanan fonksiyon bir fuzzy negasyondur. Bu fonksiyon   tarafından elde 

edilen negasyon veya   nın doğal negayonu olarak adlandırılır. 

 

Tanım 1.4.9. (Baczynski ve Jayaram, 2008) (       ) sınırlı bir kafes olsun. 

       fonksiyonuna (   )-gerektirmesi denir     Bir t-konorm   ve bir 

negasyon       

 (   )   ( ( )  )        

olacak Ģekilde mevcuttur.   güçlü negasyon ise   gerektirmesine  -gerektirme denir. 

 

Tanım 1.4.10. (Baczyński ve Jayaram, 2008)      ve   bir negasyon olsun. Her 

          için,  

(i)   fuzzy gerektirmesi “  negasyonuna göre zıt simetri özelliğini ”   ( )  

sağlar denir.      (   )   ( ( )  ( )) dir.  

(ii)   fuzzy gerektirmesi “  negasyonuna göre sol zıt simetri özelliğini ” 

    ( )  sağlar denir.      ( ( )  )   ( ( )  ) dir.  

(iii)   fuzzy gerektirmesi “  negasyonuna göre sağ zıt simetri özelliğini ” 

    ( )  sağlar denir.      (   ( ))   (   ( )) dir.  

 

Teorem 1.4.11. (Baczyński ve Jayaram, 2008)      bir (   )- gerektirmesi ise 

(i)         ve (NP) ve (EP) i sağlar. 

(ii)       
   dir. 

(iii)   güçlü negasyon ise       gerektirmesi L- CP(   ) i sağlar. 

(iv)   güçlü negasyon ise       gerektirmesi CP(N) i sağlar. 
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Tanım 1.4.12. Bir   ,   -  ,   - fonksiyonuna bir R-gerektirme (Rezidual 

gerektirme) denir    Bir t-norm T mevcuttur öyle ki  

 (   )     *    ,   -|  (   )   +                ,   - 

sağlanır. Bir t-norm T ile üretilen bir R-gerektirme    ile gösterilir. 

 

Tanım 1.4.13. Bir   ,   -  ,   - fonksiyonuna bir QL-fonksiyonu denir    Bir 

T t-normu, bir S t-konormu ve bir N fuzzy negasyonu için 

 (   )   ( ( )  (   ))                     ,   - 

eĢitliği sağlanır. Eğer  , (T, S, N) üçlüsü ile elde edilen bir QL gerektirme ise        ile 

gösterilir. 

 

Önerme 1.4.14.        bir QL fonksiyonu ise, 

(i)        (I2), (I3),(I4), (I5),(NC), (LB) ve (NP) yi sağlar. 

(ii)        
  .       

 

Tanım 1.4.15. (Karaçal ve Kesicioğlu, 2011)   sınırlı bir kafes ve     üzerinde bir t-

norm olsun.    bağıntısı her       için  

                    (   )    

olarak tanımlanır. 

 

Önerme 1.4.16 (Karaçal ve Kesicioğlu, 2011)   sınırlı bir kafes ve     üzerinde bir t-

norm olsun. Bu takdirde, (    ) kısmen sıralı bir kümedir. 

Önerme ile verilen    sıralama bağıntısına t-norm   den elde edilen t-

sıralama (üçgensel sıralama) denir.  

 

Önerme 1.4.17. (Karaçal ve Kesicioğlu, 2011) (       ) sınırlı bir kafes, T L 

üzerinde bir t-norm ve   , t-norm T den elde edilen kısmen sıralama bağıntısı olsun. 

Eğer      ise    , yani      dir. 

 

Tanım 1.4.18. L sınırlı bir kafes, S, L üzerinde bir t-konorm olsun.  

                     (   )    
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t-konorm S için S-kısmi sıralama olarak tanımlanır. 

 

Tanım 1.4.19. (       ) sınırlı bir kafes,     ( ) bir konjaktif uninorm ve     ya 

göre (LI) yı sağlayan bir gerektirme olsun.       için  

                     (   )   . 

 

1.5. Uninormlar  

Tanım 1.5.1. (Karaçal ve Mesiar, 2015) (       ) sınırlı bir kafes olsun.        , 

ikili iĢlemine   üzerinde bir uninorm denir      değiĢmeli, birleĢmeli, her iki 

değiĢkene göre artan ve     birimlidir. 

    (   ) olduğunda   fonksiyonunun bir t-norm (t-konorm) olduğu 

açıktır. Bir   uninormuna  (   )    olması durumunda konjanktif ve  (   )    

olması durumunda disjanktif uninorm denir. 

 ( ),   birimli uninormlar kümesi olarak adlandırılır. 

Tanım 1.5.2. (Baczynski ve Jayaram, 2008)      sınıfındaki   (   ) birim 

elemanlı bir U uninormu aĢağıdaki gibi verilir. 

 

 (   )  

{
 
 

 
    .

 

 
 
 

 
/                                                        (   )  ,   -  

  (   )    . 
   

   
 

   

   
/           (   )  ,    - 

      (   )                                                                                        

 

 

     sınıfındaki   (   ) birim elemanlı bir U uninormu aĢağıdaki gibi 

verilir. 

 

 (   )  

{
 
 

 
    .

 

 
 
 

 
/                                                      (   )  ,   -  

  (   )  .
   

   
 

   

   
/           (   )  ,    - 

   (   )                                                                                   

 

 

Önerme 1.5.3. (Karaçal ve Mesiar, 2015) (        ) bir sınırlı kafes,      *   + 

ve e birim elemanına sahip L üzerinde U uninorm olsun. AĢağıdaki özellikler 

sağlanır: 
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(i)       (   )                  (   )   ( ). 

(ii)  (   )                                        (   )    ,   -. 

(iii)  (   )   ,                                (   )  ,   -   . 

(iv)    (   )                                     (   )    ,   -. 

(v)    (   )                                     (   )  ,   -   . 

 

Önerme 1.5.4. (Karaçal ve Mesiar, 2015)  (        ) sınırlı bir kafes,     ve U, L 

üzerinde e nötral elemanlı uninorm olsun. O halde 

(i)     | ,   -  : ,   -  ,   -, ,   - üzerinde bir t-normdur. 

(ii)     | ,   -  : ,   -  ,   - ,   - üzerinde bir t-konormdur. 

 

Teorem 1.5.5. (Karaçal ve Mesiar, 2015) (        ) sınırlı bir kafes ve       *   + 

olsun. ,   -  üzerinde bir    t-normu ve ,   -  üzerinde bir    t-konormu için 

  (   )  

{
 
 

 
 

  (   )                                                              (   )  ,   -     

                                 (   )  ,   -  (   -  (   -  ,   -    

                                                                          ,   -          

     ,   -                                                                                  
                                                                                                            

 

ve 

 

  (   )  

{
 
 

 
 

  (   )                                                     (   )  ,   -     

                   (   )  ,   )  ,   -  ,   -  ,   )    

                                                                     ,   -         

                                                                     ,   -         
                                                                                                    

 

olarak tanımlanan         
    dönüĢümleri L üzerinde uninormlardır. 

Tanım 1.5.6. (       ) sınırlı bir kafes ve    ( ) olsun. Her        için 

      {

      ,   -     (   )                     ,   -                  

     ,   -     (   )                     ,   -                  

 (   )                                                                                                  

   

olarak tanımlanan bağıntı bir sıralama bağıntıdır, burada    *   |   + ve 

   ,   -  ,   -   ,   -     ,   -  ,   -  ,   -        ,   -     

,   -        . 
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Tanım 1.5.7.   ,   -  ,   - ikili iĢlemine bir nullnorm denir :   değiĢmeli, 

birleĢmeli, azalmayan ve    ,   - için  (   )    olan   ,   - sıfırlayan 

elemana sahiptir öyle ki: 

(i)  (   )   ,     ,   - 

(ii)  (   )   ,     ,   -. 

Açıkça,     ise   bir t-norm,     ise   bir t-konormdur.  

 ( ),   sıfırlayanına sahip tüm nullnormların kümesi olarak adlandırılır. 

Böylece uninormlar ve nullnormlar t-norm ve t-konormların birer genelleĢtirmesidir. 

Tanım 1.5.8. (       ) sınırlı bir kafes ve    ( ) olsun.        için 

      {

       ,   -     (   )                     ,   -                  

     ,   -     (   )                     ,   -                  

 (   )                                                                                                    

 

olarak tanımlanan bağıntı bir sıralama bağıntısı olup bu sıralama bağıntısına  -

sıralama bağıntısı denir, burada    *   |   + ve    ,   -  ,   -   ,   -  

   ,   -  ,   -  ,   -        ,   -     ,   -        . 

 

1.6. KapanıĢ Operatörleri 

Tanım 1.6.1. (Burris ve Sankappanavar, 2011)   bir küme,       olsun. AĢağıdaki 

özellikleri sağlayan    ( )   ( ) dönüĢümüne L üzerinde bir kapanıĢ operatörü 

denir    

(C1)    ( ). 

(C2)     için  ( )   ( ). 

(C3)  ( ( ))   ( ). 

 

 ( )    ise   nin bir   alt kümesi kapalı alt küme olarak adlandırılır. Kısmen 

sıralama bağıntısı olarak küme kapsama bağıntısı alınırsa   nin kapalı alt 

kümelerinin kısmen sıralı kümesi    ile gösterilir. 
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Teorem 1.6.2. (Burris ve Sankappanavar, 2011) A kümesi üzerinde bir kapanıĢ 

operatörü C olsun. O halde 

⋀ (  )  ⋂ (  )

      

 

ve   

⋁ (  )   (⋃  

   

)

   

 

iĢlemleriyle    bir tam kafestir. 

 

Teorem 1.6.3. (Burris ve Sankappanavar, 2011) Her tam kafes C kapanıĢ operatörüne 

göre kapalı olan alt kümelerinin kafesine izomorftur. 

 

Tanım 1.6.4. (Burris ve Sankappanavar, 2011) A kümesi üzerinde tanımlı bir C 

kapanıĢ operatörüne bir cebirsel kapanıĢ operatörüdür denir    her     için 

 ( )  ⋃*  ( )                +  

 

Tanım 1.6.5. (Burris ve Sankappanavar, 2011) C, A kümesi üzerinde cebirsel kapanıĢ 

operatörü ise    cebirsel kafestir ve    nin kompakt elemanları X in A kümesinin 

sonlu bir alt kümesi olan  ( ) kapalı kümeleridir. 

 

Tanım 1.6.6. (Burris ve Sankappanavar, 2011) C, A üzerinde bir kapanıĢ operatörü ve 

Y A nın kapalı bir alt kümesi ise  ( )    eĢitliğini sağlayan   kümesine   nin 

üreten kümesi denir.   için sonlu bir üreten küme varsa   kümesine sonlu üretilen 

küme denir. Eğer  ,   yi üretiyorsa ve   in hiçbir öz alt kümesi   yi üretmiyorsa   e 

minimal üreten küme denir.  

 

Sonuç 1.6.7. (Burris ve Sankappanavar, 2011) C, A üzerinde bir cebirsel kapanıĢ 

operatörü olsun. A nın sonlu üretilen alt kümeleri    nin kompakt elemanlarıdır.  

 

Teorem 1.6.8. (Burris ve Sankappanavar, 2011) Her cebirsel kafes C cebirsel kapanıĢ 

operatörü üzerinde A kümelerinin kapalı alt kümelerinin kafesine izomorftur. 
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1.6.1. T-normlardan Elde Edilen KapanıĢ Operatörleri 

Teorem 1.6.1.1. (Ġnce ve Karaçal, 2019) (       ) sınırlı bir kafes,    ,     ve 

T t-norm L üzerinde her       için  (   )    olan bir t-norm olsun. Her 

    ( ) için  

    ( )   (   ) 

olarak tanımlanan        ( )   ( ) dönüĢümü L üzerinde bir kapanıĢ 

operatörüdür. 

 

Uyarı 1.6.1.2. (Ġnce ve Karaçal, 2019)      nin kapanıĢ operatörü olabilmesi için A 

kümesi L nin bir alt kafesi olmak zorunda değildir. 

 

Örnek 1.6.1.3. (Ġnce ve Karaçal, 2019) Üç elemanlı bir    *     + kümesinin tüm 

alt kümelerinin kafesini ele alalım. L üzerinde 

  ( ( )          ),    *  * + * +  +   ve        

olsun. Böylece her     ( ) için     ( )    (   ) dır.     ve her       için 

  (   )    olduğundan,      nin   üzerinde bir kapanıĢ operatörü olduğu açıktır. 

Fakat     nin bir alt kafesi değildir. Çünkü * + * +    fakat * +  * +    dır.  

 

Tanım 1.6.1.4. (Ġnce ve Karaçal, 2019) Teorem 1.6.1.1 de verilen      kapanıĢ 

operatörüne L üzerinde bir t-kapanıĢ operatörü denir. 

 

Uyarı 1.6.1.5. Sınırlı bir L kafesi üzerinde      kapanıĢ operatörü ele alınırsa, her 

   ( ) için 

    ( )  ⋃     (* +)

   

 

dır. Böylece L sınırlı kafesi üzerinde tanımlı tüm t-kapanıĢ operatörleri (  ve T nin 

yardımıyla) cebirseldir. Bu sebeple     ( ) yerine,      (* +) (   ) kümeleri 

üzerinde çalıĢılabilir. 

Önerme 1.6.1.6. (Ġnce ve Karaçal, 2019) (       ) sınırlı bir kafes ve      L 

üzerinde bir t-kapanıĢ operatörü olsun.      
, T ikili iĢlemi altında kapalıdır, yani her 

         
 için  (   )       

 dir. 
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Önerme 1.6.1.7. (Ġnce ve Karaçal, 2019)      L sınırlı kafesi üzerinde bir t-kapanıĢ 

operatörü olsun.   * + olması için gerek ve yeter Ģart L nin tüm alt kümelerinin t-

kapanıĢ operatörü      ye göre kapalı alt kümeler olmasıdır. 

 

Sonuç 1.6.1.8. (Ġnce ve Karaçal, 2019)     , L sınırlı kafesi üzerinde bir t-kapanıĢ 

operatörü olsun.   * +       
  ( ) denkliği sağlanır. 

 

Önerme 1.6.1.9. (Ġnce ve Karaçal, 2019) L sınırlı kafesi üzerinde en zayıf t-norm  

  (   )  {
              (   )    * +

  
                           

 

göz önüne alınsın. O halde, t-kapanıĢ operatörü      
  

     
( )  {

  * +                 
    * +       * +   

                            * +    

 

dır. 

Sonuç 1.6.1.10. (Ġnce ve Karaçal, 2019) L sınırlı kafesi üzerinde bir      
 kapanıĢ 

operatörünü göz önüne alınsın. * +      için   

      
 *   ( )      ve (    ya da    )+ 

dir. 

 

Önerme 1.6.1.11. (Ġnce ve Karaçal, 2019)   (,   -  ) reel birim aralık ve 

  ,   - olsun. O halde, her     için 

           (* +)  {
*   +     
             

        

denkliği sağlanır. 

 

Önerme 1.6.1.12. (Ġnce ve Karaçal, 2019)   (,   -  ) reel birim aralık ve     

olacak Ģekilde     olsun. * +    ise      ye göre kapalı olan tek elemanlı 

herhangi bir   *  +  ,   - alt küme yoktur. 
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Önerme 1.6.1.13. (Ġnce ve Karaçal, 2019) (       ) bir tam kafes,     ve 

   ( ) olsun. L üzerinde en büyük t-norm olan her   (   )      göz önüne 

alınsın. ⋁  ⋀  ise X,      
 t-kapanıĢ operatörüne göre kapalıdır. 

 

Uyarı 1.6.1.14. (Ġnce ve Karaçal, 2019) Önerme 1.6.1.13 ün tersinin doğru olması 

gerekmez. 

 

Örnek 1.6.1.15. (Ġnce ve Karaçal, 2019)   (,   -  ) reel birim kafesi göz önüne 

alınsın.   -   ,    ,   - için   üzerinde       olsun.   ,  (   )  ⁄  -  

 ( ) elemanı için,      
( )    yani   kapalıdır fakat ⋁   ⋀   

 

Önerme 1.6.1.16. (Ġnce ve Karaçal, 2019)    (,   -  ) reel birim kafesi göz önüne 

alınsın.     olacak Ģekilde   ,   - olsun. ,   - üzerinde tüm   ,    t-normları 

için      
      

   A=* + veya A=*   + dır. 

 

Önerme 1.6.1.17. (Ġnce ve Karaçal, 2019)   (,   -  ) reel birim kafesi göz önüne 

alınsın ve   ,   - olsun.     ise her    ( ) için  

     ( )    

dır. 

 

1.6.2. Uninormlardan Elde Edilen KapanıĢ Operatörleri 

Önerme 1.6.2.1. (Karaçal ve Köroğlu, 2022) L sınırlı bir kafes ve U, L üzerinde e 

nötral elemanlı bir uninorm olsun. A kümesi,     ve  (   )    olacak Ģekilde L 

nin bir alt kümesi olsun. Her    ( ) için 

    ( )   (   )  

olarak tanımlanan        ( )   ( ) operatörü L üzerinde bir topolojik kapanıĢ 

operatörüdür.      aksi belirtilmediği sürece   ile gösterilecektir. 

 

Tanım 1.6.2.2. (Karaçal ve Köroğlu, 2022)   ( )    ise L nin bir   alt kümesine 

kapalı alt küme denir.  L nin tüm kapalı alt kümelerinin ailesi    * ( )     + ile 

gösterilir. 
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Önerme 1.6.2.3. (Karaçal ve Köroğlu, 2022)  ( )     L nin bir kapanıĢı olsun. O 

halde    *   ( )     ( )+ L üzerinde bir topolojidir.  

 

Önerme 1.6.2.4. (Karaçal ve Köroğlu, 2022)     ailesi keyfi kesiĢim özelliğini sağlar 

yani    nin *          + keyfi alt ailesi için 

 

 (⋂  

   

)  ⋂(  )

   

 

dir. 

Tanım 1.6.2.5. (Karaçal ve Köroğlu, 2022) U, L sınırlı kafesi üzerinde e nötral 

elemanına sahip bir uninorm ve A kümesi,     ve  (   )    olacak Ģekilde L 

nin bir alt kümesi olsun.         (* +) bağıntısına U-preorder denir. 

 

Önerme 1.6.2.6. (Karaçal ve Köroğlu, 2022) U, L sınırlı kafesi üzerinde bir t-norm 

(veya t-konorm) ve A kümesi,     ve  (   )    olacak Ģekilde L nin bir alt 

kümesi olsun. O halde,    bir sıralama bağıntısıdır. 
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2. YAPILAN ÇALIġMALAR 

 

2.1.  F-KapanıĢ Operatörleri 

Bu bölümde kafeslerin alt kümeleri ve bazı özelliklere sahip dönüĢümler 

kullanılarak sınırlı kafesler üzerinde kapanıĢ operatörleri tanımlanacaktır. Ayrıca bir 

dönüĢüm tarafından elde edilen kapanıĢ operatörü ile onun eĢleniği (duali) tarafından 

elde edilen kapanıĢ operatörleri arasındaki iliĢkiler incelenecektir. 

AĢağıdaki teoremde bir alt küme ve bir dönüĢüm tarafından elde edilen 

kapanıĢ operatörleri sınırlı kafesler üzerinde inĢa edilecektir. 

Teorem 2.1.1. (       ) sınırlı bir kafes,         bir dönüĢüm ve       

olsun. Eğer 

(i)         dönüĢümü   elemanına göre (NP) yi sağlıyorsa  

(ii)   dönüĢümü,   birimli ve her       için  (   )    koĢulunu 

sağlayan bir   dönüĢümüne göre (LI) yı sağlıyorsa her    ( ) için 

    ( )   (   )     

ile tanımlanan        ( )   ( ) dönüĢümü bir kapanıĢ operatörüdür. 

 

İspat: (C1)    ( ) ve     keyfi olsun.  ,   elemanına göre (NP) yi 

sağladığından ve     olduğundan  

   (   )   (   )      ( ) 

olup        ( ) elde edilir. Böylece (C1) özelliği sağlanır. 

(C2)       ( ) için     olsun.     (   ) keyfi alalım. Bu takdirde, 

        elemanları     (   ) olacak Ģekilde mevcuttur.     olduğundan 

    (   )   (   ) olup 

    ( )    (   )    (   )      ( )  

dir. Yani (C2) özelliği sağlanır. 

(C3) Öncelikle  (   )    olduğunu gösterelim.     olduğundan    (   )  

 (   ) ile    (   ) elde edilir. 

Tersine    (   ) olsun. Bu takdirde,         elemanları mevcuttur öyle 

ki    (   )    dır. Buradan  (   )    olup  (   )    elde edilir.  
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ġimdi her    ( ) için     .    ( )/      ( ) olduğunu gösterelim. (LI) 

özelliği ve  (   )    ile 

    .    ( )/      ( (   ))   (   (   )) 

                                            ( (   )  )   (   )      ( )  

olduğu yani (C3) özelliğinin sağlandığı elde edilir. 

 

Tanım 2.1.2. Teorem 2.1.1 de verilen      kapanıĢ operatörüne   üzerinde   ve   ile 

belirlenen “ -kapanıĢ operatörü” denir. 

 

Örnek 2.1.3. (       ) Ģekil 1 de verilen kafes diyagramı olsun.   nin   

*       + alt kümesi, Tablo 1 ve Tablo 2 de verilen   ve   dönüĢümlerini alalım. 

 

 

ġekil 1. (   ) 

 

 

Tablo 2. F Fonksiyonu 

F 0 a b c 1 

0 1 1 1 1 1 

a 0 1 b 1 1 

b 0 a 1 1 1 

c 0 a b 1 1 

1 0 a b c 1 
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Tablo 3.   Fonksiyonu 

G 0 a b c 1 

0 0 0 0 0 0 

a 0 a 0 a   a 

b 0 0 b b b 

c 0 a b c c 

1 0 a b c 1 

                                                         

 

   ve   fonksiyonları ve A alt kümesi için Teorem 2.1.1 deki Ģartlar sağlanır. 

Böylece      L üzerinde bir kapanıĢ operatörüdür. 

 

Uyarı 2.1.4. 

 (i) Eğer      kapanıĢ operatörü   sınırlı kafesi üzerinde bir F-kapanıĢ 

operatörü ise o halde her     ( ) için     ( )  ⋃     (* +)    dir. Böylece (A 

ve F yardımıyla)   sınırlı kafesi üzerine tanımlanan tüm  -kapanıĢ operatörleri 

cebirseldir. Bu sebeple, bu çalıĢmada genel olarak     ( ) yerine     (* +) (   ) 

kümeleri üzerinde çalıĢacağız. Kısmen sıralama bağıntısı olarak küme kapsama 

bağıntısı alınırsa   nin kapalı alt kümelerinin kısmen sıralı kümesi      
 ile gösterilir. 

(ii) Teorem 2.1.1 de   ve   dönüĢümleri yerine t-norm   alalım. Her       

için  (   )    olduğunda Teorem 2.1.1 de verilen Ģartların sağlandığı açıktır. 

Böylece,       için  (   )    olması durumunda A kümesinden ve t-norm   

den elde edilen      kapanıĢ operatörü (Ġnce ve Karaçal, 2019) çalıĢmasında 

tanımlanan kapanıĢ operatörü ile çakıĢır.  

(iii)  Teorem 2.1.1 de   ve   dönüĢümleri yerine L üzerinde e nötral elemanlı 

bir uninorm U alınırsa,  (   )    sağlandığında Teorem 2.1.1 deki Ģartların 

sağlandığı görülür. Böylece,      kapanıĢ operatörü (Karaçal ve Köroğlu, 2022) 

çalıĢmasındaki kapanıĢ operatörü ile çakıĢır. 

(iv) Teorem 2.1.1 de   ve   dönüĢümleri yerine t-konorm   alalım. Her 

      için  (   )     olduğunda Teorem 2.1.1 de verilen Ģartların sağlandığı 

açıktır. Böylece bir   kümesinden ve bir t-konorm   den elde edilen      operatörü 
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bir kapanıĢ operatörü olup bu kapanıĢ operatörüne “ -kapanıĢ operatörü” denir. Bu 

durumda  -kapanıĢ operatörü aĢağıdaki gibi tanımlanır. 

 

Tanım 2.1.5. (       ) sınırlı bir kafes,    ,     ve     üzerinde       için 

 (   )    olan bir t-konorm olsun. Her     ( ) için  

    ( )   (   ) 

olarak tanımlanan        ( )   ( ) kapanıĢ operatörüne “ -kapanıĢ operatörü” 

denir. 

 

Uyarı 2.1.6. Teorem 2.1.1‟de   ve   dönüĢümleri yerine sırasıyla bir  - gerektirmesi 

ve bir   t-normunu alalım. Bu takdirde Teorem 2.1.1 de verilen Ģartlar altında   ve   

ile elde edilen      operatörünün bir kapanıĢ operatörü olduğu açıktır. Bu Ģekilde   

kümesi ve  -gerektirmesi ile tanımlanan      kapanıĢ operatörüne “ -kapanıĢ 

operatörü” denir. 

Bu durumda   kümesi ve  -gerektirmesinden elde edilen      kapanıĢ 

operatörü aĢağıdaki gibi tanımlanır. 

 

Tanım 2.1.7. (       ) sınırlı bir kafes,    ,     ve     üzerinde bir 

gerektirme olsun.   gerektirmesi (NP) yi ve her       için  (   )     koĢulunu 

sağlayan bir t-norm   ye göre (LI) yı sağlıyorsa  

    ( )   (   ) 

ile tanımlanan        ( )   ( ) kapanıĢ operatörüne “ -kapanıĢ operatörü” denir.  

Bu çalıĢmada      bir kapanıĢ operatörü olarak alındığında Teorem 2.1.1 de 

verilen Ģartlara uygun   ve   dönüĢümlerinin mevcut olduğu, (i) ve (ii) Ģartlarının 

sağlandığı kabul edilecektir. 

 

Önerme 2.1.8. (       ) sınırlı bir kafes ve        ( ) üzerinde bir  -kapanıĢ 

operatörü olsun. Eğer   değiĢmeli ise      
 kümesi   dönüĢümü altında kapalıdır, 

yani her          
 için  (   )        

 dir. 
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İspat:          
 olsun. Bu durumda,     ( )   (   )    ve     ( )  

 (   )    dir.   dönüĢümü   ye göre (LI) yı sağladığından ve   değiĢmeli 

olduğundan  

             ( (   ))   (   (   )) 

  ( (   )  ) 

  ( (   )  ) 

  (   (   )) 

          (   )         

elde edilir. Böylece  (   )        
 olup      

    dönüĢümü altında kapalıdır. 

 

Sonuç 2.1.9. (       ) sınırlı bir kafes olsun.  

(i)      operatörü  ( ) üzerinde bir kapanıĢ operatörü olsun. Bu takdirde 

     
,  -gerektirmesi altında kapalıdır. 

(ii)      bir kapanıĢ operatörü olsun. Bu takdirde,      
 t-konorm   altında 

kapalıdır. 

İspat: 

(i)          
 olsun. Bu durumda,     ( )   (   )    ve  

    ( )   (   )    dir. 

     ( (   ))   (   (   )) 

                           ( (   )  ) 

                            ( (   )  ) 

                            (   (   )) 

                            (   ) 

elde edilir. Böylece  (   )        
 olup      

,   -gerektirmesi altında kapalıdır. 

(ii)          
 olsun. Bu durumda,     ( )   (   )    ve     ( )   

 (   )    dir.   birleĢme özelliğine sahip olduğundan  

       ( (   ))   (   (   )) 

  ( (   )  ) 

     (   ) 

elde edilir. Böylece  (   )        
 olup      

,    t-konormu altında kapalıdır. 
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AĢağıdaki önermede bir   dönüĢümü ve   alt kümesinden elde edilen kapanıĢ 

operatörü ile  ( ) kümesi ve   nin  -duali tarafından elde edilen kapanıĢ 

operatörleri arasındaki iliĢki incelenecektir.  

 

Önerme 2.1.10. (       ) sınırlı bir kafes,     üzerinde e elemanına göre (NP) 

özelliğini sağlayan bir fonksiyon ve   ,  ( )    olan F nin  -dual fonksiyonu 

olsun. Bu takdirde, 

     bir kapanıĢ operatörüdür           ( )   
 bir kapanıĢ operatörüdür. 

 

İspat:           bir kapanıĢ operatörü olsun.     ve    ( )   ( ) olduğundan  

   ( ) dır.  

(i)    ( ) için, 

  (   )   . ( ( )  ( ))/    . (   ( ))/   ( ( ))     

(ii) F, e nötral elemanlı ve        için  (   )    olan   fonksiyonuna  

göre (LI) yı sağlasın. Bu takdirde, 

  (    (   ))    (   . ( ( )  ( ))/)     

  ( 4 ( )  ( . ( ( )  ( ))/)5)

  ( . ( )  ( ( )  ( ))/)   . ( ( ( )  ( ))  ( ))/

    ( ( ( ( )  ( )))  )    (  (   )  )  

Böylece   ,    ye göre (LI) özelliğini sağlar.      ( ) olsun. Bu takdirde, 

   ( )   ve       ( ) olacak Ģekilde       vardır. 

 

  (   )   ( ( ( )  ( )))   ( (   ))   ( ) 

ve 

  (   )   . ( ( )  ( ))/    . (   ( ))/   ( ( ))     

Böylece   ( )   
 bir kapanıĢ operatörüdür. 

       ( )   
 bir kapanıĢ operatörü olsun.     nın    nin nötral elemanı 

olduğu açıktır. 
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(i)     olmak üzere   ( )     ( ) olup   ( )   
 bir kapanıĢ  

operatörü olduğundan   

  (   )    

dir.     (   )   . ( ( )  ( ))/ olup eĢitliğin her iki tarafının   ile 

görüntüsü alınırsa 

 ( )   ( ( )  ( )) 

olduğu böylece  

   ( ( ))   ( )   ( ( )  ( ))   (   ) 

elde edilir. 

 

(ii)          olsun. Bu taktirde  ( )  ( )  ( )   ( ) olup  

  ( ( )   ( ( )  ( )))    (  ( ( )  ( ))  ( )) 

dir. Buradan,  

 ( ( ( ( ))  4 ( . ( ( ))  ( ( ))/)5))           

  ( ( 4 ( . ( ( ))  ( ( ))  ( ( )/)5)) 

olduğu elde edilir. N güçlü negasyon olduğunda 

 (   (   ))   ( (   )  ) 

eĢitliği sağlanır.  

      olsun.  ( ),  ( )   ( ) olup   ( )   
 bir kapanıĢ operatörü olduğundan  

  ( ( )  ( ))   ( ) dır. Buradan  

 ( . ( ( ))  ( ( ))/)   ( (   ))   ( ) 

olup  (   )    olduğu elde edilir.  

    olsun.  ( )   ( ) ve     ( ) birimli olduğundan  

  ( ( )  ( ))   ( ) 

dir. Buradan  ( )   ( . ( ( ))  ( ( ))/)   ( (   )) olup  (   )    

elde edilir. 

Böylece      bir kapanıĢ operatörüdür.     
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Sonraki önermede   ,   nin  -duali olmak üzere   ( )   
 kapanıĢ 

operatörüne göre kapalı kümeleri belirleyeceğiz. 

 

Önerme 2.1.11. (       ) sınırlı bir kafes,     üzerinde bir dönüĢüm,   , F nin  -

duali ve       bir kapanıĢ operatörü olsun. Bu takdirde  

   ( )   
( )  * ( )|        

+. 

 

İspat:        
 olsun. Bu takdirde,     ( )    dir. 

  ( )   
( ( ))    ( ( )  ( )) 

                                                     . ( ( ( ))  ( ( ))/ 

         ( (   )) 

                         .    ( )/ 

            ( ) 

 

olup  ( )     ( )   
 dir. Böylece *  ( )|        

+       ( )   
 dir. 

      ( )   
 olsun.   güçlü olduğundan bir     ( ) mevcuttur öyle ki 

 ( )    dir.  

Buradan   ( )   
( )    ( )   

( ( ))   ( ) olup   ( ( )  ( ))  

 ( ) dir. Böylece 

 ( (   ))   . ( ( ( ))  ( ( )))/ 

      ( ( )  ( )) 

          ( )  

  güçlü olduğundan  (   )   , yani        
 dir. Böylece    ( )   

 

* ( )|        
+ olduğu elde edilir.  

 

AĢağıdaki önermede bir   alt kümesi ve bir   dönüĢümünden elde edilen 

kapanıĢ operatörü ile    ( ) kümesi ve   nin  -eĢleniği tarafından elde edilen 

kapanıĢ operatörleri arasındaki iliĢki incelenecektir. 
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Önerme 2.1.12. (       )  sınırlı bir kafes, F dönüĢümü L üzerinde e ye göre sol 

nötrallik özelliğini (NP) sağlayan bir dönüĢüm ve   L üzerinde 1-1, örten ve sıra 

koruyan bir dönüĢüm olsun. Bu takdirde, 

     bir kapanıĢ operatörüdür          ( )   
 bir kapanıĢ operatörüdür. 

İspat: “ ,,      bir kapanıĢ operatörü olsun. F fonksiyonu e elemanına göre (NP) yi 

sağladığından  (   )    dir. 

                              (   ( )  )     ( . (   ( ))  ( )/) 

                                        . (   ( ))/ 

                           ( ( )) 

   

dir.       ( ) elemanına göre (NP) yi sağlar.      bir kapanıĢ operatörü olduğundan, 

  dönüĢümü        için  (   )    olan G dönüĢümüne göre (LI) yı sağlar. 

        ( ) olsun. Bu takdirde  ( )  ( )     olduğundan  ( ( )  ( ))    

dır. Böylece    . ( ( )  ( ))/     ( ) ile   (   )     ( ) elde edilir. 

Ayrıca,     olduğundan    ( )     ( ) olduğu açıktır.  

ġimdi     nin    ye göre (LI) yı sağladığını gösterelim.           için 

  .    (   )/    (     ( ( ( )  ( ))) 

                                                  ( . ( )  ( ( )  ( ))/) 

                                                  ( . ( ( )  ( ))  ( )/) 

                                                  ( 4 (   . ( ( )  ( ))/   ( ))5) 

                                                  4 ( .  (   )/   ( ))5 

                                                (  (   )  ) 

elde edilir. Buradan,   ,    ye göre (LI) yı sağlar. Böylece     ( )   
 bir kapanıĢ 

operatörüdür. 

“ ,,     ( )   
 bir kapanıĢ operatörü olsun. Önermenin hipotezi ile F nin e 

elemanına göre (NP) yi sağladığı açıktır.     ( )   
 bir kapanıĢ operatörü 
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olduğundan         ( ) için  (   )     ( ) koĢulunu sağlayan bir H 

dönüĢümüne göre (LI) yı sağlar. ġimdi  (   )   .  (   ( )    ( ))/ 

dönüĢümünü alalım ve   nin   ye göre (LI) yı sağladığını ve her       için 

 (   )    olduğunu gösterelim.       olsun. Bu takdirde    ( )    ( )  

   ( ) olup  

  (   ( )    ( ))     ( ) 

dır. Böylece  (   )   .  (   ( )    ( ))/   (   ( ))    olduğu elde 

edilir. ġimdi F nin G ye göre (LI) yı sağladığını gösterelim.         olsun. Bu 

takdirde    ( )    ( )    ( )     ( ) olup   , H ye göre (LI) yı sağladığından 

  .   ( )   (   ( )    ( ))/    . (   ( )    ( ))    ( )/ 

dır. Bu takdirde 

            . (   (   ))/     ( . . (   ( )    ( ))/   /) 

olup 

         (   (   ))   . . (   ( )    ( ))/   / 

  ( (   )  ) 

elde edilir. Buradan,  ,   ye göre (LI) yı sağlar. Böylece,      bir kapanıĢ 

operatörüdür. 

 

AĢağıdaki önermede      ve     ( )   
 kapanıĢ operatörlerine göre kapalı 

olan kümeler arasındaki iliĢkiler incelenecektir. 

 

Önerme 2.1.13. (       ) sınırlı bir kafes, F, L üzerinde e ye göre sol nötrallik 

özelliğini (NP) sağlayan bir dönüĢüm ve   L üzerinde 1-1, örten ve sıra koruyan bir 

dönüĢüm olsun. Bu takdirde 

  
   ( )   

 ( )  *   ( )|         
+ 

dir.  

 

İspat:        
 olsun. Buradan     ( )    dir. 
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AĢağıdaki eĢitlikler ile 

    ( )   
(   ( ))    (   ( )    ( )) 

                                                          ( . (   ( ))  (   ( ))/) 

                                                          ( (   )) 

                                                          .    ( )/ 

                                                           ( ) 

   ( )    
   ( )   

  olduğu elde edilir. Buradan 

*   ( )|        
+    

   ( )   
                                             (1) 

elde edilir. 

    
   ( )   

 olsun.  ( )    alalım.         
 olduğunu gösterelim. 

    
   ( )   

  olduğundan     ( )   
( )    dir. Böylece   (   ( )    ( ))  

    ( ) tir. Böylece, 

   ( (   ))     ( . (   ( ))  (   ( ))/) 

                         (   ( )    ( ))     ( ) 

dir.   1-1, örten bir dönüĢüm olduğundan  (   )    olup         
 dir. 

Buradan  

  
   ( )   

  *   ( )|        
+                                             (2) 

elde edilir. 

Uyarı 2.1.14. (       ) sınırlı bir kafes, F, L üzerinde e ye göre sol nötrallik 

özelliğini (NP) sağlayan bir dönüĢüm ve   L üzerinde 1-1, örten ve sıra koruyan bir 

dönüĢüm olsun. Her    ( ) için 

    ( )   
( )    (   ( )  )     ( . (   ( ))  ( )/) 

                                 . (   ( ))/     (    ( ( )) 

      (    ) ( ) 

olduğu, yani 

    ( )   
 (    )  

olduğu açıktır. 
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Tanım 2.1.15. (       ) sınırlı bir kafes, F, L üzerinde e ye göre sol nötrallik 

özelliğini (NP) sağlayan bir dönüĢüm ve   L üzerinde 1-1, örten ve sıra koruyan bir 

dönüĢüm olsun. (    )  dönüĢümüne      kapanıĢ operatörünün “ -eĢleniği” denir.  

 

2.2. I-KapanıĢ Operatörü 

Bu bölümde sınırlı kafeslerin alt kümeleri ve gerektirmelerden elde edilen 

kapanıĢ operatörlerinin özelikleri sınırlı kafesler üzerinde araĢtırılacaktır. Sınırlı 

kafeslerin alt kümeleri ve gerektirmelerin özel durumları için kapanıĢ operatörleri 

incelenecektir. Sınırlı bir kafes üzerinde (S, N) gerektirmesi ve bir   kümesinden 

elde edilen dönüĢümün bir kapanıĢ operatörü olabilmesi için gerekli ve yeterli 

koĢullar verilecektir. En büyük ve en küçük  (S, N) gerektirmeleri tarafından elde 

edilen kapanıĢ operatörleri incelenecektir. Ayrıca sınırlı kafeslerin alt kümeleri ve 

rezidual gerektirmelerden elde edilen kapanıĢ operatörleri araĢtırılacaktır. Herhangi 

bir rezidual gerektirmeden elde edilen kapanıĢ operatörüne göre tek elemanlı kapalı 

küme olmadığı gösterilecektir. Ayrıca QL- gerektirmelerinden elde edilen kapanıĢ 

operatörleri tartıĢılacaktır. 

AĢağıdaki önermede   * + durumunda sınırlı kafeslerin her alt kümesinin 

gerektirmelerden elde edilen kapanıĢ operatörlerine göre kapalı olduğu 

gösterilecektir. 

 

Önerme 2.2.1. (       )  sınırlı bir kafes ve      bir I-kapanıĢ operatörü olsun. 

  * + ise L nin her alt kümesi      kapanıĢ operatörüne göre kapalıdır.  

 

İspat:   * + ve    ( ) keyfi olsun. I, (NP) yi sağladığından 

    ( )   * +  ( )  * (   )|      +  *  |     +    

dır. Böylece,   kümesi      kapanıĢ operatörüne göre kapalıdır. 

 

Önerme 2.2.2. (       )  sınırlı bir kafes,      bir I-kapanıĢ operatörü olsun. Eğer 

  *   + ise her    ( ) için     ( )    * + dir. 

İspat:   *   + ve    ( ) olsun. Buradan, 

                        ( )   (   )  * (   ) |         + 

                                                   * (   )|      +  *  (   )|     + 
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                                                   * +    

elde edilir. 

 

Sonuç 2.2.3. (       ) sınırlı bir kafes,       ( ) üzerinde bir kapanıĢ operatörü ve 

  *   + olsun.     ( )          . 

 

İspat: “        ( )    olsun. Önerme 2.2.2 ile 

  * +      ( )    

olup     olduğu açıktır. 

“ ,,     olsun.     ( )    * +    dir. 

 

AĢağıdaki önermede bir A alt kümesi ve  (   )- gerektirmesinden elde edilen 

       
 kapanıĢ operatörü ile t-konorm S ve  ( ) alt kümesinden elde edilen   ( )   

kapanıĢ operatörü arasındaki iliĢki incelenecektir. 

 

Önerme 2.2.4. (       ) sınırlı bir kafes,       ve      L üzerinde bir (   )- 

gerektirmesi olsun.  Bir t-norm T ye göre (LI) yı sağlayan      gerektirmesi ile elde 

edilen        
 operatörü bir kapanıĢ operatörüdür     ( )   bir kapanıĢ 

operatörüdür, burada   t-norm   nin        t-konormudur. 

İspat: “ ,,        
 her       için  (   )    olan t-norm T ye göre (LI) yı 

sağlayan (   )- gerektirmesi      ile elde edilen kapanıĢ operatörü olsun. Bu 

takdirde, Teorem 7.3.2 (Baczynski ve Jayaram, 2008) ile S  t-normu T nin        

t-konormudur; yani      dir. Ayrıca,     olduğundan    ( )   ( ) olduğu 

açıktır.  

     ( ) keyfi olsun. N güçlü olduğundan    ( )    ( ) olacak 

Ģekilde       mevcuttur. Buradan, 

 (   )   ( ( )  ( ))    ( ( )  ( )) 

   ( . ( ( ))  ( ( ))/) 

                                  ( (   ))   ( )                                      ( (   )   ) 

Böylece   ( )   bir kapanıĢ operatörüdür. 
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“ ,,   ( )   bir kapanıĢ operatörü ve S,  t-norm T nin  -dual t-konormu 

olsun.     ( ) olduğundan    ( ) olacak Ģekilde bir     mevcuttur. 

Buradan,   güçlü ve   ( )     ( ) olduğundan       elde edilir.  

       alalım. Buradan  ( )  ( )   ( ) dır.   ( )   kapanıĢ operatörü 

olduğundan  ( ( )  ( ))   ( ) olduğu tanım ile açıktır. S, T nin N-dual t-

konormu olduğundan 

 ( (   ))   . ( ( ( ))  ( ( ))/ 

                                             ( ( )  ( ))   ( ) 

olup bir     mevcuttur öyle ki  ( (   ))   ( ) dir.   güçlü olduğundan 

 (   )      elde edilir. 

Teorem 7.3.2 (Baczynski ve Jayaram, 2008) ile   ye göre (LI) yı sağladığı 

açıktır. Böylece        
 bir kapanıĢ operatörüdür. 

 

Tanım 2.2.5. (Klement vd., 2000)              iki gerektirme olsun.  

(i)       den daha zayıftır denir ve       ile gösterilir     Her       

için   (   )     (   ) sağlanır. 

(ii)       den küme anlamında daha zayıftır denir ve       ile gösterilir 

    Her       için   (   )     (   ) dir. 

 

Önerme 2.2.6. (       ) sınırlı bir kafes,          ,    ( ) ve       sınırlı 

L kafesi üzerinde iki gerektirme olsun. Bu takdirde, 

(i)       ise             

(ii)       ise             

dir.  

İspat:  

(i)  (   )        ( ) olsun. Buradan  (   )   (    ) dir. Böylece 

         olup       olduğundan      dir. Ayrıca  (   )    (    )  

     ( ) olup      ( )       ( ) elde edilir.  

(ii)          olsun. Her    ( ) için 

     
( )    (   )    (   )       ( ) 

olup              elde edilir. 
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Uyarı 2.2.7. (       ) sınırlı bir kafes,     üzerinde bir t-norm ve    t-norm   den 

elde edilen  -gerektirme olsun. Bu durumda    nin (NP) yi ve   ye göre (LI)  yı 

sağladığı açıktır. Böylece,       nin kapanıĢ operatörü olduğunu göstermek için  

      için  (   )    koĢulunun sağlandığını göstermek yeterlidir. Bu çalıĢmada 

      kapanıĢ operatörü olduğunda       için  (   )    koĢulunun varlığı kabul 

edilecektir.  

 

ġimdi aĢağıda tanımlanan en küçük (S,N)-gerektirmesi    ve en büyük(S,N)- 

gerektirmesi     den elde edilen kapanıĢ operatörlerini inceleyeceğiz.    ve     

gerektirmeleri aĢağıdaki gibidir: 

  (   )  {
           
           

 

   (   )  {
           
          

 

 

AĢağıdaki önermede sınırlı kafesin herhangi bir alt kümesi ve en küçük 

(S,N)-gerektirmesi tarafından elde edilen kapanıĢ operatörü incelenecektir. 

 

Önerme 2.2.8. (       ) sınırlı bir kafes,       olsun. En küçük (S,N)-

gerektirmesini ele alınsın. Bu takdirde her    ( ) için 

     
( )   {

  * +        
                     

 

 

İspat:     olsun. Her    ( ) için 

 

                                     
( )  *   (   )  |         + 

                                                  *   (   )  |     +  *   (   )  |             + 

                                                  * +    

    olsun. Her     için     olduğu açıktır. Bu takdirde, 

      
( )  *   (   )  |         + 

 * |    +     
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   (   )   {
                 
             

Ģeklinde tanımlanan gerektirmenin sınırlı bir L 

kafesinde en büyük  -gerektirme olduğu açıktır. 

 

Önerme 2.2.9. (       ) sınırlı bir kafes olsun. L kafesi üzerinde          -

gerektirmesi göz önüne alınsın. Bu takdirde * +    ise her    ( ) için  

      
( )    * + 

dir. 

 

İspat: * +    olsun. Her    ( ) için 

            
( )     (   )  *   (   ) |        + 

                        *    (   )  |     +  *    (   )  |             + 

                             * +. 

 

Sonuç 2.2.10.       
 kapanıĢ operatörünü göz önüne alınsın. * +    için  

       
( )  *   ( ) |     + 

dir. 

Sonuç 2.2.11. (       ) sınırlı bir kafes olsun.     ise her I (S,N)-gerektirmesi I 

için       ( )    * +  

 

İspat: Önerme 2.2.6. ile 

  * +       
( )      ( )        

( )    * +. 

Böylece       ( )    * + elde edilir. 

 

Sonuç 2.2.12. Her I (S,N)-gerektirmesi için, 

(i)     ise,       ( )    veya       ( )    * + dir. 

(ii)     ise,       ( )    tir. Bu durumda her   kümesi herhangi bir 

(S,N)-gerektirmesinden elde edilen kapanıĢ operatörüne göre kapalıdır. 

 

AĢağıdaki önermede birim reel aralık üzerinde herhangi bir rezidual 

gerektirmeye göre tek elemanlı kapalı küme olmadığı gösterilecektir. 
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Önerme 2.2.13.   ,   - birim reel aralık,     öyle ki * +    olsun. Tüm 

*  +  ,   , tek elemanlı kümeleri kapalı olacak Ģekilde       kapanıĢ operatörü 

mevcut değildir. 

 

İspat: Farz edelim ki bir   rezidual gerektirmesi mevcut öyle ki   *  +  ,   ) tek 

elemanlı kümesi   dan elde edilen kapanıĢ operatörüne göre kapalı olsun. Bu takdirde 

    (*  +)  *  + 

dır. Böylece, *  +       (*  +)   (  *  +)  * (    ) |    + dır. Burada, her 

    için  (    )     olduğu elde edilir. * +    olduğundan bir       elemanı 

mevcuttur öyle ki      olup  (     )     dır. Özel olarak    
    

 
  ,   , 

alalım. Bu durumda       dır. Gerçekten,       olsa  
    

 
    olduğunda 

     elde edilir ki bu ise      olmasıyla çeliĢir.     en küçük R-gerektirme 

olduğundan,     (     )     (     )    olup bu ise      olmasıyla çeliĢir. 

Böylece, varsayım yanlıĢ olup böyle bir      kapanıĢ operatörü mevcut değildir.  

 

Önerme 2.2.14.   ,   - birim aralık,   ,   - ve   ,   -  ,   - bir  -

gerektirme olsun. Bu takdirde, her     için  

    (* +)  *   + 

dir. 

 

İspat: Önerme 2.2.9 ile * +    ve   * + alınırsa, 

      
( )        

(* +)  * +  * +  *   + 

elde edilir. ġimdi   kümesinin     gerektirmesi ve   kümesinden elde edilen kapanıĢ 

operatörünü belirleyelim. 

                         
(* +)     (  * +)  *   (   )  |     + 

                    *   (   )  |            +  *   (   )  |         + 

                           *   + 

dir. Diğer taraftan, herhangi bir   -gerektirme   için  

          

olduğu açıktır. Önerme 2.2.6 ile 

*   +        
(* +)      (* +)        

(* +)  *   + 
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olup      (* +)  *   + elde edilir. 

 

Uyarı 2.2.15.   ,   - ise Önerme 2.2.14 verilen ifadenin doğru olması gerekmez. 

AĢağıdaki örneği incelensin. 

 

Örnek 2.2.16.    ,   -,    0
 

 
  1 ve      olsun. Bu takdirde  

      
(* +)        

(* +) 

                  (  * +) 

                                                                    *   (   )  |    0
 

 
  1 3 

              * + 

               *   + 

olup önermedeki eĢitlik sağlanmaz. 

 

Önerme 2.2.17. (       ) bir tam kafes,     ve    ( ) olsun. En küçük 

rezidual gerektirme      yi ele alalım. Eğer        veya her    ,     * + 

için     ise bu takdirde   kümesi       
 ye göre kapalıdır. 

İspat: Bir (   ) tam kafesi üzerinde en küçük rezidual gerektirme 

   (   )  {
               
             

 

yi ele alınsın.        olsun. Bu takdirde her     ,     için     dır. 

Böylece,  

                              
( )  *   (   ) |         + 

                * |    + 

    

Her    ,     * + için     olsun. Bu takdirde    (   )    

olduğundan       
( )    olduğu açıktır. 

 

Önerme 2.2.18. (       ) sınırlı bir kafes,      ve       olsun. Eğer     

olacak Ģekilde     ve     elemanları mevcutsa 

      
( )    * + 

dir. 
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İspat:     olacak Ģekilde     ve     elemanlarının mevcut olsun. O halde,   

                             
( )     (   )  *   (   ) |         + 

                                         *    (   )  |     +  *    (   )  |          + 

                                       *    (   )  |             +  *    (   )|   

           + 

                                * +  *    (   )  |            +  

Ayrıca, *    (   )  |            +    olduğundan  

      
( )    * + 

elde edilir. 

 

Sonuç 2.2.19. (       ) sınırlı bir kafes,      ve    ( ) olsun. 

(i)     olacak Ģekilde     ve     elemanları mevcutsa herhangi 

bir rezidual gerektirmeden ve   kümesinden elde edilen kapanıĢ operatörü 

    ( )    * +. 

(ii) Her     ve     için     veya     ise herhangi bir rezidual 

gerektirmeden ve A kümesinden elde edilen kapanıĢ operatörü     ( )    veya   

    ( )    * + dir. 

Ġspat: 

(i)     olacak Ģekilde     ve     elemanları mevcut olsun. 

Önerme 2.3.6 ile 

  * +        
( )      ( )        

( )     * + 

elde edilir. Böylece     ( )    * +. 

(ii) Her     ve     için     veya     olsun.  Bu takdirde, 

        
( )      ( )        

( )     * +. 

Böylece     ( )    veya      ( )    * + elde edilir.  

 

Lemma 2.2.20. (       ) sınırlı bir kafes, T bir t-norm,       bir güçlü 

negasyon ve S, T nin N-dual t-konormu olsun. O halde        için  (   )       

   ( ) ve    ( ) için  (   )   ( ) dır. 

İspat:            için  (   )    olsun. O halde,    ( )   ( ) ve 

   ( )   ( ) dır. S, T nin N-dual t-konormu olduğundan, 
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                  (   )   ( ( )  ( ))   4 (. ( ( ))/  . ( ( ))/)5 

                                                             ( (   ))   ( )  

“ ,,         olmak üzere    ( ) ve    ( ) için  (   )   ( ) olsun.  

 (   )   . ( ( )  ( ))/   ( (   )) 

elde edilir.  (   )   ( ) olduğundan  (   )   ( ) olacak Ģekilde     

mevcuttur. Buradan   

 (   )   ( ( ))      

olduğu elde edilir. Böylece        için  (   )    dır. 

AĢağıdaki önermede QL-gerektirmelerinden elde edilen kapanıĢ operatörleri 

incelenecektir. 

 

Önerme 2.2.21. (       ) sınırlı bir kafes,       ve               , t-norm 

  , t-konorm    ve güçlü negasyon    ile elde edilen bir QL-gerektirmesi olsun. 

             , bir t-norm T ye göre (LI) yı sağlayan           den elde edilen bir kapanıĢ 

operatörüdür       ( )   bir kapanıĢ operatörüdür, burada 

 (   )    (     (  ( )  )), T nin   -dualidir. 

İspat:                    bir t-norm T ye göre (LI) yı sağlayan           den elde edilen 

bir kapanıĢ operatörü olsun. Önerme 7.3.9 (Baczynski ve Jayaram, 2008) ile,           

QL-gerektirmesi            (   )    (     (  ( )  )) t-konormundan ve S nin 

  -dualinin   olduğu    negasyonundan elde edilen bir (S,N)-gerektirmesidir. 

Böylece          (   )   (  ( )  ) ve Önerme 2.2.4 ten,    ( )   bir kapanıĢ 

operatörüdür. 

     (   )    (     (  ( )  )) T nin   -duali ve    ( )   bir kapanıĢ 

operatörü olsun. O halde  bir t-konorm S ve bir negasyon    ile elde edilen (S,N)-

gerektirmesi       t-norm T e göre (LI) özelliğini sağlar. Önerme 7.3.9 (Baczynski ve 

Jayaram, 2008) ile,           bir QL-gerektirmesidir ve bir t norm T ye göre (LI) yı 

sağlar. Ayrıca,           nin (NP) yi sağladığı aĢikârdır.               nin bir kapanıĢ 

operatörü olduğunu ispat etmek için,        için  (   )    olduğunu göstermek 

yeterlidir.    ( )   bir kapanıĢ operatörü olduğundan,       ( ) için  (   )  
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  ( ) dır. Lemma 2.2.20 ile,        için  (   )    dır. Böylece               bir 

kapanıĢ operatörüdür. 

 

Önerme 2.2.22. (       ) sınırlı bir kafes,       ve        bir pozitif t-konorm 

 , bir t-norm   ve bir negasyon   ile elde edilen bir QL-gerektirmesi olsun.        

için  (   )    olsun. Bu takdirde,           bir kapanıĢ operatörüdür. 

İspat: Önerme 2.6.7 (Baczynski ve Jayaram, 2008) ile             olduğundan ispat 

aĢikârdır. 

 

2.3. KapanıĢ Operatörlerinden Elde Edilen Sıralama Bağıntıları 

Bu bölümde, kapanıĢ operatörlerinden elde edilen (Karaçal ve Kesicioğlu, 

2011) deki sıralama bağıntılarının bir genellemesi olan ancak sıralama bağıntısı 

olmayan bir bağıntı verilecektir. Bu bağıntıyı sıralama bağıntısı yapan bazı durumlar 

üzerinde çalıĢılacaktır. KapanıĢ operatörlerinden elde edilen geniĢletilmiĢ sıralama 

bağıntılarının özellikleri tartıĢılacaktır. 

 

Önerme 2.3.1. (       ) sınırlı bir kafes,      bir F dönüĢümü ve        

kümesinden elde edilen bir kapanıĢ operatörü olsun. Bu takdirde        için 

      
         (* +) 

L  üzerinde bir quasi sıralama bağıntısıdır. 

 

İspat: F- kapanıĢ operatörü tanımı ile,  

   (   )   (  * +)      (* +) 

olduğundan       
  tir. Böylece yansıma özelliği sağlanır. 

       
  ve       

  olsun.        (* +) ve        (* +) dir.      
 

bağıntısının tanımından        mevcuttur öyle ki 

   (   ),      (   ) 

dir. F, G fonksiyonuna göre (LI) yı sağladığından, 

                                      (   )   (   (   )) 

                             ( (   )  )   (   )      (* +),       (   )    

olup       
  elde edilir. Böylece      

 bağıntısı geçiĢme özelliğini sağlar. 
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Önerme 2.3.2. (       ) sınırlı bir kafes,      bir   fonksiyon ve        

kümesinden elde edilen bir kapanıĢ operatörü olsun.   bir monoton fonksiyon ve  , 

  nın en büyük elemanı ise      
 bağıntısı L üzerinde bir sıralama bağıntısıdır. 

İspat: Önerme 2.3.1 ile      
 bağıntısının yansıma ve geçiĢme özelliklerini sağladığı 

açıktır.      
 nin bir sıralama bağıntısı olduğunu göstermek için ters simetrik 

olduğunu göstermek yeterlidir.       için       
   ve       

  olsun. Bu 

takdirde 

       (* +)   (  * +) ve        (* +)   (  * +) 

elde edilir.      nin tanımından       elemanları mevcuttur öyle ki 

   (   ) ve    (   ) 

tir.   nin monotonluğundan  

   (   )   (   )    ve    (   )   (   )    

olduğundan     elde edilir.      
 ters simetri özelliğini sağlar. Böylece      

, L 

üzerinde bir sıralama bağıntısıdır. 

 

ġimdi bu sıralama bağıntısını aĢağıdaki önermedeki gibi genelleĢtirelim.  

Önerme 2.3.3. (       ) sınırlı bir kafes,      bir   fonksiyonu ve       alt 

kümesinden elde edilen bir kapanıĢ operatörü olsun.   monoton ve  , Teorem 2.1.1 

deki koĢulları sağlayan monoton bir   fonksiyonuna göre sol nötrallik özelliğini 

sağlıyorsa, 

      
           öyle ki     * +  (* +) 

bağıntısı   üzerinde bir sıralama bağıntısıdır. 

 

İspat:   kapanıĢ operatörü tanımı ile  

   (   )    * +  (* +), 

olduğundan       
  dir.  

       
   ve       

  olsun. Buradan,         olacak Ģekilde         

vardır öyle ki     *  +  (* +) ve     *  +  (* +) tir. Bu takdirde    (    ) ve 

   (    ) dir. F nin monotonluğu ile 

   (    )   (   )    ve    (    )   (   )    

elde edilir. Böylece     dir.  
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ġimdi        
   ve       

  olsun. Buradan       olacak Ģekilde 

      vardır öyle ki     * +  (* +) ve     * +  (* +) dir. Böylece    (   ) 

ve    (   ) dir. (LI) ile  

   (   )   (   (   )) 

   ( (   )  )   (   )    * +  (* +),  

burada    (   )   (   )    elde edilir. Böylece      
 bağıntısı bir sıralama 

bağıntısıdır. 

 

Uyarı 2.3.4. 

(i) F ve G fonksiyonlarının yerine t-norm T alınırsa,      
 bir sıralama 

bağıntısıdır ve (Ġnce ve Karaçal, 2019) da verilen      
 sıralama bağıntısı ile çakıĢır. 

(ii) F ve G fonksiyonlarının yerine bir uninorm U alınırsa,      
 bir 

sıralama bağıntısıdır. (Karaçal ve Köroğlu, 2022) çalıĢmasında verilen, bir uninorm 

U ve bir alt küme ile oluĢturulan kapanıĢ operatöründen elde edilen bağıntı bir 

sıralama bağıntısı olmamasına rağmen, Önerme 2.3.3 te verilen bağıntı bir sıralama 

bağıntısıdır.  

(iii) Önerme 2.3.3. te verilen bağıntı  

      
       olacak Ģekilde     mevcuttur öyle ki      * +  (* +) 

olarak tanımlanırsa      
 nin bir sıralama bağıntısı olduğu açıktır. Bu durumda   ve 

  fonksiyonları yerine sırasıyla bir gerektirme I ve bir t-norm   alınırsa (Kesicioğlu, 

2018) daki    ve      
 sıralama bağıntıları arasında      

    iliĢkisi vardır. 

 

Önerme 2.3.5. (       ) sınırlı bir kafes,      
 Önerme 2.3.3 te tanımlanan 

sıralama bağıntısı olsun. G değiĢmeli ise her       için       
  ise her     

için  (   )      
 (   ) dir. 

İspat:       için       
  olsun. Bu takdirde      olacak Ģekilde     

mevcuttur öyle ki     * +  (* +) dir. Böylece    (   ) dir.   değiĢmeli 

olduğundan ve  ,   ye göre (LI) yı sağladığından 

         (   )   (   (   )) 

  ( (   )  ) 



53 

 

  ( (   )  ) 

  (   (   )) 

elde edilir. O halde  (   )   * +  (* (   )+) dir. Böylece,  (   )      
 (   ) 

elde edilir. 

ġimdi   üzerinde   nötral elemanlı   fonksiyonu ile elde edilen    

bağıntısını tanımlayalım: 

         mevcuttur öyle ki  (   )   . 

 

Önerme 2.3.6. (       ) sınırlı bir kafes ve      
 Önerme 2.3.3 te tanımlanan 

sıralama bağıntısı olsun.       için      ise her     için  (   )      
 (   ) 

dir. 

İspat:      olsun. Bu takdirde     mevcuttur öyle ki  (   )    tir. 

 (   (   ))   ( (   )  )   (   ) ve     olduğundan  (   )  

 * +  (* (   )+) dir. Böylece  (   )      
 (   ) elde edilir. 

ġimdi   dönüĢümü ve onun   eĢleniği ile elde edilen kapanıĢ operatörleri ile 

elde edilen sıralama bağıntıları arasındaki iliĢkiyi inceleyelim. 

 

Önerme 2.3.7. (       ) sınırlı bir kafes,      bir kapanıĢ operatörü ve      
 

Önerme 2.3.3 te tanımlanan sıralama bağıntısı olsun.      ,  ( )    olan 

sırakoruyan birebir ve örten bir dönüĢüm olsun. O halde her       için 

   
   ( )   

   ( )      
 ( ) dir. 

İspat:       için    
   ( )   

  olsun. Bu takdirde     olan      ( ) 

elemanı mevcuttur öyle ki    * +    (* +) dir. O halde 

    (   )     . ( ( )  ( ))/ 

olup 

 ( )   ( ( )  ( )) 

dir.      ( ) olduğundan  ( )    ve  ( )    ( )    olduğu açıktır. 

Böylece,  ( )   * ( )+   (* ( )+) dir. Yani,  ( )      
 ( ) elde edilir. 
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Tersine olarak,  ( )      
 ( ) olsun. Bu takdirde     olan bir     

vardır öyle ki   ( )   * +   (* ( )+) dir. Böylece,  ( )   (   ( )) elde edilir. 

Ayrıca     için    ( )      ( )   ,    ( )     ( ) olup 

         . (   ( ))/ 

                               ( . (   ( ))  ( )/) 

   (   ( )  ) 

elde edilir. Böylece    {   ( )}    (* +), yani    
   ( )   

  dir. 

AĢağıdaki önermede tanımlanan bağıntının bir sıralama bağıntısı olduğu 

Önerme 2.3.3 e benzer Ģekilde gösterilebilir. 

 

Önerme 2.3.8. (       ) sınırlı bir kafes,      bir F fonksiyonu ve       den 

elde edilen bir kapanıĢ operatörü olsun. Eğer   monoton ve  , Teorem 2.1.1 deki 

koĢulları sağlayan monoton bir   fonksiyonuna göre sol nötral eleman ise,  

      
      olacak Ģekilde     mevcuttur öyle ki     * +  (* +) 

bağıntısı   üzerinde bir sıralama bağıntısıdır. 

 

ġimdi bir F fonksiyonu ve onun  -dual fonksiyonundan elde edilen kapanıĢ 

operatörlerinin oluĢturduğu       
 ve    ( )   

 sıralama bağıntıları arasındaki iliĢkiyi 

inceleyelim. 

 

Önerme 2.3.9. (       ) sınırlı bir kafes,      kapanıĢ operatörü ve      
 Önerme 

2.3.3 te tanımlanan sıralama bağıntısı olsun.      ,  ( )    yi sağlayan güçlü 

bir negasyon olsun. Her       için  

      
   ( )    ( )   

 ( ) 

dir. 

İspat:       için       
  olsun. Buradan     olacak Ģekilde bir   

  mevcuttur öyle ki     * +  (* +) yani    (   ) dir.     için  ( )  

 ( )    ve  ( )   ( ) olduğu açıktır.  ( ( ))   ( ( ( ))  ( ( ))) 

olduğundan 
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             ( )   ( . ( ( ))  ( ( ))/) 

   ( ( )  ( )) 

dir. Böylece  ( )    ( )   
(* ( )+), yani  ( )    ( )   

 ( )  dir. 

Tersine olarak,  ( )    ( )   
 ( ) olsun.     olacak Ģekilde bir   

 ( ) mevcuttur öyle ki  ( )   * +   
(* ( )+), yani  ( )    (   ( )) dir. 

   ( ) olduğundan bir     mevcuttur öyle ki    ( ) dır.   negasyonu 

 ( )    eĢitliğini sağlayan güçlü negasyon ve  ( )      olduğundan      

dir.  ( )    (   ( )) eĢitliği kullanılırsa  ( )   . ( ( )  ( ( )))/  

 ( (   )) elde edilir. Buradan,    (   ) olup     * +  (* +) dir. Yani, 

      
  elde edilir. 
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3. SONUÇLAR VE ÖNERĠLER 

 

3.1. Sonuçlar 

1- L sınırlı kafesi üzerinde, bazı özelliklere sahip F fonksiyonu ve L nin A alt 

kümesi tarafından üretilen      kapanıĢ operatörü tanıtılmıĢtır. Böylece Ġnce 

ve Karaçal tarafından 2019 yılında yapılan çalıĢmada verilen kapanıĢ 

operatörü kavramı genelleĢtirilmiĢtir.  

2- KapanıĢ operatörlerinin genel formundaki fonksiyon yerine bir gerektirme 

alınarak I kapanıĢ operatörleri elde edilmiĢtir.  

3- Bir fonksiyon ve onun eĢleniği ve dual fonksiyonları tarafından elde edilen 

kapanıĢ operatörleri arasındaki iliĢkiler belirlenmiĢtir. 

4- Bazı özel (S, N)-gerektirmeleri ve özel alt kümeler tarafından üretilen kapanıĢ 

operatörleri belirlenmiĢtir. 

5- Bazı koĢullar altında rezidual gerektirmelerden elde edilen kapanıĢ 

operatörleri incelenmiĢtir. 

6- KapanıĢ operatörleri tarafından elde edilen, (Ġnce ve Karaçal, 2019) 

tarafından verilen sıralama bağıntısının genelleĢtirmesi olan bir bağıntı 

tanımlanmıĢtır. Bu bağıntıyı sıralama bağıntısı yapan bazı koĢullar 

belirlenmiĢtir. 

7- Kafeslerin alt kümeleri ve belirli özelliklere sahip bir fonksiyon ile 

tanımlanan kapanıĢ operatörlerinden elde edilen sıralama bağıntılarının 

özellikleri araĢtırılmıĢtır. 

 

3.2. Öneriler 

1- Ġki fonksiyonun kartezyen çarpımından elde edilen kapanıĢ operatörü ve 

fonksiyonların kapanıĢ operatörlerinin kartezyen çarpımları arasındaki iliĢki 

belirlenebilir. 

2- Teorem 2.1.1 de verilen Ģartları sağlayan baĢka diğer mantıksal 

operatörlerden elde edilen kapanıĢ operatörleri incelenebilir. 

3- KapanıĢ operatörlerinden elde edilen sıralamaların hangi Ģartlar altında bir 

cebirsel kafes yapısı oluĢturduğu araĢtırılabilir. 
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4- Bir mantıksal operatör ve onun  -eĢleniğinden elde edilen kapanıĢ 

operatörlerinden elde edilen cebirsel yapılar arasındaki iliĢkiler üzerinde 

çalıĢılabilir. 
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