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OZET

SINIRLI KAFESLER UZERINDE MANTIKSAL OPERATORLERDEN
ELDE EDILEN KAPANIS OPERATORLERI

Bu calismada sinirh kafesler lizerinde bazi 6zelliklere sahip fonksiyonlardan
elde edilen kapanis operatorleri incelenmistir. T-normlar ve uninormlardan elde
edilen T ve U kapanis operatorlerini genellestirmek amaglanmistir. Bir fonksiyon ve
onun eslenigi (dual fonksiyonu) tarafindan elde edilen kapanis operatorleri arasindaki
iliskiler incelenmistir. Ozel olarak R-, (S, N)-, QL- gerektirmelerinden elde edilen
kapanis operatorleri incelenmistir. Gerektirmelerden elde edilen kapanis
operatorlerine gore kiimelerin kapanisi incelenmistir. Kapanis operatdrlerinden elde
edilen siralamalar tanitilmis ve 6zellikleri tartisilmistir.

Anahtar Kelimeler: Gerektirme, Kapanis Operatorii, T-norm, Uninorm, Sinirl
Kafes, Siralama.
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ABSTRACT

CLOSURE OPERATORS CONSTRUCTED BY LOGICAL OPERATIONS
ON BOUNDED LATTICES

In this paper, closure operators obtained from functions having some
properties on bounded lattices are defined. By this way, it is aimed to generalize the
notions T and U-closure operations obtained from t-norms and uninorms,
respectively. The relationships between the closure operators obtained from
functions and their conjugacies (dual functions) are determined. In special cases, the
closure operations obtained from implications making closure operators from R-,
(S,N)-, QL- implications are determined. Also, the closures of the sets according to
the closure operations obtained from implications are studied. The orders obtained
from closure operators are introduced and the properties are discussed.
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GIRIS

Karl Menger tarafindan 1942°de yapilan ‘Statistical Metrics” (Menger, 1942)
adli galismayla tanitilan {iggensel normlar olasiliksal metrik uzaylar teorisi alaninda
biiylik bir 6neme sahiptir. Klasik {iggen esitsizliginin genellestirilmesiyle ortaya
cikan iicgensel normlar igin ilerleyen yillarda yapilan (Schweizer ve Abe Sklar,
1958) ¢alismalarla giiniimiizde de kullanilan t-norm aksiyomlar1 ortaya konmustur.

Ucggensel normlar bilgi bilimlerinin birgok dalinda énemli rol oynamaktadir.
Kismen sirali kiimeler ve sinirli kafesler tizerindeki t-normlar tizerine bir¢ok ¢alisma
bulunmaktadir. 1980 lerde bulanik kiime teorisinde kullanilmaya baslanan t-normlar
ve t-konormlar yardimiyla t-fuzzy cebirsel yapilar tanmimlanmistir. Klasik
gerektirmelerin fuzzy mantigina genellestirilmeleriyle fuzzy gerektirmeleri ortaya
cikmistir. 1991 yilinda yapilan g¢alismalarla (Ma ve Wu, 1991) t-norm kavrami L tam
kafesi lizerinde tanimlanarak, L tam kafesi tizerindeki gerektirmeler ile t-normlar
arasindaki iligkiler incelenmistir.

Mantiksal operatdrlerden siralama bagintis1 iiretme iizerine bir¢cok calisma
yapitlmistir. Yapilan ¢alismalarda (Karacal ve Kesicioglu, 2011) smirli bir kafes
uzerindeki t-norm, t-konorm, uninorm ve nullnormlardan elde edilen siralama
bagintilar1 incelenmistir. L sinirl kafesi iizerinde <y ile gosterilen t-kismi siralama
bagmtis1 tanimlanarak < ile <; arasindaki baglantilar aragtirilmistir. 2014 yilinda
yapilan ¢alismada (Kesicioglu, Mesiar, 2014) bir kafes tizerinde belirli 6zelliklere
sahip gerektirmelerden elde edilen siralama bagintilart incelenmistir. Kafes
tizerindeki siralama bagmtisi ve gerektirmelerden elde edilen siralama bagintisi
arasindaki iligkiler arastirilmistir. T-siralama bagintilar1 tarafindan elde edilen t-
normlarin simiflar1 iizerinde denklik bagintilar tartisilmistir. (Kesicioglu, Karacal ve
Mesiar, 2014).

Everett tarafindan 1943 yilinda yapilan “Kafeslerde Kapanig Operatorleri ve
Galois Teorisi” adli calismada (Everett, 1943) kismi sirali kiimeler {izerinde kapanis
operatorleri ¢alisilmistir. Yapilan baska bir ¢calismada (Dikranjan ve Giuli, 1986) tiim
kapanig operatorleri cesitlerini kapsayan bir notasyon sunduklari ifade edilmistir.
Caligmalarinda epimorfizmalar, mutlak kapali nesneler, bagimlilik-bagimsizlik gibi

c¢esitli kavramlar1 incelemislerdir.



“Kapanig Operatorlerinin Kategorik Yapisi” adli ¢caligmada (Dikranjen ve
Tholen, 1995) kapanis operatorlerinin cebir ve topolojide etkin bir sekilde
kullanilmasimin yani sira kapanis operatdrlerinin ¢ikis noktasinin analize dayandigi
ifade edilmistir. Ayrica kapanis operatorlerinin bilgisayar biliminde 6nemli bir rol
oynadigi gosterilmistir.

2011 yilinda yapilan ¢alismada (Burris ve Sankappanavar, 2011) kapanis
operatorleri tamimlanmistir. Kapanis operatorleri matematigin birgok alaninda teorik
kullaniminin yani sira etkin bir sekilde uygulamali olarak da kullanilmaktadir.
Kafesler, topolojik uzaylar, fuzzy kiimeleri, grafikler kullanildigi alanlara 6rnek
olarak verilebilir.

2019 yilinda yapilan calismada (Ince ve Karagal, 2019) L sinirh kafesi
tizerinde tanimli bir t-norm T ve en biiylik elemani iceren A € L kiimesi ile
olusturulan t-kapanis operatorleri ve t-kapanis operatorlerinin = 6zellikleri
incelenmistir. Baz1 6nemli t-kapanis operatdrlerine gére L nin kapali alt kiimeleri
belirlenmistir.

Karacal ve Koroglu tarafindan 2022 yilinda yapilan ¢aligmada (Karacal ve
Koroglu, 2022) bir uninormdan elde edilen principal topoloji tanitilmigtir. Ayrica bu
topoloji ile tanimlanan smirl kafes iizerinde siirekli ve kapali olan bir uninorm
incelenmistir. Sinirlt kafes {izerinde uninormlardan elde edilen bu principal topoloji
tarafindan belirlenen ve <y ile gosterilen siralama bagintist tamitilmistir. Sinirh
kafesler iizerinde t-normlar (t-konormlar) tarafindan elde edilen siralama bagntilar
incelenmistir.

Bu c¢alismada L sinirl kafesinin baz1 6zelliklere sahip bir A alt kiimesi ve F
fonksiyonu yardimiyla L kafesi {izerinde C,  kapanis operatorii tanimlanacaktir. Bu
tanimdan yola ¢ikilarak C,r kapamis operatoriiniin  t-kapams ve U-kapanis
operatorlerinin bir genellemesi oldugu gosterilecektir. Kapanis operatorii taniminda
F fonksiyonu yerine sirasiyla bir fuzzy gerektirmesi (t-konorm) alinarak sirasiyla I-
(S-) kapanis operatorii tanimlanacaktir.

Bir F dontisimii ve A alt kiimesinden elde edilen kapanis operatorii ile
sirastyla N(A) (¢ ~1(A) ) kiimesi ve F nin N-duali (¢-eslenigi) tarafindan elde edilen

kapanig operatorleri arasindaki iligki incelenecektir. Cy(a)r, kapanig operatoriine

gore kapali olan kiimeler belirlenecektir. L sinirli kafesi iizerinde bir A alt kiimesi ve



I gerektirmesinden elde edilen C4; kapanis operatoriiniin 6zellikleri incelenecektir.
Ca; kapamis operatorii, A alt kiimesinin ve | gerektirmesinin 6zel durumlar i¢in
aragtirilacaktir. L nin bir A alt kiimesi ve L siirh kafesi lizerinde bir (S,N)-
gerektirmesi tarafindan elde edilen kapanis operatorii ve N(A) alt kiimesi ve t-konorm
S tarafindan elde edilen kapanis operatdrleri arasindaki iliskiler incelenecektir. Ozel
gerektirmeler tarafindan iiretilen kapanis operatorleri arastirilacak ve bu kapanis
operatorlerine gore kapali olan kiimeler belirlenecektir. Herhangi bir rezidual
gerektirme tarafindan iiretilen kapanis operatdrlerine gore tek elemanli kapali kiime
olmadig1 gosterilecektir. QL- gerektirmeleri tarafindan elde edilen kapanis
operatorleri arastirilacaktir. C, » kapams operatérii tarafindan elde edilen, (Ince ve
Karagal, 2019) ¢alismasinda verilen siralama bagintisinin genellemesi olan baginti
tanimlanacaktir. Genellenmis siralama bagintisinin bir siralama bagintisi olmadigi ve
bu bagintiyr siralama bagintisi yapan bazi kosullar gosterilecektir. Siralama

bagitisinin 6zellikleri tartigilacaktir.



1. GENEL BIiLGILER
1.1. Kismen Sirah Kiimeler
Bu boliimiin hazirlanmasinda Lattice Theory (Birkhoff, 1967) kitabindan

yararlanilmistir.

Tanim 1.1.1. P bir kiime ve <, P iizerinde bir bagint1 olsun. Her x,y,z € P i¢in

Pl. x<x (Yansima)
P2. x<yvey<xisex=y (Ters Simetri)
P3. x<yvey<zisex<z (Gegisme)

sartlar1 saglanirsa, < bagmtisina P lizerinde bir siralama (veya kismen siralama)
bagintis1 denir. Uzerinde bir < siralama bagintist mevcut olan P kiimesine siral
kiime (veya kismen siral1 kiime) denir ve (P, <) ikilisi ile gosterilir.

Her x,y,z € P icin yansima ve gecisme Ozellikleri saglaniyorsa, <

bagmtisina P iizerinde bir quasi siralama bagintisi denir.

Eger x <y ve x # y ise x <y yazilir ve ‘x, y de 6z olarak igerilir’ olarak
ifade edilir. x < y bagintis1 y > x olarak da yazilir ve ‘y, x i igerir’ olarak ifade
edilir. Benzer sekilde x < y, y > x olarak da yazilir. Ayrica ‘x < y yanligise x £ y
yazilir. x £y ve y £ x ise ‘X ve y elemanlar1 kiyaslanamaz’ denir ve x || y ile

gosterilir.

Uyar: 1.1.2. (P, <) kismen siral1 bir kiime olsun.

Bir a € P eclemani her x € P i¢in a < x kosulunu saglayacak sekilde
mevcutsa bu elemanin tek oldugu agiktir. Boylece bu eleman (eger mevcutsa) 0 ile
gosterilir ve P nin en kii¢iik elemani olarak adlandirilir.

Bir b € P elemant her x € P igin x < b kosulunu saglayacak sekilde
mevcutsa 1 ile gosterilir ve P’ nin en biiylik eleman1 olarak adlandirilir. Boyle bir
eleman mevcutsa tek oldugu aciktir.

Eger 0 ve 1 elemanlart mevcutsa, her x € P i¢in 0 < x < 1 oldugundan 0 ve

1’e evrensel sinirlar denir.



Tanmim 1.1.3. (P,<) bir kismen sirali kiime olsun. Her x,y € P i¢cin x < y veya
y < x ise (P, <) kismen sirali kiimesine tam sirali kiime veya zincir denir.
Tamm 1.1.4. (P,<;) ve (Q,<,) iki kismen sirali kiime olsun. 6:P — Q
doniistimiine sira korur doniisiim veya izoton denir:< Her x,y € P igin x <, y ise
0(x) <, 6(y) dir.

(P,<;) ve (Q,<,) kismen sirali kiimelerine izomorftur denir:< Her
x,y €EP ic¢in O(x) <, 0(y) & x <,y saglayacak sekilde birebir ve Orten bir
0:P — Q doniistimii mevcuttur. (P, <;) ve (Q, <,) kismen sirali kiimeleri izomorf

ise bu durum P = Q ile gosterilir.

Tanim 1.1.5. (P ,<) bir kismen sirali kiime, X € P ve a € X olsun. Eger x < a
olacak sekilde x € X mevcut degil ise a elemanina X kiimesinin bir minimal elemani
denir. X kiimesinde maksimal eleman dual olarak tanimlanir.

En kii¢iik eleman bir minimal eleman ve en biiyiik eleman da bir maksimal

elemandir. Ancak tersinin dogru olmasi1 gerekmez.

Tamm 1.1.6. (P, <) kismen sirali bir kiime ve X € P olsun.

(i) a € P eleman1 ve her x € X i¢in x < a kosulunu sagliyorsa a elemanina X
kiimesinin bir iist simir1 denir. X kiimesinin iist sinirlarinm kiimesi X ile gosterilir. a,
X in bir st smir1 olmak tizere, X in herhangi bir ¢ {ist smr igin a < ¢ ise, a
elemanina X kiimesinin en kiiciik {ist sinir1 veya supremumu denir. a = supX veya
a =V X ile gosterilir.

(i) b eP eleman1 ve her x € X icin b < x kosulunu sagliyorsa b
elemanma X kiimesinin bir alt sinir1 denir. X kiimesinin alt sinirlarinin kiimesi X ile
gosterilir. b, X in bir alt sinir1 olmak {izere, X in herhangi bir d alt sinir1 i¢in d < b
ise, b elemanina X kiimesinin en bilyiik alt sinir1 veya infimumu denir. b = infX

veya b =A X ile gosterilir.

1.2. Kafesler
Bu boliimiin hazirlanmasinda Lattice Theory (Birkhoff, 1967) kitabindan

yararlanilmistir.



Tamm 1.2.1. (P,<) kismen sirali bir kiime olsun. Her x,y € P i¢in sup{x,y} ve
inf{x,y} mevcut ise P ye kafes denir.

P kafesinde x,y € P i¢in x Vy :=sup{x,y} ve xAy:=inf{x,y} ile
gosterilir.

Eger (P,<) bir kafes ise vV ve A islemleri P {izerinde ikili islemlerdir.

Dolayisiyla (P,V,A) bir cebirsel yapidir.

Tamim 1.2.2. Bir L kafesine tam kafes denir:<> L nin her X alt kiimesi L de bir en
kiigiik iist sinira ve bir en biiylik alt sinira sahiptir, yani her X € L alt kiimesi i¢in
supX veinfX, L de mevcuttur.

Ozel olarak Tanim 1.2.2 de X = L alindiginda bostan farkli her tam kafesin
en kii¢iik elemaninin ve en biiylik elemaninin mevcut oldugu goriiliir. Bu nedenle her

tam kafes sinirlidir. Her sonlu kafes tam kafestir. Keyfi bir zincir kafestir.

Tamm 1.2.3. L bir kafes ve X € L olsun. X alt kiimesine L kafesinin bir alt
kafesidir denir:< Hera,b € X icinaAb € X veaV b € X dir.

Bir kafeste bos kiime ve tek elemanli alt kiimeler alt kafestir. Daha genel
olarak, (L,<) bir kafesve a,b € L i¢in a < b ise [a,b] :={x €L |a < x < b} ile

tanimlanan [a, b] kapali aralig1 bir alt kafestir.

Tamim 1.2.4. (P,<;) ve (Q,<,) iki kismen sirali kiime olsun. P ve Q kismen sirali
kiimelerinin P X Q = {(x,y) | x € P,y € Q} seklinde tanimlanan P X Q kartezyen
carpim kiimesi her x;,x, € P ve y;,y, € Q igin

(x1,¥1) < (X2,¥2) © X1 <1 X ve Y1 <3 ¥
bagintisi altinda kismen sirali bir kiimedir. Bu (P X Q,<) kismen sirali kiimesine P

ve Q kismen sirali kiimelerinin direkt ¢arpim kiimesi denir.

Teorem 1.2.5. L ve M iki kafes olsun. L X M direkt carpim1 da yine bir kafestir.
Burada (x4, y;), (x2,¥,) € L X M igin

(x1, ¥y V (x2,¥2) = (x1 VX2, y1 V ¥2)

(x1, y1) A (x2,¥2) = (%1 Axg, 1 AY2)
dir.



Lemma 1.2.6. P kismen siral1 bir kiime olsun. Infimum ve supremum islemleri (eger

mevcutsa) her x, y, z € P i¢in asagidaki 6zellikler saglanir:

L1 x Ax = x, xVx=x, (Idempotent)
L2.xAy=yAx, xVy=yVx, (Komiitatif)
L. (xAy)Az=xA(YAz), xVy)Vz=xV(yV2z) (Birlesme)
LA xA(xVy)=xV(xAy)=x. (Yok etme)

Ustelik x <y ifadesi x Ay=x ve xVy=y esitliklerinin her birine
denktir.

Lemma 1.2.7. P, 0 evrensel alt sinirina sahip kismen sirali bir kiime ise her x € P
icin0Ax =0 ve 0Vx = xdir. Dual olarak P, 1 evrensel iist sinirina sahip ise her

x€PicinxAN1=x ve xVvV1=1dir.

Teorem 1.2.8. (L, <,AV) bir kafestir & A ve v ikili islemleri L1-L4 ozelliklerini

saglar.

Lemma 1.2.9. Herhangi bir kafeste infimum ve supremum islemleri siray1 korur, yani
bir L kafesinde x,y, z € L igin
y<zise xAy<xAzve xVy<xVz

saglanir.

Lemma 1.2.10. L bir kafes olsun. Her x,y,z € L,
xAN(yVvz)=ZxAy)V(xAz)
xVAz)S(xVy)A(xV2z)

esitsizlikleri saglanir.

Lemma 1.2.11. L bir kafes olsun. Her x,y,z € L igin modiiler esitsizlik olarak
bilinen
x<zisexV(yAz)<(xVYy)Az

esitsizligi saglanir.



Teorem 1.2.12. Keyfi bir L kafesinde asagidaki ifadeler denktir:
L5 . Herx,y,z€Ligcinx A(yvz)=(xAy)V (xAZz),
L5". Herx,y,z€ LicinxV(yAz)=(xVy)A(xVz).

Tamm 1.2.13. Bir kafese dagilmali kafes denir:< L5’ ozelligi (boylece L5")

saglanir.

Tanmim 1.2.14. L Dbir kafes olsun. L kafesine modiiler kafes denir: < Her x,y,z € L
i¢cin
L6. x <z isexV(yAz)=(xVYy)Az

saglanir.

Tanmm 1.2.15. L smirh bir kafes ve x,y € L olsun. y elemanina x elemanimnin
komplementi denirie xAy =0 ve xVy=1 dir. Bu durumda x elemaninin
komplementi x’ ile gosterilir. Eger bir kafesin her elemaninin komplementi mevcut

ise boyle kafeslere komplementli kafes denir.

Tamim 1.2.16. x € L elemanina bir atom denir :& x, L\{0} kiimesinin bir minimal

elemanidir.

Tamim 1.2.17. x € L elemanina bir koatom denir (< x, L\{1} kiimesinin bir

maksimal elemanidir.

Tamim 1.2.18. L siirhi kafes olsun. L kafesine Boole kafesi denir: & L dagilmali ve

komplementli bir kafestir.

Teorem 1.2.19. L bir Boole kafesi olsun. Her x € L elemaninin bir tek x’
komplementi mevcuttur. Ustelik her x,y € L igin

L7. xAx'"=0 ve xvx' =1,

L8. (x")' = x,

L. (xAy) =x"Vy ve (xVy) =x"Ay'

ozellikleri saglanir.



Tanmim 1.2.20. L bir tam kafes. X € L olsun. X e L nin bir tam-alt kafesi denir :

Her A € X,V A, A A elemanlar L de tanimlandiklar1 haliyle X te mevcutturlar.

Ornek 1.2.21. L = [-1,1] X = {x € R| x| < g} u{-1,1} A= (og) C X icin X

te VyA=1dirfakat L de V;A = § oldugundan X L nin tam-alt kafesi degildir.

Uyar: 1.2.22. L bir tam kafes, X alt kiimesi L nin herhangi bir tam-alt kafesi olsun.
@ € X oldugundan, tam-alt kafesin tanimina gére A@ =1, V@ =0 € X olup X alt

kiimesi L nin evrensel sinirlarini icermek zorundadir.

1.3. Ucgensel Normlar
Bu bolimiin hazirlanmasinda Triangular Norms (Klement, Mesiar ve Pap,

2000) kitabindan yararlanilmistir.

Tamm 1.3.1. L smurhi bir kafes olsun. T:L? » L fonksiyonuna bir {iggensel norm

(kisaca t —norm) denir:< Her x,y, z € L igin

Q) T (x, T (y, z)) =T(T(x,y),2) (Birlesme)
(i) TCy)=Tyx) (Degisme)
@) x<yise T(x,2) <T(y 2) (Monotonluk)
(iv) T(x,1)=x (Sinir sarti)

sartlar1 saglanir.

Uyar: 1.3.2. T, [0,1] birim aralig1 {izerinde bir t-norm olsun.
Her T t-normu her x € [0,1] i¢in
T(0,x) =T(x,0) =0
T(1,x) =x

esitliklerini saglar. Bu esitliklere ilave sinir sarti denir. Bdylece her t-norm [0,1]?
birim kare {izerinde ¢akisiktir.



Bir T t-normunun ikinci bilesene gbére monotonlugu, (T1) birlesme ve (T3)
monotonluk Ozellikleri ile tanimlanir. Bu monotonluk her iki bilesene gore

monotonluga denktir; yani

X; <X Ve y; Sy, ise T(x,y1) < T(x2,¥2)

saglanir.

Ornek 1.3.3. [0,1] birim aralik {izerinde baz1 6zel t-normlar;

Tw(x,y) = min(x, y); (Minimum)
Tp(x,y) = x.y; (Carpim)
T, (x,y) = max(x +y — 1,0); (Lukasiewicz)
_{ 0 (x,y) € [0,1]? ,
Tp(x,y) = { min(x, y), AT (Drastik ¢arpim)
olarak verilir.
Tanim 1.3.4.

Q) T, ve T, ikit-norm olsun. Eger her x,y € [0,1] i¢in
T, (x,y) < T,(x,y) esitsizligi saglaniyor ise Ty, T, t-normundan daha zayiftir veya
denk olarak T, T; t-normundan daha giiglidiir denir ve bu durum T; < T, ile
gosterilir.

(i) T, <T,veT,#T, iseyaniT; <T, vebir (xy,y,) € [0,1]? icin
T (x0, Vo) < Ty(x9,V0) IS, bu durum T; < T, ile gosterilir.

Uyart 1.3.5.
(1) T, [0,1] birim aralig1 iizerinde bir t-norm olsun. Her x, y € [0,1] i¢in
T(x,y) <T(x,1)=xveT(x,y) <T(1,y) =yolup
T(x,y) <min(x,y) = Ty(x,y)
dir. Boylece, Ty, minimum t-normu en giiglii t-normdur. [0,1]? nin sinirlar1 {izerinde
her t-norm ¢akisik ve her x,y € (0,1) igin T(x,y) = 0 = Tp(x,y) oldugundan T}
drastik ¢arpimi en zayif t-normdur. Bu durumda keyfi T t-normu i¢in
Ty <T <Ty

esitsizligi saglanir.
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(i)  Acgik¢a T) < Tp oldugundan dort temel t-norm arasinda
Ty < T, <Tp < Ty
iliskisi mevcuttur.
Onerme 1.3.6. (0,1) € A € [0,1] bir kiime ve *: A2 — A, A lizerinde bir ikili islem
ve her x,y,z € A igin (T1)-(T3) 6zellikleri ile birlikte

x*y < min(x,y)

Ozelligi saglansin. O halde

o xxy, (x,y) € (A\ {1})?,
Toy) = {min(x, ), AT

ile tanimlanan T:[0,1]2 — [0,1] doniisiimii bir t-normdur. Ustelik, T nin, (4 \

{1})? e kisitlanis1, * isleminin (A \ {1})? ne kisitlanisi ile aymi olan tek t-normdur.

Tamm 1.3.7. Her x,y,z € [0,1] igin (T1)-(T3) ve x xy < min(x,y) ozelliklerini

saglayan bir F: [0,1]%> — [0,1] fonksiyonuna bir t-altnorm denir.

Agcik olarak her t-norm bir t-altnormdur, fakat tersinin dogru olmasi gerekmez:
ornegin, sifir fonksiyonu, yani F(x,y) = 0 ile verilen F:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu

bir t-altnormdur fakat bir t-norm degildir.

Sonug¢ 1.3.8. F bir t-althorm ise

F(x,y), (x,y) € [0,1)?,
min(x,y), AT

T(x,y) = {
ile tantmlanan T: [0,1]> — [0,1] fonksiyonu bir t-normdur.
Onerme 1.3.9. (Klement vd., 2000)

(i) Her x€[0,1] i¢in T(x,x) = x esitligini saglayan tek t-norm Ty,
minimum t-normdur.

(i)  Her x €[0,1) igin T(x,x) =0 esitligini saglayan tek t-norm Tp
drastik ¢carpimudr.
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Uyart 1.3.10 (Klement vd., 2000)
Q) Her t-norm T (T2) birlesme kurali ve indiiksiyon ile asagidaki n-li
isleme genisletilebilir. Yani, her (x4, x5, ..., X,,) € [0,1]™ n-siralisi i¢in

TiLyx; = T(T{5 Xy )
dir. Eger 6zel olarak x; = x, = -+ = x,, = x ise kisaca
x;") =T(x,x,..,x)

yazilir. Bu durumda x;O) =1 ve x%l) = x olarak tanimlanir.

(i) [0,1] in elemanlarinin her (x;);ey dizisi yani (x;);ey € [0,1]Y
i¢in

o9} — 1i n
T;2yx; = lim T2, x;
n—oo

ile tanimlanir.

(ili)  Keyfi bir I indis kiimesi ve her (x;);¢; € [0,1]' igin, yani [0,1] in
elemanlarmin  her (x;);g; ailesi ic¢in asagidaki ifade iyi tanimhdir ve

T2, x; = lim,_ T;2;X; nin bir genellemesidir:

Tic1x; = inf {7}"=lxij| (xil,xiz, ...,xik), (x;);eymn sonlu alt ailesidir}.
Ornek 1.3.11. Ty minumum ve T,, ¢arpim t- normlarinin n-li geniglemelerinin
Ty (%1, x5, ey X)) = min(xq, x5, ..., X)),
Tp(xq, X, ooy Xp) = [ x;,

oldugu agiktir. T; Lukasiewicz t-normunun ve Tp drastik c¢arpiminin n-li

genislemeleri
TL(x11x21 ---)xn) = maX(Z?:lxi - (n - 1)1 0)1
X x; =1,Vj #iise
T X2, e, =" J ' ’
seklindedir.
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Tamm 1.3.12. L sinirlt bir Kafes, T: L? — L bir t-norm, ¢: L — L birebir, orten, sira
korur doniigiim olsun. Her x,y € L i¢in

T () = ¢ (T (0 (x), ()
olarak tanimlanan T,,: L - L déniistimii bir t-normdur. Bu t-norma T nin ¢ eslenigi

denir.

Tanmim 1.3.13. T bir t-norm olsun.

(i) Bir a €[0,1] elemanina T nin bir idempotent elemanidir denir : &
T(a,a) =a dir. 0 ve 1 her t-norm i¢in idempotent elemanlar olup bu elemanlara
trivial idempotent elemanlar denir. (0,1) deki idempotent elemanlar ise trivialden
farkli idempotent elemanlar olarak adlandirilir.

(i)  Bir a € (0,1) elemanina t-norm T nin nilpotent elemani denir : <
dn € N oOyleki a(Tn) = 0 dir.

(iii)  Bir a € (0,1) elemanma T nin sifir boleni denir : < 3b € (0,1)
oyleki T(a,b) = 0 dir.

Tamm 1.3.14. (Casasnovas ve Mayor, 2008) T, sinirhi bir L kafesi {izerinde bir t-
norm olsun. Bir x € L elemanina T nin bir sifir boleni denir : <& x Ay # 0 ve
T(x,y) = 0 olacak sekilde bir y € L eleman1 mevcuttur. T nin sifir bdlenlerinin

kiimesi Z (T) ile gosterilecektir.
Eger Z(T) = @ ise T ye sifir bolensiz denir.

Tamm 1.3.15. (Casasnovas ve Mayor, 2008) Sinirl1 bir L kafesi tizerindeki bir t-norm
T e boliinebilirdir denir : & x < y olan her x,y € L i¢in x = T(y, z) olacak sekilde

bir z € L mevcuttur.

Tamm 1.3.16. (Casasnovas ve Mayor, 2008) Sinirli bir L kafesi iizerinde bir t-norm T
alalim. Bir x € L elemanma T nin idempotent elemanidir denir : & T(x,x) = x

esitligi saglanir.

Onerme 1.3.17. (De Baets, 1995) T, [0,1] iizerinde bir t-norm olsun. T béliinebilirdir

< T stureklidir.
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Tanim 1.3.18. L smrh bir kafes olsun. S:L? — L fonksiyonuna bir iiggensel konorm

(kisaca t —konorm) denir :< Her x,y, z € L igin

0] S (x, Sy, z)) =S(S(x,y),2) (Birlesme)
(i)  SC,y)=S,x) (Degisme)
(i) y<ziseS(xy) <S(xz) (Monotonluk)
(iv) S(x,0) =x (Sinir sart1)

sartlar1 saglanir.

S(x,y) = 1ikenx = 1 veyay = 1 ise bu t-konorma pozitif t-konorm denir.

Ornek 1.3.19. [0,1] birim aralik iizerindeki bazi1 6zel t-konormlar:

Su(x,y) = max(x,y) (Maksimum)

Sp(x,y) =x+y—xy (Istatistiksel toplam)

S.(x,y) = min(x +y,1) (Lukasiewicz t-konorm)
_ 1, (x,y) € [0,1[? .

Sp(x,y) = {max(x, ), AT (Drastik toplam)

olarak verilir.

Onerme 1.3.20. (Klement vd., 2000) S:[0,1]> — [0,1] bir ikili islem olsun. S bir t-
konormdur < Bir T t-normu her x,y € [0,1] i¢in
Sx,y)=1-T(A—x,1—-y)

olacak sekilde mevcuttur.

Uyari 1.3.21.
(i) S:[0,1]> — [0,1] bir t-konorm ise
Tx,y)=1-S(1—-x,1—-y)
ile tanimlanan T:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu bir t-normdur.
(i) (Ty, Sy), (Tp,Sp), (T, S.) ve (Tp,Sp) ikiser tarzda birbirine dual t-norm
ve t-konorm ciftleridir.
(iii) S:[0,1]> — [0,1] bir t-konorm olsun. Her x € [0,1] igin
S(1,x) =S(x,1) =1,
S(0,x) = x,
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ilave smir sartlart olarak adlandirilan esitlikler saglanir. Boylece, tiim t-konormlar
[0,1]? nin smir {izerinde gakigiktir, yani ayn1 degeri alirlar.

(iv) Duallik siralamayi degistirir; yani T; ve T, t-normlan i¢in Ty < T, ve
Si, T; t-normuna ve S,, T, t-normuna karsilik gelen dual t-konormlar ise S; = S,
dir. Her S t-konormu igin

Sus<S<Sp

dir. Yani S, maksimum t-konormu en zayif, S, drastik toplam en giicli t-
konormdur. Temel dort t-konorm i¢in asagidaki iliski mevcuttur:

Sy <Sp < S, <Sp.

(v) Verilen bir t-konorm S igin (xq,x5,..x,) € [0,1]" n-siralilarina,
(x)ien € [0,1]N dizilerine ve I keyfi kiime olmak iizere (x;);e; € [0,1] ailelerine
genisletme islemi asagidaki gibidir:

SIx; =SS x, %) = S(xq, Xz, 0o X)),

[oe] il . n
SiZix; = limy o S{Z1 X,

Sie;X; = Sup {Sjk:lxijl (xil, .., xl-k), (x;)ie; nn sonlu alt ailesidir}.

X1 =Xy =+ =X, =X oldugunda S(x,x,:--,x) yerine kisaca xs(n) yazilir ve
her x € [0,1] i¢in xs(o) =0 ve xél) = x olarak tanimlanir.

Tamm 1.3.22. (L, <,0,1) sinirhi bir kafes olsun. N: L — L fonksiyonuna negasyon

denir:< Her x,y € L igin

(N1) x <yise N(y) < N(x),
(N2) N(O)=1veN(1) =0

sartlar1 saglanir.

Tamm 1.3.23. N:L — L negasyonuna giiglii negasyon deniri< Her x € L igin
N(N(x)) = x dir.

Asagidaki gibi verilen N~ ve N* doniistimleri herhangi bir L kafesi tlizerinde
negasyonlar olup herhangi bir N negasyonu icin N~ < N < N7 oldugu agiktir.
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Tamm 1.3.24. (L, <,0,1) smurl bir kafes, T ve N, L kafesi {izerinde sirastyla bir t-
norm ve giiclii negasyon olsun. Her x,y € L i¢in

S(x,y) = N(T(N(x),N(¥)))
olarak tanimlanan S: L? - L bir t-konorm olup bu t-konorma t-norm T nin N-dual t-

konormu denir.

1.4. Fuzzy Gerektirmeleri
Bu bolimiin hazirlanmasinda “Fuzzy Implications” (Baczynski ve Jayaram,

2008) kitabindan yararlanilmistir.

Tanim 1.4.1. L sinirh bir kafes olsun. I: L2 — L fonksiyonuna bir gerektirme denir:<
Her x,x;,y,y; € L igin

(11) x; < x,isehery € L igin I(x1,y) = 1(x5,y),

(12) y;, < y,iseherx € Ligin I(x, y;) < 1(x,y,),

(13) 1(0,0) = 1,
(14)1(1, 1) = 1,
(15) 1(1,0) = 0,

sartlar1 saglanir.

Bu c¢alismada L kafesi iizerinde tanimlanan tiim fuzzy gerektirmelerinin

kiimesi F; ile gosterilecektir.

Tamm 1.4.2. (L, <,0, 1) sl bir kafes olsun. I: L — L gerektirmesine

Q) Sol nétrallik 6zelligini saglar denir: < Her y € L i¢in

I(Ly) =y (NP)
dir.
(i)  Yer degistirme 6zelligini saglar denir: < Her x,y,z € L igin
I(x, 1(y, z)) = I(y, I(x, z)) (EP)
dir.
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(iii)  Birt-norm T ye gbre importasyon kuralini saglar denir : <
Her x,y,z € L i¢cin
I(x,1(y,2)) = I(T(x,y),2) (Lh
dir.

Her bir I fuzzy gerektirmesinin x = 0 ve y = 1 noktalarinda ¢akisik oldugu
aciktir, yani herhangi bir I fuzzy gerektirmesi asagida verilen sol ve sag smir sartini
saglar:

1(0,y) =1, y € [0,1] (Sol simir sart1) (LB)
I(x,1) =1, x € [0,1] (Sag sinir sart1) (RB)
Simdi herhangi bir I fuzzy gerektirmesinin sol ve sag smir sartlarini
sagladigini gosterelim.
Her ,y € [0,1] i¢in 0 < y olup 1 =1(0,0) < I(0,y) oldugundan 1(0,y) =
1 dir.
Diger taraftan, her x € [0,1] i¢in x <1 olup 1=1(1,1) <I(x,1)

oldugundan I(x,1) = 1’dir.

Ornek 1.4.3. Tablo 1. de literatiirde sik¢a kullamlan 9 temel fuzzy gerektirmesi

listelenmistir.
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Tablo 1. 9 Temel Fuzzy Gerektirme

Lukasiewicz I1x(x,y) =min(1,1 —x + y)
Godel (1, x<y
leo(,y) = {y, x>y
Reichenbach Ipc(x,y) =1—x+xy
Kleene-Dienes Igp(x,¥) = max(1l —x,y)
1, X<y
X
Rescher (1, x=<y
IRS(x'y)_{ O, x>y
Yager (1 x=0 ve y=0
IYG(x’y)_{yx, x>0 veya y>0
Weber 1, x<1
Iyp(x,y) = { y, x =
Fodor (1 X<y
IFD(x’y)_{maX(l—x,y), x>y
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Tanim 1.4.4. (Baczynski ve Jayaram, 2008) I;,I, € F; olmak {lizere, I;,I, den daha
zayiftir denir : < her (x,y) € [0,1]7 i¢in I (x,y) < L,(x,y) dir.

Ornek 1.4.5. 9 temel fuzzy gerektirmeleri arasinda asagidaki iliskiler s6z konusudur:
Ixp <lIge <Iix < Ilysg.
Ips <lIgp <lge <Lk <Ilyp.
Iy <lIpe <Iix <lyp.
Ixp <Ipp <Iix < lyp.
Ins <lIgp <Ipp <I1x < Iyp.

Onerme 1.4.6.

(1, x=0veyay=1
IO(x’y)_{O, x>0 ve y<1

(0, x=1ve y=0
Il(x’y)_{l, x<1 veya y >0

fonksiyonlar1 sirastyla [0,1] tizerinde tamimli en kiigiik ve en biyik fuzzy
gerektirmeleridir.
Ispat : 1, : [0,1]> — [0,1] fonksiyonunun en kiigiik fuzzy gerektirmesi oldugunu
gosterelim.

I € F; keyfi olsun.
x =0veyay =1 ise sol smur sartt ile I(0,y) =1 =1, (0,y) ve sag sinir sart1 ile
1(x,1) =1=1I,(x,1) dir.
x # 0vey # 1 olsun. Bu takdirde I, (x,y) = 0 < I(x,y) dir. Boylece her (x,y) €
[0,1]?> icin I, (x,y) < I(x,y) oldugundan I, < I dir.

1, in en biiyiik fuzzy gerektirme oldugunu gosterelim. I € F; keyfi olsun.
x=1vey=0 ise I(1,0) =0 =1I; (1,0) oldugu agiktir.
x<1veyay>O0olsun. I(x,y) <1=1; (x,y) dir. Boylece I <I; oldugu elde

edilir.

19



Tamm 1.4.7. (Baczynski ve Jayaram, 2008) I bir fuzzy gerektirmesi ve ¢:[0,1] —
[0, 1] doniistimii 1-1, Orten, artan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde
I, 6, y) =07 (1 (9, o))

ile tanimlanan fonksiyona I nin ¢-eslenigi denir.

Tamm 1.4.8. (Baczynski ve Jayaram, 2008) Bir I: [0,1]? — [0, 1] fonksiyonu (11),
(13) ve (I5) ozelliklerini sagliyorsa, N;: [0,1] — [0, 1]

N;(x) = I(x,0), x € [0,1]
olarak tanimlanan fonksiyon bir fuzzy negasyondur. Bu fonksiyon I tarafindan elde

edilen negasyon veya I nin dogal negayonu olarak adlandirilir.

Tamm 1.4.9. (Baczynski ve Jayaram, 2008) (L, <, 0,1) smurli bir kafes olsun.
I: 1? > L fonksiyonuna (S, N)-gerektirmesi denir :< Bir t-konorm S ve bir
negasyon N:L — L

I(x,y) =S(N(x),y), xy€L
olacak sekilde mevcuttur. N gii¢lii negasyon ise I gerektirmesine S-gerektirme denir.

Tanmm 1.4.10. (Baczynski ve Jayaram, 2008) I € F; ve N bir negasyon olsun. Her
x,y,Z €L i¢in,

(i) I fuzzy gerektirmesi “N negasyonuna gore zit simetri dzelligini ” CP(N)
saglar denir. : & I(x,y) = I(N(y), N(x)) dir.
(i) I fuzzy gerektirmesi “N negasyonuna gore sol zit simetri 6zelligini

L — CP(N) saglar denir. : & I(N(x),y) = I(N(y), x) dir.

2

2

(i) I fuzzy gerektirmesi “N negasyonuna gore sag zit simetri 6zelligini

R — CP(N) saglar denir. : & I(x,N(y)) = I(y, N(x)) dir.

Teorem 1.4.11. (Baczynski ve Jayaram, 2008) Is v bir (S, N)- gerektirmesi ise
(i) Isy € F;ve (NP) ve (EP) i saglar.
(i) Nz, = Ndir,
(iif) N giiclii negasyon ise Iy gerektirmesi L- CP(N~1) i saglar.

(iv) N giiclii negasyon ise Ig y gerektirmesi CP(N) i saglar.
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Tamm 1.4.12. Bir I:[0,1]? - [0,1] fonksiyonuna bir R-gerektirme (Rezidual
gerektirme) denir : & Bir t-norm T mevcuttur dyle ki
I[(x,y) =sup{t € [0,1]| T(x,t) <y} x,y € [0,1]

saglanir. Bir t-norm T ile iiretilen bir R-gerektirme I ile gosterilir.

Tamm 1.4.13. Bir 1:[0,1]? - [0, 1] fonksiyonuna bir QL-fonksiyonu denir : < Bir
T t-normu, bir S t-konormu ve bir N fuzzy negasyonu i¢in

10, y) = S(N(x), T(x,)) x,y € [0,1]
esitligi saglanir. Eger I, (T, S, N) ii¢liisii ile elde edilen bir QL gerektirme ise I g y ile

gosterilir.

Onerme 1.4.14. I s i bir QL fonksiyonu ise,
() Insy (12), (13),(14), (15),(NC), (LB) ve (NP) yi saglar.
(i) Ny, =N

Tanim 1.4.15. (Karagal ve Kesicioglu, 2011) L sinirlt bir kafes ve T, L iizerinde bir t-
norm olsun. <; bagmtisi her x,y € L i¢in
x<ry ©3L€lLoylekiT(?,y) =x

olarak tanimlanir.

Onerme 1.4.16 (Karacal ve Kesicioglu, 2011) L sinirh bir kafes ve T L {izerinde bir t-
norm olsun. Bu takdirde, (L, <) kismen siral1 bir kiimedir.
Onerme ile verilen <; siralama bagmtisma t-norm T den elde edilen t-

siralama (liggensel siralama) denir.

Onerme 1.4.17. (Karagal ve Kesicioglu, 2011) (L,<,0,1) sirh bir kafes, T L
tizerinde bir t-norm ve <7, t-norm T den elde edilen kismen siralama bagntis1 olsun.

Eger x <y yise x < y, yani ;< dir.

Tamm 1.4.18. L sinirh bir kafes, S, L izerinde bir t-konorm olsun.

xX<gy 3L €LoylekiS({,x) =y
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t-konorm S i¢in S-kismi siralama olarak tanimlanir.

Tanmim 1.4.19. (L, <,0,1) sirh bir kafes, U € U(e) bir konjaktif uninorm ve I U ya
gore (LI) y1 saglayan bir gerektirme olsun. x,y € L i¢in
x<;y 3¢ <eoylekil(f,x)=y.

1.5. Uninormlar
Tamm 1.5.1. (Karagal ve Mesiar, 2015) (L, <, 0, 1) smirh bir kafes olsun. U: L? — L,
ikili iglemine L iizerinde bir uninorm denir : < U degismeli, birlesmeli, her iki
degiskene gore artan ve e € L birimlidir.

e =1 (e =0) oldugunda U fonksiyonunun bir t-norm (t-konorm) oldugu
aciktir. Bir U uninormuna U(1,0) = 0 olmasi1 durumunda konjanktif ve U(1,0) = 1
olmast durumunda disjanktif uninorm denir.

U(e), e birimli uninormlar kiimesi olarak adlandirilir.

Tamm 1.5.2. (Baczynski ve Jayaram, 2008) U,,;, smifindaki e € (0,1) birim

elemanli bir U uninormu asagidaki gibi verilir.

[ er(2) (0y) € [0,e]’
U(x,Y)=! e+(1—e).S()1C:Z, 31]:2) ,(x,y) € [e, 1]?
min(x,y) JALT.

Upmax simifindaki e € (0,1) birim elemanli bir U uninormu asagidaki gibi

verilir.
!f e.7(.2) ,(x,y) € [0,e]?
UCr,y) = e+(1—e).S()16:Z, }1]:2) ,(x,y) € e 1]?
max(x,y) JALT.

Onerme 1.5.3. (Karagal ve Mesiar, 2015) (L, <,0,1) bir sinirli kafes, e € L\ {0,1}
ve e birim elemanina sahip L iizerinde U uninorm olsun. Asagidaki ozellikler

saglanir:
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(i) x ANy<U(x,y)<xVy, (x,y) € A(e).

(i) Uy <x (x,y) € L x [0,e€].
(i) Uxy) <y, (x,y) €[0,e] X L.
(iv) x<U(xy), (x,y) € L x [e,1].
V) y=<Ulxy), (x,y) € [e,1] X L.

Onerme 1.5.4. (Karagal ve Mesiar, 2015) (L, <,0,1) smurh bir kafes, e € L ve U, L
uzerinde e notral elemanli uninorm olsun. O halde

(i) T*=U| [ge2:[0,€]* = [0,e],[0,e] iizerinde bir t-normdur.

(i) S*=U| (o1 :[e,1]* = [e,1] [e, 1] iizerinde bir t-konormdur.

Teorem 1.5.5. (Karagal ve Mesiar, 2015) (L, <,0,1) smurh bir kafes ve e € L\ {0,1}

olsun. [0, e]? iizerinde bir T, t-normu ve [e, 1]? iizerinde bir S, t-konormu i¢in

((Te(x,y), (x,y) € [0,e]? ise
x (x,y) €[0,e] x (e, 1] U (e, 1] X [0, e] ise
U(x,y) =19 v, x €[0,e],y € I, ise
[ x,y € [0,e], x || eise
1, AT
ve
S.(x,y), (x,y) € [e,1]? ise
XAy, (x,y) € [0,e) X [e,1] U [e, 1] X [0, e) ise
US(x’ y) = y:

x €le 1],y ll e ise

y€lel],x |l e ise
AT

olarak tanimlanan Uy, Ug: L? — L déniisiimleri L {izerinde uninormlardir.

X,
0,

Tamim 1.5.6. (L, <,0,1) sinirh bir kafes ve U € U(e) olsun. Her x,y € L i¢in

x,y €[0,e] ve U(k,y) = x olacak sekilde k € [0, e] mevcutsa,
x<yy<e { x,y €le 1] veU(x, 1) =y olacak sekilde [ € [e, 1] mevcutsa,
(x,y) € L* vex < yise,

olarak tanimlanan baginti bir siralama bagmtidir, burada I, = {x € L|x |l e} ve

L*=[0,e] X [e,1] U [0,e] X I, U [e,1] X [0,e] U [e,1] X I, Ul, X [0,e] U I, X
e, 1]V I, X I,.
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Tamm 1.5.7.N:[0,1]? - [0,1] ikili islemine bir nullnorm denir :& N degismeli,
birlesmeli, azalmayan ve Vx € [0,1] i¢in N(x,a) =a olan a € [0,1] sifirlayan
elemana sahiptir dyle ki:

Q) N(x,0) =x, Vx € [0,a]
(i) N(x,1) = x, Vx € [a,1].

Agikca, a = 0 ise N bir t-norm, a = 1 ise N bir t-konormdur.

V(a), a sifirlayanina sahip tiim nullnormlarin kiimesi olarak adlandirilir.

Boylece uninormlar ve nullnormlar t-norm ve t-konormlarin birer genellestirmesidir.
Tamm 1.5.8. (L, <,0,1) smurh bir kafes ve V € V(a) olsun. x,y € L igin

x,y € [0,a] veV(k,x) =y olacak sekilde k € [0, a] mevcutsa,
x<yye < x,y €la,1]veV(y,1) = x olacak sekilde [ € [a, 1] mevcutsa,
(x,y) €L* vex < yise,

olarak tanimlanan bagint1 bir siralama bagintist olup bu siralama bagintisina V-
siralama bagmtisi denir, burada I, = {x € L|x || a} ve L* = [0,a] X [a, 1] U [0,a] X

I,U[a, 1] x[0,a] VU [a,1] xI,Ul, X [0,a]lUI, X [a,1]U I, X I,.

1.6. Kapams Operatorleri
Tamim 1.6.1. (Burris ve Sankappanavar, 2011) L bir kiime, X,Y € L olsun. Asagidaki
ozellikleri saglayan C:P (L) — P (L) doniisiimiine L iizerinde bir kapanig operatorii
denir : &

(C1) X c CX).

(C2)X cYiginC(X) <€ C(Y).

(C3) Cc(C(X)) =CX).

C(X) =X ise L nin bir X alt kiimesi kapali alt kiime olarak adlandirilir. Kismen

siralama bagintis1 olarak kiime kapsama bagntis1 alinirsa L nin kapali alt

kiimelerinin kismen sirali kiimesi L ile gosterilir.
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Teorem 1.6.2. (Burris ve Sankappanavar, 2011) A kiimesi lizerinde bir kapanis

J\cwn=[cw

operatorii C olsun. O halde

iel iel

ve
\/ e =cd Jan
iel iel

islemleriyle L, bir tam kafestir.

Teorem 1.6.3. (Burris ve Sankappanavar, 2011) Her tam kafes C kapanis operatoriine

gore kapali olan alt kiimelerinin kafesine izomorftur.

Tamim 1.6.4. (Burris ve Sankappanavar, 2011) A kiimesi tizerinde tanimli bir C
kapanis operatoriine bir cebirsel kapanis operatoriidiir denir : < her X € A i¢in

C(X)=U{C(Y):Y € X ve X sonlu}.

Tamm 1.6.5. (Burris ve Sankappanavar, 2011) C, A kiimesi tizerinde cebirsel kapanis
operatorii ise Lo cebirsel kafestir ve L. nin kompakt elemanlar1 X in A kiimesinin

sonlu bir alt kiimesi olan C(X) kapali kiimeleridir.

Tamim 1.6.6. (Burris ve Sankappanavar, 2011) C, A {izerinde bir kapanis operatorii ve
Y A nin kapali bir alt kiimesi ise C(X) =Y esitligini saglayan X kiimesine Y nin
ireten kiimesi denir. Y i¢in sonlu bir tireten kiime varsa Y kiimesine sonlu tretilen
kiime denir. Eger X, Y yi iiretiyorsa ve X in hicbir 6z alt kiimesi Y yi liretmiyorsa X €

minimal iireten kiime denir.

Sonug¢ 1.6.7. (Burris ve Sankappanavar, 2011) C, A iizerinde bir cebirsel kapanig

operatorii olsun. A nin sonlu iiretilen alt kiimeleri L, nin kompakt elemanlaridir.

Teorem 1.6.8. (Burris ve Sankappanavar, 2011) Her cebirsel kafes C cebirsel kapanig

operatorii iizerinde A kiimelerinin kapali alt kiimelerinin kafesine izomorftur.
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1.6.1. T-normlardan Elde Edilen Kapanis Operatorleri
Teorem 1.6.1.1. (ince ve Karagal, 2019) (L, <,0,1) smirh bir kafes, AS L, 1 € A ve
T t-norm L {izerinde her x,y € A i¢in T(x,y) € A olan bir t-norm olsun. Her
X € P(L) igin
CA,T(X) =T(X,4)
olarak tanimlanan C,r: P(L) » P(L) doniisiimii L izerinde bir kapanis

operatoridiir.

Uyart 1.6.1.2. (Ince ve Karagal, 2019) C4; nin kapams operatorii olabilmesi igin A

kiimesi L nin bir alt kafesi olmak zorunda degildir.

Ornek 1.6.1.3. (Ince ve Karagal, 2019) Ug elemanli bir M = {a, b, c} kiimesinin tiim
alt kiimelerinin kafesini ele alalim. L tizerinde

L=(PWM),coMnU), A={0{a},{b},M} ve T =T,
olsun. Boylece her X € P (L) i¢in C,7(X) = To(X,A) dir. 1 € A ve her x,y € A i¢in
Tr(x,y) € A oldugundan, C4 7 nin L iizerinde bir kapanis operatorii oldugu agiktr.
Fakat A L nin bir alt kafesi degildir. Ciinkii {a}, {b} € A fakat {a} U {b} € A dir.

Tamm 1.6.1.4. (Ince ve Karagal, 2019) Teorem 1.6.1.1 de verilen C,r kapanis

operatdriine L iizerinde bir t-kapanis operatorii denir.

Uyari 1.6.1.5. Smurh bir L kafesi iizerinde C4 7 kapanis operatorii ele alinirsa, her
X € P(L) i¢in
G0 = | Car (0

xX€EX

dir. Boylece L sinirh kafesi iizerinde tanimli tiim t-kapanis operatdrleri (A ve T nin
yardimiyla) cebirseldir. Bu sebeple C,r(X) yerine, Cur ({x}) (x € X) kiimeleri
tizerinde calisilabilir.

Onerme 1.6.1.6. (Ince ve Karagal, 2019) (L, <, 0,1) siurh bir kafes ve C,7 L

tizerinde bir t-kapanis operatorii olsun. Lc,,, T ikili islemi altinda kapalidir, yani her

XY € Lc,, i¢in T(X,Y) € L, dir.
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Onerme 1.6.1.7. (Ince ve Karagal, 2019) C4 1 L simirli kafesi iizerinde bir t-kapanis
operatorii olsun. A = {1} olmasi igin gerek ve yeter sart L nin tiim alt kiimelerinin t-

kapanis operatorii C4 7 ye gore kapali alt kiimeler olmasidur.

Sonug 1.6.1.8. (Ince ve Karagal, 2019) C, 7, L simirl kafesi iizerinde bir t-kapanis

operatérii olsun. A = {1} & L¢,, = P(L) denkligi saglanir.

Onerme 1.6.1.9. (Ince ve Karacal, 2019) L sinirh kafesi {izerinde en zayif t-norm

0, (x,y) € L\{1}
Ty (x, y) =
XAy, AT

g0z Oniine almsin. O halde, t-kapanis operatorii C4 1,

X u {0} 1€X,
Car, () =4 XUAU{0} (X
A {1} = X.

dir.
Sonu¢ 1.6.1.10. (Ince ve Karacal, 2019) L smirli kafesi iizerinde bir Carp kapanis
operatoriinii géz 6niine alsin. {1} € A € L i¢in
LCA,TD ={XeP(L):0eXve(AcSXyadalegX)}
dir.

Onerme 1.6.1.11. (Ince ve Karacal, 2019) L = ([0,1],<) reel birim aralik ve
A = [0,1] olsun. O halde, her x € L i¢in

Crtt) = {2 T =Ty

denkligi saglanir.

Onerme 1.6.1.12. (Ince ve Karagal, 2019) L = ([0,1], <) reel birim aralik ve 1 € A
olacak sekilde A &L olsun. {1} & A ise C4r ye gore kapali olan tek elemanh

herhangi bir X = {x,} <€ [0,1] alt kiime yoktur.

27



Onerme 1.6.1.13. (ince ve Karacal, 2019) (L, <,0,1) bir tam kafes, A € L ve
X € P(L) olsun. L lizerinde en biiyiik t-norm olan her T,(x,y) = x Ay gbz 6niine

almsin. VX < AAise X, Cy 7, t-kapanis operatdriine gore kapalidir.

Uyart 1.6.1.14. (Ince ve Karacal, 2019) Onerme 1.6.1.13 iin tersinin dogru olmasi

gerekmez.

Ornek 1.6.1.15. (Ince ve Karagal, 2019) L = ([0,1], <) reel birim kafesi géz 6niine
alinsin. a € 10,1[, A = [a, 1] igin L tizerinde T =T, olsun. X =[a,(a+1)/2] €
P(L) eleman i¢in, C4 7, (X) = X yani X kapahdir fakat VX £ AA.

Onerme 1.6.1.16. (Ince ve Karagal, 2019) L = ([0,1], <) reel birim kafesi gz dniine
alinsin. 1 € A olacak sekilde A € [0,1] olsun. [0,1] {izerinde tiim Ty, T, t-normlar1
i¢in Cyr, = C41, © A={1} veya A={0, 1} dur.

Onerme 1.6.1.17. (Ince ve Karacal, 2019) L = ([0,1], <) reel birim kafesi goz 6niine
almsin ve A = [0,1] olsun. 1 € X ise her X € P(L) i¢in

CA,T(X )=A
dir.

1.6.2. Uninormlardan Elde Edilen Kapanis Operatorleri
Onerme 1.6.2.1. (Karagal ve Koroglu, 2022) L smirh bir kafes ve U, L iizerinde e
notral elemanli bir uninorm olsun. A kiimesi, e € A ve U(A4, A) € A olacak sekilde L
nin bir alt kiimesi olsun. Her X € P(L) i¢in
Cya(X) =U(X, 4)
olarak tanimlanan Cy 4 : P(L) — P(L) operatorii L {izerinde bir topolojik kapanis

operatorudiir. Cy 4 aksi belirtilmedigi stirece C ile gosterilecektir.
Tamm 1.6.2.2. (Karagal ve Koroglu, 2022) C(X) = X ise L nin bir X alt kiimesine

kapali alt kiime denir. L nin tiim kapali alt kiimelerinin ailesi { = {C(X): X € L} ile

gosterilir.
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Onerme 1.6.2.3. (Karagal ve Koroglu, 2022) C(X), X € L nin bir kapanist olsun. O
halde ¢ = {L\C(X) : X € P(L)} L iizerinde bir topolojidir.

Onerme 1.6.2.4. (Karacal ve Kéroglu, 2022) {, ailesi keyfi kesisim 6zelligini saglar
yani { nin { X: A € I} keyfi alt ailesi i¢in

c (ﬂ XA) =[x

Ael Ael
dir.
Tamm 1.6.2.5. (Karagal ve Koroglu, 2022) U, L sinirli kafesi iizerinde e notral
elemanina sahip bir uninorm ve A kiimesi, e € A ve U(A,A) € A olacak sekilde L

nin bir alt kiimesi olsun. x <y y & x € C({y}) bagintisina U-preorder denir.
Onerme 1.6.2.6. (Karagal ve Koroglu, 2022) U, L sinirh kafesi iizerinde bir t-norm

(veya t-konorm) ve A kiimesi, e € A ve U(A4,A) € A olacak sekilde L nin bir alt

kiimesi olsun. O halde, < bir siralama bagmtisidir.
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2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. F-Kapams Operatorleri

Bu boliimde kafeslerin alt kiimeleri ve bazi 6zelliklere sahip dontistimler
kullanilarak sinirlt kafesler iizerinde kapanis operatorleri tanimlanacaktir. Ayrica bir
doniisiim tarafindan elde edilen kapanis operatorii ile onun eslenigi (duali) tarafindan
elde edilen kapanis operatorleri arasindaki iliskiler incelenecektir.

Asagidaki teoremde bir alt kiime ve bir doniisiim tarafindan elde edilen
kapanig operatdrleri sinirli kafesler tizerinde insa edilecektir.
Teorem 2.1.1. (L,<,0,1) smirhi bir kafes, F: L? - L bir doniisim ve e € A C L
olsun. Eger

Q) F:L? — L doniisiimii e elemanma gore (NP) yi sagliyorsa

(i)  F dondsimi, e birimli ve her x,y € A igin G(x,y) € A kosulunu
saglayan bir G doniistimiine gore (LI) y1 sagliyorsa her X € P (L) igin

CA,F(X) =F(4,X)

ile tanimlanan C4 p: P (L) — P (L) doniistimii bir kapanis operatoriidiir.

Ispat: (Cl) X € P(L) ve y € X keyfi olsun. F, e elemanina gore (NP) yi
sagladigindan ve e € A oldugundan
y = F(e,y) € F(4,X) = Cap(X)
olup X € C, r(X) elde edilir. Boylece (C1) 6zelligi saglanir.
(C2) X,Y eP(L) i¢ginX<SY olsun. we F(A,X) keyfi alahm. Bu takdirde,
a € A, x € X elemanlart w = F(a, x) olacak sekilde mevcuttur. X € Y oldugundan
w= F(a,x) € F(A,Y) olup
CA,F(X) =FAX)< FAY) = CA,F(Y)

dir. Yani (C2) ozelligi saglanir.
(C3) Oncelikle G(A4,A) = A oldugunu gosterelim. e € A oldugundan a = G(e,a) €
G(A,A)ile AC G(A A) elde edilir.

Tersine u € G(A4, A) olsun. Bu takdirde, x,y € A elemanlar1 mevcuttur dyle
Kiu= G(x,y) € A dir. Buradan G(A4,A) < A olup G(A, A) = A elde edilir.
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Simdi her X € P(L) igin C, (CA’F (X)) = €, »(X) oldugunu gosterelim. (LI)
ozelligi ve G(A,A) = A ile
Car (Car(X)) = Cop(F(A X)) = F(A,F(4,X))
= F(G(A,A),X) = F(A,X) = C4 x(X)
oldugu yani (C3) 6zelliginin saglandig: elde edilir.

Tamm 2.1.2. Teorem 2.1.1 de verilen C4  kapanis operatdriine L iizerinde A ve F ile

belirlenen “F-kapanis operatorii” denir.

Ornek 2.1.3. (L,<,0,1) sekil 1 de verilen kafes diyagrami olsun. L nin A =

{0, a, b, 1} alt kiimesi, Tablo 1 ve Tablo 2 de verilen F ve G doniisiimlerini alalim.

N\
N/

Sekil 1. (L, <)

Tablo 2. F Fonksiyonu

F 0 a b c 1
0 1 1 1 1 1
a 0 1 b 1 1
b 0 a 1 1 1
c 0 a b 1 1
1 0 a b c 1
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Tablo 3. G Fonksiyonu

G 0 a b C 1
0 0 0 0 0 0
a 0 a 0 a a
b 0 0 b b b
C 0 a b C C
1 0 a b C 1

F ve G fonksiyonlari ve A alt kiimesi i¢in Teorem 2.1.1 deki sartlar saglanir.

Boylece Cy4 ¢ L tizerinde bir kapanis operatoriidiir.

Uyar1 2.1.4.

(i) Eger C4r kapanis operatorii L smirli kafesi iizerinde bir F-Kapanis
operatori ise o halde her X € P (L) i¢in Cy r(X) = Uyex Cor({x}) dir. Béylece (A
ve F yardimiyla) L sinirli kafesi {izerine tanimlanan tiim F-kapanis operatorleri
cebirseldir. Bu sebeple, bu ¢alismada genel olarak C4 ¢ (X) yerine C,r({x}) (x € X)
kiimeleri {iizerinde calisacagiz. Kismen siralama bagintisi olarak kiime kapsama
bagintist alinirsa L nin kapali alt kiimelerinin kismen sirali kiimesi L, . ile gosterilir.

(ii) Teorem 2.1.1 de F ve G doniisiimleri yerine t-norm T alalim. Her x,y € A
icin T(x,y) € A oldugunda Teorem 2.1.1 de verilen sartlarin saglandigi agiktir.
Boylece, x,y € A i¢in T(x,y) € A olmast durumunda A kiimesinden ve t-norm T
den elde edilen C,; kapanis operatorii (Ince ve Karagal, 2019) galismasinda
tanimlanan kapanis operatorii ile ¢akigir.

(iii) Teorem 2.1.1 de F ve G doniistimleri yerine L tizerinde € notral elemanli
bir uninorm U almirsa, U(4,A) € A saglandiginda Teorem 2.1.1 deki sartlarin
saglandig1 goriiliir. Boylece, Cy 4 kapanis operatorii (Karagal ve Koroglu, 2022)
calismasindaki kapanig operatorii ile ¢akisir.

(iv) Teorem 2.1.1 de F ve G doniisiimleri yerine t-konorm S alalim. Her
x,y €A icinS(x,y) € A oldugunda Teorem 2.1.1 de verilen sartlarin saglandigi

agiktir. Boylece bir A kiimesinden ve bir t-konorm S den elde edilen C4 g operatorii

32



bir kapanis operatdrii olup bu kapanis operatoriine “S-kapanis operatorii” denir. Bu

durumda S-kapanis operatorii asagidaki gibi tanimlanir.

Tanmim 2.1.5. (L, <,0,1) sinirh bir kafes, A € L, 0 € Ave S, L lizerinde x,y € A igin
S(x,y) € A olan bir t-konorm olsun. Her X € P (L) igin

CA,S(X) =S5(X,4)
olarak tanimlanan C4¢ : P(L) — P (L) kapanis operatoriine “S-kapanis operatorii”

denir.

Uyart 2.1.6. Teorem 2.1.1°de F ve G doniisiimleri yerine sirastyla bir I- gerektirmesi
ve bir T t-normunu alalim. Bu takdirde Teorem 2.1.1 de verilen sartlar altinda A ve I
ile elde edilen C4; operatériiniin bir kapanis operatorii oldugu agiktir. Bu sekilde A
kiimesi ve I-gerektirmesi ile tanimlanan C,; kapanis operatoriine “I-kapanis
operatori” denir.

Bu durumda A kiimesi ve I-gerektirmesinden elde edilen C,; kapanis

operatorili asagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 2.1.7. (L,<,0,1) smurh bir kafes, AS L, 1€ A ve [,L iizerinde bir
gerektirme olsun. I gerektirmesi (NP) yi ve her x,y € A i¢in T(x,y) € A kosulunu
saglayan bir t-norm T ye gore (LI) y1 sagliyorsa
Cat(X) = 1(A,X)
ile tanimlanan C4; : P (L) — P (L) kapanis operatériine “I-kapanis operatorii” denir.
Bu ¢alismada C4  bir kapanis operatorii olarak alindiginda Teorem 2.1.1 de
verilen sartlara uygun F ve G doniisiimlerinin mevcut oldugu, (i) ve (ii) sartlarinin

saglandigi kabul edilecektir.

Onerme 2.1.8. (L,<,0,1) smirh bir kafes ve C4p P(L) iizerinde bir F-kapanis
operatdrii olsun. Eger G degismeli ise L¢, . kiimesi F doniisimi altinda kapalidir,

yani her X,Y € L, . i¢in F(X,Y) € L, . dir.
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Ispat: X,Y € Lc,,, olsun. Bu durumda, Cur(X)=F(4,X)=X ve Cur(Y)=
F(A,Y) =Y dir. F doniisimii G ye gore (LI) y1 sagladigindan ve G degismeli
oldugundan
Car(FX,Y)) = F(A F(X,Y))

=F(G(A,X),Y)

=F(G(X,A),Y)

=F(X,F(4Y))

=F(X,Y)
elde edilir. Boylece F(X,Y) € L¢, . olup L¢,, F doniisiimii altinda kapalidur.

Sonug¢ 2.1.9. (L, <, 0, 1) sinirh bir kafes olsun.
Q) Cy4,; operatori P (L) tizerinde bir kapanis operatorii olsun. Bu takdirde
Lc,,, I-gerektirmesi altinda kapalidir.
(i) Cas bir kapanis operatdrii olsun. Bu takdirde, L¢, ; t-konorm S altinda
kapalidir.
fspat.‘
Q) X,Y € L¢,, olsun. Bu durumda, C,;(X) = I(4,X) = X ve
Ca (V) = I(A,Y) =Y dir.
Ca(ICX, 7)) =1(A4,1(X, 7))
=I1(T(A4,X),Y)
=I1(T(X,A),Y)
=1(X,1(A,Y))
=I1(X,Y)
elde edilir. Boylece I(X,Y) € L¢,, olup L¢,,, I-gerektirmesi altinda kapahdur.
(i) XY € L¢, olsun. Budurumda, C, s(X) = S(A,X) = X ve (4 5(Y) =
S(A,Y) =Y dir. S birlesme 6zelligine sahip oldugundan
Cas(SX, 7)) =S(4,S(X, 7))
=S(S(4,X),Y)
=SX,Y)
elde edilir. Boylece S(X,Y) € L¢, ¢ olup L¢, ¢, S t-konormu altinda kapalidir.
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Asagidaki onermede bir F doniisiimii ve A alt kiimesinden elde edilen kapanis
operatorii ile N(A) kiimesi ve F nin N-duali tarafindan elde edilen kapanis

operatorleri arasindaki iligki incelenecektir.

Onerme 2.1.10. (L, <,0,1) sinirh bir kafes, F L iizerinde e elemanma gore (NP)
Ozelligini saglayan bir fonksiyon ve Fy, N(e) = e olan F nin N-dual fonksiyonu
olsun. Bu takdirde,

Cy r bir kapanig operatoriidiir < Cy(g),r, bir kapanis operatoriidiir.

Ispat: “ =,, C, & bir kapanis operatorii olsun. e € A ve e = N(e) € N(A) oldugundan
e € N(A4) dir.

()  yeN(A) igin,

Fy(e,y) =N (F(N(e),N(»)) = N (F(e,N(»)) = N(N»)) = y.

(i)  F, endtral elemanhi ve x,y € A i¢in G(x,y) € A olan G fonksiyonuna

gore (LI) y1 saglasin. Bu takdirde,
Fy(x, Fy(y,2)) = Fy (x N (F(N(y),N(z))))

=N <F (N(x),N (N (F(N(y)'N(Z)))>>>

=N (F (N(x),F(N(y),N(z)))) =N (F(G(N(x).N(y)),N(Z)))

= Fy(N(GING), N()), z) = Fy(Gn(x,7),2).
Boylece Fy, Gy ye gore (LI) o6zelligini saglar. x,y € N(A) olsun. Bu takdirde,
x = N(a) ve y = N(b) olacak sekilde a, b € A vardir.

Gy(x,y) = N(GIN(x),N(¥))) = N(G(a, b)) € N(A)
ve

Gu(e,y) = N (G(N()LNG))) = N(G(e,N))) = N(NG)) = y.
Boylece Cy(a),r, bir kapanis operatortidiir.

“ &,, Cy(a)Fy bir kapanis operatorii olsun. e € A min Fy nin nétral elemam

oldugu agiktir.
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Q) x € A olmak iizere N(x) =y € N(A) olup Cy(a),F, bir kapanis
operatorii oldugundan
Fy(e,y) =y
dir. y=Fy(e,y) =N (F(N(e),N(y))) olup esitligin her iki tarafinin N ile
goriintiisii alinirsa

N(y) = F(N(e),N(¥))
oldugu boylece

X = N(N(x)) =N(y) = F(N(e),N(y)) =F(e, x)
elde edilir.

(i)  x,y,z €A olsun. Bu taktirdke N(x),N(y),N(z) € N(A) olup

Fy(N(x), Fy(N(y),N(2))) = Fy(Gy(N(x), N(»)), N (2))
dir. Buradan,

v <F (N(zv(x)),N (v (r (v e (Z))»)))
o)

oldugu elde edilir. N gii¢lii negasyon oldugunda
F(x,F(y,2)) = F(G(x,y),2)
esitligi saglanir.
a,b € Aolsun. N(a), N(b) € N(A) olup Cy(a),r, bir kapanis operatorii oldugundan
Gy(N(a),N(b)) € N(A) dir. Buradan
N (G (N(N(a)),N(N(b)))) = N(G(a, b)) € N(A)
olup G(a, b) € A oldugu elde edilir.
x € Aolsun. N(x) € N(A) ve Gy N(e) birimli oldugundan
Gy(N(e),N(x)) = N(x)
dir. Buradan N(x) = N (G (N(N(e)),N(N(x)))) = N(G(e,x)) olup G(e,x) =x
elde edilir.

Boylece C4  bir kapanis operatoriidiir.
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Sonraki onermede Fy, F nin N-duali olmak {iizere Cyca)r, kapanis

operatoriine gore kapali kiimeleri belirleyecegiz.

Onerme 2.1.11. (L, <,0, 1) sirh bir kafes, F L iizerinde bir doniisiim, Fy, F nin N-
duali ve C, bir kapanis operatorii olsun. Bu takdirde
X) ={NXIX €L, }

LCN(A),FN

Ispat: X € L¢, , olsun. Bu takdirde, C, r(X) = X dir.
Ccayry (NCO) = Fy(N(A), N(X))
=N (FV(N@),N(N X))
=N(F(4,X))
= N (Car (X))
= N(X)

olup N(X) € LCN(A),FN dir. Boéylece { N(X)| X € L¢, .} € LCN(A),FN dir.

Y €Lc, ) Fy olsun. N giiglii oldugundan bir X € P (L) mevcuttur dyle ki
N(X) =Y dir.

Buradan Cyayry (Y) = Cyeayry (N(X)) = N(X) olup Fy(N(A4),N(X))
N (X) dir. Boylece

N(F(4,X)) = N (F(N(N (), N(N(X))) )
= Fy(N(4), N(X))
= N(X).
N giiglii oldugundan F(4,X) =X, yani X € L¢,, dir. Boylece Loy iy S

{NX)| X €L, 4.} Oldugu elde edilir.

Asagidaki 6nermede bir A alt kiimesi ve bir F donilisiimiinden elde edilen
kapanis operatorii ile @ 1(A) kiimesi ve F nin @-eslenigi tarafindan elde edilen

kapanis operatorleri arasindaki iliski incelenecektir.
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Onerme 2.1.12. (L,<,0,1) smirh bir kafes, F doniisiimii L iizerinde € ye gore sol
noétrallik 6zelligini (NP) saglayan bir doniisiim ve ¢ L {izerinde 1-1, orten ve sira
koruyan bir doniisiim olsun. Bu takdirde,

Cy,r bir kapanis operatoridir & Cy-1(y), Fp bir kapanis operatoriidiir.
Ispat: “=,, C4  bir kapanis operatorii olsun. F fonksiyonu e elemanima gére (NP) yi

sagladigindan F(e,y) = y dir.
R0 @) = 07 (F (0(07 () 0)))
=97 (Fe,p»)))

=97 (o)
=Yy
dir. F,, @~ (e) elemanima gore (NP) yi saglar. C4 r bir kapanis operatorii oldugundan,
F donlisimii x,y € A i¢in G(x,y) € A olan G doniisiimiine gére (LI) y1 saglar.
x,y € @~1(A) olsun. Bu takdirde ¢(x),¢(y) € A oldugundan G(¢(x),p(y)) € A
dir. Boylece 7 (G(p(x),9())) € 9~1(4) ile G, (x,y) € 9'(4) elde edilir
Ayrica, e € A oldugundan ¢ ~1(e) € ¢~ 1(A) oldugu agiktir.
Simdi Fy, nin G, ye gore (LI) y1 sagladigim gosterelim. x,y,z € A igin

Fp (. (0,2)) = Fy(t, 07 (F (0 (1), 9(2)))
o7 (F (0. F(p).0@)))

ot F(G(<p(x).<p(y)),go(2)))

o <F< H(6(p), 0)). (Z)>>)
-

“(F (0 (Gpexm), (z)))
= Fgo(th(x'Y)'Z)
elde edilir. Buradan, F,, G, ye gore (LI) y1 saglar. Boylece Co-1a)F, bir kapanig

operatoridiir.

‘e, Cp( A)F, bir kapanis operatdrii olsun. Onermenin hipotezi ile F nin e

elemanma gére (NP) yi sagladigi agiktir. Cp-1 A)F, bir kapanis operatorii
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oldugundan a,b € @ 1(A) icin H(a,b) € ¢ 1(A) kosulunu saglayan bir H
doniisiimiine gore (LI) y1 saglar. Simdi G(x,y) = ¢ (H (o1 (x), (p‘l(y)))
donilisimiinii alalm ve F nin G ye gore (LI) y1 sagladigmi ve her x,y € A i¢in
G(x,y) € A oldugunu gosterelim. x,y € A olsun. Bu takdirde ¢~1(x), ¢ 1(y) €
»~1(A) olup
H(¢7 (), 07" (0) € 971(4)
dir. Boylece G(x,y) = ¢ (H ((p‘l(x),q)‘l(y))) € p(¢71(4)) = A oldugu elde
edilir. Simdi F nin G ye gore (LI) y1 sagladigimi gosterelim. x,y,z € A olsun. Bu
takdirde ™' (x), 0~ (), 9~ (2) € ¢~ (A) olup F,, H ye gore (LI) y1 sagladigindan
Fy (0720, Fp (07 0),071(@))) = E, (H(072 (), 07 (1)), 071 (2))

dir. Bu takdirde

07 (FoF0.2)) = 07 (F (0 (H(o™ .07 0)) 7))
olup
F(x,F(y,z))=F (go (H(ga_l(x),ga_l(y))),z)

= F(G(x,y),2)
elde edilir. Buradan, F, G ye gore (LI) y1 saglar. Boylece, C,r bir kapanis

operatoridiir.

Asagidaki onermede Cyr Ve C 0~1(A)F, kapanig operatorlerine gore kapali

olan kiimeler arasindaki iligkiler incelenecektir.

Onerme 2.1.13. (L,<,0,1) smurh bir kafes, F, L iizerinde e ye gore sol nétrallik
ozelligini (NP) saglayan bir doniisiim ve ¢ L iizerinde 1-1, 6rten ve sira koruyan bir
doniisiim olsun. Bu takdirde

L¢ X)) ={p7'X)| X € Le, .}

o~ 1A Fp

dir.

Ispat: X € L, , olsun. Buradan C, »(X) = X dir.
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Asagidaki esitlikler ile
Com1(ayr, (971 00) = Fp(07(4), 071 (X))
=7 (F (<p(<p‘1(A)).<p(<p‘1(X))))
=9 Y (F(4,X))
= 07 (Car(0)
= ¢~ (X)

-1 - eqe
p 1t (x) € cho_l(A),F(p oldugu elde edilir. Buradan

(P OIX €L, }E L, M

“La)Fe
elde edilir.

Y € LC(p_l(A),F(p olsun. ¢(¥) =X alahm. X € L¢,, oldufunu gosterelim.

Y € L oldugundan Cy,-1(4)f,(Y) =Y dir. Boylece F, (071 (A), 71 (0)) =

o~ 1A Fy

@~ 1(X) tir. Boylece,
@ (F(A,X) =™ (F (¢(¢‘1(A)),¢(90‘1(X))))
= Fy(07'(A), 07 (1)) = 971 ()
dir. ¢ 1-1, drten bir d6niisiim oldugundan F (4, X) = X olup X € L, . dir.
Buradan

Lc c{p'X)|X € Le,p} 2)

o HAFg
elde edilir.

Uyart 2.1.14. (L,<,0,1) sinirh bir kafes, F, L {izerinde e ye gore sol nétrallik
ozelligini (NP) saglayan bir doniisiim ve ¢ L iizerinde 1-1, 6rten ve sira koruyan bir

dontigiim olsun. Her X € P (L) igin
Co1(arr,X) = Fp(07 (A, X) = 97! (F (40(<p‘1(A)),qo(X))>

=071 (F(A4,0(0)) = 07 (Car(0(X))
= (Car)pX)
oldugu, yani
Co-1(ayr, = (Car)p

oldugu aciktir.
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Tamm 2.1.15. (L,<,0,1) smurlt bir kafes, F, L iizerinde e ye gore sol nétrallik
Ozelligini (NP) saglayan bir doniisiim ve ¢ L {izerinde 1-1, 6rten ve sira koruyan bir

doniisiim olsun. (C4 r), doniisiimiine C4  kapanis operatoriiniin “@-eslenigi” denir.

2.2. I-Kapams Operatorii

Bu boliimde sinirli kafeslerin alt kiimeleri ve gerektirmelerden elde edilen
kapanis operatorlerinin 6zelikleri sinirlt kafesler {izerinde arastirilacaktir. Sinirh
kafeslerin alt kiimeleri ve gerektirmelerin 6zel durumlar i¢in kapanis operatorleri
incelenecektir. Sinirli bir kafes tlizerinde (S, N) gerektirmesi ve bir A kiimesinden
elde edilen doniisiimiin bir kapanis operatorii olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli
kosullar verilecektir. En biiylik ve en kiiglik (S, N) gerektirmeleri tarafindan elde
edilen kapanis operatorleri incelenecektir. Ayrica sinirli kafeslerin alt kiimeleri ve
rezidual gerektirmelerden elde edilen kapanis operatorleri arastirilacaktir. Herhangi
bir rezidual gerektirmeden elde edilen kapanis operatoriine gore tek elemanli kapali
kiime olmadigi gosterilecektir. Ayrica QL- gerektirmelerinden elde edilen kapanis
operatorleri tartigilacaktir.

Asagidaki onermede A = {1} durumunda sinirl kafeslerin her alt kiimesinin
gerektirmelerden elde edilen kapanis operatorlerine gore kapali  oldugu

gosterilecektir.

Onerme 2.2.1. (L,<,0,1) smirh bir kafes ve C4; bir I-kapanis operatorii olsun.

A = {1} ise L nin her alt kiimesi C, ; kapanis operatoriine gore kapalidir.

Ispat: A = {1} ve X € P(L) keyfi olsun. I, (NP) yi sagladigindan
CayX)=Cy X)) ={IL,x)] xEX}={x|x€EX}=X

dir. Boylece, X kiimesi C4 ; kapanis operatoriine gore kapalidir.

Onerme 2.2.2. (L,<,0,1) smirh bir kafes, C4; bir I-kapanis operatorii olsun. Eger
A={0,1}ise her X € P(L) i¢in Cy;(X) = X U {1} dir.
Ispat: A = {0,1} ve X € P(L) olsun. Buradan,
Cay(X) =1(A,X) ={I(a,x)| a €A x €X}
={1(0,x)] xeX}U{I(1,x)]| x € X}
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={1}uX
elde edilir.

Sonug 2.2.3. (L, <,0,1) smurh bir kafes, C, ; P (L) lizerinde bir kapanis operatorii ve
A={0,1}olsun. Cy;(X) =X < 1€X.

Ispat: “=,, C4 ;(X) = X olsun. Onerme 2.2.2 ile
Xu{l}=Cy (X)) =X
olup 1 € X oldugu agiktir.
“e<,, 1 € Xolsun. C4;(X) = X U {1} = X dir.

Asagidaki 6nermede bir A alt kiimesi ve (S, N)- gerektirmesinden elde edilen

Ca5y kapanig operatorii ile t-konorm S ve N(A) alt kiimesinden elde edilen Cya)s

kapanig operatdrii arasindaki iligki incelenecektir.

Onerme 2.2.4. (L, <,0,1) sinirh bir kafes, 1 € A € L ve Is v L iizerinde bir (S, N)-
gerektirmesi olsun. Bir t-norm T ye goére (LI) y1 saglayan Iy gerektirmesi ile elde
edilen (4, operatrii bir kapanis operatdriidir < Cycs)s bir kapanis
operatoridiir, burada S t-norm T nin N — dual t-konormudur.
Ispat: “=,, Cay,, her x,y € A igin T(x,y) € A olan t-norm T ye gore (LI) y1
saglayan (S,N)- gerektirmesils, ile elde edilen kapanis operatérii olsun. Bu
takdirde, Teorem 7.3.2 (Baczynski ve Jayaram, 2008) ile S t-normu T nin N — dual
t-konormudur; yani § = Ty dir. Ayrica, 1 € A oldugundan 0 = N(1) € N(A) oldugu
aciktir.

a,b € N(A) keyfi olsun. N gii¢lii oldugundan a = N(x), b = N(y) olacak

sekilde x, y € A mevcuttur. Buradan,

S(a,b) = S(N(x),N(y)) = Ty(N(x),N(»))
=N (T (N(N(x)),N(N(y))))

= N(T(x,y)) € N(A). (T(x,y) € A)

Boylece Cy(a),s bir kapanis operatoriidiir.
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“&,, Cy(a),s bir kapanis operatorii ve S, t-norm T nin N-dual t-konormu
olsun. 0 € N(A4) oldugundan 0 = N(x) olacak sekilde bir x € A mevcuttur.
Buradan, N giiglii ve N(x) = 0 = N(1) oldugundan 1 = x € A elde edilir.

a,b € A alalm. Buradan N(a), N(b) € N(A) dir. Cy(a)s kapanis operatdrii
oldugundan S(N(a),N(b)) € N(A) oldugu tanim ile acgiktir. S, T nin N-dual t-

konormu oldugundan

N(T(a,b)) =N (T(N(N(a)),N(N(b)))
= S(N(a),N(b)) € N(4)
olup bir x € A mevcuttur 8yle ki N(T(a, b)) = N(x) dir. N giiglii oldugundan
T(a,b) = x € A elde edilir.
Teorem 7.3.2 (Baczynski ve Jayaram, 2008) ile T ye goére (LI) y1 sagladigi

agiktir. Boylece Cy 1\, bir kapanis operatoridiir.

Tamm 2.2.5. (Klement vd., 2000) I, I, : L? — L iki gerektirme olsun.

Q) I, I, den daha zayiftir denir ve I; < I, ile gosterilir : & Her x,y € L
icin I1(x,y) < I,(x,y) saglanir.

(i) I3, I, den kiime anlaminda daha zayiftir denir ve I; < I, ile gosterilir

: < Her 4,B € Li¢in I, (4, B) € I,(4, B) dir.

Onerme 2.2.6. (L, <, 0, 1) sinirh bir kafes, 1 € A;, A, € L, X € P(L) ve I, I, sinith
L kafesi tizerinde iki gerektirme olsun. Bu takdirde,

Q) Ay € Ayise Gy S Cy,

(i) Iy <IyiseCyy, S Cyy,
dir.
fspat.'

(i) I(a,x) € C4,,(X) olsun. Buradan I(a,x) € I(A1,X) dir. Boylece
a €Ay, x € X olup A; € A, oldugundan a € A, dir. Ayrica I(a,x) € 1(4,,X) =
Ca,,1(X) 0lup Cy, ;(X) E Cy,,;(X) elde edilir.

(i) I; < I, olsun. Her X € P(L) igin

Car, (X) = (A X) € (A X) = Cyp,(X)

olup Cy;, € Cyy, elde edilir.
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Uyar1 2.2.7. (L, <,0,1) sinurh bir kafes, T L tizerinde bir t-norm ve I t-norm T den
elde edilen R-gerektirme olsun. Bu durumda I nin (NP) yi ve T ye gore (LI) w1
sagladig1 agiktir. Boylece, Cy, nin kapanig operatorii oldugunu gostermek igin
X,y € A igin T(x,y) € A kosulunun saglandigini gostermek yeterlidir. Bu ¢alismada
Ca,1; kapanis operatorii oldugunda x,y € A igin T(x,y) € A kosulunun varlig1 kabul

edilecektir.

Simdi asagida tanimlanan en kiigiik (S,N)-gerektirmesi I, ve en biiyiik(S,N)-
gerektirmesi Iy,5 den elde edilen kapanis operatorlerini inceleyecegiz. I, ve Iy g

gerektirmeleri asagidaki gibidir:

1, x=0,
ID(x’y)_{y, x> 0.
1, x<1,
Lyp(x,y) = {y' x = 1.

Asagidaki onermede siirli kafesin herhangi bir alt kiimesi ve en kiigiik

(S,N)-gerektirmesi tarafindan elde edilen kapanis operatorii incelenecektir.

Onerme 2.2.8. (L,<,0,1) smrh bir kafes, 1 € A € L olsun. En kiiciik (S,N)-
gerektirmesini ele alinsin. Bu takdirde her X € P(L) i¢in

XU{l}, 0€ A4,
CA,ID(X)={X {} 0 ¢ A

Ispat: 0 € A olsun. Her X € P(L) i¢in

Car,X) ={Ip(a,x) | a €A xEX}
={I(0,x) | xeX}U{lp(a,x) | a+0,a€ A x € X}
={1}uX
0 € A olsun. Her a € A i¢in a > 0 oldugu aciktir. Bu takdirde,
Car,X) ={Ip(a,x) | a €A x € X}
={x|xeX}=X.
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1 1 1 . . .
y' TCZ 1 seklinde tanimlanan gerektirmenin smirli bir L

kafesinde en biiyiik R-gerektirme oldugu agiktir.

Lyp(x,y) = {

Onerme 2.2.9. (L,<,0,1) smirl bir kafes olsun. L Kkafesi iizerinde I3 Weber-
gerektirmesi géz Oniine alinsin. Bu takdirde {1} & A ise her X € P(L) i¢in

Cars () = X U {1}
dir.

Ispat: {1} € A olsun. Her X € P(L) i¢gin
CatysX) = Iyp(4,X) = {Iyp(a,x) | a € A, x € X}
={lyg(L,x) | x€eX}U{lyg(a,x) | a+1, a€ A x € X}
= X u{1}.

Sonug 2.2.10. Cy 1,,,, kapanis operatdriinii goz 6niine alinsin. {1} & 4 i¢in
LCA.IWB(X) ={XeP(L)| 1eX}
dir.
Sonug¢ 2.2.11. (L, <,0,1) smurh bir kafes olsun. 0 € A ise her | (S,N)-gerektirmesi |
igin C4;(X) =X U{1}.

Ispat: Onerme 2.2.6. ile
XU{1}=Cpppy(X) S Cay(X) S Capyy (X)) =X U {1}
Boylece C4;(X) = X U {1} elde edilir.

Sonug 2.2.12. Her | (S,N)-gerektirmesi igin,
(i) 1eXise, C4q;(X)=X tir. Bu durumda her X kiimesi herhangi bir

(S,N)-gerektirmesinden elde edilen kapanis operatoriine gore kapalidir.

Asagidaki Onermede birim reel aralik iizerinde herhangi bir rezidual

gerektirmeye gore tek elemanli kapali kiime olmadigi gosterilecektir.
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Onerme 2.2.13. L =[0,1] birim reel aralik, A € L &yle ki {1} & A olsun. Tiim
{70} € [0,1] tek elemanh kiimeleri kapali olacak sekilde Cy . kapanis operatdrii

mevcut degildir.

Ispat: Farz edelim Ki bir I rezidual gerektirmesi mevcut dyle ki Y = {y,} € [0, 1) tek
elemanl kiimesi I dan elde edilen kapanis operatoriine gore kapali olsun. Bu takdirde
Car({yo}) = (o}
dir. Boylece, {yo} = Ca;({y0}) = 1(4,{y0}) =1{I(a,y,) | a € A} dir. Burada, her
a € Aigin I(a,yy) = y, oldugu elde edilir. {1} € A oldugundan bir x, € A elemani

Xo+1
2

mevcuttur dyle ki xo < 1 olup I(xy, Vo) = yo dir. Ozel olarak y, = € [0,1[

XO+1
2

alalm. Bu durumda x, < y, dir. Gergekten, x, > y, olsa < xo oldugunda

Xo > 1 elde edilir ki bu ise x, < 1 olmasiyla gelisir. I;p en kiigiik R-gerektirme
oldugundan, y, = I(xq,yo) = Igp(x,¥0) = 1 olup bu ise y, # 1 olmasiyla gelisir.

Boylece, varsayim yanlis olup boyle bir C, ; kapanis operatorii mevcut degildir.

Onerme 2.2.14. L = [0,1] birim aralik, A = [0,1] ve I =[0,1]?> - [0,1] bir R-
gerektirme olsun. Bu takdirde, her y # 1 i¢in

CA,I({y}) ={y, 1}
dir.

Ispat: Onerme 2.2.9 ile {1} & A ve X = {y} alinirsa,
Catys(X) = Caryy D) = 3V {1} = {y, 1}
elde edilir. Simdi X kiimesinin I;;, gerektirmesi ve A kiimesinden elde edilen kapanis
operatoriinii belirleyelim.
Caep YD = Iep(A{y}) = {lgp(a,y) | a € A}

={lgp(a,y) | a<y, a€A}u{lsp(a,y) | a>y,a €A}

={1
dir. Diger taraftan, herhangi bir R-gerektirme I i¢in

Iep <1< 1Iyg

oldugu aciktir. Onerme 2.2.6 ile
.1} = Cuy, ¥ € Co (D) € Cayyy,, () = v, 13
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olup C4;({y}) = {y, 1} elde edilir.

Uyar: 2.2.15. A # [0, 1] ise Onerme 2.2.14 verilen ifadenin dogru olmas:1 gerekmez.

Asagidaki 6rnegi incelensin.

Ornek 2.2.16. L =[0,1], A = E 1] ve y = 0 olsun. Bu takdirde

Catep (V) = Caug, ({03)
= Igp(4,{0})
= lep(a,0) | ae[31]}
= {0}
#{0,1)

olup dnermedeki esitlik saglanmaz.

Onerme 2.2.17. (L, <,0,1) bir tam kafes, A< L ve X € P(L) olsun. En kiiciik
rezidual gerektirme I;p yi ele alalim. Eger VX <A A veya her x € X, a € A\{1}
i¢in x || a ise bu takdirde X kiimesi Cy4 ., ye gore kapahdir.

Ispat: Bir (L,<) tam Kkafesi iizerinde en kiiciik rezidual gerektirme

1, x<y
IGD(xﬂy):{ y AT

yi ele alinsin. VX <A A olsun. Bu takdirde her x € X, a € 4 i¢in x < a dir.
Boylece,
CatopX) ={gp(a,x) |la €A x€EX}
= {x| x € X}
=X.
Her x € X, a € A\{1} i¢in x|l a olsun. Bu takdirde I;p(a x)=x

oldugundan Cy4 ., (X) = X oldugu agiktir.

Onerme 2.2.18. (L, <,0,1) sinirh bir kafes, A S Lve 1 €& X € L olsun. Eger u > a
olacak sekilde u € X ve a € A elemanlar1 mevcutsa

Catep,X) =X U {1}
dir.
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Ispat: u > a olacak sekilde u € X ve a € A elemanlarmin mevcut olsun. O halde,
CaipnX) = I6p(A,X) = {Igp(a,x) | a € 4, X € X}
={l;p(L,x) | x€X}U{l;p(a,x) | x EX, 1+ ac€ A}
=XU{l;p(ax) |xe€X,a<x,1#a€A}U{I;p(a x)|
a < x, a€EeaA, X € X}

=XU{1}U{I;p(a,x) |a < x, a€A, x € X}.

Ayrica, {I;p(a,x) |a <« x, a € A, x € X} € X oldugundan
Carep () = X U {1}

elde edilir.

Sonug¢ 2.2.19. (L, <, 0, 1) sinirli bir kafes, A € L ve X € P(L) olsun.

Q) u = a olacak sekilde u € X ve a € A elemanlari mevcutsa herhangi

bir rezidual gerektirmeden ve A kiimesinden elde edilen kapanis operatorii
Cay(X) =X U {1}.

(i) Herxe X veac€Aiginx<a veya x |l a ise herhangi bir rezidual
gerektirmeden ve A kiimesinden elde edilen kapanis operatorii Cy ;(X) = X veya
Car(X) =X U {1} dir.

Ispat:
Q) u = a olacak sekilde u € X ve a € A elemanlart mevcut olsun.
Onerme 2.3.6 ile
XU{1} = Capp, (X)) € Cuy(X) € Capyy(X) = X U {1}
elde edilir. Boylece C4;(X) = X U {1}.
(i) HerxeXveae€ Aicinx < aveyax |l aolsun. Bu takdirde,
X = Chigp(X) € Ca(X) € Cappyy (X) = XU {1},
Boylece C4;(X) = X veya C4;(X) = X U {1} elde edilir.

Lemma 2.2.20. (L,<,0,1) smrh bir kafes, T bir t-norm, N:L — L bir gigli
negasyon ve S, T nin N-dual t-konormu olsun. O halde x,y € Aig¢in T(x,y) €A <
a = N(x)ve b = N(y) icin S(a, b) € N(4) dur.

Ispat: “=, x,y € A igin T(x,y) €A olsun. O halde, a = N(x) € N(A) ve
b = N(y) € N(A) dir. S, T nin N-dual t-konormu oldugundan,
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S(a,b) = S(N(x),N(y)) = N <T ((N(N(x))) ’ (N(N(y))))>

= N(T(x,y)) € N(A).
“&,, x,y € A olmak iizere a = N(x) ve b = N(y) i¢in S(a, b) € N(A) olsun.
T(x,y) = N (S(N@),N(»))) = N(S(a, b))
elde edilir. S(a,b) € N(A) oldugundan S(a,b) = N(k) olacak sekilde k € A
mevcuttur. Buradan
T(x,y) =N(N(k))=keA

oldugu elde edilir. Boylece x,y € Aigin T'(x,y) € A dir.

Asagidaki onermede QL-gerektirmelerinden elde edilen kapanis operatorleri

incelenecektir.

Onerme 2.2.21. (L, <,0,1) sinirh bir kafes, 1 € A S L ve I+ gy L? > L, t-norm
T*, t-konorm S* ve giiclii negasyon N* ile elde edilen bir QL-gerektirmesi olsun.
CAJT*,S*,N* , bir t-norm T ye gore (LI) y1 saglayan I+ ¢« v+ den elde edilen bir kapanis
operatoridiir = Cn*(a)s bir kapanis operatoridiir, burada
S(x,y) = S*(x, T*(N*(x),y)), T nin N*-dualidir.

Ispat: “ =, Calge g e bir t-norm T ye gore (LI) y1 saglayan I« ¢+ y+ den elde edilen
bir kapanis operatérii olsun. Onerme 7.3.9 (Baczynski ve Jayaram, 2008) ile, I 7+« g+ v
QL-gerektirmesi I« ¢« n+ S(x,y) = S*(x, T*(N*(x),y)) t-konormundan ve S nin
N*-dualinin T oldugu N* negasyonundan elde edilen bir (S,N)-gerektirmesidir.
Boylece Ip+ g+ y+(x,y) = S(N*(x),y) ve Onerme 2.2.4 ten, Cy+a)s bir kapanis
operatoridiir.

“&e, Slx,y) = S*(x, T*(N*(x),y)) T nin N*-duali ve Cy«(4)s bir kapanis
operatorii olsun. O halde bir t-konorm S ve bir negasyon N* ile elde edilen (S,N)-
gerektirmesi Ig y+ t-norm T e gore (LI) 6zelligini saglar. Onerme 7.3.9 (Baczynski ve
Jayaram, 2008) ile, I+ ¢« y+ bir QL-gerektirmesidir ve bir t norm T ye gore (LI) y1
saglar. Ayrica, I« g« y+ nin (NP) yi1 sagladigi asikardir. CA'IT*,S*, .

+ hin bir kapanis

operatorii oldugunu ispat etmek igin, x,y € A i¢in T(x,y) € A oldugunu gostermek

yeterlidir. Cy+(4)s bir kapanis operatorii oldugundan, u,v € N*(A) i¢in S(u,v) €

49



N*(A) dir. Lemma 2.2.20 ile, x,y € A i¢in T(x,y) € A duir. Boylece Cy,. . . bIr

kapanis operatoriidiir.

Onerme 2.2.22. (L, <,0,1) siurli bir kafes, 1 € A € L ve Iy gy bir pozitif t-konorm
S, bir t-norm T ve bir negasyon N ile elde edilen bir QL-gerektirmesi olsun. x,y € A
icin T (x,y) € A olsun. Bu takdirde, C Al sy DIr kapanis operatoridiir.

Ispat: Onerme 2.6.7 (Baczynski ve Jayaram, 2008) ile I sy = Iy oldugundan ispat

agikardir.

2.3. Kapams Operatorlerinden Elde Edilen Siralama Bagintilar

Bu béliimde, kapanis operatorlerinden elde edilen (Karagal ve Kesicioglu,
2011) deki siralama bagintilarmin bir genellemesi olan ancak siralama bagintisi
olmayan bir bagint1 verilecektir. Bu bagintiy1 siralama bagintisi yapan bazi durumlar
tizerinde ¢alisilacaktir. Kapanig operatorlerinden elde edilen genisletilmis siralama

bagmtilarinin 6zellikleri tartigilacaktir.

Onerme 2.3.1. (L, <,0,1) smurh bir kafes, Cyr bir F doniisimii ve e€ACL
kiimesinden elde edilen bir kapanis operatorii olsun. Bu takdirde x,y € L igin
X SCA‘F yeXx € CA,F({y})

L {izerinde bir quasi siralama bagntisidir.

Ispat: F- kapanis operatdrii tanimiu ile,

x =F(e,x) € F(A,{x}) = Cur({x})
oldugundan x <c, . x tir. Boylece yansima 6zelligi saglanir.

X<c,p Y V& ¥ <c,.Zz olsun. x € Car({y}) ve y € Cur({z}) dir. <Car
bagintisinin tanimindan a, b € A mevcuttur dyle ki
x=F(ay), y=F(b,z)
dir. F, G fonksiyonuna gore (LI) y1 sagladigindan,
x=F(a,y)= F(a,F(b,z))
= F(G(a,b),z) =F(l,z) € Cyr({z}), l=G(a,b)EA

olup x <¢, . z elde edilir. Boylece <¢, . bagitisi ge¢isme Ozelligini saglar.
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Onerme 2.3.2. (L,<,0,1) smirli bir kafes, Cyr bir F fonksiyon ve e€ ASL
kiimesinden elde edilen bir kapanis operatdrii olsun. F bir monoton fonksiyon ve e,
A nin en biyiik elemant ise <¢, . bagintis L lizerinde bir siralama bagntisidur.
Ispat: Onerme 2.3.1 ile <. 4 ¢ Dagmtisinin yansima ve gegisme ozelliklerini sagladigt
agiktir. <¢, . nin bir siralama bagmtisi oldugunu gostermek igin ters simetrik
oldugunu gostermek yeterlidir. x,y € L igin x <¢,,y Ve y <¢,.x olsun. Bu
takdirde

x € Cup(yD) = F(A D Ve y € Cop((x)) = F(A, (x])
elde edilir. C4 r nin tanimindan a, b € A elemanlar1 mevcuttur dyle ki

x=F(a,y)vey =F(b, x)

tir. F nin monotonlugundan

x=F(a,y)<F(e,y) =yvey=F(b,x)<F(e,x) =x
oldugundan x = y elde edilir. <¢, . ters simetri 6zelligini saglar. Boylece <¢, ., L

tizerinde bir siralama bagintisidir.

Simdi bu siralama bagintisini asagidaki dnermedeki gibi genellestirelim.
Onerme 2.3.3. (L, <,0,1) siurh bir kafes, C, » bir F fonksiyonu ve e € A € L alt
kiimesinden elde edilen bir kapanis operatorii olsun. F monoton ve e, Teorem 2.1.1
deki kosullar1 saglayan monoton bir G fonksiyonuna gore sol nétrallik 6zelligini
sagliyorsa,

X<c,;, ¥y Ja€A a<edylekix € Cqyr({y})

bagintis1 L lizerinde bir siralama bagintisidir.

Ispat: F kapanis operatdrii tanimi ile
x =F(e,x) € Cepr({x}),

oldugundan x <., . x dir.

CaF
X <c,. Y Vey <c,,xolsun. Buradan, a;, a, < e olacak sekilde a,,a, € A
vardir 8yle ki x € Cyq,3r({y}) Ve y € Ciq,yr({x}) tir. Bu takdirde x = F(a,,y) ve
y = F(a,, x) dir. F nin monotonlugu ile
x=F(a;,y) <F(e,y)=yvey=F(a,,x) <F(e,x) =x
elde edilir. Boylece x = y dir.

51



Simdi x <¢,.y Ve y<c,,z olsun. Buradan a,b <e olacak sekilde
a,b € A vardir 6yle ki x € Ciqyr({y}) Ve y € Cypyr({2}) dir. Béylece x = F(a,y)
vey = F(b, z) dir. (LI) ile
x=F(a,y)= F(a,F(b,z))
=F(G(a,b),z) = F(k,z) € Cyyr({2}),
burada k = G(a,b) < G(e,e) = e elde edilir. Boylece <. 4 bagmtist bir siralama

bagmtisidir.

Uyar: 2.3 4.

Q) F ve G fonksiyonlariin yerine t-norm T alimirsa, <, . bir siralama
bagmtisidir ve (Ince ve Karagal, 2019) da verilen <. 4 Siralama bagmtist ile gakisir.

(i) F ve G fonksiyonlarimin yerine bir uninorm U alinirsa, <¢, . bir
siralama bagmtisidir. (Karagal ve Koroglu, 2022) ¢alismasinda verilen, bir uninorm
U ve bir alt kiime ile olusturulan kapanis operatoriinden elde edilen bagnti bir
siralama bagintis1 olmamasina ragmen, Onerme 2.3.3 te verilen bagint1 bir siralama
bagmtisidir.

(ili)  Onerme 2.3.3. te verilen bagint1

x <¢,p ¥ © a < e olacak sekilde a € A mevcuttur yle ki y € Ciqyr({x})
olarak tanimlanirsa <, . nin bir siralama bagintis1 oldugu agiktir. Bu durumda F ve

G fonksiyonlar1 yerine sirastyla bir gerektirme | ve bir t-norm T alinirsa (Kesicioglu,

2018) daki <; ve <, , siralama bagntilar1 arasinda <, S iliskisi vardur.

Onerme 2.35. (L,<,0,1) sl bir kafes, <. n Onerme 2.3.3 te tanimlanan
siralama bagntis1 olsun. G degismeli ise her x,y € L igin x <, . y ise her z € L

icin F(z,x) <¢, . F(z,y) dir.

CaF
Ispat: x,y €L igin x <c,,y olsun. Bu takdirde a <e olacak sekilde a € A
mevcuttur Oyle ki x € Crgyr({y}) dir. Boylece x = F(a,y) dir. G degismeli
oldugundan ve F, G ye gore (LI) y1 sagladigindan

F(z,x) = F(z, F(a, y))

=F(G(z,a),y)
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=F(G(a,2),y)
= F(a,F(z, y))
elde edilir. O halde F(z,x) € Cqyr({F(z,¥)}) dir. Boylece, F(z,x) <¢,, F(z,¥)
elde edilir.
Simdi L {izerinde e nétral elemanli G fonksiyonu ile elde edilen <
bagintisini tanimlayalim:

x <¢y <l <emevcuttur yleki G(l,y) = x.

Onerme 2.3.6. (L,<,0,1) smirh bir kafes ve <. ur Onerme 2.3.3 te tanimlanan
siralama bagmtist olsun. x,y € L i¢in x <¢ y ise her z € L i¢in F(x,2) <¢, . F(y,2)
dir.
Ispat: x <;y olsun. Bu takdirde [ <e mevcuttur dyle ki G(l,y)=x tir.
F(LF(y,2)) =F(G(y),z) =F(x,z) ve [<e oldugundan F(x,2)€
Cay,r({F (¥, 2)}) dir. Béylece F(x,z) <¢, . F(y,2) elde edilir.

Simdi F doniisiimii ve onun ¢ eslenigi ile elde edilen kapanis operatorleri ile

elde edilen siralama bagintilar1 arasindaki iliskiyi inceleyelim.

Onerme 2.3.7. (L,<,0,1) smirh bir kafes, C4p bir kapams operatdrii ve <Cur
Onerme 2.3.3 te tamimlanan siralama bagintis1 olsun. ¢:L - L, ¢(e) =e olan
sirakoruyan birebir ve Orten bir dontisim olsun. O halde her x,y € L igin
X =c y e o) <, ¢ dir.

o~ 1A Fp

Ispat: x,y € L icin x <. y olsun. Bu takdirde u <e olan u € ¢71(4)

o~ HAFp
elemant mevcuttur dyle ki x € Cpyyr, ({¥}) dir. O halde

x = F,(u,y) = 07 (F(p(w), 0 (1))
olup

@) = F(ow), p(y))
dir. u€ ¢ 1(4) oldugundan @(u) €A ve @(u) < ¢@(e) =e oldugu aciktir.

Boylece, ¢(x) € Crpayr ({p()}) dir. Yani, p(x) <¢, . ¢(¥) elde edilir.

53



Tersine olarak, ¢(x) <, ¢(y) olsun. Bu takdirde a < e olan bir a € A

vardir 6yle ki @(x) € Ciy3r ({@(¥)}) dir. Boylece, ¢(x) = F(a,¢(¥)) elde edilir.
Ayricaa € Aigin o 1(a) < p71(e) = e, o (a) € p~1(A) olup

x =97 (F(a,0(9))
= (F (<p(<p‘1(a)).<p(y)))

= F(p((p_l(a)' y)

elde edilir. Boylece x € Clo1@}F, {y}), yani x <. y dir.

e~ HAF
Asagidaki Onermede tanimlanan bagintinin bir siralama bagmtis1 oldugu

Onerme 2.3.3 e benzer sekilde gosterilebilir.

Onerme 2.3.8. (L, <,0,1) siirh bir kafes, C, z bir F fonksiyonu ve e € A < L den
elde edilen bir kapanis operatorii olsun. Eger F monoton ve e, Teorem 2.1.1 deki
kosullar1 saglayan monoton bir G fonksiyonuna gore sol notral eleman ise,

x Sc,p ¥ € a = e olacak sekilde a € A meveuttur dyle ki x € Cgqyr({y})

bagintis1 L {izerinde bir siralama bagintisidir.

Simdi bir F fonksiyonu ve onun N-dual fonksiyonundan elde edilen kapanig

operatorlerinin olusturdugu <., . Ve <¢, Ay siralama bagintilar1 arasindaki iliskiyi

inceleyelim.

Onerme 2.3.9. (L, <,0,1) sinirh bir kafes, Car kapanis operatorii ve <. AF Onerme

2.3.3 te tamimlanan siralama bagmtisi olsun. N: L — L, N(e) = e yi saglayan gii¢lii

bir negasyon olsun. Her x,y € L i¢in

XScop ¥V O N(x) <CN(A),FN N(y)
dir.
Ispat: x,y €L igin x <¢,,y olsun. Buradan a <e olacak sekilde bir a €
A mevcuttur dyle ki x € Cqyr({y}) yani x =F(a,y) dir. a<e icin N(a) =
N(e) =e ve N(a) € N(A) oldugu agikti. N(N(x)) = F(N(N(a)),N(N(»)))
oldugundan
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N(x) =N (F (N(N(a)), N(N(y)))>

= Fy(N(a),N(y))

dir. Boylece N(x) € Cy(a)ry {N(¥)}), yani N(x) < N(y) dir.

Cnea)Fy

Tersine olarak, N(x) < N(y) olsun. u > e olacak sekilde bir u €

CN(A).Fy
N(A) mevcuttur dyle ki N(x) € Cpyr, {N(¥)}), yani N(x) = Fy(u,N(y)) dir.
u € N(A) oldugundan bir a € A mevcuttur 6yle ki u = N(a) dir. N negasyonu
N(e) = e esitligini saglayan giiclii negasyon ve N(a) = u = e oldugundan a < e
dir. N(x) = Fy(w,N(y)) esitlizi kullanilirsa N(x) = N (F(N(u),N(N(y)))) =
N(F(a,y)) elde edilir. Buradan, x = F(a,y) olup x € Ciqyr({y}) dir. Yani,

x <c, ¥ elde edilir.
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3. SONUCLAR VE ONERILER

3.1. Sonuclar

L sinirl kafesi lizerinde, baz1 6zelliklere sahip F fonksiyonu ve L nin A alt
kiimesi tarafindan iiretilen C,  kapanis operatdrii tamtilmistir. Bdylece Ince
ve Karacal tarafindan 2019 yilinda yapilan calismada verilen kapanis
operatorii kavrami genellestirilmistir.

Kapanis operatorlerinin genel formundaki fonksiyon yerine bir gerektirme
aliarak | kapanis operatorleri elde edilmistir.

Bir fonksiyon ve onun eslenigi ve dual fonksiyonlar tarafindan elde edilen
kapanis operatorleri arasindaki iliskiler belirlenmistir.

Bazi 6zel (S, N)-gerektirmeleri ve 6zel alt kiimeler tarafindan iiretilen kapanig
operatorleri belirlenmistir.

Bazi1 kosullar altinda rezidual gerektirmelerden elde edilen kapanis
operatdrleri incelenmisgtir.

Kapanis operatorleri tarafindan elde edilen, (Ince ve Karacal, 2019)
tarafindan verilen siralama bagntisinin genellestirmesi olan bir baginti
tanimlanmistir.  Bu bagintiy1 siralama bagmtist yapan bazi kosullar
belirlenmistir.

Kafeslerin alt kiimeleri ve belirli 6zelliklere sahip bir fonksiyon ile
tanimlanan kapanis operatorlerinden elde edilen siralama bagmtilarinin

ozellikleri arastirilmistir.

3.2. Oneriler

Iki fonksiyonun kartezyen carpimindan elde edilen kapanis operatorii ve
fonksiyonlarin kapanis operatdrlerinin kartezyen carpimlari arasindaki iligki
belirlenebilir.

Teorem 2.1.1 de verilen sartlar1 saglayan baska diger mantiksal
operatorlerden elde edilen kapanis operatorleri incelenebilir.

Kapanis operatorlerinden elde edilen siralamalarin hangi sartlar altinda bir

cebirsel kafes yapisi olusturdugu arastirilabilir.
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4- Bir mantiksal operator ve onun ¢-esleniginden elde edilen kapanis
operatorlerinden elde edilen cebirsel yapilar arasindaki iliskiler iizerinde

caligilabilir.
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