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OZET

SINIRLI KAFESLER UZERINDE T-NORMLARIN VE T-KONORMLARIN
GENISLETILMESI iCIN YONTEMLER

Bu ¢alismanin amaci sinirlt bir kafes iizerinde t-norm ve t-konormlar i¢in yeni inga
yontemleri ortaya koymaktir. Bu calisma iki boliimden olugmaktadir. Caligmanin ilk boliimde
calismada kullanilacak ve elde edilen insa yontemlerine dayanak olabilecek bazi temel tanim ve
teoremler verilmistir. Ikinci boliimde ise bir L smirli kafesi iizerinde bazi yeni t-norm ve t-konorm
insa yontemleri verilmistir. Bu insa yontemleri kullanilarak; L nin bir [a, b] alt aralig1 kisitlanis1 V
t-normuna esit olan tiim t-normlar sinifinin en kiigiik elemani, ayni alt araliga kisitlamis1t W t-
konormuna esit olan tiim t-konormlar sinifinin en biiyiik eleman1 belirlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Sinirli Kafes, Uggensel Norm (t-norm), Uggensel Konorm (t-konorm)
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ABSTRACT

METHODS FOR EXPANSIONS OF T-NORMS AND T-CONORMS ON BOUNDED
LATTICES

The aim of this study is to introduce new construction methods for t-norms and t-conorms
on a bounded lattice. This study consists of two parts.
In the first part of the study, some basic definitions and theorems that will be used in the study and
that can be used as a basis for the construction methods obtained are given. In the second part,
some new t-norm and t-conorm construction methods are given on a bounded Lattice L. Using
these construction methods, the smallest t-norm in the class of t-norms whose restriction to any
interval [a, b] of a bounded lattice L is equal to the priori fixed t-norm V has been determined and
the largest element of the whole class of t-conorms whose restriction to the same subrange is equal
to the W t-conorm is determined.

Keywords: Bounded lattices; t-Norms; t-Conorms;
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€ Eleman
¢ Eleman degil
R Reel say1 kiimesi
N Dogal sayilar kiimesi
Z Tam sayilar kiimesi
Q Rasyonel sayilar kiimesi
c Kiimeler arasindaki alt kiime bagintisi
< Kiiciik veya esit
> Biiyiik veya esit
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\ Fark islemi
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[a, b[ (Ja, b]) :  Yar acik aralik
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I, : ailekiyaslanamayan elemanlar kiimesi
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GIRIS

Uggensel norm kavramu ilk kez 1942°de Karl Menger’in “Statistical Metrics”
adli ¢alismasinda literatiire girmistir. Menger, bu calismasinda iki eleman arasindaki
uzaklig1 rakamlar yerine daha genel bir ifadenin kullanilacagi metrik uzaylar insa
etmistir. Nitekim {icgensel normlar (kisaca t-normlar), klasik liggen esitsizliginin
genellestirilmesi sirasinda daha genel bir yap1 olarak olusturulmustur (Menger, 1942).
Ancak Menger’in bu ¢alismasindan bir siire sonra 1943 yilinda A. Wald, Menger’ in
genellestirilmis liggen esitsizligini elestirerek bu aksiyomda belirtilmemis bir islev
icermesinden dolay1 eksik oldugunu belirterek Menger’in ticgen esitsizligine alternatif
olan ¢aligmasini yaymlamistir (Wald, 1943, 196-197). 1951 yilinda ise Menger kendi
calismalarinin spesifik Orneklerini iceren yeni bir calismasinda Wald’in iicgen
esitsizligini benimsenmistir. (Menger, 1951, 178-179).

Matematiksel olarak, t-normlar teorisi; (6zel) fonksiyonel esitlik teorisi ve
(6zel topolojik) yari-gruplar teorisi olmak iizere olduk¢a bagimsiz iki kdkene sahiptir
(Kesicioglu, 2012, 1). Fonksiyonel esitliklerle ilgili olan t-normlar, birlesmelilik
esitligiyle de yakindan iligkili olup bu alanda ilk ¢alisma Abel tarafindan 1826 yilinda
yapilmistir. Daha sonraki yillarda ise bu alanda Brouwer, Aczél ve Hosszu tarafindan
benzer ¢alismalar yapilmistir (Brouwer, 1909; Aczél, 1966; Hosszu, 1954). Topolojik
yart gruplarla baglantili olarak ise “nilpotent” elemanin mevcut olmadigy,
“idempotent” sinir noktalarinin yani sadece elemanlarin oldugu topolojik yar1 gruplara
yonelik ¢alisma ise 1955°te W.M. Faucett tarafindan yapilmistir (Faucett, 1955, 741-
747). Uggensel t-normlarin bugiinkii aksiyomlarini ise Schweizer ve Sklar’in ii¢ ayr
calismasinda ortaya konmustur (Schweizer ve Sklar, 1958; Schweizer ve Sklar, 1960;
Schweizer ve Sklar, 1961).

Smurlt kafesler tizerinde licgensel normlarin genis bir kullanim alani olmast
nedeniyle alan arastirmacilarinin odaklandigr bir konu olmustur. Nitekim ilk olarak
Menger tarafindan [0,1] birim reel aralig1 lizerinde tanimlanan t-normlar, daha sonra
bazi arastirmacilar tarafindan bu fonksiyonun herhangi bir L sinirli kafesi tizerinde de
tamimlanarak detayli &zellikleri incelenmistir (Saminger, 2006; Karagal, Ince ve
Mesiar, 2015; Cayli, 2020; Asict ve Mesiar, 2021).

Mgili literatiir incelendiginde;



Saminger (2006) sinirli kafesler iizerinde keyfi bir aralikta ¢alismis ancak bu
yontem alinan herhangi bir kafes lizerinde ya da keyfi t- normlar i¢in her durumda bir
t-norm tiretememistir. Bu calismanin ardindan Ertugrul, Karagal ve Mesiar (2015),
sinirli bir kafesin [a, 1] alt araliginda taniml bir t-norm ile [0, a] alt araliginda tanimh
t-konormdan L kafesi iizerinde bir t-norm ve t-konorm insa etme yontemi iizerine
calismislar ancak bu yontem de L nin keyfi iki alt araliklarinda tanimli t-normlarin ve
t-konormlar1 i¢in gegerli olmamasi zay1f tarafidir.

Cayli (2018) ise ¢alismasinda Ertugrul, Karagal ve Mesiar (2015)’in yaptig1
caligmanin belirli alanlarda (aralik degerli bulanik kiimeler, sezgisel bulanik kiimeler,
tip 2 bulanik kiimeler vb.) sinirlt oldugu icin, farkli sinirh kafesler iizerinde gegerli
olan yeni bir yontem 6nermistir.

Ertugrul ve Yesilyurt (2020) [0, a] tizerinde T; t-normu ve [a, 1] tizerinde
tanimli T, t-normu yardimiyla yeni bir insa yontemi calismislardir. Alt aralik sayisini
artirarak hicbir ek sarta gerek olmaksizin yeni insa yontemi ¢alismislardir.

Bu calismada, belirli araliklarla verilen t-normlar ve t-konormlarindan, sinirlt
bir kafes tlizerinde t-norm ve t-konorm olusturan bazi ydntemler verilmeye
calistlmigtir. Bu baglamda bir L siirli kafesinin [a, b] alt araliginda tanimli bir t-
norm ve bir t-konormu L kafesi {izerinde bir t-norm ve bir t-konorma genisleten insa
metotlar1 tizerinde durulmustur. Ayrica L simirli kafesinin =~ [a,b] alt araligina
kisitlanist V' t-normlarin en kiigiigli, yine L smirh kafesinin [a,b] alt araligina

kisitlanist W t-konormu olan t-konormlarin en biiyiigii belirlenmistir.



1.ON BILGILER

1.1. Kismen Sirah Kiimeler ve Kafesler
Bu boliimde ¢alismanin konusun zemin teskil edecek kismen sirali kiimeler ve
kafeslerle ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Bu tanim ve teoremler

verilirken literatiirdeki temel kaynaklardan yararlanilmistir (Birkhoff, 1967).

1.1.1. Kismen Siral Kiimeler

Tanim 1.1. P bir kiime ve <, P iizerinde bir bagint1 olsun.

(P1)Herx € Piginx < x (Yansima)
(P2)x,y€EPiginx <yvey<xisex =Yy (Ters Simetri)
(P3)x,y,ze€Picinx <yvey<zisex <z (Gegisme)

(P1) -(P3) sartlarin1 saglayan, < bagimtisina P {izerinde bir kismen siralama
(veya siralama) denir. Uzerinde bir < siralama bagintis1 mevcut olan P kiimesine
kismen siral1 kiime (veya sirali kiime) denir ve (P, <) ikilisi ile gosterilir.

Eger x < y ve x # y ise x < y yazilir ve ‘x, y de 6z olarak igerilir’ denir.
x < y iliskisi y > x olarakta yazilir ve ‘x, y de igerilir’ seklinde ifade edilir.

Benzer sekilde x < y, y > x seklinde de yazilir.

Ornek 1.2. a,b € Z* icin a | b: o 3k € Z*: b = a. k olmak iizere (Z*, ) bir
kismen siral1 bir kiimedir.

Ornek 1.3. Herhangi bir M kiimesinin tiim alt kiimelerinin kiimesi P(M) olsun.
(P(M), ©) bir kismen sirali kiimedir.

Uyar 1.4. (K, <) kismen siral1 bir kiime olsun

(1) a € K elemani her x € K i¢in a < x sartini sagliyorsa a elemanina K nin en
kiiglik elemant denir ve 0 ile gosterilir. Eger en kii¢iik eleman mevcut ise tektir.

(i) b € K elemant her x € K igin b = x sartin1 sagliyorsa b elemanina K nin
en biiyiik eleman1 denir ve 1 ile gosterilir. Eger en biiyiik eleman mevcut ise tektir.

Eger en biiyiik eleman (1) ve en kiigiik eleman (0) varsa, her x € K i¢cin 0 < x <1

oldugundan 0 ve 1’e K nin evrensel sinirlar1 denir.



Lemma 1.5. Herhangi bir kismen sirali kiimede x,y, z elemanlar igin x < x
olacak sekilde herhangi bir x € L yoktur. Ayrica x <y ve y < z iken x < z dir.
Tersine, x < y: & x < y veya x = y dir, bagmtis1 P1 ve P3 ii saglar.

Lemma 1.6. (P, <) kismen siral1 bir kiime ve x4, X5, ..., X, € P olsun.

Egerxq < x, < -+ < x,, < xq18€ X1 = X = -+ = X, (ters devir) dir.

(P4)Herx ve y icin x < y veyay < x dir.

Tanim 1.7. Bir kismen sirali kiime (P4) 6zelligini sagliyorsa bu kismen sirali
kiimeye tam siral1 kiime, zincir veya lineer sirali kiime denir.

Ornek 1.8. Dogal sayilar kiimesi dogal siralamaya gore bir zincirdir.

Ornek.1.9. {1,2,3, ..., n} kiimesi dogal siralamaya gore bir zincirdir.

Teorem 1.10. (P, <) baglantis1 altinda bir kismen siral1 kiime olsun. T € P ise
T ayn1 baginti altinda yine bir kismen sirali kiimedir.

Bir zincirin herhangi bir alt kiimesi yine zincirdir. P bir zincir ise T de zincirdir

Ornek 1.11. R reel sayilar kiimesi bir zincir oldugundan N dogal sayilar
kiimesi, Z tam sayilar kiimesi ve Q rasyonel sayilar kiimesi dogal siralamaya gore bir
zincirdir.

Tanim 1.12. (X, <;) ve (Y, <,) swrali kiimeler olmak iizere, f:X — Y bir
doniisiim olsun.

(i) f’e sira korur (izoton) doniisiim denir : & Her a,b € X i¢in, a <; b =
f(a) <3 f(b).

(ii) f’e izomorfi denir : & f, 1 — 1, orten ve izotondur. Yani, a,b € X igin,
a<;be f(a) <, f(b).

(iii) f’e otomorfi denir : < f: X — X,1 — 1, Orten ve izotondur. Yani, her
a,b€X i¢in,a <; b & f(a) <4 f(b).

(iv) f’e ters sira korur (antiton) denir :< Her a,b € X i¢in, a < b =
fb) <; f(a).

(v) f’edual izomorfidenir: < f, 1 — 1, orten ve antitondur. Yani, her a,b €
X igin,a <, b & f(b) <, f(a).

(vi) Bir X sirali kiimesine self-dual denir : < f:X — X, dual izomorfisi
mevcuttur. Yani, f,1 —1,6rten ve her a,b € X i¢in,a <; b & f(b) <; f(a).

Tanim1.13. (K,<) kismen sirali bir kiime olsun. a € K eleman: ile

kiyaslanamayan tiim elemanlarin kiimesi I, ile gosterilir. Boylece
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I, ={x € K:x||a}

Tanim 1.14. p, P ilizerinde bir bagint1 olsun.

Pt ={®a)|@b) ep)
olarak tanimlanan p~! bagmtisina p bagintisinin tersi denir.

Teorem 1.15. (Duallik Prensibi): Bir kismen siralamanin tersi de yine bir
kismen siralamadir.

Tanim 1.16. (P, <) kismen sirali bir kiime olsun.a, b € P i¢in ‘a orter b’
denir: & a > b olup, a > x > b olacak sekilde bir x € P eleman1 mevcut degildir.
Bir P kismen siral1 bir kiimesinin n(P) mertebesi ile P nin elemanlarinin (kardinal)
sayist kastedilir. Bu say1 sonlu ise P ye sonlu kismen sirali bir kiime denir. Kapsama
bagintis1 kullanilarak keyfi bir sonlu kismen sirali kiimenin grafiksel gosterimi elde
edilir. P nin her bir elemanin1 gostermek icin kiigiik bir daire cizilir ve a > b
oldugunda a, b den daha yukar1 yazilir. a, b yi orttiigiinden a dan b ye diiz bir ¢izgi

cizilir. Sonugta elde edilen sekle P nin bir diyagrami denir.

1 1 1
.
cC
a d
l 0 O C a
b
b C
.
0 0 ]

Ms N Pg

Sekil 1. Baz1 Kismen Sirali Kiime Diyagramlari

Tanim 1.17. (K, <) kismen sirali bir kiime ve Y € K olsun.
a €Y olsun. Eger x < a olacak sekilde x € Y mevcut degil ise bu a elemanima Y
kiimesinin bir minimal elemani denir.
Y kiimesinde maksimal eleman, dual olarak tanimlanir.

En kiiciik eleman bir minimal eleman ve en biiyiik eleman da bir maksimal

elemandir. Ancak tersinin dogru olmas1 gerekmez.



Teorem 1.18. (K, <) kismen sirali bir kiime ve @ # Y € K sonlu alt kiime
olsun. Bu takdirde Y kiimesi minimal ve maksimal elemanlara sahiptir.

Teorem 1.19. Zincirlerde minimal (maksimal) ve en kiiclik (en biiyiik) eleman
kavramlar1 denktir. Boylece keyfi alinan sonlu bir zincir en kii¢iik ve en biiyilik
elemanlara sahiptir.

Tanim 1.20. (K, <) kismen siral1 bir kiime ve Y € K olsun.

(i)a€eKvehery €Y i¢ciny < a ise, a elemanina Y kiimesinin bir iist sinir1
denir ve Y kiimesinin tiim iist sinirlarinin kiimesi Y ile gosterilir.

Hert € Y i¢ina < tise, a elemanina Y kiimesinin en kiigiik {ist sinir1 veya supremumu
denir ve a = supY veya a = VY ile gosterilir.

(i) b€ Kvehery €Y i¢cin b < y ise, b elemanina Y kiimesinin bir alt sinir1
denir ve Y kiimesinin alt sinirlarinin kiimesi Y ile gosterilir. Her k € Y icin k < b ise,
b elemanina Y kiimesinin en biiyiik alt sinir1 veya infimumu denir ve b = infY veya

b = AY ile gosterilir.

1.1.2. Kafesler
Tanim 1.21. (L, <) bir kismen sirali kiimesi olsun. Her x, y € L i¢in sup{x, y}
ve inf{x, y} varsa L kismen sirali kiimesine bir kafes denir.
x,y €ELiginx Vy:=sup{x,y} vex Ay :=inf{x,y} olarak gosterilir.
Sinirht bir kismen sirali kiime olan L kafesi (L, <,0,1) seklinde gosterilir. Kisalik
acisindan bundan sonraki kisimda yalnizca “sinirli bir L kafesi” ifadesi
kullanilacaktir.
Tanim1.22. L bir kafes ve A € L olsun. A alt kiimesine L kafesinin bir alt
kafesidir denir : < Hera,b € AicinaAb € AveaV b € A dir.
Bir kafeste bos kiime ve tek elemanli alt kiimeler alt kafestir. Daha genel olarak,
(L, <) birkafesve a,b € L igina < b ise
[a,b] == {x € L|a < x < b} ile tanmimlanan [a, b] kapal1 aralig1 bir alt kafestir.
Benzer sekilde L kafesinin
la,b] = {x € L|la < x < b},
[a,b[={x € L|a < x < b}, yar1 agik araliklar1 ve

la,b[:== {x € L|a < x < b} a¢ik aralif1 da tanimlanabilir.



Tanim 1.23. (T, < 1) ve (K, <,) iki kismen sirali kiime olsun. T ve K kismen
sirali  kiimelerinin T X K = {(x,y)|x €T,y € K} seklinde tanimlanan T X K
kartezyen ¢arpim kiimesi

(x1,71) < (x2,¥2): & x; <1 X vey; <3 Vo, x,x2 €T, Yy, V2 EK
bagintisi altinda kismen sirali bir kiimedir. Bu (T X K, <) kismen siral1 kiimesine T ve
K kismen siral1 kiimelerinin direkt carpim kiimesi denir.

Teorem 1.24. M ve N iki kafes olsun. M X N direkt carpimi da yine bir kafestir.

Burada (x4,y1), (x2,y2) € M X N igin

(x5, Y1) V (X2,¥2) = (X1V X2,¥1V Y2)
(x1, Y1) A (X2,¥2) = (X1 A X2, Y1 A Y2)
dir.

Bir kafeste A ve V ikili islemleri 6nemli cebirsel 6zelliklere sahiptir.

Lemma 1.25. K kismen siral1 bir kiime olsun. Infimum ve supremum islemleri
(eger varsa) asagidaki ozelliklere sahiptir:

Ll.aha=a, aVva=a, (Idempotent)

L2.aAnb=bAa, aVb=bVa, (Degisme)

L3.(anb)Ac=aAn(bAc), (avb)Vc=aV(bVc), (Birlesme)

L4d.an(avb)=aV(aAb)=a. (Yok etme)

Ustelik a < b ifadesia Ab = a ve a V b = b sartlarinin her birine denktir.

Tamim 1.26. idempotent, degisme ve birlesme 6zelliklerine sahip ikili islemli
bir sisteme yar1 kafes denir.

Sonug 1.27. K kismen siral1 bir kiime ve K’ da alinan herhangi iki elemanin
infimumu mevcut olsun. Bu takdirde K,A ikili islemine gore bir yar1 kafestir. Boyle
yar1 kafeslere infimum-yar1 kafesler denir. Dual olarak K kismen sirali kiimesinde
alinan herhangi iki elemanin supremumu mevcut ise K,V ikili islemine gore bir yar1
kafestir. Boyle yar1 kafeslere supremum-yar1 kafesler denir.

Lemma 1.28. K, 0 en kii¢lik elemanina sahip kismen siral1 bir kiime ise her
a € K i¢in
OANa=0veOVa=a
dir. Dual olarak K, 1 evrensel iist sinirina sahip ise her a € K igin
aNl=aveavl=1
dir.



Lemma 1.29. Herhangi bir kafeste infimum ve supremum islemleri sira
korurdur. Yani bir L kafesinde a,b,c € L i¢in
b<ciseaANb<aAcveaVb<aVc
saglanir.
Lemma 1.30. L bir kafes olsun. Her a, b, ¢ € L igin
aAN(bVvc)=(aAb)V(aAnc)
aV(banc)y<(avb)A(aVc)

esitsizlikleri saglanir.

1.2. [0,1] Uzerinde U¢gensel Normlar ve Ucgensel Konormlar

Bu boéliimde ¢alismanin konusun zemin teskil edecek [0,1] iizerinde tiggensel
normlar ve iiggensel konormlarla ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Bu
tamim ve teoremler verilirken literatiirdeki temel kaynaklardan yararlanilmistir

(Klement ve Mesiar,2000).

1.2.1. [0,1] Uzerinde Ucgensel Normlar

Tanim 1.31 Bir tiggensel norm (kisaca t-norm) T, [0,1] birim aralig1 lizerinde
asagidaki dort 6zelligi saglayan bir ikili islemdir.

T:[0,1]> — [0,1] ve her x,y,z € [0,1] i¢in

(TD.T(x,y) = T(y,x) (Degisme)
(T2). T(x, T(y, Z)) =T(T(x,y),2) (Birlesme)
(T3).y<ziseT(x,y) <T(x,2) (Monotonluk)
(T4).T(x,1) =x (Sinar sart1)

Ornek 1.32 [0,1] reel aralik iizerinde tanmimli dért temel t-norm olan Ty, Tp ,

Ty, Ty asagidaki gibidir:

Ty (x,y) = min(x,y) (Minimum)
Tp(x,y) = xy (Carpim)
T, (x,y) = max(x +y —1,0) (Lukasiewicz t-norm)
0, (x,y) € [0,1]? ,
Tp(x,y) = . ; : Drastik
p(x.) {mm(x, y), aksi takdirde (Drastik arpim)

Uyan 1.33 T,[0,1] birim aralig1 lizerinde bir t- norm olsun.



(1) Tanim 1’den her T t-normu her x € [0,1] i¢cin asagidaki ilave sinir
kosullarini karsilar:

T0,x)=T(x,0)=0 (1.1)

T(1,x)=x (1.2)

Bu nedenle her t-norm [0,1]? birim karenin sinirlari iizerinde ¢akisiktir.

(i1) Bir T t-normunun, (T3) ile tanimlanan ikinci bilesene gére monotonlugu,
(T1) degisme 6zelligi ile birlikte her iki bilesene gére monotonluga denktir. Yani

X1 < x3vey; < yyiseT(xy,y1) < T(xz,y2) (1.3)
saglanir.

Tanim 1.34

(i) T, ve T, iki t-norm olsun. (x,y) € [0,1]? icin Ti(x,y) < T2(x,y)
esitsizligi saglaniyor ise T4, T, t-normundan daha zayiftir veya esdeger olarak T, T;
t-normundan daha gii¢liidiir denir ve bu durum T4 < T, ile gosterilir.

(i) Ty < T, ve Ty # T, ise yani T; < T, ve bir (%o, yo) € [0,1]? igin
T1(x0,Y0) < T2(x0,Y0) ise, bu durum T4 < T ile gosterilir.

Uyan 1.35

(i) Uyari 3’un bir sonucu olarak; T, [0,1] birim aralig1 tizerinde keyfi bir t-
norm olsun.
Bu durumda T t-normu igin

Tph <T<Ty (1.4)
esitsizligi saglanir.

(i1) Acik¢a T; < Tp oldugundan dort temel t- norm asagidaki sekilde siralanir:

Tp <T, <Tp <Ty (1.5)

1.2.2. [0,1] Uzerinde U¢gensel Konormlar

Tanim 1.36. S, [0,1] birim aralig1 iizerinde bir ikili islem olsun, S: [0,1]*> —
[0,1] fonksiyonu her x,y,z € [0,1] i¢in (T1) -(T3) sartlarin1 ve asagida belirtilen (S4)
sinir sartini sagliyorsa S fonksiyonuna bir iiggensel konorm (t-konorm) denir.

(S4) S(x,0) = x (Sinir sart1)

Aksiyomatik bir bakis agisindan, t-normlar ve t-konormlar sadece sinir

kosullarina gore farklilik gosterirler.



Ormek 1.37. [0,1] birim aralig1 iizerinde Sy, Sp, S, ve Sp temel t-konormlari

sirasi ile
Su(x,y) = max(x,y) (Maksimum)
Sp(x,y)=x+y—xy (Istatistiksel toplam)
S.(x,y) =min(x+y,1) (Lukasiewicz t-konorm)
1, (x,y) € 0,1 ,
Sp(x,y) = : . Drastik topl
p(%,y) {max(x, y), aksitaktirde (Drastik toplam)

seklinde tanimlanir.

Onerme 1.38. [0,1] birim aralig {izerinde S: [0,1] 2 — [0,1] fonksiyonu bir t-
konormdur < Her (x,y) € [0,1] % icin

S(x,y)=1-T(A—-—x,1—-y) (1.6)
olacak sekilde bir T t-normu mevcuttur.

Uyar1 1.39. T bir t-norm ise (1.6) ile tanimlanan S fonksiyonu (T1)-(T3) ve
(S4)’ii saglar, bu nedenle bir t-konormdur. Ote yandan S bir t-konorm ise o zaman
T:[0,1]*> — [0,1] fonksiyonu igin;

Tx,y)=1-S1-x,1-y) (1.7)

(1.6) ile verilen t-konorma, T’nin dual t-konormu ve benzer sekilde (1.7) ile
verilen t-norma S’nin dual t-normu denir.

Uyar 1.40.

(1) Uyart 1.39°dan her t-normun bir t-konormun dual ikili islemi oldugunu
ortaya koymaktadir.

(TysSm),> (Tp,Sp), (Ty,Sy) ve (Tp,Sp) ikiser tarzda birbirine dual t-norm ve t-
konorm ¢iftleridir.

(i) S: [0,1]*> — [0,1] bir t-konorm olsun. Her x € [0,1] igin

S(Lx)=S(x,1)=1
S0,x) =x

ilave smir sartlar1 olarak adlandirilan esitlikler saglanir. Bdylece, tiim t-konormlar
birim karenin sinirlar1 iizerinde ¢akisirlar.

(111) Dualite siralamay1 degistirir; T, ve T, t-normlari i¢in T4 < T, eger S1 ve
S,, T, ve T, ‘nin dual t-konormlar1 ise S; = S’ dir. Her S t-konormu i¢in

Sy<S<S,
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dir. Yani, maksimum S,, en zayiftir ve drastik toplam S, en gii¢lii t-konormudur.
Ornek 1.7°de verilen dort temel t-konormun siralamasi asagidaki gibidir.

Sy <Sp<S,<Sp

1.3. Simirh Kafesler Uzerinde Ucgensel Normlar ve Uggensel Konormlar

Tanim 1.41. L sinirh bir kafes olsun. Bir iggensel norm T (t-norm) L iizerinde
komiitatif, birlesme, monoton 6zelliklerini saglayan 1- birim elemanli bir ikili islemdir
(Karagal ve Khadjiev 2005).

Ornek 1.42. Herhangi bir L siirli kafesi {izerinde temel t-normlar olan Ty,
T,: L? — L asagidaki gibi verilir:

_{xAy, 1€{xy}
Tw(x,y) = {0, aksi takdirde

Th(x,y) =xAy.
L = [0,1] birim reel aralik alinirsa agik¢a Ty, = Tp, Ty = Ty oldugu goriiliir.

Uyari 1.43. L sinirli kafesi tizerindeki her t-norm T i¢in Ty, < T < T, esitsizligi
saglanir.

Tanim 1.44. L smirhi bir kafes olsun. Bir iicgensel konorm S (t-konorm) L
tizerinde komiitatif, birlesme, monoton 6zelliklerini saglayan 0- birim elemanl bir ikili
islemdir.

Ornek 1.45. Herhangi bir L smirl bir kafesi iizerinde temel t-konormlar olan
Sy, Sy L? > L asagidaki gibi verilir.

xVy, 0 € {x, v}
- aksi takdirde

Sy(x,y) =xVy.
Uyar1 1.46. L smirh kafesi tizerindeki her t-konorm S icin S, < S < Sy,

esitsizligi saglanir.
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2. YAPILAN CALISMALAR

Bu boliimde, bir L smirli kafesinin alt araliklari iizerinde verilen t-normlar ve
t-konormlardan L iizerinde t-norm ve t-konorm elde etmek icin bazi yontemler
aragtirtlmistir. Ertugrul, Karacal ve Mesiar’in (2015) yaptig1 ¢alismada sinirli bir
kafesin [a, 1] alt araliginda tamimli bir t-norm ile [0,a] alt araliginda tanimli t-
konormdan L kafesi {izerinde bir t-norm ve t-konorm insa etme ydntemi lizerine
calismis ancak bu yontemin tiim alt araliklar {izerinde gecerli olmamasi yontemin zay1f
tarafidir. Cayli (2018) yaptig1 calismasinda Ertugrul, Karagal ve Mesiar (2015)’in
calismasini tim alanlar igin yeterli olmadigindan yola ¢ikarak bu c¢alismayr 2018
yilinda gelistirmistir. Ertugrul ve Yesilyurt (2020) 6nceden yapilan her iki ¢alismayi
gelistirerek; [0, a] tizerinde bir t-norm T; ve [a, 1] lizerinde bir t-norm T, yardimiyla
T t-normunu insa etmislerdir.

Literattirde L sinirh kafesin [a, b] alt araligindaki bir t-normunu, L sinirli kafes
tizerinde bir t-norma genisleten yapim yontemini Ertugrul, Kesicioglu, Karagal (2019)
yilinda calisarak literatlirdeki boslugu doldurmustur. Yaptiklari “Some new
construction methods for t norms on bounded lattices” calisma bu boliimde
calisgtlmigtir. Smirli bir L kafesinin bir [a, b] alt araliginda iizerindeki t-norm V nin
varligindan yola c¢ikarak L kafes lizerinde t-norm inga etmek igin ii¢ yontem
incelenmistir. Ek olarak, [a, b] alt arali§ina kisitlanis1 V t-normu olan tiim t-normlarin
en kiiciigii belirlenmistir.

Ayrica yine sinirh bir L kafesinin bir [a, b] alt aralig1 iizerindeki t-konorm W
nin varligindan yola ¢ikarak L iizerinde t-konorm insa etmek i¢in bir yontem
verilmistir. Inga edilen bu t-konormun, [a, b] alt araligina kisitlanist W t-konormu olan
tiim t-konormlarin en biiyiigli oldugu gosterilerek Ertugrul, Kesicioglu ve Karagal
(2019)’1n agik problem olarak biraktiklari soruya da kismen cevap verilmistir.

Tanim 2.1. (Dan, Hu ve Qiao 2019): L siurh bir kafes a,b € L \ {0,1} ve a <
b olsun. Asagidaki kiimeler tanimlansin:

IP={x€eL:x| avex < b},

If ={x€L:x| bvex>a},

Ipp = {x € L:xlla ve xlIb}.
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Teorem 2.2. (L, <,0,1) sinirhi bir kafes ve V, L nin [a, b] alt araliginda bir t-

norm olsun. O halde, asagidaki sekilde tanimlanan T:L? — L fonksiyonu bir t-

normdur:
T(x,y)
(V(xAb,y Ab) (x,y) € [a,b[?V [a,b[x I? U I} X [a,b[U I} x I{
xAyAa (x,y) €[0,a[x LUL X [0,a[U [a,b[x IZUI? X [a,b[
UILXIEUIZ xIFUIE X1 UIl x [b 1]
=9 U[b,1[X 12Ul X L\ {1} UL\ {1} x Iy,
XANyAb (x,y) € I} X [b,1[U [b,1[X I§ U [b.1[X [a, b[
U [a, b[X [b, 1[U [b, 1[X [b, 1]
\x Ay 1€ {x,y}.
Ispat:
(1) Monotonluk:

x < yolanherx,y,z € LiginT(x,z) < T(y, z) oldugunu gosterelim. Eger x ve y nin
ayni kiimede oldugu durumlarda T(x,z) < T(y, z) esitsizligi tim z € L ler igin
saglanir. z = 1 oldugu durumlarda ise T(x,z) = x <y = T(y, z) esitsizligi aciktir.
Egerz € 12, z € [0,a[, z € I,;, durumlarindan biri varsa T(x,y) =xAzAa<yA
zAa = T(x,y) oldugu agiktir. Kalan tiim olast durumlar agagida incelenmistir.
l.x € [0,a[
Bu durumda, T(x,z) =xAzAa dir. Tim y,z € L igin T(x,z) < T(y,z)

esitsizligi saglanir.
2.x € [a,b|
21.yely
2.1.1.z € [a,b]

T(x,z) =V(x,z) <V Ab,z)=T(y,z).
2.12.z €I

T(x,z) =V(x,zAb) <V(yAb,zAb) =T(y,z).
2.13.z€[b 1]

T(x,z)=x<yAb=yAzAb=T(y,2).
22.y € [b1]
22.1.z€[a,b]|

T(x,z) =V(x,z) <V(b,z) =2z=T(y,z).
13



222.z2 €8

T(x,z) =V(x,zADb) <yAzADb=T(y,2).
223.z€[b1]

T(x,z) =x<b=T(y2).
y=1

Bu durumda T(x,z); x AzAa, V(x,z), x ve V(x,zAb) degerlerinden
birbirine esittir. Tim durumlar i¢in T(x,z) < z=T(1,z) = T(y, z) dir.
3.x€I?

Her z € L i¢in T(x,z) = x Az A a oldugundan T(x,z) < T(y, z) esitsizligi
her y, z € L i¢in saglanir.

4. x €I}
4.1.y € [b 1]
4.1.1.z € [a, b|
T(x,z) =V(xAb,z) <V(b,z)=z=T(y,2z).
412.z€ly
T(x,z) =V(xAb,zADb) <V(b,zAb)=zAb=yAzADb
=T(y, 2).
4.13.z€[b,1]
T(x,z)=xANzAb<b=T(y,2).
42. y=1,i¢in T(x, z) < T(y, z) oldugu agiktir.
5.x €[b1]

x <y oldugundan, y = 1 durumuna bakilmas: gerekir. Bu durumda T (x, z)
ifadesi z,x Az A a, x Az Abve x Az degerlerinden birine esittir. y = 1 oldugundan
T(y, z) = z oldugu agiktir. Boylece olasi tiim T (x, z) durumlari i¢in T'(x, z) < T(y, z)
esitsizligi saglanir.

6.x € lyp

Bu durumda, her z € L durumlart i¢inT(x,z) =xAzAa  oldugundan
T(x,z) < T(y, z)esitsizligi her y, z € L i¢in saglanir.

(i1) Asosyatiflik:

Herhangi bir x,y,z€L icin T(x,T(y,2)) =T(T(x,¥),2) esitliginin
saglandig1 gosterilmelidir. x, y ve z degerlerinden birinin 1 e esit olmasi durumunda
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esitligin he zaman saglanacagi agiktir. Ayrica y € [0,a[, y €I vey €y,
kosullarindan biri gegerliyse,
T(x,T(y,Z)) =T(x,yAzAa) =xAyAzAa
=T(xAyAaz)=T(T(x,y),z).
Kalan diger durumlar agsagida incelenmistir.
l.x € [0,a]
1.1.y € [a,b]
1.1.1.z € [0,a[U I?
T(x,T(y,Z)) =Tx,yANzANa)=xANzAa=TxAyAa,z)
=T(T(x,y),2).
1.1.2.z € [a,b]
T(x,T(y,Z)) = T(x,V(y,z)) =xAV(y,z)Aa=x=xAzAa
=T(xAyAa,z)=T(T(x,y),z).
1.1.3z€[b, 1]
T(x,T(y,Z)) =T(x,y)=xAyAa=x=xAzAa
=T(xAyAa,z)=T(T(x,y),z).
1.14.z€If
T(x,T(y,z)) = T(x,V(y,z/\ b)) =xAV(y,zAb)ANa=x
=xANzAa=TxAyAaz)= T(T(x,vy),2z).
1.15.z €1y,
T(x,T(y,z)) =T, yAzAa) =T(x,zAa) =xAzAa
=T(x,z) =TxAyAa,z) =TT (x,y),z).
1.2.y € [b1]
1.2.1.z € [0,a[V [a, b|
T(x,T(y,z)) =T, yAzAa)=xAzAa=T(xAyAa,z)
=T(T(x,y),2).
1.2.2.z € [b1]
T(x,T(y,z)) =T(x,b)=xAbAha=x=xANzANa=T(x,2z)
=T(xAyAa,z)=T(T(x,y),z).
123.z€1?
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T(x,T(y,z)) =T, yAzAa)=xAN(zZAa)Aha=xANzAa
=T(xAyAa,z)=T(T(x,y),z).
1.24.z€ I}
T(x,T(y,z)) =T, yAzAb)=xA(zAb)Aa=xAzAa
=T(xAyAaz)= T(T(,Yy), z).
1.25.z€ 1y,
T(x,T(y,z)) =T(x,yAzAa) =T(x,zANa) =xAzAa
=T(x,2)=T(xAyAaz)=T(T(x,Yy),2).
1.3.y eI}
13.1.z € [0,a[u 2
T(x,T(y,Z)) =Tx,yANzAa)=xANzAa=TxAyAa,z)
=T(T(x,y),2).
1.3.2.z € [a,b]
T(x,T(y,Z)) = T(x,V(y/\b, Z)) =xAV(yAbz)ANa=x
=xAzAa=T(xAyAaz)=T(T(x,y),2).
133.z€ [b1]
T(x,T(y,z)) =T(x,yANzAb)=xAN(yAb)Aha=xAy=x
=xAzAa=TxAyAaz)=T(T(x,y),2).
1.34.z€lf
T(x,T(y,z)) = T(x,V(y/\b,z/\b)) =xAV(yAb,zADb)Aa
=x=xAzAa=T(xAyAaz)= T(T(x,Yy), z).
13.5.2 € Iy
T(x,T(»,2))=T(x,yAzAa) =xAyAzAa=xAyAz
=T(xAyAaz)=T(T(x,y),2z).
2.x €la,b|
2.1.y € [a,b]
2.1.1.z € [0,a[
T(x,T(y,z)) =T, yAzAa) =T(x,z) =xANzAa=z
=V@,y)nzAha=TWV(x,y),z) =T(T(x,y),z).
2.12.z € [a,b]
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T(x,T(y, z)) = T(x,V(y, Z)) = V(x,V(y, z)) =V{WV(x,vy),2)
=TV, ), 2) =T(T(x,y),2).
2.13.z€[b1]
T(xT(,2) =T@y) =V(xy) =TV(xy),2) =TT (), 2).
2.14.z€1t
T(x,T(y,z)) =T, yAzAa)=T(x,zANa) =xAN(zAa)Aa
=zAa=V(x,y)AzAa=TWV(x,y),2)
=T(T(x,y),2).
215.z€ly
T(x,T(y,2)) =T V(y,zAb)) =V(x,V(y,zAb))
=V y),zAb) =TV(x,y),2) = T(T(x,y),2).
2.1.6.z € Iy,
T(x,T(y,z)) =T, yAzAa)=xAN(yAzAa)Aa=zAa
=V, )AzAa=TWV(x,y),z) =T(T(x,y),2z).
22.y€[b1]
22.1.z € [0,a[
T(x,T(y,z)) =T, yAzAa) =xANzAa=T(x,z)

=T(T(x,y),2).
222.z€]a,b|
T(x,T(y, Z)) =T(x,z) =T(T(x,y),2).
223.z€[b 1]

T(x,T(y, Z)) =T(x,b) =x=T(x,2) =T(T(x,y),z).
224.z€1b
T(x,T(y,z)) =Tx,yAzANa)=T(x,zANa) =xAN(zAa)Aa
=zAa=xANzAa=T(x,2z) =T(T(x,y),z).
225.z€ly
T(x, T(y, z)) =T, yANzAb)=T(x,zAb) =V(x,zADb)
=T(x,z) = T(T(x,y),2).
226.z€ 1,
T(x,T(y,z)) =T, yAzANa) =xAN(yAzAa)Aa=zAa

17



=xAzANa=T(xz)=T(T(x,y),2z).
23.y €Il
23.1.z€[0,a|

T(x,T(y,z)) =T, yAzANa) =T(x,z) =xANzAa=z
=V, yAb)AzAa=TV(x,yAb),z)
=T(T(x,y),2).

232.z € ]a,b|

T(x,T(y, Z)) = T(x, V(y Ab, Z)) = V(x, V(yA b,z))

=VWV(x,yAb),z) =T(T(x,y),z).
233.z€[b 1]

T(x, T (y, Z)) =T(x,yANzAb) =T, yAb) =V(x,y Ab)
=TWV(x,yAb),z) =TT (,y),2z).

234.z€I?

T(x,T(y,z)) =T, yAzAa) =T(x,zANa) =xA(zAa)Aa
=zANa=V(,yAb)AzAa=TWV(x,y Ab),z)
=TTk, ), 2).

235.z€lt

T(x, T (y, Z)) =T, V(yAb,zAD)) = V(x, V(yAb,zA b))

=VWV(x,yAb),zAb) =TV (x,y Ab),z)

‘ = T(T(x,y),2).

23.6.z€ 1y,

T(x,T(y,z)) =T, yAzAa) =T(x,yANzANa) =T(x,zAa)
=xANzAa)ANa=zAa=V(x,yAb)AzAa
=TW(x,yAb),z) =T(T(x,y),z).

3.x €[b1]
3.1.y €[a,b[
3.1.1.z € [0,q]
T(x,T(y,z)) =T, yAzAa) =T(x,z) =xANzAa=z
=yAzAa=T,z) =TT (,y),2z).
3.1.2.z € [a,b]
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T(x,T¥,2)=T(x,V(y,2) =V(y,2) =T¥,2) = T(T(x,y),2).
3.13.z€[b 1]
T(x,T(y,2)) =T(xy) =y =T(y,2) = T(T(x,y),2).
3.14.z€1t
T(x,T(y,z)) =T, yAzAa)=T(x,zANa) =xAN(zAa)Aa
=zANa=yAzANa=T(y,z) =T(T(x,y),z).

3.15.z€lf
T(x,T(y,2)) =T(x,V(y,zAb)) =V(y,zAb) = T(y,2)
= T(T(x,y),2).
3.1.6. 2 € I,

T(x,T(y,z)) =T, yAzAa)=xAN(zZAa)Aa=zAa
=yAzAa=T(y,z) =T(T(x,y),2).
32.y€[b1]
32.1.z€[0,a
T(x,T(y,z)) =T, yAzAa) =T(x,z) =xANzAa=z
=bAzANa=T(b,z)=T(T(x,y),2).
322.z€]a,b|
T(x,T(y, Z)) =T(x,z)=2z=TxANy,z) =T(T(x,y),z).
323.z€[b1]
T(x,T(y,Z)) =T(x,b)=xAb=b=bAz=T(b,2)
=T(T(x,y),2).
324.z€1P
T(x,T(y,z)) =Tx,yAzANa)=T(x,zANa) =xAN(zAa)Aa
=zANa=TxAy,z)=TT(x,7y),2).
325.z€1f
T(x,T(y,z)) =T, yANzAb)=T(x,zAb)=2zADb
=T(x Ay, z)= T(T(x,y),z).
32.6.z€1,,
T(x,T(y,z)) =T, yAzANa)=xAN(yAzAa)Aa=zAa
=(xAYANzAa=TxAy,2) =TT (,y),z).
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33.y€l¢
33.1.z€[0,q]
T(x,T(y,z)) =T, yAzAa) =T(x,z) =xANzAa=z
=WAb)AzAa=T(yAb,z)=T(xAyAb,z)

=T(T(x,y),2).
332.z€[a,b]
T(x, T(y, Z)) = T(x, V(yA b,z)) =V Ab,z)=T(yAzb)
=T(T(x,y),2).
333.z€[b 1]

T(x,T(y,Z)) =T(x,yANzAb) =T(x,yAb) =yAb
=T Ab,z)=T(T(x,y),2).

334.z€1}

T(x,T(y,z)) =T, yAzAa) =T(x,zANa) =xA(zAa)Aa
=zAa={yAb)AzAa=T(yAb,2)
=T(T(x,y),2).

335.z€lf

T(x,T(y,z)) =T, V(yAb,zAb)) =V(yAb,zADb)
=T Ab,z)= T(T(x,y),2).

33.6.z€1,,

T(x,T(y,z)) =T(x,yAzANa)=xAN(yAzAa)=2zAa
=WAb)AzAa=T(yAb,z)=T(T(x,y),2z).

4.x €I’
4.1.y € [a,b]
4.1.1.z€[0,a|

T(x,T(y,z)) =T, yAzAa) =T(x,z) =xANzAa=xAz
=@xANa)AzAa=TxAyAaz)=T(T(x,y),z).

4.1.2.z € [a,b|

T(x,T(y,z)) = T(x,V(y,z)) =xAV(y,z2)Aa=xAa
=(xAa)AzAa=T(xAyAaz)=T(T(,y),z).

4.13.z€[b,1]
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T(x,T(y,z)) =Tx,y)=xAyAha=xANa=xAa)AzAa
=T(xAyAa,z)=T(T(x,y),z).
414.z€1b
T(x,T(y,z)) =T, yAzAa) =T(x,zAa) =xA(zAa)Aa
=xAzAa=xANa)AzAha=T(xAyAa,z)
=T(T(x,y),2).
415.z€ly

T(x,T(y,z)) =T, V(y,zAb)) =xAV(y,zAb)Aa=xAa

=(@ANa)AzAha=TxAyAa,z)= T(T(x,y),z).
41.6.z €Iy,

T(x,T(y,z)) =T, yAzAa) =T(x,zAa) =xAzAa

=T(xANa,z)=T(T(x,y),z)
42.y € [b, 1]
42.1.z € [0,a[

T(x,T(y,z)) =T, yAzAa) =T(x,z) =xAzAa=xAz

=(xANa)AzAha=TxAyAa,z)=T(T(x,7y),z).
422.7z € [a,b[

T(x,T(y,z)) =T(x,z)=xANzAha=xANa=xANa)AzAa
=T(xAyAa,z)=T(T(x,y),2z).

423.z€[b1]

T(x,T(y,z)) =T(,b)=xAbAha=xANa=xANa)AzAa
=T(xANa,z)=T(xAyAa,z)=T(T(x,7y),z).

424.z€1?

T(x,T(y,z)) =T(x,yNzANa) =T(x,zNa)=xA(zAa)Aa
=xAzAa=xANa)AzAa=T(xAyAa,z)
=T(T(x,y),2).

425.z€ly

T(x,T(y,z)) =T, yAzAb)=T(x,zAb)=xA(zAb)Aa
=xAa=(xANa)AzAa=T(xAyAa,z)
= T(T(x,y),2).
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42.6.2 € Iy,
T(x,T(y,z)) =T(x,yAzAa) =xAyAzAa=xAzAa
=T(xAa,z)=T(xAyAa,z)=T(T(x,y),z).
43.yely
43.1.z€[0,a|
T(x,T(y,z)) =T, yAzAa) =T(x,z) =xAzAa=xAz
=@xANa)AzAa=TxAyAa,z)=T(T(x,y),z).
43.2.z € a,b|
T(x,T(y,Z)) = T(x,V(y/\b,z)) =xAV(yAbz)Aa=xAa
=(xNa)AzAha=TxANa,z)=TT(x,y),2).
433.z€[b 1]
T(x,T(y,Z)) =T(x,yAzAb)=xAN(yAb)Aa=xAa
=@ANa)AzAa=TxAa,z)=T(T(x,y),2).
434.z€1P
T(x,T(y,z)) =T, yAzAa) =xAN(zZAa)Aa=xANzAa
=xANa)AzAha=TxAa,z)=T(T(x,y),2).
435.z €18
T(x,T(y,z)) =T, V(yAb,zADb)) =xAV(yAb,zAb)Aa
=xANa=((xANa)AzAa=T(xAa,z)
= T(T(x,y),2).
43.6.z €1y
T(x,T(y,z)) =T, yAzANa) =xAN(yYAzAa)Aa=xAzAa
=xNa)AzAha=TxANa,z)=TT(x,y),2).
5.x€lf
5.1.y €[a,b[
5.1.1.z € [0,q]

T(x,T(y,z)) =T, yAzAa) =T(x,z) =xANzAa=z
=V@xAb,y)ANzAa=TV(xAb,y),z)
=T(T(x,y),2).

5.12.z € [a,b]
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T(x,T(y,2)) =T(x,V(,2)) =V(xAb,V(y,2)) =V({V(xAb,y),2)
=TWV(xAb,y),z) =TT (x,y),2z).

5.13.z€[b 1]
T(x,T(y, Z)) =T(x,y)=V(&Ab,y)=TWV(xADb,y),z)
=T(T(x,y),2).
514.z€1t

T(x,T(y,z)) =T, yAzAa) =T(x,zANa) =xAN(zAa)Aa
=zAa=V&xAby)AzANa=TWV(xAb,y),z)
=T(T(x,y),2).

515.z€lf

T(x,T(y,2)) =T(x,V(y,zAb)) =V(x Ab,V(y,zADb))
=VWV(xADb,y),zAb) =T(V(xAb,y),z)
= T(T(x,y),2).

516.z€l,,

T(x,T(y,Z)) =Tx,yAzANa)=xAN(zAa)Aa=zAa
=V(xAb,y)ANzAa=TWV(xAb,y),z)
=T(T(x,y),2)

52.y€[b 1]
52.1.z€[0,a]

T(x,T(y,z)) =Tx,yAzANa)=T(x,z) =xANzAa=z
=AbD)AzAa=TxAyAbz)=T(T(x,y),2).

522.z€(ab|

T(x,T(y, Z)) =T(x,z) =V(xAb,z)=T(xAb,z) =T(T(x,y), z).

523.z€[b 1]

T(x,T(y, z)) =T(,b)=xAb=TxAb,z)=T(T(x,y),2z).

524.z€lb

T(x,T(y,z)) =T, yAzANa)=xAN(zZAa)Aa=zAa
=@xAb)AzAa=T(xAb,z)=T(T(,Yy),2z).

525.z€l?

T(x,T(y,z)) =T, yAzAb)=T(x,zAb) =V(XxAb,zAD)
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=T(xAb,z)= T(T(x,y),z).
5.2.6.z € I,

T(x,T(y,z)) =T, yAzAa) =xAN(yAzAa)Aa=2zAa

=@xXAb)AzAa=T(xAb,z) =T(T(x,y),2z).
53.y €1}
53.1.z€[0,q]

T(x,T(y,z)) =T(x,yAzAa) =T(x,z) =xANzAa=z
=V@Ab,yAb)ANzANa=TV(xAb,yAb),z)
=T(T(x,y),2).

532.z€[a,b|

T(x,T(y,z)) = T(x,V(y/\ b, Z)) = V(x/\ b,V(y A Db, Z))
=VWV(&Ab,yADb),z) =T(V(xAb,yAb),z)
=T(T(x,y),2).

533.z€[b1]

T(x,T(y,2)) =T(x,yAzAb) =V(xAb,y Ab)
=TW(xAb,yAb),z)=T(T(x,y),2).

534.z€1P

T(x,T(y,z)) =Tx,yAzANa)=xAN(zAa)Aa=zAa
=V@Ab,yAb)ANzAa=TV(xAb,yAb),z)
=T(T(x,y),2).

535.z€lf

T(x,T(y,z)) =T, V(yAb,zADb)) = V(x Ab,V(yAb,zA b))
=VWV(xAb,yAb),zAb) =T(V(xAb,y ADb),z)
= T(T(x,y),2).

53.6.z€l,,

T(x,T(y,z)) =T, yAzAa) =T(x,zANa) =xA(zAa)Aa
=zANa=V(&xAbzAb)AzANa=TV((xAb,yAb),z)
=T(T(x,y),2).

6.x € lyp

Eger T(y,z) =y Az Aaise
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T(x,T(y,z)) =xAT(y,z)Aa=xAyAzAha=T(xAyAa,z)
=T(T(x,y),2)
oldugu aciktir. Simdi T'(y, z) nin y A z A a den farkli oldugu durumlara bakalim
6.1.y€lab[vez€El}
T(y,z) = V(y,z A b) oldugundan
T(x,T(y,Z)) =xAV(y,zAb)Aa=xANa=xAyAzAa
=T(T(x,y),2).
6.2.y € [a,b[vez € [b,1]
T(y,z) = y oldugundan
T(x,T(y,z)) =xAyAha=xANa=xAyAzAa=T(T(x,y),2z).
6.3.y € If ve z€ [a,b[
T(y,z) = V(y A b, z) oldugundan
T(x,T(y,z)) =xAV(yAb,z)Aa=xANa=xAyAzAa
=T(T(x,y),2).
64.y€Elfvez€EI}
T(y,z) =V(y Ab,z A b) oldugundan
T(x,T(y,z)) =xAV(yAb,zAbD)A=xANa=xAyAzAa
=T(T(x,y),2).
6.5.y€lfveze[b1]
T(y,z) = y Az A b oldugundan
T(x,T(y,z)) =xA(yAzAb)ANa=xNa=xAyAzAa
=T(T(x,vy),2).
6.6.y € [b,1[vez € [a,b|
T(y,z) = y oldugundan
T(x,T(y,z)) =xAyAa=xANa=xAyAzAa=T(T(,y),z).
6.7.y € [b,1[vez € I}
T(y,z) = y Az A b oldugundan
T(x,T(y,z)) =xAN(yYAzAb)ANa=xNa=xAyAzAa
=TT y),2)

T’ nin degisme ve birim eleman 6zelligini saglandigi agiktir. Boylece T bir t-normdur.
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Teorem 2.1. de verilen t-norm T asagidaki gibi tabloda ifade edilmistir.

lab xAyha
1§ VxAb,yADY|  xAyADb V(xAb,yAb)
I3
1| *Ayha xAyAa xAhyha
XAYAD XAYAD
b
F(xAb,yAD VixAbyAb)
a
xhyha
0 a b 1 12 Ig Loy
Sekil 2. T nin degerleri

Uyar1 2.3. Teorem 2.2 de verilen doniisiim, b = 1 alinmast durumunda,

Ertugrul, Karacal ve Mesiar (2015) tarafindan verilen asagidaki inga yontemi ile

cakisir.
XNy, 1e{xy}
T(x,y) =4 V(xy), (x,y) € [a,1[?
xXAyAa, aksi takdirde

Teorem 2.4. (L, <,0,1) sinirh bir kafes ve V, L'nin [a, b] alt araliginda bir t-
norm olsun. O halde, asagidaki sekilde tanimlanan T:L? — L fonksiyonu bir t-

normdur;
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T(x,y)

V(xAb,y Ab) (x,v) € [a,b[?VU [a,b[X I2 U I} X [a,b[U I} X I}
XANyAb (x,y) € [b,1[x I}

={xAy (x,y) € [a,b[X [b, 1[U [b, 1[X [a, b[U [b, 1[?
XAy 1€e{xy}
0 aksi takdirde
ispat:

(i) Monotonluk: x <y olan her x,y,z € L igin T(x,z) < T(y,z) oldugu
gosterilmeli. Eger x € 12 U 1, ise T(x,z) = 0 oldugundan esitsizlik saglanir. Eger
z€[0,a[ul Ul ise T(x,z) = 0 ve T(y,z) = 0 her iki tarafta sifirdir esitsizlik
saglanir. z = 1 ise esitsizligin saglandig1 aciktir.

Bu durumlar disinda kalan diger durumlar asagida incelenmistir.
1. x€[ab]
1.1y el
1.1.1 z € [a,b]
T(x,z) =V(x,z) <V(yAb,z)=T(y,2).
1.12.z €Iy
T(x,z) =V(x,zAb) <V(yAb,zADb) =T(y,2).
1.13.z € [b,1]
T(x,z)=x<yAb=yAzAb=T(y,2).
1.2.y € [b, 1]
1.2.1.z € [a,b[
T(x,z) =V(x,z) <xANz<z=T(y,2z).
122.z €18
T(x,z) =V(x,zAb) <yAzAb=T(y,2z).
1.23.z€[b,1]
T(x,z) =x<b<yAz=T(y,z).
1.3. y=1.T(x,z) nin V(x, z),x veya V(x,z A b) degerlerinden birine esittir.
x € [a,b[, T(x,z) <z =T(1,z) tim durumlar i¢in saglanir.
2. x€ely
2.1.y€[b 1]
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2.1.1.z € [a, b]

T(x,z) =V(xAb,z) <xANbANz<z=T(y,2).
212.z€lf

T(x,z) =V(xAb,zAb) <xAzAb<yAzAb=T(y,z).
2.13.z€[b, 1]

T(x,z)=xANzAb<yAz=T(y, z).
22. y=1 durumunda T(x,z); V(xAb,z),V(xAb,zAb)veyaxAzAb
degerlerinden birine esittir. Tiim olas1 durumlar i¢in, T (x,z) < z = T(y, 2).
3.x € [b,1].

x < y oldugundan y = 1 durumunu arastirmak yeterlidir. Bu durumda
T(x,z);z,x ANz Ab,x A z degerlerinden birine esittir. Tiim olas1 durumlar i¢in

T(x,z) < z =T(1,z) ifadesi saglanir.

(i1) Asosyatiflik:

Her x,y,z € L igin T(x, T (y, z)) =T(T(x,y),z) esitliginin saglandig
gosterilmelidir. x, y ve z den birisi lise esitlik agikca her zaman saglanir. Ayrica x €
[0,a[UI2Ul,,, y€[0,aullul,, ve ze[0,a[ullul,, durumlarinda
T (x, T(y, z)) =0=T(T(x,y),z) dir. Kalan tiim olasi durumlar asagida
incelenmistir.

l.x € [a,b]
1.1.y € [a,b]
1.1.1.z € [a,b]
T(x,T(y, z)) = T(x,V(y, Z)) = V(x,V(y, Z)) =V{V(x,vy),2)
=TWV(xy),z) =T(T(x,y),2).
1.12.z€ I
T(x,T(y, z)) = T(x,V(y,z A b)) = V(x,V(y,z A b)) =V({WV(x,y),zAb)
=TWV(x,y),2) =T(T(x,y),2).
1.1.3.z € [b,1]
T(x,T(,2) =T(y) =V(xy) =TV (xy),2) = T(T(x,),2).
12.yely

1.2.1.z € [a, b]
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T(x,T(y, z)) = T(x,V(y A b,z)) = V(x,V(y A b,z))
=VWV(x,yAb),z) =T(V(x,y Ab),z)
=T(T(x,y),2).

122.z€1¢

T(x, T(y, Z)) = T(x, V(yAb,zA b)) = V(x, V(yAb,zA b))
=VW(x,yAb),zAb) =TV (x,y Ab),z)
=T(T(x,y),2).

1.23.z€[b, 1]

T(x, T (y, Z)) =Tx,TWAzADb)=T(x,yAb) =V(x,y ADb)

=TW(x,yAb),z) =T(T(x,y),z).
1.3.y €[b 1]
1.3.1.z € [a, b

T(x,T(y, Z)) =T(x,z) =T(T(x,y), z).

1.32.z€ly

T(x,T(y,z)) =T, yANzAb)=T(x,zAb) =V(x,zADb)
=T(x,z) =T(T(x,vy),2).

1.33.z€[b,1]

T(x,T(y, Z)) =Tx,yAz)=x=T(x,z) =TT (x,y),2z).

2.xely
2.1.y €[a, b
2.1.1.z € [a,b|

T(x,T(y, Z)) = T(x,V(y, Z)) = V(x ADb,V(y, Z))
=VWV(xADb,y),z)=TWV(xADb,y),z)
=T(T(x,y),2).

212.z€lf

T(x,T(y, z)) = T(x, V(y,z A b)) = V(x Ab,V(y,zA b))
=VWV(&xADb,y),zAb) =TV (xAb,y),z)
=T(T(x,y),2).

2.13.z€[b,1]
T(x,T(y, z)) =T(x,y) =V(&Ab,y)=TWV(xAb,y),z)
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=T(T(x,y),2).
22.y €Il
22.1.z € a,b|
T(x, T(y, Z)) = T(x, V(yA b,z)) = V(x Ab,V(y A b,z))
=VWV(&Ab,yAb),z) =TWV(xAb,yAb),z)
=T(T(x,y),2).
222.z€lf
T(x,T(y, z)) = T(x, V(yAb,zA b)) = V(x Ab,V(yAb,zA b))
=VWV(&xAb,yAb),zAb) =T(V(xAb,yAb),z)
=T(T(x,y),2).
223.z€[b 1]
T(x,T(y,2)) =T(x,y AzAb) =V(x Ab,y Ab)
=TW(&Ab,yAb),z) =TT (,y),z).
23.y€[b 1]
23.1.z € [a,b|
T(x,T(y, z)) =T(x,z) =V((xAb,z) =T(xAb,z) =T(T(x,y), 2).
232.z€If
T(x,T(y,z)) =T, yNzADb) =T(x,zAb) =V(xAb,zADb)
=TxAb,z)=T(T(x,y),2).

233.z€[b1]
T(x,T(y,z)) =T, yNz)=xANyAz)Ab=xAb=T(xAb,z)
=T(T(x,y),2).
3.x€[b1]
3.1.y € [a,b|
3.1.1.z € [a,b]

T(x,T(,2) =T(x,V(¥,2) =V(y,2) = T(y,2) = T(T(x,),2).
312.z€lf
T(x,T(y, z)) = T(x,V(y,z A b)) =V(,zADb) =T(y,2)
=T(T(x,y),2).
3.13.z€[b 1]
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T(x,T(y,2)) =T(xy) =y =T(,2) = T(T(x,y),2).

32.y€l¢
32.1.z € [a,b]
T(x,T(y, Z)) = T(x, V(yA b,z)) =V Abz)=T(yAb,2)
=T(T(x,y),2).
322.z€lf

T(x,T(y,z)) = T(x,V(y/\ b,z A b)) =V(yAb,zAD)
=Ty Abz)=T(T(x,y),2).
323.z€[b1]
T(x,T(y,z)) =T, yAzAb)=T(x,yAb)=yAb=T(yAb,z)
=T(T(x,y),2).
33.y€[b1]
3.3.1.z€[a,b|
T(x,T(y, z)) =T(x,z)=z=TxAy,z)=T(T(x,y),z).
332.z€1f
T(x,T(y,z)) =T, yAzAb)=T(x,zAb) =2zAb=T(xAYy,2)
=T(T(x,y),2).
333.z€[b 1]
T(x,T(y,z)) =T, yAz)=xAYyAz=xAb=TxAYy,z)
=T(T(x,y),2).

T’ nin degigme ve birim eleman 6zelligini sagladig1 agiktir. Boylece T bir t-
normdur.

Teorem 2.4. te tanimlanan t-norm T de x,y € [b,1[ iken T nin degeri b
aliirsa, Teorem 2.4. te verilen, sinirh kafesler {izerinde bagka bir inga yontemi elde
edilir:

Teorem 2.5. (L, < ,0,1) siurli bir kafes ve V, L'nin [a, b] alt araliginda bir t-
norm olsun. O halde, asagidaki sekilde tanimlanan T:L? — L fonksiyonu bir t-

normdur:

31



T(x,y)

(V(xAb,y AD) (x,¥) € [a,b[* U [a, b[x I§ UI{ X [a,b[U I§ X I}
XAyAb (x,y) € [b, 1[% I£ U I% x [b, 1]
_ ) XAy (x,¥) € [a,b[x [b,1[V [, 1[X [a, b[
b (x,y) € [b,1[?
XAy 1€{x,y}
\ 0 aksi takdirde.

Ispat: Teorem 2.4’{in ispatina benzer sekilde yapilir.

Uyar1 2.6. Teorem 2.4 ve Teorem 2.5. te verilen insa yontemleri, b = 1 alinirsa
acikca, Cayli’'nin 2018 de yaptig1 asagidaki sekilde verilen insa yontemiyle ¢akisir:

(L, <,0,1) bir sinirh kafes ve a € L\{0,1} olsun. V, [a, 1] alt araliginda bir t-

norm bu takdirde, asagidaki sekilde tanimlanan T: L? — L fonksiyonu bir t-normdur.

V(x,y) x,y € [a,1]
T(x,y) ={xAy 1€ {x,y}
0 aksi takdirde.

Onerme 2.7. Teorem 2.4’te verilen t-norm L nin [a, b] alt araligina kisitlaniglar:
t-norm V ye esit, olan t-normlarin en kii¢tigiidiir.
Ispat: T*, [a, b] alt araliginda kisitlanis1 t-norm V ye esit olan herhangi bir keyfi
t-norm olsun.
(i) (x,¥) € [a,b[* olsun. O halde T = T*dur.
(i)  (x,y) € [a,b[X I} olsun. O halde,
T(x,y) =V(x,yAb) =T*(x,y Ab) < T*(x,y).
(iii)  (x,¥) € Iy X [a, b[ olsun. O halde,
T(x,y) =V(xAby) =T*(xAb,y) <T*(x,y).
(iv)  (x,y) € If X Ij olsun. O halde,
T(x,y)=V((xAb,yAb) =T (xAb,yAb) <T*(x,y).
(v) (x,¥) € [b, 1[X If olsun. O halde,
Tx,y) =xAyAb<yAb=V(b,yAb) =T"(b,y Ab) <T"(x,y).
(vi) (x,y) € Iy X [b, 1] olsun. O halde,
T(x,y) =xAyAb<xAb=V(&xAbb)=T"(xAb,b) <T"(x,y).
(vii)  (x,¥) € [a,b[X [b, 1] olsun. O halde,
Tx,y)=xANy<x=V(xb)=T"(x,b) <T*(x,y).
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(viii) (x,y) € [b,1[X [a, b[ olsun. O halde,

To,y)=xAy<y=V(by) =T"(by) <T"(x,y).
(ix)  (x,y) € [b, 1[* olsun. O halde,

T(x,y) =b =V(b,b) =T*(b,b) < T*(x,y).
(x) x=1veyay=1olsun. T ve T* t-norm oldugundan T(x,y) = T*(x,y)
esitligi aciktir.
(xi)  Geri kalan tim durumlar i¢in T'(x,y) = 0 oldugundan, T(x,y) < T*(x,y)
oldugu agiktir.

T(x,y) <T*(x,y) oldugundan, tim (x,y) € L durumlan igin, T <
T*saglaniyor. Boylece Teorem 2.5. te verilen t-norm, L nin [a,b] alt aralifina
kisitlanis1 V t-normuna esit olan t-normlarin en kiigiigiidiir.

Uyart 2.8 Teorem 2.2., Teorem 2.4 ve Teorem 2.5. te verilen insa

yontemlerinin birbirinden farkli oldugunu gormek i¢in asagidaki 6rnek incelensin:

1

Sekil 3. L nin kafes diyagrami
Ornek 2.9. Yukarida sekil 2.2 de verilen kafes diyagramu ile karakterize edilen
L orgiistinii ele alalim. [a, b] lizerinde W =A olsun. Ty, T, ve T3 sirasiyla Teorem 2.2,
Teorem 2.4 ve Teorem 2.5 yontemleriyle olusturulan t-normlardir.
Burada Ti(p,s) =p #0="Ty(p,s), Ty(p,s) =p # 0 =Ts(p,s) ve
T,(y,y) =y # b = T;(y,y) dir. Bu nedenle T;, T, ve T3 t-normlar1 birbirinden

farklidir. Farkliliklarin t-norm V nin se¢iminden bagimsiz olduguna dikkat edin.
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Teorem 2.10. L bir sinirh kafes ve W, L nin [a, b] alt aralig1 lizerinde bir t-
konorm olsun. Bu takdirde asagidaki sekilde tanimlanan S:L? — L fonksiyonu L

uzerinde bir t-konormdur:

S(x,y)
(WxVayVa) (x,y) €]a,b]*Ula,b] X I2 U I X]a,b] U 1L x IE
xVyva (x,y) €]0,a] X I2 U 12 x]0,a]
= 1xVy (x,¥) €]a, b] x]0,a] U]0,a] X]a, b] veya 0 € {x, y}
k a (x'y) E]O' a]Z
1 aksi takdirde.
Ispat:

(i) Monotonluk: x,y € L ve her z € L i¢in x < y olacak sekilde S(x,z) <

S(y, z) oldugunu gosterelim. Ispatta x, y, z tiim olas1 durumlar1 verilmistir.
x €]b,1JUI§ Ul,p,z€]b,1|UIFUl,, ve y€]b,1JUIlyUl,;, durumlarinda
S(x,z) =1,5(y,z) = 1 oldugundan S(x, z) < S(y, z) tim x durumlari i¢in esitsizlik
saglanir.
1. x €]0,a]
1.1.y €]0,a]
1.1.1 z €]0, a]

S(x,z)=a<a=S5,2).
1.1.2. z €]a, b]

S(x,z)=xVz=z<yVz=S5(,2).
113.z€1?

S(x,z)y=xvzVa=zVa<yVzVa=S(y,z).
1.2.y €]a, b]
1.2.1.z €]0, a]

S(x,z)=a<yvz=S(,2).
1.2.2. z €]a, b]

S(x,z)=xVz=z=zVa<W(yVazVa)=S,z).
123.z€1?

S(x,z)=xVvVzVa=zVa<W(yVa,zVa)=S(,z).
13.y€l}
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1.3.1. z €]0, a]
S(x,z)=a<yVvzVva=S(yz).
1.3.2. z €]a, b]
S(x,z)=xVz=z=zVa<W(yVa,zVa)=S(,z).
133.z€1?
S(x,z)=xVvzVa=zVa<W(yVa,zVa)=S,z).
2.x €]a, b]
2.1.y €]a, b]
2.1.1. z €]0,a]
S(x,z)=xVvz<yVvVz=S(yz).
2.1.2. z €]a, b]
Sx,z)=W(kxVazva)<W(yVa,zVa)=S(,z).
2.13.z€1}
Sx,z)=W(kxVazva)<W(yVa,zVa)=S(,z).
22y €l
2.2.1.z €]0,a]
S(x,z)=xVvVz<yVz=yVvVzVa=S5(y,z).
222.z€la,b]Ull
Sx,z)=W(kxVazva)<W(yVa,zVa)=S(,z).
3.x el
3.1.y €]a,b]
3.1.1.z €]0,a]
S(x,z)=xVvVzVa=xVa<y=yVz=5(,2z).
3.1.2.z €la,b] U I?
S(x,z)=WkxVa,zva)<W(yVa,zVa)=S(y,z).
S fonksiyonu monotondur.
(ii) Asosyatiflik: Her x,y,z € L igin S(x,S(y,2z)) = S(S(x,¥), ) esitliginin
saglandigini gosterilmelidir.
® X,Y,Z, den en az birinin 0 olmas1 durumunda birlesme 6zelliginin saglandigt

agiktir.
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e z€|b1JUIyUIl,, ve yE€]b1JUIfUI,;, durumlarinda S(y,z) =1
oldugundan S(x,S5(y,z)) =S(x,1) =1=S5(1,z) = S(x,S(y,z)) esitligi

saglanir.

1. x €]0,a]
1.1. y €]0,a]
1.1.1. z €]0, d]
S(x,S(,2)) = S(x,a) = a = 5S(a,z) = S(S(x,¥),2).
1.1.2.z €]a, b]
S(x,S(,2))=S(x,yvz) =S(x,z) =xVz=z=(xVy)Vz
=S(xVyz) =50xy),2).
1.13.z€1?
S(x,S(y,z)) =S(x,yvzva)=Sx,zVa)=xVzVa=2zVa
=avzVa=S(az)=58ky),z).
1.2.y €]a, b]
1.2.1. z €]0, a]
S(x,S(y,z)) =Sx,yvz)=Skx,y)=xVy=y=yVz=5(,2z2)
=S(xVyz)=SES(x,y),2).
1.2.2. z €]a, b]
S(x,S(y, Z)) = S(x,W(yV a,zVv a)) = S(x,W(y, Z)) =xVW(y,z)
=W(y,z)=W(yVazva)=Syz)=SxVy,z)
= S5(S(x, ), 2).
123z€l}
S(x,S(y, Z)) =S(x,W(yVvazVa))= S(x,W(y,ZV a))
=xVW(y,zva) =W(y,zva) =Wy VazVa)
=Sy,z)=S(xVyz)=5S(7y),2).
13.y€l}
1.3.1.z €]0, a]
S(x,S(y,z)) =S(x,yvzva)=S(x,yva)=xVyVvVa=yVa
=(WyVva)vz=S(yVaz) ==50(,1y),2).
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1.3.2.z €]a, b]

S(x,S(y, Z)) = S(x,W(y va,zVv a)) = S(x,W(yV a, z))
=xVW(yVaz)=W(yVa,zVa)
= W((yVa) Va,zVa) =S(yVva,z)
=S(xVvyVva,z) =S50(xy)2).

133.z€1?

S(x,S(y,z)) =S(x,W(yVva,zva)=xVW(lVazVa)
=W(lVazVa)= W((yVa) Va,ZVa)S(yVa,Z)
=S(xVvyVva,z)=S5(xy)2).

2.x €]a, b]
2.1.y €]0,a]
2.1.1. z €]0, a]

S(x,S(y,Z)) =S(x,a)=xVa=x=xVz=S5(2)=SxVy,z)

=S5(S(x, ), 2).
2.1.2. z €]a, b]

S(x,S(y,Z)) =Sx,yvz)=S,z)=W(kxVazVva)=3S5(,z)
=S(xVy,z)=SES(xy),2).

213.z€1?

S(x,S(,2)) =S(x,yvzva)=S(x,zva) =W(xVa,(zVa)Va)
=W(x,zva)=W(kxVa,zva)=5Skx,z)=5SxVy,z)
=508, y),2).

2.2.y €]a,b]
2.2.1.z €]0,qa]

S(x,S»,2)) =S(x,yvz) =Sxy) =W(kxVayVva) =W(y)
=Wk,y)vz=SW(x,y),z) =SW(xVayVa),z)
=S(S(x,y),2).

2.2.2.z €]a,b]

S(x,S(y,z)) = S(x,W(y va,zVv a)) = S(x,W(y,z))
=WkxvaWlyVvazva)Va)=W(xW(y,z))
=WW(x,y),z) =WW(xVayVva)VazVa)
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=S(WxVa,yVva),z)=50(,7y),2).

223.z€l}

S(x,S(y,z)) = S(x,W(y vazVv a)) = S(x,W(y,ZV a))
=WkvVvaW(y,zvVa)Va)= W(x,W(y,ZV a))
=WW(x,y),zVva) =WW(x,y)Va,zVa)
=SW(x,y),z) =SWkxVayVa),z)
=S(S(x,y),z).

23.y€lb
2.3.1.z €]0,qa]

S(x,S(,2)) =S(x,yvzva)=Sx,yva)=W(xVa, (yVa)Va)
=W(lkx,yva)=W(x,yva)Vvz=SW(x,yVa),z)
=S(WxVa,yVva),z)=50(x,7y),2).

2.3.2.z €]a, b]

S(x,S»,2)) =S(x,W(yvazva))=S(xWHVarz)
=WkxvaWlyVvaz)va) =W(kx,W(yVa,z))
=WW(x,yva),z) =WW(x,yva)Va,zVa)
=SWkxvVva,yva),z) =5(x,y),2).

233.z€1}

S(x,S(y,z)) = S(x,W(yVa,ZV a)) = S(x,W(yVa,zVa))
=WkxvaWlyvazva)va)=W(kx,W(yVa,zVa))
=WW(x,yva),zvVa)=WW(xVayVva)VazVa)
=SWxVa,yva),z)=50Sx,y),2).

3.x€IP
3.1.y €]0,a]
3.1.1. z €]0,a]

S(x,S(y,z)) =S(x,a)=xVaVa=xVa=xVa)vVz=5SxVa,z)

=S(xVvyVvaz) =5Ex7y),z).
3.1.2. z €]a, b]
S(x,S(y,z)) =S(x,yvz)=Sxz2)=WkxVa,zva)=W(kxVa,z)
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=WkxvaVvazva)=SxVaz)=SxVyVa,z)
=SSk, ), 2).
313.z€l}
S(x,S(y,z)) =S(x,yvzva)=Sx,zVva)=W(xVa,zVaVa)
=WkvVvazva)=5x2)=SxkVyz)=SESx,1y),z).
3.2.y €]a,b]
3.2.1.z €]0,a]

S(x,S(y,z)) =S(,yvz)=Skxy)=W(xVa,yVva) =W(kxVa,y)
=WxVa,y)vz=SW(xVa,y),z)
=SWkxVva,yVva),z) =S50S(,7y),2).

3.2.2.z €]a, b]

S(x,S»,2)) =S(x, W(yVvazva))=S(xW(,z2))
=WkhkvaWlyVvazva)va)=W(xVaW(y,z))
=WWxVvay)z)=WW(xVayVa)Va,zVa)
=S(WxVa,yVva),z) =50(,7y),2).

323.z€lt

S(x,S(y,z)) = S(x,W(y va,zVv a)) = S(x,W(y,ZV a))
=Wkxxva,W(y,zVa)Va)= W(xVa,W(y,zVa))
=WW(kxvVvay)Va,zvVa)=SW(kxVa,y),z)
=S(WxVa,yVva)z)=S50S(7y),2z).

33.y€el}
3.3.1.z €]0,qa]

S(x,S(y,z)) =S(x,yvzva)=Sx,yva)=W(kxVa,(yva)Va)
=WkxvVvayva)=W(xVayVva)Vz
=SWxVa,yVva),z)=S50S(,7y),2).

3.3.2.z €]a, b]

S(x,S(y,z)) = S(x,W(y va,zVv a)) = S(x,W(yV a,z))
=WkxvaWlyVvazva)va)=W(xVaW(yVa,z))
=WW(kxvayva),z)=WW(xVayVva)VazVa)
=S(WxVva,yva)z)=S50S(7y),2z).
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333.z€1}

S(x,S(y,z)) = S(x, WlyVva,zVv a)) = S(x,W(y va,zV a))
=WkxvaW(yVvazVva)Va)= W(xVa,W(yVa,zVa))
=WW(xvayva)Va,zvVa)=SW(xVa,yVa),z)
=S(S(x,y),z).

S’ nin degisme ve birim eleman 6zelligini sagladig1 agiktir. Boylece S bir t-

konormdur.

Teorem 2.6°da verilen t-konorm S asagidaki tabloda ifade edilmistir.

Ia,b
1

Iy
I8 wovrar
a|xVyVa W(xVayVa) 1 W(kxVayVa
1

1 1 1 1
b

xVy |W(xVayVa 1 W(xVayVa
a

a xVy 1 xVyVa
0 a b 1 1k Ig Iap

Sekil 4. S t-konormu

Uyan 2.11. Teorem 2.9 da verilen insa yontemi, a=0 alinirsa, agik¢a, Cayl

(2018) nin yaptig1 ve asagidaki sekilde verilen insa yontemiyle cakisir:
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(L,<,0,1) bir smurh kafes, b € L\{0,1} ve W, [a,b] alt araliginda bir t-

konorm olsun. Bu taktirde, asagidaki sekilde tamimlanan S: L? — L fonksiyonu bir t-

konormdur:
W(x,y) x,y €[0,b[
Sx.y)={xVvy 0 € {x,v}
1 aksi takdirde.

Onerme 2.12. Yukaridaki teoremde verilen t-konorm S, L iizerinde taniml ve
L nin [a,b] alt araligima kisitlanis1 W konormuna esit olan tiim t-konormlarin en
biiyligidiir.

Ispat: S* [a, b] alt araligina kisitlanis1 t-konorm W ye esit olan herhangi bir
keyfi t-norm olsun.

(i)  (xy)€

(i) (my)€

S, y)=W(x,yva)=S"(x,yva) =S (x,y).
(iv)  (x,y) € I x]a, b] olsun. O halde,

a, b]? olsun. O halde § = S*dur.

[ W— o

a, b] X Ifl’ olsun. O halde,

Sx,y)=W(xVvay =S"(xVay) =S (xy).
v)  (x,y) €12 x I? olsun. O halde,
S(x,y)=WkxVayva)=S(xVayVva)=S(xy).
(vi)  (x,¥) €]0,a] x I£ olsun. O halde,
S(x,y)=xVyVa=zyVa=W(a,yVva)=S(ayVa)
> S*(x,y).
(vii)  (x,y) € 12 X]0, a] olsun. O halde,
S(x,y)=xVyva=xvVa=W(xVaa)=S"(xVa,a)
> S*(x,y).
(viii) (x,y) €]a, b] X]0, a] olsun. O halde,

S(x,y)=xVvVy=2x=W(x,a) =S5"(x,a) = S*(x,y).
(ix)  (x,¥) €]0,a] x]a, b] olsun. O halde,

Str,y)=xvyzy=W(ay) =5(ay) =S (xy).
(x)  (x,v) €]0,a]? olsun. O halde,

Sx,y)=a=W(a,a) =S"(a,a) = S*(x,y).
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(xi) 0 €{x,y} olsun. S ve S* t-konorm oldugundan S(x,y) = S*(x,y)
esitligi aciktir.
(xii)  Geri kalan tiim durumlar i¢in S(x,y) = 1 oldugundan, S(x,y) =
S*(x,y) oldugu agiktir.
S(x,y) = S*(x,y) oldugundan, tim (x,y) € L durumlar i¢in, § > S* dir.
Boylece Teorem 2.9 da verilen t-konorm S, [a, b] alt araligina kisitlanigi t-konorm W

olan tiim t-konormlarin en biiyiigiidiir.
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3.SONUC

1.Uggensel normlarin insasi i¢in ii¢ yontem ortaya konulmustur. Ortaya konan
bu yontemlerin hangi durumlarda daha Once yapilan ¢alismalarla cakistig
gosterilmigtir.

2. Smurlt bir L kafesinin [a, b] alt araligina kisitlanisi V' t-normu olan t-
normlarin en kii¢iigii belirlenmistir.

3. Smnirh bir L kafesinin [a, b] alt araligina kisitlanis1 W t-konormu olan t-
normlarmn en biiyiigii belirlenmistir. Insa edilen bu t-konormun, [a, b] alt araligina
kisitlanist W t-konormu olan tiim t-konormlarin en biiyligli oldugu gosterilerek
Ertugrul, Kesicioglu ve Karagal (2019)’1n agik problem olarak biraktiklari soruya da

kismen cevap verilmistir.
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