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ONSOZ
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Ozellikleri incelemek amaci ile Recep Tayyip Erdogan Universitesi Lisansiistii Egitim
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OZET

SINIRLI KAFESLER UZERINDE
UNI-NULLNORMLAR VE NULL-UNINORMLAR VE OZELLIKLERI

Ilknur KAYA SECKIN

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi
Damsmani: Dr. Ogr. Uyesi Mehmet Akif INCE

Uninormlar ve nullnormlar, iizerine bir¢cok caligmalar yapilmis, fuzzy niceleyiciler, uzman
sistemler ve noral aglar gibi bir¢ok uygulamali bilim i¢in son derece kullanigh olan t-normlarin ve t-
konormlarin genellestirmesidir. ([4,7])

Birim reel araliktaki uninormlar 1996 yilinda Yager ve Rybalov([3]) tarafindan tanimlanmis ve
birim reel aralikta uninormlar hakkinda bir¢cok c¢aligma yapilmistir. 2015’te Karagal ve Mesiar([8])
tarafindan siirli kafesler iizerinde uninormlar tanimlandi ve 6zellikleri incelendi.

Nullnormlar tizerine ilk kez 1999’da Mas, Mayor ve Torrens([4]) tarafindan ve 2001°de Calvo,
De Baets ve Fodor ([6]) tarafindan ¢alisilmistir. Bu ¢aligmalarda birim reel aralik tizerinde nullnormlarin
dzellikleri verilmistir. Smirl kafesler iizerinde ilk ¢alisma 2015°te Karagal, Ince ve Mesiar ([9]) tarafindan
yapilmistir. Bu calismada, bir L smirh kafesi iizerinde, a sifir elemana sahip en biiylik ve en kiiglik
nullnormlar elde edilmistir. Bu g¢alismadan sonra, bir¢ok arastirmaci sinirli kafesler tizerinde tanimli

nullnormlar incelemislerdir([8,11,12]).

Uni-nullnormlar ve null-uninormlar; 2017 yilinda Sun, Wang ve Qu ([10]) tarafindan tanimlanan,
nullnormlarin ve uninormlarin genellestirilmesi olan ¢ok dnemli fonksiyonlardir. Bu ¢aligmada, birim reel
aralik tizerinde uni-nullnormlarm ve null-uninormlarin birbirlerinin dual ikilileri oldugu gosterilmistir.
Daha sonra, sinirli kafesler {izerinde uni-nullnormlar 2019°da Wang, Zhan ve Liu ([11]) tarafindan
calisilmistir ve calismalarinda, bir L simirli kafesi {izerinde uni-nullnormlarin tanimi ve 6zellikleri

verilmistir.

Bu galismada, sinirli kafesler iizerinde, uni-nullnormlar ve null-uninormlarin bazi &zellikleri
incelenecektir. Ayrica, keyfi bir L smirl kafesi {izerinde, {0, e}, 2-nétral elemanli null-uninormlar ve
{e, 1}, 2-nétral elemanl uni-nullnormlarin en kiigiik ve en biiyiliklerinin belirlenmesi amaglanmaktadir.
Bunun i¢in oncelikle kafesler, t-normlar(t-konormlar), uninormlar ve nullnormlarin temel 6zelliklerinden

bahsedilecektir.
2022, 56 sayfa.

Anahtar Kelimeler: Sinirli Kafes, Uninorm, Nullnorm, Uni-nullnorm, Null-uninorm.
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ABSTRACT

UNI-NULLNORMS AND NULL-UNINORMS ON BOUNDED LATTICES AND THEIR

PROPERTIES

Ilknur KAYA SECKIN

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate Education Institute
Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Mehmet Akif INCE

Uninorms and nullnorms are generalizations of t-norms and t-conorms that have been extensively
studied and are extremely useful for many applied sciences such as fuzzy quantifiers, expert systems, and
neural networks([4,7]).

Uninorms in the unit real interval were defined by Yager and Rybalov ([3]) in 1996 and many
studies were conducted on uninorms in the unit real interval. In 2015, uninorms on bounded lattices were
defined and their properties were investigated by Karagal and Mesiar([8]).

Nullnorms were first studied by Mas, Mayor and Torrens([4]) in 1999 and by Calvo, De Baets
and Fodor ([6]) in 2001. In these studies, the properties of nullnorms on the unit real interval are given.
The first study on bounded lattices was done by Karacal, ince and Mesiar ([9]) in 2015. In this study, the
largest and smallest nullnorms with a zero element are obtained on a bounded lattice L. After this study,
many researchers examined nullnorms defined on bounded lattices([8,11,12]).

Uni-nullnorms and null-uninorms; They are very important functions, which are the generalization
of nullnorms and uninorms, defined by Sun, Wang, and Qu ([10]) in 2017. In this study, it is shown that
uni-nullnorms and null-uninorms are dual pairs of each other on the unit real interval. Then, uni-nullnorms
on bounded lattices were studied by Wang, Zhan and Liu ([11]) in 2019, and in their study, the definition
and properties of uni-nullnorms on an L bounded lattice are given.

In this study, some properties of uni-nullnorms and null-uninorms will be examined on bounded
lattices. In addition, it is aimed to determine the smallest and largest of {0, e}, 2-neutral element null-
uninorms and {e, 1}, 2-neutral element uni-nullnorms on an arbitrary bounded lattice L. For this, firstly the

basic properties of lattices, t-norms (t-conorms), uninorms and nullnorms will be mentioned.

2022, 56 sayfa

Keywords: Bounded Lattice, Uninorm, Nullnorm, Uni-nullnorm, Null-uninorm.
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1. ON BILGILER

1.1. Kismen Siral Kiimeler [1]

Tanim 1.1.1. P bir kiime ve < P iizerinde bir baginti olsun (<S PxP). Eger her

a,b,c € P igin,

(P1) (a,a) €< (Yansima)
(Py) (a,b),(ba)eE< =a=b (Ters simetrik)
(P3) (a,b),(b,c) e< = (a,b) €< (Gegisme)

ozellikleri saglaniyorsa " <" bagintisina P iizerinde bir kismen siralama (siralama)
bagintist denir. (a,b) € <= a < b ile gosterilir. Buradaki P kiimesine kismen sirali

kiime (siral1) veya poset denir ve (P, <) ile gosterilir.

x < yveyay < x kosulunu saglayan x ve y elemanlarina kiyaslanabilirdir denir.

x<yve x#*y = x <Yy ile gosterilir.

Bir kismen sirali kiimede herhangi iki elemanin kiyaslanmasi gerekmez. Eger x <
yve y % x oluyorsa, x ile y elemanlarina kiyaslanamaz elemanlar denir ve x || y ile

gosterilir.

Herhangi iki elemani kiyaslanabilen bir kismen sirali kiimeye tam sirali kiime

(veya zincir, lineer sirali kiime) denir.
Tanimm 1.1.2. (P, <) bir kismen sirali kiime, X € P ve a € X olsun.

i) Eger her x € X, a < x ise bu a elemanina X kiimesinin en kiigiik elemanidir

denir ve EkeX ile gosterilir.

ii) Eger her x € X, x < b ise bu b elemanina X kiimesinin en biiyiik elemanidir

denir ve EbeX ile gosterilir.
P kismen sirali kiimesinin en kii¢iik eleman1 varsa "0" ile gosterilir.
P kismen siral1 kiimesinin en biiyiik elemani varsa "1" ile gosterilir.

Bu elemanlara P sirali kiimesinin evrensel sinirlar denir.



Tamm 1.1.3. (P, <) kismen sirali kiimesine sinirli kismen sirali kiime denir : <

0,1 €P.
Tamm 1.1.4. (P, <) bir kismen siral1 kiime olsun.

i) a € P elemanina P nin bir maksimal elemani denir : < a < x olan her x € P

icin a = x. P nin tiim maksimal elemanlarinin kiimesi MaksP ile gosterilir.

ii) b € P elemanina P nin bir minimal elemant denir : & x < b olan her x € P

icin b = x. P nin tiim minimal elemanlarinin kiimesi MinP ile gosterilir.

Tamm 1.1.5. (X, <) ve (Y, <,) kismen sirali kiimeler olmak iizere, f: X - Y

bir doniisiim olsun.

i) f’e sira korur(izoton) doniisiim denir : < Her a,b €X icin, a <, b =
f@) <z f(b).

ii) f’e izomorfi denir : < f, 1-1, orten ve a,b €X icin, a <, b &
fl@) <, f(b).

iii) f’e otomorfidenir: < f: X > X, 1 —1,0rtenvea,b €X i¢cin,a <, b &
fl@) <1 f(b).

iv) f’e ters sira korur(antiton) denir :< Her a,b €X i¢in, a <, b=
fb) <, f(a).

V) f’e dual izomorfi denir : < f, 1-1, orten ve a,b €X i¢in, a <, b &
fb) <, f(a).

vi) Bir X swrali kiimesine self-dual denir : f:X — X, dual izomorfisi

mevcuttur. Yani, f,1 —1,0rtenvea,b €X igin,a <; b & f(b) <, f(a).

1.2. Kafesler [1]

Tamm 1.2.1. (P, <) bir kismen sirali kiime ve X € P olsun.

i) Her x € X i¢in a < x olan a € P elemanina X kiimesinin bir alt sinir1 denir. X

kiimesinin tiim alt sinirlarinin kiimesi X ile gosterilir. Boylece,

X ={a € Plherx € Picina < x}.

2



ii) Her x € X i¢in x < b olan b € P elemanina X kiimesinin bir iist sinir1 denir.

X kiimesinin tiim st sinirlarinin kiimesi X ile gosterilir. Boylece,

X ={b € Plherx € Picinx < b}.

iii) X alt kiimesinin alt sinirlarinin kiimesinin en biiyiik eleman1 mevcutsa, boyle

bir elemana X kiimesinin infimumu denir ve infX ile gosterilir. Boylece, infX = EbeX.

iv) X alt kiimesinin iist sinirlarinin kiimesinin en kiigiik eleman1 mevcutsa, boyle

bir elemana X kiimesinin supremumu denir ve supX ile gosterilir. Boylece, supX =

EkeX.

avVvb,

Eger mevcutsa infimum ve supremum elemanlari tektir.
X = {a, b} alinirsa,

supX = sup{a,b} =aVvb

infX = inf{a,b} = aAb seklinde gosterilir.

Tamm 1.2.2. (L, <) bir kismen sirali kiimesine kafes denir : & Her a,b € L igin,

aAb €L.

Tamm 1.2.3. Bir L kafesine tam kafes denir : &Her X € L i¢in, AX, VX € L.
Uyan 1.2.4.

i) Her tam kafes sinirhidir.

ii) Herhangi bir kafesin duali de yine bir kafestir.

iii) Her sonlu kafes veya sonlu uzunluklu kafes bir tam kafestir.

iv) Her zincir bir kafestir.

Tanim 1.2.5. L bir kafes ve X € L olsun. X’e L kafesinin bir alt kafesi denir

& abeXicin avb, aNb €X.

Uyan 1.2.6. Bir alt kafesin ve kafesin kendisinin inf ve sup islemleri aynmidir.
Bos kiime, kafesin kendisi ve tek elemanli alt kiime bir alt kafestir.
Daha genel olarak, bir L kafesinde a,b € L i¢in a < b olsun.

[a,b] = {x € L|a < x < b} kapali arali@1 L kafesinin bir alt kafesidir.



Tamm 1.2.7. (P,<p), (Q, SQ) kismen siral1 iki kiime olsun.

PxQ={(y)|x€P, y€Q} seklinde tanimlanir. (x1,y;),(x2,¥,) €EP X Q

igin, (x1,y1) < (X2,¥2) :© x1 <p X, Ve y; <q Y, bagintis1 tanimlansin.

(P x Q, <) bir kismen siral1 kiimedir. Bu kismen sirali kiimeye P ve Q kismen

strali kiimelerinin direkt ¢arpimi denir.

Teorem 1.2.8. L ve M herhangi iki kafes olsun. Bu takdirde, L X M direkt carpimi1
da bir kafestir.

Lemma 1.2.9. (P, <) kismen siral1 bir kiime olsun.

Infimum ve supremum islemleri (eger mevcutsa) asagidaki 6zellikleri saglar.

(L)xAx=x ,xVx=x (Idempotent)
(L) xANy=yAx, xVy=yVx (Degisme)
L)) xANyAz)=xAy)Az, xV(yVz)=((xVy) Vz (Birlesme)
L) xAN(xVy)=x,xV((XxAy)=x (Yok Etme)

Ustelik, x <y © xVy=y ve x Ay = x.

Lemma 1.2.10. Herhangi bir kafeste supremum ve infimum islemleri izotondur.
Egery<zisexANy<xAzve xVy<xVz.

Lemma 1.2.11. (L, <,AV) bir kafes ve x,y,z € L olsun.
xAN(yVz)=Z(xAY)V(xAz) ve xV(yAz) <(xVYy)A(xV z)saglanir.
Lemma 1.2.12. Herhangi bir kafesin elemanlar1 modiiler esitsizligi saglar.

x<z=xV(yAz) < (xVy Az

1.3. Ucgensel Normlar [5]

Tanmm 1.3.1. Bir tiggensel norm (kisaca t-norm) birim aralik [0,1] tizerinde

asagidaki ozellikleri saglayan bir T:[0,1]> - [0,1] ikili islemidir:

(T) T, y) =T(,x) (Degisme)



(T)T(x,TW,2)=T(T(y),2)) (Birlesme)
(T3) y<zise T(x,y) <T(x,2z) (Monotonluk)
(Ty) T(x,1) =1 (Sinir Sart1)

Ornek 1.3.2. Temel t-normlar olan Ty, Tp, T,, Tp asagidaki sekilde verilir.

Ty (x,y) = min (x,y) (Minimum t-norm)

Tp(x,y) = x.y (Carpim t-norm)

T,(x,y) =max(x+y—1,0) (Lukasiewicz t-norm)
_ 0 (x,y) € [0,1[? :

Tp(x,y) = {min (x.y) AT (Drastic Carpim)

Uyar 1.3.3.

i) Tanim 1.3.1. den dolay1, herhangi bir t-norm T ve her x € [0,1] i¢in asagidaki

esitlikler dogrudur.

T(0,x) =T(x,0) =0
T(1,x)=T(x,1) =x

ii) Bir T t-normunun (73) ile verilen ikinci bilesene gére monotonlugu (T;)

degismelilik 6zelligi ile birlikte her iki bilesene gore monotonluguna esdegerdir, yani

X1 <Xy, y1 <y, igin T(xq,y;) < T(xy,y,) saglanir.
Tanim 1.3.4.

i) Eger T,, T, t-normlari igin her (x,y) € [0,1]? i¢in, T;(x,y) < To(x,y)

esitsizligi saglaniyorsa T; t-normuna T, den daha zayif veya T, t-normuna T; den daha

giiclii t-norm denir ve T; < T, ile gosterilir.

ii)T, <T, ve T, # T, iseyani, her (x,y) € [0,1]? i¢in,

T1(x,y) < T>(x,y) ve 3 (xo,¥0) € [0,1]% igin Ty (xo, o) # T2 (X0, Yo) ise
T, (xo, Vo) < Ty(x,yo) dirve T; < T, olarak gosterilir.

Uyarn 1.3.5.

i) Uyar 1.3.3.%iin bir sonucu olarak tiim t-normlar [0,1]? nin sinirlar1 iizerinde

cakisiktirlar.



i) Tp<T,<Tp<Ty

Onerme 1.3.6. 4, 10,1 € A € [0,1] olacak sekilde bir kiime ve *: A2 — A, her
x,y € A igin (Ty) — (T3) 6zelliklerini saglayan ve x * y < min(x,y) olacak sekilde bir

ikili islem olsun bu takdirde,

_ X *y (x,y) € (A\ {1})°
TCoy) = { min(x,y) A.T.

ile tammlanan T: [0,1]2 - [0,1] fonksiyonu bir t-normdur.
Ustelik, t-norm T, (4 \ {1})? ye kisitlanis1 * ikili islemi ile cakisan bir t-normdur.
Onerme 1.3.7.
i) Her x € [0,1] i¢in T (x, x) = x’i saglayan tek t-norm Ty,-minimum t-normdur.
ii) Her x € [0,1[ i¢in T'(x, x) = 0’1 saglayan tek t-norm Tp-drastic ¢arpimdir.
Uyar 1.3.8.

i) (T,) birlesme kurali kullanilarak, her t-norm T indiiksiyon ile tek bir sekilde
asagidaki gibi n — li isleme genisletilebilir.

Her (x4, x5, ..., x,,) € [0,1]™ n —siralis1 igin,
Tt (xp) := T(T5 %, %) = T(xq, Xz, o0, Xp).
Eger 6zel olarak, x; = x, = -+ = x, = x ise,
T(xq, X0, 0y %) = T(X, X, .., x) = x;n) ile gosterilir.
Her x € [0,1] i¢in,

D _

x;O) =1 ve x; x olarak tanimlanir.

ii) Her bir t-norm T’nin, Tj; minimum t-normundan zayif olmasi durumu onu
sonsuz(sayilabilir) isleme genisletme imkani verir. [0,1]'in elemanlarinin her bir (x;);ey
dizisi i¢in,

T2 () = 1111_{210 T2, ()

Ornek 1.3.9.

Ty minimum, Tp carpim, T; Lukasiewicz ve Tp Drastic ¢arpim t-normlarinin n —

li genislemeleri asagidaki sekilde elde edilir.
6



Ty (%1, x5, ..., X)) = min(xq, x5, ..., X;,)

Tp(X1, Xpy ey Xp) = X1. X9 ee . Xy = nxi
i=1
n
T, (xq, X5, ..., Xp) = Max (Z x;—(n—1), 0)
i=1

eger j # i icin x; = 1 ise

x.
T, ) e = b
D(xlﬁ x2 xTL) {O A. T

)

1.4. Ucgensel Konormlar [5]

Tamm 1.4.1. Bir iiggensel konorm(veya kisaca t-konorm) [0,1] birim aralig

tizerinde (T;) — (T3) sartlarin ve her x € [0,1] igin S(x, 0) = x esitligini saglayan bir

$:[0,1] 2 - [0,1] fonksiyondur.
(S4) S(x,0) = x (Swmur Sart1).

T-norm ve t-konormlar, yalnizca sinir sartinda farklilik gosterir.
T-norm ve t-konormlar bazi durumlarda dualdirler.

Ornek 1.4.2. Sy, Sp, S;, Sp temel t-konormlar1 siras1 ile asagidaki gibi

tanimlanir.
Sulx,y) = max(x,y) (Maksimum t-konorm)
Sp(x,y) =x+y—x.y (Istatistiksel Toplam)
S.(x,y) =min(x +y,1) (Lukasiewicz t-konorm)
1 (x,y) € 10,12 .
S =
p(x,y) { max(x, y) AT (Drastik Toplam)

Onerme 1.4.3. Bir S:[0,1]?> - [0,1] fonksiyonu bir t-konormdur < Her x,y €
[0,1] i¢in, S(x,y) =1 —T(1 — x,1 — y) olacak sekilde bir t-norm T mevcuttur.

Uyar 1.4.4.

i) Onerme 1.4.3. ile her bir t-norm, bir t-konormun dual islemidir.



(T, Su), (Tp, Sp), (T, S) ve (Tp,Sp)  ikilileri dual t-norm ve t-konorm
ciftleridir.
ii) Duallik siray1 degistirir. Yani eger T; ve T, t-normlari i¢in T; < T, ise onlarin

dual t-konormlar1 olan S; ve S, arasinda S, < §; iliskisi vardir.
Tp, < T, <Tp < Ty oldugundan, Sy < Sp < §;, < §p dir.

iii) Bir t-konorm S'yi, uyar1 1.3.8. dekine benzer sekilde (xq,xs,...,Xx,) €

[0,1]™ n —siralilarina ve (x;);¢; € [0,1]N dizilerine asagidaki gibi genisletebiliriz:
SILi(x) = S(STS %0 Xp) = S(xq, wevs X1, Xp)
Siz1xi = lim (SiZ1x;)
Ornek 1.4.5.

Temel t-konormlarin n —li genislemeleri asagidaki gibi elde edilir:

n
Sp(X1, X5, iy Xp) =1 — 1_[(1 - Xx;)
i=1
n
S, (%1, x5, ..., X)) = min (Z X, 1)
i=1

x; , j#iiginx; =0ise
1, A.T.

Sy (xq, X9, oy Xp) = max(xy, X5, ..., X))

SD(xl, xz, ...,xn) = {

Uyan 1.4.6. Bir L sinirlt kafesi lizerinde, birim reel araliga benzer sekilde t-
normlar ve t-konormlar tanimlanabilir.
Tanim1.4.7. L bir sinirh kafes olsun. L {izerinde bir t-norm T, degisme, birlesme,
monoton &zelliklerini saglayan 1- birim elemanl bir ikili iglemdir.
Ornek 1.4.8.
x y=1ise,

) Tyw(x,y) =1y x=1lise,
0 A.T.

olsun. O halde Ty, L lizerinde bir t-normdur ve 6zel olarak L = [0,1] oldugunda T}, =
Ty dir. L lizerindeki keyfi t-norm T i¢in Ty, < T oldugundan bu t-norm L {izerindeki en
kiigiik t-normdur.

ii) Sinirlt bir L kafesi tizerindeki en biiyiik t-norm T,(x,y) = x Ay ile verilen

infimumdur ve 6zel olarak L = [0,1] oldugunda T, = T,,’ dir.
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Tanmm 1.4.9. L bir sinirli kafes olsun. Bir L iizerinde t-konorm S, degisme,
birlegsme, monoton 6zelliklerini saglayan 0- birim elemanl bir ikili islemdir.
Ornek 1.4.10.
x y = 0ise,

i) Sy(x,y) =1y x = 0ise,
1 A.T.

olsun. O halde Sy, L iizerinde bir t-konormdur ve 6zel olarak L = [0,1] oldugunda S, =
Sp dir. L tizerindeki keyfi t-konorm § i¢in § < Sy, oldugundan bu t-konorm L tizerindeki
en biiyiik t-konormdur.

ii) Sinirl bir L kafesi lizerindeki en kiigiik t-konorm S,,(x, y) = x V y ile verilen

supremumdur ve 6zel olarak L = [0,1] oldugunda S,, = S,,’ dir.

1.5. [0, 1] Birim Reel Aralik Uzerinde Uni-nullnormlar ve Null-uninormlar

Tamm 1.5.1. [2] U:[0,1]? - [0,1] ikili islemine bir uninorm denir : & U,
degismeli, birlesmeli, azalmayan ve her x € [0,1], U(x,e) = x olan e € [0,1] nétral

elemana sahiptir.
Agikca, e = 1 ise U bir t-norm, e = 0 ise U bir t-konormdur.

Tamm 1.5.2. [5] N:[0,1]?> - [0,1] ikili islemine bir nullnorm denir : & N,
degismeli, birlesmeli, azalmayan ve her x € [0,1], N(x,a) = a olan a € [0,1] sifir

elemanina sahiptir. Buna gore;
i) Herx € [0,a], N(x,0) = x
ii)Herx € [a,1], N(x,1) = x
Agikca, a = 0 ise N bir t-norm, a = 1 ise N bir t-konormdur.

Buradan, uninormlar ve nullnormlar t-normlar ve t-konormlarin birer

genellestirmeleridir.
Tamm 1.5.3. [9] V:[0,1]? - [0,1] degismeli bir ikili islem ve

0<e <a<e, <1olan {e,,e;}, elemanlarma V nin 2-notral eleman: denir

i) Herx € [0,a], V(e;,x) = x



ii) Her x € [a, 1], V(e x) =x

Tamm 1.5.4. [9] U:[0,1]?> - [0,1] ikili islemine bir 2-uninorm denir :& U,

degismeli, birlesmeli, azalmayan ve {e;, e}, 2-n6tral elemani sahiptir.
Uyan 1.5.5. [9] T-normlar ve t-konormlar 2-uninormlarin 6zel durumlaridir.
i)ey=a=e,=1veya0 =e; =a < e, =1 ise 2-uninorm bir t-normdur.
ii)ey, =a=e,=0veya0 =e; < a=e, =1 ise 2-uninorm bir t-konormdur.

Tamm 1.5.6. [13] UN:[0,1]? - [0,1] ikili islemine bir uni-nullnorm denir :&
UN, her x € [e,1] i¢in UN(x,a) = a ve {e, 1}, 2-nétral eleman sahip olan bir 2-

uninormdur.
Buradan agik¢a; 0 < e < a < 1 i¢in,
i) Herx € [0,a], UN(e,x) =x
ii) Herx € [a,1], UN(x,1) = x

Tamm 1.5.7. [13] NU:[0,1]? - [0,1] ikili islemine bir null-uninorm denir :&
NU, herx € [0,e], NU(x,a) = ave {0,e}, 2-nétral elemani sahip olan bir 2-

uninormdur.
Buradan agik¢a; 0 < a < e < 1 i¢in,
i) Herx € [0,a], NU(0,x) = x
ii) Herx € [a,1], NU(x,e) = x
Uyan 1.5.8. [13]

i) {e, 1}, 2-nétral elemanl bir uni-nullnorm UN, e = 0 ise bir nullnorm, a =
1 ise bir uninorm, e = 0 ve a = 1 ise bir t-konorm, e = a = 0 veyae = a = 1 ise bir t-

normdur.

ii) {0,e}, 2-nétral elemanl bir null-uninorm NU, e = 1 ise bir nullnorm, a =
0 ise bir uninorm, e = 1 ve a = 0 ise bir t-norm, e = a = 0 veya e = a = 1 ise bir t-
konormdur.

Ornek 1.5.9. [13] 0 < e < a < 1 olmak iizere, asagidaki sekilde tanimlanan

UN:[0,1]? - [0,1] ikili islemi, {e, 1}, 2-nétral elemanl bir uni-nullnormdur:
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0 (x,y) € [0, e[?

_ ) max(x,y) (x,y) € [e,al?
UNEYI=1, (x,y) € [e,al x]a,1]U]a, 1] x [e,a] U a, 1[2
min(x,y) A.T.

Ornek 1.5.10. [13] 0 < e < a < 1 olmak iizere, asagidaki sekilde tanimlanan

UN:[0,1]? - [0,1] ikili islemi, {e, 1}, 2-nétral elemanl bir uni-nullnormdur:

min(x,y) (x,y) € [0,e]* U [a,1]?
UN(x,y) = {max(x,y) (x,y) €[0,e] x]le,al Ule,a] x [0, €]
a AT.

Ornek 1.5.11. [13] 0 < a < e < 1 olmak iizere, asagidaki sekilde tanimlanan

NU:[0,1]? - [0,1] ikili islemi, {0, e}, 2-nétral elemanli bir null-uninormdur:

1 (x,y) € le, 1]
_ Jmin(x,y) (x,y) € [a,e]?
NUxY) =1, (x,7) € [0,al x [a,e] U [a,e] x [0,a[ U ]0, al?
max(x,y) A.T.

Ornek 1.5.12. [13] 0 < a < e < 1 olmak iizere, asagidaki sekilde tanimlanan

NU:[0,1]? - [0,1] ikili islemi, {0, e}, 2-nétral elemanli bir null-uninormdur:

max(x,y) (x,y) € [0,al? U [e, 1]?
NU(x,y) = ymin(x,y) (x,y) €[a,e[ x[e,1] U [e, 1] X [a, e[
a AT.

Onerme 1.5.13. [13] x<e<y<a veya y<e<x <a ise, bu takdirde

min(x,y) < UN(x,y) < max(x,y) dir.

Onerme 1.5.14. [13] e<x<a<y veya e<y <a<x ise, bu takdirde

UN(x,y) = adir.

Onerme 1.5.15. [13] x<e<a<y veya y<e<a<x ise, bu takdirde

min(x,y) < UN(x,y) < a dur.

1.6 ve 1.7 de sirasiyla, bir L sinirl kafesi tizerinde uninorm ve nullnorm, tanimlari

verilir.
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1.6. Siirh Kafesler Uzerinde Uninormlar

Tamm 1.6.1. [9] L bir sinirh kafes olsun. U: L? — L ikili islemine, L iizerinde bir

uninorm denir : < U, degismeli, birlesmeli, her iki degiskene gore artan ve e € L ndtral

elemana sahiptir.

A(e) ile asagidaki kiime gosterilsin:

A(e) =10,e] x [e,1[ U [e, 1] x ]O, €]

Onerme 1.6.2. [9] L bir smirl kafes ve U, L iizerinde e € L\ {0,1} néotral

elemana sahip bir uninorm olsun. Buna gore asagidakiler elde edilir:

) (x,y) €A(e)igin x ANy <U(x,y) <xVy

ii) (x,y) €L x[0,e] i¢gin U(x,y) < x
iii) (x,y) € [0,e] x Li¢in U(x,y) <y
iv) (x,y) € L x[e, 1] igin x < U(x,y)
v) (x,y) € [e,1] X Ligin y < U(x,y)

Ornek 1.6.3. [9] L bir siirh kafes ve e € L \ {0,1} olsun. T,, [0, e] iizerinde bir

t-norm ve S,, [e, 1] iizerinde bir t-konorm ise, bu takdirde Uy:L? - L ve Us: L? - L

fonksiyonlar1 agagidaki tanimlart ile L lizerinde birer uninormdur:

(Te(x, )
xVy
Ur(x,y) =1 y
X

\1
(Se(x,y)
X/\y
Us(x,y) = 1 y
X
\0

Ornek 1.6.4. [9]

(x,y) €[0,e]?
(x,y) €[0,e] x]e,1] U le, 1] x [0, €]

x€[0,elylle
y€[0,el,xlle
A.T.

(x,y) € [e, 1]
(x,y) € [0,e[ x [e,1] U [e, 1] x [0, e[

x€lellyle
yelellxle
A.T.

e € L\ {0,1} olsun. Ornek 1.6.3. te, T, =T, ve S, =S,

alinirsa, asagidaki uninormlar sirastyla L {lizerinde e notral elemana sahip en biiyiik ve en

kii¢iik uninormlardir:

12



XAy (x,y) €[0,e]?

xVy (x,y) €[0,e] x]e, 1] U]e, 1] x [0, €]
Ur,(,y) =1y x€[0,elyle

X y€[0,el,xlle

1 AT.

xVy (x,y) € [e,1]?

XAy (x,y) €[0,e[ x [e,1] U [e, 1] x [0, e[
Us,(x,y) =y x€lellyle

x y€elell,xlle

0 AT.

1.7. Siirh Kafesler Uzerinde Nullnormlar

Tamm 1.7.1. [10] L bir smirh kafes olsun. N,: L? — L ikili islemine, L iizerinde

bir nullnorm denir : < N, degismeli, birlesmeli, azalmayan ve bir a € L sifir elemana

sahip dyle ki,
i) x <aigin N;(x,0) = x

ii) x > aigin Ny(x,1) = x.

Onerme 1.7.2. [10] L bir sinirh kafes, a € L \ {0,1} ve N, L iizerinde a sifir

eleman sahip bir nullnorm olsun. Bu takdirde;
i) N,:[0,a]? - [0,al, [0, a] iizerinde bir t-konormdur.
ii) N,:[a,1]? - [a, 1], [a, 1] iizerinde bir t-normdur.

D, ve 1, ile asagidaki kiimeler gosterilsin:

D, =[0,a[ X ]a,1] U ]a, 1] x [0, a[
I,={x€eL]|xla}

Onerme 1.7.3. [10] L bir simirh kafes, a € L \ {0,1} ve N,, L iizerinde a sifir

eleman sahip bir nullnorm olsun. Bu takdirde;
i) Her (x,y) € D icin Ny(x,y) = a
ii) Her (x,vy) € [a,1]? U [a,1] X1, U1, X [a,1] i¢cin a < N,(x,y)
iii) Her (x,y) € [0,a]? U [0,a] x I, U T, X [0,a] i¢in N, (x,y) < a
iv) Her (x,y) € L X [a,1] i¢cin N, (x,y) <y
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v) Her (x,y) € [a,1] X Ligin N,(x,y) < x

vi) Her (x,y) € [0,a] X Liginx < N,(x,y)

vii) Her (x,y) € L X [0,a] iginy < N,(x,y)

viii)

Her (x,v) € [0,a]? icinx Vy < N (x,y)

ix) Her (x,y) € [a,1]? i¢cin Ny (x,y) < x Ay

x)Her (x,y)€[0,a] xI,ul, x[0,a]Uul, XTI icin (xAa)V(yAa)<

Ng(x,y)

xi)Her (x,y) €la,1] xI,Ul, X[a,1]Ul, X1, i¢in N,(x,y) < (xVa)A

(yVva)

Ornek 1.7.4. [10] L bir siirh kafes ve a € L \ {0,1} olsun. S, [0, a] iizerinde bir

t-konorm ve

T, [a, 1] {izerinde bir t-norm ise asagidaki sekilde tanimlanan N3: L? — L ve

N[I:L? - L fonksiyonlari L iizerinde birer nullnormdur:

(S(x,y) (x,y) € [0,a]?
NS(x,y) = { a (x,y) €la,1[?U[a, 1] x1, Ul, X [a,1] U D,
SxAha,yAa) (x,y) €[0,a]l xT,ull, x[0,alul, x1I,

\X Ay A.T.

(T(x,y) (x,y) € [a,1]?
T _Ja (x,y) €[0,a[?uU[0,a] x1, Ul, x[0,a] U D,
Na (x,y) = 1
T(xVayVa) (x,y) €la, 1] xI,Ul, X [a,1]UT, X1,
\x Vy A.T.
Ornek 1.7.5. [10] L bir sinirh kafes ve a € L \ {0,1} olsun. Ornek 1.7.4. de T =

T veS =S,

alinirsa, agsagidaki nullnormlar sirasiyla L iizerinde a sifir elemana sahip en

kiigiik ve en biiyiik nullnormlardir:

NG (x,y) =+

NZ(x,y) =+

(XVy (x,y) € [0,al?

a (x,y) €la,1[?U[a, 1] x1, Ul, X [a,1] U D,
xhna)viyAa) (x,y)€[0,a]lxT,ul, x[0,alUul, xXI,

\x Ay A.T.

(X Ay (x,y) € [a,1]?
a (x,y) €[0,a[?uU[0,a] x1, Ul, x[0,a] U D,
xva)A(yva) (xy) €lal]lxI,ul, X[a1]Uul, xXI,

\x Vy A.T.
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1.8. Stmirh Kafesler Uzerinde Uni-nullnormlar ve Null-uninormlar:

2-uninormlar, [0,1] birim reel aralik {izerindeki tanimina benzer sekilde bir sinirl
L kafesi lizerinde de tanimlanabilir. Buna gore, sinirli kafesler iizerinde uni-nullnormlarin

ve null-uninormlarin tanimlar: verilebilir:

1.8.1. Simirh Kafesler Uzerinde Uni-nullnormlar

Uyar 1.8.1.1. Uni-nullnormlarin taniminin bir sonucu olarak, L sinirli kafesinde

0<e<ac<1olup,
i) e ile kiyaslanamayip a dan kiigiik olan elemanlarin kiimesi I, ile,
ii) a ile kiyaslanamayip e den biiyiik olan elemanlarin kiimesi I, ile,

iii) Hem e ile hem de a kiyaslanamayan elemanlarin kiimesi I,, ile
gosterilecektir. Boylece, I, = {x EL:x llevex <a}, I, ={x € L:x |l avex > e} ve

loq ={x € Lix || eve x |l a} kiimeleri elde edilir.

Tamm 1.8.1.2. [14] L bir sinirh kafes olsun. UN: L? — L ikili islemine bir uni-
nullnorm denir : & UN, x € [e, 1] i¢in UN(x, a) = a olan ve {e, 1}, 2-nétral elemana

sahip olan bir 2-uninormdur.

Onerme 1.8.1.3. [14] L bir simrli kafes ve UN,L iizerinde {e, 1}, 2-notral

elemanli bir uni-nullnorm olsun. Bu takdirde;
i) U* = UN|[oq2: [0,a]* = [0, a], [0, a] iizerinde bir uninormdur.
it) N* = UN|[,p2: [e,1]* - [e, 1], [e, 1] tizerinde bir nullnormdur.
iii) T," = UN|g2: [0,e]* = [0, e], [0, e] iizerinde bir t-normdur.
iv) S* = UN|(, q2: [e, a]* — [e, al, [e, a] iizerinde bir t-konormdur.
v) T," = UN|gqp2: [a, 1]* = [a, 1], [a, 1] lizerinde bir t-normdur.

Ornek 1.8.1.4. [15] L bir sinirh kafes ve e,a € L i¢cin0 < e < a < 1olsun. T;

[0, e] tizerinde bir t-norm, S [e, a] lizerinde bir t-konorm ve T, [a, 1] lizerinde bir t-norm

15



ise, bu takdirde asagidaki sekilde tammlanan UN: L? — L ikili islemi L iizerinde {e, 1},

2-notral elemanli bir uni-nullnormdur:

(T, (x,y) (x,y) € [0,e]?
S(x,y) (x,y) € [e,a]?
y (x,y) €[0,e] x ([0,a] \ [0,e])
UN(x,y) =1 x (x,y) € ([0,a] \ [0,e]) x [0, e]
S(xveyVve) (x,y) € ([0,a] \ [0,e])*\ [e, a]?
T,(x,y) (x,y) € [a,1]?
\a A.T.

Onerme 1.8.1.5. [14] L bir smirh kafes, UN L, iizerinde {e, 1}, 2-nétral elemanlt

bir uni-nullnorm olsun.
i) Her (x,y) € [0,a] X [0,e] U I, x [0,e] U [a,1] X L i¢in UN(x,y) < x.
ii) Her (x,y) € [0,e] x [0,a] U [0,e] X I, UL X [a,1] i¢cin UN(x,y) < y.
iii) Her (x,y) € [0,a] x [e,1] U [0,a] x I, U I, X I, U I, X [e, 1] igin
UN(x,y) = x.
iv) Her (x,y) € [e,1] X [0,a] U [e,1] X I, U I, X I, U I, X [0, a] i¢in
UN(x,y) = y.
v) Her (x,y) € [0,e]? icin UN(x,y) < x A y.
vi) Her (x,y) € [e,al? icinxVy < UN(x,y) < a.
vii) Her (x,y) € [a,1]? igina < UN(x,y) < x Ay.
viii) Her (x,y) € [e,a] X [a,1] U [a,1] X [e,a] igin UN (x,y) = a.
ix) Her (x,y) € [0,e[ X ]e,a] U ]e,a] x [0, e[ i¢in
xANy <UN(x,y) <xVy.
x) Her (x,y) € [e,a]l X I, Ul, X [e,a] U I, X I, igin
UN(x,y) = (xAa)V(yAa).
xi) Her (x,y) € [a,1] X I, U I, X [a,1] U I, X I, igin
UN(x,y) < (xVa)A(yVa).

xii) Her (x,y) € [0,a] X LUL X [0,a]U I, X LU L X I, i¢in
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UN(x,y) < a.

xiii) Her (x,y) € [a,1] X [e,1] U [e,1] X [a,1] U I, X [a,1] U [a, 1] X I, igin
UN(x,y) = a.

Onerme 1.8.1.6. L bir smirli kafes ve e,a € L \ {0,1} i¢in e < a olsun.

z€Il,,vezANa<eisezAa=zAe.

Ornek 1.8.1.7. [14] L bir sinirh kafes ve e,a € L \ {0,1} i¢in e < a olsun. T,
[0, e] tizerinde bir t-norm, S [e, a] lizerinde bir t-konorm ve T, [a, 1] lizerinde bir t-norm
ise asagidaki sekilde tanimlanan UN,: L? - L ve UN,: L?> — L fonksiyonlar L iizerinde

{e, 1}, 2-notral elemanl: birer uni-nullnormdurlar:

(S(x, y) (x,y) € [e,a]?
Tz(x;)’) (x,:V) € [a) 1]2
XAy (x,y) € [0,e[ x]0,a] U ]e,a] x [0, e[
UNA(x,y)=4 ul0,e[xI,Ul,x[0,e[Ul, X,
y (x,y) € [e,a[ X I,
x (x,y) €1, X [e,al
\a A.T.
(T (x,y) (x,y) € [0,e]?
Tz(x,:V) (x;Y) € [al 1]
xVy (x,y) €[0,a] X ]e,a] U]e,a] x[0,e]
UNy(x,y) = 1 Ule,al] xI,Ul, x]e,a]Ul, X1,
y (x,y) €[0,e] X1,
X (x:y)EIeX[O;e]
\a A.T.
Ie.q a le a
1, a 1, a
Io|xAYy y a XAY I, Yy kVY a xXVy
1 1
a Th(x,y)| a , a Ia(x,y)| a
. ald . al@
S(x, ») X xXVy xXVy
e . a e a
XAY XAy Ti(x.y) x
0 e a 1 I, I, Ieq 0 e a 1 I, I, 1.4
Tablo 1: L tizerinde UN,, Tablo 2: L {izerinde UN,
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1.8.2. Simirh Kafesler Uzerinde Null-uninormlar

Tamm 1.8.2.1. [15] L bir sinirh kafes olsun. NU: L? - L ikili islemine bir null-
uninorm denir : & Her x € [0, e] i¢in NU(x,a) = a olan ve {0,e}, 2-notral elemanl
sahip olan bir 2-uninormdur.

Onerme 1.8.2.2. [15] L bir simirli kafes ve NU,L iizerinde {0, e}, 2-notral

elemanli bir null-uninorm olsun. Bu takdirde;

i) U* = NU|[g4p2:[a,1]* - [a, 1], [a, 1] iizerinde bir uninormdur.
il) T* = NU|(gp2: [a,e]* = [a, e], [a, €] tizerinde bir t-normdur.

Ornek 1.8.2.3. [15] L bir sinirh kafes ve e,a € Licin 0 < a < e < 1 olsun. S,
[0, a] lizerinde bir t-konorm, T [e, a] lizerinde bir t-norm ve S, [e, 1] iizerinde bir t-
konorm ise bu takdirde, asagidaki sekilde tanimlanan NU: L? — L ikili islemi L iizerinde

{0, e}, 2-notral elemanl bir null-uninormdur:

(S1(x,y) (x,y) € [0,a]?
T(x,y) (x,y) € [a,e]?
S,(x,y) (x,y) € [e,1]?

NU(x,y) = {y (x,y) € [e,1] x ([a, 1] \ [e, 1])
x (x,y) € ([a,1] \ [e, 1]) x [e, 1]
T(xNe,yAe) (x,y) € ([a, 1]\ [e,1D* \ [a, e]?

\a A.T.

Simdi sinirli kafesler tizerinde en kiigiik ve en biiyiik uni-nullnormlar1 ve en kiigiik

ve en bilyiik null-uninormlar1 inga edelim.
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2. YAPILAN CALISMALAR

Bu béliimde, bir sinirli kafesin herhangi bir kapali alt aralig1 tizerindeki t-norm ve
t-konormlarm varligt kullanilarak 2 tane uni-nullnorm, 2 tane null-uninorm inga metodu
verilecektir. Ayrica bu metotlarda, bazi 6zel t-norm ve t-konormlar yazilarak, bir L sinirh
kafesi tizerinde taniml {e, 1}, 2-notral elemanli en kiiglik ve en biiyiik uni-nullnormlar
ile yine bir L sinirli kafesi tizerinde tanimli {0, e}, 2-notral elemanl en kiigiik ve en biiyiik
null-uninormlar elde edilecektir. Bu bolimiin hazirlanmasinda [16] kaynagindan

faydalanilmistir.

2.1. Bir L Smirh Kafesi Uzerinde Tammmh {e, 1}, 2-nétral Elemanh En

Kiiciik ve En Biiyiik Uni-nullnormlar

Teorem 2.1.1. L bir sinirh kafes ve e,a € Licin e < a, T; [0, e] {izerinde bir t-
norm, S [e, a] lizerinde bir t-konorm ve T [a, 1] iizerinde bir t-norm ise agsagidaki sekilde
tanimlanan V;:L? - L  fonksiyonu L iizerinde {e, 1}, 2-notral elemanli bir uni-

nullnormdur:

(Ty(xANe,yne) (x,y)€[0,e[2u0,e[x (I, Ul,)U(l,Ul,,) x[0,e[
UL, XTI, Ul X I, q Ul g X I, Ul X Iog
Sxhna,yna) (x,y)€leal?UlealxI,Ul, X[e,alUl, X]I,
T(x,y) (x,y) € [a,1]?
Vi(x,y) =< XAy (x,y) €[0,e[ x ([e,alul,) U ([e,alul,) x[0,e[
U[0,e[ X [a,1] Ula,1] X [0, e[
xAa (x,y)€l, x([e,1]Ul)Ul,, x ([e,1]UI,)
yAa (x,y) €([e,1]Uly) X, U ([e,1]UI) X I,
\ a (x,y) € [a,1] x ([e,al U I,) U ([e,al U I,) X [a, 1]
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leaf T1(x,y Ae€) yAa yAa Ti(xAe,yAe) yAa Ti(x Ae,y Ae)
I, x S(xAa,yAa) a x S(xAa,yAa) xAa
Ie | Ty(x,yne) y y Ti(xAe,yAe) y Ty(xAe,yAe)
1
x a T(x,y) x a xAa
a
x S(x,y) a x S(xAa,yAa) xAa
e
Tl(x:y) y y Tl(x/\ ely) y Tl(x Ae'y)
0 e a 1 I, I, Ieq

Tablo 3. L tizerinde V;

Ispat: Her x € [0,a] i¢in V;(x,e) = x ve her t € [a,1] icin V,(t,1) =t dir.
Boylece, V3, {e, 1}, 2-notral elemanlidir. Tablo 3.ten degismeli oldugu kolaylikla goriiliir.
Simdi, her x,y,z € L i¢in V;nin birlesmeli oldugunu gosterilmelidir. x,y,z € L

elemanlari i¢in olusabilecek tiim durumlar1 asagida verilmistir:
MDx<e
I.Ll.y<e

I.L.l.z<eveyaz€l,veyaz € l,,

Vl(x, 7, (y, z)) = Vl(x, T,(y,z A e)) = Tl(x, T,(y,z A e))
=T(Ty(x,y),zne) = Vi(Ti(x,y),2) = Vi(Vi(x,¥),2)

l.12.e<z<aveyaz>aveyazE€l,

Vi(x,Vi(y,2)) = Vi(x, ) = Ty (x,y) = Vi(Ty(x,¥), 2) = Vi (Vi (x,¥), 2)
l12.e<y<a
l21.z<eveyaz€l,veyaz€l,,
Vl(x, 7, (y, z)) =Vilx,zANa) =T, (x,zNe) =V,(x,2)
= V,(Vi(x,y), z) (Onerme 1.8.1.5. ten)

122.e<z<aveyaz€l,
20



Vl(x, V(y, z)) = VTl(x,S(y,z A a)) =x=V,(x,z) =V;(V;(x,y),2)
123.z>a
Vl(x, V(y, z)) =Vi(x,a) =x=V,(x,z) =V;(V,(x,y),2)
13. y=>a
131.z<eveyaz€l,veyaz€l,,
Vl(x, Vl(y,z)) =Vi(x,zANa) =T, (x,zNe) =V,(x,2)
= V,(Vi(x,y), z) (Onerme 1.8.1.5. ten)
132.e<z<aveyaz€l,
Vl(x, V(y, z)) =Vi(x,a) =x=V,(x,z) =V;(V,(x,y),2)
133.z=>a
Vl(x, 7 (y, z)) == Vl(x, T, (y, z)) =x=V,(x,z) =V,(V;(x,y),2)
14.y€l,
l4l.z<eveyaz€l,veyaz€l,,
Vl(x, Vl(y,z)) = Vl(x, T,(yAe,zA e)) = Tl(x, T.(yAe,zA e))

=T (Ty(x,yne),zne) =V (Ty(x,y Ae),2)
=Vi("i(x,y),2)

l42.e<z<aveyaz>=aveyazE€l,

Vl(x, 7, (y, z)) =Vi(x,y) =Ti(x,yne) =V, (Ti(x,y Ne),z)
=V((x,),2)
1.5. yel,
151.z<eveyaz€l,veyaz€l,,
Vl(x, Vl(y,z)) =Vi(x,zANa) =T, (x,zNe) =V,(x,2)
= V,(Vi(x,y), z) (Onerme 1.8.1.5. ten)
1.52.e<z<aveyaz€l,
Vl(x, V(y, z)) = Vl(x,S(y Aa,z A a)) =x=V,(x,2)
=i, y), 2)
l6.y€l,,
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l6l.z<eveyaz€l,veyaz€l,,
Vl(x, 7 (y, z)) = Vl(x, T,(yAe,zA e)) = Tl(x, T,(yAe,zA e))

=T, (Ty(x,yNe),zNe) =V, (Ty(x,y Ne), z)
=V (Vi(x,y),2)

l.62.e<z<aveyaz=aveyazE€l,

V1(x' 162 Z)) =Vi(x,yna) =T (x,yNe)
=V (Ty(x,y Ae),z) = V,(V,(x,y),2) (Onerme 1.8.1.5.
ten)
2)e<x<a

21.y<e

21.1.z<eveyaz€l,veyaz€l,,

V1(x' @, Z)) = Vl(xr Ti(y,z A e)) =Ti(yv,zne) =V, (y,2)
=V,(V1(x,¥),2)

212.e<z<aveyaz=aveyazE€l,

Vl(x' V1(y'Z)) =V y) =y=Vi(y,2) =V,(Vi(x,y),2)

22.e<y<a
221.z<eveyaz€l,veyaz€l,,
Vi(xVi(n,2) =Vilx,zAa) = zAa =Vi(S(x,¥),2) = Vi(Vi(x,y), 2)
222.e<z<aveyaz€l,
Vl(x, V(y, z)) = Vl(x,S(y,z A a)) = S(x,S(y,z A a)) =V.(8(x,y),2)

=V (Vi (x,y),2)
223.z=2a

V(x,Vi(y,2)) =Vi(x,a) = a =V,(S(x,¥),2) = V,(Vy(x, ¥), 2)

23.y=a
231.z<eveyaz€l,veyaz€l,,
Vl(x, 7 (y, z)) =Vilx,zANa)=zANa=V,(a,z) =V,(Vi(x,y),2)
232.e<z<aveyaz€l,
V1(x' 162 Z)) =Vi(x,a) =a="Vi(a,z) =V,(Vi(x,¥),2)
233.z=a
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Vi, Vi(0,2) =Vi(x,T(y,2)) = a = T(a,2) = Vi(a,2) = V(1 (x,y),2)
24.y€l,
241.z<eveyaz€l,veyaz€l,,
V(61 002) = K6 T, hez Ae)) = Ty Ae,zAe) = Vy(3,2)
=i, y), 2)

242.e<z<aveyaz=aveyazE€l,
V1(x' @, Z)) =Vilx,y) =y =Vi(y,2) = V,(Vi(x,y),2)
25.y€l,

25.1.z<eveyaz>aveyaz€l,veyaz€l,,

Vl(x, Vl(y,z)) =Vi(x,zANa) =zANa=V;(S(x,yANa),z)

=V (V1(x,y),2)
252.e<z<aveyaz€l,

Vl(x, Vl(y,z)) = Vl(x,S(y/\a,z/\a)) = S(x,S(y/\a,z/\a))
=SS, yna),zNa) =V, (S(x,yAa),z)
=V(Vi(x,y),2)

26.y€l,,

26.1.z<eveyaz€l,veyaz€l,,

Vl(x, Vl(y,z)) = Vl(x, T,(yAe,zA e)) =T,(yAe,zAe)
=VilyAa,z) =V,(Vi(x,y),z) (Onerme 1.8.1.5. ten)

262.e<z<aveyaz=aveyazE€l,
V1(x' @, Z)) =Vilx,yna)=y=Vilyraz)=V(Vi(x,y),2)
B)x=a
3l.y<e
311.z<eveyaz€l,veyaz€l,,

V1(x' (@, Z)) = Vl(xr Ti(y,z A 9)) =Ti(yv,zne) =V,(y,2)
=V(V1(x,y),2)

312.e<z<aveyaz>aveyaz€l,

V1(x' 162 Z)) =Vilx,y) =y =Vi(y,2) = V,(Vi(x,y),2)
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32.e<y<a

321.z<eveyaz€l,veyaz€l,,
V1(x' 162 Z)) =Vi(x,zna) =zAa=V(a,z) =V,(Vi(x,¥),2)

322.e<z<aveyaz€l,
V1(x' Vi (y, Z)) = Vl(x,S(y/\ azN a)) =a="V(a72)
= Vl(Vl(x' }’); Z)
323.z>2a
Vl(x' Vl(% Z)) = Vl(x: a) = T(x, a) =a= T(a, Z) = Vl(al Z)
=V(V1(x,y),2)
33.y=>a
331.z<eveyaz€l,veyaz€l,,
Vl(x, 7 (y, Z)) =Vi(x,zNa) =zANa =V, (T(x,y),2)
=V,(Vi(x,y),2)
332.e<z<aveyaz€l,
Vi(x, Vai(,2)) = Vi(x,a) = T(x,a) = a = V3 (T (x,y),2)
=V (x,y),2)
333.z2a
Vi(xVi(0,2) =Vi(x Ty, 2) =T(x T, 2)) = T(T(x,y),2)
=T y),z) =V,(Vi(x,y),2)
34.y€l,
34l.z<eveyaz€l,veyaz€l,,
Vl(x' Vl()’;z)) = V1(x:T1(y nNe,zZ N 8)) = Tl(y/\ e,zN e) = V1(3’:Z)
=V(V1(x,y),2)
342.e<z<aveyaz=aveyaz€l,
V1(x' @, Z)) =Vilx,y) =y =Vi(y,2) = V,(Vi(x,y),2)
35.y€l,

351.z<eveyaz€l,veyaz€l,,
Vl(x, V(y, z)) =Vilx,zANa)=zANa=V,(a,z) =V,(Vi(x,y),2)

352.e<z<aveyaz€l,
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Vl(x, V(y, z)) = Vl(x,S(yA a,z N a)) =a ="V (a,z)
=i, y), 2)
353.z=a
Vl(x, V7 (y, z)) =V,(x,a) =T(x,a) =a=T(a,z) =V,(a,z)
=ik, y), 2)
36.y€l,,
36.l.z<eveyaz€l,veyaz€l,,
Vl(x, Vl(y,z)) = Vl(x, T,(yAe,zA e)) =T,(yAe,zAe)
=VilyAa,z) =V,(V,(x,y),2z) (Onerme 1.8.1.5. ten)
3b62.e<z<aveyaz=aveyaz€l,
Vl(x, Vl(y,z)) =Vi,yna)=yAha=ViyAa,z)=V,(Vi(x,y),2)
4)x€el,
41.y<e
411.z<eveyaz€l,veyaz€l,,
Vl(x, V(y, z)) = Vl(x, T,(y,z A e)) = Tl(x Nne, Ti(y,z A e))
=Ti(Ty(xNe,y),zNe) =V,(Vi(x,¥),2)
412.e<z<aveyaz=aveyaz€l,
Vl(x, V(y, z)) =V,(,y)=Ti(xAe,y) =Vi(Tiy(x Ae,y), z)
=i, y), 2)

42.e<y<a

421.z<eveyaz€l,veyaz€l,,
Vl(x, V(y, z)) =Vi(x,zANa) =T, (xANe,zNe) =V (x,z)
=V,(V1(x,y), z) (Onerme 1.8.1.5. ten)

422.e<z<aveyaz€l,
V1(x' 162 Z)) = V1(X,5(3’JZ/\ a)) =x=Vxz) =V ("h(xy)2)

423.z>2a

V1(x' i, Z)) =Vi(x,a) = x =Vi(x,z) = V1 (V1(x, ), 2)
43.y=>a
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43.1.z<eveyaz€l,veyaz€l,,
Vl(x, V7 (y, z)) =V(x,zANa) =T, (xANe,zNe) =V (x,z)
=V,(V1(x,y), z) (Onerme 1.8.1.5. ten)

432.e<z<aveyaz€l,

V1(x' i, Z)) =Vi(x,a) = x =Vi(x,z) = Vi (V1(x,y), 2)

433.z=2a

Vl(x' Vl(y' Z)) = Vl(er(ylZ)) =X = Vl(xi Z) = Vl(Vl(x'y)rZ)
44.y€l,

441.z<eveyaz€l,veyaz€l,,

Vl(x, Vl(y,z)) = Vl(x,Tl(yAe,z/\e)) = Tl(x/\e, Tl(y/\e,z/\e))
=Ti(Ty(xNe,yne),zNe) =V, (Ty(x Ne,y Ne),z)
=V (Vi(x,y),2)

442.e<z<aveyaz=aveyazE€l,

Vl(x, Vl(y,z)) =Vi(x,y)=Ti(xAe,yAe) =V, (Ty(x Ne,y Ne),z)
=V (V1(x,y),2)

45.y€l,
451.z<eveyaz€l,veyaz€l,,

Vl(x, Vl(y,z)) =Vi(x,zANa) =T, (xANe,zNe) =V (x,z)
=V,(V1(x,y),z) (Onerme 1.8.1.5. ten)

452.e<z<aveyaz€l,

Vl(x, V(y, z)) = Vl(x,S(y Aa,z A a)) =x=V,(x,2)
=i, y), 2)
453.z=a
(e Vi (3,2)) = Vi(x,a) = x = Vy(x,2) = V,(Vy(x, ), 2)
46.y €l,,
46.1.z<eveyaz€l,veyaz€l,,
Vl(x, V(y, z)) = Vl(x, T.(yAe,zA e)) = Tl(x Ne,Ti(yAe zA e))

=Vi(Ti(xAeyne),z) = Vi(Vi(x,y),2)
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462.e<z<aveyaz=aveyazE€l,
Vl(x, Vl(y,z)) =Vi(x,yna)=Ti(xNe,zNe)

=V (Ty(xAe,y Ae),z) = V,(Vi(x,y),z) (Onerme

1.8.1.5. ten)
B)xel,
S5l.y<e

511.z<eveyaz€l,veyaz€l,,

V1(x' @, Z)) = Vl(xr Ty, zA 9)) =T,(y,zne) =Vi(y,2)
=V (V1 (x,y),2)

512.e<z<aveyaz>=aveyaz€l,

V1(x' Vi (y, Z)) =V(x,y) =y =V 2z) =V (Vi(x,y) 2)

52.esy<a
521.z<eveyaz=aveyaz€l,veyaz €l,,

Vl(x, Vl(y,z)) =Vi(x,zANa)=zANa=V;(S(xNa,y),2z)
=V (Vi(x,y),2)

522.e<z<aveyaz€l,

Vl(x, V(y, z)) = Vl(x,S(y,z A a)) = S(x ANa,S(y,z A a))
=SS(xAay),zNha) =V (SxAa,y), z)
=V (V1(x,y),2)

53.y=2a
531.z<eveyaz€l,veyaz€l,,

Vl(x, Vl(y,z)) =Vix,zANa)=zANa=V;(S(xANa,y),z)=V(a,z)
=V (V1(x,y),2)

532.e<z<aveyaz€l,

V1(x' @, Z)) =Vi(x,a) =a="Vi(a,z) =V,(Vi(x,¥),2)

533.z=a

Vl(x, V(y, z)) = Vl(x,T(y, z)) =a="T(az) =V (a,z)
=V (V1(x,y),2)

54.y€l,
541.z<eveyaz€l,veyaz€l,,
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Vl(x, Vl(y,z)) = Vl(x,Tl(yAe,z/\e)) =T,(yAe,zNe) =V, (y,2)
=i, y), 2)
542.e<z<aveyaz=aveyazE€l,
Vi, i(n,2) =Vi(lx,y) =y =Vi(v,2) = Vi(Vi(x, ), 2)
55.y€l,
551.z<eveyaz€l,veyaz€l,,
Vl(x, Vl(y,z)) =Vi(x,zANa)=zAa=V;(S(xANa,yAa)z)
=i, y), 2)
552.e<z<aveyaz€l,
Vl(x, Vl(y,z)) = Vl(x,.S'(y/\a,zAa)) = S(x/\a,S(y/\a,z/\a))
=SSxAayrna),zNa) =V,(S(xANa,yAa)z)
=1, ), 2)
553.z=a
Vl(x, 7 (y, z)) =Vi(x,a)=a=V;(S(xANa,yAa),z)
=Wk, y), 2)
56.y€l,,
561l.z<eveyaz€l,veyaz€l,,
Vl(x, Vl(y,z)) = Vl(x,Tl(yAe,z/\e)) =T,(yAe,zAe)
=VilyAa,z) =V,(V,(x,y),2z) (Onerme 1.8.1.5. ten)
562.e<z<aveyaz=aveyaz€l,
Vl(x, Vl(y,z)) =Vi,yna)=yAha=ViiyAa,z)=V,(Vi(x,y),2)
(6)x €Eleq
6.l.y<e
6.11.z<eveyaz€l,veyaz€l,,
Vl(x, Vl(y,z)) = Vl(x,Tl(y/\e,z/\e)) =T,(yNe,zNe)
=y Aaz)=V(i(xy) 2)
6.1.2.e<z<aveyaz=>aveyaz€l,
Vl(x, 7 (y, z)) =V(x,y) =Ti(xNe,y) =V (Tiy(x Ae,y), z)
=i, y), 2)
62.e<y<a

621.z<eveyaz€l,veyaz€l,,
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Vl(x, Vl(y,z)) =Vi(x,zNa) =Ty(yANe,zNe) =V, (x ANa,z)
=V,(Vi(x,y),z) (Onerme 1.8.1.5. ten)
622.e<z<aveyaz€l,
Vl(x, V7 (y, z)) = Vl(x,S(y,z A a)) =xANa=V,(xNa,z)
=ik, y), 2)
6.23.z=a
Vl(x, V(y, z)) =Vi(x,a)=xANa=V,(xNa,z)=V(Vi(x,y),2)
63.y=>a
631.z<eveyaz€l,veyaz€l,,
Vl(x, Vi (y, Z)) =Vi(x,zANa) =T, (xANe,zNe) =V, (x Aa,z)
= V,(V1(x,y),z) (Onerme 1.8.1.5. ten)
632.e<z<aveyaz€l,
Vl(x, V7 (y, z)) =Vix,a)=xANa=V,(xNa,z)=V,(V,(x,y),2)
633.z=a
Vl(x, 7 (y, z)) = Vl(x,T(y, z)) =xANa=V,(xNa,z)
=1, ),2)

64.y €1,
641.z<eveyaz€l,veyaz€l,,

Vl(x, Vl(y,z)) = Vl(x,Tl(yAe,z/\e)) = Tl(x/\e, Tl(y/\e,z/\e))
=T (Ty(xNe,yne),zNe) =V (Ty(x Ne,y ANe),z)
=V (Vi(x,y),2)

642. e<z<aveyaz=>aveyaz€l,

Vl(x, Vl(y,z)) =Vi(x,y) =Ti(xAe,yAe) =V, (Ty(x Ne,y Ne),z)

=V (V1(x,y),2)
65.y€l,
651.z<eveyaz€l,veyaz€l,,

Vl(x, Vl(y,z)) =Vi(x,zANa) =Ty (xANe,zNe) =V (x Aa,z)

= V,(Vi(x,y), z) (Onerme 1.8.1.5. ten)

652.e<z<aveyaz€l,
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Vl(x, Vl(y,z)) = Vl(x,S(yAa,z/\a)) =xANa=V(xANa,z)
=V (V1(x,y),2)

6.53.z=a

Vl(x, V7 (y, z)) =Vi(x,a)=xANa=V,(xNa,z) =V,(Vi(x,y),2)

6.6.y€l,
6.6.1.z<eveyaz€l,veyaz€l,,

Vl(x, Vl(y,z)) = Vl(x,Tl(yAe,z/\e)) = Tl(x/\e, Tl(y/\e,z/\e))
=Ti(Ty(xNe,yne),zNe) =V (Ty(x Ne,y Ne),z)
=V (V1(x,¥),2)

6.62.e<z<aveyaz=>aveyaz€l,

Vl(x, Vl(y,z)) =Vi(x,yna)=T,(xANe,yAe)
=V(Ti(xAe,yAe), z) =Vi(Vi(x,y),2)

(Onerme 1.8.1.5. ten)
Boylece, V; birlesmelidir.
x,y €L i¢cin x <y olsun. Simdi, her z € L i¢in monoton oldugunu; yani
Vi(x,z) < Vi(y, z) gostermeliyiz.
MHx<e
..y <e

11.1.z<eVi(x,2z) =T (x,2) <Ty(y,z) =V,(y,2)
l.12.e<z<aveyaz€l, Vi(x,2) =x<y=V,(y,2)
1.13.z=2a,V,(x,2) =x =V,(y,2)
l.14.z€l, veyaz € l,,,

Vi(x,z) =Ty (x,zNe) <T,(y,zNe) =V,(y,z)

l12.e<y<a
121.z<e,Vi(x,2) =Ty(x,2z) <z=V,(y,2)
122.e<z<a,Vi(x,2) =x<y<SW,z)=V,(y,2)
123.z=2a,Vi(x,z2) =x<a=V,(y,2)
1.24.z€ 1,V (x,z) =Ty (x,zNe) < z=V,(y,2)
125.z€l,Vi(x,z) =x<y<S(y,zAa) =V,(y,2)
1.26.2€ 1,4, Vi(x,2) =Ty (x,zNe) < zAa =V,(y,2)
13.y=>a

13.1.z<e,Vi(x,2) =Ty(x,2) <z=V,(y,2)
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132.e<z<aVilx,z) =x<a=V,(y,2)
133.z=2a,V,(x,2) =x<y<T(y,z) =Vi(y,2)
134.z€1,,V,(x,z) =Ty (x,zNe) < z=V,(y,2)
135.z€l,Vi(x,z) =x <a=V,(y,2)
1.36.2€ 1,4, Vi(x,2) =Ti(x,zNe) < zAa =V,(y,2)
l4.y€l,
141.z<e Vi(x,2) =T,(x,z) <Ty(y ANe,z) =V,(y,2)
l42.e<z<aveyaz=>aveyaz€l,Vi(x,z) =x<y=V,(y,2)
l43.z€l,veyaz € l,,,
Vi(x,z2) =Ty(x,zNe) <T,(yANe,zNe) =V (y,z)
1.5.y€l,
151.z<e,Vi(x,2) =Ty(x,2) < z=V,(y,2)
152.e<z<aVi(x,z)=x<yANa<SWyAaz)=V(y2)
1.53.z=2a,V,(x,z2) =x<a=V,(y,2)
154.z€1,,V,(x,z) =Ty (x,zNe) < z=V,(y,2)
1.55.z€l,Vi(x,z) =x<yAha<SWyAazAa) =V, (y,2)
1.56.2€ 1,4, Vi(x,2) =Ti(x,zNe) < zAa =V,(y,2)
l6.y€l,,
16.1.z<e Vi(x,z) =T,(x,z) <Ty(y ANe,z) =V,(y,2)
1.62.e<z<aveyaz=>aveyazE€l,,
Vitx,z) =x<yna=V(y,2)
1.63.z€l,veyaz €l,,,
Vi(x,z) =Ty (x,zNe) <T;(yANe,zNe) =V (y,2)
2)e<x<a
2.1. y < e imkansiz durum
22.e<y<a
22.1.z<eveyaz €1, V,(x,z) =z =V,(y,2)
222.e<z<a,Vi(x,2) =S(x,2) <S(y,z) =V,(y,2)
223.z=2a,Vi(x,z) =a=V,(y,2)
224.z€1,,Vi(x,z2) =S(x,zNa) <S(y,zNa) =V,(y,2)
225.z€1,4,Vi(x,2) =zNa =V, (y,2)
23.y=a
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23.1l.z<eveyaz €1, Vi(x,z) =z =V,(y,2)
232.e<z<aVi(x,z) =S(x,z) <a=V,(y,2)
233.z2a,Vi(x,z) =a<T(,z) =V,(y,2)
234.z€l,Vi(x,z) =S(x,zNa) < a=V,(y,2)
235.z€1,4,Vi(x,2) =zNa=V,(y,2)

2.4.y € I, imkansiz durum

25.y€l,
25.1l.z<eveyaz €1, Vi(x,z) =z =V,(y,2)
252.e<z<aVi(x,2) =S(x,2z)<S(yAa,z) =V, (y,2)
253.z=2a,Vi(x,z) =a=V,(y,2)
254.z€l,,Vi(x,z2) =S(x,zNa) <S(yAa,zNa) =V,(y,2)
255.z€1,4,Vi(x,2) =zNa=V,(y,2)

2.6.y € I, , imkansi1z durum

B)x=a

3.1. y < e imkansiz durum

3.2. e £ y < a imkansiz durum

33.y=>a
33l.z<eveyae<z<aveyaz€l,V,(x,z) =z=V,(y,2)
332.e<z<aveyaz€l,veyaz €l,,, Vi(x,z) =a =V, (y,2)
333.z=2a,Vi(x,2) =T,(x,z) <T,(y,2) =V,(y,2)
334.z€l,,,Vi(x,z) =zNa =V (y,z)

3.4.y € I, imkansiz durum

3.5.y € I, imkansiz durum

3.6.y € I, , imkansiz durum

@Hxel,

4.1. y < e imkansiz durum

42.e<y<a
421.z<e,Vi(x,z2) =Ty (xNe,z) <z=V,(y,2)
422.e<z<a,Vi(x,z2) =x<y<SWy,z)=V(y,2)
423.z=2a,Vi(x,z)=x<a=V,(y,2)
424.z€l,Vi(x,z) =Ti(xNe,zNe) < z=V,(y,2)
425.z€l,,Vi(x,z2) =x<y<S(y,zAa) =V (y,2)
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42.6.2€ 1,4, Vi(x,2) =Ty(xNe,zNe) <zAa=V,(y,2)
43.y=>a
431.z<e,Vi(x,z2) =Ty (xANe,z) <z=V,(y,2)
432.e<z<a,Vi(x,z) =x<a=V,(y,2)
433.z=2a,Vi(x,z2)=x<a<T(,z)=V,(y,2)
434.z€l,,Vi(x,z) =Ti(xNe,zNe) <z=V,(y,2)
435.z€l,Vilx,z2) =x<a=V,(y,2)
43.6.2€ 1,0, Vi(x,2) =Ty(xNe,zNe) <zAa=V,(y,2)
44.y€l,
441.z<e,Vi(x,z2) =Ti(xNe,z) <Ty(yNe,z) =V (y,2)
442.e<z<aveyaz=aveyaz€ I, Vi(x,z) =x<y=V,(y,2)
443.z€l,veyaz €l,,,
Vi(x,z) =Ty(xNe,zNe) <T;(yANe,zANe) =V,(y,2)
45.y€l,
451.z<e,Vi(x,z2) =Ti(xNe,z) <z=V,(y,2)
452.e<z<a,Vi(x,z) =x<yAha<S(yAaz)=V(y2)
453.z=2a,Vi(x,z)=x<a=V,(y,2)
454.z€l,,Vi(x,z) =Ti(xNe,zNe) <z=V,(y,2)
455.z€l, ,Vilx,z) =x<yANa<SyAazAa)=V,(y,2z)
456.2€ 1,4, Vi(x,2) =Ty(xNe,zNe) <zAa=V,(y,2)
46.y€l,,
46.1.z<e,Vi(x,z2) =Ti(xNe,z) <Ty(yNe,z) =V,(y,2)
462.e<z<aveyaz=aveyazE€l,,
Vix,z)=x<yANa=V(y2z)
463.z€l,veyaz €l,,,
Vi(x,z) =Ty(xNe,zNe) <Ty(yAe,zNe) =V,(y,2)
B)xel,
5.1. y < e imkansiz durum
5.2. e £ y < a imkansiz durum
53.y=a
531.z<eveyaz€l,,Vi(x,z) =z=V,(y,2)
532.e<z<aVi(x,z)=S(xNa,z)<a=V(y,z)
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533.z22a,Vi(x,2) =a<T(,z) =V,(y,2)
534.z€l,Vi(x,z2) =S(xAa,zNa) <a=V,(y,2)
535.z€l,4,Vi(x,z) =zNa =V (y,z)

5.4.y € I, imkansiz durum

55.y€l,
551.z<eveyaz€l,,Vi(x,z) =z=V,(y,2)
552.e<z<aVi(x,z)=S(xANa,z) <SyAa,z)=V(y,2)
553.z=2a,Vi(x,z) =a=V,(y,2)
554.z€l,Vi(x,z) =S(xANa,zhNa) <S(yAa,zAa) =V (y,z)
555.z€l,4,Vi(x,z) =zNa=Vy(y,z)
5.6.y € I, ;, imkansiz durum

©)x €1q

6.1. y < e imkansiz durum

6.2. e < y < a imkansiz durum

63.y=>a
63.1.z<e,Vi(x,z2) =Ty (xNe,z) <z=V,(y,2)
632.e<z<aveyaz€l,Vi(x,z)=xANa<a=V(y2z2)
633.z=2a Vilx,z2)=xANa<T(y,z)=V,(y,2)
634.z€l,,Vi(x,z) =Tiy(xANe,zNe) < z=V,(y,2)
635.2€1,, Vi(x,z2) =T1(xNe,zANe) <zAa =V, (y,2)

6.4. y € I, imkansiz durum

65.y€l,
651.z<e,Vi(x,z) =Ty (xNe,z) <z=V,(y,2)
652.e<z<aVi(x,z2)=xNa<yrna<SWAaz)=V(yz)
653.z=2a Vilx,z2)=xNa<a=V,(y2)
654.z€l,,Vi(x,z) =Tiy(xANe,zNe) < z=V,(y,2)
655.z€l,Vi(x,z) =xNa<yhna<SWyAazAa)=V,(y2)
656.2€1,, Vi(x,z) =T1(xNe,zANe) <zAa =V, (y,2)

6.6.y€l,
66.1.z<e,Vi(x,z) =Ti(xNe,z) <T,(yNe,z) =V,(y,2)
6.62.e<z<aveyaz=>aveyaz€l, Vi(x,z)=xANa<yAa=
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6.63.z€l,veyaz€l,,,

Vi(x,z) =Ty(xNe,zNe) <Ty(yAe,zNe) =V,(y,2)
Sonug olarak, V;, {e, 1}, 2-nétral elemanl bir uni-nullnormdur.

Sonu¢ 2.1.2. [17] Teorem 2.1.1. de gegen T;,T t-normlart ve S t-konormu
asagidaki gibi alinsin:

[0, e] tizerinde T; = Ty, e, a] iizerinde S = S, ve [a, 1] lizerinde T = T, .

Bu takdirde, asagidaki uni-nullnorm, L tizerinde {e, 1}, 2-nétral elemanli en

kii¢iik uni-nullnormdur:

(0 (x,y)e[0,e[x(I,Ul,g)U(l,Ul,,)%[0e[
Ul X I, Ul XToq Ul g XTI, Ul g X1, U0, e[?
(xAa)Vv(ynaa) (x,y) €Ele,al?Ule,al xI,Ul, X [e,al
ul, xI,
V(x,y) = J Tw(x,y) (x,y) € [a,1]?
XAy (x,y) € [0,e[ X [a,1] U [a,1] x [0, e[
U[0,e[ X ([e,alul,) U ([e,alul,) x[0,e]
xAa (x,y)€l, x([e,1]Ul) Ul , % ([e,1]UI,)
yAa (x,y) € ([e,1]U ) X, U ([e,1]U 1) X I 4
\a (x,y) € [a,1] x ([e,al U I,) U ([e,al U I,) X [a,1]

Ispat. V, L iizerinde {e, 1}, 2-ndtral elemanli keyfi bir uni-nullnorm olsun.
Gosterilmesi gereken, her (x,y) € L? i¢in V(x,y) < V(x,y)

e (x,y)€[0,e[2Uf0,e[x (I, Ulq)U(IloUlq)Xx[0,e[Ul, X1, U, X
IoqUl g X I, Ul g X I,qi¢in V(x,y) = 0 < V(x,y).

e (x,y)€leal?VlealxI,ul,x[e,a[Ul, xI, i¢in V(x,y)=(xAa)V
(y Aa) <V(x,y). (Onerme 1.8.1.4. (vi) ve (x) den)

e (x,y) €[a,1[?i¢in V(x,y) = Ty (x,y) = a < V(x,y). (Onerme 1.8.1.4. (vii)
den)

e y=1vex€la1l]iginV(x,y) =x=V(x,1) =V(x,y).
x=1vey€la1]i¢cinV(x,y) =y =V(1,y) =V(x,y).

e (x,y)€[0,e[x[ealVUlealx][0e] icin V,y) =xAy <V(x,y).
(Onerme 1.8.1.4. (ix) den)

o (x,y)€el0,e[xI, igin V(x,y)=x= V(x,e) <V(x,y) ve (x,y) €I, %
[0,e[i¢inV(x,y) =y = V(e,y) <V(x,y).
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e (x,y)€l, x([e,alUl,) igin V(x,y) = x < V(x,y). (Onerme 1.8.1.4. (iii)
den)

(x,y) € ([e,alul,) X1, icinV(x,y) =y < V(x,y). (Onerme 1.8.1.4. (iv) den)

o (x,y)€l,ax(le,alUly)icinV(x,y)=xAa=V(xAae)<V(x,y).

(x,y) € ([e,aluly) X1, zicinV(x,y) =yAa=V(e,yna) <V(xy).

e (x,y)€la 1] x[e,alule al x[a,1] icin V(x,y) =a=V(x,y). (Onerme
1.8.1.4. (viii) den)

o (x,y) € ([0,e[U1,) % [a,1]i¢inV(x,y) = x < V(x,y). (Onerme 1.8.1.4. (iii)
den)

(x,y) € [a, 1] x ([0,e[ U I,) icin V(x,y) =y < V(x,¥).(Onerme 1.8.1.4. (iv)
den)

o (x,y)€I,x[a,1]U[a,1] X I, icinV(x,y) = a < V(x,y). (Onerme 1.8.1.4.
(xiii) den)

e (x,y)€l,ax[al]liginV(x,y) =xAa=V(xAae)<V(x,y).

e (x,y)€lal] xI,,i¢cinV(x,y)=yAa=V(eyAra) <V(x,y).

Buradan, V < V elde edilir ve boylece V, L tizerinde {e, 1}, 2-nétral elemanli en

kiigiik uni-nullnormdur.

Teorem 2.1.3. L bir simirh kafes ve e,a € Licin e < a, T; [0, e] lizerinde bir t-

norm ve T [a, 1] lizerinde bir t-norm olsun. [e, a] iizerinde Sy, t-konormu g6z Oniine

almmak lizere asagidaki sekilde tanimlanan V,: L? — L fonksiyonu L iizerinde {e, 1}, 2-

notral elemanli bir uni-nullnormdur:

(T, (x,y) (x,y) €[0,e]?

Sw(x,y) (x,y) € le,al?

T(xVayVa) (x,y) € [a,1]? U [a,1] X (Ia U Ie,a)

Vy(x,y) = 4 U(l,Ule) % [a,1]Ul, X1,
UlyXLgUlaXI, Ul X1,

x (x,y) €l, x[0,e[U [e,al x [0,e[
y (x,y) €[0,e[ xI,U[0,e[ X [e al

\a A.T.
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Ieq a a T(x,yVa) a T(xvayva)|T(xVayVa)
I, a a T(x,yVa) a T(xvayva)|T(xVayVa)
I, y a a a a a
1
a a T(x,y) a T(xVay) T(xVay)
a
y Sw(x,y) a a a a
e
T (x,y) x a x a a
0 e a 1 I, I, Ieq

Tablo 4. L {izerinde V,

Ispat : Her x € [0,a]icin V,(x,e) = x ve her t € [a,1]icin V,(t,1) =t dir.
Boylece, V5, {e, 1}, 2-notral elemanlidir. Tablo 4.ten degismeli oldugu kolaylikla goriiliir.
Simdi, her x,y,z € L i¢in V, nin birlesmeli oldugunu gosterilmelidir. x,y,z € L
elemanlari i¢in olusabilecek tiim durumlart asagida verilmistir:

MDx<e

I.Ll.y<e

1.1.l.z<e

Vz(x; L, Z)) = Vz(x' T, Z)) = T1(x; T, (y, Z)) =T,(T,(x,y),2)

=V, (Ti(x,¥),2) = V,(V2(x,¥), 2)

l.12.e<z<aveyaz€l,

Vz(x; VZ(Y;Z)) =Vy(x,2) =z =V,(Ty(x,y),2) = V,(V2(x,¥),2)
1.13.z=aveyaz€l,veyaz €1, 4

Vz(x' (@, Z)) =Vo(x,a) = a =V,(Ti(x,y),2z) = V,(Vo(x,¥),2)
l12.e<y<a
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12.1.z<e
VZ(x' VZ(yJZ)) = Vz(x»Y) =Y = VZ(y)Z) = VZ(VZ(x'y)'Z)

122.e<z<a
Vz(x: L, Z)) = Vz(x,SW(y, Z)) =Sw(y,z) =V,(y,2)
=V,(Va(x,y),2)

123.z=aveyaz€l,veyaz €l veyaz € l,,

Vz(x: L, Z)) =Vy(x,a) = a=V,(y,2) =V,(V(x,y),2)

13.y=>a
Vz(x,T(y, z)) z=a
Vo(x, Vo (y,2)) = V,(x,T(y,zva)) z€l,veyaz€l,,
A.T.

V,(x,a)
=a="V,(a,z) =V,(V,(x,y),2)

l4.y€l,

l41.z<e
VZ(x' VZ(yJZ)) = Vz(x»J’) =Y = VZ(y)Z) = VZ(VZ(x'y)'Z)

l42.e<z<aveyaz=aveyaz€l,veyaz€l,veyaz€l,,

Vz(x: L, Z)) =Vy(x,a) = a=V,(y,z) =V,(Vo(x,y),2)

1L5.yel,veyay€l,,

Vz(x, T(yVa, z)) z=>a
Vo(x,V,(v,2)) = Vo(x, T(yVa,zVa)) z€I,veyaz€l,,
A.T.

V,(x,a)
=a="Vy(a,z) =V,(V,(x,y),2)

2)e<x<a

21.y<e

211.z<e
Vz(x: L, Z)) = Vz(x' T, Z)) =x=V,(x,2) =V,(V2(x,y),2)
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212.e<z<aveyaz€l,

Va(x, Vo (0, 2)) = Vo (x,2) = Vo(Va(x, ), 2)
213.z=>aveyaz€l, veyaz € I,,
Vz(x: V2 (y, Z)) =Vy(x,a) = a=V;(x,2) = V,(V2(x,¥),2)
22.e<y<a
221.z<e
VZ(x' Vz(y, Z)) = Vz(x»Y) = SW(ny) = VZ(SW(x'y)rZ)
=V, (V2 (x,¥),2)
222.e<z<a
Vz(x, Vz(y; Z)) == Vz(x;SW(% Z)) = Sw(x, SW()’; Z)) = SW(SW(ny)'Z)
=V,Swx,y),2z) =V,(V,(x,y),2)

223.z=aveyaz€l,veyaz €l veyaz € l,,

Vz(x: 2162 Z)) =V(x,a) = a =V,Sw(x,y),2) = V,(V2(x,y),2)

23.y=a
Vz(x,T(y, z)) z>a
Vo(x, Vo (y, 2)) = V,(x,T(y,zva)) z€l,veyaz€l,,
V,(x,a) A.T.
=a="V(a,z) =V,(V2(x,y),2)
24 y€l,
_(Vo(x,y) z<e

=a="V,(a,z) =V,(V,(x,y),2)

25.y€l,veyay €l,,

Vz(x,T(yVa,Z)) z>a
Vo(x, Vo (y,2)) = V,(x, T(yVazVa)) z€I,veyaz €l,,
Vy(x,a) A.T.
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=a="Vy(a,z) =V,(V,(x,¥),2)

B)x=a
3l.y<e
Vz(x, Tl(y;Z)) z<e
Vo (2, Vo (3, 2)) =3V, (x, 2) e<z<aveyaz€l,
V,(x,a) A.T.
=a=V,(a,z) =V,(V2(x,y),2)
32.esy<a
V,(x,z) z<e
Vz(x, V,(y, Z)) = Vz(x,SW(y,z)) e<z<a
V,(x,a) A.T.
=a=V,(a,z) =V,(V2(x,y),2)
33.y=>a

33.1l.z<eveyae<z<aveyaz€l,
Vz(x: V,(y, Z)) =V,(x,a) =a=V,(T(x,y),z) =V,(Va(x,y),2)
332.z=aveyaz€l,veyaz €l,,

v, (x, V,(y, z)) =1, (x, T(y,zVv a)) = T(x, T(y,zVv a))

= T(T(X, }’);Z \% a) = VZ(T(x' }’);Z) = VZ(VZ(x' Y)'Z)

34.y €1,

O

=a=V,(az)=V,V,(x,y),2)
35.yel,veyay€l,,
35.1.z<eveyae<z<aveyazE€l,
Vz(x, V,(y, z)) =V, (x,a) =a=V,(T(x,y),z) =V,(T(x,yVa),z)
= Va(Va(x, y), 2)

352.z=aveyaz€l,veyaz €l,,
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v, (x, V,(y, z)) =1, (x, T(yva,zV a)) = T(x, T(yva,zV a))
=T(T(x,yva),zVa)=V,(T(x,yVa),z)
=V (V2(x,¥),2)
4)x €1,
41l.y<e

411.z<e
v, (x, V,(y, z)) =1, (x, T, (y, z)) =x=V,(x,z) =V,(V,(x,y),2)

412.e<z<aveyaz€l,
v, (x, V,(y, z)) =Vy(x,z) =V,(V,(x,y),2)

413.z=aveyaz€l,veyaz€l,,

Vz(x: V2 (y, Z)) =V,(x,a) = a =V,(x,2) = V,(V,(x,y),2)

42.e<y<a
VZ(xi }’) z<e
Vz(x, V,(y, Z)) = Vz(x,SW(y,z)) e<z<a
VZ (x' a) A T
=a="V(a,z) =V,(V2(x,y),2)
43.y=>a
Vz(x,T(y, z)) z>a
Vo(x, Vo (y, 2)) = V,(x,T(y,zva)) z€l,veyaz€l,,
V,(x,a) A.T.
=a="V(a,z) =V,(V2(x,y),2)
44.y€l,
_(Va(x,y) z<e

=a="V,(a,z) =V,(V,(x,y),2)

45. y€l,veyay€l,,
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Vz(x,T(yVa,Z)) z>a
Vo(x, Vo (y,2)) = V,(x, T(yVazVva)) z€I,veyaz €l,,
Vy(x,a) A.T.

=a="V(a,z) =V,(V,(x,¥),2)

S)xel,veyax €l,,

S5l.y<e
Vz(x, Tl(y;Z)) z<e
Vo (2, Vo (3, 2)) = Vy (x, 2) e<z<aveyaz€l,
V,(x,a) A.T.
=a=V,(a,z) =V,(V2(x,¥),2)
52.esy<a
V,(x,z) z<e
Vz(x, V,(y, z)) = Vz(x,SW(y,z)) e<z<a
V,(x,a) A.T.
=a=V(a,z) =V,(V2(x,¥),2)
53.y=2a

531l.z<eveyae<z<aveyaz€l,
Vo(x,V2(3,2)) = Vo (x, @) = a = V,(T(x,),2) = Vo(T(x V @,9),2)
=V,(V2(x,y),2)
532.z=zaveyaz€l,veyaz€l,,

v, (x, V,(y, z)) =1, (x, T(y,zVv a)) = T(x va,T(y,zV a))

=TT(xVay)zva)=VTxVay)z)=V1(xy),z2)

54.y€l,

_ (V2(x,y) z<e
Vo(x,V2(y,2)) = {Vz (x,a) A.T.

=a="V,(a,z) =V,(V,(x,y),2)

55.yel;veyay €el,,
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5.5.1.

z<eveyae<z<aveyaz€l,

VZ(x' VZ(yJZ)) = Vz(x; a) =a= VZ(T(XVQ,yV a),z) = VZ(VZ(x'y);Z)

5.5.2.

z=zaveyaz€l,veyaz€l,,

v, (x, V,(y, z)) =1, (x, T(yva,zV a)) = T(x va,T(yVa,zV a))

=T(T(xVvayVva),zva)=V,(TxVayVa),z)

=V,(Va(x,y),2)

Boylece, V, birlegmelidir.

x,y € L igin x < y olsun. Simdi, her z € L i¢in monoton oldugu; yani V; (x,z) <

V1 (y, z) oldugu gosterilmelidir.

(Hx<e

l.Ll.y<e
1.L1.l.z< e, Vo(x,2) =Ty (x,2) <T,(y,2) = V,(y,2)
l.12.e<z<a, Vo(x,2) =x<y=V,(y,2)
113.z>aveyaz€l,veyaz €l,,,V,(x,2z) = a =V,(y,2)
1.14.z€1,,V,(x,2z) =z =V,(y,2)

l12.e<y<a
121.z<e,Vo(x,2) =T (x,2) <x <y =V,(y,2)
122.e<z<a,V,(x,2)=2z<S,(y,2) =V,(y,2)
123.z>aveyaz€l,veyaz €l,, V,(x,z) = a=V,(y,2)
124.z€l,,V,(x,2) =z<a=V,(y,2)

13.y=>a
13.1.z<e,Vy(x,2) =Ty (x,2) < a=V,(y,2)
132.e<z<aveyaz€l,V,(x,z) =x<a=V,(y,2)
133.z=2a,V,(x,2) =a<T(y,z) =V,(y,2)
134.z€elyveyaz €l,4,Vo(x,2) =a <T(y,zVa) =V,(y,2)

l4.y€l,
l41.z<e, Vo(x,2) =T (x,2) <x <y =V,(y,2)
l42.e<z<aveyaz€l,, V,(x,z) =x <a="V,(y,2)

143.z>aveyaz €l,veyaz €l 4, Vo(x,2) = a="V,(y,2)

1.5.y€el,veyay €l,,
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151.z<e,Vy(x,2) =Ty (x,2) < a=V,(y,2)
1.52.e<z<aveyaz€l,V,(x,z) =x<a=V,(y,2)
1.53.z=2a,V,(x,z2) =a<T(yVaz) =V,(y,2)
154.z€el,veyaz €l,4,Vo(x,z) =a<T(yVazVa)=V,(yz)
2)e<x<a

2.1. y < e imkansiz durum

22.e<y<a
22.1.z<e, V,(x,z) =x <y =V,(y,2)
222.e<z<a,V,(x,z) =Sy (x,2) < Sy(y,z) =V,(y,2)
223.z=aveyaz€l,veyaz €I, veyaz € l,,,

V,(x,2) = a=V,(y,2)

23.y=a
23.1.z<e,Vy(x,2) =x<a=V,(y,2)
232.e<z<aV,(x,2) =Sy(x,z) <a=V,(y,2)
233.z2a, Vo(x,z2) =a<T(y,z) =V,(y,2)
234.z€l,,V,(x,z) =a=V,(y,2)
235.z€lyveyaz €l Vo(x,2) =a <T(y,zVa) =V,(y,2)

2.4.y € I, imkansiz durum

25.y€l,
25.1.z<e, Vo(x,z) =x < a=V,(y,2)
252.e<z<aV,(x,z) =Sy(x,z) <a=V,(y,2)
253.z=2a, Vo(x,z) =a<TlyVa,z)=V(yz)
254.z€1,,V,(x,z) =a="V,(y,2)
255.z€elyveyaz €l 4, Vo(x,z) =a<T(yVazVva)=V,(yz)

2.6.y € I, , imkansi1z durum

B)x=>a

3.1. y < e imkansiz durum

3.2. e £ y < a imkansiz durum

33.y=>a
33.l.z<eveyae<z<aveyaz€l,V,(x,z) =a=V,(y,2)
332.z2a,Vy(x,2) =T(x,2z) <T(y,z) = V,(y,2)
332.z€l,veyaz € I, q,
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Vo(x,z2) =T(x,zVa) <T(y,zVa)=V,(y,2)
3.4.y € I, imkansiz durum
3.5.y € I, imkansiz durum
3.6.y € I, , imkansiz durum
@Hxel,
4.1. y < e imkansiz durum
42.e<y<a
42.1.z<e,V,(x,z2) =x <y =V,(y,2)
422.e<z<a,V,(x,z2) =a<Sy(y,z) =V,(y,2)
423.z=aveyaz€l,veyaz € l,veyaz € l,,,
V,(x,2) = a =V,(y,2)
43.y=>a
431.z<e,Vy,(x,z) =x <a=V,(y,2)
432.e<z<aveyaz€l, V,(x,z) =a="V,(y,2)
433.z=2a,V,(x,z) =a<T(y,z) =V,(y,2)
434.z€lyveyaz €l, 4, Vo(x,2) =a<T(y,zVa)=V,(y,2)
44.y€l,
441.z<e,V,(x,z2) =x <y =V,(y,2)
442.e<z<aveyaz=aveyaz€l,veyaz€l,veyaz € l,,,
V,(x,2) = a =V,(y,z)
45.y€l,veyay€l,,
451.z<e,V,(x,2) =x<a=V,(y,2)
452.e<z<aveyaz€l,V,(x,z) =a="V,(y,2)
453.z=2a,V,(x,z)=a<T(yVaz) =V,(y,2)
454.z€lyveyaz€l,4,Vo(x,z) =a<T(yVazVa)=V(yz)
B)xel,
5.1. y < e imkansiz durum
5.2. e £ y < a imkansiz durum
53.y=2a
531.z<eveyae<z<aveyaz€l,V,(x,z) =a=V,(y,2z)
532.z=2a,V,(x,z2) =T(xVa,z) <T(y,z) =V,(y,2)
533.z€l,veyaz €l,,,
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Vo(x,z) =T(xVazva)<TW,zVa)=V,(y,2)
5.4.y € I, imkansiz durum
55.y€l,
551.z<eveyae<z<aveyaz€l,V,(x,z) =a=V,(y,2)
552.z=2a,V,(x,z2) =T(xVaz)<TlyVaz) =V,(y,2)
553.z€l,veyaz € I,
Vo(x,z) =T(xVazva)<TW,zVa)="V,(y,2)
5.6.y € I, ;, imkansiz durum
©)x €L,
6.1. y < e imkansiz durum
6.2. e < y < a imkansiz durum
6.3.y=>a
63.1.z<eveyae<z<aveyaz€l,V,(x,z) =a=V,(y,2)
632.z=2a,V,(x,2) =T(xVaz) <T(,z) =V,(y,2)
633.z€l,veyaz €l,,,
Vo(x,z) =T(xVazva)<TW,zVa)=V,(y,2)
6.4. y € I, imkansiz durum
65.y€l,veyay€l,,
651.z<eveyae<z<aveyaz€l,V,(x,z) =a=V,(y,2)
652.z=2a,V,(x,z)=T(xVaz)<TlyVa,z)=V,(y,z)
653.z€l,veyaz €1l,,,
Vo(x,z) =T(xVazva)<TlyVazVa)=V,(yz)
Sonug olarak, V,, L tizerinde {e, 1}, 2-notral elemanl bir uni-nullnormdur.
Sonu¢ 2.1.4. [17] Teorem 2.1.3. te gegen T;, T t-normlar1 ve S t-konormu
asagidaki gibi alinsin:
[0, e] tizerinde T; = T,, [e, a] lizerinde S = Sy, [a, 1] lizerinde T = T,.
Bu takdirde, asagidaki uni-nullnorm, L tizerinde {e, 1}, 2-nétral elemanli en

biiylik uni-nullnormdur:
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( XAy (x,y) € [0,e]?

Sw(x,y) (x,y) € le,al?
_ xva)A(yva) (x,y)€la,1]x (Ia U Ie,a) U (Ia U Ie,a) X [a,1]
V(x,y) =1 Uly X Ig Ul X I,q Ul a X I, Ul ¢ X 1,4 U [a,1]?
x (x,y) €I, x[0,e[U][e,al x[0,e]
y (x,y) €[0,e[ xI,U[0,e[ X [e al
\ a A.T.

Ispat. V, L iizerinde {e, 1}, 2-nétral elemanl keyfi bir uni-nullnorm olsun.

Gosterilmesi gereken, her (x, y) € L2 i¢in V(x,y) < V(x,y).

e (x,y) €[0,e]>U[a,1]?i¢in V(x,y) < T\(x,y) = V(x,y), ciinkii V bu
aralikta bir t-normdur.

e (x,y) €le,al?icinV(x,y) < Sy (x,y) = V(x,y), ¢iinkii V bu aralikta bir t-
konormdur.

e (x,y)€la1]x (I,Ulq)U(I,Ule) X [a 11Ul X I, Ul X 1,qU
Log X1, Ul g X1, qi¢inV(x,y) <V(xVal)=xVaveV(x,y) <
V(1,yva)=yVa.

Buradan, V(x,y) < (xVa) A (yVa) = V(x,y).

e (x,y) €I, x[0,e]U[eal x[0,e]i¢inV(x,y) <x =V(x,y). (Onerme
1.8.1.4. (i) den )

e (x,y)€[0,e] xI,u[0,e] x[e, alicinV(x,y) <y =V(x,y).(Onerme
1.8.1.4. (ii) den )

e Diger tiim durumlar i¢in V(x,y) < a = V(x,y). (Onerme 1.8.1.4. (iii) den )

Buradan, V < V elde edilir ve V, L tizerinde {e, 1}, 2-nétral elemanli en biiyiik uni-

nullnormdur.
Ornek 2.1.5. Sekil 3. te verilen L = {0,x,m, e, a, t, y, 1} kafesi g6z 6niine alinsin.

Bu kafes iizerinde, V ve V {e, 1}, 2-notral elemanli uni-nullnormlari, Sekil 1. deki gibi

elde edilir.
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Sekil 1. L kafesi

V|0 x me at y 1 VIO x me a t y 1
0j0 0 0 0O OO OO 0]0 0 m 0 a a a a
x{0 0 0 x x x 0 x x|0 x m x a a a a
m|{0 0 0 mmm 0 m mim m a m a a a a
e|0 x m e a e 0 a e|0 x m e a a a a
al0 x m a a a 0 a ala a a a a a a a
t{0 x m e a e 0 a tla a a a a 1 1 a
y|0 0 0O OO O 0O yla a a a a 1 1 a
110 x m a a a 0 1 l|a a a a a a a 1
Tablo 5. L iizerinde V ve V
Uyarn 2.1.6.

i) Teorem 2.1.3. ve Sonu¢ 2.1.4. de, bu fonksiyonlarin ikinci parcalari
((x,y) € le,al?) a ya esit olsa da bunu yerine Sy, (x,y) yazilmistir. Bunun sebebi; bu
uni-nullnormlarin [e,al? ye kisitlanismim birer t-konorm oldugunu vurgulamaktir.

Boylece, Sy, (x,y) = a yazilarak V, uni-nullnormu asagidaki gibi de ifade edilebilir:

(T(x,y) (x,y) € [0,e]?
T(xVayVa) (x,y) € [a,1] x (Ia U Ie,a) U (Ia U Ie’a) X [a, 1]
Vi(x,y) = 4 Ul X1 Ul XIpqUlpg X1 Ul X 1,4 U la,1]?
x (x,y) €1, x[0,e[U [e,al X [0, e[
y (x,y) €[0,e[ xI,U[0,e[ X [e al
\a A.T.

ii) V,(x, y) nin ikinci pargasi olan Sy, (x, y), baska bir t-konorm ile degistirilirse
bu durumda V,(x,y) bir uni-nullnorm olmayabilir. Bunun igin asagidaki Ornek

incelensin.
48



Ornek 2.2.1.6. Sekil 4. teki L ={0,e,x,k,v,s,c,h,r,a,1} kafesi goz oniine

alinsin.

0

Sekil 2. L kafesi

(x,y) € le,al? i¢cin V, teki S, (x,y) t-konormu ile Sy, (x,y) t-konormunu degistirilerek
asagidaki fonksiyon elde edilir:

le(X, y) (x)y) € [Or e]Z
Sv(x,y) (x,y) € le,al?

V(x,y) = T(x,y) (x,y) € [a,1]?
X (x,y) €l, x[0,e[U[e,al x[0,e[
y (x,y) €[0,e[ xI,U[0,e] X [e, al
\a A.T.

c, 7,k €L elemanlari, ¢ <7 i¢in V(c,k) =atr=rVk=S,(r,k) =V(rk) yani

monotonluk bozulmustur. Buradan, V’nin bir uni-nullnorm olmadig1 goriiliir.

2.2. Bir L Simir Kafesi Uzerinde Tamimh {0, e}, 2-nétral Elemanh En Kiiciik

ve En Biiyiik Null-uninormlar

Asagidaki Teorem 2.2.1.°de ve Teorem 2.2.3.’de elde edilen iki null-uninorm,
teorem 2.1.1. ve Teorem 2.1.3. te verilen iki uni-nullnormdan dual olarak elde edildigi

icin Teorem 2.2.1. ve Teorem 2.2.3. ispatsiz olarak verilecektir.

Bu boliimde, a ile karsilastirilamayan ancak e’den daha kiigiik ancak elemanlar
kiimesi T, ile, e ile karsilagtirilamayan ancak a’dan daha biiyiik olan elemanlar kiimesini

T, ile, a ve e ile karsilastirllamayan elemanlar kiimesi T, ., ile gosterilecektir. Buradan,
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T,={x€L:xllavex<e}, T,={x€L:xllevex >a}ve
Tpe={x€L:xllavex| e}.

Teorem 2.2.1. L bir siirli kafes ve e,a € Licin a < e, S; [0, a] lizerinde bir t-
conorm, T [a, e] lizerinde bir t-norm ve S [e, 1] iizerinde bir t-konorm ise asagidaki

sekilde tamimlanan U;: L? - L fonksiyonu L iizerinde {0, e}, 2-nétral elemanli bir null-

uninormdur:
(Sl(x)y) (x:)’) € [0; a]Z
S(xVve,yVe) (x,y) €le, 1] x (Te U Ta,e) U (Te U Ta,e) X e, 1]
UT, XTaUT, XTyoeUTye XTo UTy e XT,e Ule, 1]2
T(xVayVa) (x,y) €la,el?Ula, el XxT,UT, X la,e]UT, X T,
Ui(x,y) =1 xVvy (x,y) €le,1]1 x [0,a] U [0,a] X ]e, 1]
Ule,1] X (Ja,e] UTy) U (la,e] U T,) X Je, 1]
xVa (x,y) €T, x ([0,e] UT,) UT,, x ([0,e], T,)
yva (x,y) € ([0,e] UT,) X T, U ([0,e] UT,) X Ty
\ a (x,y) €[0,a]l x (Ja,e]uT,) U(a,e]uT,) x[0,a]
Ige yVa yva S(x,yve) yva S(xveyve)|SxveyvVe)
I, y y S(x,yve) y S(xveyve)|S(xveyVe)
1, a T(x,yVa) x T(xVvayVa) x xVa
1
y y SCx,y) y S(xVvey) S(xvey)
a T(x,y) x T(xVa,y) x xVvVa
5. (x,y) a x a x xVa
0 a e 1 I, I, I,

Tablo 6. L tlizerinde U,

Sonuc 2.2.2. Teorem 2.2.1.’de [0, a] lizerinde S; = Sy, la, e] lizerinde T = T, ve
le, 1] tizerinde S = S, alinirsa, asagidaki null-uninorm, L iizerinde {0, e}, 2-nétral

elemanli en biiyiik null-uninormdur:

50



Ux,y) =

fSW(X, y)

1

xVa
yVvVa
\a

(x,y) € [0,a]?
(x,y) €le, 1] x (T, UT,.) U (T, UT,.) x]e 1]
UT, XT,UT, X Ty e XT, UT,, X Ty Ule, 1]2

xva)A(yva) (x,y)€la,el*Ulae]l]xT,UT, X |a,e]UT, xT,
YxVy

(x,y) €Ele, 1] x (Ja,e] UTy) U (Ja,e] U T,)

Ule, 1] x [0,a] U [0,a] X ]e, 1]

(e,y) €T, x ([0,e] UT,) UT,, X ([0,e]UTy,)
(x,y) € ([0,e] UTy) X T, U ([0,e] UTy) X T
(x,y) €[0,a] X (Ja,e] UT,) U (Ja,e] U T,) X [0,q]

Teorem 2.2.3. L bir smirh kafes ve e,a € Licin a < e, S; [0, a] lizerinde bir t-

konorm ve S [e, 1] lizerinde bir t-konorm olsun. [a, e] tizerinde Ty, t-normu gbz 6niine

almmak iizere asagidaki sekilde tanimlanan U,: L? — L fonksiyonu L iizerinde {0, e}, 2-

notral elemanli bir null-uninormdur:

Uy(x,y) =4

(S(x,y) (x,y) € [e,1]?
Tw(x;)’) (x;Y) E]are[z
SSxAha,yna)  (x,y)€[0,a] X (T, UT,,)u(T,UT,.) x[0,a]
UTy XTaUTy XTyeUTy e XT, UT, X T, U[0,a]?
X (x,y) €T, x]e,1]U ]a,e] X le, 1]
y (x,y) €le,1] x T, U]e, 1] X ]a, e]
\a A.T.
Igel S1(x,y Aa) a a S:(x Aa,y Aa) a Si(xAayAa)
I, a a b% a a a
I,|S$1(x,yA@) a a S, (xAa,yAa) a Si(xAa,yAa)
1
a x S(x,y) a x a
a Tw(x, ¥) y a a a
$106y) a a Si(xAay) a Si(xAay)
0 e 1 I I Ige

Tablo 7. L {izerinde U,
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Sonug 2.2.4. Teorem 2.2.3.°de; [0, a] lizerinde S; = S, [e, 1] tlizerinde S = S,

alinirsa agagidaki null-uninorm, L tizerinde {0, e}, 2-nétral elemanl en kiigiik null-

uninormdur:

(xVy (x,y) € [e, 1]?

xAa)V(yAa) (0, y) ETg X Tae UTge X T UTge X Ty
U(x,y) = X U [0,al? U [0,a] x (T, UT,e) U (T, UT,e) X [0,d]
o X (x,y) €T, x]e,1] U]a,e]

y (x,y) €le, 1] X T, U ]e, 1] X ]a, e]

\a A.T.

Ornek 2.2.5. Sekil 7. de verilen L = {0,x,m, e, a, t, y, 1} kafesini goz dniine
alinsin. Bu kafes tizerinde, U ve U {0, e}, 2-notral elemanli null-uninormlari Tablo 2.

deki gibi elde edilir.

0

Sekil 3. L kafesi

< o+ 8 o 3 R ofs
Q ©o Q8 8 o o K oo
Q ¥ & Q8 8 R R® R |R®R
Q ©o QR 8 R o kR oS
= Q Q8 Q8 ®© Q& Q8 o |0
Q Q& & Q8 & Q& Q& Q |8«
St Q& RfR Q& f Q& Q& Q=
Q © Q Q8 Q © v Ol
m Q o+ Q RP Q Q QR
< &+ a8 o I R og
= = & Q Q Q K8 Oflo
i S I
= = o+ Q8 ® ®© 8 3
= = &+ Q o o Q8 Q|0
= = & Q Q& Q& » QR
e S = S S Y Y S N Y
e = O N T T A
e ™

Tablo 8. L iizerinde U ve U
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3. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu calismada, bir L sinir kafesi iizerinde tanimli {e, 1}, 2-nétral elemanli en
kiigiik ve en biiyiik uni-nullnormlar ile {0, e}, 2-nétral elemanh en kiigiik ve en biiyiik
null-uninormlar belirlenmigtir. Bu amagla sinirli bir kafes iizerinde t-normlar ile t-
konormlar1 kullanarak iki uni-nullnorm ve iki null-uninorm insa edilmistir. Ayrica her

yontem Orneklerle desteklenmistir.
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