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OZET

Yiiksek Lisans

SINIRLI LINEER OPERATORLERIN SPEKTRAL YARICAPI VE ILGILi
ESITSIZLIKLER

Salih KAYA

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali
Danigman: Dog. Dr. Pembe IPEK AL
2023, 88 Sayfa

Bu tez calismasi iki bolimden olusmaktadir. Birinci bolimde smirli lineer
operatdrlerin spektral yarigapi iizerine genel bir literatiir ¢alismasi yapilmustir. Ilave olarak,
tez icerisinde kullanilan kavramlar ve ilgili temel bilgiler aciklayic1 6rnekler ile verilmistir.

Ikinci boliim bes kistmdan olusmaktadir. Birinci kisimda, Banach uzaylarinda tanimli
lineer smirli operatérlerin toplamlarmmin  spektral yaricap1 {izerine bir teoremden
bahsedilmistir. Ikinci kisimda, Hilbert uzay operatdrlerinin toplamlari, ¢arpimlar1 ve
komiitatorleri icin spektral yaricap esitsizlikleri verilmistir. Uciincii kisimda, Banach
uzaylarinda iki pozitif komiitatif operatoriin komiitatériiniin yari-nilpotentligi ima eden
kosullardan bahsedilmistir. Dordiincii kisimda, Banach uzaylarinda tanimli smirli lineer
operatorlerin toplamlarinin ve ¢arpimlarinin yerel spektral yaricapi ile ilgili esitsizlikler
verilmistir. Son kisimda ise, Banach uzaylarinda tanimli smirli lineer operatorlerin yerel
spektral yaricaplarmin alt-toplanabilirligi ve alt-carpilabilirligi i¢in bazi1 yeter kosullar

verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Spektral yaricap, yerel spektral yarigap, komiitator, pozitif operator,
operator matris, esitsizlik.
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SUMMARY

Master Thesis

THE SPECTRAL RADIUS OF BOUNDED LINEAR OPERATORS AND RELATED
INEQUALITIES

Salih KAYA

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department Of Mathematics
Supervisor: Assoc. Dr. Pembe IPEK AL
2023, 88 Pages

This thesis consists of two chapters. In the first chapter, a general literature review
about the spectral radius of bounded linear operators is made. In addition, fundamental
informations related to the terms are used in this thesis were given with descriptive
examples.

The second chapter consists of five sections. In the first section, a theorem on the
spectral radius of sums of bounded linear operators defined in Banach spaces is mentioned.
In the second part, the spectral radius inequalities for the sums, products and commutators
of Hilbert space operators are given. In the third section, the conditions implying the semi-
nilpotentiality of the commutators of two positive commutative operators defined in
Banach spaces are mentioned. In the fourth section, inequalities related to local spectral
radius of sums and products of bounded linear operators defined in Banach spaces are
given. In the last part, some sufficient conditions are given for the sub-additivity and sub-
multiplicability of the local spectral radii of the bounded linear operators defined in

Banach spaces.

Keyword: Spectral radius, local spectral radius, commutator, positive operator, operator
matrix, inequality.
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1. GENEL BiLGILER
1.1. Giris

Literatiirden bilindigi gibi Operatorlerin Spektral Teorisi'nin en temel sorunlarindan
biri, incelenen operatoriin spektrum ve resolvent kiimelerinin diizlemde geometrik yerinin
net olarak belirlenmesidir. Operatoriin lineer sinirli olmast durumunda resolvent kiimesinin
0-merkezli, norm-yaricapli ¢emberin digmi kapsadigi kesin olarak bilinmektedir. Fakat
cemberin Ustiindeki ve igindeki bazi noktalarin da resolvent kiimeye ait olma olasiligi
vardir (ancak lineer sinirl operatorler igin tiim diizlem olamaz). Tiim zorluklari ile beraber,
cemberin i¢indeki ve lizerindeki hangi noktalarin resolvent kiimeye ait olacagi hangi
noktalarin ait olmayacagi operatorler teorisinin 6nem arz eden sorularindan birisidir.
Spektral yarigapin spektral normdan kesin kiigiik oldugu durumlarda yarigcapi spektral
yaricap olan ¢emberin disindaki tiim noktalarin da resolvent kiimeye ait oldugu aciktir.
Fakat spektral yaricapt hesaplamanin bu giine kadar bilinen tek yolu Kklasik Gelfand
formiiliidiir ki, bu da ¢ogu zaman beraberinde biiyiik teknik zorluklar getirmektedir.
Bugiine kadar, maalesef, spektral yaricapi hesaplamanin daha kullanigh bir yontemi
bulunamamistir. Bu nedenle spektral yaricap ile ilgili esitsizlikler literatiirde biiyiik bir

Oneme sahiptir.

Matematik literatiiriinden bilindigi gibi spektral yarigap hesabinda kullanilan tek
formiil Gelfand formiilii olup 7(A) = lim,_|[A™||*/" olarak bilinmektedir (Gelfand,
1941). Ayrica H Hilbert uzayinda lineer smirli normal bir A operatorii i¢in r(A) = ||Al|
bagmtisinin dogru oldugu matematikte iyi bilinen sonuglardan biridir (bkz. (Hirsh, 1999)).
Ancak genelde normal olmayan lineer sinirli operatorler igin bu esitlik saglanmayabilir.
Bilindigi gibi L,(0,1) Hilbert uzayinda V:L,(0,1) » L,(0,1),V(f)(x) = f(ff(t) dt,f €
L,(0,1) klasik Volterra operatort igin (V) = 0 ve [|[V|| = 2/m (bkz. (Halmos, 1982)).
Ayrica bu kitapta L,(—1,1) Hilbert uzayinda antisimetrik Volterra Vy:L,(—1,1) -
L,(—1,1),Vo(f)(x) = f_xxf(t) dt,f € L,(—1,1) operatoriniin nilpotentlik derecesi 2

olan bir nilpotent operator olup r(V,) = 0 ve ||V, || = 4/m oldugu gosterilmistir.



Ote yandan klasik Volterra operatorii icin lim,_e|ln!V*|| = 1/2 sonucu Little ve
Reade'nin (Little ve Reade, 1998) ve Kershaw'm (Kershaw, 1999) c¢alismalarinda

bulunmustur.

(Giirdal vd., 2015) galismasinda ise L ,(0,1),1 < p < oo Lebesgue uzaymda Hardy
operatdriiniin normu i¢in bir degerlendirme yapilmis ve bu operatoriin Volterra tipli

(kompakt ve yari-nilpotent) operator oldugu gosterilmistir.

Withley'in (Withley, 1987) makalesinde C[0,1] ve L ,(0,1),1 < p < o uzaylarinda
Volterra composition operatoriiniin nilpotentligi arastirilmig, Tong bu sonucu stirekli
fonksiyonlar ve Lebesgue uzaylarinda integral operdrler ig¢in genisletmis ise de r(4) <
||| 6zelligini aragtirmamustir (bkz. (Tong, 1989)). Bunun yani sira Zima’nin (Zima, 1992)
calismasinda C[0,1] uzayinda (Af)(t) =1L f(t) t*f(tF)dt,f € C[01], a>0, § >0

L 1
at+l ¥ "

integral operatoriiniin normu degil spektral yarigcap1 hesaplanmis ve r(4) =

olarak bulunmustur.

Domanov'un (Domanov, 2007) makalesinde @oV, ¢@(x)=x%0<a <1ve
V:L,(0,1) » L,(0,1) klasik Volterra operatérii olmak iizere, bileske (composition)
operatdriiniin noktasal spektrumunun tam ifadesi verilmis, o,(@oV ) = {(1 — a)a™ '} ve
r(@oV ) = 1 — a olarak bulunmustur. Domanov'un (Domanov, 2008) eserinde ise L,(0,1)
uzaymda ¢@oV kompak operatoriiniin spektrumu ¢ fonksiyonunun ¢(x) > x , x € (0,1)
durumunda incelenmistir. Fakat bu son iki ¢alismada da operatorlerin  normu
hesaplanmamustir. L,(0,1),1 < p < oo uzaymda @V kompak operatoriiniin spektral

teorisi hakkinda genis bilgiler (Montes-Rodriguez vd., 2009) makalesinde yer almaktadir.

Kittaneh'in (Kittaneh, 2005) makalesinde toplam, ¢carpim ve komiitator operatorlerin

spektral yarigap1 ve spektral normu arasindaki iliskiler incelenmistir.

Sonsuz skaler elemanli ¢ift-bantl iist licgensel bir 6zel operatdr matrisin ¢y, ¢ Ve Iy,
uzaylarinda spektral yaricap ve spektral norm arasindaki kesin esitsizlik 6zelliginin

olmadig1 gozlenmistir (bkz. (Karakaya vd., 2010)).



Bu tez caligmasinda, lineer smirli operatdrlerin spektral yarigaplart ve ilgili
esitsizlikler {izerine calismalar yapilmustir. Ik olarak, lineer operatdrlerin toplaminin
spektral yarigapi lizerine bir teorem kurulacaktir (bkz. Zima, 1993). Daha sonra smirli
pozitif lineer operatorlerin genel spekral yarigaplarinin yari-toplanabilirligi ve yari-
carpilabilirligi i¢in bazi1 yeterli kosullar verilecektir (bkz. Zima, 2002). Ardindan Hilbert
uzay operatorlerin toplamlarmin, ¢arpimlarmin ve komiitatorlerinin spektral yarigaplari
iizerine bazi esitsizlikler kanitlanacak ve spektral yaricap i¢in sikistirma esitsizlikleri elde
edilecektir (bkz. Kittaneh, 2005). Ayrica, iki pozitif operatoriin komiitatorlerinin spektral
yaricapinin 6zellikleri incelenecek ve 6zellikle komiitatoriin yari-nilpotentligini ifade eden
kosullar olusturulacaktir (bkz. Zima, 2014). Son olarak komiitatif iki operatoriin yerel
spektrumu hakkinda bilinen esitsizliklere alternatif kosullar verilecektir (bkz. Zima, 1997).
Boylece bir biitiin olarak smirli lineer operatorlerin spektral yaricaplart ve ilgili

esitsizliklerin aksiyomatik bir teorisi literatiire kazandirilmis olacaktir.



1.2. Gerekli Kavram ve Aciklamalar

Tamm 1.2.1. (Metrik Uzay) (Rynne vd., 2008)

X bos olmayan bir kiime ve
d: XXX >R, (x,y) =>d(x,y)

bir fonksiyon olsun. Eger d fonksiyonu her x,y, z € X igin
(my) d(x,y) = 0;
(my) d(x,y) =0 © x = y (6zdeslik aksiyomu);
(m3) d(x,y) = d(y, x) (simetriklik aksiyomu);
(my) d(x,y) < d(x,z) + d(z,v) (iggen esitsizligi),

aksiyomlarini sagliyorsa ona X iizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine bir metrik uzay adi

verilir.

Ornek 1.2.2. (Kreyszig, 1978)
X = R olmak iizere

d:RXR-R, (x,y) > dlxy) =Ix—yl

d doniisiimii R tizerinde bir metriktir.
Gergekten;
(mq) Herx,y € Rigind(x,y) = |x —y| = 0;
(m,) Herx,y e Ricind(x,y) =[x —y|=0 x—y=0 ©x =y,

(m3) Herx,y € Rigin d(x,y) = [x — y| = |(=1)(y = )| = |(=Dlly — x| = d(y, x);



(my) Herx,y e Rigind(x,y) =|lx—y|l=|lx—z+2z—y|
<l|lx—z|l+|z—y|l=d(x,2z)+d(z,y)
gerceklenir. O halde (R, d) bir metrik uzaydir.
Ornek 1.2.3. (Rynne vd., 2008)

K = Rveya K = C olmak iizere keyfi bir k > 1 i¢in

1
d: K¥x K¥ > R, d: (x,y) = (Z§=1|xj—3’j|2) &

seklinde tanimlanan d déniisiimii K* {izerinde bir metrik olup ona K* iizerinde standart

metrik ad1 verilir.
Tamm 1.2.4. (Lineer Uzay) (Rynne vd., 2008)
X bos olmayan bir kiime ve K(R veya C) bir cisim olsun.
+XXX->X,(x,y)>x+y,x,yEX
aoKxX->X (ay)—-ax,a€K,x€X

dontistimleri ile tanimlanan toplama ve ¢arpma islemleri her x,y,z € X ve a,f € K igin

asagidaki kosullar1 saglasin:
axt+y=y+x,
b.x+(+2)=(x+y)+z
. x + 0 = x olacak sekilde bir tek 0 € X eleman vardir;
d. x + (—x) = 0 olacak sekilde bir tek —x € X eleman1 vardir;

e.l.x = x;



fa(x+y)=ax+ay;
h.(a+8).x =ax+B.x.

X’e K cismi iizerinde bir lineer uzay (vektor uzayr) denir. K ’nin elemanlarina skaler, X’in
elemanlarma ise vektor adi verilir. K = R (K = C) ise X e bir reel (kompleks) lineer uzay

denir.
Ornek 1.2.5. (Rynne vd., 2008)
X ve Y iki lineer uzay olsun. Bu durumda X X Y uzay1
(1, ¥1) + (2, ¥2) = (e + 22,71 +¥2), (x1,¥1), (x2,¥2) EX XY
alx,y) = (ax,ay),a €K,(x,y) EX XY
islemleri altinda bir lineer uzaydir.
Tamm 1.2.6. (Lineer Altuzay) (Rynne vd., 2008)

X bir lineer uzay ve Y c X, Y # @ olmak iizere Y kiimesi X lineer uzay:1 iizerinde
tanimlanan cebirsel islemler altinda bir lineer uzay olusturuyorsa Y’ye X’in bir lineer

altuzayi denir.
Ornek 1.2.7. (Kreyszig, 1978)
R™ = {x = (X1, 0, Xppy oo )i X1, X2, oo, X € R} kiimesi K = R cismi iizerinde
x+y =01 +y,X+ Yoo Xn F Y X = (X1, X2, 0, X)), ¥ = (Y1, V20 oy V) € R™
ax = (ax,, axy, ..., ax,),a € R x = (x1, x5, ..., %X,) ER"
islemleri altinda bir lineer uzay olup
X ={x = (x1,%5,%3): 6, = x, vex3 = 0} c R3

alt kiimesi ayni1 islemler altinda R3’{in bir lineer altuzayidir.



Tanmm 1.2.8. (Normlu Lineer Uzay) (Rynne vd., 2008)

X, K cismi lizerinde tanimlanan bir lineer uzay olsun. ||*||x: X = R, x - ||x||x doniisiimii

her x,y € X ve her a € K igin
(ny)llxllx = 0;
(m)llxllx =0 & x = Ox;
(n)llaxlly = lalllxllx;
(mPllx + yllx < llxllx + llyllx (liggen esitsizligi)

aksiyomlarin sagliyorsa ona X lineer uzayi iizerinde bir norm ve (X, ||*||x) ikilisine bir

normlu lineer uzay veya normlu uzay adi verilir.
Ornek 1.2.9. (Rynne vd., 2008)

K = R veya K = C olmak iizere

1
M1 K™ = R, 11Gey, e x)ll = (S |5]%)

seklinde tanimli ||-|| fonksiyon K™ iizerinde bir normdur. Bu norma K" standart norm ad1

verilir.
Simdi yukaridaki 6rnek genellestirilsin.
Ornek 1.2.10. (Rynne vd., 2008)

K = R veya K = C olmak {iizere X, K iizerinde {e,, e,, ..., ,} bazina sahip sonlu boyutlu

bir lineer uzay olsun. Keyfi x € X eleman1
X = Z;‘lzl Ajej, /11,/12, ...,/111 eEK

olacak bigimde tek tiirlii yazilabilir. Bu durumda,



Y
M1 X = R, llxell = (2 |4] )

seklinde tanimlanan fonksiyon X {izerinde bir normdur. Gergekten; keyfi x = Y7, Aje;,

y = X}-; uje; elemanlar1 ve a € K alinsm. Bu durumda ax = Y7, al;e; olup asagidaki

sonuglar saglanir.
1
(ny) lxll = (27 |31°) = 0,

(ny) Eger x =0 ise ||x|| = 0°dir. Tersine; eger ||x|| =0 ise ( }‘=1|Aj|2)1/2 =0 ve
boylece 1 < j < ni¢in A4; = 0 bulunur. Yani; x = 0 dur;
(n) llaxll = (Zalat ) 7 = lal (Sl ) 2 = tel
(ny) Holder esitliginden,

e + 9112 = B4, + 5
= S+ T Ay + T 4y + Byl
= S yl" + 220, Re(Zuy) + Bl

= 2:7=1|’1j|2 + 200 ||| + 2:1;'1=1|#j|2

1 1
<yl + 2 (Zmaal’) 7 (Eialw ) 7+ el
= ||x|1? + 2||x|lly]l + llyll?
= (llxIl + llyl)?

Boylece |[x + y|| < [lx]| + |y esitsizligi elde edilir. O halde (X, ||-]|) bir normlu uzaydir.



Bir ¢ok ilging normlu uzay sonlu boyutlu degildir.
Ornek 1.2.11. (Rynne vd., 2008)

M bir kompakt metrik uzay ve Cx (M), M tizerinde tanimli K degerli siirekli fonksiyonlarin

lineer uzay1 olsun. Bu durumda,

Il Ck (M) = R, lIf || = sup{lf(x)|:x € M}

seklinde tanimli ||-]| fonksiyonu Cx (M) iizerinde bir normdur. Bu norma Cy (M) lizerinde

standart norm ad1 verilir. Gergekten; keyfi f, g € Cx (M) ve @ € K elemanlar1 alinsin.

() If Il = sup{|f(x)|:x € M} = 0;

(ny) Eger f sifir fonksiyonu ise her x € M i¢in f(x) = 0 olup ||f]| = sup{|f(x)|:x €
M} = 0 elde edilir. Tersine, eger ||f|| = 0 ise ||f|| = sup{|f(x)|:x € M} = 0 olup her
x € M igin f(x) = 0 bulunur. Béylece f, sifir fonksiyonudur;

(n3) llafll = sup{laf (x)|:x € M} = |a| sup{laf(x)|:x € M} = |alllfII;
(ny) Egery € M ise
If+ DW= If DI+ g < 1IfIl+ gl
olup boylece
If + gll = sup{l(f + P )I:x € M} < IIfIl + ligl

bulunur.
O halde (Cx (M), ||[l) bir normlu uzaydir.

Ornek 1.2.12. (Rynne vd., 2008)

a. €y = {(x,):x, €ECn=1,Y7|x,|” < o0},1 <p < oo lineer uzay: her (x,,) € £, igin
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IGelle, = (il )P,

b. ;= {(x): x, € C,n = 1, sup,|x,| < oo} lineer uzayi her (x,,) € £, igin
lCe)lle,, = sup {lx,|:n € N}
seklinde tanimli fonksiyonlar altinda birer normlu uzaydir.
Teorem 1.2.13. (Rynne vd., 2008)
X, |I|l normu ile bir lineer uzay olsun.
d:XxX->R,dxy)=|x—yll
bi¢iminde tanimli doniisiim X {izerinde bir metriktir.
Ispat: Keyfi x, y, z € X elemanlar1 alinsin. Norm dzellikleri kullanilarak
(my) d(x,y) = llx —yll = 0,
(my)d(x,y) =0 |lx-yll=0 ®ox-y=0 ox=y,
(m3) d(x,y) = llx = yll = [[(-=D(y —x)ll
=[=Dllly = xll = lly = x|l = d(y, %),
(my) d(x,z) = |lx —zll = lI(x —y) + (y — 2)l
< llx =yl +lly —zll
<d(xy)+d(y,z)

aksiyomlar1 saglanir. Bu halde d, X {izerinde bir metriktir.
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Tanim 1.2.14. (Bartle, 1966)

Bir X kiimesi tlizerinde tanimli, C(R) degerli, Z-olgilebilir, |[f|?, 1<p <
fonksiyonunun bir g 6lgiimiine gore integralin sonlu oldugu u denklik smiflarinin ailesinin

timii Ly, (X, Z, p) ile gosterilir. Bu L, (X, %, u) lineer uzay1

Ifll, = (f IfPd) " 1<p < oo

fonksiyonu altinda bir normlu uzaydir (Bartle, 1966).

Ozel durumda, X c R, £, X’in Lebesgue olciilebilir alt kiimelerinin olusturdugu o-

cebiri ve u = A Lebesgue ol¢iimii ise Ly, (X, X, u) Lebesgue uzayi L, (X) ile gosterilir.
Tamm 1.2.15. (Yakinsak dizi) (Rynne vd., 2008)

X, lIllx) normlu uzay, (x,,) € X bir dizi olsun. x € X i¢in lim,_|lx, — x|lx = 0 ise,
(x,) € X dizisi x € X elemanma ||-||y normuna gore yakinsiyor denir ve X, MY ya

n—o0

dalim,_, x,, = x notasyonlarindan biriyle gosterilir.
Ornek 1.2.16. (Rynne vd., 2008)

(f,) € C([0,1,R) == {f|f:[0,1] » R ve siirekli} dizisi her t € [0,1] i¢in f,(t) := t",
n>1 seklinde tammlansm. (f,) dizisi (C([0,LLR, 1), lIfll, = [, 1f(®)ldt, f €
C([0,1], R) normlu uzayinda f(t) = 0 noktasina yakinsaktir.

Gergekten;

Iy = flly = [H1f(® = F©)lde = [t = 0)dt = —— —0

n+l n-oo

oldugundan lim,_|lf, — fll; = 0 bulunur. Bu ise f,(t):=t" , n>1 dizisinin [|-||;

normuna gore f(t) = 0 noktasma yakmsadigmi gosterir.
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Tamm 1.2.17. (Cauchy Dizisi) (Rynne vd., 2008)

(X, |Illx) bir normlu uzay ve (x,) € X bir dizi olsun. Her €>0 i¢in m,n > n, dogal
degerlerinde ||x,, — x,,|lx < € olacak sekilde bir n, € N sayisi bulunabilir ise (x,) € X

dizisine (X, ||-|lx) normlu uzayinda bir Cauchy dizisi denir.
Ornek 1.2.18. (Rynne vd., 2008)

C([0,1],R) == {f|f:[0,1] » R ve siirekli} olmak tzere (f,) < C([0,1],R) dizisi her
t € [0,1] igin £, (t) := t™ seklinde tanimlaniyor. (f;,) dizisi

(C[0,1LR), 1), Iflly = J, 1f )l dx, f € €([0,1],R)
uzayinda bir Cauchy dizisi olup
(C([0,1], R), Ill o), If lloo = sup{lf (x)|:x € [0,11}, f € C([0,1], R)
uzayinda bir Cauchy dizisi degildir. Gergekten;

Ik olarak (f,) dizisinin (C([0,1],R),|||l;) uzayinda Cauchy dizisi oldugu

gosterilsin. n,m € N ve n > m olsun. n > m oldugundan

f01|tn —t™|dt = fol(tn — t™)dt = 1 < 1

m+1 n+1 m

bagintisi elde edilir. Her € > 0 i¢in n, == [Eﬂ + 1 alinirsa her m,n > n, igin

1
lfn — fm”la <&
oldugundan

Ifo = fulli < €

esitsizligi bulunur. Boylece (f,,) dizisini (C([0,1], R),[|-|l;) normlu uzaymnda bir Cauchy

dizisidir.
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(f,) dizisinin (C([0,1],R), ||"ll.) uzayinda bir Cauchy dizisi olmadig1 gosterilsin.
Aksine (f,) dizisinin (C([0,1],R), ||I'llc) uzayinda bir Cauchy dizisi oldugu varsayilsin.

m,n > N ve n > m olsun. Bu halde n > m oldugu i¢in
If, = fnllo = sup{|t" —t™[:0 <t < 1} = sup{t" —t™: 0 <t < 1}

esitligi elde edilir. Kolay hesaplamalarla

m

sup{t” —tm0< < 1) = (2)"(1-2)

n

esitligi bulunur. Boylece

m

Iy = finlleo = (2)" " (1= 2)

n

esitligine ulasilir. Buradam = k € N ve n = 2k € N alinirsa

k

o = fulles = (=)*F(1-5) =3(1-3) =1

olur Ki bu durumda € = % igin% < g esitsizligine ulasilir. Bu ise ¢eliskidir.
Sonug olarak, (f;,) dizisi (C([0,1], R), ||||s) normlu uzayinda bir Cauchy dizisi degildir.

Tamim 1.2.19. (Tam Uzay) (Rynne vd., 2008)

Bir normlu uzayda her Cauchy dizisi bu normlu uzayda yakinsak ise o uzaya tam uzay

denir.
Tanim 1.2.20. (Banach Uzay1) (Rynne vd., 2008)

Tam normlu uzaya bir Banach Uzay1 denir.
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Ornek 1.2.21. (Kreyszig, 1978)

o =1{z = (24, ..., 2y, ...): (z,) © C siurh bir dizi} lineer uzay1 ilizerinde ||*||o: fo = R

normu her z € £, igin
Izl := sup{lz,|:n € N}

seklinde tanimlansm. Bu halde (£, ||*|]|) normlu uzay: bir Banach uzayidir.

oy dn

Gergekten; (z) = ((zfn),zén),. z™ )) Cly , (o, |l"llo) normlu uzaymda

bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her € > 0 sayisina karsilik bir N(¢) € N dogal sayis1

bulunabilir dyle ki p,q € N; p,q = N(¢) igin
||Z(p) — Z(q)”oo < &

bagintis1 dogrudur. Burada

Iz — 2@]|_ = sup |z — 2| k € N}

oldugundan son esitsizlikten her k € N i¢in (zlgn)) c C kompleks say1 dizilerinin her

p,q EN;p,q = N(¢) i¢in
Z;Ep) _ Z}Eq)| <s

sartin1 sagladigi goriiliir. O halde her k € N i¢in (Z,En)) c C kompleks say1 dizilerinin her

biri birer Cauchy dizisidir. Cauchy yakimsaklik kriterine gore her k € N i¢in (zlgn)) cC

kompleks say1 dizilerinin her biri yakmsaktir. Her k € N i¢in z;, € C olmak iizere

— 1 m —
z = lim,0 2, * Ve 2= (21,23, ., Zg, -..)

olsun.
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a. z € £, dur. Gergekten; (z(”)) = ((zl(n),zén), ...,Z,(ln) , )) Cly, Zo ll'lle)

normlu uzayinda bir Cauchy dizisi oldugundan 1 > 0 sayisina karsihk N = N(1) € N
dogal sayis1 vardir dyle ki p,q € N; p,q = N(¢) i¢in

le® - 2@ <1.
Ozel olarak her n € N, n > N igin
Iz = z™] <1
seklindedir. Bu durumda
Iz — 2| = sup {|z — 2| k € N}
oldugundan her k € Nven € N, n > N igin
|2 — 2| < 1
olup buradan
|27 < 1+ |27
olur. Her k € N igin |z¢"| < [|2V]| _ oldugundan her k € N ve n € N, n > N icin

pﬁ4s1+mwmw

esitsizligine ulasilir. Ayrica her k € N i¢in z; == lim,,_,4 Z,En) oldugundan
|Zk| = limn_,oo|ZIEn)|

seklindedir. O halde son esitsizlikten her k € N i¢in

limy oo |20 | < Ty (14 [2]])-
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Yani, her k € N igin
|z | <1+ ||Z(’V)||00
oldugu elde edilir. O halde

z = (24,23, v, Zgy ) € Lo

..
b. limz™ =z *dir. Gergekten; (z(™) = ((zl(n),zén), z,(ln) ) )) C o Boo )

X—00

normlu uzayinda bir Cauchy dizisi oldugundan her €>0 sayisi i¢in % > 0 sayisina karsilik
- € = g e . g€\ . .
bir N (E) € N dogal sayis1 bulunabilir 6yleki her p,q = N (E) icin
||Z(p) —_ Z(Q)” < E
© 2

seklindedir. O halde

1z = 2@]|_ = sup |z — 2| k € N}

oldugundan her k e Nvep,q = N (2) icin

® _ (q)| €
Z z, | <3

esitsizligi bulunur. Her k € N i¢in z, = lim,,_, Z,En) oldugundan p € N ve k € N sayilar1

sabit olarak g6z Oniine alndiginda g — +oo i¢in limit alindiginda her p,k € N dyleki
p=N (g) icin

. ® (@ . €
hmq_,oo|zk - Z, |<11m5

q—oo

dolayisiyla

® _ (CI)| £
Z, Z, | <3
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oldugu bulunur. O halde herp € N;p = N ( ) i¢in

g
2
|z® —z|| = sup{|z,£p) - zk|: k e N} < 2 <e

seklindedir. Sonug olarak hern € N,n > N G) icin

”Z(p) — Z||oo <eg¢

oldugundan (z™) c £,, dizisi (£, ||*|lc) normlu uzayinda z € £,, noktasina yakmsaktr.
Sonug olarak (£, ||*||e) normlu uzaymnda her Cauchy dizisi yakinsak olup (£, ||*]le) bir

Banach uzayidir.
Ornek 1.2.22. (Kreyszig, 1978)

(R, 4+, *) reel sayilar cismi ve a,b € R; a < b olan iki reel say1 olmak iizere C([a, b], R)

lincer uzay1
C([a,b],R) == {f|[a, b] = Rve f siirekli}

seklinde tanimlansin. Bu durumda

(€[a, b1, R, 11, Iflly = [ 1f ()ldx, f € C([a, b],R)

normlu uzayi bir Banach uzay1 degildir. Gergekten; her n € N i¢in

0,a<x<0

1
fuld) = f(x) ={m% 0<x<_
1, L<x<b

n

seklinde tanimlanan (f;,) dizisi (C([a, b], R), [|-|l;) normlu uzayinda bir Cauchy dizisi olup
yakinsak bir dizi degildir.
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Tamim 1.2.23. (i¢ Carpim Uzay1) (Rynne vd., 2008)
X, K(K = C,K = R) cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. () x: X X X - K doniistimii;
(ip) Vx € Xicin (x,x)x = 0ve(x,x)y =0 ©x =0,
(i) ¥x,y € X igin (x,y)x = (7, X
(i3) Vx,y € Xve a € K icin (ax,y)x = a(x,y)x;
(ip) Vx,y,z€ Xicin (x +y,2)x = (x,2)x+(y,2)x

aksiyomlarini sagliyorsa ona X lineer uzay1 iizerinde bir i¢ ¢arpim fonksiyonu, (X, (-)x)
ikilisine de i¢ ¢arpim uzay1 denir. K = C(K = R) ise ona kompleks (reel) i¢ ¢arpim uzay1

denir.
K =Rise her x,y € X icin (x,y)x = (y, x)x esitligi dogrudur.
Ayrica her x,y € X ve her a, 8 € K igin

L(ax+ By, 2)x = (Cax,2)x + (By, 2)x = a(x,2)x + By, 2)x;

2. (x,ay)xy = (ay,x)x = a(y,x)x = @ (y,x)x = a(x,y)x;

3. xay+PBz)xy =(ay+ Bz, x)x = a(y,x)x + B(z,x)x

=& (y,x)x + B (z,)x = @lx,y)x + f(x,2)x
bagmtilarinin dogrulugu elde edilir.
1.2.24. Ornek (Rynne vd., 2008)
C):REXRE = R, (x,) = Xy Xnn

seklinde taniml1 fonksiyon R¥ {izerinde bir i¢ carpimdir. Bu i¢ ¢arpim R¥ iizerinde standart

i¢ carpim olarak adlandirilir. Gergekten; keyfi x,y € R* ve a, § € R icin
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(iy) (%) = Xiog x4 2 0;
(i) t,x) =0 V1i<n<kiinx,=0
e x=0;

(i3) (ax + By, z) = Xk_ (ax, + Byn) zn

= aXN_1 XnZn + B =1 YnZn

= a(x,z) + By, x);
(ig) (6,y) = Xnz1 Xn¥n = L=t YnXn = (,%)
aksiyomlar1 saglanir. Boylece (+,+), R¥ iizerinde bir i¢ ¢arpimdir.

Ornek 1.2.25. (Gohberg, vd., 2003)

a € Cla, b], a(t) > 0, t € [a, b] olmak iizere

F Diytan) = Jr aOF 9@ dt, f, g € Lyla, b]
doniisiimii L,[a, b] lineer uzay: lizerinde bir i¢ carpim fonksiyonudur.
Tamm 1.2.26. (ic Carpimin Urettigi Norm) (Rynne vd., 2008)
(X, (+,) x) bir i¢ carpim uzay1 olmak lizere x € X i¢in
lxll = Cx, x)*/?
fonksiyonu X tizerinde bir norm olup bu norma i¢ ¢arpimin iirettigi norm adi verilir.
Teorem 1.2.27. (Rynne vd., 2008)

X, () i¢ ¢arpimu ile bir i¢ carpim uzayi ve bu i¢ ¢arpima karsilik gelen norm ||-|| olsun. Bu

halde, her x,y € X i¢in asagidakiler saglanir:
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a. |lx + yll* + llx — yI? = 2(lx]1? + |lyll?) (paralelkenar kuralr);
b. X reel ise
40, y) = llx + ylI2 = llx — ylI%;
c. X kompleks ise
4(x,y) = llx + y1I? = llx — ylI? + illx + iyl|* = illx — iy||*(polarizasyon esitligi).

Not. Bir lineer uzay iizerinde tanimli normun bir i¢ c¢arpim tarafinda iiretilmedigini

gdstermenin bir yolu, onun paralel kenar kuralini saglamadigini gostermektedir.
Ornek 1.2.28. (Rynne vd., 2008)

C[0,1] tizerindeki standart norm bir i¢ ¢arpim tarafindan iiretilmez. Gergekten; [0,1]
tizerinde tanimhi f(x) = 1, g(x) = x fonksiyonlar1 diigiiniilsiin. f,g € €[0,1] olup [0,1]

iizerinde tanimli standart norma gore
If +gl> +1If —gl>=4+1=5ve2(lflI” +llgl*>) =21+ 1) =4

bulunur. Dolayisi ile paralelkenar kurali saglanmaz. Yani, bu norm bir i¢ ¢arpim tarafindan

iiretilmez.
Tamm 1.2.29. (Hilbert Uzay1) (Rynne vd., 2008)

Bir i¢ carpim uzay1 i¢ ¢arpimin iirettigi norma gore tam ise bu i¢ ¢carpim uzayina Hilbert

uzayi1 denir.

Ornek 1.2.30. (Rynne vd., 2008)

X =Ly(ab),(f,9) = [ f(©)g®) dt, f,g€Ly(ab), abeR fonksiyonu Ly(a,b)

tizerinde bir i¢ garpim fonksiyonu olup L, (a, b) uzay1 i¢ carpimin tirettigi

1A lliscam = (SO de) " F € Ly(ab) ab e R
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normu altinda bir Hilbert uzayidir.
Tamm 1.2.31. (Rynne vd., 2008; Narici, vd., 1972)

X ve Y iki lineer uzay, D(A), X’in bir lineer altuzay1 olsun. A: D(A) ¢ X — Y doniisiimiine

bir operator denir.
D(A) == {x € X: Ax tamiml1} c X kiimesine A operatdriiniin tanim kiimesi,

R(A) :=AD(A) ={y =Ax:x € D(A)} c Y Kkiimesine A operatoriiniin deger

kiimesi,

KerA := {x € D(A): Ax = 0} c X kiimesine ise A operatoriiniin sifir kiimesi veya

cekirdegi denir.
Tanim 1.2.32. (Lineer Operator) (Kreyszig, 1978)

X ve Y aym bir K cismi lizerinde iki lineer uzay, D(A), X’in bir lineer altuzayi ve

A:D(A) € X - Y bir operator olsun. Her x,y € D(A) ve her a, B € K igin
Aax + By) = aA(x) + BA(Y)

ise A operatOriine bir lineer operat6r denir.
Tamm 1.2.33. (Birim Operator) (Kreyszig, 1978)

X bir lineer uzay olmak tizere I: X — X, her x € X i¢in Ix = x operatdriine birim operator

denir.
Tanim 1.2.34. (Sifir Operatorii) (Kreyszig, 1978)

X bir lineer uzay olmak tizere 0: X — X, her x € X i¢in 0x = x operatoriine sifir operatorii

denir.
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Ornek 1.2.35. (Kreyszig, 1978)

A:Cla, b] = Cla,b], Af(t) = f(t) + 1, f € [a, b] seklinde tanimlanan A operatorii lineer
degildir. Gergekten; f, g € Cla,b] i¢in f + g € Cla, b] olup lineer operatérii tanimindaki
a=f=1i¢in

Aff+9)=f®)+g@®) +1ve Af () + Ag(t) = f(t) + g(t) +1
olup

A(f +9)(@) # Af () + Ag(t)
oldugundan A operatorii lineer degildir.

Tanim 1.2.36. (Siirekli Operatorler) (Kreyszig, 1978)

X ve Y iki normlu uzay, D(A), X in bir lineer altuzay1 ve A: D(A) € X — Y bir operator ve
a € D(A) olsun. Her € > 0 i¢in & > 0 sayis1 vardir dyleki ||x — al| < § olan Vx € D(A)
icin ||[Ax — Aal| < € esitsizligi saglaniyorsa A operatorii x = a noktasinda siireklidir denir.

A operatorii her x € D(A) noktasinda siirekli ise ona siirekli operator denir.
Teorem 1.2.37. (Rynne vd., 2008)

X ve Y iki normlu uzay ve A: X — Y bir lineer operator olsun. Bu durumda asagidakiler
denktir.

(a) A diizgiin stireklidir;

(b) A stireklidir;

(c) A, 0 noktasinda stireklidir;

(d) [lx]l < 1 olan her x € X igin ||A(x)|| < k olacak sekilde pozitif bir k reel sayis1 vardir;

(e) Her x € X igin ||A(x)|| < kll(x)]| olacak sekilde pozitif bir k reel sayis1 vardir.
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Ornek 1.2.38. (Rynne vd., 2008)

A: C[0,1] = K, A(f) = f(0) lineer doniisiimi siireklidir. Gergekten; f € C,[0,1] olsun.

Bu durumda

l[AO] = 1£(0)] < sup{lf()]:x € [0,1]} = [Ifl

elde edilir. Boylece Teorem 1.2.37 (e) sikkindan k = 1 olup A operatorii siireklidir.

Ornek 1.2.39. (Rynne vd., 2008)
{c,,} € 1° olmak iizere A: 11 - K,

A({xn}) = Z?Lozl CnXn

lineer doniistimii siireklidir. Gergekten; Oncelikle A doniisiimiiniin iy1 tanimli oldugu

gosterilsin. Keyfi {c,} € [® ve {x,,} € [ alinsin. Bu durumda
A = l{cn}lleo = sup {lcnl:n € N} < oove ¥y |x,| < oo
elde edilir. Dolayisi1 ile her n € N igin
lenxnl < Alxy|
olup karsilastirma testine gore Y-, |cp Xy, | serisi yakmsaktir. Boylece {c,,x,,} € I* ve
n=1lcnxn] < {cnlloo Xrzqlxnl
esitsizligi elde edilir. Sonug olarak; A operatorii iyi tanimlidir. Ayrica,

AL} = 1Xn=1 cnxal < XRzalenxnl < IHendlo Xazilxn| = {en}lloll{xa 3l

elde edilir. Boylece Teorem 1.2.37°de (e) sikkindan k = ||{c,}|l. Olup A operatorii

sureklidir.
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Tanim 1.2.40. (Stmirh Operator) (Kreyszig, 1978)
X veY iki normlu uzay ve A: X — Y bir operator olsun. Her x € X igin
lAxly < Mllx|lx

olacak sekilde sabit bir M > 0 sayis1 varsa A operatoriine sinirli operator adi verilir. X den
Y’ye tiim sinirli operatérlerin olusturdugu aile B(X,Y), 6zel olarak X = Y ise bu aile B(X)

ile gosterilir.
Ornek 1.2.41. (Gohberg, vd., 2003)

k(t,s) foksiyonu D = [a, b] X [a,b], a,b € R karesel bolgesi lizerinde kompleks degerli

siirekli bir fonksiyon olmak tizere her f € L,(a, b) igin

Kf(©) = [} k(t,s) f(s)ds

seklinde tanimli operator smirli lineerdir. Gergekten, K operatoriiniin lineer oldugu agik

olup smirli oldugu gosterilsin. Her f € L,(a, b) i¢in Cauchy-Schwarz esitsizliginden

b 2 b ) b )
(Ll )f ()l ds) < [k, ) ds [ If ()] ds

olup

b ( (b 2 b b
UKFIZ, oy = J; (F 1t )N ds) dt < NFIZ o J; S, 1k (E $)[2dsat

oldugu ve buradan her f € L,(a,b) i¢in Kf € L,(a, b) oldugu ve

5 b b 5 1/2
IKFIZ, oy < (J et ) 12dsdt) " flluy )

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla K:L,(a,b) — Ly(a,b) operatoriiniin sinirli oldugu

goriiliir.
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Ornek 1.2.42. (Rynne vd., 2008)
C([a, b],R) == {f|f:la, b] » R ve f siirekli} ve
C([a, b, R) == {f|f:[a,b] » R, f":[a,b] —» Rvar ve f’ siirekli}
olmak iizere
S:CY([0,1L Rlllleo) = C*([0,1], RIlloo), If lleo := sup{lf (x)|: x € [0,1]}
S(f)=f",f € C'([01],R)
seklinde tanimlanan operator lineer olup sinirli degildir.
Tanim 1.2.43. (Operatoriin Normu) (Rynne vd., 2008)
X ve Y iki normlu uzay ve A: X — Y sinirli lineer bir operator olsun.
Al == inf{M: M > 0 ve Vx € X icin [|Ax|ly < M||x]||x}
sayisina A operatdriiniin normu adi verilir.
Teorem 1.2.44. (Kreyszig, 1978)

X ve Y iki normlu uzay ve A:X —» Y smirh lineer bir operatér olsun. Bu taktirde

{M:x EXvex # HX} kiimesi R’de sinirli olup A operatdriiniin normu i¢in asagidaki

llx1lx

formiiller gecerlidir.

— llAxlly )
1. [|4]] := sup{ T EXvex # HX},
2. lAll == sup{||Ax|ly:x € X ve ||x|[x < 1},
3. lAll == sup{||Ax|ly:x € X ve ||x|[x < 1},

4. Al = sup{llAxlly:x € X ve ||x[lx = 1}.
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Ornek 1.2.45. (Rynne vd., 2008)

A: C¢[0,1] » K, A(f) = f(0) seklinde taniml lineer sinirhi operatorii igin ||A|| = 1°dir.
Gergekten; Ornek 1.2.38’den her f € Cy[0,1] i¢in |A(f)| < |IfIl oldugu biliniyor.
Boylece,

IAll = inf {M:m > 0veVx € C,[0,1] icin [|AA|| < M||x||} <1
bulunur. Diger taraftan; eger g: [0,1] = C, g(x) = 1 olarak alinirsa g € C¢[0,1],
lgll = sup {lgC)l:x €[0,1]} =1
ve
1A(g)| =1g(0)] =1
bulunur. Boylece
1=A@l = llAllllgll = 1All

elde edilir. Boylece ||A|| = 1 bulunur.

Teorem 1.2.46. (Rynne vd., 2008)

X ve Y iki normlu uzay olmak {izere X'den Y’ye taniml lineer sinirli operatérlerin

olusturdugu B(X,Y) lineer uzay1 ||-|| operatér normu altinda bir normlu uzaydir.
Ispat: Keyfi A,B € B(X,Y) ve 1 € K almsin.

(ny) [IA]] = 0 oldugu agiktir;

(ny) Her x € X i¢in R sifir doniisiimiiniin R(x) = 0 6zelliginden

[All = 0 © her x € X i¢in [|Ax|[ = 0
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S herxeXiginAx =0
& A bir sifir doniistimiidiir
elde edilir;
(n3) JAGOI < [IAllllx[ oldugundan her x € X i¢in [[(2A) ()| < |A[llAlll]x I
elde edilir. Boylece ||(AA) (x)|| < [A]|A]l, eger 2 # 0 ise
Al = IA~12411 < [A7HIAANL < [2A17HALAN = Al
bulunur. Boylece ||A]| = |A|71||A4]| ve buradan da
IAAIl = [ALlIAl
bulunur;
(n,) Uggen esitsizligi kontrol edilsin:
1A+ B)COll < 1ACHI + IBC]
< Al + 1Bl 1]x]]
< (1Al + 1B 1D x|l
olup [|(A + B)|| < llAG)| + 1|1B(x)|| bulunur.
Boylece B(X,Y) bir normlu lineer uzaydir.
Tanim 1.2.47. (Kompakt Kiime) (Rynne vd., 2008)

X bir normlu uzay ve A c X bir kiime olsun. Her (x,,) € A dizisi A kiimesinde bulunan

bir elemana yakinsayan bir alt dizi igeriyorsa A € X kiimesine kompakt kiime denir.

Ornegin; R™, n > 1 Oklid uzaymda her kapal sinirli kiime kompakttir.
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Tamm 1.2.48. (Kompakt Operator) (Rynne vd., 2008)

X ve Y iki normlu uzay ve A: X — Y lineer sinirli bir operatdr olsun. Her sinirlhh M € X

kiimesi i¢cin A(M) kompakt ise A operatoriine kompakt operator denir. X’den Y’ye

kompakt operatorler ailesi C,, (X,Y) ile ayrica X = Y ise bu aile C,, (X) ile gosterilir.
Teorem 1.2.49. (Kreyszig, 1978)

X ve Y iki normlu uzay ve A:X = Y lineer smirlt bir operatér olsun. A operatoriiniin
kompakt operator olmasi igin gerek ve yeter sart her sinirli (x,,) € X dizisi i¢in (Ax,) C Y

dizisinin yakinsak alt dizi igeriyor olmasidir.
Ornek 1.2.50. (Rynne vd., 2008)
H bir kompleks Hilbert uzay1 ve y,z € H iki sabit eleman olsun.
T:H-> HTx=(x,y)yz,x€H
operatorii bir kompakt operatordiir. Gergekten; alinan her M © H sinirli alt kiimesi i¢in

T(M) ={(x,y)y z:x € M}

goriintii kiimesi igin dimm < 1 oldugundan durum agiktir.
Teorem 1.2.51. (Rynne vd., 2008)
X ve Y iki normlu uzay ve A € C,(X,Y) olsun. Bu durumda A operatérii smirhidir. Yani;
C-,(X,Y) cB(X,Y)
bagintis1 gergeklenir.

Ispat: A operatdriiniin smirli olmadig1 kabul edilsin. Bu durumda her n > 1 tamsayis1 igin

||Axn|| > n olacak sekilde bir x,, birim vektorii vardir. {x,} dizisi smirli oldugundan A

operatdrii kompakt oldugu i¢in yakinsak bir {A xn(k)} alt dizisi vardur.
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Fakat bu |

Axn(k)” > n(k) olmasi ile gelisir. Boylece A operatorii sinirli olmak

zorundadir.
Teorem 1.2.52. (Gohberg, vd., 2003)

H, ve H, iki Hilbert uzay: olmak iizere (K,) c C.(H,,H,), K € B(H,,H,) ve ||K,, —
K|l = 0ise K € C,,(H;, H,) seklindedir.

Ornek 1.2.53. (Gohberg, vd., 2003)

K:L,[a,b] = Ly[a,b], Kf(t) := f; k(t,s)f(s)ds ve k(t,s) fonksiyonu D = [a, b] X
[a,b], (a,b € R) karesel bolgesi tizerinde kompleks degerli siirekli bir fonksiyon olsun. K
operatoriiniin  kompakt oldugu gosterilsin. Bu baglamda, ¢q,¢,,... L,[a,b] Hilbert

uzaymin bir ortonormal tabani olmak tizere L,([a, b] X [a, b]) Hilbert uzayi i¢in
§0i,j(t: S) = (pl(t) X (p](S) l,] =1,2,..
tabani goz ontinde bulundurulsun (Gohberg, vd., 2003). Bu durumda
— + oo
o= Zi7a 0k 001) ity P
esitligi dogrudur. Ayrica
mo SIS P L (jab]x () T
seklindeki fonksiyonlar i¢in
ke = kenlli, (tabixtany 75720

bulunur.

Ayrica

Ky Lo([a, b] X [a, b]), Knf () = [ kn(t,$)f (s) ds
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seklinde tanimlanan lineer operatérler i¢in dim R(K,) < o oldugundan kompakt

operatorlerdir (Rynne vd., 2008). Ayrica
Ik — anI <llk- kn”Lz([a,b]x[a,b]) - 0,n—> +o0
oldugundan K operatoriiniin kompakt oldugu elde edilir (Gohberg, vd., 2003).

Ornek 1.2.54. (Gohberg, vd., 2003)

C
K:t, »4,, K(x,)=Q.x,), A,)cC, A, - 0 ise K operatori kompakt bir
n — oo
operatordiir. Gergtekten; her n € N i¢in K,: €, = €5,
K (X1, X0, ooy Xy o) == (A1 X1, A3X5, ooy 1 X, 0, .00)
operatorler dizisi tanimlansin. Burada dim R (K,,) < n < oo oldugundan her n € N igin
K, € C(£,) (Rynne vd., 2008). Ayrica her (x,,) € £, i¢in

”Kn(xn) - K(xn)”_gz = ||(Alx1, /12.7(2, ...,Anxn, ) - (/11x1, /—{sz, ...,/‘{nxn, 0, )”[2

= ”(01 0,.., An+1xx+1l Ax+2xx+21 )”{’2
oo 2 l
= Qk=n+1licxie*)z

1
< SUPkont1l Akl (2?=n+1|xk|2)2

< sup Mkl ”(xn)”{’z

kzn+1

olup burada her n € N i¢in
IKn — KII < supgsps1ldie] =0

bulunur. Bilinen bir sonugtan K € C.,(¢,) oldugu elde edilir (Gohberg, vd., 2003).
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Tanim 1.2.55. (Kapah Lineer Operator) (Kreyszig, 1978)

X ve Y iki normlu uzay, D(A), X’in bir lineer altuzay1 ve A: D(A) € X —» Y lineer bir

operatdr olsun. A operatoriiniin grafigi
Gr(4) ={(x,Ax):x € D(A)}c X xY

X X 'Y normlu uzayinda kapali ise A operatdriine kapali lineer operator denir.
Teorem 1.2.56. (Kreyszig, 1978)

X ve Y iki normlu uzay, D(A), X’in bir lineer altuzay1 ve A: D(A) € X —» Y lineer bir
operator olsun. Bu taktirde A operatoriiniin kapali operatdr olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(x,) € D(A) igin lim,,_, o, x, = x ve lim,,_,,A x,, = y ise x € D(A) ve y = Ax olmasidur.
Ornek 1.2.57. (Kreyszig, 1978)

A:D(A) c C'0,1] » C[0,1], Ax:=x" olsun. A operatérii kapali bir operatordiir.
Gergekten; (x,) € D(A4) igin
Xp— X Ve Ax, = x;, —Y

n—->oo n—->oo

olsun. €[0,1] normunda yakinsaklik [0,1] {izerinde diizgiin yakinsakliga denk oldugundan

ve x, — y kabuliinden
n—->oo

foty(‘r)d‘r = fot lim,_, x,, (7)dT = %1_1)‘210 fot x), (T)dt = x(t) — x(0).
Yani,
x(®) = x(0) + [ y()dr

esitligi elde edilir. Bu ise x € D(A) ve x" = y oldugu anlamna gelir. Teorem 1.2.56’dan A

operatOrii kapali bir operatordiir.
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Ornek 1.2.58. (Akhizer, vd., 1994)

T:D(T) c L,[0,1] - L,[0,1], Tf :== xf (1), D(T) = €[0,1] seklinde tanimlanan operator
kapal degildir. Gergekten (f,,), (h,) € €[0,1] igin

‘Nz,0.1]

Il 10,17 |
(£,0) - u®), () > u)
n — oo n — oo

ancak
L) =1k, =0n=12,..

seklinde tanimlansin. Bu halde Tf,, = x, Th,, = 0 oldugundan durum agiktur.
Tamm 1.2.59. (Bire-Bir Operator) (Kreyszig, 1978)

X ve Y iki lineer uzay, D(A), X’in bir lineer altuzay ve A:D(A) c X - Y lineer bir
operator olsun. Her x;,x, € D(A) igin x; # x, iken Ax; # Ax, oluyorsa A operatoriine

bire-bir operator denir.
Tamm 1.2.60. (Eslenik Operator) (Narici, vd., 1972)

H bir Hilbert uzayi, D(A), H nm bir lineer altuzayi, A: D(A) € H — H lineer bir operator
ve D(A) = H olsun. Bu durumda

D(A*) :={y € H:Vx € D(A) icin bir z € H vardir oyleki (Ax,y)y = (x,2)y4}
olmak lizere
A :D(A*)cH->H Ay:=1z

operatoriine A operatdriiniin eslenik operatdrii ad1 verilir.
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Ornek 1.2.61. (Gohberg, vd., 2003)

V:L,(0,1) » L,(0,1), Vf(x):= foxf(t)dt seklinde tanimlanan lineer Volterra
operatoriiniin eslenigi bulunsun. V operatoriiniin lineer oldugu acgiktir. Ayrica her f,g €

L,(0,1) igin Cauchy-Schwarz esitsizligi de kullanilarak

WVAIZ, 01 = L VFGOIRdx = [Hf F@© de|* dx < [FFIF©1de) dx

< [F(RIr@lde) dx = (fiF@lde)

112
2

(5 12 dt)% (f1F @2 dr) ]

<

= Jy L@ de = 112,00

elde edilir.

”Vf”%z(o,l) < ”f”%z(o,l)

olup V operatériiniin smirlt oldugu goriiliir. O halde V* eslenik operat6rii var olup her

f,g € L,(0,1) igin

VD00 = fol VF(x)g(x)dx = fol(foxf(t) dt) g(0)dx
= [,y f@®dr)d W

= (7 f@yde) (= f g(0)de) 223 + J; £ &) ( IR g(t)dt) dx

- f e ( f lgo:)dt) dx = (f(x). f PG dt)

= (f, V*g)LZ(O,l)

L,(0,1)
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olup buradan

1
Vig(t) = [, g(®)dt
bulunur.
Tamim 1.2.62. (Ozeslenik Operatér) (Narici, vd., 1972)

H bir Hilbert uzayi, D(A), H nin bir lineer altuzayi, A: D(A) € H - H bir lineer operator
ve A*, A operatoriiniin eslenik operatorii olsun. D(A) = D(A*) ve her f € D(A) i¢in

Af = A*f ise A operatoriine dzeslenik operatdr denir.
Ornek 1.2.63. (Rynne vd., 2008)

Her f € C[0,1] i¢in Ty € B(L,[0,1]) operatérii

(Trg)(@®) = f(®)g(t)
seklinde tanimlansm. Bu durumda reel degerli f € C[0,1] i¢in Ty 6zeslenik operatordiir.

Gergekten; her g, h € L,[0,1] i¢in

(Tr9:0), o = Jo F® 9Ot = [} g(®) FOR@)dt = (9,T7h)

L,[0,1]

olup (Tf)* = T+ oldugu bulunur. f € €[0,1] fonksiyonu reel degerli oldugundan f = f

olup (T;)" = T; eslenigi elde edilir.
Tamm 1.2.64. (Kreyszig, 1978)

Spity =t S 00) = (xpo1) = (0,x1,x5,..) Ve Spidy > €5, Si(xy) = (xpy1) =
(x2,%x3,x4,...) operatorlerine swrayla ¢, linecer uzayr lizerinde saga ve sola Oteleme

operatdrleri denir.
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Ornek 1.2.65. (Rynne vd., 2008)

Sy: ¥, = £, saga oteleme ve S;: ¥, = £, sola dteleme operatorleri lineer operatorler olup

0zeslenik olmayan operatorlerdir.

Gergekten; her x = (x,,),y = (y,,) € £, ve her a, B € K igin

S (ax + By) = Sr((axn) + (,BYn)) = (0,ax; + By, ax; + By, ...)
= (O' axy, axy, ) + (0, ,B_V1; ,B.VZ; ) = (X(O, X1, X2, ) + ,B(O,yl, Y2, )
= a(xy—1) + f(Yp-1) = aS,x + BS,y

olup S,: ¥, — ¥, saga oteleme operatorii lineerdir. Benzer sekilde S;: £, — ¥, sola 6teleme

operatoriiniin de lineer oldugu gosterilebilir.
Saga oteleme ve sola 6teleme operatorlerinin eslenikleri ise her (y,,) € £, i¢in

S;(}’1:3’2'3’3' ) = (}72;}73;}74; ) - Sl

Ve
Sl*(}’1:3’2'3’3' ) =00,y1,¥2,..) =S,
olup her ikisi de 6zeslenik olmayan operatdrlerdir.
Tamm 1.2.66. (Normal Operator) (Narici, vd., 1972)

H bir Hilbert uzayi, D(A), H’nin bir lineer altuzayi, A: D(A) € H —» H bir lineer kapali

operator ve A*, A operatdriiniin eslenik operatorii olsun. Eger,
a.D(A) = D(A*) ve
b. Her f € D(4) i¢in |Af |y = A" fll

ise A’ya H’da normal operator adi verilir.
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Ornek 1.2.67. (Rynne vd., 2008)

Her f € (C[0,1] icin T € B(L,[0,1]) operatorii (ng)(t) = f(t)g(t) seklinde
tanimlansin. Ty Operatdrii normal bir operatordiir. Gergekten; Ornek 1.2.63den her

f e clo] icin (T;) = T+ oldugu bilinir. O halde her g € L,[0,1] igin

(1:(17) )9) = T; (T3(9)) = T4(Fg) = fT g
ve

(1) T )(9) = T7 (T;(9)) = T3(f9) = fg = fFg
olup

Ty (Tp) = (T;) T
T; operatoriiniin normal oldugu bulunur.

Ornek 1.2.68. (Rynne vd., 2008)

Sty > 4y, S (x,) = (x,_1) = (0,x1, x5, ...) saga Oteleme operatdrii normal bir operator

degildir. Gergekten; her (y,,) € £, i¢in

Sy Y2 ) = V2, Y3, Ya ) =5
oldugu bilinir. Her (x,,) € ¥, i¢in

S;“(Sr(xl,xz,xg, )) = Sl(Sr(xl,xz,xg, )) = 5,(0,xq,x5,...) = (x1,%5,%3,...)
ve

Sr(S;‘(xl,xz,x3, )) = Sr(Sl(xl,xz,x3, )) = S, (x,, %3, %4, ...) = (0, x5, %3, ...)

olup
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S¢Sy # 8,57

elde edilir. Dolayisiyla saga Oteleme operatorii normal degildir. Benzer sekilde sola

oteleme operatdriiniin de normal olmadig gosterilebilir.
Tamim 1.2.69. (Uniter Operator) (Narici, vd., 1972)

H bir Hilbert uzay1 A: H — H bir lineer operator ve A*, A operatoriiniin eslenik operatorii

olsun. AA* = A*A = I ise A operatdriine liniter operator denir.
Tamm 1.2.70. (Pozitif Operator) (Narici, vd., 1972)

H bir Hilbert uzay1 ve A:D(A) € H —» H bir lineer 6zeslenik operatér olsun. Her x €
D(4) i¢in

(Ax,x)y =0
ise A operatoriine pozitif operator denir ve A = 0 sembolii ile gosterilir.
Tamim 1.2.71. (Nilpotent ve Yari-nilpotent Operator) (Rynne vd., 2008)

X bir Banach uzay1 ve A € B(X) olsun. A™ = 0 olacak sekilde bir n € N sayis1 mevcut ise

A operatdriine nilpotent operator,
1
lim sup||A™||» =0
n—->oo

ise A operatoriine yari-nilpoten operator denir. Eger bir n € N igin A"~ # 0 ancak A" = 0

ise n € N sayisina A operatoriiniin nilpotentlik derecesi denir.

Ornek 1.2.72. (Halmos vd., 1982)

S:L,(—1,1) » L,(—1,1), Sf(x) = f_xxf(t)dt, feL,(—1,1) ters simetrik Volterra

operatOrii nilpotentlik derecesi 2 olan nilpotent operatdrdiir.

Gergekten; her f € L,(—1,1) igin
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$2(F() = S(sf () = S, fF0de) = [* ([, fdy)at =0
olup buradan S # 0 ve 2 = 0 oldugu elde edilir.
Tanim 1.2.73. (Spektrum, Rezolvent Kiime) (Kreyszig, 1978)

H bir Hilbert uzay,, D(A), H’nm bir lineer altuzayr ve A:D(A) € H —» H lineer bir

operator olsun. I: H — H birim operatdr olmak iizere

1. 0,(4) ={1€C:birx € H,x # 0i¢cin Ax = Ax} kiimesine A’nmn noktasal

spektrumu denir.
2. 0.(A) = {)1 € C: A — Al bire — bir, R(A — AI) # H,R(A — AI) = H}
kiimesine A’nm stirekli spektrumu denir.

3. o.(4) = {/1 € C: A — Al bire — bir, R(A — AI) # H} kiimesine A’nin kalan

spektrumu denir.
4.0(A) = 0,(A) U o.(4) U 0,(4) kiimesine A’nin spektrumu denir. Bu halde
o(A) = {1 € C: A — Al terslenemezdir}.
5. p(A) = C\ o(A) kiimesine A’nin rezolvent kiimesi denir. Bu halde
p(A) = {1 € C: A — Al terslenebilirdir}.

6. 1€0,(A) sayisma A’nin Ozdegeri, Ax =Ax, x € H, x # 0 denkleminin

cOziimiine ise A’nin A 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorii denir.
Tanim 1.2.74. (Rezolvent Operator) (Kreyszig, 1978)

H bir Hilbert uzay,, D(A), H’nm bir lineer altuzayr ve A:D(A) € H —» H lineer bir
operator olsun. Bu taktirde A bir kompleks sayr olmak ilizere A = A — Al operatorii

terslenebilir (tersi var ve sinirli) ise
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At=@A-at
operatoriine A operatoriiniin rezolvent operatorii denir ve R;(A) semboliiyle ifade edilir.
Teorem 1.2.75. (Narici, vd., 1972)

A lineer operatorii sonlu boyutlu X lineer uzayinda tanimli bir operatér ise o.(A) = @ ve

o, (4) = 0.
Teorem 1.2.76. (Narici, vd., 1972)
H bir Hilbert uzayi, A € B(H) olsun.
a.A=A"ise, 0,.(4) = 9, 0(4) c [-]lAll, 11All]
b. A normal bir operator ise, g,.(4) = @.
Teorem 1.2.77. (Kreyszig, 1978)
H bir Hilbert uzay1 olmak tizere A € B(H) ise o(A) # @.
Tamm 1.2.78. (Spektral Yaricap) (Rynne vd., 2008)
H bir Hilbert uzayi, A € B(H) olsun.
sup{|A]: 1 € a(A)}
sayisina A operatoriiniin spektral yarigap1 denir ve r(A4) sembolii ile gosterilir.
Tamm 1.2.79. (Yerel Spektral Yaricap) (Danes, 1987)

H bir Hilbert uzayi, A € B(H) ve x € H olsun. Bu durumda

1
r(4,x) = lim,_, sup||A"x||»

sayisina A operatoriiniin x noktasindaki yerel spektral yarigapi denir ve (A4, x) sembolu ile

gosterilir.
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Ornek 1.2.80. (Hirsh, vd., 1999)

H = L,(0,1) uzayinda A: L,(0,1) - L,(0,1),

Af(x) = [ min(x,y) f(y)dy

operatoriiniin spektrumu ve spektral yarigapi bulunsun. Bu durumda her f € L,(0,1) i¢in A

operatori

Af(x) = [ minCx,y) fF)dy = [T yf3)dy +x [ () dy

seklinde ifade edilebilir. Tlk énce A operatdriiniin noktasal spektrumu arastirilsm. A € C

i¢in
Af(x) = Af (x), f € L,(0,1)
denkleminin ¢6ziimii bulunsun. Bu halde
Jy yfO)dy +x [ fo)dy = Af (x)
denklemini ¢6zmek i¢in her iki tarafin tiirevi alinirsa
xfO) + [ f) dy — xf(x) = 2f"(x)
denklemi, yani
[ F)dy = 2f' ()
esitligi elde edilir. Bulunan denklemin tekrar her iki tarafinin tiirevi alinirsa
—f(x) = 4" (x)

oldugu bulunur. Eger A = 0 ise f = 0 bulunur. Yani A = 0 & o, (A).
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Simdi 4 # 0, 4 € C oldugu kabul edilsin. Yukarida yapilan islemlerden incelenen

problem

() = =2 (), f € L,(01),2 €C

()={
T = fry =0

sinir deger problemine doniisiir. Bu denklemin ¢éziimii

1 . 1
fx)=c COS =X + Cpsin=x, x € [0,1]

seklindedir. £(0) = 0 ve f'(1) = 0 sinr degerleri kullanilirsa

c; =0ve €2 77 COS 7= = 0

olarak bulunur. Boylece, cos% = 0 oldugu elde edilir. Son esitsizlikten

(2k+1)71’_i
. —ﬁ,kEZ

olup

Vi=—2—keT

T 2k+Dr’

oldugu goriiliir. Bu sonuncudan ise, A’nin 6zdegerlerinin

4 _ 1

T Ck+1)?m?  (k+1/2)2m? k€L

Ak
seklinde oldugu bulunur, yani

0,(A) ={———:k ez}

(k+1/2)%m2

elde edilir.

A:L,(0,1) - L,(0,1), A€ COO(LZ(O,l)) (Hirsh, vd., 1999) ve dimL,(0,1) = oo
oldugundan A~! smirli olamaz (Rynne vd., 2008). Dolayisiyla 0 & p(4). Ayrica A
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operatorii 6zeslenik bir operatér oldugundan Teorem 1.2.76’dan o,.(4) = @’dur. Bu halde
0¢o0,(4), 0¢ p(A) ve 6,(A) =0 oldugundan 0 € o.(A). Bbylece A operatdriiniin

spektrumu

a(A)={O}U{;:kEZ}

(k+1/2)?m?
olarak bulunur.

Ayrica, A operatdriiniin 6zdegerlerinin en biiyiigii k = 0 igin 4/m? olup r(4A) =
4/m?dir.

Ornek 1.2.81. (Halmos, 1982)

V:L,(0,1) - L,(0,1), Vf(x) = foxf(t) dt lineer sinirli Volterra operatoriiniin spektrumu
o(V) = {0} seklindedir. Gergekten; A € C i¢in

V-ADf =g.f.9 € L,(0,1)
spektrum problemine bakilsin. Oncelikle
a. g = 0, 1 # 0 durumu incelensin. Bu halde problem
V—-ADf=0
seklinde olup buradan
[Ff(®dt =2f (x), f € L,(0,1)
elde edilir. Bu integral denklem

{f(x) =Af"(x) A—h.h.y
f(0)=0

diferansiyel denklem olan sinir-deger problemine doniisiir. Buradan
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f'G)=7f@) A=hhy

olup boylece f(x) ¢oziimii

fx) = e%xc

olarak elde edilir. Burada f(0) = 0 sinir-deger sart1 yerine yazilirsa f(x) = 01 —h.h.y

bulunur. Bu 1 € C, 1 # 0 sayisinin 6zdeger olamayacagi anlamina gelir.

b. g = 0, 4 = 0 durumu incelensin. Bu halde Vf = 0 olup

f; f®)dt =0, f € L,(0,1)

olur. Buradan f(x) =04 —h.h.y oldugu bulunur. Bu ise A =0 sayismm ozdeger
olamayacagi anlammna gelir. Boylece (a) ve (b) durumlarinda 0,(V) = @ oldugu elde

edilir.
c. g # 0, 1 # 0 durumu ele alinsin. Bu durumda
V—-ADf =g.f.9 € L,(0,1).
Yani,
[y f@®dt = Af (x) = g(x), f, g € L(0,1)
olur. Burada
h(x) = [y f(©dt

alinirsa integral denklemi

{h'(x) = —3 h() = -39()
h(0) =0

diferansiyel denklemine doniisiir. Bu denklemin genel ¢oziimii
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1 1
h(x) = e?*c —%fox ei*™) g(s)ds
seklinde olup. h(0) = 0 sinir kosulundan ¢ = 0 olarak bulunur ve bdylece
1
h(x) = =2 f3 e1*™ g(s)ds

esitligi elde edilir. h(x) = [ f(t)dt oldugundan
-1 ’ 1 l(x—s) ’
Vv =25) g0 = f@) = W) = (-7 | 1% g()as
0

= —1g(0) — & [ %9 g(s)ds
¢Oziimii elde edilir. Son esitlikten Ry (V) = (V — A1)~ ’in var oldugu ve
(Vv — D71 € B(L,(0,1))
oldugu elde edilir. Sonug olarak C \ {0} = p(V) olup o (V) = {0} seklindedir.
d. g # 0,1 = 0 durumunda ise 0 € o.(V) oldugu agiktir. Bu durumda
o(V) = a.(V) = {0}
bulunur. Bu durumda (V) = 0 seklindedir.
Tamm 1.2.82. (Krasnosel’skii vd, 1972)
K altkiimesi kapali ve K, X Banach uzayinin bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
i. Herx e Kve A = 0 igin Ax € K,
ii. x,yeKisex+y€K,

iii. x, —xeKisex=20
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sartlar1 saglanir ise K’ya bir “’koni’” denir.
K alt kiimesinin, X Banach uzayinda x,y € X i¢in
x<yeSy—x€eK

kismi siralama bagmtisina sahip oldugu bilinmektedir (bkz. Ornegin (Krasnosel’skii,

1972)).
Tamm 1.2.83. (Krasnosel’skii vd, 1972)

K bir koni olsun. 8 < x < y iken ||x]| < y|ly|| olacak sekilde bir y > 0 sayisi varsa K
konisine “normal’’ denir. Bu kosulu saglayan en kii¢iik y sayismma K’nin normal sabiti

denir. Agikgas1 y = 1°dir.
Tamm 1.2.84. (Krasnosel’skii vd, 1972)

K, X’te bir koni ve A : X — X bir sinirli lineer operator olsun. A(K) < K ise A operatdriine

“pozitiftir” denir.

A(K) c K olmasmm A’nin arttigi anlamma geldigine dikkat edilsin, yani x <y ise

Ax < Ay saglanir.
Tamm 1.2.85. (Krasnosel’skii vd, 1972)

K, X’te bir koni, uy € K ve u, # 6 olsun. Her x € X i¢in, Ax < a(x)u, olacak sekilde
negatif olmayan bir a(x) sayisi varsa, A : X — X smirh lineer operatoriine u,-lst smirhdir

denir.
Tamm 1.2.86. (Banach Kafesi) (Birkhoff, 1948)
Her x,y € X igin

lx] < Iyl = llx|l < llyll
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bagntis1 saglaniyorsa (X, |-|) kafes diizenine sahip tam normlu lineer uzayma bir Banach

kafesi denir. Burada, mutlak deger |x| = x V —x ile tanimlidur.
Ornek 1.2.87.

R reel sayilar kiimesi mutlak deger normu ile bir Banach kafesidir.
Ornek 1.2.88.

X bir topolojik uzay, Y bir Banach kafesi ve C(X,Y) uzayi

I/l = supllf COlly

xXeX

normu ile X den Y’ye siirekli fonksiyonlarin uzay1 olsun. Bu durumda C(X,Y) noktasal

kismi siralamada bir Banach kafesidir, yani,

f<ge vxeXicinf(x) < glx).
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2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR
2.1. 1ki Operatoriin Toplaminin Spektral Yaricap: Uzerine Bir Teorem

Bu boliimde, lineer operatorlerin toplamlarin spektral yarigapi lizerine bir teorem
kurulacak daha sonra teoremin siirekli fonksiyonlar uzayina bir uygulamasi verilecektir.
Bu kisim (Zima, 1993) ¢alismast géz oniinde bulundurularak hazirlanmistir. (Riesz, vd.,

1955)’de, iki operatoriin toplaminin spektral yaricapi tizerine asagidaki teorem verilmistir:
Teorem 2.1.1. (Riesz, vd., 1955)

A, B, (X, ||']]) Banach uzayinda lineer ve sinirli operatorler olsun. Bu operatorler komiitatif

ise yani, her x € X i¢cin ABx = BAx ise,
r(A+ B) <r(4) +r(B)

esitsizligi saglanir. Burada r(A),r(B) ve r(A + B) sirayla A,B ve A + B operatorlerinin

spektral yaricaplarini gosterir.

(Krasnosel’skii, vd., 1972) eserindeki orneginde gosterdigi gibi, komiitatiflik

varsayimi 6nemlidir. Gergekten,
_(0 1 0 0
A= (o o)'B (1 0)

operatorleri dikkate alimsm. Acgik¢a goriilecegi gibi A ve B operatorleri degismeli olmayip
r(4) = r(B) = 0ver(4 + B) = 1 seklindedir.

Bu kisimda (A + B) < r(A) + r(B) esitsizliginin saglanmasi igin komiitatiflikten

farkli olarak yeterli bir kosul vermesi amaglanmaktadir.

X, |I)l, <), < ikili bagmtis1 ile x € X elemanlarinin Banach uzayi olsun. Kabul

edilsin ki,

1° < bagintis1 yansima ve gegisme Ozelligine sahiptir,
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2° ||+|| normu monotondur, yani © < x < yise ||x|| < |lyll,
x<yise, x,y,z €EXiginx+z<y+z
Teorem 2.1.2.

(X, |IIl, <) uzayinda, A: X — X, B: X - X sinirli lineer operatérleri verilsin.
4°0 < xise ©® < Ax ve © < Bx,

5° Qyle bir x, € X,0 < x, eleman1 var dyle ki

(8) 7(B) = lim,,_.. [1B"xo I ve (A + B) = lim,,_..[I(4 + B)" x|l
(b) BA/B¥xy < A/B**1xy,j =12 ..,k =0,1...
kosullar1 saglansin.
4° ve 5° varsayimlar1 altinda
r(A+B) <r(4) + r(B) (1)
esitsizligi gegerlidir.
Ispat. Teoremin hipotezlerinden keyfi bir n € N igin,
0 < (A+B)"xo < Xy () AB™x,

bagmtisinin saglandigi aciktir. Dolayisiyla 2° ve bir lineer operatdriin normunun

ozelliginden
14+ By xoll < [| 2o (7) 48" xo | < 2o (5) 14l 13 | @

esitsizligi elde edilir. Ispatm bundan sonraki adimi, (Riesz, vd., 1955) eseri sayfa 450°den
bir par¢anin tekraridir. Boylece, Gelfand formiiliine gore (bkz. drnegin (Deimling, 1985;
Riesz, vd., 1955))
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r(4) = limy e |14 V7,

ve 5°°den

7(B) = lim,,, o ||B™x,l|*™ ve (A + B) = lim, .|| (A + B)™x,||*/"

elde edilir.
p >1r(A) veq >r(B).

esitsizligini saglayan keyfi p ve g sayilari alinsin. Her n > K i¢in
4™ < p ve B x| < q

dolayisi ile
lA™M] < p™ ve [IB"xoll < g™, n =K

bagintilarin1 saglayan bir K > 0 tamsayis1 vardir. Ayrica, her n € N i¢in,
A" < s ve IB x|l < t

esitsizligi saglanir. Boylece, n > 2K igin

1A+ By oll < A1 x| + Bl 157 o]

< (7) st + 21 (7) s'a™ o+ Slnoren () P10

=X (?) piq" (i)i + X (7) PIq" T+ Xk (7) piq" (

14
<3 (})pia M

i i
bagntisi saglanir. Burada, M = maxXg<j<gx—1 (%) + 1+ maxg<i<g—1 (2) .

t

q

3)

(4)

(5)

)n—i
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O halde |[(A+ B)™xoll*" < (p + Q)™M esitsizligi saglanr ve M, n’ye bagh
degildir. Boylece,

im0 | (4 + B)"xol1M™ <limyyso0 [(p + MMM = p + g
elde edilir. (3), (4) ve (5)'e gore p ve q sayilar1 keyfi secildiginden
r(A+ B) <r(4) +r(B)
esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. ]

Hatirlatma 2.1.3.

_(0 1 _(0 0 . 4 A . . ,.
A= ( 0 O) ve B = ( 1 O) seklinde verilen A ve B matrisleri i¢cin Teorem 2.1.2°in

kosullar1 gegerli degildir. Gergekten, 5°(b) sadece x, = (0,0) i¢in gegerli olup bu durum
5°(a) ile ¢elisir.

Hatirlatma 2.1.4.

Teorem 2.1.2°ye donersek, x, olarak, 6rnegin bir normal koninin bir i¢ elemanini, boyle

bir elemanin var oldugunu Banach uzaylarinda segebiliriz.
Simdi Teorem 2.1.2°nin siirekli fonksiyonlar uzayima bir uygulamasi verilsin.

Ornek 2.1.5.

lull = maxrilu(t)] normu ile [0,T] araligndaki siirekli fonksiyonlarm uzay:

diistiniilstin.

x < vy olarak ifade edilecektir ancak ve ancak her t € [0,T] i¢in x(t) < y(t). A¢ik¢a

goriliir ki bu bagint1 1°-3° kosullarini saglar. Simdi,

A () = Ly [ uls)ds

ve
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(AW (0) = Lyu(H(®))

seklinde tanimli iki operator ele alinsm. Burada, h, H:[0,T] - [0,T] fonksiyonlarinin
stirekli, her t € [0,T] igcin h(H(t)) < h(t) ve L4,L,’ nin pozitif sabitler oldugu kabul

edilsin.

C[0,T] uzayinda negatif olmayan fonksiyonlarin bir K konisi diisiiniilsiin. K konisi

normal ve intK # 0’durr.

xo(t) =1, t € [0,T] olacak sekilde bir x, € intK elemam dikkate alinsin. Teorem

2.1.2’nin 5°(b) kosulunun saglandig: yani,

AZA{AIZ‘xO < A{A’z‘“xo,j =1,2,..,k =0,1, ... bagintisinin saglandig1 gosterilsin.

i i h(H(t) h(t1) h(tj_1
(AZA{A’ng)(t)=L11L§+1fO( )(fo A -9 141, ...)dt1

ve
j h(t) ( ch(ty)  ch(tj_
(A A8+ x0)(0) = Loz [1O (1 L D1t ) dt,
esitliklerinin saglandig1 agiktir.

Her t € [0,T] igin h(H (t)) < h(t) esitsizliginden

i h(H(t) h(ty) h(t;j—
e (PO (e | D144 ) de

i h(t) [ +h(ty) h(tij—
< g 1O (e L ay L aey

elde edilir ki bu AZA{AIZ‘xO < A{A'gﬂxo bagintisinin saglandigimi gosterir.
4° ve 5°(a) kosullarmin saglandigini géstermek kolaydir. Boylece,
r(A; + 4,) <r(Apr +r(4,)

esitsizligi saglanir.
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2.2. Hilbert Uzay Operatérleri icin Spektral Yaricap Esitsizlikleri

Bu kisimda Hilbert uzay operatorlerinin toplamlari, ¢arpimlari ve komiitatorleri igin
birka¢g spektral yaricap esitsizligi ispatlanacaktir. Spektral yarigap i¢in sikistirma
esitsizlikleri de elde edilecektir. Bu bolim (Kittaneh, 2005) c¢alismasi goz Oniinde

bulundurularak hazirlanmistir.

B(H) kompleks bir Hilbert uzayi tizerindeki tiim smirli lineer operatorlerin sinifi
olsun. A € B(H) igin r(A) ve ||A|l, srrayla A’nm spektral yarigapini ve olagan operator

normunu gostersin. Her A € B(H) igin
r(4) < |lAll (6)

oldugu ve A normal operatorler ise esitlik halinin gegerli oldugu iyi bilinmektedir. (6)

esitsizligine ek olarak, spektral yaricapin en 6nemli 6zelligi su sekildedir:
7(A) = limp,_o, [|A™ [/, (7)

Ozel durumda her pozitif n tamsayis1 igin,

r(am = (r@)" ®)
saglanir. Ayrica her A, B € B(H) igin

r(AB) = r(BA) (9)
degisme ozelligi vardir.

(9) ozelligi, AB ve BA operatorlerinin spektrumlarinin ayni sifir olmayan 6gelere

sahip olmasimin dogrudan bir sonucudur.

Spektral yarigap formiilii (7)’den kolayca elde edilir ki A, B € B(H) operatorleri igin
AB = BA 6zelligi saglantyorsa

r(A+B) <r(A)+r(B) (10)
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ve
r(AB) < r(A)r(B) (11)

esitsizlikleri elde edilir.

Diger taraftan, degismeli olmayan A = [8 (1)] ve B = [(1) 8] operatorleri igin

spektral yarigapin ne alt-toplamsal ne de alt-¢arpimsal olmadig goriiliir.

Genel spektral yaricap esitsizligi, (9) ozelligine ve H @ H iizerinde 2x2 operatdr
matrislerine iliskin asagidaki c¢ok faydali lemmaya dayanmaktadir. Bu lemmanin
genellemeleri ve uygulamalar1 i¢in (Hou, vd., 1995; Kittaneh, 2003) eserine ve buradaki

referanslara bakilabilir.

Lemma 2.2.1.
A,B,C,D € B(H) ise,

(e oD =(ica wil a2
bagintis1 saglanir.
Simdi genel spektral yarigap esitsizligini verilebilir.

Teorem 2.2.2.

Ay, A,, B, B, € B(H) ise,

T'(A1B1 + Asz)

< %(IIBlAlll + 1B A2 [l (11B1 A 1l = 11B,4,1D? + 4||B1A2||||BZA1||) (13)
esitsizligi saglanir.

Ispat. A;,A,,B,, B, € B(H) olmak iizere
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r(ABy + A;By) =7 (:AlBl JgAZBZ 8])

A, Az][Bl 0')
L0 o0l[B, O]

[B1 0]1A; Ay . e
B, 0“0 0<>((9) ozelligine gore)

B14; B1A2]>
1B2A1 ByA;

1B, A4l 11B1 Al
IB2A4 1l 11B2A4l

) (Lemma 2.2.1°den)

1
=~ (I1B141ll + 1Bz, Il + / (IB1 A |l = [1B24,1D? + 411B; A, [l B, A4l
2

elde edilir.

Teorem 2.2.2 6zel durumlar olarak birkac¢ spektral yaricap esitsizligi igerir. Bu
esitsizlikler arasinda, operatorlerin toplamlar1 ve komiitatorleri icin spektral yarigap

esitsizlikleri elde edilir. Spektral yarigap igin sikistirma esitsizlikleri de elde edilir.
Sonug 2.2.3.

A, B € B(H) ise,

r(A+B) < %(IIAII + 1Bl + /{14l = IBID? + 4min(||ABI, IIBAII)) (14)
esitsizligi elde edilir.

Ispat. Teorem 2.2.2°de A, = A, A, = B, = I, ve B, = B alinirsa,

r(A+B) < 2(llAll + 181l + /(14T — IBID? + 411BAI|) (15)

esitsizligi elde edilir.
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Simetriklik ve (15)’den

r(A+B) < 2(114ll + 1Bl + (AT IBI)2 + 414BI)  (16)

elde edilir. (15) ve (16)’den ise (14) elde edilir.

(14) esitsizligi ile ilgili pozitif operatorlerin toplamlari i¢in iggen esitsizliginden daha
keskin olan norm esitsizlikleri, (Kittaneh, 2002) c¢alismasinda verilmistir. (14)
esitsizligindeki spektral yaricapin olagan operatér normu ile degistirilemeyecegi

1

_ 1] operatorleri diisiiniilsiin.

belirtilmelidir. Bunu gérmek icin A = [i ﬂ veB=|" .

Bu durumda,

r(4+ B) < (ll4ll + 1BIl +/(IAT = 1BIDZ + 4min([4BI, BAID ) = 2
elde edilir. Ancak
A + Bl = 2v2
oldugu agiktir.

A ve B operatdrlerinin komiitatdriiniin AB — BA operatdrii oldugu hatirlansm. Iyi
bilinen Kleinecke-Shirokov Teoremi, AB — BA komiitatorii A ile yer degisirse r(AB —
BA) = 0 oldugunu soyler. (bkz. 6rn., (Halmos, 1982)). Asagidaki iki sonug, herhangi bir

degisme varsayimi olmaksizin r(AB — BA) i¢in tahminler vermektedir.
Sonug¢ 2.2.4.

A,B € B(H) ise,

r(AB + BA) <2 (11481l + IBAI + J(TABT — IBAID? + 4T4ZMMB21)  (17)

esitsizligi saglanir.
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Ispat. (17) esitsizligi, Teorem 2.2.2°de A, = B, = A, B, = B ve A, = +B almarak elde

edilir.

Sonug 2.2.5.
A,B € B(H) ise,

r(AB  BA) < ||ABIl + / (min(llAllllAB2]), IBII1A2BI)) (18)
ve

r(AB £ BA) < ||BAIl ++/(min(llAllIB2AID, | BIII BAZI) (19)

esitsizlikleri elde edilir.

Ispat. Teorem 2.2.2°de A, = I, A, = B, B; = AB ve B, = +A olarak alinirsa

r(AB £ BA) < ||AB|| + /IIAlllABZ]| (20)
elde edilir. Benzer sekilde, Teorem 2.2.2°de A; = AB, A, = B, B, =1 ve B, = +A olarak
alinirsa

r(AB £ BA) < ||AB|| + /IIBIlIlA%B]| (21)

elde edilir. (18) esitsizligi, (19) ve (20) esitsizliklerinden elde edilir. Esitsizlik (19) ise

simetrik olarak (18)’den elde edilir.

Sonug¢ 2.2.4 veya Sonu¢ 2.2.5 kullanilarak olagan operatdr normunun {niter
degismezligi ve alt-carpimsalligi g6z Oniline alindiginda, spektral yaricap i¢in sikistirma
esitsizliklerini tiiretmek amagli kullanilabilecek asagidaki spektral yarigap esitsizligi elde

edilir.

Sonug 2.2.6.

A,U € B(H) ve U uniter ise,
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(AU £ UA) < |IAIl + 14%|2 (22)
esitsizligi elde edilir.

Eger A,B,C,D € B(H) ise, olagan operatdr normu i¢in sikistirma esitsizlikleri

116 ol =1l Sl @

ve

e =M 3l (24)

seklindedir.

Burada (23) ve (24) esitsizliklerindeki olagan operator normunun spektral yarigap ile
degistirilemeyecegi belirtilmelidir. Bunu gormek igin 7= : _11] operatbriiniin

dikkate alinmasi yeterlidir.
(22) esitsizligi, spektral yarigap i¢in sikistirma esitsizliklerini elde etmemizi saglar.
Teorem 2.2.7.

A B

AB,C,D€B(H)veT = [c ;

] ise,
max(r(4), (D)) < > (ITll + IT2]1*/2) (25)

ve

JrBO) < (Tl + IT2|1/2). (26)

bagntilar1 saglanir.

Ispat. U = [(I) —OI] olsun. Bu halde U, H @ H {izerinde bir iiniter operator olup
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Z[A 0

o _pl=TUusur

ve

2[2 _oB] — TU —UT

seklindedir. Boylece,

2max(r(4),r(D)) = 21‘( 1:)1 g])

=T ([2(;4 _gDD
=r(TU + UT)

< IT|l + lIT?||*/? (Sonug 2.2.6>dan)

ve dolayisiyla
1 2111/2
max(r(4),r(D)) < - (ITIl + IT>[1'/?)
bagntilar elde edilir. Bu, (25) esitsizligini ispatlar.
e e 0 B _ U . o
(26) esitsizligini ispatlamak igin 6nce r ([ c OD = /7(BC) oldugu sdylenilmelidir.

Gergekten de, (8) ve (9) 6zelliklerine gore,

(-2 D) =r(12 B)=r( G =rw

esitligi elde edilir. Boylece,

2/ (BO) = Zr(g g])
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=T ([zoc _SBD

=r(TU — UT)
< ITIl + IIT?||*/? (Sonug 2.2.6’dan)

bagintis1 elde edilir. Bu durumda asagidaki esitsizlik bulunur

Jr@BO) < S (ITIl -+ IT21172).

Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Operatorlerin  carpimlart ig¢in spektral yarigap esitsizligi asagidaki gibi ifade
edilebilir.

Teorem 2.2.8.

A, B € B(H) ise,

r(AB) < i(IIABII + IBAIl + /(1ABIl — IBAID? + 4min(l|AlllIBABID), || Bl IIABAII) (27)
esitsizligi elde edilir.
Ispat. A, B € B(H) i¢in

[2AB 0
LB 0

)

70010 4]) ozetik (9) den)

2r(AB) =r

/N

D (bkz. Problem 71, (Halmos, 1982))

Il
=
~—~

Il
=
~—~

:ABB ABBAAD

Il
=
—~
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< (IIABII IABA||

Lemma 2.2.1’den
Bl |IBAll >( )

= %(”ABII + |IBAIl + /(IIABIl — lIBAID? + 4|IB|I||ABA||),

ve boylece

r(AB) < i(IIABII + IBAll +/(IIABIl — lIBAI)? + 4[1B|| IIABAII) (28)
esitsizligi elde edilir.

Simetriklik ve (9) 6zelligi araciligi ile (28) esitsizliginden

r(AB) < i(IIABII + [IBAll + /(IABI| — lIBAID? + 4|IA||||BAB||) (29)
bagintisi elde edilir.
(27) esitsizligi (28) ve (29) esitsizliklerinden elde edilir.

Son olarak, bu kisimda sunulan spektral yarigap esitsizliklerinin ¢esitli uygulamalar1
oldugu belirtilmelidir. Ornegin, bu spektral yaricap esitsizliklerinden bazilar1 monik
polinomlarin Frobenius eslik matrislerine uygulanarak bu polinomlarin sifirlari i¢in yeni
sinirlar elde etmek miimkiindiir. Ilgili analiz i¢in (Kittaneh, 2003; Kittaneh, 2003)

eserlerine ve buradaki referanslara bakilabilir.
2.3. Pozitif Komiitatorler i¢in Spektral Yaricap Esitsizlikleri

Bu bolimde iki pozitif komiitatif operatoriin spektral yarigapmnin Ozellikleri
incelenecektir. Ozellikle, komiitatdriin yari-nilpotentini ima eden kosullar1 olusturmakla
ilgilenilecektir. Bu kisim (Zima, 2014) c¢alismasi g6z Oniinde bulundurularak

hazirlanmustir.

Iki degismeli smirl lineer operatdriin spektral yarigapinin alt-toplamsal ve alt-

carpimsal oldugu iyi bilinmektedir, yani A,B € B(H) ve AB — BA = 0 ise
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r(A+ B) <r(4) + r(4) (30)
ve

r(AB) < r(A)r(B) (31)
esitsizlikleri saglanir (bkz. 6rnegin (Riesz, vd., 1995)).

(Zima, 1999) eserinde komiitatoérleri AB — BA’nm bir Banach uzaymin normal ve
iiretici konisinde pozitif olan A ve B pozitif operatorleri i¢in de aym sonucglarin gecerli

oldugu kanitlanmistir (ayrica bkz. (Esajan, 1966; Zima, 2005)).
Simdi (Zima, 1999) eserinden bir sonug verilsin.
Teorem 2.3.1. (Zima, 1999)

K, E Banach uzayinda normal ve iireten bir koni olsun. Eger A, B ve AB — BA pozitifse,
(30) ve (31) esitsizlikleri gegerlidir.

Bu kisimda, (Braci¢, vd., 2010) eserinde ortaya konan agik bir problemi tartigmak
icin Teorem 2.3.1 uygulanacaktir. (Braci¢, vd., 2010) eserinde yazarlar Banach kafeslerin
pozitif operatorlerin bir pozitif komiitatoruniin spektrumunun boyutunu incelediler.
Ozellikle, AB — BA'nin yari-nilpotent oldugu, yani r(AB — BA) = 0 oldugu durumla
ilgilendiler. (Braci¢, vd., 2010) eserinin ana sonucu asagidaki teoremdir (bkz. (Braci¢, vd.,
2010), Teorem 2.5.10)).

Teorem 2.3.2. (Bracicé, vd., 2010)

A ve B, bir E Dedekind tam Banach kafesi iizerinde C = AB — BA komiitatorleri pozitif
olacak sekilde iki pozitif kompakt operatdr olsun. O halde C, E’nin kapali smral
ideallerinin {iggensel bir zincirine sahip yari-nilpotent bir operatordiir. Ayrica, C, A ve B
tarafindan tiretilen Banach cebirinin radikaline aittir. Ek olarak, A ve B operatdrlerinden en

az biri indirgenemez ise, bu durumda C = 0 ve dolayisiyla AB = BA’drr.,
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E Banach kafesindeki bir pozitif operatér, E* = {x € E:x = 0} konisini degismez
birakir. Banach kafesleri hakkinda daha fazla ayrinti ig¢in (Schaefer, 1974) eserine
bakilabilir. (Braci¢, vd., 2010)'de belirtilen agik problemlerden biri, Teorem 2.3.2'deki
kompaktlik varsayiminin birakilip birakilamayacagidir. (Drnovsek, 2012) calismasinda
Drnovsek, A veya B operatorlerinden sadece birinin kompakt oldugunu varsaymanin
yeterli oldugunu kanitladi (bkz. (Drnovsek, 2012) ve (Gao, 2012)). Bu kisimm temel
amaci, AB — BAmm yari-nilpotent oldugunu kanitlamak i¢in, s6z konusu operatorlere
herhangi bir kompaktlik kosulu getirilmesi gerekmedigini gostermektir. Ayrica,
literatiirden bilinen bazi sonuglar1 genellestiren ve iyilestiren pozitif operatorlerin
komiitatorlerinin spektral yarigapi igin birka¢ esitsizlik kanitlanmigtir. Bu kisim, pozitif
olmasi gerekmeyen keyfi bir komiitatér ve genellestirilmis bir komiitator durumu

tartisilarak tamamlanacaktir.
Asagida yerel spektral yarigapin bazi 6zelliklerinden yararlanilacaktir.
(A, x) = limy,_q, |A™x||"/" (32)

sayisinin, A’nin x’teki yerel spektral yarigapi olarak adlandirilacagi hatirlansin. Genel
olarak, E’deki birgok vektor i¢in r(4,x), r(A)’ya esittir, (bkz. (Danes, 1987)). Pozitif

operatorler igin Forster ve Nagy (Forster, vd., 1988) asagidaki sonucu vermistir.
Lemma 2.3.3. (Forster, 1988)
K, E’de bir iiretici koni ve A € B(E) pozitif ise

r(4) = max{r(4,x):x € K}

seklindedir.

Ureten bir koninin i¢i bos olabilir (bkz. (Guo, vd., 1988); (Zima, 2005)). Spektral

yarigapin agagidaki monotonluk 6zelligi (Krasnosel’skii, vd., 1972) eserinde bulunabilir.
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Lemma 2.3.4. (Krasnosel’skii, 1972)

K, E’de normal ve lireten bir koni A, B € B(E), B pozitif ve her x € K igin —Bx < Ax <

Bx ise r(A) < r(B) bagmtis1 saglanir.
Lemma 2.3.4'(in dogrudan bir sonucu olarak asagidaki sonug elde edilir.
Sonug¢ 2.3.5.

K, E’de normal ve iireten bir koni A, B € B(E) pozitif operatorler ve her x € K igin

Ax < Bx ise r(A) < r(B) bagmtis1 saglanir.

Yerel spektral yarigapim, r(A) = r(4, x) esitligini ima eden yeterli kosullar da dahil
olmak iizere daha fazla 6zelligi i¢in (Dane$, 1987; Forster, vd.,1988; Forster, vd.,1991;
Laursen, vd., 2000; Schaefer, 1960; Zima, 1999; Zima, 2003; Zima, 2003) ¢alismalarina
bakilabilir.

Bu kisimda pozitif komiitatorlerin spektral yaricapt igin bazi esitsizlikler

olusturacaktir.
Teorem 2.3.6.

K, bir E Banach uzayinda normal ve tiireten bir koni olsun. Eger A, B ve AB — BA

pozitifse,
r(AB — BA) < r(AB) <r(A)r(B) (33)
ve
r(AB + BA) = 2r(AB) (34)
bagintilar1 saglanir.

Ispat. Her x € X icin 0 < (AB — BA)x < ABx bagmtis1 saglanir. K normal ve iiretici bir

koni oldugundan, Sonug 2.3.5 ve Teorem 2.3.1°den
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r(AB — BA) < r(4B) < r(A)r(B)
elde edilir.

Ayrica x € X i¢in 0 < 2BAx < (AB + BA)x < 2ABx bagintis1 saglanir. Sonug
2.3.5%¢ ve iyi bilinen r(AB) = r(BA) esitligine gore (34) elde edilir. |

Aciklama 2.3.7.

Agikga, eger r(AB) =0 veya r(A) =0 veya r(B) =0 ise, 0 zaman AB — BA yari-
nilpotenttir. A veya B’nin kompakt olmasi gerekmedigine dikkat edilsin. Bu, Teorem
2.3.6'nin Teorem 2.3.2°yi kismen genellestirdigi anlamina gelir. Gergekten de, E bir
Banach kafesi ise, 0 zaman E*, E’de iireten ve normal bir konidir. Aslinda, E*, siirekli
E3x— x~ € EY donisiimii altinda {0}’in 6n goriintlisi olarak E’nin kapali bir alt
kiimesidir (bkz. (Schaefer, 1974), Onerme II. 5.2). Ayrica, her x € E i¢gin x = x* — x~ ve

0 < x < yise |x| < |y| olur. Bu, bir kafes normunun tanimi geregi, |[x|| < [|y|| demektir.
Aciklama 2.3.8.

(Drnovsek, vd., 2011) eserinde Drnovsek ve Kandi¢ tarafindan A, B ve AB — BA bir

Banach kafesinde pozitif operatorler ise,
r(AB — BA) < r(A)r(B)
esitsizliginin saglandig1 ispatlandi.
Aciklama 2.3.9.

(Kittaneh, 2006) eserinde Kittaneh, A ve B bir Hilbert uzayinda smirli lineer operatorler ise

1
r(AB+BA) <5 (IIABII + IBAIl +/(I1ABI| + IBAID? + 41|42 IIIIBZII)

esitsizliginin saglandigm ispatladi.
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Her A € B(E) i¢in r(A) < ||A|l oldugundan, Teorem 2.3.6, pozitif komiitatorlii

pozitif operatorler i¢in daha kesin tahminlerin gecerli oldugunu gosterir.

Daha sonra, A ve B iizerine bazi ek varsayimlar altinda daha kesin r(AB — BA)

tahminlerinin elde edilebilecegi gosterilecektir.
Teorem 2.3.10.

Bir E Banach uzayinda normal ve iireten bir K konisine gére A, B ve AB — BA, pozitif

olsunlar. A — D ve BD — DB pozitif olacak sekilde bir D operatorii varsa,
r(AB — BA) < r((A—D)B) < r(A—D)r(B) (35)
esitsizligi saglanir.

Ispat. Her x€K icin 0<(AB—BA)x<[(A—D)B—B(A-D)lx < (A—D)Bx
oldugu agiktir. Boylece Sonug 2.3.5 ve Teorem 2.3.1°den (35) elde edilir. ]

Teorem 2.3.10’a ait bir 0rnek verilsin.
Ornek 2.3.11.

llx|l = max;efo,112(®)| normu ile [0,1] araliginda tiim siirekli fonksiyonlar uzayr C[0,1]

olsun. Bu uzayda,
Ax(®) = (t + 1) [, x(s)ds + (1 — )x(¢) + x(0)
ve
Bx(t) =1 [{ x(s)ds + (1—3¢) x(t)

operatorleri goz oniinde bulundurulsun. Bu durumda,

(4B — BA)x(t) = 2[5 (¢ = 5) [} x(D)dr) ds + f, t(t — $)x(s)ds]
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oldugu kolayca hesaplanabilir.

A, B ve AB—BA’nn K ={x € C[0,1]:x(t) = 0,t € [0,1]} Kkonisine gore pozitif
oldugu incelensin. Dx(t) = (1 — t)x(t) + x(0) olsun. Buradan

(A—D)x() = (¢t + 1) f, x(s)ds
ve
(BD — DB)x(t) = f (t — $)x(s)ds
elde edilir.
D, A — D ve BD — DB pozitif oldugundan, Teorem 2.3.10’dan
r(AB — BA) < r(A - D)r(B)
elde edilir.

Agikga, r(A — D) = 0°dir. Boylece AB — BA yarr-nilpotenttir. Bu durumda, A ve

B’nin kompakt ve yari-nilpotent olmaktan uzak olduguna dikkat edilsin.
Teorem 2.3.12.

A, B ve AB — BA operatérleri bir E Banach uzayinda normal ve lireten bir koniye gore

pozitif olsunlar. A — aB pozitif olacak sekilde bir « > 0 varsa,
r(AB — BA) < —((A— aB)(A + aB)) < —7(A — aB)r(A + aB) (36)
bagintis1 saglanir.

ispat. AB — BA = | .= (A — aB)(4 + aB) — (A + aB)(A — aB)| olduguna dikkat edilsin.
Bu, (A—aB)(A+ aB) — (A + aB)(A — aB)’nn pozitif oldugu anlamina gelir. A — aB
pozitif oldugundan, Sonug 2.3.5 ve Teorem 2.3.1’den (36) elde edilir. ]
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Aciklama 2.3.13.

Teorem 2.3.12°de a =1 alindig1 durum (Kittaneh, 2008)’in bir modifikasyonu olarak
kabul edilebilir. Yani, (Kittaneh, 2008)’de Kittaneh ispatladi ki A ve B bir H Hilbert
uzayinda smirlt lineer operatorler ve A + B, H’deki i¢ carpima gore pozitifse, yani tim

x € H i¢in ((A + B)x,x) = 0 ise
1
IAB — BA|| < EIIA + B|[[|A - B]|

esitsizligi saglanir.

(Kittaneh, 2008) eserinde kullanilan pozitiflik tanimmin bizim kullandigimizdan
farkli olduguna dikkat edilsin. Genel olarak, bu iki pozitiflik kavrami birbiriyle iligkili
degildir. Bunu H = R?’de gostermek icin standart ((x;,x,), (v1,¥2)) = X1y, + XV, i¢
carpim  ve K = {(x;,x,) € H: x{,x; =0} konisi dikkate almsm. Bu durumda
A(xq,x5) = (x1 + x5, —x;) operatorii verilen i¢ ¢arpima gore pozitiftir ve K’ya gore
pozitif degildir. Diger taraftan A(xy,x,) = (x; + x5, x,) operatorii K’ya gore pozitiftir ve
verilen i¢ ¢arpmma gore pozitif degildir. Bununla birlikte, A(xq,x,) = (ax; + bx,, cx; +
dx,), a,b,c,d >0 ve (b+ c)? —4ad < 0 operatdrii ile yukarida bahsedilen pozitiflik

tanimlarinin her ikisini de karsilamaktadir.
Teorem 2.3.14.

Eger A, B ve AB — BA, bir E Banach uzayinda normal ve iireten bir K konisine gore

pozitifse ve A — al ve B — BI pozitif olacak sekilde a, f = 0 sayilar1 varsa
r(AB —BA) < 1((A—al)(B— BI)) < r(A—al)r(B — BI)
bagintis1 dogrudur.

Ispat. AB—BA=(A—-al)(B—BI)— (B—BD(A—al) oldugunu gdzlemlemek
yeterlidir.
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Ornek 2.3.15.

¢ ve P, [0,1] tizerinde siirekli ve negatif olmayan fonksiyonlar ve ¢ azalan bir fonksiyon

olsun. €[0,1] uzayinda a, § > 0 olmak lizere
Ax(t) = fotx(s)ds + ax(t)
ve
Bx(t) = ¢(O)x(t) + P (£)x(0) + Bx(0),
operatorleri verilsin. Buradan,
(AB = BA)x(¢) = [, (p(s) — ¢(®))x(s)ds + x(0) [, p(s)ds
elde edilir. Bu durumda A, B, AB — BA, A — al ve B — I operatorleri
K ={x € C[0,1]:x(¢t) = 0,t € [0,1]}

konisine gore pozitiftir. Teorem 2.3.13’¢ gore, r(AB — BA) < r(A — al)r(B — BI)’dir.
Acik¢a r(A — al) = 0 ve bu nedenle r(AB — BA) = 0 elde edilir.

Bu kisimda, keyfi bir komiitatoriin spektral yarigapi igin, yani pozitif olmasi
gerekmeyen ve genellestirilmis bir komiitatdr i¢in, bazi esitsizlikler tartisilacaktir. Ilk dnce
AB — BA’nin keyfi bir komiitatér oldugu durum ele almsin. AB — BA komiitatoriiniin
spektral yarigapmi tahmin etmek i¢cin Lemma 2.3.4 kullanilabilir. Lemma 2.3.4’den, eger

K normal ve tireten bir koni ve AB — BA her x € K i¢in
—Dx < (AB — BA)x < Dx

bagmtisini saglayan pozitif bir D € B(E) operatorii var ise r(AB — BA) < r(D) esitsizligi

saglanir. Bu durum asagidaki 6rnekle agiklansim.
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Ornek 2.3.16.
C[0,1] uzayinda
Ax(t) = tx(t)

operatorii ve bir

Bx(t) = foﬁx(s)ds

Volterra kompozisyon operatorii diisiiniilsiin. Bu durumda

(4B — BAYx(®) = [ (t — $)x(s)ds
olup AB — BA’nin

K ={x € C[0,1]:x(t) = 0,¢ € C[0,1]}

konisine gore pozitif olmadig1 agiktir. Dx(t) = \/ffoﬁx(s)ds olsun. Bu durumda D, K’ya
gore pozitiftir ve her x € K i¢in

—Dx < (AB — BA)x < Dx

bagmtis1 saglanir. Bu nedenle r(AB — BA) < r(D)’dir. r(D) =§ oldugu gosterilsin.

3
xo(t) = 1icin Dxy(t) = t, D?x,(t) = %ti ve n > 2 igin tiimevarim yoluyla

2(n-2)(n-1);2

$@r=-1)/2" 7t
5...-(2m242n1—1)

D™xy(t) =
xo(t) 2.

elde edilir. Dolayisiyla n > 2 i¢in

2(n-2)(n-1)/2
5e.-(@r24271-1)

D"x,l =
1D™xoll = 5

elde edilir. Acikga, tiim n € N i¢in ||D™x,|| = 0 bulunur.
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" ID™ xoll 2-DW/2. . 5. 11 .- (22 4 271 _ 1)
nosew IDPxoll  noe 200DD/2. 2.5 11 - - (212 + 271 — 1)(2"1 + 21 — 1)
21’1—1 1
= lim Z

noew2n-1 f2n —1 3

oldugunu goéstermek kolaydir. Buradan

ID™ x|
lim sup ||[D™x,||Y" = lim ——
s SUp I ol = i Sp

elde edilir. K, normal ve iiretici bir koni oldugundan ve x,, K’nin i¢ kismma ait

oldugundan,
r(D) = r(D,x,) = lim sup ||D"x,||*/™
n—o0o
elde edilir (bkz. 6rnegin (Krasnosel’skii, vd., 1972; Schaefer, 1960)). Boylece (D) =§
bulunur.

Bu boliim, genellestirilmis bir komiitor igin, yani A,B,I' € B(E) olmak iizere
AI' —I'B  Dbigcimindeki bir operatoriin spektral yaricapr ile ilgili bir sonugla

tamamlanacaktir.
Teorem 2.3.17.

K normal ve iireten bir koni ve A, B,I" € B(E) olsun. I"’nin pozitif bir operator oldugu ve

her x € K i¢in
a; S Ax < apx ve B; < Bx < fBox

olacak sekilde aq,a,,B1,F2 € R sayilarmin mevcut oldugu varsayilsin. Bu durumda
r(AI' = I'B) < ar(I')’dir. Burada @ = max {a, — 81, B, — a;}. Ozellikle, A = B ise

r(AI' = TA) < ar(I') (37)

elde edilir.
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Ispat. Her x € K icin
—al'x < (ay — B)I'x < (Al —TB)x < (a, — B )Ix < alx
oldugu agiktir. O halde Lemma 2.3.4’den (37) elde edilir. ]

AT’ — I'B’nin initer degismez bir normu igin benzer bir sonug¢ (Kittaneh, 2008)’de

bulunabilir.
2.4. Kismi Sirall Banach Uzaylarimin Yerel Spektral Yaricap: Uzerine

X bir Banach uzay1 ve A: X — X lineer sinirli bir operatdr olsun. x € X olmak lizere
r(A) ve r(A,x) srayla A operatoriiniin spektral yaricapmi ve x’teki yerel spektral

yarigapini gostersin. Bilindigi gibi
r(A) = lim ||A™||Y/"
n—-0oo

ve

r(4,x) = lim sup||A™x||*/"

n—-oco

seklinde tanimlidir.

r(A) ve r(4, x)’in 6zelliklerine iliskin baz1 teoremler, 6rnegin (Danes, 1987; Forster,
vd., 1991, Miiller, 1988) makalelerinde bulunabilir. Ozellikle, (Danes, 1987) makalesinde

eger lineer smirli A ve B operatorleri komiitatif ise her x € X i¢in
r(A+ B,x) <r(4,x) + r(B)
ve
r(AB,x) < r(A,x)r(B)

esitsizliklerinin dogru oldugu ispatlandi.
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Komiitatiflik varsayimi karsilanmazsa, yukaridaki esitsizliklerin olmasi gerekmedigi
kolayca gosterilir. Dogal olarak ortaya bu kosulun zayiflatip zayiflatilamayacagi sorusu
¢ikmalidir. Spektral yarigapla ilgili bu tiir sonuglar i¢in (Esayan, 1966; Zima, 1993) eserine
bakilabilir. Bu boliimde, komiitatifligin baska kosullarla degistirildigi durumlarda (4 +
B,x) ve r(AB, x) tahminleri lizerine birka¢ lemma verilecektir. Bu kisim (Zima, 1999)

calismast géz onilinde bulundurularak hazirlanmistir.
Lemma 2.4.1.

K Banach uzaymda normal bir koni olsun, yani tim x,y€X icin
0 <x <y ise |[x|]| < M]ly|l olacak sekilde bir M > 0 vardir, burada <, K tarafindan
verilen kismi sira iligkisini gosterir (bkz. (Krosnoselski, 1972)). Ayrica A, B: X — X lineer

siirlt ve pozitif iki operator olsun. Her x € K i¢cin ABx < BAx ise, her x € K igin
1.7(AB,x) < 1(4,x)r(B),
2.7r(A+B,x) <r(4,x) + r(B)

esitsizlikleri saglanir.

Ispat. 1. A ve B pozitif olduklarindan artan olup A(K), B(K) c K bagmtisi saglanir.
Dolayisiyla her x € K i¢in

(AB)?x = AB(ABx) < AB(BAx) < (BA)?x < B?A%x
elde edilir. Yani, (AB)?x < B?A?x. Benzer sekilde, her n € N ve x € K i¢in
(AB)"x < B"A™x
oldugu ispatlanabilir. Dolayisiyla;
1(AB)" x|l < MIIB™[[llA™ x|
elde edilir ki bu da bize r(AB, x) < r(A, x)r(B) esitsizligini verir.

2.Hern e Nve x € K i¢in;
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(A+Byx < Xk, (7) Bt aix
oldugunu gostermek kolaydir. Sonug olarak,
1A+ BYxll < Mz, () 1B |4t
elde edilir.

Ispatin bir sonraki admm, (Dane§, 1987) veya (Zima, 1993) calismalarinda

verilenlerin bir modifikasyonudur. ]
Hatirlatma 2.4.2.

K bir iiretici koni, yani X = K — K (bkz. (Krosnoselski, 1972)) ise, bu durumda (Danes,
1987) galismasina (bkz. Lemma 2 (Danes, 1987)) gore

r(AB) = max{r(4B,x):x € K}

ve

r(A+ B) = max{r(A+ B,x):x € K}

elde edilir.
Boylece spektral yarigap icin asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 2.4.3.
Lemma 2.4.1’in hipotezleri saglansin. K bir tiretici koni ise, bu durumda
r(AB) < r(A)r(B)ver(A+ B) <r(A) + r(B)
esitsizlikleri saglanir.

Benzer sekilde, uygulamalarda faydali olabilecek asagidaki iki lemma verilebilir.
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Lemma 2.4.4.

K bir normal koni, A, B: X = X operatorleri lineer sinirli pozitif operatorler ve her x € X

icin ABx < cBAx olacak sekilde ¢ > 0 sayis1 var olsun. Bu durumda,
r(AB,x) < cr(BA,x),x € K
esitsizligi saglanir.
Lemma 2.4.5.

K bir normal koni, 4, B: X — X operatorleri lineer siirli pozitif ve her n € N ve x € K i¢in

A"Bx < cBA™x olacak sekilde ¢ > 1 sayis1 var olsun. Bu durumda,
r(AB,x) < cr(4,x)r(B)ver(A+ B,x) < c[r(4,x) + r(B)],x €K

esitsizlikleri saglanir.

2.5. Pozitif Operatorlerin Yerel Spektral Yaricap: Uzerine

Bu boliimde, smirli lineer operatorlerin  yerel spektral yaricaplarinin alt-
toplanabilirligi ve alt-garpilabilirligi i¢in bazi yeter kosullar verilecektir. Bu kisim (Zima,

2003) ¢alismasi goz oniinde bulundurularak hazirlanmistir.

Bu kismm amaci, iki operatoriin toplami ve carpiminin yerel spektral yarigapi
hakkinda bazi teoremler kurmaktir. Literatiirden bilindigi gibi (bkz. (Krasnosel’skii, 1972;
Riesz, vd., 1955)) eger A ve B smirli lineer degismeli operatorler ise, (A + B) < r(4) +
r(B) ve r(AB) < r(A)r(B) bagmtilar1 gerceklenir. (Danes, 1987) eserinde Danes§ yerel
spektral yaricap i¢in benzer esitsizlikleri kanitladi. Kesin olarak, eger A ve B degismeli ise,

her x € X i¢in
r(A+B,x) <r(4,x)+r(B) (38)

ve
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r(AB,x) < r(4,x)r(B) (39)
esitsizliklerinin gerceklendigini gdsterdi.

Komiitatiflik varsayiminin gerekli oldugunu gostermek kolaydir, ancak birka¢ yolla
zayiflatilabilir. Kismi swrali Banach uzaylarindaki operatorlerle ilgili bu tiirden bazi

teoremler (Esayan, 1966; Zima, 1993; Zima, 1999) eserlerinde bulunabilir.
(38) ve (39)’de r(B)’nin (B, x) ile degistirilip degistirilmeyecegini, yani,
r(A+ B,x) <r(4,x) +r(B)
ve
r(AB,x) < r(4,x)r(B)
esitsizliklerinin saglanip saglanmadigini bilmek ilgi ¢ekicidir.

Her x € X i¢in r(4,x) <r(A) ve r(A) =max{r(4,x):x € X} bagntilarinin
saglandigi, X’in yogun bir alt kiimesi tizerinde ise r(A4) = r(4,x) esitliginin gegerli
oldugu hatirlansin (bkz. (Danes, 1987; Laursen, vd., 2000; Miiller, 1988)).

r(A) =r(A,x) esitligini saglayan kosullar i¢in (Forster, vd., 1988; Forster, vd.,
1991) eserine bakilabilir. Bu kisimda yukaridaki esitsizlikleri ima eden kosullarin
r(4,x) <r(A) ve r(B,x) < r(B) durumunda da bulunmas: amaglanmaktadir. Herhangi
bir A ve B i¢in 7(AB) = r(BA) oldugu iyi bilinmektedir. (4B, x), r(BA, x) den farkl

olabileceginden, her ikisi de degerlendirilecektir.
Daha sonraki degerlendirmelerde faydali olacak yerel spektral yarigapin
her x € X ve 1 # 0 i¢in r (4, Ax) = r(4, x), (40)
her x,y € X i¢in (4, x + y) < max{r(4,x),7(4,y)}, (41)

x € X ve k € N icin (4, A*x) = r(4, x). (42)
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ozellikleri dikkate alinsin (bkz. (Danes, 1987)).

Simdi, pozitif operatorlerin yerel spektral yarigapinin alt-toplanabilirligi ve alt
carpilabilirligi tizerine birkag teorem ifade edilip ispatlansin. K'nin bir X Banach uzayinda
normal bir koni oldugu ve A ile B operatdrlerinin sinirli pozitif lineer operatorler oldugu

varsayilsim.
Teorem 2.5.1.
A operatoriiniin uy-iist sinirli oldugu, i = 1,2, ... vej =0,1, 2, ...igin
BA'Biu, < A'BI+1y, (43)
bagintisiin saglandigi kabul edilsin. Bu halde,
r(A+ B,uy) <7r(4,uy) + (B, uy), (44)
7(AB,uy) < (A, uy)r(B,uy) Ve r(BA, uy) < r(4,uy)r(B,uy) (45)
bagintilar1 dogrudur.

Ispat. (Esayan, 1966) eserinde spektral yaricap igin kullanilan ispat ydntemi

kullanilacaktir. A, u,-tst sinirh ve pozitif oldugu igin, her x € K ve her n € N igin
0 < A"x < a(x)A" tu,
olacak bi¢imde a(x) = 0 vardir. Dolayisiyla her x € K igin
1AM | < ya () lA™ u, |
bagintisindan
r(4,x) <7r(4,uy) (46)
esitsizligi elde edilir.

€ > 0ve 8z =r(B,uy) + €/2 olsun. Bu halde
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u=y2,6;"VBiy, (47)
ifadesi iyi tanimhidir. Goriildiigii gibi u € K ve u = 65~ (1o + Bu)’dir. Buradan
Bu < Szu (48)
ve
Uy = dgu (49)
bagintilar1 elde edilir.

(49) bagintismdan r(A4,uy) < r(4,u) esitsizligi elde edilir ve bu esitsizlik (46)

bagintisinda dikkate alinirsa
r(4,u) =r(4,uy) (50)
esitligi bulunur.
Simdi 84 = r(4, u,y) + €/2 alinarak
v=y2,68,aly (51)

serisi tanimlansin. v € K, u < §,v, Av < 6,V Ve uy < 6,65V oldugunu gérmek kolaydir.

Ayrica (43) ve (48) ifadelerinden
Bv =326, " YBAu < 32,6,V ABu < 32,6, VAU = b5v
bagintis1 elde edilir. Boylece,
(A4 B)ug < §,65(A+ B)v < 6,65(6,+65)%v,
(A+ B)?uy < 6,65(8,4+85)(A+ B)v < §,65(8,+65)*v
bagintilar1 bulunur. Sonug olarak her n € N i¢in

(A+ B)"ug < 8,65(64 + 6)"v
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esitsizligi elde edilir. Buradan,
ICA + B)"uoll < ¥8465(84+85)" Il
olup
r(A+ B,uy) < 6,465
bagintist bulunur.

€ > 0 keyfi oldugundan (44) bagintis1 elde edilir. (45)’1 kanitlamak icin ABv <
6,0V Ve ABv,y < 6,65V oldugu dikkate alinsin. O halde her n € N i¢in

(AB)"ug < (846)"v
elde edilir. Dolayisiyla,
I(AB)™ uo |l < y (840" IVl

olur ki bu da r(AB,uy) < 6,05 esitsizligini verir. Son esitsizlik acik¢a 7(AB,uy) <
r(A,uy)r (B, ugy) oldugunu gosterir. Benzer sekilde (BA)"u, < y(8,65)™v bagintisinin ve
sonug olarak (45) esitsizliginin gegerli oldugu goriilebilir. Boylece, Teorem 2.5.1'in ispati

tamamlanmis olur.

Burada her AB = BA veya x € K i¢in BAx < ABx ise (43) varsayiminin yerine
getirildigini belirtmekte fayda var.

Ornek 2.5.2.

X = ¢y kiimesi ||x|| = sup;|x;| supremum normu ile sifira yakinsak tiim reel dizilerin
L

Banach uzayi, u, = {f} ve K = {x € ¢y:x = tuy, t = 0} olsun. Bu durumda K, c,’da

normal bir konidir. x € ¢y, x = {x;} i¢in Ax = (x,,x3,%4,...) V& Bx = %(xg,x4,x5, o)
operatorleri dikkate almsim. A ve B operatorlerinin Teorem 2.5.1'in hipotezlerini sagladig1

goriiliir. Ozellikle, B = %AZ oldugundan (43) bagintis1 saglanmaktadir. Ayrica, eger x € K
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ise, t = 0 olmak iizere x = tu,’dir. Dolayisiyla Ax = tAu, = ituo elde edilir ki bu A’nin
ug-tstten sinirl oldugu anlamma gelir. (4, uy) = i ve r(B,uy) = 312 oldugundan, Teorem
2.5.1 kullanilarak (A + B, u,) < 3% ve 7(AB,uy) < é elde edilir. Bu durumda, r(4) =

1ver(B) = % olduguna dikkat edilsin.

Teorem 2.5.3.
Aug <r(4,up)ug, i =1,2,...vej=1,2,..1i¢in
BA'BIuy, = A'B/*1u, (52)

olacak sekilde bir uy, € K oldugu kabul edilsin. Bu durumda (44) ve (45) esitsizlikleri

saglanir.

Ispat. ik once, tim n € N i¢in A™uy < [r(4,ue]™u, oldugu ifade edilsin. (47) ile

tanimlanan u elemani igin
Aru = 32 6.V BLAM, < [r(4, up)™u

bagmtist elde edilir. Bu r(A4,u) < r(4,uy) esitsizligini verir. Sonug olarak, r(4,u) =

(A, uy) elde edilir. ispatin geri kalan1 daha 6nce oldugu gibi yapilabilir.
Teorem 2.5.4.
Uo € K i¢in (43) bagmtisinin saglandigi ve
Buy < r(B,ug)ug (53)
oldugu kabul edilsin. O halde (44) ve (45) esitsizlikleri gecerlidir.
Ispat (53) bagmtisindan her i € N igin

Blu, < [r(B, ug)]'u
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bagintis1 elde edilir. Boylece (47) ile tanimlanan u igin
u < Y206 VB, uliuy = Suo

bagmtis1 bulunur. Bu ise 7(4,u) < 7r(4,u,) esitsizligini verir. Ispatin devam Teorem

2.5.171n ispatina benzer sekilde yapilabilir.
Ornek 2.5.5.

X=cy ve K={x€cy:x;=0,i €N} olsun. Agikca K, c,’da normal bir konidir.
Ax = {x3,%4,%s, ... } V& Bx = {x, + x3,2%3, 2%, ...} olarak tanimlansm. uy = {1/3'} i¢in
r(4,uy) = g ve r(B,uy) = § elde edilir. Buy, < r(B,uy)u, oldugu agiktir. Ayrica

i=1,2..vej =12, ..icn

BA'BIug = 2/ (555 + o7 2 )

3j+2i+2 | gj+2i+3 7 3j+2i+3 gj+2it+e”’

ve

ATBI Mg = 27 (S + S S )

3j+2i+2 | 3j+2i+37 gj+2i+37 """

esitlikleri elde edilir.

Boylece (43)’'nin dogru oldugu goriiliir. Teorem 2.5.4°den r(A4 + B,u,) Sg ve

r(AB,uy) < 22—7 elde edilir. Burada, (4) = 1 ve r(B) = 2 olduguna dikkat edilsin.
Teorem 2.5.6.
Eger (52) saglaniyor ve
B¥*lu, < r(B,uy)B*u, (54)
olacak sekilde bir k € N varsa, bu halde (44) ve (45) gecerlidir.

Ispat. (47) ile tanimlanan u igin (54) bagmtismdan
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u =Yk 6;VBlu, + X0 855 KD pltiy

< ¥k 85 P Bluy + 22 8, KTV [ (B, ug) By,
=Yk 6, VB, + 2 55 %V r(B, ug) Bru,
oldugu elde edilir.
vy = 2heo 85 TV Blug + 265V (B, uo) Brug (55)
olsun. Her i, n € N i¢in A"B'u, = B‘A™u, oldugundan,
(4, Biug) < r(4,up)
ede edilir.

Boylece (40) ve (41) bagintilarindan (4, vy) < r(4,u,) elde edilir. Ayrica u < v,
olmas1 r(A4,u) < r(A,v,) anlamna gelir. Bu nedenle (4, u) < r(A4, uy) olup ispatin geri

kalan1 benzer sekilde yapilabilir. ]
Teorem 2.5.7.

(43), (54) bagmtilar1 ve Bu, < Au, bagintisi saglaniyorsa (44) ve (45) esitsizlikleri
gecerlidir.

Ispat. (43) ve (54)’ye gore u < v, oldugunu gozlemlemek yeterlidir, burada u ve v,
sirastyla (47) ve (55) ile tanimlanir. Buy, < Au, oldugundan, (43)’den her i € N i¢in

Biu, < Alu, elde edilir. Boylece,
vo < 2K, SE(HI)Ain + 25;('”1)1”(& ug)A*u,

bulunur.
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(40)-(42) bagmtilarindan (4, vy) < r(4,uy) elde edilir. Teorem 2.5.6’nin ispatinda
oldugu gibi, bu r(A4,u) < r(4,uy) esitsizligini verir. Teorem 2.5.1'in ispatindakiyle ayni

tip analiz sonucu belirler.
Ornek 2.5.8.

co uzayinda K ={x € ¢y : x; = 0,i € N} konisini, Ax = {x, + x3,x3,%4,...} Ve Bx =

. . 11
{x3,x4,%s5,...} operatorleri ve u, = (O’E’Z

,é, ...) elemani gbéz Oniine almsin. (43)
bagintisini saglayan her x € K igin BAx = {x,, X5, X¢, ... } V& ABx = {x, + X5, X5, Xg, ... }
olup BAx < ABx  bagmtis1 bulunur. Ayrica, 7(4,u,) = %, r(B,uy) = i, B?u, <
r(B,ug)Buy, ve Bu, < Au, oldugu goriiliir. Teorem 2.5.7°den r(A + B, u,) S% ve

r(AB,up) < ; esitsizlikleri elde edilir.

Son olarak, uy’m (44)’de r(A+ B,uy) =r(A+ B,x), r(4,uy) =r(4,x) ve
r(B,uy) = r(B,x) olacak bi¢cimde herhangi bir x € X ile degistirilebilecegi goriiliir.
Benzer bir sonug (45) icin de gecerlidir. Ozellikle, (40)’den x = Au,, A € R icin (44) ve
(45) esitsizlikleri saglanir.

Sonug 2.5.9.

Teorem 2.5.1'in hipotezleri altinda, sirasiyla (44) ve (45) ile tanimlanan u ve v igin (47) ve
(51) gecerlidir.

Ispat. (49)’den, A’nmn u-iist sinrh oldugu ortaya ¢ikar. (43)’de u, yerine u yazlsin.
Boylece, Teorem 2.5.1'e gore, (44) ve (45) esitsizlikleri u igin gegerlidir. Benzer sekilde v
icin de (44) ve (45) esitsizliklerinin dogru oldugu goriiliir.

Aciklama 2.5.10.

(44) ve (45) esitsizlikleri (47) ve (51)'in herhangi bir kismi toplam serileri i¢in de saglanir.
Benzer sonuglarin Teorem 2.5.3-2.5.7°de tiiretilebilecegi agiktir. Ayrica, eger (43) bagintisi

saglanirsa
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(A + B,uy) < r(A) + (B, uy),
r(AB,uy) < r(A)r(B,uy) ,

ve
r(BA,uy) < r(A)r(B,uy)

esitsizlikleri gegerlidir.
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3. SONUCLAR

Bu tez caligmasindan asagidaki sonuclar elde edilmistir:

1. Banach uzaylarinda tanimli sinrli lineer operatorlerin toplamlarmin spektral
yarigapi lizerine bir teoremden bahsedilmistir.

2. Hilbert uzay operatorlerinin toplamlari, ¢arpimlari ve komiitatorleri igin spektral
yaricap esitsizlikleri verilmistir.

3. Banach uzaylarinda tanimli iki pozitif komiitatif operatoriin komiitatoriiniin yari-
nilpotentligini ima eden kosullardan bahsedilmistir.

4. Banach uzaymda tanimli smirli lineer operatorlerin toplamlarmin ve ¢arpimlarmin
yerel spektral yaricapi ile ilgili esitsizlikler verilmistir.

5. Banach uzaylarinda tanimli siirl lineer operatorlerin yerel spektral yaricaplarinin

alt-toplanabilirligi ve alt-¢arpilabilirligi i¢in baz1 yeter kosullar verilmistir.
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4. ONERILER

Sinirli lineer operatdrlerin direk toplamlarinin ve tensdr carpimlarinin spektral
yarigaplari ile ilgili esitsizlikler incelenebilir.

p-spektral yarigap ile ilgili esitsizlikler inceleme konusu olabilir.

Graftlarin spektral yarigapi ile ilgili esitsizlikler incelenebilir.

. Nimerik yarigap ile ilgili esitsizlikler incelenebilir.
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