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L=L;®L; , Y"Z = & olmak tzere sonlu X = YUZ kiimesi tarafindan

dogrulan bir Lie siipercebiri olsun. L, , L nin alt merkezi serisinin n-inci terimi
olmak iizere By =L / Ly+1 X kiimesi iizerinde n-inci dereceden serbest nilpotent Lie
siipercebiridir. Bu galiymada 5-inci dereceden bir serbest nilpotent Lie siipercebirinin
bazlani ve boyutlari belirlenmigtir. Ayrica, Y = @ ve |Z] > 1 6zel durumu
incelenmis ve serbest nilpotent Lie siipercebiri igin bazi genel sonuglar elde
edilmistir. Caliymamn son bélimiinde, bir serbest nilpotent Lie siipercebirinin alt
cebir olarak serbest nilpotent olan ideallerinin ya abelyen veya cebirin kendisi oldugu
gosterilmigtir.
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Let L=L; ®L; be a free Lie superalgebra on a finite set X = YUZ where Y

and Z are disjoint. If L, denotes the n-th term of the lower central series of L then B,
= L / Ly is the free nilpotent Lie superalgebra of class n on the generating set X. In
this thesis, bases and dimensions of free nilpotent Lie superalgebra of class 5 are
determined. In addition, some general results are obtained for free nilpotent Lie
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1. GIRIS

Sonlu dogurayli serbest nilpotent Lie cebirlerinin baz ve boyutlan
belirlenmigtir. F , k cismi {izerinde bir serbest Lie cebiri , F, , F nin alt merkezi serisinin
p-inci terimi olsun. Bu durumda , B, =F/F,., , X dogurucu kiimesi tizerinde n-inci
dereceden bir serbest nilpotent Lie cebiridir. X kiimesi sonlu ise B, , k cismi tizerinde

vektor uzayr olarak sonlu boyutludur. B, nin boyutu sadece n ve X kiimesinin
kardinalitesine baghdir.

Eger |[X|=a <o isep:N—> {-1,0, 1} Mobiiis fonksiyonu olmak iizere
(Bourbaki , 1968) de

dimFi /Firl = (1/i) L(d)a?d
d

dbdleri
seklindedir.

Serbest nilpotent Lie stipercebirlerinin baz ve boyutlaninin kolayhkla elde
edilebilecegi bir formiil yoktur. Boral (1995) tarafindan n < 4 dereceden serbest
nilpotent Lie stipercebirlerinin baz ve boyutlan belirlenmistir.

Serbest nilpotent Lie cebirlerinin ideallerini Boral ( 1985) incelemis ve bir
serbest nilpotent Lie cebirde , serbest nilpotent alt cebir olan ideallerin ,serbest abelyen
ya da cebirin kendisi oldugu sonucunu elde etmistir.

Tezin birinci béltimiinde temel tamm ve teoremlere yer verilmigtir.

Ikinci bolimde , 5-inci dereceden serbest nilpotent Lie siipercebirlerinin baz ve
boyutlar elde edilmistir. X=Y\Z siipercebirin serbest doguraylar kiimesi olmak tizere

=, |Z|>1 6zel durumu incelenerek bazi genel sonuglar elde edilmigtir.

Ugiincii boliimde , serbest nilpotent Lie siipercebirlerinin idealleri incelenmig

ve bir L serbest nilpotent Lie siipercebirinin, altcebir olarak serbest nilpotent olan bir S
idealinin ya serbest abelyen ya da stipercebire esit oldugu gosterilmistir.

1.1 Lie Cebirleri ve Idealler
Tamum 1.1.1: L, k cismi iizerinde bir vekt6ér uzay: olsun. L tizerinde her x,y €

L igin, (x,y) ikilisine [x,y] elemanina kargilik getiren ve agagidaki kosullan saglayan bir
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¢arpim tanimlanmg olsun:
i) Herx € Ligin [x,x]=0 (Antisimetri 6zelligi)
i) Herx)y,z € Lve o, € kigin
+ = +
[(X.X By: Z] a[x’ Z] B[y’ Z] . (Blhneerlik akSlyomU)
[x.ay +Bz]= alx, y]+Blx,]
iii) Her xy,z € L igin
[x,[y,2]1Hy. [z.x]Hz [x,y]1=0 (Jacobi 6zdesligi)

Bu kosullan saglayan [x,y] ¢arpimina bir Lie ¢arpimu (komutatérii), L ye de bu
carpimla birlikte bir Lie cebiri denir.

L nin boyutu , L nin k cismi iizerinde vekt6r uzay1 olarak boyutudur. Boyutu 1
olan Lie cebirleri abelyendirler.1-boyutlu bir tane Lie cebiri , 2-boyutlu sadece 2 tane
izomorfik olmayan Lie cebiri vardir. Ayrica, Jacobi 6zdesliginden dolay , Lie cebirleri
birlegmeli degildir.

L Lie cebiri, k cismi tizerinde bir vektor uzay: olup B , L nin bos olmayan bir
alt kiimesi ise B nin elemanlarinin tiim lineer kombinasyonlarim igeren kiime , B nin
lineer geren kiimesi olup bu kiimeyi Sp(B) ile gosterecegiz.

Tamm 1.1.2: L bir Lie cebiri ve B, L nin alt uzay1 olsun. Eger B, L deki Lie
¢arpimu altinda kapahi ise B ye L nin altcebiri denir ve B < L ile gosterilir.

Tamm 1.1.3: L bir Lie cebiri ve I da L nin bir alt cebiri olsun. Eger [I,L]c I
kosulu saglanyorsa I ya L nin bir ideali denir ve I < L gosterimi kullambir.

Tamm 1.1.1 in i kismundan, x,y € L ise

[xty, x+y]=0 *)
ve bilineerlik aksiyomundan da
[xy}= -[yx]

elde edilir. M , L nin bir ideali iss [M L] cL dirve (*)dan [L M] c M elde
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edilir. Boylece sag ve sol idealler arasinda fark yoktur.

Tamm 1.1.4 : L , k cismi {izerinde bir Lie cebiri ve M« L olsun. L / M bélim
cebiri
L/M={M+x:xel}

seklinde tammlamir. L de toplama degismeli oldugundanM +x=x+M dir. L /M
de toplama ve ¢arpma agagidaki gekilde tammlanir.

xtM ve y+tM € L /M olmak iizere
(M)Hy+M) = (x+y)yM
M, y+M] =[xy][+M
dir. Bu islemler yalmz, M « L oldugu zaman iyi tammhdir. Agikca s L/M her ik
isleme gore de kapalidir ve M, L/M de bir sifir elemam olmak iizere
(xtM)(x+M) =M
dir. L / M de Jacobi 6zdesliginin elde edilebilecegi agiktir. Boylece L/M bir Lie
cebiridir.

Tamm 1.1.5: L ,M aym k cismi tizerinde iki Lie cebiri olsunlar.

a:L—>M ve x,y € L olmak tizere
a(xy]) =[aE) a@)]

seklinde tammlanan bir déniigiim ise o ya bir Lie cebir homomorfizmi denir.

Eger bu doniigiim bire-bir ve 6rten ise 0 zaman izomorfizm ve eger a: L —> L
ye bir izomorfizm ise 0 zaman da o ya bir otomorfizm ad1 verilir.

Genel homomorfizm teoremleri , Lie cebir homomorfizleri i¢in de gegerlidir.
Asagidaki teoremin ispatt (Stewart,1970) de verilmistir.

Teorem 1.1.1 : L ve M aym k cismi {izerinde iki Lie cebiri, o : L - M bir
homomorfizm ve Kernel(a) , o nn ¢ekirdegi olsun. Bu durumda asagidakiler
dogrudur.

i) a(L) <M ; Kernel (o) « L ve L/Kernel (o) =a(L)
ii)Eger HK<L ve KaH ise LK)/HK)=L/H
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i) H< K,K <L ise Ha (H+K), H~K < K ve (H+K) /K = H/H~K
iv)¢: L > L/H dogal doniigim , H < L olmak tizere L nin H ve L
arasindaki idealleri ile L /H ninidealleri arasinda bir bire-bir egleme saglar.

1.2 Serbest Lie Cebirleri

Tanmm 1.2.1 : X bosg olmayan bir kiime , F bir Lie cebiri , i :X — F bir
doniigim olsun. Eger herhengi bir B Lie cebiri ve her o : X > B doniigiimi  igin
o = Bi olacak gekilde bir  : F — B Lie homomorfizmi varsa (F,i) ikilisine X

tizerinde bir serbest Lie cebiri denir ve

X i » F
B

o = Pi olup diyagram degismelidir.

Bir X kiimesi iizerinde bir serbest Lie cebirini agagidaki gibi kurariz: Her n
pozitif tamsayis1 i¢in X, kiimesini

X, =X
X, =XxX

%, =T 0% x%,.,)

seklinde tanimlayalim. M(X)=U X, olsun. Her a,b e M(X) igin aeX,, be X,
ve (ab) e (X,xXy) olacak sekilde pileq saylan vardir. n=p+tq olsun.
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O zaman (3,b) € (X;xX4yp) olur. (a,b) nin X, xX, , —»X; kanonik injeksiyonu
altindaki goriintistini ab ile gosterelim. Boylece her a, be M(X) igin (ab)
garpimim tammlayabiliriz . aeX,, olacak sekildeki p pozitif tamsayismna a nn
uzunlugu denir ve u(a) ile gosterilir. Bu tamma gore uzunlugu 1 olan elemanlar
X in elemanlandir. Uzunlugu > 2  olan elemanlar a ve b nin uzunluu ¢ den
kiiciik olmak lizere, ¢ =ab geklindedir. Simdi k cismi iizerinde M(X) baz ile bir
vektor uzayr kuralm. M(X) deki ¢arpimi bu vektér uzayimin tiimiine lineer olarak
genigletelim. Boylece k 1iizerinde birlesmeli olmayan bir serbest cebir elde etmis
oluruz. Bu cebire N(X) diyelim. N(X) cebiri, M(X) baz ile birlesmeli olmayan
carpma iglemiyle birlikte bir k- modiil olur. N(X) iginde ,

Q(a)y=(aa) ve J(a,b,c)=((ab)c)H((ca)b)+((bc)a)
seklindeki elemanlar tarafindan dogrulan ideal A olsun. Bu durumda

N(X) / A=FX)=X)

boliim cebiri X tizerindeki serbest Lie cebiridir.

Teorem 1.2.1 : 1 : N(X) —> F(X) kanonik déniigiimii ve n nin X e
kisitlamgina ¢ diyelim. L bir Lie cebiri olmak iizere her f: X —> L doniigiimii igin

f=g¢ olacak sekilde g:F(X)—> L bir tek Lie homomorfizmi vardir.

Bu teoremin ispat1 (Bourbaki, 1972) te verilmigtir.

Tanim 1.2.2 : L bir Lie cebiri, A= { a;:i € I } kiimesi L nin elemanlarmn bir
ailesi olsun. F(I) da I iizerinde bir serbest Lie cebiri olsun. Eger o : i —>»a; olacak

sekildle F(I) dan L igine bir o- Lie homomorfizmi varsa ve o Ortenise A
kiimesine L nin dogurucu kiimesi denir. Eer ¢ bire-bir ve 6rtenise A ya L nin

serbest doguraylar kiimesi denir. A kiimesi sonlu ise , L ye sonlu dogrulmustur
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denir. F nin dogurucu kiimesinin eleman sayisina F nin ranki denir.

Tamm 1.2.3 : Y , F nin sonlu bir alt kiimesi olsun. Bu durumda asagidakilere
elemanter Lie transformasyonlan denir.

i) Singiiler olmayan bir lineer transformasyonu Y nin elemanlarina uygulamak

i) Bir ye Y elemanimi y+f{(y; ... ym) ile degistirmek.

(Burada f ifadesi Y nin,y den farkli elemanlarindan olusan ifade )

Teorem 1.2.2 : F | sonlu bir X kiimesi iizerinde serbest Lie cebiri olsun.O
zaman F nin her otomorfizmini X e ard arda elementer Lie donigiimlerinin
uygulanmasi ile elde edilir.

Bu teoremin ispat1 (Cohn, 1969) te verilmigtir.

Daha 6nce tammlanan M(X) kiimesi , birlesmeli olmayan N(X) cebirinin
vektor uzayr olarak bazidir. Fakat F(X)= N(X)/ A olup F(X) i¢cinde M(X) lineer
bagimsiz degildir. Ciinkii a,b € M(X) i¢in (ab) ve (ba) seklindeki elemanlar N(X)
i¢inde lineer bagimsiz olmalarma ragmen , F(X) icinde lineer bagimhdirlar. O halde
M(X) kimesi, F(X) i¢inde bir baz olamaz.

Simdi serbest Lie cebirlerinde 6nemli bir yeri olan Hall bazi ingasim inceleyelim.

1.3. Hall baz

Simdi F(X) kiimesini vektor uzay: olarak diigiiniip bir baz kiimesi kuracagiz.
M'X) , M(X) de n-uzunluklu elemanlarin meydana getirdigi kiime olsun
Burada M'(X)=X dir.

Tamm 1.3.1 : Bir Hc M(X) Hall kiimesi agagidaki gibi tanimlanir.
i) H;=Xc H ve H ya keyfi bir siralama verilmigtir.
i) H=H MXX),xy €X ve x<y olacak sekilde (xy) elemanlarim
igerir.
iti) Hy , ... , Hyq tammlanmig ve uzunluklan koruyan bir siralama verilmig

olsun. O zaman
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n-1
Hn M(X)={ a(bc) : ab,cabe |J Hn MX)), lsk<n-1,a>b<c,a<be }
k=1

ve

H= Ul (H A M(X))

olsun. Kisa olmasi bakimindan H,= H~M"(X) yazarsak,

H={JH,

n=1
kiimesine X iizerinde bir Hall kiimesi denir.

Ispatim (Bourbaki, 1975) te bulabilecegimiz agagidaki teorem serbest Lie

cebirlerinin bir bazim belirler.

Teorem 1.3.1 : F bir X kiimesi lizerinde serbest Lie cebiri olsun. X iizerinde
kurulan Hall kiimesi F nin bir baz:dir.
Bundan boyle , Hall kiimesindeki siralama agagidaki gibi olacaktr:
i) X, keyfi olarak siralanmis olsun.
i) u,veH ve u=uju;, v=v;v» geklinde iki eleman olsun. Eger, uzunluk(u)
<uzunluk(v) ise u<v dir. Uzunluk(u)=uzunluki(v) ise u<v <& u,<v, veya uy=v,
iken u;<v; olmalidir.

Ornek 1.3.1 : X={abc} olsun. X kimesi tizerinde bir Hall kiimesinin
uzunlufu <4 olan elemanlarim belirleyelim :
H=X ve srralamamiz a<b<c olsun.
H,= {ab,ac,bc} ve srralamamiz = ab<ac<bc olsun.

H;= {a(ab), b(ab), c(ab), a(ac), b(ac), c(ac), b(bc), c(bc)} Bunlarda
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sirali yazilmgtir.
Hy= {a(a(ab)), b(a(ab)), c(a(ab)), b(b(ab)), c(b(ab)), c(c(ab)), a(a(ac)),
b(a(ac)), c(a(ac)), bib(ac)), c(b(ac)), c(c(ac)), bb(be)), e(bbe)), c(e(be)), (ab)(ac),

(ab)(bc), (ac)(be)}
Sonlu bir X kiimesi verildigi zaman H, deki eleman sayis1 X deki eleman sayisi

cinsinden belirlenmisgtir.
Tammm 1.3.2 : N, pozitif tamsayilar kiimesi olsun. u : N —> {-1,01} olan

Mobius fonksiyonu agagidaki gibi tanimlamr.

[0, n sayist bir asal saymn karesi ile boliinebiliyorsa
u(n)={ I,n=1ise
L(-1)¥, n, bir asal saymn karesine béliinemiyorsa ve n=py,...,px n nin asal
carpanlan ise

Ornek 1.3.2: p(1) =1, p2)= -1, pB)=-1, u@)=0, p)=-1, w6)=6, ...

Teorem 1.3.2 : X herhangi bir kiime ve |X|=r olsun.H , X kiimesi iizerinde
inga edilen Hall kiimesi ise H, deki elemanlarin sayisi, u Mobiiis fonksiyonu olmak
lizere asagidaki formiil ile bulunur:

[H,|=1/n ¥ pd)r*/?
d

dbslern

dir. Ispat1 (Bourbaki , 1972) de verilmistir.

Ornek 1.3.3 : X={ab,c} ve |[X|=3 tirr.Bu durumda
|H,|=3
[Ha[=3
[Hs|=8
[Haf=18
[Hs[=48
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ve H, nin elemanlarinin sayis1 da

1/n Y u(d)3™¢
d

d bdler n

ile bulunur.

X={a}, |X|=1 ise (aa)=0 olacag icin X bir baz kiimesidir, yani X tarafindan
dogrulan cebir 1 boyutludur. Ancak bu durumda , bu tezdeki sonuglanin ¢ogu asikar
olacaktir. Bu nedenle X dogurucu kiimesi iizerinde bir serbest Lie cebirini incelerken
|X|>2 olarak digiinecegiz.

F, serbest dogurucu kiimesi X olan bir serbest Lie cebiri , H da X iizerinde bir

Hall baz1 olsun. Bu durumda F nin kendisine izomorfik olan 6z alt cebirleri vardir.

Ornek 1.34: X |=n, [X|>2 ve F, X iizerinde serbest Lie cebiri ve H da F
nin Hall baz1 olsun. Bu durumda her biri=1,2,3,... olani lerigin [Hj >n dir. H,
de {h;,hy,...,h.} ile gosterilen herhangi n tane elemam alalim. Eger X={x1,X»,...,Xa}

ise
0:x,—>h

donigtimii bir izomorfizme genisletilebilir.

Gergekte verilen bir m>1 pozitif tamsayist i¢in F nin m rankh bir altcebiri
vardir. Ciinkii , her bir m i¢in |H,| >m olacak gekilde bir v tamsayis1 vardir. Daha
sonra gérecegimiz gibi H, nin elemanlan serbest sekilde bir F bir serbest Lie cebiri
dogurur.

1.4 Alt Merkezi Seriler ve Nilpotent Lie Cebirleri

Tamm 1.4.1 : L,k cismi iizerinde bir Lie cebiri olsun.L nin {L,} alt merkezi
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serisi agagidaki gibi tammlanur :
L;=L
Lo = (LLy)
Eger bir q €Z tamsayis1 igin Ly, # {0} fakat L, = {0} oluyorsa L ye g-
uncu dereceden nilpotent Lie cebiri denir.
Eger q=2 ise L abelyendir. Yani (LL)=0 dir. L nin alt merkezi

serisinin terimleri;
Llnd Lpg<g...al,9Ll; =L

olacak sekilde idealler zinciri meydana getirir. Bu durumda L,/ L., ve L /L,
faktorlerinden bahsedebiliriz. Jacobi 6zdegliginden

(Luls) © Luva
olur.
L bir nilpotent lie cebiri ise L nin her alt cebiri de nilpotenttir. Alt cebirin
nilpotentlik derecesi orijinal cebirin (yani L nin) nilpotentlik derecesinden kiigiik veya
egittir. Lie cebirler i¢in agagidaki teoremlerin ispatlan (Ward,1964) te verilmistir.

Teorem 1.4.1 : F , k cismi {izerinde bir Lie cebiri v¢e H da F i¢in Hall baz1

olsun. Bir feF igin
f=3ah, (modF,)
i=1

seklindedir, dyle ki auek , hheHyUH,L ... Hyy  dir.
Tamm 1.4.2 : L, X {izerinde bir Lie cebiri olsun. Eger bir n pozitif tamsayisi
icin L = F / Foey  olacak gekilde X iizerinde bir F serbest Lie cebiri varsa L ye n-

inci dereceden serbest nilpotent Lie cebiri denir.

Teorem 1.4.2 : L, k cismi tizerinde bir serbest Lie cebiri , H de L nin bir Hall

10
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bazi olsun. Bu durumda L,/L,. serbest abelyen Lie cebirdir ve H de n-uzunlukiu
elemanlar bu cebirin bir bazim olugturur.

Teorem 1.4.3: L=F /F, serbest nilpotent Lie cebiri ve¢ H de F nin bir Hall
bazi olsun. H nin uzunlufu n den daha kiigiik olan elemanlari , L nin bir bazim
meydana getirir, yani

HiVHL ... UHp
L nin bir bazidir. Bir serbest Lie cebirinde >n uzunluklu elemanlar tarafindan dogrulan
ideal R ise , F/R bir serbest nilpotent Lie cebirdir.

1.5 Bir Serbest Lie Cebirinin Alt Merkezi Serisinin Terimleri I¢in Serbest
Dogurucular

F, bir k cismi {izerinde serbest Lie cebiri olsun. F nin , Fy, alt cebirleri vektor
uzay1 olarak sonlu boyutlu degildirler ( |X|=1 durumu harig) .

Alt merkezi serinin terimleri igin serbest doguray bulma problemi Gruenberg
(1957) tarafindan gruplar teorisinde ¢6ziildii. Sonra benzer bir sonug Lie halkalar igin
elde edildi (Witt,1956). F nin bir serbest Lie cebiri olmast durumunda F, nin bir
serbest dogurucu kiimesi A.L.Smelkin (1963) tarafindan belirlenmigtir. Gruplar ve
halkalar i¢in bu konudaki daha detayh sonuglar (Ward,1973) te verilmigtir.

Simdi , F, nin bir serbest dogurucu kiimesini inga edecegiz.

F,bir X kiimesi lizerinde serbest Lie cebiri , H, F i¢in bir Hall baz1 ve H, de
H de n uzunluklu elemanlarin kiimesi olsun. Bu durumda agagidaki sonug
(Smel'kin,1963) de ispatlanmgtir.

Teorem 1.5.1 : C,={x=2,2; : a;,az€H, uzunluk(x)>m ; xeH , uzunluk(a;)<m}
seklinde tammlanan kiime, F,, i¢in bir serbest dogurucu kiimedir.

H nin tammm kullanarak , C,, yi daha aynintih olarak

Co={x=x1(x2(...(Xr-1Xr))...) : uzunluk(x)>m; x;e (HiVHL ... UHp.1)

X12X02 ... Zee1<Xe 122 X=b1by ise X.1=b; }

11
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seklinde ifade edebiliriz.

Simdi , F, Lie cebiri igin , Cy serbest doguruculan iizerinde H™ Hall baz
kuracagiz. Bunu C,, nin elemanlarimin ¢arpimu ile yapacagiz.

Cu -uzunluk ile bir elemanin yazihginda C, den gelen eleman sayisini, X-uzunluk
ile de, bir eleman, X elemanlarimn ¢arpim olarak yazildifinda, X den gelen eleman
sayisini gosterelim.

Cuc H oldugundan H deki siralamayr C,, igin de alalim.
chm= Cm
H,*" = { 213, : 21,20€Cn; 2102 }

Simdi , H,™ de asagidaki gibi bir siralama verecegiz:
h,ge H,° ise, h=hh, ve g=gig olsun. O zaman hy, hy, gy, g € Cy dir.
Simdide h ile g yi siralayalim.

Eger, X-uzunluk(h) < X-uzunluk(g) > h<g dir.

Eger, X-uzunluk(h) = X-uzunluk(g) = h<g< h;<g, iseveya h=g, =
h; <g; olmaldir.

H°" ... H.,"™ kiimeleri tammlanmig ve siralanmis olsun.

H,"" = { x=a;(223): C-uzunluk(x)=n; a,<as , a;<a,as , a;00a;, a1,az,a3,a83cH,"™
... UHS } dir. Bu kiimeyi de yukandaki gibi siralayabiliriz. Buradan,
HCm - < Cm
G
olarak yazar ve bu kiime de H;"™ deki siralamalar ile lineer sirali kiime olup, F,, nin
bir bazidir.
H,’" de X- uzunlugu , H;°® deki elemanlann X-uzunluundan daha kiigiik

olan elemanlar vardir.

12
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1.6 Lie siipercebirleri

Bu kisimda Lie siipercebirleri ve serbest Lie stipercebirleri ile ilgili tamm ve

teoremleri inceleyecegiz

Tanmm 1.6.1: L bir Lie cebiri ve o € Z tamsayst igin L, , L nin bir alt uzayi
olsun.{L. : o € Z} dizisi agagidaki kogullan sagliyor ise L ye Z tarafindan
derecelendirilmis bir Lie cebiri denir.

a) L=0{L, :aeZ}dir.

b) Hera, B € Zigin L, Lg < Lospdir.

Eger a, B € Z, = {0,1} ise 0 zaman L ye Z, derecelendirilmis Lie cebiri denir.

Tanmm 1.6.2: L= L(-) @Li , k cismi tzerinde bir Z,- derecelendirilmig cebir

olsun. Eger L deki ¢arpim her a, B8, ¥ € Z; ve a€L,, beLg, ceL, igin
[ ab]=-(-1)** [ba] ¢y
(-1 [a[ be}+ (-1)™ [b[ ca]}+ (-1)™ [c[ ab]}=0 )

esitliklerini saghyorsa L ye k cismi {izerinde bir Lie siipercebiri denir. L; ve L;
uzaylanmn elemanlarina sirastyla L nin ¢ift ve tek elemanlan denir. Lj bir Lie
cebiridir.

Tanm 163 : X=YU Z,Y = {y,--.¥:} , Z={z,...,2s} ayrk kiimelerinin
birlegimi ve Y& L , Z< L; olmak tizere L=L; @ L;, k cismi izerinde, X kiimesi
tarafindan dogrulan bir Lie siipercebiri olsun. k cismi {izerinde, Y' = {y',...,¥:}
Z' = {z\,...,2s} aynk kiimeler olmak iizere X'=Y'uU Z' kiimesi tarafindan dogrulan

diger bir siipercebir; y; —>y; ve z—>z'; saglayan doniigim altnda L nin bir

homomorfik goriintiisii ise o zaman L ye X=YUZ kiimesi tizerinde bir serbest Lie

13
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stipercebiri denir.

Serbest Lie cebirlerindeki Hall bazina benzer bir baz serbest Lie siipercebirleri
icin (Shtern, 1986) da inga edilmistir. Buna gére F , X =Y u Z {izerindeki serbest Lie
cebiri , H ise X  kiimesi iizerinde inga edilmig bir Hall bazz ise X =Y u Z

izerindeki serbest Lie siipercebiri L nin vektor uzayi olarak bir bazi

M = {hv*: hveH ve ve L;} 3)

kiimesidir, 6yle ki v?>=[v,v] dir. Bu M bazina L nin siiper bazt denir.

14
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2. 5. DERECEDEN SONLU DOGURAYLI SERBEST NiLPOTENT LiE
SUPERCEBIRLERI

Bu bolumde nilpotentlik derecesi 5 olan serbest nilpotent Lie siipercebirlerin

bazlar ve boyutlan belirlenmigtir.

2.1 Serbest Nilpotent Lie Siipercebirleri

Nilpotentlik derecesi <4 olan serbest nilpotent Lie siipercebirlerininin baz ve
boyutlart (Boral, 1995) de verilmistir.

F, bir k cismi tizerinde bir serbest Lie cebiri ve F; ,F nin alt merkezi serisinin
n-inci terimi  olsun. Bu durumda B,=F / Fy41 , X dogurucu kiimesi iizerinde n-inci
dereceden bir serbest nilpotent Lie cebiridir. X kiimesi sonlu ise 0 zaman B, , k
cismi lizerinde bir vektor uzay: olarak sonlu boyutludur. B, nin boyutu sadece n ve
X kiimesinin kardinalitesine baglidir. Eger [X|=a <o ise p:N—> {— 1,0,1} Mobius
fonksiyonu olmak tizere (Bourbaki, 1968) de

dimF; /Fyyy = (1/i) Y p(d)a'/? )
d
dbdleri

seklinde verilmigtir. Bu durumda,

dimBy, = ) dimF, /Fy
i=L...n
olur.
Tanmm 2.1.1 : L , X=YUZ kiimesi iizerinde bir serbest Lie siipercebiri olsun.
Ly, L nin alt merkezi serisinin n- inci terimi olsun. Np=L/L,.; boliim cebirine , n-
inci dereceden bir serbest nilpotent Lie siipercebiri denir.

X te Y nin elemanlar1 , Z nin elemanlarindan 6nce gelecek sekilde bir
siralama verilsin ve H da bu siralama ile tutarhi olacak sekilde , X iizerinde kurulan
Hall baz: olsun.

M= {h,vZ: h, veH ve vel;}

kiimesi de L serbest Lie siipercebirinin siiper bazi olsun. Eger M; , M nin i uzunluklu

15
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elemanlarim tamimlarsa o zaman M; , Li/L;+; in bir bazidir. Buradan,

dimL; /L;y; =|M;|vedimN, = ¥dim L;/L;,;  olur. Buna bagli olarak , X tizerinde
i=L....n

sonlu dogrulmus serbest nilpotent B, Lie cebirinin boyutu |X| e baghdir. Sonlu
dogrulmus bir N, serbest nilpotent Lie siipercebirinin boyutu ise yalmz |X| tarafindan
belirlenmemistir, ancak Y ve Z kiimelerinin kardinaliteleri tarafindan belirlenmistir.

Y={y1,...,y,} ve Z={zl,...,zs} olmak iizere L=L;®L; , X=YUZ
kiimesi iizerinde bir serbest Lie siipercebiri olsun. F, F*, F%, sirasiyla X Y, ve Z
kiimeleri uzerindeki serbest Lie cebirleri olsun. Burada , L nin bu cebirlerin
izomorfik kopyalarim igerdigine dikkat edelim. X te , Y nin elemanlari , Z nin
elemanlarindan once gelecek sekilde bir siralama ve i<j igin yi<y; ve k<m igin
Zc<Zm oldugunu kabul edelim. Bu siralamaya uygun sekilde H, HY, Hfile X , Yve
Z kiimeleri tizerindeki Hall bazlarim1 tammliyoruz. M, (3) deki gibi L nin bir baz:
ve , M de i uzunluklu elemanlar1 M; ile gosterelim. Mig ve M;; , sirasiyla M; nin
¢ift ve tek elemanlan olmak tizere M; , Mi=M;oUM;; seklindedir. Eger i bir tek
tamsayr ise M;=H; ancak efer i bir ¢ift tamsay1 ise (3) den dolayr
M~H;{a’:acMi,;} olduguna dikkat edelim. M; yi, H; deki elemanlar
{a®:acMy;,} kiimesinin elemanlarindan énce gelecek sekilde siralaniz. Sonra, M yi,
M; nin elemanlan, X- uzunluu < i olan M nin biitiin elemanlarim takip edecegi
kabuliiyle siralariz. Buradan;

Teorem 2.1.1 : Fve L ,sonlu bir X kiimesi iizerinde sirasiyla serbest bir
Lie cebiri ve bir serbest Lie siipercebiri olsun. Eger i bir tek tamsay1 ise
dim Li/L;;; = dim Fi/Fis1 ve eferi bir ¢ift tamsay1 ise dim Li/L;+; > dim Fy/Fy;  dir.

Ancak , i nin ¢ift olmasi durumunda  Ly/Liy1 ve Fi/Fiy in boyutlan ile
ilgili basit bir formiil yoktur.

2.2 Derecesi < S olan Serbest Lie Siipercebirleri

Bu boliimde nilpotenlik derecesi<5 olan serbest nilpotent Lie siipercebirlerinin

baz ve boyutlarini belirleyecegiz.

16
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Eger Ny=N,0® N,: , X iizerinde serbest nilpotent Lie siipercebiri ise o
zaman, n<5 igin Npo , Ny strasiyla ¢ift ve tek alt uzaylan (Boral, 1995) de elde
edilmistir. Ny = @iy, 5 Span M, Nyo= Di-1,.n Span Mip ve Np 1= @iy, n Span M,
olduguna dikkat edelim. Once H nm bir kismum olusturarak, M nin uygun bir
kisminin olusmasini, M; nin tek ve ¢ift elemanlan belirleyecektir.

A={a,...,ar} , ve B kiimeleri |B| = q , tiim ac A ve beB i¢in a<b olacak sekilde
M nin sonlu alt kiimeleri olsun. A kiimesinde i=1,...,t vei<j i¢in a;<a; seklinde bir
siralama verilsin. A , A kiimeleri ve AOAB carpimt (Boral ,1995) de asagidaki gibi

tanimlanmigtir.

A

A={aiaj:i<j}
ve

Kz{a?ai € A}.

Bu durumda |A|=(1/2)t(t-l) olur . acLg ise (1) dendolayr a*>=0 dir. Boylece, A
c Loise |A|=0 ve eger A c Lyise|A|=|A| almir. $imdi, M nin ayrik iki alt kiimesi
olan U ve V i¢in iki ¢arpim asagidaki gibi tanimlanacaktir:

UV={uv:ueUveveV}

ve

UeV ={uv:u<v,uelU ve veV}iu{vu: v<u,ueU ve veV}

UV£ UV ancak|UoV|=[UV|=|U|V] olduguna dikkat edelim. U={a} oldugu

zaman UV i¢in aV yazanz.

A®AB carpimu ise

Flot =L j
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seklindedir.

Agik¢a (a;B|=q ve j=1,...t i¢in Uaj(aiB)

i=l,,j

=jq dir. Boylece [A@AB| = > jq
j=L...t

=(1/2)qt(t+1) olur.

Teorem 2.2.1 : L , X=YUZ kiimesi iizerinde bir serbest Lie stipercebiri , [Y|=r
|Z|=s ve Ly/Ls=J24®Jz, olsun. Bu durumda J,o m bir bazi (H );u(H)0Z ve I,
in bir bazi1 da YZ olur. Béylece ; dimL,/L;=(1/2)(r+s)(rts-1)+s, dimJzo=(1/2)[r(r-
D+s(s+1)] ve dim J;;=rs dir.

ispat : Hall bazs tantmindan, aynik kiimelerin birlesimi olarak H,=(H"), U %), U
YZ alinir.(3) den Mp=H; U Z olur. Ama ,eger aeM ise (1) dena, L nin bir tek
elemanmidir. Bu ise acL; demektir. Bu durum , ancak ve ancak a mnn Z-
uzunlugunun bir tek tamsay: olmasi ile mimkiindiir. Aksi halde ael, dwM; yi
olugturan kiimelerden sadece YZ , Mao a aittir. Boylece (H'),u H)2u Z , Jap
igin bir baz, YZ de Jo; igin bir bazdir. Ancak (HY)=Y ve (H?)=Z dir. [{|

=(1/2)r(r-1) ,
ve dimJy;=rs elde edilir. J,o ve J; in boyutlarinin toplanmasi ile diml,/L; =
(1/2)(r+s)(r+s-1)+s bulunur.

7| =(1/2)s(s-1) ve |Z]=s oldugundan dimJze=(1/2)[r(r-1)+s(s+1)]

Teorem 2.2.2 :L , X=YUZ kiimesi iizerinde bir serbest Lie siipercebiri , |Y|=r
|Z|=s ve N =L/M3=0Nz0® Ny de, X iizerinde bir serbest nilpotent Lie
siipercebiri olsun. O zaman dim Na¢=(1/2)[r(r+1)+s(s+1)] , dim Nz;=s(r+1) ve
dim No=(1/2)[r(r+1)+s(s+3)] dir.

ispat : Teorem22.1 den, dim L/Ls = dim L/Ly+dim Ly/Ly , dim Nag=M, | +]Y]

18
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ve dim N2,1=|M2,1l +|Z| sonuglan elde edilir.

Teorem 2.2.3 : L , X=Y U Z kumesi iizerinde bir serbest Lie siipercebiri ,
[Yl=r |Z|=s veLs/Li=J:0® J5; olsun. Bu durumda (H')su Z(YZ) , J30 igin bir
baz ve HY 0 ZH), U (YOYZ) ise Js; i¢in bir bazdir. Buradan,
dim J3,5=(1/3)r(P-1)+1s? , dim J5;=(1/3)s(s>-1)+s* ve dim La/L=(1/3)(r+s)[(r+s)*~1]
dir.

Ispat : Hall bazs tantmindan Hy=(H"); U Z(YZ) u (Hs U ZH ), U (YOYZ)
ve Ms;=H; olur. (H%); UZ H"), U (YOYZ) deki elemanlarin Z-dereceleri tek
oldugundan bu kiime J3, igin bir baz , (H')s U Z(YZ) deki elemanlarin Z-dereceleri

ise ¢ift oldugundan bu kiime de J3o igin bir baz formundadir. [(HZ)s|=(1/3)s(s>1)
lzZ@Y),|=(1/2)rs(e-1)  ve [YOYZ|=(1/2)rs(r+1) nin  toplamn  ise

dim J3 ;= (1/3)s(s>1)+sr* i verir. Aym sekilde |(HY),|=(1/3)r(*-1) ve |Z(YZ)=rs®
nin toplarm da, dim J; g=(1/3)r(r*-1)+rs’ yi verir. Buradan,

dim Ly/Le=dim J3 o+dim J5,;=(1/3)(r+s)[(1+5)>-1]

elde edilir.

Teorem 2.2.4 : L , X=Y u Z kiimesi tzerinde bir serbest Lie siipercebiri ,
[Yl=r |Z]=s ve N3=L/Ls=N3,® N3, , X kiimesi iizerinde 3-tincii dereceden

serbest nilpotent Lie siipercebiri olsun. Bu durumda ,
dim N; o=(1/6)r(2r%+3r+1)+(1/2)s(s+1)+rs
dim N ;=(1/3)s(s*+2)+rs(r+1)
dim N3=(1/6)(r+s)[ 1-H(r-+s)(2(r+s)+3)]+s

olur,
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ispat : Teorem 2.2.1, Teorem 2.2.2 ve Teorem 2.2.3 ten
dim N3= Y dim L;/L,,,, dim Nag= >, dim Njy ve dim N3,= ), dim N;; elde
i=1..3 i=1,..,3 i=1,-3

edilir.

Teorem 2.2.5: L , X=Y U Z kiimesi iizerinde bir serbest Lie siipercebiri ,

IY|=r , |Z|=s ve Ly/Ls=J,¢®J4; olsun. O zaman,

Y A Y zZ o Y A
H s (H)sL H L H)v YZ U Z(YOYZ) U ZOZH )L YZ

kiimesi J40 i¢in ve

H)2YZ U ((YZ)(H)2) U ZH ) v (Z0Z(YZ)) L (Yo (Yo (YZ)))
kiimesi ise J4; igin bir bazdir. Buradan , dim Ly/Ls= (1/4)(r+s)*[(r+s)*-1]+ts,

dim J40=(1/4)[P(@*-1)+s%(*>-1)+(3/2)Ps*H(1/2)rs ve dim I, =r’s+s’r dir.

ispat: M ;= Hyu M, aliir. Hall bazi tammindan Hy=(H")s U (H)sU
H (D0 YZ U ZYOYZ) ZOZM ")) v H)2YZ L ((YZ)«(H )2) © H v
(zez(YZ)) L (Yo (YO (YZ))) ve 1\712,1=€z dir. Elemanlarinin Z-dereceleri gift

olan (H")suU (H)suU H)H2U YZ U Z(YOYZ) U(ZOZHY)) UYZ kiimesi
T4 igin bazdir. Elemanlarinin Z-derecesi tek olan (H");YZ((YZ)o(H?),) v Z(H)s

U (2ez(Yz)) v (Yo (Y® (YZ))) kiimesi de Js; igin bazdir.
(&%) |- a1y
I(HZ) 4|=s2(52-1)

(%), (62), | =1 /ayes(e-1)(s-1)
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|Yz|=1/2yrs(es-1) zeY o YZ) =12
|zez (HY)2 |=(/a)rs(e-1)(s+1)
| vz]~rs
I(HY)2Y2‘=(1/2)r2s(r-l)

‘(YZ) o (HZ)J=(1/2)rs2(s-1)

‘Z(HY)3’=(1/3)rs(r2-l) IZOZ(YZ)| (112)rs¥(s+1)
ve
IYO(YO(YZ))=(1/6)rs(r+1)(r+2)

dir. Karsilikh gelen terimlerin toplanmast ile J4 ve J4; ‘in boyutlan i¢in formiiller
elde edilir.dimL4/Ls igin ise (4) den [H,|=(1/4)(r+s)’[(r+s)’-1] ve |M2,1|=rs elde
edilir.

Teorem 2.2.6 : L , X=YUZ kiimesi tizerinde bir serbest Lie siipercebiri |Y|=r
|Z|=s ve N4=L/Ls=N4,o®N4,; , X tizerinde 4-.iincii dereceden serbest nilpotent Lie

stipercebiri olsun. Bu durumda ,

dim Ngo=(1/12)(3r*+4r’+3r+2r+3s*+3s2+6s+18r°s*+12rs>+6r5)
dim Ny ;=(1/3)[s*+2s+3rs(1+r+r*+s%)]
dim Ns=(1/6)12(r+s)[((r+s)*-1) (7+r+s)H(2rs(r+s+1)+2s>+s+r-1)+12]

olur.
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Ispat  :Teorem 221, 222, 223, 224, 225 ten ve
dmN, = ¥ dimL;/L;,;,dimN,y= ¥ dimN;,ve
4 i=l....4

i=L,...,

2

.....

Teorem 2.2.7 : L , X=Y U Z kiimesi iizerinde bir serbest Lie siipercebiri ,
IYl=r , |Z|=s olsun. Bu durumda dimL¢/L;=(1/6)[(r+s)*-(r+s)*-(r+s)] ve
dimLg/Le=(1/8)(r+s)*[(r+s)*-1}+rs+sr” olur.

ispat :Bir i ¢ift tamsayist igin dimLy/Li= ‘MJ =|Hi|+|Mi,2,1| dir. Teorem
2.2.3 ve2.2.5 den bu sonuglar elde edilir.

Teorem 2.2.8 : L, Y u Z kiimesi iizerinde sonlu gekilde dogurulmus bir
serbest Lie siipercebiri, |Y|=|Z| ve i=1,..,4 igin LiLi=J;o®J;; ise o zaman

dim Ji,o=dim Ji71 ve dim Ni,o=dim Ni,l dir.

Ispat : Sonug ,dogrudan i=2,3,4 icin Jig, Ji1 ,Nio ve Ni; in boyutlarim
veren formiillerde r=s diizenlemesi yapilarak Teorem 2.2.1, 2.2.2,2.2.3,2.2.4,22.5
ve 2.2.6 den elde edilir.

2.3 Derecesi 5 olan Serbest Nilpotent Lie Siipercebirleri

Bu kisimda 5-inci dereceden serbest nilpotent Lie stipercebirlerinin bazlarim ve

boyutlanim belirleyecegiz.
Teorem 2.3.1 : L , X =YU Z kiimesi iizerinde bir serbest Lie siipercebiri ,

IYl=r, |Z|]=s ve Ls/Le=Js0®Js, olsun. Bu durumda dim Ls/Le=(1/5)[(r+s)’-(r+s)],
dim Jso=(1/5)(C-)y+2rs*rs* ve dim J5;=(1/5)(s>-s)+2r%s’+r*s olur.
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Ispat : Bir i tek tamsayis1 i¢in Teorem 2.1.1 den dimLs/L¢=dimFs/Fs ve

M;s=H; dir. Hall baz1 tanimindan ,

Hy=(H") UZ(YO(YOYZ))UZe(ZOZ(YZ))wZO(Z(H)s o (M Z(YZ)) ) (D)
2(H ) (YZN(YOYZ))((YZ)(ZMH")2) o (YZYH)s )} AHRZ(YZ) ) (Yo Yo
YOYZ)))UZO(Z(YOYZ))o (H)s/(ZO(ZOZ(H" Y))u (H (YO YZ)U (H 1, Z(H"),)
O(E ) (HAY 0 YZ) ) HZED)2) (YDH ) (Y2)Z(YZy)o (2

(2]
HY)4-LHYJ )
2
olur. Burada Z-uzunlugu ¢ift olan elemanlarin kiimesi ;

(HY) vz(Ye(YoYZ))uZe(ZoZ(YZ))uZo(ZMH sy ((H (Z(YZ)) ()

E))U((YZ)(YOYZ))o((YZYZH")) ) (YO HD))o(EDZ(YZ))

oldugundan bu kiime Ms igin bir bazdir. Z-uzunlugu tek olan elemanlarin kiimesi
ise

(Yo(Yo(YOYZ)) )WZe(Z(YOYZ))u(HY)s A(Z(ZOZH):))u(H (YO YZ)u

(H 2 ZE ) (H)(H )3 ) (H( YO YZ)) o ((HA(ZEH )2)o (YZYHY)s)o
(2
((YZ)Z(YZ))u(za{Y)ﬁHYJ )
2
oldugundan bu kiime de M:s ; igin bir bazdir. Ancak bu kiimelerin tanimindan
’(Hy)5'=(1/5)(r5-r)

|z(Yo(Y®YZ))| =(1/6)(Psr+3%s*+2rs7)

|Ze(Zez(YZ))|=(1/6)(rs*+3rs>+21s%)
|Z®Z (HY)3 | =(1/6)(C’s’+s-r5’-15)

(2), 2(vz) <1/2)Ps*-Ps?)
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(1Y), (1Y) | =(1/6)(Pst-Psrst41s)
[(YZ)Y o YZ)|=(1/2)(rs*+1s?)
’(YZ)Z(HY)zl=(1/2)(r’s2-r2s2 )

(Y2)(H?) |<a)astrs)

}(Hz)zz(Yz)| =(1/2)(xs*1s%)
ve
IM 50 I=( 1/5)° -r)H+( 1/6)(r3 $+3 rzsz+2rsz)+( 1/6)(rs*+3 rs3+2rsz)+( V6 s>+ s-15%-

) H(1/2)( 22 H1/6)(P P s-rsP sy H1/2)(s™ s 2 +(1/2)(0s?-rsP )y H(1/3)(rs -
1s?)+H(1/2)(rs*rs%)
ve hesaplandiginda
|M570 |=( 1/5)(P-r)y+2rs*+rs*
elde edilir. Diger yandan
[Yo(YO(YOYZ)))|=(1/24)(t*s+6rs+11rs+6rs)

|Zoz(YoYZ)|=(1/4) (s’ +"s +rs’+157)
(82),|=1/5)(%-5)
|ze(zoz (HY)Z =2y 35 2P s-rs>-3rs2rs)
| (HY)2 (Y@YZ)|=(1/4)(r4s-rzs)

(%), 2(5Y), [Fayats-2rs+s)
‘(HY)2(HZ)3|=(1/6)(rzs3-rzs-rs3+rs)

| (HZ)2 (Y@YZ)|=(1/4)(r2s3-r2s2+rs3-rs2)
(87), 2(BY), H(1/AY S -PstrsPes?)

(Y2)(HY),[Fan)etsrs)
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(YZ)z(YZ)|=rs*

( AY)
'ZL(HY) 4" [HY] J =(1/8)(r*s-r*s+2r’s-2rs)
2

olur ve
M, [=(1/24) s 655+ 1 1P +6rs) HLAYEPS +5 s +rstyH(/S)(s -s)
+(1/12)(PS* 3782 +2r%s-15°-3rs%-3rs2-2rs ) H 1/4)(r*s-12) H 1/4)(r*s-
205+ S)H(1/6)( S - s-rs sy H(1/4) (P - s 18 -rs? ) H(1/4)(Ps*-rs?-
155 +rs? ) H(1/3 ) s s )P H(1/8) (s s+2r° s-21s)
Buradan ise
’Ms,l|=(1/5)(s5-s)+2rzs3+r4s

elde edilir. Boylece

L / L] = M| +[Ms, | = M| =[] = (/5) [+ (r+9)]

olur.

Teorem 2.3.2 : L, X=Y U Z kiimesi iizerinde bir serbest Lie siipercebiri ,

|Y|=r , |Z|=s ve X iizerinde 5.ci dereceden serbest nilpotent Lie siipercebiri ,
Ns=L/L¢=Ns0® Ns ;
olsun. Bu durumda
dim Ns o=(1/12)(3r*+4r’+3r+2r+3s*+352+6s+18r%s*+12rs*+61s)+H( 1/5)(r -+ 2r P +rs*
dim N 1=(1/3)(s*+2s+3rs(1+r+r+s?)H(1/5)(s*-s)+2r7 s>+

ve

dim Ns= (1/12)(3r*+4r+3r*+2r+3s*+3s*+6s+18r%s>+12rs*+61s)+H(1/5)(r*-1)

+2r st s HH(1/3)[s*H2s B3 rs( 1P+ HH(1/5)(s>-s)+2r s +'s

olur.

Ispat : dim Ny XdimL,/L,,, dim Nsp= ¥ dimN;,,
i=L...,5 i=L...,5

dimNs ;= Y .dimN;; alindiginda Teorem 2.2.1,2.2.2,, 2.2.3, 2.24, 2.2.5, 2.2.6 ve
i=L,...,
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2.3.1, den yukandaki sonug elde edilir.
Teorem 2.3.3 : L, X=Y U Z kiimesi tzerinde bir serbest Lie siipercebiri
[Y|=r , |Z|=s olsun. Bu durumda

dimLo/Ly=(1/10)[(r+s)-(r+s)’<(r+s)*Hr+s)HH(1/5)(s’-s)+2ss s olur.

Ispat : i=10 ve ¢ift tamsayis1 igin dim Li/L;+1=|Mi‘ = IHil+‘M2,1| ve Teorem
2.3.1 den yukandaki sonug elde edilir.

2.4 Y=Q, |Z|=s>1 Ozel Durumu

Simdide L=L;®L; ,X=YuU Z kimesi iizerinde serbest Lie siipercebiri ,
Y=0, |Z] =s>1 ve Z cL; 6zel durumunda dim Ly /Lo+ inceleyecegiz.

Once dimL,/L; hesaplayalim. n=1 igin M;=M;puU M, dir. M;o=Y=0
oldugundan M;=M;,=Z elde edilir. Buradan dimL,/L, =|Z|=|lel= s olur.

n=2 igin Ma=MzoU My, ve Mz ,=YZ=0 (Y=Q oldugundan), Mpo= (H"),
U HY),U Z (Teorem2.2.1 den) olur. Ancak (HY),=& oldugundan  Mjo=
@) Z elde edilir. Boylece [Z|=(z| =M, | = |Hf| =65 ,| (Z nin tammindan )
ve buradan [M,|= ‘M2’0| = |H§| +|le‘= s olur. M, nin elemanlarimin hepsi gifttir.

n =3 igin Ms=M; 0 UM;,; ve Mao=(H" )3 (YZ) , Ms,1 = (HE)3 U ZHY ), U

(Y®YZ) (Teorem 2.2.3 den) olur. Ancak Y= oldugundan Ms o= (H )s U (YZ) = &,
ZMH )=, (YOYZ) =D ve buradan M;,=(H"); olur. Boylece , M3=M,; ve

dim L,/L, = ‘Hf | = (1/3)(s*-s) elde edilir M3 tn elemanlarinin hepsi tektir.
n=4 i¢in ise My=M,oU My, ve
M, = (HY),YZ u((YZ) o(HZ)z) v ZH)U (ZOZ(YZ)) U (YO (YO (YZ)

ve
N

Mao=Hu ( HZ)4U(HY)2(HZ)zu\7Z U Z(YOYZ) u ZOZHY), L YZ
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(Teorem 2.2.5 ten) olur. Y=0 oldugundan My ,=@ , (H)=0, (H")(H)=0,

~ AN
YZ=0 , Z(YOYZ)= & ZOZMH")=D ve YZ=Q oldugundan Mye=~(H%), elde

edilir. Buradan ise My=M,o ve dim L,/L; =J(HZ)41= (1/4) (s*-s?) olur. My in

elemanlarinin hepsi gifttir.
Boylece , Y= ve serbest Lie siipercebir tantmindan , n bir tek tamsay1
oldugu zaman M,¢=J , n bir ¢ift tamsay: oldugu zaman ise My ;=& ve n/2 bir

¢ift tamsay1 oldugu zaman da Myz; =< sonucu elde edilir.

L , ZcL uzerinde serbest Lie siipercebiri ve |Z|>1 olsun. O zaman,
yukaridaki gozlemlerden

D n=1liin dimL, /L, =|{H?)| - 1z

i) n=2igin dimL, /L, =|H?) +?)]

ii)  n=3igin dimL/L, =|H?)|

i) n=4igin dimL, /L, =|Z),

oldugu agiktir.

Teorem 2.4.1: L, Zc L. uzerinde serbest Lie siipercebiri ve |Z|>1 olsun. O

zaman

i) n bir tek tamsay1 ise dimLp /L] = '(HZ )
n

i) 0=2,6,10,14,... ise, dimL,/L,,, = [(Hz)nl + (Hz)n,zj

dir.

iii) 1=4,8,12,16,,... ise, dimLp/Lyy1 :’(HZ)
n

Ispat: Ispat iki durumda ele alinacaktir.

1.Durum: n bir ¢ift tamsay1 olsun.
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a) n/2 bir tek tamsay: olsun.

Bu durumda M, bazinin elemanlan gifttir. Aym zamanda M,,#J dir. Dolayisiyla
M,= (U {a*:aeMys} ve |{a2 :aeMm,l}‘ =|Mn,271l dir. Yani {a%ae

My} = 1\~/In,2,1 =(HYy, dir. Buradan,
dim L, /Loy, =|(H2),|+E2), 4

elde edilir. Boylece (ii) deki iddia dogrulanr.
b) n/2 bir ¢ift tamsay: olsun.

Yani n ve n/2 bir ¢ift tamsay: olsun. Bu durumda da M, bazinin elemanlan

~

cifttir. Ancak, Map=O dir ve Mybazinda M, ,,, kiimesinin elemanlan yoktur.
Buradan M;=M, o ve

dimL, /L, =|[EZ),
elde edilir. Boylece (iii) deki iddia dogrulamir.

2.Durum : n bir tek tamsayi olsun. Buise M, bazinin elemanlarinin tek oldugunu
gosterir. Buradan M,=M,; ve

dimL, /L, =|{H?),

elde edilir. Boylece (i) deki iddia dogrulanir.
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3. SERBEST NiLPOTENT LiE SUPERCEBIRLERININ iDEALLERIi

Bu boliimde bir serbest nilpotent Lie stipercebirinin, serbest nilpotent altcebiri
olan idealleri incelenmigtir.

Bir serbest Lie cebirin her alt cebirinin de serbest oldugu (SirSov, 1953) ve
(Ward, 1972) te ispatlanmugtir. Benzer sekilde bir serbest Lie stpercebirinin de her
alt cebirinin de serbest oldugu (Scheunert, 1979) da ispatlanmgtir.

Bir serbest nilpotent Lie cebirin her abelyen ideali serbest abelyendir. Bununla
birlikte abelyen olmayan bir idealin altcebir olarak serbest nilpotent olmas: gerekli

degildir. Asagidaki teorem Boral (1985) tarafindan ispatlanmusgtir.

Teorem 3.1 : Bir serbest nilpotent Lie cebirinin alt cebir olarak serbest

nilpotent olan idealleri cebirin kendisidir veya abelyendir.

Tammm 3.1 : L, k cismi iizerinde bir Lie siipercebiri olsun. a,beL olmak iizere

Lie ¢arpimi1
a(a(a...(ab))..)=a'b
——

r—kez

ile ifade edilir.

Tanmm 3.2 : L=F/F,; bir k cismi iizerinde n-inci dereceden serbest nilpotent
bir Lie stipercebiri, M de L nin bir stiper Hall baz1 ve O=a; € k , m; €M olmak iizere
b=amm +...+am,
olacak sekilde bir be L=F/F,., elemam olsun. {m;, ..., m;} kiimesinde M deki

siralamaya gore m; in bir minimal eleman oldugunu kabul edelim. Bu durumda m; e
b nin 6n terimi denir ve 1d(b) ile gosterilir.

Serbest nilpotent Lie siipercebirleri i¢in ise agagidaki teoremi ispatladik.

Teorem 3.2 : L, bir serbest nilpotent Lie siipercebiri ve S de , L nin altcebir

olarak serbest nilpotent olan bir ideali olsun. Bu durumda , S abelyendir ya da L ye
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esittir.

fspat : F, X=Yu Z kiimesi uzerinde serbest Lie siipercebiri ve
L=F/Fp+; olsun. Eger Z= ise F,Y uzerinde serbest Lie cebiridir.

Z# oldugunu varsayalim. Eger L abelyen ise ispatlanacak bir gey yoktur.L
nin abelyen olmadigin1 varsayalim. Y= ve |Z|=1 ise L, 2 boyutludur. Z={z}
olmak iizere {z7’} kimesi L igin bir bazdir. L3 = {0} ve onun &zaltcebirleri 1-
boyutlu ve abelyendir. L abelyen olmayan 2. dereceden serbest nilpotent bir Lie
siipercebiridir.

Simdi , Z#& ve [X|>1 oldugunu varsayiyoruz. H , HY , H sirasiyla X, Y
ve Z uzerindeki Hall bazlar olsunlar. S, L nin abelyen olmayan bir 6z ideali ve
1<r< n olmak lizere , S altcebir olarak r-inci dereceden serbest nilpotent olsun. Bunu
iki ayr1 durumda inceleyecegiz.

1.Durum : r <n olsun.

q, ScLy ve S&Lg olacak sekilde bir tamsay: olsun. S igin bir V' doguray
kiimesi segelim ve V kiimesi on terim uzunlugu q olan bir v elemanim igerecek
sekilde olsun. V | modulo 1, de lineer bagimsiz olan iki eleman igeriyor ise o
zaman (Shtern, 1986) S, nin L de sifir olmayan bir elemanim elde edebiliriz. Bu
ise r>n kabuliimiiz ile ¢eligir. V nin , modulo L, de sifir olmayan ve V-{v}ic L,
olan yalniz bir v elemanina sahip oldugunu varsayalim. v nin 6n teriminin bir
skaler katina egit olmayacak sekilde xeX elemanim segelim (xeZ veya x¢Z olmak

tizere). Buradan,

lveSu L, ancak x*'.veS;
olur. Boylece,

v v)eSy, v(x*v) ¢S;
tiir. Ancak , v(x*'.v)€Ly+ = {0} ve buradanise v(x*'.v), L de sifir olur. Bu ise

r >1olmasi durumu ile geligir.

Simdi q>1 oldugunu kabul edelim. Herhangi xeX=Y U Z i¢in x.veS ve
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XV nin On terim uzunlugu q+1 dir.S; ¢ L;q oldugundan xv ¢ S; dir. Bu

durumda 6n terim uzunlugu qr+(q+1) olan t=v'(xv) elemam S..; e aittir. Yani,

=V (xv)€S1
dir.Sr1cln+1={0} dir ve bu da
qr+(gq+1)zntl
olmasini saglar. Béylece ,
(r+1)g=n )

elde edilir.
Simdi [X|>2 oldugundan, x'#x olmak izere bir x'e€X elemamm

segebiliriz ( x' ,Y yada Z ye ait olabilir.) ve

=12 (xv)
g= x'72 (xv)

bigiminde olan, f,geS elemanlarini alinz. Bu elemanlarinin her ikisinin de 6n terim
uzunlugu

(9-2)+H(q+1)=2q-1

dir. Socl2q oldugundan fve ge¢$, alinz. Bu durumda 6n terim uzunlugu

r(2q-1)<n+1

olan eleman, w=f"'.g dir. Burada
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r(2q-1)~(r+1)q+(rq-q-r)<n+1

alabiliriz. (r+1)q+(rq-g-r)<n+1 ile (1) esitsizligini karsilagtirdigimizda

1q-q-r<0
elde ederiz. Boylece,
(r-)qsr
olur . ¢>1 oldugundan , Scl, , Scl; ve S3clp. olmasi durumunda , q ve r
tzerindeki simrlamalarla yukanidaki esitsizligin tek ¢oziimi ¢=2 ve r=2 dir. Bu
durumda V , 6nterimi ab, a, beX olan
v=B(ab)+... ve 0zfek (k cisim)

elemanin igerir. m,peS ve mp¢$S, olmak iizere

m=av=RBa(ab)+...

p=a(av)= Ba(a(ab))+...

olsun. Béylece , mp nin 6n terim uzunlugu=7<n+1 ve mp¢S; olur. Fakat

v(vm)eS; tiir ve v(vm) nin 6n terim uzunlugu =7>n+1 dir. Buradan
7<n+1<7
elde edilir ve bu ise bir geligkidir.
2.Durum : r =n olsun.

V={v1,v3,...} kiimesi, S i¢in bir doguray kiimesi olsun. r=n oldugundan V , modulo

L, de lineer bagimsizdir. (Shtern, 1986) xeL-S , x¢l, ve T ;x ve S tarafindan
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dogrulan L nin bir altcebiri , M" kiimesi de , V iizerinde insa edilen , S i¢in bir baz
olsun. M' U {x} kiimesi L de lineer bagimsizdir ,aksi halde x¢$S celiskisini elde
ederiz. Bundan bagka , T nin herhangi bir elemam M’ U {x} kiimesindeki
elemanlarin lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilir. Bu ise M'uU {x} in, T igin
bir baz oldugunu gosterir ve T ,V U {x} tarafindan dogrulur. Vu{x} kiimesinin
modulo L, de lineer bagimli oldugunu kabul edelim. Bu durumda , a;ek ve fel,,

a=Ya,v;e L, olmak izere
i

x=a+f 2)
dir. (2) esitligini (n-1) kez x ile garparsak
la=of elan

elde ederiz. Fakat x*'.agL,. ; L nin sifir olmayan bir elemamdir. Bu ise bir
celiskidir. Boylece, {x}UV kiimesi modulo L, de lineer bagimsizdir. Dolayisiyla
bu kime T yi serbest sekilde dogurur. x<vi<wp<... , {x}UV iizerinde bir
siralama, M' , M'DM" olacak sekilde {x}UV {izerinde insa edilen bir baz olsun.
Bu durumda M' niin xv; elemam S ye aittir ve S, r=n . dereceden serbest nilpotent

oldugundan xv;€$; dir. Boylece, vij €k (hepsi sifir olmayan) , feS; ve

Xv, = ZYUVIV] +f (3)

i<j

olur. Ama (3) esitligi M' niin elemanlarinin modulo T3 de lineer bagimsiz olmast ile

celisir. Bu sekilde ispat tamamlanir.
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