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Bu tezde fonksiyon katsayili hiperbolik denklemler i¢in baslangic deger problemi
calisilmistir. Bu problemlerin ¢oziimleri tekil ¢ekirdege sahip, Volterra integral
denklemini sagladigi ispatlanmistir. Bu indirgemede gezgin zaman fonksiyonu
7(x,x%) ve Sobolev fonksiyonu o (x,x%) énemli rol oynar. Asimtotik kosulu ile
gezgin zaman fonksiyonu 7(x,x%) = 0(|(x,x°)|), x > x° Eikonel denklemin
bir ¢dziimiidiir. Sobolev fonksiyonu o (x,x%) tasiyici (transport) denklemin
¢6ziimiidiir. Bu indirgemede tastyici denklem yeniden yapilandirilmistir. integral
denklemler yaklagik ardisiklar yontemiyle ispatlanmistir. Bu tezde Sobolev’in
fonksiyon hizli dalga denklemiyle ilgili sonuglarin bir genellemesi yapilmistir.

Anahtar Sézciikler : Tasiyic1 denklem, Eikonal denklem, Sobolev fonksiyonu,
ray, Volterra
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Initial value problems for hyperbolic equations with function coefficients are
considered in this thesis. It was proved that the solutions of these problems satisfy
Volterra integral equations with singular kernels. The travel time function (x, x°)
and so-called Sobolev’s function o(x,x°) play very important role in the
procedure of this reduction. The travel time function is a solution of the eikonal
equation with asymptotic condition 7(x, x%) = 0(](x,x%)]), x = x° and Sobolev
function is solution of the special transport equation with the asymtotic condition
of the form o(x,x%) =0 (

1 M . .
] /1_10|) , x > x°%  This transport equation is

constructed in the process of the equation. These Volterra integral equations were
solved by the successive approximations. The result of the thesis generalize

Sobolev’s result relative to the wave equation with the function velocity.

Key words : Transport equation , FEikonal equation , Sobolev function , Ray ,

Volterra
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1.GIRIS

Bir f fonksiyonunun ffl f0)]? < oo esitsizliginin  saglanmasi halinde
(yani integral degeri mevcut ve sonlu ise) f fonksiyonuna L,(a,b) fonksiyonu

denir.
Bu fonksiyonun temel 6zellikleri

a) L, ‘ ye ait herhangi fonksiyonun toplami yine L, ‘ye aittir.
b) Kuadratik olarak integre edilebilir iki fonksiyonun c¢arpimi integre
edilebilir bir fonksiyondur.

¢) f(x)elL, ve A herhangi bir say1 olmak iizere :

Af(x) el,
d) f(x)€L,ve g(x)€L, ise asagidaki Bunyokovsky-Schwarz esitsizligi

b
( | f(x)g(x)dx)

Ikinci gesit Volterra tipi integral denklemlerinin varlig1 ve tekligi, f(x) ve K(x,y)

gerceklenir.
2

< fbfz (x)dxfbg2 (x)dx

fonksiyonlar1 {izerine yiiklenen siirekli olma kosulundan daha genel varsayimlar
altinda gergeklenir. Bir integral denklemin ¢oziimiin tekligi ile ilgili sorularin
yanitlanmasinda ¢oziimiin arandig1 fonksiyonlarin sinifi (integre edilebilirlik sinifi,

stireklilik, v.s.) onemli bir rol oynar.

Bir Volterra integral denkleminin K (x,y) ¢ekirdegi x € (a, b) i¢in simurlt , yani

M bir sabit olmak tizere

|K(x,y)| <M ,x € (a,b)



f(x)’in sabit terimi (a, b) araliginda integre edilebilir ise her A degeri i¢in (a, b)
araliginda Volterra integral denkleminin u(x) gibi integre edilebilir bir tek

¢Oziimii vardir.

Bir mekanik problemin incelendigi 1823 yilinda ABEL’in ilk defa integral

denkleme rastladigi bilinmektedir. Karsilastig1 fiziksel problemin ¢éziimiiniin

o= f <y)

seklinde lineer Volterra integral denklemine indirgenip bu denklemin ¢6ziimii yine

abel tarafindan 1826 yilinda verilmistir.

Bu calismada Volterra ve Fredholm integral denklemlerinin yaklasik ardisiklar
yontemiyle ¢oziimleri, varlik ve teklik teoremleri ispatlariyla verilmistir. Birinci
mertebeden kismi diferansiyel konularindan eikonal denklem, ray, front, Riemann
konular1 hakkinda bilgiler verilmistir. Tasiyict denklemin ¢oziimii, 6zellikleri
incelenmistir. Fonksiyon katsayili Cauchy probleminin Volterra denklemine
indirgenmesinde Sobolev uzaylarindan yararlamilmistir. Telegraf denklemi
[u(x,t)] =u(x,t —7)  doniisimiiyle tasiyict denkleme indirgenmis  bu
indirgemede  Sobolev fonksiyonu o oOnemli rol oynamustir. Green formulii
yardimiyla Volterra integral denklem elde edilmistir. Bu denklem tekil integral
denklem olup, Ray koordinatlarindan Riemann koordinatlara doniistiiriilmiistiir ve

integral denklem yaklagik ardigiklar yardimiyla ¢oziilmiistiir.

Varlik ve teklik teoremleri incelenmis, bunlarin belirli bolgede yakinsakligi,
stirekliligi, ¢6zlimii hakkinda galisilmistir. Son olarak Maxwell sisteminin telegraf

denklemine doniisebilecegi uygulamasi yapilmstir.



2.TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Tanimlar

Tamim 2.1.1 A sayisal bir parametre , f(x) ve K(x,y) bilinen fonksiyonlar ,

u(x) , bilinmeyen bir fonksiyon olmak {izere

X

u(x) = £O0) + 2 f K (x, y)u(y)dy

a

denklemi , ikinci ¢esit Volterra lineer integral denklemi olarak isimlendirilir.

Tanmm 2.1.2 K(x,y) fonksiyonu Volterra denkleminin ¢ekirdegi olmak iizere ,

f(x) =0 ise

u(x) = 1 f K (x, y)uy)dy

formunu alir ve ikinci ¢esit homojen Volterra integral denklemi olarak

isimlendirilir.

Tamim 2.1.3 u(x) bilinmeyen bir fonksiyon olmak iizere

fG) =12 f K (o, y)u(y)dy

denklemi birinci gesit Volterra integral denklem olarak isimlendirilir. (Lovitt1950)

Tamm 2.1.4 Integral smirlarindan biri x gibi bir degiskene sahip olan integral
denkleme Volterra integral denklemi , simirlarindan her ikisi birden sabit

olabilecegi gibi biri veya her ikisi birden sonsuz olan denklemlere de Fredholm
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integral denklemleri denir. Bu tanima gore Fredholm integral denklemine ait
cekirdek {(x,y):a<x<b,a <y <b} karesel bolgesi flizerinde, Volterra
integral denklemine ait ¢ekirdek {(x,y):a <y <x <b} iggensel bolgede

tanimlanmigtir. (Romanov,1974)

Tamm 2.1.5 K(x,y) ¢ekirdek fonksiyonu {(a < x < b,a <y < b)} araliginda
siirekli ise integral denklem tekil (singiiler) olmayan bir integral denklemidir. Eger
K(x,y) bu aralikta siirekli degilse, integral denklem tekil (singiiler) integral
denklem adi verilir. (Lovitt,1950)

Ornegin,
flx) = fox 1(‘:{ igz (Tekil olmayan integral denklemleridir)
flx) = f0°° sinxyu(y)dy (Tekil olan integral denklemidir)

2.2 Volterra integral Denklemleri

IL. cins lineer integral denklemin ¢6ziimii , bilinen metodlar kullanilarak farkli
sekilde elde edilmistir. ilk énce C. Neumann , J. Liouville (1837) ve Volterra’nin

ortaya koyduklar1 metottur.

u) = f) + A [, K(x,y)u(y)dy

Integral denklemi ile verilen u(x) fonksiyonunun , A’min bir integral serisi
seklinde ifade edilebilecegini gostermislerdir. Bu seride A’nin ¢esitli kuvvetlerinin
katsayilar1 , x’in fonksiyonlaridir. Bu seri ise A‘nin her degeri i¢in yakinsaktir.

Coziim elde edilmesi i¢in kullanilan yol ise ardisik yaklastirma metodudur.

Volterra , 6nemli ve kullanigli olan bu metodu , bir teorem halinde su sekilde ifade

etmistir. Eger f(x) ve K(x,y) fonksiyonlar1 [a, b] araliginda siirekli ise integral



denklemi bu aralikta her A degeri i¢in tam ve siirekli bir ¢6ziime sahiptir ve bu

¢Oziim ardisik yaklastirma metodu ile belirlenir.

Teorem 2.2.1: Ikinci tip lineer Fredholm integral denklemi olarak bilinen

u@) = f()+ [0 K@ yu@)dy @.1)

denkleminde f fonksiyonu [a, b] araliginda , K fonksiyonu da {a <y < x < b}

iicgensel bolgede siirekli olsunlar. Bu takdirde

Do = f(x), Pu(x) [} K(x,y) Py (Ddy, n=123.. 22)
olmak {izere (2.1) denkleminin diizgiin ve mutlak yakinsak
u(x) = Xn=o A" P (x) (2.3)
serisi ile verilen bir tek u siirekli ¢oziimii vardir. (Davis,1930)
Ispat: (2.1) integral denkleminde A =0 icin;

u(x) = f(x)

olup bunu uy(x) ile gésterelim. (2.1) denkleminde elde edilecek fonksiyonu u; ile

gosterirsek

u (0) = £+ 4[] K y)ue(y)dy 2.4)

olur. Buradaki integral x’in bir fonksiyonu olacagindan, bunu

@, (x) = [ K (6, y)uo()dy 2.5)

ile gosterirsek (2.4) denklemi
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u (x) = f(x) + A0, (x)
(2.6)

seklinde yazlabilir. Ik yaklagimi

ui(x) = f(x) = @o(x) 2.7
ile ifade edersek iiciincii yaklagimi

up(¥) = f(0) + AJ, Ky ()dy 2.8)
olacaktir. (2.6) ‘da (2.7) geregince f(x) yerine @, (x) yazilirsa

Uy (x) = Po(x) + 104 (x)

olup,

(2.8)’de yerine konursa

Up(¥) = f(0) + A [2 Kt p)[@o () + A0, ()]dy

=F) + [ K, y)@»)dy + 22 [ K(x, y)®1 (y)dy
Burada f(x) yerine @, (x) yazilir. O zaman buna uyularak
@, (x) = [} K(x,9):(»)dy
Uz (x) = Do (x) + AP (x) + 12D, (x)
yazilabilecektir. Bunu genellestirirsek

Uy (%) = Do (x) + A0, (x) + 22D, (x) + -+ A"D,,(x) (2.9)



seklinde bir seri olusacaktir.Burada

Do) = (), Pp(®) = [} K(x,y) ey 0)dy,  n=123,..
buradan (2.1) denklemine gidilerek,
u(x) = Pg(x) + A0 (x) + 220, (x) + -+ + A"D,(x)+...
= Y=o A" P (%) (2.10)
serisi elde edilir. Buna gore,

u(@) = limun (o)

olur. A‘nin mutlak degeri yeteri kadar kiiciik olursa bu seri diizgiin yakinsak olur.
Cinkii f(x)‘in tamm araligindaki st F, K(x,y)’nin tamim bdlgesindeki

smirinida K, ile gdsterecek olursak
|| = If ()| < F

1D, ()] = |2 K (x,y) @o(0)dy

< [PIK e )@ () |dy
< FKy(b — a)

D0 = |[7 K(x,y) ®:1(30)dy

< [PIK (e )|1®: ()] dy

< [ KoF Ko(b — a)dy = FKo?(b — a)?
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b
D3| = |f} K(x,y) @, ()dy|

b
< [, 1K@, (»)|dy
b
< [, KoF Ko? (b — a)?dy = FKy* (b — a)®
[P, ()| < FK"(b—a)"

A" D, ()| < F(KolAl(b — a))™
bulunur. Genel terimi (Ky|A|(b —a))™ olan seri (boliim kriteri) yakinsak
oldugundan Weierstrass kriterinden Yo A" @, (x) serisi [a, b] araliginda ve A

degeri i¢in diizgiin ve mutlak yakinsaktir. Terimlerin her biri siirekli olan bu

serinin diizgilin yakinsadig1 fonksiyonu u ile gosterirsek u stireklidir.

u(x) fonksiyonu (2.1) ile verilen denklemin bir ¢oziimiidiir.

b
FGO+ A j K (x, y)uy)dy

= T2 A D (1) = A [ K, Y[ Z2e0 A" @ (1)]dy
= Do A 0 () — Tio AL [ K (3, 3) @y () dy
= T2 AN D, (x) — T AV D1 (x) = Do (x)

=2Yn=0A" Pn(x) = X5=1 A" Pp(x) = f(x)

olur ki bu (2.10) serisi yardimiyla verilen u(x) denklemini sagladigini gosterir.
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(2.1) nolu denklemin ¢dziimiiniin tek oldugunu gdstermek icin  u4(x) ve u,(x)

gibi birbirinden farkli iki ¢éztimii oldugunu kabul edelim.

v(x) = ug(x) —uz(x)

olmak iizere

v(x) = [ K(x,y)v(y)dy

homojen integral denklemini verir. Schwartz esitsizligi yardimiyla
@2 < 1221 1K p)Pdy [ v dy

x’e gore integre edilirse

[l dx < 122[Ke2 (b — a)? [ vy dy

elde edilir.

[1-122] Ko?(b — @)?] [2lv()|2dx < 0

olur. [1 — |2%| Ky?(b — @)?] > 0 oldugundan f;lv(x)l2 dx < 0 olmalidir. Ancak

bu ifade negatif olmayacagma gore f;lv(x)l2 dx =0 olur ki v(x) =0 olur ve

uq (x) = u,(x) sonucu goriiliir. O halde (2.1) denkleminin ¢oziimii tektir.
2.3 Ardisik Yaklagtirma Yontemiyle integral Denklemlerin Coziimii

Baglangi¢ ve smir deger kosullarina sahip hiperbolik denklemler Volterra tipi
integral denklemlere indirgenebilir. Bu denklemleri ardisik yaklastirma

yontemiyle ¢dzebiliriz. ikinci tip lineer Volterra integral denklemi olarak bilinen
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u(®) = (&) + 1 f, K(t, Du(r)dr 2.11)

denkleminde

F) €C[0,T], K(t, 1) EC (0<T<t<T) (2.12)

olsunlar. f(t) , K(t,t) fonksiyonlar1 [0,T] arahiginda siirekli ise, integral
denklemlerin bu aralikta her A degeri i¢in tam ve siirekli bir ¢dziime sahiptir ve bu

¢oziim ardisik yaklastirma yontemiyle belirlenir. Bu takdirde

up() = F(O), un(t) = [{ K&, Dupa(Ddr,  n=123..
olmak iizere (2.11) denkleminin diizgiin (ve mutlak) yakinsak
u(t) = Xa=o A" un () (2.13)

serisi ile verilen bir tek siirekli ¢6ziimii vardir. Volterra , 6nemli ve kullanisli olan

bu metodu su sekilde ifade etmistir.

Teorem 2.3.1: (Varlik Teoremi)

f(t) €eC[0,T] , K(t,7) €C(0<71<t<T)kosullar1 altinda u(t) € C[0,T]
fonksiyonu (2.11) nolu denklemin ¢6ziimiidiir. (Romanov V.G,1974)

ispat:
Bu teoremin ispati igin agagidaki lemmalara gereksinim vardir.

Lemma 2.3.1: Kabul edelimki, K, = max|K(t,t)| , Fy = max|f(x)|

0<t<t<T olsun. O zaman

Fo(Kot)™
n!

lu, (] < (2.14)
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olur.

Ispat: Tiimevarim yontemiyle n = 0 icin |uy(t)| < Fo ‘dir. n = k igin

lu ()| < M dogrulugunu kabul edip n =k + 1, i¢in

Fo(Kot)k+1

s (B)] < 280

oldugunu gostermeliyiz.
t
i1 (O] = |f3 K& Dy (1)

< [IK(t, Dl ()] dr

< Kofyhu (D)lde

Fo (KOT)

t
< Kof, dt
_ F0K0k+1 ft Kdp = F0K0k+1tk+1 _ Fo(Kot)k+1
k! 0 k!(k+1) (k+1)!
Lemma 2.3.2:

(2.12) kosullari altinda Y 3—, ug(t) serisi [0,T] araliginda yakinsaktir.
ispat:
1.Weierstrass teoreminden

k k

lue (O] <

yakinsaklig goriiliir.
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Lemma 2.3.3:

Y=o U (t) serisi [0,T] araliginda siirekli bir fonksiyondur.

Ispat:

1. Weierstrass teoremi geregi  >.po Uk (t) serisi [0,T] arah@inda  yakinsaktir.

up(t) , [0,T] araliginda sireklidir. O zaman u(t) = Yp—ouUr(t) toplam

fonksiyonu da [0, T] araliginda siireklidir. 2. Weierstrass teoremi geregi ,

limn s [} Eheotte @t = [} lim Th_uy dt

= ff u(t)dt V[a,B] € [0,T]
Lemma 2.3.4:
u(t) fonksiyonu (2.1.1) denkleminin bir ¢6ziimiidiir.
ispat:
U () = fOtK(t, Dup_1(1)dT ,n=123,..
Ny, (8) = [T K1) INoqun_q (D)de
up(t) = f(¢)
esitligini her iki tarafina ekleyelim

Uo() + Iy (1) = [y K(t,7) ENZdup(Ddr + £ (1)

IN oty (8) = [JK(t,T) ENZdup(DdT + f(8)
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n — oo limiti alinirsa

u(t) = limg., [ K(t,7) INZdup(Ddt + (1)

2. weierstrass teoremi geregi,
u(®) = [yK@ED lim SN up(@dr + f(0)

u(®) = [ K(t, Du@)dr + f(t)
olur.

Teorem 2.3.2: (Teklik)

(2.11) denklemin ¢oziimii tektir.

Ispat: (2.11) denkleminin ¢oziimiiniin tek oldugunu gostermek igin u'(t), u?(t)

gibi

ul(t) = £(t) + [, K(t, Dul (1)de

u?(t) = £() + f, K(t,Ou? (1)dr

birbirinden farkli iki ¢dziimii oldugunu kabul edelim.
ul(t) —u?(t) = fot K(t,7)[ul (v) — u?(1)]dr

olur.

ul(6) —u?(t) = ¢(t)
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olmak tiizere,

ot) = [JK(t D¢ (D)dr

homojen integral denklemini verir. ul(t) = |¢(7)| olmak iizere
t
lp®| < Ko [jle@ldT

Lle@ldt = u(t)
ise
ul(t) < Kou(t)
ul(t) — Kou(t) <0
her iki tarafi e ¥t ile carparsak

e Kotyl(t) — Kye Koty <0,

4 1 —K,t
Ll et <0 ,

0’ dan t’ye integral alinirsa
e Koly(t) —u(0) <0 ,
e Koly(t) < 0,
u(®) <0 ve u(t)=0,ise u(t)=0.vt€[0,T] iginl|e(t)] =0 olur.

() =ult(t) —u?() =0 ise ul(t) =u?(t) olur.
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Sonug: (2.13) ile belirtilen seri her A degeri i¢in diizglin yakinsak oldugundan

ikinci tip Volterra integral denkleminin ¢6ziimiiniin varligi 4 ‘dan bagimsizdir.
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3. EIKONAL DENKLEM, RAY, FRONT VE OZELLIKLERI

Bu béliimde birinci mertebeden kismi diferansiyel denklem konularindan eikonal

denklem, ray, front, Riemann koordinatlar1 hakkinda temel bilgiler verilecektir.
3.1 Eikonal Denklem
7(x, x°) bir fonksiyon x° parametre olmak iizere

1 1
|VT(x,x%)|% = Tl n? = o x,x% € R3 (3.1)

7(x,x°%) = 0(|Jx —x°]) ,x - x°, (3.2)
kosullar altinda eikonal denklemini saglar.
3.2 Ray Koordinatlar

x9, R3 ‘de sabit bir nokta ve x, R3‘de keyfi bir nokta olsun. @ = (ay, @y, a3)
keyfi birim vektdr olmak iizere a yoniinde tanjant vektdriine sahip olan x°’a giden
bir 1s51m1 dikkate alalim. x , bu 1s1nin keyfi bir noktasi olsun. Bu nokta Riemann

(Ray) koordinatlar ile asagidaki sekilde verilebilir:

x=f(x%) , {=ta, ((=(01,00))

R3’deki her x°, { nokta ¢ifti arasindaki asagidaki baginti

0
=det (M) # 0 olmak tizere

|6f(€.x°)
a¢

a¢




17

f(,x°%) fonksiyonu , ¢ = g(x,x°) seklinde bir ters fonksiyona sahiptir.

-1
A
{=g(x.x%)

gx%x®) =0ve J(x)= |6g(;;x°)

a¢ ox x=x0

J(x) , Kartezyen sistemden Riemann (ray) koordinat sistemine doniigiimiin

jakobiyenidir.
3.3 Eikonal Denklemin Coziimii
Lemma 3.3.1 :

co pozitif sabit c(x) = ¢, olmak iizere 7(x,x°) = |[x —x°|/c, denklemi (3.1),

(3.2) probleminin bir ¢oziimiidiir.
Ispat:

1

Co

1| x—x°

Co

(559 -

[x—x0]

V;;([% (i —x?)z]l/z)

3.4 Birinci Mertebeden Lineer Olmayan Kismi Diferansiyel

Denklemlere Ait Temel Bilgiler

Eikonel denklemin (3.1), (3.2) esitliklerini dikkate alarak 7(x,x%)’mn x; ‘ya gore

kismi tiirevlerini alalm. k = 1,2,3 p,q,r  sirasiyla

at ot at
p - a_xl ] q - a_xz , T = 6_363 ) (33)
F = p?+q%+r? (3.4)

olur. F =0 hali (3.1) Eikonal denklemine karsilik gelir. Bu denklem igin Euler

denklem sistemi
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dx dx dx
d—;:Fp:2p, d—zqu=2q,d—:=Fr=2r, (3.5)
% = pF, + qF; + rF. = 2(p* + q* + r*) = 2n*(x) (3.6)

_ anz(x)) _on?(x)
0xq - 0xq

%:_(Ffp-l_F’h):_(

dq _ on?(x) ar _ on?(x)
ds  oxy ' ds ~ 9x3 ' (3.7
Kisaca x = (xl(s),xz(s),x3(s)), p = (P1, P2, P3)>

dx dt d Vn

== 2p,$ = 2n?, d_z =2n(x)V,.(x) = 2n27 = 2n2VInn(x),
dir. Buson sistemi t = 7, dt = 2n? olmak {izere
dx 14 dp
— = o= Vhinn() (3.8)

seklinde yazilabilir ki bu sisteme Euler sisitemi denir. Yiizey (t = sabit) ise

dalga 6nii olarak adlandirilir.

Vidx = (p,q,r)(dxy,dx,,dx3) = pdx, + qdx, + rdx; =dt =0

den dolaytr V1 = (p, q,r) vektorii egri 6niiniin normalidir.

Tamm 3.4.1 : 7(x,x°) = t denklemi t zamaninda x°’daki kaynak noktasinda 6n
dalgayr tanimlar. 7(x,x°) =t yiizeyin karakteristik konoididir. 7(x,x%) =t
karakteristik konoid olusturma metodu ¢ift karakterli denilen farkli cizgiler
olusturmay1 igerir. Bu farkli ¢izgiler konoidin iizerine yatar ve ortaklasa bunu

olustururlar. X boslugunun {istiindeki cift karakterli projeksiyona 1sin(ray) denir.
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7(x,x%) =t yiizeyine bu ismlar ortogonaldir. Isinlar1 bulabilmek icin Euler

sisteminin ¢oziilmesi gerekir.

Vt , t =1(x,xy) ylizeyine dikey, dalga onii, £ = t(x,x,)’1n yiizey seviyesi

oldugundan

% _ (dx;s(s)’ dx;s(s) dx;s(s)) = (2p,2q,2r) = 2Vt(x, xy)

dx
== 2Vt(x, xg)

d?x _ 2
K =2Vn (X)

+ (%)2 + (%)2 = 4n?(x)

dxy)?
( ds ) ds ds

(3.10), (3.11) denklemlerine ray denklemleri denir.
o , ray icin egri uzunlugunu gostermek iizere

do? = (dx1)? + (dxz)? + (dx3)?

do? = (dx;)? + (dxy)? + (dx3)? = 4(p? + q% + r?)(ds?)

ve
do = 2nds
olur.
£

(3.9)

(3.10)

@3.11)

(3.12)

(3.13)
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Dalga boyunca t ‘nun degisimi

dt
do

o drt o
—= ndo
0o do on

7(x(0)) = 7(x(0p)) + f;) n(x(o))do
3.5 Tasiyic1 Denklemin Co6ziimii ve Ozellikleri

Lemma 3.5.1 : ¢, pozitif sabit, g, sabit olsun. Fonksiyon ,

oy _ 1 1 |x—xO
o(x,x%) = 5 exp (5 Qo——

problemin ¢oziimii

2\71\70+0(Ar—%) =0

0

1
lx—x0]

a(x,x°)=0( ) ,x = x0

Ispat: o(x,x%) = P

olsun. Bu fonksiyonlar (3.16) denklemini saglar.

|x — x°| =1 ise

|x — x| 2
A = .
o Colx — x°

Kiiresel koordinatlar1 kullanarak ,

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

1 x-x0°
e (2 g0 2) | (e x®) = e =21/
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gosterilmis olur ve

1
> z x — x°
5 _
e(lx —x°D) =7, [Z(xt - x7) ] Tk =
i=1

() = [ °>] -

olur.
Ap = 1 1 |x—x° 2
T o P G T T =]
Vo = 1 1 |x—x°
? |x x0|exp 2 90 Co
B ( 1 ) 1 |x—x°
|x_ Ol exp 2q0 Co
1 1 Jx—x°\1qo
L — 40 ,
lx — x0] p( qo >2C0 (Ix D
v X —x 1 |x—x° x — x° 1 Jx—x°\1q0
? x — x93 P\ 20 Co | _x0|exp 210 Co 2¢,’
veya
x —x° x—x°1
Vo = do

x — x0|2 |x — x| 2 ¢q
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Vo, Vt, At igin bu bagintilar (3.16) ‘da yerine konulursa

o 2 o 2 o o
2ViVo + oAt — 2 = — e —g -2 =9 elde edilir.
ch Colx—x0| Co Colx—x0| Co

Lemma 3.5.2 :

c(x)=c,,q(x) =qy olsun. x € Ug(x%) = {x:|x —x°| < &}, olmak iizere

(3.16) , (3.17) probleminin ¢oziimii

1 1 x—x0
U(x) xo) = |x_x0| exp (E 90 |C—0|) ]

ise a(x,x%) asagidaki 6zellikleri saglar.

@ lim,_ 900, x")1(x,x%) = Cl ,  r=|x—x°;
0

(b) 04(x,x°%) ikinci dereceden siirekli diferansiyellenebilen fonksiyon eger

K . )
x #x%  |Agg(x,x%)| < o X7 x® K sabit olmak iizere ;
, 90 (x,x?) _ )
(©) rli%fx—x°|=rf S ——dS = —4m;

@ o(x,x%) =o(x%x)

Ispat:

(@ >0, x€U.(x9, t(x,x% = |x —x°|/cy, olsun. Eger x € U.(x?),

aliirsa

lim,,_ 0 o(x,x%)t(x,x°) = P 1x0| lx —x°|/cy = Ci esitligi elde edilir.
- 0

Eger x € R\ U.(x%) , 7(x,x°% =|x—x°/co+ 0(|]x —x°|?),

1 |x—x9 |
exp (90— —), alnirsa

0

U(xl xo) = |x_x0|
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lim,,_ 0 o(x,x°)t(x, x°)

1 —x0 )
exp (qu |xC:c |)_(|x—x0|/c0 + 0(|X _xolz)} — a

= im{
x—-x0 Ux—x0]

olur.

0 0 . K _ Kcg
(b) X €UL) x>t iein 26 5 = ooy
olmak iizere eger
11 )
x € U (x)\(x%}, 7 =[x —x° ==L se
a 2c¢

|Ao(x, x%)| =

o (Lo )| = 2 2 e )

(R @ @ R e0)) o =ra

geri kalan kisim Taylor formiilii ile ilgilidir. Langrange formiiliinden

r

R(r)=(z)4%ef, 0<éE<r

10

T r2or a?2!

2
(—1 +—==—+2r3a() + r4a’(r)>

1 2r 2 3 4 1
=3 ﬁ+6r a(r) +4rca’(r) + r*a’(r)

1
= ——+6a(r)4ra’'(r) + r*a"(r)
a?r
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K .
=— lima(r)=0.
r r-oom

) o (xx) . . 9 (1 r
(C) llm fflx—x°|=r an dS - T‘ZA% f fx—x0|=7‘$(; exP (;)) dS

r—+0
= lim [~ + =+ 2ra() + @' D)} [[,_yo, 45
ro+0l 72 " a?2! le—x0)=r

= —4m.
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4. CAUCHY PROBLEMININ VOLTERRA INTEGRAL
DENKLEMINE INDIRGENMESI

x = (x1,%,,x3) , C pozitif bir sabit, q(x) € C*(R3?),g(x) € C2(R®) n H*(R®),
h(x) € CY(R®) N H3(R?) olmak iizere homojen telegraf denklemi

U = c2()Au+q(x)u, x€R3 t>0 4.1)

u(x,0) =gx) u(x,0) =h(x) , 4.2)

olsun. Amacimiz telgraf denklemi i¢in bu Cauchy problemini ¢ok katli Volterra
tipi integral denkleme indirgemektir. Bu integral denklemin ¢6ziimii igin ardisik

yaklagimlar metodu kullanilacaktir.

Teorem 4.1 : (4.1) problemi (4.2) kosullar1 altinda

0y = _1 fm c® 1
O-E(xlx ) - |xg_x()| C(X‘g) ](X) exp (2 fr(xolx) q(f)dT) -

FOo0) = = [l e e {060 B2 — g(0) 2552 1 (8,0 T2 n() s

olmak lizere

u(x, t) = ﬁfot fozn fonu(f, t—1(¢,x)) W(Afigs—(mrzsianBd(pdT + F(x,t)

9 le=frax
integeral denklemini saglar.
Ispat: u(x,t), (4.1) ve (4.2) ‘in ¢dziimii olsun.

[u(x,t)] = ulx, t — 1) = uy(x, t).
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olmak tizere [u(x,t)] fonksiyonu

[uee] = 2 [Au] + q(0)[ue]. 4.3)
grad,u, = [gradu] — [u;]gradr, 4.4)
yardimiyla

Au, = divgradu, = div[gradu] — div{[u;]gradt},
div[gradu] = [Au] — [gradu;]gradr,
div{[u/]gradt} = [gradu,]gradt — [u;](gradr)? + [u.]AT,

(4.4)’den

Au, = [Au] — 2[gradu,]gradt — [u/]At + [uy](gradr)?

Auy = %&?[ut] -2 {grad% + [utt]gradf} gradt — [u.]At + [ug]

1
c2(x) ’

Au, = ZaWMue] _ 2grad %gradr — [us]AT.

c?(x)

Son esitligi o,(x) sobolev fonksiyonuyla ¢arparsak ;

Usq(x)) du,

- ouy _ ouy
osAuy = —20,gradtgrad Py (O’SAT 200 ) ot

4.5)

o4(x) fonksiyonu asagidaki gibi segilirse
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0 sq(x)\ 9 . d
_Zasgradrgrad% — (O’SAT - aczq(;) )% = div(— %W) (4.6)

w(x,t) diizgiin fonksiyon olmak iizere

w = 20,gradr, “4.7)

divw = g,ATt + %4(%x) 4.8)

c2(x) "

(4.7) ‘1 (4.8) denkleminde yerine koydugumuzda

. _ asq(x)
div(2o,gradt) = o,AT + )
veya
20TV 0, + oy (AT — C"Z((";)) =0 4.9)
lx —x%lo(x,x) =1, x > x° (4.10)

elde edilir.
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5. HIPERBOLIK DENKLEM ICIN CAUCHY PROBLEMI VE
VOLTERRA INTEGRAL DENKLEMI

Lemma 5.1:

x € Uy (x2)/Us(x® , I'(x,x° x°1 x’e¢ baglayan 15m olsun. x%

I'(x,x%) S.(x°) icin arakesit noktas1 olsun.

1 J(x&)c(x) 1
7e(%,%0) = |xE—x0] \I c(x8)J(x) exp (5 fF(X,XO) q(§)dr),

x € Uy (x9)/U-(x%) igin tasiyict denklemin (4.9) ¢dziimiidiir.

Ispat: 2VtVos + o VT — acszqg)) =0 transport denklemini ele alalim.
(3.9), (3.13) yardimiyla

d d d o
2ViVo, = d—’; Vo, = 2n£|705 =2n== elde edilir. (5.1)

. v 1e e . do, . dx ..
x(0) 1511 boyunca o, fonksiyonunun yoénlii tiirevi d—ds olmak {izere e birim

vektordiir. (3.9)’dan

202 + g, AT — ";2"(;")) =0 (5.2)

Vt igin R yanal olarak 1sin tiipleri tarafindan sinirlandirilmis bolge , Sy ve S;
olarak belirtecegimiz dalga onlerinin iki yam tarafindan oOrtiilmiis olsun. R’nin
yanal sinirim S, ile belirtilsin. Divergence teoreminden

Jo AtdV = [, div(Vr)aV

= [, VINdA
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=J. VINdA + . VINdA+ |. VTNdA (5.3)

dV , R’nin bir parcasi olmak lizere S =5,US;US, olur. V1, (3.24) ‘deki

1sinlara paralel ve N’ye dik olmasindan S, yiizeyi lizerinde VN =0 olur.

(3.9)’dan
fR AtdV = fSo VtdA + fSl VtdA 5.4

dA yilizeydeki bir alandir. V7 , N ‘e gore S;(Sp) lizerinde sirasiyla ayni (zit)

yonliidiir. (3.1) S; iizerinde kullanilirsa
VTN = ||Vt|||IN]||[cosO = n (5.9

yazilabilir , boylece Sy ,

VTN = ||VT|||IN||cosm = —n (5.6)
(5.4) ‘den
Jg AtdV = [ ndA~ [ ndA . (5.7)

Kartezyen koordinat sisteminden ray koordinat sistemine doniigiim yapilirsa
dA = ]dsldgz (58)

J Kartezyen koordinat sisteminden ray koordinat sistemine doniisiimiin jakobiyeni

olmak lizere

dV = dAdo = Jde,de, - dr (5.9)

Jp AtdV ~ Atldede,dr (5.10)
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fsl ndA= [ . . ndA=[_ . _ njdede, =nf|. q.dede, (5.11)

olur. Benzer sekilde

fso ndA=[_  ndA=[_ njdede, ~nj|.dede, (5.12)
(5.7) ile
fsl ndA — fso ndA = (0 |;4q; — nJ|)de de, (5.13)

(5.5), (5.6), (5.10), (5.13) kullanilarak

AT = nfR Arav — n(nJ|ryar—nJ|)derde; — E(njl‘[+d’f—n]|‘[)
Jdeqdeydt Jdeqdeydr ] dt

1d

AT = 7E(n]) (5.14)
elde edilir.
(5.2) ‘den
do, 0sq(x) do, 1d 0sq(x)
2n—- At — =2n—+—-—— —
" T 2(x) i T Tae ™% T a2
veya

2n d o,q(x) |4 d Ji o5q(x)
\/_n_]E(US\/n—])_ c2(x) _\/]:c% Us\/; (%) =0



4d J\ akx(e) _
Jcdo % |c % c2(x(0))
d J\_ ]c q(x(a)) _
do\ %5 ¢ S 2(x(0)
d JV 1] qi(e) _
do\ % fc| 2 c% c2(x(0))
d J
%<"S\E> _ 1q(x(0))

7T 2c(x(0))

Sy c
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x, x° noktalari ve bu noktalari birlestiren 1511 ele alalim. |x — x°| = ¢ yiizeyinin

arakesit noktast x¥ ve 1smm  I'(x,x°) olsun. Dalganin parametrik gosterimi

x = x(0) ve x(0y) = x.,x(0y) =x olmak lizere o, ‘dan oy’¢ her iki tarafin

integrali alinirsa

1(_) B 1(x(ao (a6

veya

](0-1 ( ( 0)) ](x(GO (f Q(x(a))

Os (X (0-1)) C(X (O'))

. [(xo)c@)) 1 [ aE@)
O_s(x(o-l)) - GS(x(GO))\/C(X(O'O))](x(al)) exp (2 . C(f(O‘))

do)
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do = [¥3  d&?

(3.14) kullanilarak ve o, ‘nin yerine keyfi x® noktasi ve o’nin yerine x

kullanilirsa esitlik asagidaki hali alir.

1 |x x| ,/(xf) c(x) 1
0y — —
O-E(xlx ) - |x£ _ xOl e C(xf) ](x) exp (2 F(x[x) q(f)d‘[) ’
veya
B 1 J(x%) c(x) 1
0 (6, x%) = |x€ — x0| ,’c(xs) Jx) P (Er(l )q(f)dT)'

Green formuliini

aas

I, (os8uy —ujAog)dx = [ (as% 5.ds,

ele alip x = (x1,%,x3), dx = dx;dx,dx; , n dis normal vektdrii olmak {izere

(4.6), (4.7), (4.8) ‘i uygularsak

11f,, div(-2220,gradrydx — [ff, wAosdx = [f, (0,22 — uZZ)ds,

integral altindaki divergence Ostrogradskii formiilii ile

6u1 dag du, 0t
fﬂ.ulAasdx+ ﬂ- as — U= In +20,—— 5% on }dS—O

elde edilir. u fonksiyonuna doniiliirse
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Ju;  [Ou duy dt
%‘[&] [E on’

asagidaki temel formiile ulagilir ki

6 das
I1f, laagdx + ff; {og[52] - 152 + o [ 5| =} ds = 0 (5.15)
burada D =D, = {x = (x1,%,%x3) € R3:7(x, x°) < ¢},

S =58, ={x=(x1,x,%3) € R®:1(x,x%) = t} “dir. Asagidaki temel 6zellikler

1

1) limy_,y, 05 (x,x%)7(x,x%) = = (5.16)
2)o(x,x%) =0, (x%x) ; x=x° iciniki defa tiirevlenebilir, (5.17)
3) |Agg (x°,%)| € ———, x - x° (5.18)

72 (x,x9)’

4) Eger S;, x© ic noktasini igeren kapali yiizeyi ve n, S; ‘in dis yonlii normali

olmak iizere
, do(x,x°
limg, o [ f, %ds = —4m (5.19)
ile (5.15)
7] a g
Iy {os [32] — 152 + oo 5[5} ds + [, C )dS + fff, [ulagsdv = 0, (5.20)
olur. S, ile sinirh integral € » 0 iken —4mu(x°t) olur.

u(x%t) = ﬁffs {O’S g—ﬂ - [u] 99 4 a at]} s + - fffD, ulAosdv, (5.21)
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(4.2) baslangi¢ kosullari ile
u(x®,t) = - [, {0:52 - 952+ 0, 5-h} dS + - [[f, [ulAoydx (5.22)
u(x%,t) = F(x%1t) +— fff u]Ao.dx

U,(X, t) = F(x' t) + ﬁ fffr(f’x)gtu(f' t— T(E’ x))AfO-S (f' x)df

FOOO == [f, e oo {066 1) 228 — () 2250 4 6,0 “E2 () s

Siirekli fonksiyonlar sinifi i¢inde (5.22) integral denkleminin ¢oziim y&ntemi

vardir.

5.1 Sabit Katsayili Baslangi¢ Deger Probleminin Volterra Tipi integral

Denkleme Doniisiimii :

FOLD = = [f, e oo {0606, 00 228 — g(6) 22555 4+ 0,(, ) T2 n(§) } ds

olmak lizere

uCe, t) = FOOE) + o= ([l ¢ e (60 £ = T(6,00) A 05§, 2)dE

Volterra integral denklemini alalim.

a = (cos@sind, singsind, cos) (¢ = ({1,42,¢3)) kiiresel koordinatlar
yardimiyla

1t 2 Agas(§%) .
u(x,t) = F(x,t) + Efo Js ﬂf:u —1(¢, x))|ag(;x)—725m9d9d<pdr.

§=f(rax)
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olur. T pozitif sayr olmak {iizere D(T) = {(x, t):0<t<T- %}, tanim

kiimesinde (5.23) denkleminin tek siirekli ¢oziimii vardir. Ardisik yaklagimlar

yontemiyle bu denklemin seri formunda bir ¢ézliimii elde edilir.

u(x, t) = Z?lozo un(x' t) )

uo(x,t) = F(x,t) ,

1 pt (2 Agos(§,x) .
u, (x,t) = Efo Js 7tfonu —1(§,x ))lag(;x)s—rzsmedﬁdgadr, n>1
§=f(rax)
(5.23)

G, K sabitler olmak tlizere

1
) < G,|Ago(§,0)] < Tz(g o $x €DD).

§=f(rax)

1
|09(€x) =G.

§=f(rax)

Yukaridaki esitsizlik ve Sobolev fonksiyonu o,(x,x°) ‘i 6zellikleri kullanilirsa

U (6,6) < [0 2 [ty (8, — 7(€, %)) |sinfdOd

lus (x, £)| < _f fZTT fﬂ Fysinfdfdedt = GKF,t,

Jun (x, O < Fo(GKO™S olur.
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Lemmal.2:

1

Fo = max e nepn) | F(x, D), <G kosuluile

29Cx)
3¢ le=fax
Jun (x, O < Fo(GKO™ (5.24)
dir.
ispat:

lug(x, )| < Fy,

T [ g1 (6t — T(€,%))|sinfdfdepdT, n > 1

ot (x, )] < X
lun (x, O < GK [ (GKY™ " Fot™'d = (GK)"Fy & .

Lemma 5.3:

Belirtilen kosullar altinda Y ;_ou,(x,t) serisi D(T) ‘de diizgiin yakinsaktir.
ispat:

th tT™
|un (x, )] < Fo(KG)" — < Fo(KG)" —

Weierstrass teoremi yardimiyla Y-, u,(x,t) benzer sekilde D(T) tizerinde

yakinsaktir.
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Lemma 5.4:

Belirtilen  kosullar  altinda, u(x,t) = Yp—oun(x,t) D(T) iginde  siirekli

fonksiyondur ve (5.23) integral denkleminin ¢ozimi  u(x, t) ‘dir.
ispat:

V(x,t) € D(T) , esitlik diisiiniildiigiinde

21

te2mm
1 Eo-s(f x) 2 .
up(x,t) = Eff fun_1(§,t —17(§,x)) |6g(<$ ) T°sinfdOdepdr .
00 0
&=f(Tax)
Zg:lun(xJ t) =
2 Agag(§,x) .
E f 5 N g (Gt -1, x))WrzsmedegodT
§=f(rax)
lim, oo Yoeq Un(x,t) = F(x,t) +
Moo XN Uy 1 (&t —T(&, x Afas—mrzsinedé’dgodr
o Jy T o lim e, S (66 =76 ey
§=f(rax)
Bu fonksiyonun bir sonucu olarak
u(x,t) = Yn—oun(x,t)
denklemi saglanir.
1 t (27 (T Agos(§.x) 2 .
u(x,t) = Efo Jo Jou@t =@, x))WT sinfdOdedt + F(x,t)
§=f(rax)

Boylece , son integral denklemi (5.23) denklemine esdegerdir.
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6. MAXWELL SISTEMININ GENELLESTIRILMIiS CAUCHY
PROBLEMINE iINDIRGENMESI

D,B ve ] vektorleri elektriksel yer degiskeni , manyetik indiksiyon ve akim

yogunluk vektorleri olmak iizere Maxwell sistemi

_10D 4z

curl,H = ey + " I, (6.1)
__198

curl E = ~or (6.2)

divy,B =0, (6.3)

div,D = 4mp, (6.4)

formundadir. p elektrik yiikii yogunlugu olmak iizere p ile /] arasindaki baginti
ap .
i div,] =0 . (6.5)

dir. Bundan dolay1 (6.1) ve (6.2) esitlikleri birbiriyle bagintilidir. Bu baginti
elektrik yiikiiniin korundugunu ifade eder. B,D ve ] terimleriyle £ ve H

arasindaki baginti

D:gE’ B:MH , ]=UE+]
(6.6)

seklindedir ki burada ¢ , elektriksel gecirgenligi , 4 manyetik gecirgenligi, o
iletkenligi , j akim yogunlugu dis elektromanyetik giiclerin hareketi ifade eder.

t =0 igin

E=0,H=0,p=0,j=0, 6.7)
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dir. Bu t=0 zamaninda elektromanyetik alan , akim veya elektrik yiikii
olmadig1 anlamina gelir. j vektor fonksiyonu , o matris , &, u sabit, (6.1) —(6.7)

denklemlerini saglayan p fonksiyonu ve E, H vektor fonksiyon olmak iizere

EItZO =0 ) HIt:O ’ (68)

kosullar1 altinda

41

curl H = %% (E) + T 0E + 2}, (6.9)
curlyE = =22 (uH), (6.10)
div, (uH) = 0 6.11)
div, (¢E) = 0 6.12)

denklem sistemi elde edilir. Diferansiyel operator % ‘1 (6.9)’a uygulanirsa

56_2 4mo 0 4T 9 .

0H
curle—Catz (E)+T§ Ta], (613)
(6.10)’dan
0H c
P —;curle (6.14)
(6.14)’1 (6.13)’ de yazarsak

c € 92 410 0 4T 9 |
curlx(—;curle) :Zﬁ(E)-l_TEE-'_TE]’ (6.15)
ep 0?2 amtop 9 4mp 9 .

—curlx(curle) = zﬁ(ﬁ') + 2 aE + C—Za (616)
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curl,(curl,A) = V,divA — A,A  6zelligi kullanilirsa

2
graddivE + AE = j—‘;% (E) +

471:0';11 4mtp 0
¢z at c? ot

(6.12) dan

ediv,(E) =0 ise

div,(E) =10 ve  —curlcurlE = AE ile

_ ai(x) 2 _ c ) — ﬂ
qi(x) = 4w &)’ G = uei(x) ’ filx) = &i(x)

olmak lizere

aZA[ 0A;
At () 2~ 2 (A = £i(0),

a
Aili—g =0, aAi1t=0 =0,

(6.17)

i=1,23.

(6.18)

(6.19)

telgraf denklemi elde edilir ki, her bir i degeri igin, (6.18), (6.19) problemi daha

onceden tanimlanmig metot tarafindan ¢éziimlenir.
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SONUC :
Tezin baglica sonuglar1 sunlardir:

1) Sabit katsayili ve fonksiyon katsayili hiperbolik denklemler Volterra
integral denklemine doniismiistiir.

2) Bu integral denklemler yaklasik ardisiklar yontemiyle ¢oziimlenmistir.

3) Integral denklemlerin varlik ve teklik teoremleri ispatlanmistir.

4) Bu caligmalar, ters problemin tekilliginin ispatinda kullaniminda

elverislidir.
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