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UZET

Bu calismada, klasik Sobolev ve Gross logaritmik Sobolev esit-
sizlikleri ve bu esitsizliklerde ortaya ¢ikan en iyi sabitler ince-:
lenmistir. Gross logaritmik Sobolev esitsiz1igi bir teoremle genel-
lestirilmis ve en genel uzaylar i¢in en iyi sabitler konjektliri ola-
rak bilinen bir konjektir ig¢in baz1 yaklasimlar onerilmistir. Tez
alt1 bollimden olusmaktadir.

Giris boliiminde konu ile i]Qi]i baz1 onemli calismalar bir Ti-
teratiir taramasi olarak kisaca tanitilmistir.

Ikinci bolumde Sobolev uzaylari tanimlanmis ve Sobolev eésitsiz-
1ikleri ile yakindan ilgili olan Sobolev daldirma teoremleri veril-
mistir.

Oclincli boliimde klasik Sobolev esitsizlikleri ve bu esitsizlik-
lerde ortaya ¢ikan en iyi sabitler incelenmistir.

Dordunci boliimde Gross logaritmik Sobolev esitsizlikleri ele
alinms, Nelson hiper_kontraktif esitsizligine denk1igi gosteril-
mistir.

Besinci bolimde Adams ve Clarke tarafindan gelistirilen ispat
teknigi uygulanarak Gross logaritmik Sobolev esitsiz1i§i genelles-
tirilmis ve bu esitsizlige iliskin en iyi sabit elde edilmistir.

Son bGliimde ise en genel logaritmik Sobolev esitsizliklerinde
en iyi sabitler konjektiriiniin ispat1 i¢in literatlirdeki calismalar
gozonlinde bulundurularak bazi1 Oneriler veriimistir.



SOBOLEV AND LOGARITHMIC SOBOLEV INEQUALITIES

SUMMARY

This thesis is concerned with standard Sobolev inequalities and
a special class of inequalities called logarithmic Sobolev inequali-
ties which play a very important role in quantum field theory. This
jnequalities could be candidates for inclusion in some future
successor to the classicil work of Littlewood-Hardy-Polya [ 217].
Another problem on which we focus our attention will be about best
constants arising in these inequalities. In the case of logarithmic
Sobolev inequality in R we are led to examine an open problem of

proving uniqueness of solutigns of some semilinear partial differen-
tial equations in RT,

We call any inequality expressing the boundedness of a map from
LP to L9 a Sobolev type inequality or

more precisely,

HuHLq(Rn c VUHLP(Rn) ()

where q= np/ n-p, 1l<p<n and C is a constant independént of u.

This inequality, also known as a Sobolev embedding theorem. was
first proved by Sobolev in 1939 by using a representation formula and
applying a theorem of Hardy-Littlewood concerning fractional integrals.

The puincation of Sobolev inequality has attracted a great deal
of attention among mathematicians working in Partial differential
equations and in the calculus of variations. After this there

followed a remarkable number of papers including applications and
development of these inequalities.



A drawback of the Sobolev method is that it does not give the
exact value of the best possible constant C or any estimates for C.
To this end several authors have made attempts to get best constants.
For instance, Rosen [33] obtained the best constant for the special
case n=3, p=2, q=6 which leads to a sharp form of inequality (1).

The other special case when p is equal to unity is known as
Federer-Fleming~Rishel form of the Sobolev inequality which is sharp
and can be written as follows:

n 1

n - L qp(re O )}1/n
{1/ lufﬁ—T dx } P U= S |vul dx (2).

R ST e

The constant appearing in (2) is the best possible.

For the general case l<p<n, g= %@5 best constant in Sobolev
inequality (1) has been given at approximately same time independently

by Talenti [32] and Aubin [4].

In the standard Sobolev inequality the equation

g= %gﬁ implies g - p as the dimension n goes to infinity.

So there is a loss of information in the usual form of Sobolev
inequality as the dimension gets bigger.

The problem of finding infinite dimensional versions of
classical Sobolev inequalities is first discussed by Gross [19].
These types of inequa]fties are nowadays called Gross's logarithmic
Sobolev inequalities. In his paper Gross also demonstrated the
equivalence of logarithmic Sobolev inequality and Nelson's
hypercontractive inequality [26] arising in constructive quantum
field theory.

VI



Gross's logarithmic inequality asserts that the inequality

SIF1E i 1F] dulx) < 5 (VELD du(x) + [IF11S Ta ]I (3)
Rn Rn

holds for all continuously differentiable functions f. Herein wu
denotes Gauss measure on R and ||f||2 denotes Lz(u) norm of f,

The dimension dependent analpgue of (3), called the weak form
of the logarithmic Sobolev inequality can also be obtained through
the use of Nirenberg's derivation of Sobolev's inequality and
Holder's inequality. Although this form is not suitable for passage
to infinite dimensions, it designates a connection between the
classical Sobolev inequatity and the Gaussian Sobolev inequality.

The inequality (3) has been derived by using rather lengthy
probabilistic methods. Three years after Gross's paper, Adams and
Clarke [2] gave a very simple proof of Gross's logarithmic Sobolev
inequality using only elementary calculus.

The aim of this study will mainly be centered on the possibility
of whether Gross's logarithmic Sobolev inequalities might be further
extented on the basis of Adams and Clarke method of proof. In this
context it will be shown that this, to some extent, is possible.

Sobolev and logarithmic Sobolev inequalities have proved to be
very useful for the study of boundary value problems of mathematical
physics, particularly in qualitative studies of very complicated
problems that are generally intractable for analytic solutions. For
example when one wishes to establish operatgr estimates this approach
usually Tleads to Sobolev type inequalities.

This thesis is organized into five chapters. In the first
chapter, a literature survey on the subject has been presented. In
the second chapter we summarize a number of preliminary facts, some
definitions, important theorems (Embedding theorems) and related
results needed in the sequel.
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The third chapter deals with standard Sobolev inequalities and
best constants arising in these ineqha]ities. In a typical Sobolev
inequality best constant is defined by an investigation of the
following infimum:

vl swafPe .np
S= inf— = . q= (4)
1oren Hulla 0 U ax)P/o n-p
uewo’ (Q)
uz0

This problem has been studied by several authors. The main
features are the following:

a) S does not depend on Q ,

b) S is never achieved if Q@ is bounded

c) if Q:Rn.and wl’p(g) is replaced by functions in Lq(Q) such
that VuelP(Q), then S is achieved.

A standard method for the investigation of the above problem is
one due to Schwarz, known as Schwarz symmetrization argument. In
this approach the problem is first reduced to the class of functions
which are positive, spherically symmetric and monotonic decreasing.
Then it is shown that the infimum is actually attained by some
minimizing function in the class and that there is a unique solution,
that is, unique minimizer to the Euler equation for the variational
problem (4). This then gives the desired minimum.

Aubin's and Talenti's papers follow the above pattern for
investigating the variational problem (4) which Teads to best constant
for the Sobolev inequality.

In the fourth chapter, logarithmic Sobolev inequalities have been
introduced. Also the equivalence of Gross's logarithmic Sobolev and
Nelson's hypercontractive inequalities is demonstrated and the weak
form of Gross's logarithmic Sobolev inequality in which the

VIII



coefficients depend on the space dimension is obtained from
Nirenberg's form of Sobolev inequality and Holder's inequality. The
Logar1thm1c Sobolev inequality of Gross is, in its Lebesgue measure
form, the p=2 case of the general inequality.

Pl 19elP ax s s [olP Info] ax - [lalIP | nllsll,
n n 9 s
R R p (5)
oo 110110
where [|. l]n,p denotes the norm on the Banach space Lp(Rn, dx )
defined by

lulpy =7 Iul® ox
Rn

with dx Lebesgue megsure in ﬁ"

For n= 1 and p=2, Adams and Clarke gave a very elegant proof
of this inequality using elementary calculus and one dimensional
calculus of variations. By converting to the Lebesgue form and
using’ . induction on n, the proof for general n then follows.

In the fifth chapter we present a proof of this inequality for
n=1 and general p>1 by adapting the method of Adams and Clarke.
Unfortunately, the induction method fails to generalize when pg2.

We have the fallewing theorem:

Let u: R » C be a continuously differentiable funcCtion.

Then for p>1

PNt P s S fulP e ful ax - {ul 1D W [lul ek [lullD o (6)
R R
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where

- e _1op, 2l
y = = [ 1+ ( (p-1) T p))]

is the best possible constant. The equality holds in (6) if u has
the form

u(x) = Aexp {ﬂ_%-[x+u{q }

where p and q are pairs of conjugate indices, i.e. p-] + q-] = 1
and X and u are positive constants and |x| = (x% L CCRRRE xﬁ )]/2.

The last chapter concentrates on the investigation of the
tricky uniqueness problem of the positive, radial solutions of the
equation: '

Bou+ WP (plnu+ 1) = 0 i (7)
Apu being the p- Laplacian of u defined by

Bu = div (IVulp'2 vu)

and u is a symmetric rearrangement,

This is needed in order to comp]ete the proof of conjectured
best constants in logarithmic Sobo]ev'inequa1ities. At the moment
this remains an open problem. Even with p=2 in which case
A+ u(2 Tnu + 1) = 0, A being the usual Laplace-operator, it is
still very hard to prove the uniqueness of solutions which would
show the existence of the unique minimizer. The p=2 case has
recently been worked out by several researchers [ 6,7,8,17,18,23,26,
28] . Relying on a paper by Kwong [ 22] who proves the uniqueness
of positive, radial solutions of Au + WP - uzC (p>1) it seems
quite possible that the method of Kwong's proof can be applied to
ensure the uniqueness for our particu]af problem replacing
polynomial function wP - u (p>1) by the logarithmic function
u(2 Tnu + 1), In recent years a remarkable :number of #mportant



papers [12 ] have been published concerning the existence and
noriexistence of solutions of p-Laplace equations, But the general
uniqueness problem in Apu + up'](p]nu + 1) = 0 is still unsolved,
This would lead us to the best constants in (5), consequently we
would get the sharp form of the logarithmic Sobolev inequality in
LP (rR", dx) with dx Lebesgue measure in R".

XI



BOLOM 1
GIR1S

Analizde ve matematik fizigin sinir deder problemlerinde karsi-
las1lan esitsizlikler kabaca su basliklar altinda siniflandirilabi-
lir: Sobolev ve spektral esitsizlikler, majorizasyon esitsizlikleri,
konveksite esitsizlikleri, yeniden diizenleme esitsizlikleri, 6z fonk-
siyon esitsizlikleri, sa¢ilma esitsizlikleri ve korrelasyon esitsiz-
1ikleri. Bu calismada esas olarak, sinir deder problemlerinde ve
matematik fizikte onemli rol oynayan klasik Sobolev ve logaritmik
Sobolev esitsizlikeri, i11gili esitsizlikler ve bu esitsizliklerde
ortaya ¢ikan en iyi sabitler [2]} incelenecektir. Hardy,
Littlewood ve Polya tarafindan yazilam "Esitsizlikler" (1934) isimli
kTasik kitapta cesitli integral esitsizlikler ve bunlarin ispati
icin pek c¢ok yontem verilmistir. Bunlar arasinda, varyasyonlar he-
sab1 standard bir yontem olarak sayilabilir. 1938'de Sobolev [ 31]
kendi adiyla taninan bazi esitsizlikleri fonksiyonel analiz ySntem-
leri kullanarak ispatlamistir. Sonra boyle esitsizlikler kismi di-
feransiyel denklemler ve vargasyonlar hesabinda c¢alisan matematikci-
ler arasinda oldukca popliler oimaya baslamistir. Bu arada klasik
Sobolev esitsizlikleri ve izoperimetrik esitsizlikier arasindaki
iliskiler de c¢esitli yazarlar tarafindan incelenmistir. Sobolev'in
yukarida sgzii edilen esitsizliklerinde ortaya ¢ikan sabitler en dyi
sabitler dedildir., Sobolev esitsiz1igi i¢cin en iyi sabit ilk defa
5zel durumda Resen [ 30 ] tarafindan veriimistir. Genel durumda ise
en iyi sabitlerin ispat1 1976'da iki ayri1 yazar tarafindan, Aubin
[ 3 ][4 ] ve Talenti [ 32 ] , bagims1z olarak yapilmistir. Her iki
yazarin da ispat1 esas olarak geometrik diislincelere ve varyasyoh]ar
hesabinin kullanilmasina dayanmaktadir, Aubin, kompakt bir Riemann
uzayi, R" Euklid uzayi ve Sn kiiresi icin Sobolev esitsizliklerini ve
bu esitsizliklere ait en iyi sabitleri ve izoperimetrik esitsizlik-
lerle Sobolev esitsizlikleri arasindaki iliskileri incelemistir.
Talenti'nin calismasinda ise en iyi sabitlerin ¢ikarilmasinda Mayer
ekstramaller alanlari, Hilbert dedismez integrali ve Weirstrass E



fonksiyonu gibi kavramlar kullamilmstir. Literatiirde Hardy-
Littlewood- Sobolev esitsizlikleri olarak bilinen HLS esitsizlikleri
ve cift agirliklt HLS esitsizliklerinde en iyi sabitler Lieb [ 23]
tarafindan hesaplanmstir. Sobolev ve i1gili esitsizlikler matema~
tik fizikte, 6zellikle kurantum alan teorisinde oldukca &nemli bir
uygulama alan1 bulmustur. Genellikle analitik ¢bziimleri bulunamayan
¢ok karmasik problemlerin kalitatif olarak incelenmesi, yani opera-
torlerin normlari lizerine bazi tahminlerin yapilmasi kaginiimazdir.
Bu analiz ise bizi genellikle Sobolev tipi esitsizliklere gotiiriir.
Bundan dolays literatlirde bdyle problemlerle i1gili cok sayida yayin
bulunmaktadir ve bu alanda ¢alisan arastirmacilarin sayisi da gittik-
ce artmaktadir. Son zamanlarda ise genellestirilmis Sobolev esitsiz-
1ikleri lzerine yap1imis olduk¢a ilginc, dikkate deder calismalar go-
ze carpmaktadir. Bunlar arasinda Lions, Pacella, Tricarico,[24] ve
Egnell, Pacella, Tricarico []3] tarafindan cesitli fonksiyon sinif-
lart i¢in gelistirilen bazi Sobolev esitsizlikleri (Kalan terimli)
sayi1labilir. Sinir deder problemlerinin incelenmesinde biiyiik onemi
olan ve Sobolev iz esitsiz1igi. olarak bilinen esitsizlikler Escobar

[ 14 Jtarafindan ele alinmis ve bunlar igin en iyi sabitler veril-
mistir. Ispat tamamen geometrik dusiincelere dayanmaktadir. Iki
normun oraninin infimumu olarak tanimlanan Sobolev oraninin konform
olarak degismez kalmasi gercedi kullanilmistir. En iyi Sobolev esit-
sizlikleri dogal olarak Yamabe probleminin ¢Oziiminde de ortaya ¢ik-
maktadir. Siniri, sifir skaler edrilikl1i bir Riemann manifoldu lize-
rinde konformal metrigin varligini gostermek ic¢in bu tir esitsizlik-
lerin kullaniimasi yine ayni yazar tarafindan yapiimistir.

Diger onemli bir sinif esitsizlikler de Togaritmik Sobolev esit-
sizlikleridir, Bu tip esitsizlikler ilk dnce 1976'da yayinlanan bir
makalede Gross [19] tarafindan ispatlanmistir. VYine ayn1 makalede
logaritmik Sobolev esitsizliginin konstriiktif kuantum mekaniginde or-
taya ¢ikan Nelson hiperkontraktif esitsizl1igine denk oldugu goste-
rilmistir. Son derece uzun probabilistik yontemler kullanan Gross'un
ve Nelson'un ispatlari1 ¢ok karmasik oldugundan, Adams ve Clarke [23],
bu tiir esitsizliklerin ispatina alternatif olarak yalnizca elemanter
analizin kullani1dig1 kisa ve basit bir ispat gelistirdiler.

Daha sonra Davies ve Simon [ 10], ultrakontraktivite kavraminmi



tanimlayarak Gross teoremini ve Gross ve Nelson esitsizliklerinin
denk1igini yeniden ispatladilar.

Bu calismada esas olarak logaritmik Sobolev esitsiz1iginin daha
genel uzaylara genisletilmesi sorunu lizerinde durulacaktir. Adams
ve Clarke tarafindan Gnerilen ispat yonteminin Gross logaritmik So-
bolev esitsiz1iginin daha genel durumlar;icin de uygulanabilece§i
gosterilecektir. R" (n>1) Euklid uzay1 i¢in ise bu yaklasim basari-
s1z kalmaktadir, Bu durumda ise Schwarz simetriklestirme yontemini
kullanacagdiz. Bundan baska ilgilenecegimiz diger bir problem de lo-
garitmik Sobolev esitsizliklerinde en iyi sabitlerin hesaplanmasidir.
du Gauss Olclisii almak lizere LZ(Rn,du) uzay1 i¢in en iyi sabit Gross
[ 19 ] ve Adams ve Clarke [ 2 ] tarafindan hesaplanmistir. Bu sabit-
lerin LP gibi daha genel uzaylarda hesaplanmasi ag¢ik bir protmlem
olarak durmaktadir. Bu calismada logaritmik Sobolev esitsizliklerin-
de en iyi sabitler konjektliri olarak bilinen bir konjektiiriin ispatt
icin baz1 yaklasimlar verilmistir.



BULOM 2

SOBOLEY UZAYLARI
2,1. Temel Tanim ve Kavramlar

Sobolev esitsizlikleri Sobolev daldirma teoremleri ile yakindan
iliskilidir. Bu ylizden Sobolev esitsizliklerine ge¢meden dnce Sobo-
lev uzaylari ve Sobolev tasvirlerinin en Gnemli 6zellikleri kisaca
ozetlenecektir., Unce multi-indis notasyonu tanimlayalim. Eger
o= (a1,...,an), negatif-olmayan o tamsayilarinin n-1i bir siralani-
s1 ise, a'ya multi-indis denir ve asagidaki gosterimler tanimlanir.

n n |
o] =.§]aj s al= 1 0= a]! apl ...l
J= je1
&4 a
o 1 n
X - X-I . e e .Xn ve
| 1 o
L o o
eger B<o  1ise = : -
(s) Bl(-B)! ( ) RO (s)
1 n
Benzer sekilde
eder digisn  icin D. = O ise o zaman
Joax,
J
o % 0Ln Bla]
D - D-l R Dn -
OL-I (xn



mertebesi |a| olan bir diferansiyel operatdrii gostermektedir ve ay-
rica ‘

(0,0,0..,0)
D U=1u

dir. Bu tanimlarla, n dediskenli fonksiyonlar cebri ve analizi ol~
dukca basitlesir ve daha kompakt bir bi¢im alir. Urnedin;

D% (uv) (x) =z (§) p® u(x) p®B v(x)

Bga

Leibnitz formili, x komsulufunda |a| defa siirekli olarak tiiretilebilen
u ve v fonksiyonlar1 icin gecerlidir,

Simdi Q, R" de acik sinirli bir bige olsun. Bu durumda merte-
besi (m,p), l<pgm olan Sobolev uzayi, -s<m-meriebeden-geneldestiril-
mis tﬁrev%eriaLR(Q)wuzayw‘icinde otan fonksiyonlar uzayil olarak ta-
nimlanir., Yani

WP (0)= {uet®() : D% e LP(R) for Oglaj< m} (2.1.1)

burada D*u, <m mertebesinde zay1f (veya distribiisyonel) kismi tiire-
vi gostermektedir. _wm’p(Q) uzay1i ic¢in asagidaki norm tanimlanir,

Tullyp = €2 10%[ 12177 =tz s 0%ulPax 3P eger
’ 9]
|a|<m |of<m
T<p<e (2.1.2)
ve
[l 1, 0 = max 18], (p==)

fo|<m



Ornegin s

WisP (@) = {ue ltP@) : we G?CQ)}

ve

[[u[l],p = (Jz2 ID u[p dx)

(£ ulP + [vulP) dx)!/P
QJ Q

$imdi Q lzerinde \Iu\\ m,p Normuna gére m-defa slirek1i olarak
tiiretilebilen fonksiyonlarin olusturdugu C" (£ ) uzayinin tamamlanisi

yani
H™P () = { u e C™@ 2l - } nin tamamlanisi ise
m,p m,p . A LN

W () uzayinin H () ile cakist1g1 gosterilmistir. Bu
elemanter sonu¢ ilk Once ,1964 de Meyers ve Serrin tarafindan yayin-
land1. Diger ilgili bir uzay da llull normuna gore 9-de kompakt
dayanakl1 m-defa siirek1i tUreti]ebi]ir C (R)fonksiyonlar uzayinin
tamamlanisi olarak tanimlanan Wy M, P (S2) uzay1d‘|r EGer ueH m,P ()
ise o zaman

D% =0 ; a0 lzerinde |a| < m1.

p= 2 durumunun 6zel bir onemi vardir. Bu durumda Sobolev uzaylari

g 7 D% D% dx

= = I (D u, D%v) (2.1.3)
la] <m Q lo| <

i¢c carpim1 ile donati1mis Hilbert uzaylari olur. Bu 6zel durumda

" () = WMZ (@) e HY (2) = WTZ (q) (2.1.4)

notasyonunu kullanacagiz.



Negatif ve kesirsel Sobolev uzaylari m'in negatif ve negatif olmayan
degerleri i¢in tanimlanabilir. Negatif uzaylara karsi wg’P(g) nin
dual uzaylarr karst gelir ve m>o igin

“MsGroy o (MsP : . opmm Mmooy y
Wr(a) - (W (Q) ) > H(@) = (Hy (a) ). (2.1.5)
olarak gosteritir,
Burada ;l—- 4f‘1 =1 ve
p q
| <u,v>|
e ™ 2
v
szgl’p(ﬂ) myp
<. > (W™P (@) x WP (@) Uzerinde dualite ciftlemesini

gostermektedir,

Teorem (2.1.1):

wm’P(g) Sobolev uzay1 bir Banach, H™ uzayt da bir Hilbert uza-
yidir[1].

2.2, Sobolev Daldirma Teoremleri

Sobolev uzaylarinin en Gnemli karakteristiklerinden birisi So-
bolev.daldirma teoremidir. Matematik fizigin cesitli problemlerinde
ve analizin diger alanlarinda, fonksiyonlarin diferansiyel 6zellik-
leri arasindaki karsilikli iliskiler onemli bir yol oynar. Urnegin
baz1 durumlarda kismi tlirevleri iceren fonksiyonlarin integral tah-
minlerini bilirsek fonksiyonlarin sinirlijig1 ve hatta siirek1i1igi
hakkinda sonuglar c¢ikarabiliriz. Bizim ilgilendigimiz uzaylar, bun-
lara ait olan fonksiyonlarin ¢esitli diferansiyel ozellikleri ile
karakterize edildiginden, boyle bir uzay baska bir uzay ic¢inde ise
ilk uzay1 karakterize eden 6zellikler diger uzayin karakteristik
ozelliklerini de verecektir, Eger bu durumda i1k uzayin bir elemani
olarak bakilan bir fonksiyona ikinci uzayin bir elemani olarak yine



ayn1 fonksiyonu karsi getirirsek o zaman bir daldirma operatorii el-
de ederiz. Bir uzaydan baska bir uzaya sinirli bir tasvirin varlig
doldurma teoremleri ile ifade edilir.

Wm’p(n) > X3 (X, Q lzerinde tanimlanms Banach fonksiyon-
lar uzayidir)

biciminde bir daldirma ile

|{Ui|x < K Hullm,p.,Sz

esitsizl1igi biitin uewm’p(ﬂ) fonksiyonlari i¢in saglanacak bi¢imde

bir K sabitinin varligint anlayacagiz. K sabiti n boyutuna ve cesit-
11 parametrelere baglt olabilir. Sobolev daldirma teoremleri Sobolev
esitsizlikleri ile yakindan iliskilidir. Klasik Sobolev esitsizlik-
lerine geg¢meden Once asagidaki Sobolev daldirma teoremini verelim.

Teorem (2.2.1) (Sobolev Daldirma Teoremi)

I<p<n oldugunu varsayalim ve q = np/(n-p) koyalim. Bu durumda
w1’p(9) uzay1 silirekli olarak Lq(Q) uzayina daldirilabilir ve biitin
uew;’p(ﬂ) fonksiyonlart icin

lully < €, 11l (2.2.1)

olacak sekilde yalnizca p ve n'ye bagli bir C sabiti vardir. Yukari-
da 0=R" ve

n au
2
Hwlly = 11 T — 92
j=1 X p
J
Dirichlet normudur. (2.2.1) Sobolev daldirmasi Standard Sobolev

esitsiz1i§i olarak bilinir. Teoremin ispati Gagliardo-Nirenberg
carpim esitsiz1igi kullanilarak asadidaki sekilde yapilabilir.



Lemma (2.2.2) (Gagliardo-Nirenberg Esitsiz1igi)

.17 n /n
Hellpfper € — 1 [13“ || n>1 (2.2.2)

dir.

Ispat : Bu eslt51z]1gl ilk Once USC] (Q) fonksiyonlari i¢cin gostere-
lim, $imdi ueC! ( ) ise herhangi b1r Xe (Xys eeevs X)) e @ icin

X

1 w©
3 3
U(X) =/ —u (g]s Xzeoa Xn) dg-l g - [ — (g-l, X2 ) d£1
oo &7 X1 9%
ve
lu (x)] < l—ofol-a-vu(a XouesX ) | dE
2 - | B 12 f2er0fy 1

dir. Diger koordinatlar lizerindeki integrasyonlari iceren benzer esit-

sizlikler kullanilirsa

n/n-1 ® 4

[2 u (x) | s [0 7 | = ulgs %peennXy) | d&q)ennns
o 3 1/n-1
(F | = u(Xpees Xoqs £) | dE) ]
-C0 Bgn

bulunur. Bunun X, e gore integrasyonu ve Holder esitsizliginin

kullaniimas1 bize

P n/n-1 © 1/n-1
Sl 2u(Xys Xpuus X7 dxq € ( / I -é-—- U(XqsXou . Xy ) dxq)
-0 - J\-l
n w  © -
nr e e
-0 =00 an

j=2
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verir, S$imdi X2’°" Xn degiskenlerine gore ardisik olarak integre

edilir ve her defasinda Holder esitsizligi kullanilirsa

a/mn-1

S |2 u(x) [ dx < ?[ ( J.[__a_ . (X)l dx)1/n—1

& j=1 Q ij

bulunur. Yani

[ uf] ¢« o oAt (2.2.3)
n/n-1 2 3K s 1

J

uécl i¢in ispatlanmis olur, [ uew;’p (@) fonksiyonlari i¢in ispat

wyglsP () normuna gore basit kapanisla" elde edilir. Bu kapanisla
su kastedilir. ue wl !
u(m) (x) € C: (), m=1,2,.. fonksiyonlari ile yaklasilir ve yuka-

ridaki esitsiz1igi ulm) i¢in alip m:> « igin N1’P normunda 1imite

2P (Q) olsun ve buna W oP (@) normunda

gecerek ispat tamamlanms olur.]
Teorem (2.2.1) in ispati :

Eger aritmetik-geometrik esitsiz1igdi ve Schwarz esitsizligini

n n
Ta.s /n (zaf, )V2
r=1 r=1

biciminde kullanirsak

[l ne s;—/_—ﬁ [vul (2.2.4)

elde ederiz. Bu ise p=1 i¢in Sobolev esitsizligidir. Simdi p>1
i¢in gosterelim,

¥>1 olmak lizere u= W koyalim, Bu durumda
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Pl g ytomin o 1 s ) ax (2.2.5)
Q ' S - 2/n 9

< T Cr O a1 s PP
2/ n Q Q

ve 1 4 L 1. EGeryv'yt yn/n-1 = (y-1) r= q olacak sekilde
r P ‘

secersek y= p(n-1) / (n-p) olur. Yukaridaki esitsizlik ise

-1
[Ivilg < 2= IV Tiwl,

n q
veya
[IVIlg < © llwl],
ol g L : .
olur, Burada C = —————— sabiti (En iyi sabit degil)
2/ n (n-p)

N]’p - 4 Sobolev daldirmasinin normudur. Simdi

C; Q) . w]’p(g) i¢cinde yodun oldugundan uaCl

kaldirabiliriz yani uew]’p () i¢in ispat tamamlanmis olur.

() olmasi kosulunu

" ‘Teorem (2.2.3):

1

p>n ve uewo

P Q) ise ueC, (Q) ve

1-
ol < ¢ [wll, 8 P

(2.2.6)

esitsiz1i§i gecerlidir. B , © nin yaricapr ve C=C(n,p) dir.

Bu teoremin ispati asagidaki lemma'dan kolayca elde edilir.
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‘Lemma (2.2.4) :

Eger USW1’] (Q) ise
lu(x)| € C{( hn/n-] * |vul ) (x) (2.2.7)

dir. Burada C«€(n) ve h (x) = [x| °

ispat : Yukaridaki esitsizlik Wg’]

(2) deki norm limitleri altinda
korundugundan yainizca uecl (Q) durumunu disiinmemiz yeterlidir.

Ayrica Q=R" oldugunu varsayiyoruz.

o halde herhangibir |w|z= 1 id¢in

u(x) = - Z-—%F u(x+rw) dr
ve
lu(x)| < S;] IS ;>[Vu(x+rw)[ dr dw
lw|=1 ©

yazilabilir. Burada Sn’ R" de birim kiirenin yiuzey alanidir. O hal-
de

IU(X)I £ S;] J M_ y\n-] dr dw
rn-]
= (b oy * 1791 (x)

olarak ispat tamamlanmis olur.

Teoremin (2.2.3) Un ispati :

(2.12) esitsizligine Young esitsiz1igini uygularsak
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ull, s s;! |18y noqllg  11ull, 5 Burada lﬁg-»fl-i_ = 1 dir.

Diger yandan p>n ic¢in

_ _ n=(n-1)q

by jperlld = £ 07 (n-1)a*1=1 g gy g5, E

' d n-(n-1)q

-1 (- =-)a
“ Shpm P
yazilir. 0 halde
'l-—-g—- p-1

[ulle < C lwulf; 8 . 0= Pz 5 (2.2.8)

olur. Eger {u(n)(x)} € Cl () ve {u(n)(x)} + ue w;'p(g) ise o

zaman (2.2.6) l|u(n)-u||°° + 0 oldudunu ifade eder Oyleki

ue C (@) olur.



BULUM 3
SOBOLEV ESITSIZLIKLERI VE EN 1Yl SABITLERIN BELIRLENMESI
3.1. Klasik Sobolev Esitsiziikleri ve En iyi Sabitler

Sobolev esitsizliklerinin Sobolev daldirma teoremieri ile ya-
kindan iliskili olduklarini 2, b0limde gordik. Bu bdliimde ise So-
bolev esitsizliklerinin daha gelistirilmis bicimlerini elde etmeye
¢alisacagdiz. Diger bir deyis]e bu esitsfz]ik]erde ortaya ¢ikan en
kuicuk sabitler}e.i]gi]éhecegiz. Boyle sabitlerie ifade edilen So-
bolev esitsizlikleri 6zellikle sinir deder problemlerinin kalitatif
incelenmesinde ¢ok Gnemli rol oynarlar. S$imdi asagidaki carpim esit-
sizligini [ 20 ] g6z online alalim.

vl g 11l 7> ¢ lull, o ve ipP(@) (3.1.1)

Burada @ , R" de sinirl1 olmas1 gerekmeyen keyfi bir bolge, o<egl,

- np_ < ;
1 o 1 g ) + 1qo , ve re[ q, s ], 1sp<n dir. (3.1.1)

esitsizligi lic-norm esitsiz1igi olarak da bilinir. Bu esitsiz-

1igin ispatr [ 11 ] de verilmistir. (3.1.71) esitsizliginde ortaya

¢ikan en iyi sabit

[l 19 1l 147

ull,

C = dinf | } (3.1.2)

Nsp»qs0 ]
2P
uewo

olarak tanimlanir. p, g, s ©, n parametreleri arasindaki baginti-
lar (3.1.2) deki normlarin oraninin u'ya gdre homojen ve x - aX
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a>0 benzerlik donisimii altinda degismez kalmasini garanti eder. Bu-
na infimumun sifir oldugu triviyal durumlar dahil degildir.

©=1 idic¢in asagidaki ikifnorm]u Sobolev sabitleri

vV - L
C - inf Hwllp y s el e (3.1.3)

P~ ~[ull,

-
o
=

elde edilir.

Bu ise (2.2.1) esitsizligindeki en iyi sabittir. Bu sabit
Aubin [ 3,4 ] (1976) ve Talenti [ 33 ] (1976) tarafindan hesaplan-
mstir.

@=0 trivial durumda C=1 olarak elde edilir. En 1iyi sabitierin
ac1k olarak bilindigi diger durumlar ©'nun asagidaki ©zel dederi icin
gecerlidir.

g= ( Panlamp)y .. pamnlep),

q-p qp
e = n(q—p) . pgqé n-]
(pg-n(g-p))(q-1) n-p

Bu durumlarda da en jyi sabitler

—r({p- 0/n
ST QO ik “(e71)/P r (g(p-1)/p) T (ten(p-1)/p)
N.P.q,
-n. N(p-1)/p n/p
(452) e ey rge)

olarak ifade edilebilir [201].
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Teorem (3.1.1) (Talenti, 1976)

U, R Efik1id uzayinin tamami lizerinde tanimlanmis, yeterince
" diizglin ve sonsuza yaklasilirken hizla azalan herhangibir reel (veya
kompleks) bir fonksiyon olsun. Ayrica l<p<m ise

llullg < © [lvul|, . burada qﬁﬂ.g_ (3.1.4)
ve
1/n
--;— R . 1- L I (14 ) T (n)
c=m S onTMPo Ry P bo(3..s)
I ()T (1+n-—g—-

en iyi sabit olarak belirlenir,

- p/p-1 11- —
u(x)= [ a+b[x] 1© v, [x|=r , a ve b pozitif sabitler

oldugu takdirde esitsizlik esitlige donusiir. (3.1.6)

(3.71.4) esitsizligi Lp(Rn) den Lq(Rn) ye giden bir u tasviri-
nin sinirll kalmasin1 ifade etmektedir. C sabiti ise

C = sup lluyhl (3.1.7)
vl ],
olarak tanimlanir. Bu sabit
Y
¢! o inf Ml (3.1.8)
[Tull,

seklinde ifade edilebilir. Burada supremum veya infimum, sonsuza
giderken azalan (yani kompakt dayanakli) diizgiin (yani Lipschitz an-
laminda slikek1i) biitiin u fonksiyonlar sinif1 Uzerinden.alinmaktadir.
C;(Rn) yani kompakt dayanakli silirek1i tiretilebilen fonksiyonlar
uzay1l icin (3.1.4.) esitsiz1liginin ispat1
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r(—g—) len 0 XY  du
u(x) = - —S7p S ey TR (y) dy
2n M k= DYl

Rn

gosterilimi kullanilarak ve bunun sag yanina integrallerie iigili
Hardy-Littlewood teoreminin n-boyutlu bi¢imi uygulanarak Sobolev ta-
rafindan verilmistir. Fakat ne yazik ki Sobolev metodu ne en iyi C
sabitinin tam degerini ne de C ig¢in agik olarak herhangibir tahmin
vermemektedir. En iyi sabitin acik olarak hesaplanmasi ilk once
Rosen [ 30 ] tarafindan n=3, p=2, gq=6 ©zel durumu icin verilmistir,
En genel durumda ise Talenti ve Aubin tarafindan yapilmstir.

Teorem (3.1.1) in ispat1 iki adimdan olusmaktadir. Unce Schwarz
simetriklestirme (veya yeniden diizenleme) argiimant kullanilarak
problem. pozitif, kiiresel simetrik ve radyal olarak monoton azalan
fonksiyonlar sinifina indirgenir, sonra da infimumun bu sinifa ait
minimum yapan bir fonksiyon ile erisildigi ve (3.1.8) varyasyonel
probleme ait Euler denkleminin tek bir ¢oziimi oldugu gosterilir,
Simdi ‘ki1saca yeniden diizenleme esitsizliklerine ait bazi tanim ve
teoremlerden s6z edelim, Yeniden-diizenleme esitsizliginde bir u
fonksiyonuna badl1 bir ifadenin sayisal dederleri yeniden diizen-
lenmis (Schwarz simetriklestirme) bir u® fonksiyonuna badgli ayni
ifadenin degerleri ile karsilastirilir. Hardy-Littlewood-Bolya'nin
klasik calismasinin [ 21 ] onuncu bolumi bu tip esitsizliklere ay-
riimstir. Boylece esitsizlikler bazi Sobolev esitsizliklerini is-
patlamak i¢in kullanilmasindan baska matematik fizigin cesitli var-
ri 6zelliklerinin elde edilmesinde etkin bir bi¢cimde kullaniimistir,
Boyle tipik problemier Bandle [ 5 ] n calismasinda bulunabilir,

Tanim : (Schwarz Simetriklestirme) u, R" de 61¢lilebilir bir fonksi-
yon ve u de Lebesgue 6lcuslini gostersin., {xeR" : [u(x)| > o} kiime-
sinin sonlu Lebesgue 61climi olacak sekilde sonlu bir o sabiti varsa,
bu durumda u ile Olclimii ayn1 olan yani

p{x: u) >eD=u{x:dx)>al)) , oo

2 2y 1/2
— xn)

ve u*, yalnizca r={x| = (x% t Xy oL radyal koordinata
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bagl1r olan bir fonksiyon d]masl anlaminda simetrik azalan ve r'ye
~gore monoton azalan bir tek negatif olmayan u¥ fonksiyonu vardir.

Bu u* fonksiyonuna u'nun simetrik azalan yeniden diizenlenisi veya
Schwarz simetrikJestfrme denir. Eger u fonksiyonu siirekli ise u*da
siirek1idir. Ayrica, herhangibir slirekli F(t) fonksiyonu i¢in simet-
riklestirme F(u) nun integralini invaryant birakir ve F(|Vu|) nun
integralini de azaltir. |

Teoremin ispatinda kullaniian bazi sonuglar:

LP(q, du) uzayindaki biitlin fonksiyonlar icin asagidaki temel
yeniden diizenleme badintilari gecerlidir.

ully = W, ve 11F°-g¥1]) < [1f-gl], 1 <pee (3.1.9)

p

Yani yeniden dlizenlenmis bir tasvir herhangibir LP uzayinda norm ko-
ruyan bir blziilme tasviridir. Diger c¢ok onemli bir sonucta

HVU*Hp < HWHp. o lepse (3.1.10)

esitsizligidir. (3.1.9) ve (3.1.10) esitsizliklerinin ispat1 Polya
ve Szego [ 29 ] ve Talenti [ 32 ] tarafindan verilmistir. (3.1.10)
esitsiz1idi n boyutlu klasik izoperimetri esitsiz1i§i ile yakindan
iliskilidir. Yine bunun ayrintil1 bir analizi Bandle [ 5 ]Jin kita-
binda incelenmistir, p=2 durumunda yani Hilbert uzayi icin bu esit-
siz1i§in cok kisa bir ispati 1s1 yari-guruplari kullanilarak Lieb

[ 28] tarafindan yapilmstir.

Simdi en iyi Sobolev sabitinin ispatina gecebiliriz. (3.1.7)
fonksiyonelinde (veya (3.1.8) fonksiyone]i),uéyerine<u*ukonursa bu
fonksiyonel artar (veya azalir), Simdi eder u yainizca r=|x|'e
bagl1 ise

1

O LR L P O G I L' B C R IS b
0 0 :

esitsiz1igi elde edilir.
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‘ "unlz .. ' i n . >
Burada w, = R" de birim kiirenin ylizey alanidir.
n
T (—2—— + 1)
p>1 ig¢in
mx I (v)=max J [v|® gy (3.1.12)
0
J(v) = S |v P e = verilmis pozitif bir sabit.

0

Varyasyonel problemi diisinelim, Buna ait Euler denklemi

( IV'I p-1 Y‘n-l) =k v q-1 l"n-] , k= Sbt. olur.
1 _
p=2 dein v -Dlyiok®, e D22 (3.1.13)

Emden-Fowler denklemlerinin oldukc¢a basit bir bicimini elde ederiz.

Bunun ¢Bziimleri kuvadratiirierle ifade edilebilir. Genel olarak
yani I<p<n , g = np/n-p iken,

n

I]—
y=(+1x|P)y P, burada p'-= BgT s A reel bir say1

fonksiyonlarinin ekstremaller oldugunu gdrmek kolaydir. Buna karsi
gelen I integralinin degerinin mutlak maksimum oldugunu Bliss[ 9 ]
in bir teoremini kullanarak ¢ikarabiliriz, En iyi sabit ise

1
T Tn 1 -1
Kmap) = o T (1y) )9 @) )T
olarak bulunur, S$imdi bu sabiti A=1 i¢in hesaplayalim. Asagidaki
integralleri hemen yazabiliriz.

1 n P ;.
'—"'(—""‘"]) I}s
pt P
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@ t‘anl.
burada I] = [ dt dir.
o 1+t
Gi) = s y3 P gz b I, , burada I,z S P dt dir.
© P o T+t
. A ‘n p-1
ve kismi integrasyonla I = —— (I] + 12) veya
n-1 p
I2 . n-p
I] n(p-1)
elde edilir.
Diger yandan
n no_
1 A W o T
I, =/ uP  (1-u) du = B (— , =) =
0 P P T (n)
oldugundan
1 1 1 1
- - - 1/p
- n p'] p p .P.:]. P
-1/n 1/p
Szt o2y
p' n-p I (3.1.14)
g oyt ) 1/n
=P (P { }
n-p n(p-1) L AL AL
P p'
1 1/n
1 1 1= — n
- - —_ P r(n) T (—— +1)
=1rTn P (-&—]—) { —— 2 — } T<p<n
P Po(—) T (n+1- —)

P p
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Bu ise aranan en jyi sabittir. $imdi bu sabitin yegane oldugunu
~ gostermek. i¢in h(x)20 R lizerinde 1¢lilebilir bir fonksiyon ise

Jd= [ hQ(x)dx verilmis ve sonlu olduguna gore
0
= p o-p x . . . . o s
I =/ g(x) x dx , g(x)= J h(t)dt integrali maksimum deJeri-
0 0
. a “(o+1)/a .
ni h(x) = ( Ax+1 ) . a=-P -1, prgl

q

fonksiyonu i¢in alir seklinde ifade edilen Bliss teoremini kullana-
rak yukaridaki problemde x = r-(n-q)/(q-])’ o = -2 donUsumi yap-

n
~mak yeterlidir.
p=1 1imit durumu i¢in en iyi sabit
Y ( n )1/n
. n T (1+
K(n, )= Lim K(n,p)z —— (2 = — 2, uRde
“n nvym

p> | birim kiirenin yl-
zey alami

olur. Bu sabit i1k dnce Federer-Fleming-Rishel (F-F-R)[ 15 ] tara-
findan verildi. F-F-R, sonsuzda s1fir olan genis bir fonksiyon si-
nifina ait olan fonksiyonlar ig¢in

n 1- 1 'l/n . n/2
T e e () s vuldx, we T
R oo P (- +1)
(3.1.15)
_ oM/ 2
M)

esitsizligini ispatladilar. K(n,1) sabitinin izoperimetrik sabit ol-
dugunu gormek dikkate deder bir sonuctur. Tipik bir izoperimetri
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esitsiz1igi

Je ——

. n
{ Hn (E) } s Q(n) Hn_](BE) (3.1.16)
olarak tanimlanir.

Bu izoperimetri esitsizliginde ortaya c¢ikan Q sabitine izoperi-
metri sabiti denir. Burada E, R? nin herhangibir sinirli alt kiime-
si, ©OE , E nin sinir1 ve Hn » h=boyutlu Hausdorff ¢l¢limiinii goster-
mektedir. Sobolev esitsizliginin F-F-R sekli ve izoperimetrik esit-
sizlik arasinda siki bir iliski 9ard1r. Gercekten de F-F-R yukari-
daki esitsiz1igi izoperimetrik esitsizlikten ¢ikarmislardir, Diger
yandan izometrimetrik esitsizlik F-F-R esitsizliginden c¢ikarilabi-
Tir. Bunu gostermek amaciyla reel degiskenli fonksiyonlar icin top-
lam varyasyon tanimini verelim. Bir dediskenli yerel olarak integre
edilebilir reel dediskenli bir u fonksiyonunun toplam varyasyonu

n
sup { Z |u(xk) - u(xk_])| m® <Xy <Xy < aaan X< ko)
k=1

olarak tanimlanir.

Bunun

> 1
| Jou(x)¢' (x)dx | s Cmax [¢(x)] , ¢ €C, [ (-, ®) ]
esitsiz1i§i sa§lanacak sekilde en kiiciik C sabiti oldugu bilinmekte-
dir. Eder u mutlak silirekli bir fonksiyon ise u nun toplam varyas-
yonu S |u'| dx ‘e esittir. R" lzerinde tanimll cok dediskenli ye-
rel olarak integre edilebilir bir u fonksiyonunun toplam varyasyonu
ise

n avk 1 ..n n
sup { S u(x) I — dx: vie C, (R7) , max % v

1 k=1 X k=1

~ N

<11}

olarak tanimlanir. Bu durumda u ‘nun toplam varyasyonu ﬁ}qul dx
R
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olur. Burada u siirekli olarak tliretilebilir bir fonksiyondur. R"
de integre edilebilir ve toplam varyasyonu sonlu olan biitin fonksi-
yonlar kiimesi BV(R") ile gosterilir. 0 halde (3.1.15) F-F-R esitsiz-
1i§i  ueBV(R") igin

1 n, . 1/n
-5 3 {T(1+ ) 3 {u'nun toplam varyasyonu)

n/n-1 £
dx) - (3.1.17)

(/ Jul
RN

seklinde yazilabilir. Bu esitsizlik u slirekli tliretilebilir bir fonk-
siyon ise aciktir. Eder u siirekli tlretilebilir bir fonksiyon de-
gilse o zaman daha baska tekniklerle toplam varyasyonun artmadigi
gercedi kullanilarak yukaridaki esitsizlik yazilabilir: Bu esitsiz-
1igin 6zel bir halde izoperimetrik esitsiz1igi icerdigi aciktir.
Gercekten E, R" nin sinirli, diizgiin bir alt kiimesi olsun(3.1.17)esit-
sizliginde u yerine E nin karakteristik fonksiyonu ]E konursa

bu esitsiz1igin sol yan1 E nin n-boyutlu 6l¢limintn (1- 1-) kuvveti,
sag yani ise n

n
1. nin toplam varyasyonu = sup { S £ v (x) X, (x) H__.(dx) :
E SE K= k k n-1
n
max 3 Vﬁ s 11}
k=1

= E nin sinirinin (n-1) - boyutlu Gl¢limi olur. Yani sonuc olarak

1 {1 5 3/

T —
{H (E)r " « H
n n n-1

(9E)

klasik izoperimetri esitsiz1igi bulunmus olur.
3.2. Genellestiriimis Sobolev Esitsizlikleri
Bu kisimda bazi Onemli genellestirilmis esitsizlikler ispatsiz

olarak ele alinacaktir. Bu esitsizliklerden biri de Interpolasyon
esitsizligidir.
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Teorem (3.2.1):

mJj eN, » osjsm ve q,rel 1, ] olsun vep

j 1

1 - 1 4 ( _ 1 )

p q m r q
bagintis1 ile tanimlansin., ue Cg (Rn) fonksiyonlari igin

1- 3

v My d/m i 3.2.1

Burada
1/n
7% ] =2 [0™ u]P)
P [a]=m P

olacak sekilde yalnizca Jj,m,n,q,r sabitlerine badli olan C sabiti
vardir. Bu teoremin ayrintili bir ispat1  Edmunds - Evans[ 11 ] de
verilmistir, (3.2.1) esitsizligindeki

179 u]]
C (3sm,n,q,r ) = inf P (3.2.2)

veca (R0 [y J/m jpyp-3/m

ile tanimlanan en iyi Sobolev sabitinin hesaplanmasina literatiirde
rastlanmamistir. Acik bir problem olarak durmaktadir. Sobolev esit-
sizliklerinin genellestirilmis sekli Hardy - Littlewood-Sobolev esit-
sizligidir. Klasik Hardy - Littlewood - Sobolev .gsitsiz1igi,

fe Lp(Rn), ge Lt (Rn) fonksiyonlari ve 1<p , t<= ,

+ . 2 =2 Ve 0<i<n ic¢in

| 17 f(x) [x-y]™ g(y) dxdy | < N, 2un llfllp |59[lt (3.2.3)
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oldugunu ifade eder. Burada Np;x,n,’ PsA Ve nfye bagl1 sabittir,
(3.2.3) deki N sabitinin maksimum degerini veren bir f,g ¢iftinin
yani (3.2.3) dsitsiz1igini esitlige dﬁhﬁstﬁren bir f,g ¢iftinin var-
111 Lieb [ 28 ] tarafindan gosterilmistir. Boyle bir f,g ciftinin
varligl :

REF) = [ X[ F 1o 7 [IFIT, » Féo

R(F) = Ny 5 o Zsw {R(F) : F elP, Fio }

1 1

olacak sekilde f elP , p +AMn=1+gq  fonksiyonunun bulunmas1

demektir. R(F) : uzamalar, donmeler ve Gtelemelerden olusan bir kon-
form grubu

(yani
F(x) > F(YRx+y) ,Y> , Re O(n) , yeR" )

altinda invaryant kalir. Ayrica eger g=p' = p/p-1 dise bir inver-
siyon simetrisi yani

Fix) > [x[*2 F(x|x|7?)
vardir,

Boyle zengin bir simetri grubunun varligs maksimum yapan bir f fonk-
siyonunun tek olamayacagi anlamina gelir. Bazi durumlarda maksimum
yapan f fonksiyonu bulunabilir ve N sabiti ( en iyi sabit) ac¢ik ola-
rak hesaplanabilir,

" Teorem (3.2.2) (Lieb)

(i) t=p= 2n/2n-2 , q= 2n/x (veya p'= L - q) ise

maks imum yapan f fonksiyonu tek olarak
n
f(x) = (1+ |x[%) P
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elde edilir ve

. | -1+ 2
. ve Tlgm=) ot
=m - -
Paton r(n-—=) r(n)
2

en iyi sabit bulunur.

(i1) p=2, t= 2n / (3n-21), q=2n/2x-n ise

bu durumda n< 2X < 2n olmalidir, Maksimum yapan f fonksiyonu tek
olarak

f= |x|™ % (1 e |x|B)ME

seklinde belirlenir.

Ayrica HLS esitsizliginin genellestiriimisi olan ¢ift adirlikls HLS
esitsizligi ile ilgili olarak asagidaki teorem gecerlidir,

Teorem (3.2.3):

oA ,  l<pga< @, oga <— (4L =1y,
p' p p'
o<B < n/q ve L (A+0+B) / n= 1 + 1 ise ve
P q

- ..l -
Vixy )= X7 ey [T IO
R" Uzerinde bir integral c¢ekirdek olmak lizere
fo>VF 0 (VF) (x) = SV (xy) f(y)dy

LP (Rn) den L9 (Rn)'ye sinirli bir tasvirdir. Ayrica

p<q ig¢in
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R(f) = ||Vf[|q / I[f[lp s féo ve

p sup { R(F) : felP(R") , f#o }

asBap.sAan =

ise maksimum yapan bir tek f fonksiyonu vardir yani

R(f) = Pu’s,p’}\,n

dir.,

Bu teoremin ispat1 Lieb [ 28] de verilmistir.
Liens, Pacella ve Tricarico [ 24 ] ortak calismasinda
W) = { ue 2P (Q) ., u=o Iy Uzerinde }

ro sinirly, actk bir Q C R" kiimesinin sinirinin bir parcasi1 olmak

lizere

W) » 9@ , g=-2 , pen
n-p

daldirmas1 icin en iyi Sobolev sabitinin bir tahmini vermislerdir.

Baska bir deyisle

sP (@) = inf %

ueVP (Q) !l“llq
uZo

Holl, = (7l a)" e, e Ll” (0)

Q
infimumunu incelemislerdir.
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Sobolev iz esitsiz1igi lzerine dikkate de§er bir calisma da
Escobar (1988) [ 14 ] tarafindan yapilmstir. Bu calisma esas ola-
rak asagidaki teoremden olusmaktadir.

Teorem (3.2.4) :

¢, R"=1 (x,t) eR" : xe RN , t>0 } n-boyutlu ist

+

yarim Euklid uzayinda tanimli, sonsuzda yeterince hi1zl1 azalan reel-
degderli herhangibir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki baginti-
lar gecerlidir:

(r |¢l2(n-])/(n-2) dX)(n-2)/2(n-1) < C'](n) (s |V¢|2 dxdt)1/2

5R" R
+ +
. 1/2 1/2(n-1)
C(n) = (=2, o, , n33

ve o, R" de (n-1)-boyutlu birim klirenin hacmi.

Esitlik ancak ve ancak

(n-2)/2

¢(x,t) = { £ } , £>0
(e+t)?

2
o x|
i¢in saglanir,

Ayrica ayni calismada bu esitsiz1igin gelistirilmis bicimi bir
konjektiir olarak asagidaki sekilde verilmistir.

Konjektiir :

5o |vs|P dxdt
R

+

Qp(Rf) = inf
oo _n _ _ _ _
fEZCO(R+ Yy ([ |¢|P(n 1)/(n-p) dx) (ﬁ p)/(n-1)
BRE '
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Sobolev oranini minimum yapan fonksiyonlar

o (nep)2(peT)
d(x,t) = { E '}
(est)? + x|

dir.

Kompakt dayanagi olmayan fonksiyonlar sinifi ic¢in yani yalnizca
sinirin bir kisminda s1fir olan fonksiyonlar i¢in Sobolev esitsizlik-
lerinin kalan terimli olarak genisletilmesi ise Egnell-Pacella-
Tricarico [ 13 ] (1988) tarafindan yapilmstir.



BULOM 4
LOGARITMIK SOBOLEV ESITSIZLIKLER?
4,1, Giris

Bu bdliimde logaritmik Sobolev esitsizlikleri diye bilinen Onemli
bir esitsizlik sinif1 incelenecektir. Bu tip esitsizlikler matematik
fizikte, ©zellikle kuvantum alan teorisinde operatdrlerin incelenme-
sinde onemli rol oynarlar. Gergekten de bu alanda yapilan calismala-
rin ¢ogu boyle esitsizliklere denk olan operator esitlikler ile gelis-
mislerdir, Gross Togaritmik Sobolev esitsizl1igi R" Euklid uzayinda
taniml1 siirekli olarak tiiretilebilen herhangibir kompleks degerli u
fonksiyonu igin

£ Jul? njul du(x) € —— | |vu 2+ ]u]]? In]]u]] (4.1.1)
R" ‘
esitsiz1i§ini ifade eder. Burada u(x)

n

T ——

2 2
du = m exp(-|x|%) dx

2

Gauss Glcumii ve ||-|| , L°(R", du ) Hilbert uzay: iizerinde

ul 12 = £ Jul® du(x)
Rn

normunu gostermektedir. Gross [ 19 ] (1976) tarafindan gosterildigi
gibi, log-Sobolev esitsiz1iginin en Onemli 6zelligi, Standard Sobolev
esitsiz1iginin tersine, n boyutu sonsuza gittiginde trivial kalmame-
s1dip, Halbuki Sobolev esﬁtgigligﬁndeiqgnp[nip'denkiénﬁ'n»a icin qip

o} ¢
ey 0
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otmasint gerektirir, :Bu-¥se-trivialdir. Gergekten bu~{4.,1.1) esitsiz-
1igindeki katsayilar boyuta ba911 olmadigdindan bu esitsizlik sonsuz
boyutlarda bile trivial kalmaz. Klasik Sobolev esitsizlikleri ile
logaritmik Sobolev esitsizlikleri arasindaki iliski yine Gross tara-
findan verilmistir,

Eger N Lz(u) de negatif olmayan kendine es bir operatdr ise
Gauss Dirichlet formu

<N F,f>= S |92 du(x) (4.1.2)
o

olarak tanimlanir. Burada <f,g> = f f(x) g(X) du(x) dir. (4.1.1)

de us |v[p/2 (1<p<w) dontsumi yapilirsa (4.1.1) esitsiz1igi

.;nlvlp Inlv] du < Z(p?]) Re<Nv, Vp> * ]lv[lg In l]vl[p (4.1.3)

biciminde yazilabilir. Burada Vp: (sgnv) lvlp'1, pe(1,»). . Bu esit-
siz1ik kullanilarak logaritmik Sobolev esitsizliginin Nelson esit-
sizligine denk oldugu gosterilebilir. Nelson esitsiz1igi l<qgp<e
_ 1 1/2
icin e tN operatériiniin ancak ve ancak tzlog (E-l) oldugunda L9
-1
dan LP ye bir biiziilme oldugunu ifade eder. Baska bir deyisle
1/2

||e'tNI|q,p <1 dir. Eder et < (%E%) ise (4.1.4)

Yukarida -N, (e"tN :

tz0 ) yari-gurubunun infinitezimal jeneratori
ve ||AHq . L9u) dan LP(u) ye A operatSriiniin normunu gostermek-

tedir.

Yiiksek mertebeden logaritmik Sobolev esitsizlikleri G. Feissner

[ 16 ] tarafindan incelenmistir.
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Logaritmik-Sobolev esitsizlikleri ile il1gili bazi tanimlar ve Onemli
dzellikler :

‘Tannm;: Lp(u) de taniml1 bir H operatori LP de gli¢lu strekli bir

e'tH yari-grubunun jeneratdri ve reel c¢>o0 "ve y sabitleri i¢in

S 1ul®? Inju] du s c Re < (Hey)u, u >+ [Tu]]® In]]u]] (4.1.5)
p p

esitsizligi gecerliyse bu H operatoriine p indis1i Sobolev jeneratori
¢ 'ye H nin Sobolev katsayis1 ve y:'va da H nin yerel normu adi1 ve-
rilir,

tH nin Lr(n) de qii¢li slirekli bir yari-
grup oldugunu varsayalim 0Oyleki p>r ise LP ye kisitlamas1 ya da p<r

lga<b<= , re (a,b) ve e~

ise LP de kapanis1 her pe (a,b) i¢in LP de glic1u slirek1i bir yarm

grup olsun., Bu durumda (a,b) deki biitlin p Ter i¢in e'tH

yar1 grubu-
nun LP deki jeneratsrii, Sobolev katsayis1 c(p) ve yerel normu

v(p) olan p indis1i bir Sobolev jeneratori olacak sekilde siirekli
reel degerli c(p)>o ve y(p)>o fonksiyonlari varsa H ya (a,b) lizerin-

de Sobolev jeneratdrii denir. Asagidaki Gzellikler gecerlidir :

(i) £ |ul® Inlul du - [Iul[g ]nl[u[[p ifadesi u ya gore p.dere-

ceden pozitif hemojendir. u» Au donusimi ile (4.1.5) esitsizligi
degismez kalir.

(i1) ¢(x) = x Inx, ¢(o) = o fonksiyonu [0,») araliginda konveks
oldugundan Jensen esitsiz1igi

ol Lo JulP) - o S [uP)} 30

i

£ 1ul® nful du - [lully Infful],

oldugunu gosterir, 0 halde (4.1.5) esitsiz1igi

Re < (H+v)u, up>> 0 (4.1.6)
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esitsizligine gotiirlir.

(ii1) (4.1.6) esitsizligi H+y operattriiniin biizilme yar1 grubu jene-
ratori oldudunu ifade eder.  Yani '

-tH[l ty

lle Hlp,p < e

dir.

Burada [IA][q b yine A operatsriiniin L9 dan LP ye normunu goster-

mektedir. Gercekten Holder esitsizligi ve (4.1.6) dan

H(H*“Y*‘MUHp Hu]lg'] > Re < (H+YeA)u, uj >

> A llu]lg , her A>0 igin
yazabiliriz. 0 halde

[ (Heven)ul 3 [u

ve Hille-Yosida teoremine gore

bl Iy (4.1.7)

olur. Uzel olarak H 1n yerel normu sifirsa (y =0) e-tH, blizilme ya-
ri1 grubu olur,

{iv) p'= EgT ise u+up tasviri, tersi v»vp. olan LP den LP (1<p<=)

lizerine bir hemeomorfizmadir.

Teorem (4.1.1) :

H Sobolev katsayl fonksiyonu c(p) ve yerel norm fonksiyonu Y(p)
olan (a,b) lizerinde taniml1 Sobolev jeneratdrii olsun. (a,b) deki

her q i¢in p(t,q)
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" dp = . - 4.1.8
c(p) i p p(o,q) : q (4 )

baslangi¢ deder probleminin ¢oziimi olsun ve

t -
M(t,q) = / v (p(s.q) ) ds (4.1.9)
o}

seklinde tanimlansin. Bu takdirde p(t,q) ve M(t,q) p(t.g)<b icin
tanimlanmistir. BoOylece

-tH < M(t,Q)
He g prtq) <

olur.

'tHll sonucu ¢ikar,

Teoremde v = o alinirsa [.[e Mo 1

4,2. Gross Logaritmik Sobolev ve Nelson Esitsizliklerinin Derkl1igi

Simdi yukaridaki teoremi kullanarak asagidaki sonucu derhal ¢i1-
karabiliriz. (Nelson denk1igi)

Teorem (4.2.1) : (Nelson) [ 27 ]

1/2

Eder 1<q, p < ve e '« (Ell , ise
p-1
-tN
< 4.2.1
ey, ¢ (4.2.1)
dir.
Ispat : c(p) = P alinirsa (4.1.8) denkleminin ¢ozlmu

2(p-1)
p(t.g) = 1 + (q-1) e2t , q>1 , t>0 olarak yazilabilir. Teorem

(4.1.1)1 kullanirsak p < p(t,q) esitsizligine denk olan e-t g (4—

kosulu

|[e-tN|| . < 1 bagintisim verir,
Gsp
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$imdi asagidaki teoremde klasik Sobolev esitsizliginden basla-
yarak Iogaritmjk—SoboTev~esitsiz]jgjnin ispatlnl'verecegiz. Ispat
tamamen Sobolev esjtsjzliginin Nirenberg formu ile Holder esitsizli-
gine dayanmaktadir,

" Teorem (4.2.2) :

bn = Bn 4—%— (T+Inm) ve Bﬂ;-%_ » N
olmak Uzere
7 1ul® nful dus s (val® au s b ul1d s (g ] ul],  (4.2.2)
R R
esitsiz1igi gecerlidir.

ispat r Ispat1 tamamlamak igin

,on 1/n

= A 1Y;

IV nep € == I [1==]] (4.2.3)

AMZT g 41 ek, 2
Sobolev esitsizliginin Nirenberg formu ve
-1 - -1 ,- -1 5= =1 -1
(r syl TRTIC S VG 2 I

vl < v, r :

(4.2.4)

interpolasyon formiilinden yararlanilir. (4.2.4) esitsiz1igi s=2
icin esitlige donusiir. (4.2.4) Un her iki yaninin s. kuvvetini alir
ve s ye gore s= 2 deki tlirevini hesaplarsak

-1 2 -1
s HVHZ ]n”VHr‘:'—-i:_l—' v

2 -r 2 -r

i [vl2 In|v| dxg

* nlvll,

r>2 , (4.2.5)
buluruz. r= ﬁ%% alalim ve (4.2.3) esitsiz1igini kullanalim,
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n p-1 .
o) an 2 —— 4
zam @n > In = o0lmak lizere

AR [ RTe L ST INS
2 n—2 j=1 ox ;
2n 12|
- (““ -1) |]V||2 ]nllvilz = B, [IVIIZ * —:I- [|v[|2 £ In -___l_JZ_)
i- IIVIIZ
2
* |ivll, nllvil, (4.2.6)

esitsiz1i§1 elde edilir. Burada normlar Lebesgue &1climine gore ya-
zilmstir. Bu esitsizligi u Gauss dlcimii ile ifade etmek igin

ve Uus w s we (20)70 exp (<[x(%/8) e uf dx birimsel do-

nisiimini yapalim.

2 2 2
=2 112-113“11 . lully = == <% u>

'l 'I

oldugunu gormek kolaydir. Sag yandaki normlar ve i¢ carpim Gauss
olclmine gore yazilmstir, Biitlin normlar L2 normu oldugundan norm-
lardaki alt indisleri a¢ik olarak belirtmeyecediz. 1Inxg x-1, x>0
esitsiz11§ini kullanarak

llVIl In (\! llz / \1Vll2 ) < IIVll 1n—%— + 2ll 1% 11y ll )

'1 'l

2 2 2
)] e 2 B L <x e
?

yazabiliriz. Diger yandan
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2
JS|v] Tn|v] dx

]

2 .
S lul In fuw | ody

2 ,,.‘fn“ . 24,Ti 2 2
S Jul Inful dy - —~(In 2n) Hull ekl x| fuldu

bagintisini kullanirsak

2 ] 2 2 2
S Jul Inful du ¢ —— (n 2r)  |ul] +(—4—-)f|><l jul du

2 2 2 2
cp Tl o« (=) JJul] e = < Nupu > = —— 7 [x] Ju] dy
4 2 2 8

2 n y 1
+ [lull Inllul] = (8, + In7) ||ul] = Nu,u > (4.2.7)

1 2 2 2
¢ s s (]l

3 *
buluruz. Ayrica A,z — , A.z - — * X;
i i i

axi axi

X
operatdrleri XU = (Ai + Ai ) u bagintisini saglar oyle ki

2 % 2 2 * 2
llxiuli s (IlAi ul] + I‘Ai ull) <2 IIAi uf| + 2 liAj ul|

2 2
- 1A ]+ 2 |full

olur. Burada Ai Aj* = Ai* Ai + I bagintis1 kullanildi.

0 halde
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2

2 2 L 2 ...
L% u] dps—- g LAy ull -+ == ]lul]
8 2 = . 4

i=1

2

I Nu,u > + —— [ ful]
2

olur. Bunu (4.2.7) de yerine koyarsak (4.2.2) esitsizligi elde edi-
lir.

(4.2.2) esitsiz1igi zay1f logaritmik Sobolev esitsizligidir,
Clinkl burada ortaya ¢ikan bn yerel normu boyuta baglidir ve dolayi-
siyle sonsuz boyuta gecis icin uygun dedildir., Bununla birlikte
klasik Sobolev esitsiz1igi ile logaritmik Sobolev esitsizligi ara-
sinda bir baglanti kurmak bakimindan i1gi c¢ekicidir.



BOLOM 5

GENELLESTIRILMIS LOGARITMIK SOBOLEV ESITSIZLIKLERI :

5.1, Giris

Bu bollimde Gross logaritmik Sobolev esitsiz1igi genellestirile-
cektir, Gross'un aksine, Adams ve Clarke [ 2] karmasik probabilis-
tik yﬁntemlerdén kactnarak yalnizca elemanter analizi kullanarak
(4.1.1) Togaritmik Sobolev esitsiz1liginin elegan bir ispatini verdi-
ler. Biz de bu bolimde Adams ve Clarke ispat yontemini kullanarak
(4.1.1) esitsiz1igini genisletmeye calisacagiz.

Simdi Lebesgue &lclUmi ile ifade ediimis asagidaki esitsizligi
diistnelim.

P 1917 ax > 7 folP Inle] dx - Lol o nllell  +ky o Tlelly

p
R" R

(5.1.1)

Burada s Lp(Rn,dx) Banach uzay1 lizerinde

e 1l

Hully o = 7 JulP ox

Rn

olarak tanimlanan normu gdstermektedir.

Adams ve Clarke tarafindan onerilen teknigin (5.1.1) esitsizli-
Jine de uygulanabilirligi sorusunu inceleyecediz. Bu sorunun yanit1
n=1 ve genel p>1 igin pozitiftir. Bunu bir teoremle ispatlayaca-
§1z. Buna karsin Adams ve Clarke'in ispatinda oldugu gibi p#2 icin
indiiksiyon yontemi ile genel n i¢in genellestirme mimkiin olmadigindan
bu durumda probleme Schwarz simetriklestirme yonteminden yararlanarak
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yaklasacagiz.

5.2, Gross Logaritmik Sobolev esitsizliginin Adams ve Glarke Yontemi
1le Genellestirilmesi

$imdi n=1 i¢in (5.1) esitsizliginin ispatini verelim.

Teorem (5.2.1)

u: R~ C slirekli tiuretilebilen kompleks dederli bir fonksiyon
olsun, p>1 igin

P74 u'lP @ s s ulP Inful ex - [ul [P Infjul] o+ kg Tl 1P
R R p p p

(5.2.7)

burada k_ = [ (14 In ((p-U]/p r (Etjﬁ -l-ﬁ] /p
P P P

en iyi sabit olmak Uzere,
esitsizligi gecerlidir.

1
ispat : R lUzerinde hemen her yerde | (Ju]) | < |u'l oldugundan u
yu reel ve negatif olmayan bir fonksiyon varsayabiliriz. Eger v,
u nun simetrik azalan yeniden diizenlenisi ise

J |v'|2 dx g J ]u'12 dx
dir. Bu yeniden diizenleme esitsiz1igi u'yu ayni zamanda ¢ift ve

r= |x| ‘e gore azalan olarak varsayabilecegimizi gostermektedir.
Adams ve Clarke'in ispat yontemini izleyerek Once

r, $>0 igin
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f. WP odx = r , U(o) = s ve (5.2.2)
o] )
Ju) = f F(u,u') dx 3 F(usu') = —— [u'|P - oP Inu

0 ’ ’ p ’

olmak lizere inf J(u)' yu hesaplayalim. (5.2.2) deki fonksiyonele
ait ekstremaller ailesi

(-1) 1u' P2 Ju'l « ® ! gpdnus 1) =0 (5.2.3)

Euler-Lagrange denkleminin ¢gziimi olur. . (5.2.3) iin integrali
2 wlP e WP dnu - sabit  , - a1 (5.2.4)
q p q

olarak hemen ¢ikar. Bunun bir kez daha integrasyonu iki parametreli

u(x) = A exp { ol |x+ulq } (5.2.5)
q

fonksiyon ailesini verir. (5.2.2) deki kisitlamalar kullanilirsa
A ve u yi belirleyecek olan

s = xaexp { - 1x|91 ve r= AP sexp { -(p-T) ]t+u]q } dt
q 0
(5.2.6)

denklemleri bulunur. Ayrica

h(x) = exp £ (p-1) |x|% 31/ exp { -(p-1) |t+x|® } dt, xeR (5.2.7)
o}

fonksiyonunu tanimlayalim. h(x) R lzerinde kesin azalan bir fonksi-

yondur ve h(ﬁ):—g— bagintisim saglar.
s
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0 halde
pe=h () ve 1n2 = Ins N [u]®
b S | ]

yazilabilir. Ayrica

h'(x) = e(x) p IxI"P7T hx) - 1
tlirevini kullanirsak

-1

o) =L T P ko (5.2.8)

elde edilir. (5.2,2) deki fonksiyoneli (5.2.5) ekstremali i¢cin he-
saplarsak

¥ u p-] exp { -(p-1) Iu[q } e AP (p-]- nA) f exp'{~(p-1)|t+u|q} dt
0

ifadesini verir. Bu ise r ve s nin fonksiyonu olarak

V(s,r) = p VL r(1-p Ins - 2= |g|% + g sP 3} (5.2.9)

[
o——t
—
~
~—

g(s,r) =u=nh T

seklinde yazilabilir. V nin birinci mertebeden kismi tlrevieri
(5.2.7) den yararlanarak hesaplanabilir ve

Vs(r,s) = g(s,r) 5P , Vr(s,r) = -lns - —— lg(s,r)] 9 (5.2.10)
q

olur.

0 halde s = u(x) ve r= S (u(t))p dt alinarak
0
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":— Y (u(x)s £ (u(t))P dt) = g P ut e P Tnu + WP |g]9 /g
X X i h . . o )

yazilabilir, $imdi lep + px + p-1 >0 esitsiz1igi kullamlirsa

T
g u s WP g9 /g WP (gl (p-Tee(alp lgl P )
q u
2;'._]_.lu'|p
p

ve sonu¢ olarak

(u(t))P dt) » vP Tnu - —— [u'|P = - F(u,u') (5.2.11)
p

v (u(x),
dx

xX - 8

elde edilir. (5.2.11) esitsizligi (o,=) araliginda integre edilirse

O - 8

F(usu')dx 2 V (u(0), / uP dx) - Tim inf V (u(x), / uP dt) (5.2.12)
o] N o X

Ko

bulunur. Asagidaki lemma ile (5.2.12) nin sad yanindaki limitin s1-
fir oldugu gssterilecektir. Dolayisiyle (5.2.12) esitsizligi ile
(5.2.2) kosullu minimizasyon problemi icin (5.2.5) ekstremallerinin
gercekten minimum yapan fonksiyonlar oldugu goriiimektedir. Ayrica
(5.2.12) nin sag yanint u(o)'a gore minimum yaparak kp en iyi sabiti
bulabiliriz.

s>0 i¢in V(s,r) , V.= o0 veya h! (= )=zo0

- .. e e -1 . . .
oldudu zaman minimum degerini alir. h ~ kesin azalan bir fonsiyon

oldugundan —— = h(o) badintis1 ile verilen s degeri i¢in tek bir

sP .
minimum vardir. O halde
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V(s,r) >V ((rlh(o))]le r) ;‘ér;"(]—ln (r/n{0)) ), s>0 (5.2.13)
)

bulunur. h(o) degeri (5:2:7) den

h(o) = —— (p-1)'4P 1 (&)
p p

olarak kolayca hesaplanir. (5.2.12) ve (5.2.13) den

Fi— wP-wPinuld 3 ——sPdx{-1nsuP dx
° p P o 0
+ (1+In h(o) ) } (5.2.14)

elde edilir. (5.2.14) , (5.2.1) ile karsilastirilirsa

k = —— (1+In h(o) )
Py

en iyi sabitini buluruz. Uzel olarak k2 = -é%— (1+1n A ) dir.

Lemma (5.2.2):

Eger u(x)>0 , SuP dx<eo ve Slu'|P dx <=
0 0
ise o zaman
Lim inf V (u(x), J (u(t) )P dt) = o (5.2.15)
X
X = oo

dir.
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Ispat =
* ~;th:’ | ] ]
h(x) < x T s O<X<o esitsizliginden hf (x) <X Tp s X0

ve bundan da

2
g(s,r) sP < 7P SP

yazilabilir. Benzer sekilde eger M=/ exp { {p-1) t% } dt ise

F(x) < Mexp { (p-1) xP }, x<o ve sonu¢ olarak

" x) < - (i ( Z9VPT)E o
M
esitsizligini elde ederiz. 0 halde

(p-1) lg(s-r) |% > dnr - plns - InM , r3MP icin

olur, Buradan

r{1-plns-p/q [g[q ) < maks { r(1-Inr + M), MsP (1-pins) 3}
esitsiz1igi ve sonu¢ olarak her r,s>p0 icin
1-p 2 -1
Vis,r) s r sPo+p maks { r(1-Inr + 1nM), MsP (1-pins)}
(5.2.16)

yazilabBilir. Lemma'nin hipotezlerini gercekleyen

u'lar ic¢in

szu(x) , re SPdx  ve = Jf [P dx
X X
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biyiiklikleri x » « idgin hepsi sifira gider.

Holder esitsizliginden

2 © © ©
P < Ju'l P! dx)P < pP (S Iu'[p dx)( / uP dx)p'1
X, X X

elde edilir. 0 halde (5.2.16) esitsizligi x » « 7Timit durumunda
(56.2.15)'1 verir. Boylece Lemma'nin ispat1 tamamlanms olur.



BOLOM 6
LOGARITMIK SOBOLEV ESITSIZLIKLERINDE EN 1Yl SABITLER KONJEKTORD

Bu boliimde (5.1.1) esitsizligine iliskin en iyi sabit i¢in asa-
gidaki konjektiirli verecegiz.

Konjektiir : (5.1.1) de ortaya ¢ikan kn nin en iyi degeri normalize

p
edilmis ¢ ler icin

¢ =rexp [- —l—-(ixl* N ] (6.1)
q

n
(burada A, u  Sabitler, |x] = (I x& )/

ve ._]_—-!-...]_.:'I)
i=] p q

fonksiyonu ile erisilir ve sabitin en jyi dederi olarak

I (=)
K __n . nlogn  nlogr _ n(p-1) log(p-1) _ 1 log [
n,p ' g - 2
p
(6.2)
verilir ve 0zel olarak p=2 i¢in
1 1
k =n (—+— Tlog 271 ) (6.3)
n,2 2 4
olur. $imdi asagidaki gelistiriimis esitsizlikleri
s 190l® dx > 1 [0 Tog [4].dx + ky o o]l = (6.4)

R? R
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ve

5196l dx > 7 [o1" togle] dx «n (— +—=Tog 2n), {lell, = 1

n n :
R R (6.5)

yazabiliriz. Bu esitsizliklerden (6.5) esitsiz1igi Bialynicki-Birula
ve Mycielski [ 8] tarafindan elde edilen belirsizlik ilkesi esitsiz-
1iginin ql¢llu biciminden de ¢ikarilabilir.

(6.2) en iyi sabiti hesaplamak lizere

ky,p” inf £ V(u)= f’f—%— [vulP - JulP In]ul} dx slull=113 (6.6)

Rn

minimizasyon problemini inceleyecegiz. Amacimiz, standard Sobolev

ve i1gili esitsizliklere basari ile uygulanmis olan Schwarz simetrik-
lestirme argiimani olarak bilinen standard bir yontemi kullanmak ola-
caktir. Bundan dolay1 problemi pozitif, kiiresel simetrik (radyal)

ve radyal olarak monoton azalan fonksiyonlar sinifina indirgemeye
calisacagiz. (Bdylece varyasyonel problemi bir boyutlu bir probleme
indirgemis olacagiz) Sonra da infimuma, gercekten bu siniftaki mini-
mum yapan bir fonksiyon ile erisildigini ve (6.6) varyasyonel proble-
mine iliskin Euler - Lagrange denkleminin aranan minimum veren tek
bir ¢ozimi oldufunu gosterecegiz.

Eger (6.6) problemi i¢in minimum varsa

Bou + uP ! (plnu+ 1) =0 (6.7)

Euler - Lagrange denklemi saglanir. Burada

Au=V.( |\7u|p"2 Vu) =.g. 2 IVu[p'z"fﬂi_ )

p _
iz axi axi

u'nun R" deki p~ Laplasyenidir,
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Genel olarak V- A(x Vu) = ¢ denklemini saglayan A: R x R* > R opera-
torine deJenere e]:pt:k operatdr ve denklemin her zaman sirek1i olan ~°
zay1f ¢ozimlerine de A-harmonik fonksiyonlar ad1 verilir, Zayi1f

¢ozim ile ‘

J A(x,Vu). V¢ dx = o her Qetl

olan u fonksiyon anlasilacaktir. Kritik Sobolev iistlerini iceren
p-Laplace denklemi i¢in varlik ve teklik sonuglari Egnell [12]'in bir
calismasinda verilmistir. Fakat genel olarak

Apu + f(u) = o (6.8)

denklemi icin varlik ve teklik problemi heniiz ¢coziilememistir, Eger
minimuma kiiresel simetrik fonksiyonlarla erisilirse (6.7) denklemi

L T PTy  f) =0, F(u) = 7T (BTnu e 1) (6.8)
r
veya acik olarak

1) [P e et P e f(u) = 0, men-T (6.9)

r

seklini alir. Burada

n
re x| =( 3 K& )V/2
i=1

leri gostermektedir.

radyal degiskeni ve Ustler de r'ye gore tiirev-

(6.6) varyasyonel problemi minimum yapan radyal fonksiyonlarin
tek oldugunu yani (6.9) denkleminin 6zel bir f icin tek bir ¢ozimi
oldugunu gostermek icin baz1 yaklasimlar onerilecektir.

pu+ f(u)zo , xeR" (6.10)
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Yari-lineer eliptik .diferansiyel denkleminin astrofizik, akiskanlar
mekanigi (Van der Waals éknskan]ar1n1n faz geciéie?j).ve popiilasyon
genetigi gihi cesitli fiziksel prbb]em]érin incelenmesinde ortaya
¢1kmast ile son yillarda cok sayida matematik¢iyi bu. denklemin ¢oziim-
ferinin varli§ ve tek1idi sorusuna yanit bulmaya yoneltmistir. Bu
bakimdan problemimizi ©nce p=2, f(u) = u(2Inu + 1) 6zel hali icin
incelemek uygun olacaktir.

Bu denklem iizerine, (ozellikle pozitif, radyal ¢tzimlerinin tek-
1igi) literatiirde pek ¢ok ¢alisma bulunmasina ragmen f(u) = u(21nu+1)

ooooo

lenmemektedir. Ancak n>1 boyutunun belirli bir araliktaki degerleri
icin tek bir ¢Oziimin varligir garanti edilmektedir.

Simdi (6.10) denkleminin pozitif, radyal c¢oziimlerinin tek1igi
lzerine yapilmis baz1 calismalar1 kisaca gozden gec¢irip sonuglarini

verelim,

Asagidaki problemin pozitif klasik ctziimlerinin tek1igi Peletier
ve Serrin [ 28 ] ortak calismasinda gosterilmistir:

Au+ f(u) =0, xeR" (n>1) (6.11)
u(x) o, x>« iken
ve f asagidaki hipotezleri gercekliyor :

R1. f, (0,») araliginda taniml1 ve yerel olarak Lipschitz siirekli.

H2. Lim fu) =-m , m pozitif bir sabit
o U
§

H3. S f(u) du>o, S pozitif bir sabit
o)

H1, H2, H3 hipotezleri ki1saca H olarak belirtilecektir.
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Berestycki ve Lions [ 6,7 ] pozitif ¢ozimiin varligind garanti
eden f lizerine oldukg¢a genel kosullari yerdiler. Buna gore varlik
i¢in H Ripotezleri ile hirlikte

i T0)
n-2) / (n-2)

£0 s, h>2
U - u(

kosulunun yeterli olacagdini belirttiler., (n=2 ise f u - « jken her-
hangibir cebirsel biliylime olarak diisiinlilebilir.) Gidas, Ni ve
Nirenberg [ 17 ] H hipotezlerine, f nin bir (0,0) ,0 >0 araliginda
dizgiin olarak C]'s sinifindan olmas1 kosulu eklendiginde, (6.11)
probleminin herhangibir pozitif ¢Gziimiiniin radyal olmas1 gerektigini
gosterdiler, Buna gore, (6.11) problieminin pozitif c¢oziumlerinin var-
11911 gostermek i¢in buna karsi gelen

u' + f(u) = o, r> (m=n-1)

(6.12)

u' (o) = o0, Lim u(r) =z o ve u>0 ,rs3o
P+ w

radyal problemin c¢ozimlerinin tek1igini incelemenin yeterli olacag
goriliir.

(6.72) probleminin ¢Gziuminlin tek1igini ispatlamak icin bir hipo-
teze daha gerek vardir. Onu da S ile gosterelim.
)

u-8
rinde azalan bir fonksiyon olsun.

fonksiyonu, f(u)>o olmak lizere (B,~) 1n alt kiimesi lize-

Burada B = Inf { ue (0,%) : F(u)=

[ B NN =4

f(s) ds>o0 }
dir,

Simdi teklik teoremini ifade edebiliriz.
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Teorem  (6.1):

Eger H ve S hipotezleri saglanirsa (6.12) probleminin en cok
bir cBzumi vardir.

Uzel olarak (6.12) denkleminde m=0 (n=1) durumu oldukca trivial-
dir. (unkl denklem otonom olur ve incelenmesi ¢cok daha kolaydir. Bu
durumda (6.12) denklemi

u" + f(u) = o
seklini alir ve ¢ozimi kuvadratiir ile verilebilir.

Ayrica

u" + f(u) =0, R de
(6.13)

2

ue C°(R) , "~ Limu(x) = o, u simetrik

X—>c0
probleminin varlik ve teklik ispat1 Berestycki ve Lions tarafindan

verilmistir. [ 7 ] Burada f yerel olarak Lipschitz siirekli ve
f(o) = o olup asagidaki teoremde F(z)

olarak tanimlanmistir.

Teorem (6.2) :

(6.13) denkleminin u(o)>0 olacak sekilde bir ¢ozumiinin olmast igin
gerek ve yeter kosul

o=Inf{c>0:F(g)=01} (6.14)
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biiylik1Uglinlin var olmas1, pozitif olmasi ve f(;o) > 0 kosulunun sag-
Tanmasidir. Ayrica, u>o , u(o) = ;o‘ve u' (x) <o, x>0 clacak sekil-
de tek bir u ¢tzimi vardir. (6.14) kosulu altinda (6.13)'lin u ¢oziimi
asagidaki baslangi¢ deder probleminin ¢ozlimii olarak verilir,

-u" = f(u) , R de
u'(o) = 0 ve u simetrik
Bizim problemimiz icin f(u) = u(2Inu + 1) secilirse (6.2) var-
~ Tk ve teklik teoreminin kosullarinin saglandigr kolayca goriiliir.
Boylece n= 1 icin tek bir ¢oziim garanti edilmis oldu.

(1986) da Peletier ve Serrin [28 ] (6.12) probleminin ¢tzlimleri-
nin tekligini f lizerine H hipotezlerinden daha zayi1f hipotezler koya-

rak ispatladilar.

Unce

o=Inf{uo; flu) >0} , B=Inf {uw : F(u)> }

bilytikTuklerini tanimlayalim. Buradan ogag<B oldudunu gormek kolay-
dir. $imdi yeni bir hipotez koyalim.

Bunun ic¢in
(i) n=2 ve B>0
(i1) n22 ve a>0

kosullarina H*diye1im. Eder H2 kosulu ile H* kosulunu yerdegistirir-
sek boylece HZ den cok daha zayif bir kosul elde etmis oluruz.

Simdi teklik teoremini asagidaki sekilde ifade edebiliriz.
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Teoren' (6.3) : .

H* ve S kosullart saglanirsa (6;]2) probleminin birden cok ¢ozl-
mi olamaz.

Diger tarafdan (1987) de McLoed ve Serrin [ 28] , f(u) lizerine
asagidaki kosullari koyarak

(i) fe ¢! [ 0,@) 3 f(a)= 0, f'(0) = -m<o

(i) ue (o0,a) igin f(u) < o ve ue (a,») icin f(u) >0
olacak sekilde bir o sabiti vardir.
(iii) f'(a) 5 0.

R" de Au + f(u) = o denkleminin pozitif radyal ¢oziimlerinin
tek1igini ispatladilar.

Simdi
u>o0o ve ¢ ,c reel sabitleri igin
I (u; 0,¢) = (u-c) f'(u) ~o f(u)

fonksiyonunu tanimlayalim. McLoed ve Serrin'in [ 258 ] esids teoremi
asagidaki sekilde ifade edilir.

Teorem (6.4):

Her U > a i¢in U ya slirekli olarak bagli olan ve
azn-2 , b »3-n (a>0 , bzl n g2 idgin)
I (us;o,c)>0 , o<u<d , uf o dken

I (uso,c) <o , ulU idken
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kosullarini gercgekleyen a;b,c sabitleri bulunabiliyorsa (6.12) prob-
Teminin en ¢ok bir ¢ozimi vardir.

Teorem (6.4) ln dogrudan uygulamalar1i oldukca glictiir. Parametre-
lerin a=n-2, b=0, c=a seklindeki 6zel se¢cimleri ile yukaridaki

teoremin kosulTari saglanir ve teorem asagidaki sekilde basitlesir.

Teorem (6.5)

nz3 oldugunu ve f nin

{u~a) f'(u) - f(u) >0 - uta

(u-a) F'(u) - —— f(u) <o wo

n-2

kosullarini gercekleyen (6.12) nin en ¢ok bir ¢Ozimi vardir.

Bizim problemimizdeki f(u)zu(21nu + 1) 6zel secilisi i¢in yuka-
ridaki her iki teoremin de f {Uizerindeki hipotezleri genel olarak ger-
cekTenmemektedir. Yukaridaki teorem ancak n boyutunun belirii bir
araliktaki degerleri i¢in ¢oziimlerin tek1igini garanti eder. 0 hal-
de problemimizdeki f(u)zu{21nu + 1) fonksiyonu ic¢in yeni bir teklik
teoremine gerek vardir yada teoremdeki hipotezler problemimizdeki Ozel
f(u) fonksiyonu icin gerceklenecek bi¢imde degistirilmelidir. Kon-
jektlirde de belirtildigi gibi n>1 i¢in pozitif radyal ¢tziimlerin
tek1igi heniiz ¢oziilmemis olup a¢ik bir problemdir.

Kwang bir calismasinda [22] RMde au-u+uP =o (p>1) denk-
leminin pozitif, radyal simetrik ¢Gziimlerine ait teklik teoremini
ispatladi. Bu calismada kullanilan esas yaklasim COffman yontemi-
dir. Ispat tamamen ikinci - mertebeden lineer diferansiyel denklem-
ler i¢cin Sturm salinim teorisinin kullaniImasina dayanmaktadir,
Cozimlerin tekligini garantileyen ana teoremin ispati i¢in 35 yardim~
c1 teorem kullaniimistir.



- 56 -

Genel n ig¢in ¢ozlmin tekligini gostermek i¢in Kwong'un calisma-
sinda verilen ispat yﬁﬁtémjhjn«uygu]anma§1‘o]um]uvgernmesine ragmen
oldukca uzun ve karmasik hesaplarin. yapilmastni gerektirmektedir.
Kwong'un calismasinda incelenen f(u) = - u + uP (p>1) fonksiyonu
yeriné f(u) = u(2lnu + 1) fonksiyonu alindig1 zaman da ispatin geger-
11 kaldigr gosterilmelidir.
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SONUCLAR VE UNERILER

Bu tez calismasinda

o7 1 1%l ax 5 7 JolP In [o] dx - [1olIP W [lo]],
. n n,p

* ko 16117 )

(Burada |[¢|lg,p =/ |o/P dx LP (R", dx) Banach uzay
RN

lizerinde tan1ml1 norm ve dx de R de Lebesgue Glcisiidir. )

genel esitsiz1liginin p=2 durumuna karsi gelen Lebesgue ©1¢limiine gore
Gross logaritmik Sobolev esitsizligi, Adams ve Clarke tarafindan
Gross ispatina alternatif olarak gelistirilen ispat teknigi kullani-
larak p>1 ve n=1 i¢in genellestirilmis ve ayni1 zamanda bu esitsizlik-

te ortaya ¢ikan k] sabitinin en iyi degeri hesaplanmistir.

sP

Fakat Adams ve Clarke'in ispatinda oldugu gibi (yani p=2 durumu)
genel n i¢in indiiksiyon yonteminin kullanilmas1 miimkin olmadigindan
genel n i¢in yani bir yaklasima gerek oldugu goriilmiistiir.

(1) genel esitsizligine iliskin en iyi sabitler konjektiirii ele
alinms ve konjektiirin ispat1 otonam olmayan yari lineer

1

(p=1) [u'[P72 |u'|’ S2L ] s fu)= o, fw= T (pTnu+ 1) (2)

denkleminin pozitif ¢GzUmlerinin tek1iginin gosterilmesi problemine
indirgenmistir,
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Cesitli fiziksel problemlerde ortaya ¢ikan ve yukaridaki denkle-
min p=2 ve genel bir f(u) fonksiyonuna karsi gelen ‘

g o h=l
r

u' + f(u) =0, u>o (3)

denklemi ile i1gili Titeratiirdeki teklik teoremleri problemimizdeki
6zel f(n)= u(2Inu + 1) fonksiyonu i¢in uygulanmis ve bu teoremlerin
basarisiz kald1§1 yada en ¢cok uzay boyutunun ancak belirli degerleri
i¢cin tek1igin garanti edilebilecedi gosterilmistir.

Incelenen teklik teoremleri arasinda Kwong tarafindan ©zel bir
f(u) i¢in uygulanan ve biylik G1clide Sturm salinim teorisinin kullani1-
masina dayanan bir yontemin p=2, n>1 ic¢in (2) denkleminin pozitif
¢ozimlierinin tek1igini ispatlamak i¢cin uygulanabilecegdi Onerilmistir.
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