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SOL-SAĞ 𝑞-TÜREVLENEBİLİR KONVEKS FONKSİYONLAR İÇİN BAZI 

HERMİTE-HADAMARD TİPİ EŞİTSİZLİKLERİN KUANTUM BENZERİ 
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Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Doç. Dr. Mehmet KUNT 

2023, 118 Sayfa 

Bu tezin temel amacı, bazı klasik Hermite-Hadamard tipi eşitsizliklerin kuantum 

benzerini elde etmektir. İlk olarak, reel sayıların [𝑎, 𝑏] aralığında sol kuantum türevi ve 

belirli sol kuantum integraline benzer sağ kuantum türevi ve belirli sağ kuantum integrali 

kavramları tanıtılmış ve incelenmiştir. Daha sonra, bazı klasik integral özdeşliklerin 

kuantum benzerleri, sol ve sağ kuantum integrallerinin bir kombinasyonu yoluyla 

kurulmuştur. Bu özdeşlikler kullanılarak birinci mertebe sol ve sağ kuantum türevleri belirli 

kuvvetlerde mutlak değerde olan fonksiyonlar için bazı yamuk, orta nokta ve genelleştirilmiş 

Hermite-Hadamard tipi eşitsizlikler elde edilmiştir. Genelleştirilmiş Hermite-Hadamard tipi 

eşitsizliklerin özel durumları olarak, bazı Bullen, Simpson ve ağırlıklı Bullen tipi 

eşitsizliklerin 𝑞-versiyonları türetilmiştir. Son olarak, Hölder-İşcan ve geliştirilmiş güç-

ortalama (power-mean) eşitsizliklerinin genel versiyonlarının kuantum benzerleri bulunmuş 

ve bu eşitsizlikler uygulanarak sol ve sağ kuantum integrallerine ilişkin yamuk ve orta nokta 

tipi eşitsizliklerin genelleştirilmiş ve geliştirilmiş biçimleri türetilmiştir. Ayrıca 𝑞 → 1−

olduğunda elde edilen sonuçlar da tartışılmıştır. 

Anahtar Kelimeler: Konveks fonksiyonlar; 𝑞-Türevi; 𝑞-İntegral; Hermite-Hadamard tipi 

eşitsizlik; Simpson tipi eşitsizlik; Bullen tipi eşitsizlik.  
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SUMMARY 

QUANTUM ANALOG OF SOME HERMİTE-HADAMARD-TYPE İNEQUALİTİES 
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The main purpose of this study is to obtain the quantum analogue of some classical 

Hermite-Hadamard-type inequalities. Firstly, the concepts of right quantum derivative and 

definite right quantum integral, similar to the left quantum derivative and definite left 

quantum integral on the interval [𝑎, 𝑏] of real numbers are introduced and investigated. Then 

the quantum analogues of some classical integral identities are established through a 

combination of left and right quantum integrals. Using these identities, some trapezoid, 

midpoint, and generalized Hermite-Hadamard types inequalities are obtained for the 

functions whose first-order left and right quantum derivatives in absolute value at certain 

powers are convex functions. As specific cases of the generalized Hermite-Hadamard type 

inequalities, the 𝑞-versions of some Bullen, Simpson, and weighted Bullen type inequalities 

are derived. Finally, quantum analogues of the general versions of Hölder-İşcan and 

improved power-mean inequalities are found, and the generalized and improved forms of 

the trapezoid and midpoint type inequalities related to left and right quantum integrals are 

derived by applying these inequalities. Furthermore, the obtained results are also discussed, 

when 𝑞 → 1−.

Key Words: Convex functions; 𝑞-Derivative; 𝑞-Integral; Hermite-Hadamard type
inequality; Simpson type inequality; Bullen type inequality.  
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1. GENEL BİLGİLER

1.1. Giriş 

İntegral eşitsizlikleri, matematik alanında iki veya daha fazla integralin değerinin 

karşılaştırılmasıyla ilgilenen temel bir araştırma alanını oluşturur. Fonksiyonel Analiz, 

Reel Analiz, Kompliks Analiz ve Diferansiyel Denklemler ile ilgili çalışmalar dahil olmak 

üzere matematiğin birçok dalında kullanılırlar. Özellikle optimizasyon problemlerinin 

çözümü, kısmi diferansiyel denklemlerin analizi, sayısal analiz, olasılık teorisi, istatistik ve 

hatta kuantum mekaniği integral eşitsizliklerinden yararlanır [9-18]. 

İntegral eşitsizliklerinin en eski formlarından biri, 1821 yılında Augustin-Louis 

Cauchy tarafından kanıtlanan Cauchy-Schwarz eşitsizliğidir. [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlanan 

ve integrallenebilir iki fonksiyon 𝑓 ve 𝑔 için Cauchy-Schwarz eşitsizliği, 

∫ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)| 𝑑𝑥 ≤ (∫ |𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1

2

(∫ |𝑔(𝑥)|2 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1

2𝑏

𝑎

 (1.1.1) 

şeklinde ifade edilir. Başka bir önemli eşitsizlik ise 1889 yılında Otto Hölder tarafından 

kanıtlanan Hölder eşitsizliğidir. Bu eşitsizlik, Cauchy-Schwarz eşitsizliğini genelleştirir ve 

iki fonksiyonun 𝐿𝑝- normları ve integralleri arasındaki bir ilişki sağlar. 20. yüzyılda,

Young eşitsizliği, Hardy eşitsizliği ve Minkowski eşitsizliği gibi diğer önemli integral 

eşitsizlikleri keşfedilip çalışılmıştır [71,72]. 

Hermite-Hadamard eşitsizliği matematiksel analizde diğer önemli bir sonuçtur ve 

matematikteki çeşitli dallarda yaygın olarak uygulamaya sahiptir. [𝑎, 𝑏] aralığında konveks 

bir 𝑓 fonksiyonu için Hermite-Hadamard eşitsizliği şu şekilde ifade edilir: 



2 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

 𝑑𝑥 ≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
 (1.1.2) 

Bu eşitsizlik, fonksiyonların konvekslik ve konkavlık gibi özelliklerini göstermek için ve 

optimizasyon problemlerinin çözümünde bir yöntem olarak kullanılır. Ayrıca, çeşitli 

istatistiksel ortalama türleri arasındaki farkı elde etmek için de bu eşitsizlikten faydalanılır 

[1-8]. 

Eşitsizlikler alanındaki son çalışmalar, Hermite-Hadamard tipi eşitsizliklerin daha iyi 

hata tahmini sınırları elde etmek için yeni teknikler ortaya çıkarmıştır. Bir özdeşlik yoluyla 

yamuk tipi eşitsizlikler için yeni hata tahmin sınırları ilk olarak Dragomir ve Agarwal [19] 

tarafından sunulmuştur. Daha sonra, Pearce ve Pečarić [20] tarafından [19]'de sunulan 

sonuçlar genişletilmiş ve iyileştirilmiştir. Dragomir ve Agarwal'ın [19]'deki öncü 

çalışmalarından ilham alarak türevlenebilir konveks fonksiyonlar için yeni orta nokta tipi 

eşitsizlikler sunan Kırmacı [21], bu alandaki araştırmaları daha da ilerletmiştir. Kavurmacı 

[22], türevlenebilir konveks fonksiyonlar için yeni yamuk tipi eşitsizlikler oluşturmak 

amacıyla yamuk tipi özdeşliğinin aşağıdaki versiyonunu tanıtmıştır: 

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

  (1.1.3) 

 =
𝑏 − 𝑎

4

{

∫ (𝜏 − 1)𝑓′ (
𝑎 + 𝑏

2
𝜏 + (1 − 𝜏)𝑎) 𝑑𝜏

1

0

+∫ (1 − 𝜏)𝑓′ (
𝑎 + 𝑏

2
𝜏 + (1 − 𝜏)𝑏) 𝑑𝜏

1

0 }

. 

Eftekhari [23], tarafından yapılan çalışmada, türevlenebilir (𝑠,𝑚)-konveks fonksiyonlar 

için bazı yeni orta nokta tipi eşitsizlikler, aşağıdaki orta nokta tipi özdeşlik kullanılarak 

türetilmiştir: 



3 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

  (1.1.4) 

=
𝑏 − 𝑎

4
[∫ 𝜏

1

0

𝑓′ (
𝑎 + 𝑏

2
𝜏 + (1 − 𝜏)𝑎) 𝑑𝜏 + ∫ 𝜏

1

0

𝑓′ (
𝑎 + 𝑏

2
𝜏 + (1 − 𝜏)𝑏)  𝑑𝜏]. 

Hermite-Hadamard tipi eşitsizliklerle ilgili diğer gelişmelerle birlikte, Tseng vd. 

[24], Hermite-Hadamard eşitsizliğinin aşağıdaki şekilde bir iyileştirmesini kanıtlamıştır: 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

2
[𝑓 (

3𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓 (

𝑎 + 3𝑏

2
)] ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

  (1.1.5) 

 ≤
1

2
[𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) +

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
] ≤

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
 . 

(1.1.5)'te üçüncü eşitsizlik, ilk olarak Bullen tarafından ortaya atılmış olup literatürde 

Bullen eşitsizliği olarak anılmaktadır. Ayrıca, Tseng vd. [24] sunulan sonuçlara dayanarak, 

Tseng vd. [25], Lipschitz şartını sağlayan fonksiyonlar için bazı Bullen ve Simpson tipi 

eşitsizlikler elde etmişlerdir. Ayrıca, Sarıkaya vd. [26], aşağıdaki ünlü Simpson eşitsizliği 

için geliştirilmiş sınırlar belirlemek amacıyla bir özdeşlik tanıtmıştır. 

|∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

 𝑑𝑥 −
𝑏 − 𝑎

6
[𝑓(𝑎) + 4𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑏)]|  (1.1.6) 

 ≤
(𝑏 − 𝑎)5

2880
‖𝑓‖∞ . 

Öte yandan Xi ve Qi [27], Bullen ve Simpson tipi eşitsizlikler için hata sınırlarını 

aşağıdaki genel özdeşliği kullanarak belirlemiştir: 



4 

𝜆𝑓(𝑎) + 𝜂𝑓(𝑏)

2
+
2 − 𝜆 − 𝜂

2
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

  (1.1.7) 

=
𝑏 − 𝑎

4

{

∫ (1 − 𝜆 − 𝜏)𝑓′ (𝜏𝑎 + (1 − 𝜏)
𝑎 + 𝑏

2
)  𝑑𝜏

1

0

+∫ (𝜂 − 𝜏)𝑓′ (
𝑎 + 𝑏

2
𝜏 + (1 − 𝜏)𝑏) 𝑑𝜏

1

0 }

. 

Xi ve Qi'nin çalışmalarında kullandıkları fikir ve yöntem, Bullen ve Simpson tipi 

eşitsizliklerin türetilme sürecini basitleştirir. Bu yöntem, ortaya çıkan Hermite-Hadamard 

tipi eşitsizliklerde 𝜆 ve 𝜂 parametreleri için belirli değerlerin değiştirilmesini içerir. Bu 

yaklaşım, modern matematiksel eşitsizlikler teorisine yenilikçi ve değerli bir katkı 

sağlamıştır. Kayda değer çalışmalarıyla İmdat İşcan bu yaklaşımın gelişmesine büyük 

katkı sağlamıştır [28-35]. 

Son yirmi yılda, birçok araştırmacı, çeşitli yaklaşımlar yoluyla, çeşitli konveks 

fonksiyon sınıfları için Hermite-Hadamard tipi eşitsizlikleri genelleştirmiş ve geliştirmiştir. 

Bu yaklaşımlar, [19] ve [21]'de sunulanlara benzer tekniklerin yanı sıra, kuantum hesabı 

yöntemi ve diğer yöntemlerin kullanılmasını içerir, [36-41]. 

Limit olmayan hesap olarak da bilinen Kuantum hesabı yaklaşımı kullanımının, 

çeşitli matematiksel kavramların genelleştirilmesi için etkili bir araç olduğu 

düşünülmektedir. Bu yaklaşımın kökenleri, Leonhard Euler ve Heine gibi matematikçilerin 

çalışmalarına kadar uzanabilir [45]. Bir İngiliz matematikçi olan F.H. Jackson, 20. yüzyılın 

başlarında Kuantum hesabının sistematik çalışmasında, özellikle 𝑞-serisi ve 𝑞-integral 

alanlarında  öncü araştırmacılardan biri olarak kabul edilmektedir [42-51]. 

Klasik kuantum hesabı kavramları, dürtüsel (impolsive) 𝑞-fark denklemlerini 

çözmek için ilk olarak Tariboon ve Ntouyas [52] tarafından reel sayılardan oluşan keyfi bir 

[𝑎, 𝑏] aralığına genişletilmiştir. Daha sonra, Tariboon ve Ntouyas bu yaklaşımı kullanarak 

Hermite-Hadamard eşitsizliği de dahil olmak üzere bir dizi iyi bilinen integral eşitsizliğinin 

𝑞-benzerini türetmişlerdir [53]. [52,53]'te sunulan sonuçlar, [𝑎, 𝑏] aralığında kuantum 

hesabı alanına önemli katkıları sağlayıp, matematik ve fiziğin çeşitli alanlarında potansiyel 

uygulamalara sahiptir [54-59]. 
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Modern eşitsizlikler teorisindeki son gelişmeler bağlamında, Noor vd. [60] Hermite-

Hadamard eşitsizlikleri için kuantum hata sınır tahminleri elde etmiştir. Sonraki bir 

çalışmada, Alp vd. [39], Tariboon ve Ntouyas [53] tarafından önerilen Hermite-Hadamard 

eşitsizliğinin genel olarak doğru olmadığını bir örnekle göstermiştir. Ek olarak, aynı 

çalışmada Alp ve diğerleri 𝑞-Hermite-Hadamard eşitsizliğinin düzeltilmiş bir versiyonunu 

ve ayrıca 𝑞-türevlenebilir konveks fonksiyonlar için bazı orta nokta tipi eşitsizliklerin 𝑞-

benzerlerini sunmuşlardır. 

Aslında, kuantum integrallerinde genel bir değişken değiştirme kuralının olmaması 

temel bir sorun teşkil etmektedir. Bu konunun ihmal edilmesi sadece Taribon ve Ntouyas 

[53] tarafından yapılan çalışmalarda değil, Noor vd. [61] çalışmalarında da hataya yol

açmıştır. Bu, Taribon ve Ntouyas [52] tarafından tanımlanan 𝑞-integralinin (1.1.3), (1.1.4) 

ve (1.1.7) gibi bazı özdeşliklerin doğru 𝑞-benzerini elde etmek için yeterli olmadığını 

gösterir. 

Bu tezde, sağ 𝑞-türev ve belirli 𝑞-integral kavramları sunulmuş ve belirli sol ve sağ 

q-integrallerin bir kombinasyonu yoluyla 𝑞-Hermite-Hadamard eşitsizliğinin yeni bir

versiyonunu elde edilmiştir. Bu eşitsizliğe göre, 𝑞-türevinin mutlak değerinin belirli bir 

sayı kuvveti konveks olan fonksiyonlar için bazı yeni 𝑞-Hermite-Hadamard tipi 

eşitsizlikleri ve bunların geliştirilmiş formları kurulmuştur. Ayrıca, Bullen ve Simpson tipi 

eşitsizlikler için yeni kuantum tahminleri türetilmiştir. Sonuçların bir uygulaması olarak, 

𝑞 → 1− limiti alındığında literatürde var olan bazı sonuçlar elde edilmiştir.

1.2. Araştırma Metodolojisi 

Modern eşitsizlikler teorisinde, fonksiyonların konveksliğinin kullanılması ve iyi 

bilinen Hölder ve power-mean eşitsizliklerinin uygulanması, Hermite-Hadamard tipi 

eşitsizlikleri kurmak için en yaygın kullanılan tekniklerdir, [28-41]. Benzer bir şekilde 

araştırmacılar klasik 𝑞-Hölder ve 𝑞-power-mean eşitsizliklerini kullanarak 𝑞-türevlenebilir 

konveks fonksiyonlar için 𝑞-Hermite-Hadamard tipi eşitsizlikleri elde etmişlerdir, [49, 53]. 

Son yıllarda İşcan, Hölder eşitsizliğinin  geliştirilmiş ve genel versiyonunu ortaya 

koymuştur, [62]. Bu versiyon Literatürde Hölder-İşcan eşitsizliği olarak 

adlandırılmaktadır. Daha sonra, [62]'de verilen teknikleri kullanarak, Kadakal vd. [63], 
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geliştirilmiş power-mean eşitsizliğini elde etmiştir. Hölder-İşcan ve geliştirilmiş power-

mean eşitsizliklerini uygulaması, klasik Hölder ve power-mean eşitsizliklerini kullanmaya 

kıyasla Hermite-Hadamard tipi eşitsizlikler için gelişmiş hata tahmin sınırları sağlar [62-

68]. 

Bu çalışmada, ilk olarak, 𝑞-Hermite-Hadamard tipi eşitsizlikleri kurmak için klasik 

𝑞-Hölder ve 𝑞-power-mean eşitsizlikleri ve fonksiyonların konveksliği kullanılmıştır. 

Bundan sonra sol 𝑞-integralini kullanılarak, Hölder-İşcan eşitsizliğinin genelleştirilmiş bir 

versiyonu türetilmiştir. Bu yeni yöntemi kullanılarak, bu çalışma sürecinde elde edilen 

yamuk ve orta nokta eşitsizlikler için geliştirilmiş sınırlar incelenmiştir. Ayrıca, sayısal 

hesaplamalar ve grafiklerin çizilmesi için Maple yazılımı kullanılmıştır. 

1.3. Tez Organizasyonu 

Bu tez II ana bölümden oluşmaktadır. I. ana bölüm 9 alt bölüm halinde aşağıdaki 

şekilde düzenlenmiştir. 1.4. alt bölümde, bazı temel kavramlar gözden geçirilmiş, Hölder 

ve power-mean eşitsizliklerinin yeni iyileştirmesi verilmiştir. 1.5 alt bölümünde, yamuk ve 

orta nokta tipi eşitsizliklerle ilgili bazı sonuçlar kısaca sunulmuştur. 1.6 alt bölümünde, 

Bullen ve Simpson tipi eşitsizlikler kısaca ele alınmıştır. Ek olarak, (1.1.7) özdeşliğinin 

kullanılmasıyla elde edilen sonuçlara kısa ve öz bir genel bakış sunulmuştur. 

1.7. alt bölümde, klasik 𝑞-hesabın temel fikirleri sunulmış, hem klasik hem de 

Jackson 𝑞-integrallerinin özellikleri tartışılmıştır. Ardından, 1.8. alt bölümde, [𝑎, 𝑏] 

aralığında sol 𝑞-türevi ve belirli sol 𝑞-integrali kavramları ve temel özellikleri 

sunulmuştur. 1.9. alt bölümde, sol kuantum integral ile ilgili bazı temel eşitsizlikler kısaca 

tanıtılmıştır. Ayrıca, bu alt bölümün sonunda, [15]'te verilen 𝑞-Ostrowski tipi eşitsizliklerin 

genel olarak doğru olmadığı tartışılmıştır. 

II. ana bölüm 10 alt bölüm halinde şöyle düzenlenmiştir. 2.1 ve 2.2 alt bölümlerinde,

reel sayıların [𝑎, 𝑏] aralığında sağ 𝑞-türevi ve belirli sağ 𝑞-integrali kavramları ve bunların 

temel özellikleri incelenmiştir. 2.3. alt bölümde, sol ve sağ kuantum integralleri birlikte 

kullanılarak [53,61]'de iddia edilen sonuçlar yeniden formüle edilmiştir. 2.4 alt bölümde, 

sol ve sağ kuantum integralleriyle ilgili Hermite-Hadamard eşitsizliğinin bazı yeni 

versiyonları tartışılmıştır. 2.5 ve 2.6 alt bölümlerinde, sırasıyla sol ve sağ kuantum 
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integrallerinin bir kombinasyonu ile ilgili iki ana özdeşlik elde edilmiştir. Daha sonra elde 

edilen ana özdeşlikler üzerinde klasik 𝑞-Hölder ve 𝑞-power-mean eşitsizlikleri kullanılarak 

sol ve sağ 𝑞-integrallerle ilgili bazı yamuk ve orta nokta tipi eşitsizlikler kurulmuştur. 2.1-

2.6 alt bölümlerindeki sonuçlar [69, 70]'de yayınlanmıştır. 2.7. alt bölümde, sol ve sağ 𝑞-

integrallerinin bir kombinasyonu yoluyla Hermite-Hadamard tipi özdeşliklerin genel bir 

versiyonunu kurulmuştur. Klasik 𝑞-Hölder ve 𝑞-power-mean eşitsizliklerini bu genel 

özdeşliğe uygulanarak, sol ve sağ 𝑞-integrallerle ilgili bazı Hermite-Hadamard tipi 

eşitsizlikler incelenmiştir. Ortaya çıkan eşitsizliklere parametrelerin belirli değerlerini 

koyarak sol ve sağ 𝑞-integrallerle ilgili bazı ağırlıklı Bullen, Bullen ve Simpson tipi 

eşitsizlikler sunulmuştur. 2.8. alt bölümde, sırasıyla Hölder-İşcan ve geliştirilmiş power-

mean eşitsizliklerinin genel versiyonunun sol ve sağ kuantum integral benzerleri 

sunulmuştur. Son olarak, 2.5, 2.6 ve 2.8 alt bölümlerindeki sonuçlar kullanılarak sırasıyla 

2.9 ve 2.10 alt bölümlerinde yamuk ve orta nokta tipi eşitsizliklerin geliştirilmiş ve 

genelleştirilmiş biçimleri incelenmiştir.  

1.4. Bazı Temel Tanımlar ve Önemli İntegral Eşitsizlikleri 

Bu alt bölümde, konveksliğin temel kavramı ve çeşitli yönlerde genelleştirilmesi 

kısaca tanıtılmıştır. Ayrıca, Hölder ve kuvvet ortalaması (power-mean) integral 

eşitsizlikleri ve bunların yeni iyileştirmeleri de sunulmuştur.  

Tanım 1.4.1. [12] 𝐼 ⊆ ℝ  bir aralık ve 𝑓: 𝐼 → ℝ  bir fonksiyon olsun. Eğer her 

𝜌1, 𝜌2 ∈ 𝐼 ve 𝜏 ∈ [0,1] için

𝑓(𝜏𝜌1 + (1 − 𝜏)𝜌2) ≤ 𝜏𝑓(𝜌1) + (1 − 𝜏)𝑓(𝜌2)  (1.4.1) 

eşitsizliği sağlanırsa 𝑓 fonksiyonuna 𝐼 üzerinde konvekstir denir. Eğer her 𝜌1 ≠ 𝜌2 ve 𝜏 ∈

(0,1) için (1.7.1) eşitsizliği kesin ise 𝑓 fonksiyonuna kesin konvekstir denir. Ayrıca, eğer 

(1.4.1) eşitsizliği tersine çevrilirse 𝑓 fonksiyonuna 𝐼 üzerinde konkavdır denir. Eğer (1.4.1) 

eşitsizliği tersine çevrilirse ve her 𝜌1 ≠ 𝜌2 ve 𝜏 ∈ (0,1) için kesin ise 𝑓 fonksiyonuna kesin

konkavdır, denir. 

Tanım 1.4.2. [76] ℝ+ = [0,∞) ve 𝑓:ℝ+ → ℝ bir fonksiyon olsun. Eğer her 𝜌1, 𝜌2 ∈

[0,∞) ve  𝜏, 𝜔 ≥ 0 olmak üzere bazı sabit 𝑠 ∈ (0,1] için 𝜏𝑠 + 𝜔𝑠 = 1 ve
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𝑓(𝜏𝜌1 + 𝜔𝜌2)  ≤  𝜏
𝑠𝑓(𝜌1) + 𝜔

𝑠𝑓(𝜌2)  (1.4.2) 

ise, bu takdirde 𝑓 fonksiyonu ilk anlamda 𝑠-konvekstir denir. 

Tanım 1.4.3. [77] ℝ+ = [0,∞) ve 𝑓:ℝ+ → ℝ bir fonksiyon olsun. Ayrıca 𝜏, 𝜔 ≥ 0

ve 𝜏 + 𝜔 = 1 olsun. Eğer her 𝜌1, 𝜌2 ∈ [0,∞) ve bazı sabit 𝑠 ∈ (0,1] için

𝑓(𝜏 𝜌1 + 𝜔𝜌2)  ≤  𝜏
𝑠𝑓(𝜌1) + 𝜔

𝑠𝑓(𝜌2)  (1.4.3) 

ise, bu takdirde 𝑓 fonksiyonu ikinci anlamda 𝑠-konvekstir denir. 

Eğer 1.4.2 ve 1.4.3 tanımlarında 𝑠 = 1 ise 𝑠-konveksliği her iki anlamda [0,∞) 

üzerinde tanımlanan fonksiyonların konveksliğine indirgenir. 

Tanım 1.4.4. [23] 𝑚 ∈ [0,1] ve 𝑓: [0, 𝑏] → ℝ bir fonksiyon olsun. Eğer her 𝜌1, 𝜌2 ∈

[0, 𝑏] ve 𝜏 ∈ [0,1] için  

𝑓(𝜏𝜌1 +𝑚(1 − 𝜏)) ≤ 𝜏𝑓(𝜌1) + 𝑚(1 − 𝜏)𝑓(𝜌2),  (1.4.4) 

ise, bu takdirde 𝑓 fonksiyonu 𝑚-konvekstir denir. 

Tanım 1.4.5. [23] (𝑠,𝑚) ∈ [0,1]2 ve 𝑓: [0, 𝑏] → ℝ bir fonksiyon olsun. Eğer her

𝜌1, 𝜌2 ∈ [0, 𝑏] ve 𝜏 ∈ [0,1] için

𝑓(𝜏𝜌1 +𝑚(1 − 𝜏)𝜌2) ≤ 𝜏𝑠𝑓(𝜌1) + 𝑚(1 − 𝜏
𝑠)𝑓(𝜌2)  (1.4.5) 

ise, bu takdirde 𝑓 fonksiyonu ilk anlamda  (𝑠,𝑚)-konvekstir denir. 

Tanım 1.4.6. [23] (𝑠,𝑚) ∈ [0,1]2 ve 𝑓: [0, 𝑏] → ℝ bir fonksiyon olsun. Eğer her

𝜌1, 𝜌2 ∈ [0, 𝑏] ve 𝜏 ∈ [0,1] için

𝑓(𝜏𝜌1 +𝑚(1 − 𝜏)𝜌2) ≤ 𝜏𝑠𝑓(𝜌1) + 𝑚(1 − 𝜏)
𝑠𝑓(𝜌2)  (1.4.6) 

ise, bu takdirde 𝑓 fonksiyonu ikinci anlamda (𝑠,𝑚)-konvekstir denir. 

Eğer 1.4.5 ve 1.4.6 tanımlarında 𝑚 = 𝑠 = 1 ise (𝑠,𝑚)-konveksliği her iki anlamda 

[0, 𝑏] üzerinde tanımlanan fonksiyonların konveksliğine indirgenir. 
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Çeşitli konveks fonksiyon türleri hakkında daha fazla bilgi [23, 28, 76]'de ve 

buradaki referanslarda bulunabilir. 

Teorem 1.4.7. [62, 71] 𝑓 ve g fonksiyonlar [𝑎, 𝑏] ⊆ ℝ aralığında tanımlanmış olsun. 

Eğer 𝛼 > 1 ve 
1

𝛼
+

1

𝛽
= 1 için |𝑓|𝛼 , |𝑔|𝛽 ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ise, bu takdirde  aşağıdaki eşitsızlik

sağlanır: 

∫ |(𝑓𝑔)(𝑥)| 𝑑𝑥 ≤ 
𝑏

𝑎

(∫ |𝑓(𝑥)|𝛼 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1

𝛼

 (∫ |𝑔(𝑥)|𝛽 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1

𝛽

.  (1.4.7) 

Yukarıdaki eşitsizliğin eşitlik olabilmesi için gerekli ve yeterli şart 𝜔1 ve 𝜔2 sabitleri

için hemen her yerde 𝜔1|𝑓(𝑥)|
𝛼 = 𝜔2|𝑔(𝑥)|

𝛽 olmasıdır.

Teorem 1.4.8. [63, 71] 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonlar [𝑎, 𝑏] ⊆ ℝ aralığında tanımlanmış olsun. 

Eğer 𝛼 ≥ 1  için |𝑓|, |𝑓||𝑔|𝛼 ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ise, aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:

∫ |(𝑓𝑔)(𝑥)|𝑑𝑥 ≤ (∫ |𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1−
1

𝛼

(∫ |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝛼  𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1

𝛼𝑏

𝑎

.  (1.4.8) 

Teorem 1.4.9. [62] 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonlar [𝑎, 𝑏] ⊆ ℝ aralığında tanımlanmış olsun. 

Eğer 𝛼 > 1 ve 
1

𝛼
+

1

𝛽
= 1 için |𝑓|𝛼 , |𝑔|𝛽 ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ise, bu takdirde aşağıdaki eşitsızlik

sağlanır: 

∫ |(𝑓𝑔)(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

  (1.4.9) 

 ≤
1

𝑏 − 𝑎

[

(∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)|𝛼 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1

𝛼

(∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑔(𝑥)|𝛽 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1

𝛽

+(∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥)|𝛼 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1

𝛼

(∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑔(𝑥)|𝛽 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1

𝛽

]

 
. 

Yukarıdaki eşitsizliğin genel versiyonu aşağıdaki gibidir: 
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∫ |(𝑓𝑔)(𝑥)| 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤∑(∫ 𝜇𝑖(𝑥)|𝑓(𝑥)|
𝛼 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1

𝛼

(∫ 𝜇𝑖(𝑥)|𝑔(𝑥)|
𝛽 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1

𝛽
𝑛

𝑖=1

 ,  (1.4.10) 

burada, 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛, 𝜇𝑖: [𝑎, 𝑏] → [0,∞) sürekli fonksiyonlar ve her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için

∑ 𝜇𝑖(𝑥) = 1
𝑛
𝑖=1 ’dir.

Uyarı 1.4.10. [62] Eğer Teorem 1.4.9'un tüm koşulları geçerli ise, bu takdirde 

∑(∫ 𝜇𝑖(𝑥)|𝑓(𝑥)|
𝛼 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1

𝛼

(∫ 𝜇𝑖(𝑥)|𝑔(𝑥)|
𝛽 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1

𝛽
𝑛

𝑖=1

≤ (∫ |𝑓(𝑥)|𝛼 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1

𝛼

 (∫ |𝑔(𝑥)|𝛽 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1

𝛽

. 

eşitsizliği doğrudur. Bu eşitsizlik, (1.4.10) eşitsizliğinin, (1.4.7) eşitsizliğinden daha iyi 

olduğunu gösterir. 

Teorem 1.4.11. [63] 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonlar [𝑎, 𝑏] ⊆ ℝ aralığında tanımlanmış olsun. 

Eğer 𝛼 ≥ 1  için |𝑓|, |𝑓||𝑔|𝛼 ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ise, aşağıdaki eşitsizlikler sağlanır:

∫ |(𝑓𝑔)(𝑥)|𝑑𝑥 
𝑏

𝑎

 (1.4.11)

≤
1

𝑏 − 𝑎

[

(∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1−
1

𝛼

(∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝛼 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1

𝛼

+(∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1−
1

𝛼

(∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1

𝛼

]

 
. 

≤ (∫ |𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1−
1

𝛼

(∫ |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝛼 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1

𝛼

. 

(1.4.11)'deki ilk eşitsizlik, power-mean eşitsizliğinin geliştirilmiş bir biçimidir. 
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1.5. Yamuk ve Orta Nokta Tipi Eşitsizlikler 

Bu alt bölümde, iyi bilinen Hermite-Hadamard eşitsizliği ile ilgili bazı temel 

özdeşlikler ve bu özdeşliklere dayalı olarak elde edilen bazı yamuk ve orta nokta tipi 

eşitsizlikler kısaca tanıtılmıştır. 

Lemma 1.5.1. [19] 𝐼 ⊆ ℝ  bir aralık ve 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu 𝐼°(𝐼 aralığının içi)

üzerinde birinci mertebeden türevlenebilir olsun. Ayrıca 𝑎 < 𝑏 olan her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° için 𝑓′ ∈

𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Bu takdirde  

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

  (1.5.1) 

= 
𝑏 − 𝑎

2
∫ (1 − 2𝜏)𝑓′(𝜏𝑎 + (1 − 𝜏)𝑏) 𝑑𝜏
1

0

 

özdeşliği sağlanır. 

Sonrasında yukarıdaki özdeşlik ve Hölder eşitsizliğini kullanarak, türevlenebilir 

konveks fonksiyonlar için aşağıdaki yamuk tipi eşitsizlikleri kurmuşlardır [19]. 

Teorem 1.5.2. [19] 𝐼 ⊆ ℝ  bir aralık ve 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu 𝐼° üzerinde birinci

mertebeden türevlenebilir olsun. Ayrıca 𝑎 < 𝑏 olan her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° için 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun.

a) Eğer  |𝑓′| fonksiyonu 𝐼 = [𝑎, 𝑏] aralığında konveks ise, bu takdirde

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 
𝑏

𝑎

|  (1.5.2) 

 ≤
𝑏 − 𝑎

8
[|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|] 

eşitsizliği sağlanır. 

b) Eğer  𝛼 > 1 olmak üzere |𝑓′|
𝛼

𝛼−1 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] üzerinde konveks ise, bu 

takdirde

| 
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 
𝑏

𝑎

|  (1.5.3) 
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 ≤  
𝑏 − 𝑎

2(𝛼 + 1)
1

𝛼

[
|𝑓′(𝑎)|

𝛼

𝛼−1 + |𝑓′(𝑏)|
𝛼

𝛼−1

2
]

𝛼−1

𝛼

eşitsizliği sağlanır. 

Benzer şekilde Pearce ve Pecaric [20], power-mean eşitsizliği ve (1.5.1) özdeşliği 

kullanarak, türevlenebilir konveks fonksiyonlar için aşağıdaki eşitsizlikleri türetmiştir. 

Teorem 1.5.3. [20] 𝐼 ⊆ ℝ  bir aralık ve 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu 𝐼° üzerinde birinci

mertebeden türevlenebilir olsun. Ayrıca 𝑎 < 𝑏 olan her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° için 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun.

Eğer 𝛼 ≥ 1 için |𝑓′|𝛼 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında konveks ise, bu takdirde

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 
𝑏

𝑎

| ≤
𝑏 − 𝑎

4
(
|𝑓′(𝑎)|𝛼 + |𝑓′(𝑏)|𝛼

2
)

1

𝛼

 (1.5.4) 

eşitsizliği sağlanır. İlaveten 𝛼 > 1 için 

1

4
(
|𝑓′(𝑎)|𝛼 + |𝑓′(𝑏)|𝛼

2
)

1

𝛼

≤
1

2(𝛼 + 1)
1

𝛼

[
|𝑓′(𝑎)|

𝛼

𝛼−1 + |𝑓′(𝑏)|
𝛼

𝛼−1

2
]

𝛼−1

𝛼

eşitsizliği doğrudur. 

Uyarı 1.5.4. [20] Eğer Teorem 1.5.3’da 𝛼 = 1 alınırsa (1.5.4) eşitsizliği (1.5.2) 

eşitsizliğine indirgenir.  

(1.1.3) özdeşliğinde Hölder ve power-mean eşitsizlikleri kullanılarak aşağıdaki 

yamuk tipi eşitsizlikler Kavurmacı ve diğerleri tarafından sunulmuştur [22]. 

Teorem 1.5.5. [22] 𝐼 ⊆ ℝ  bir aralık ve 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu 𝐼° üzerinde birinci

mertebeden türevlenebilir olsun. Ayrıca 𝑎 < 𝑏 olan her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° için 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun.

a) Eğer 
1

𝛼
+

1

𝛽
= 1 ve 𝛼 > 1 için |𝑓′|𝛽 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında konveks ise, bu

takdirde 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 
𝑏

𝑎

|  (1.5.5) 
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≤
𝑏 − 𝑎

4
(

1

𝛼 + 1
)

1

𝛼

(
1

2
)

1

𝛽

   

[
 
 
 
 
 
(|𝑓′(𝑎)|

𝛽
+ |𝑓′ (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

)

1

𝛽

+(|𝑓′(𝑏)|
𝛽
+ |𝑓′ (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

)

1

𝛽

]
 
 
 
 
 

                   

 

eşitsizliği sağlanır.  

b) Eğer 𝛼 ≥ 1 olmak üzere |𝑓′|𝛼 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında konveks ise, bu takdirde 

 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 
𝑏

𝑎

|                                                                             (1.5.6) 

≤
𝑏 − 𝑎

8
(
1

3
)

1

𝛼

[
 
 
 
 
 
(2|𝑓′(𝑎)|𝛼 + |𝑓′ (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛼

)

1

𝛼

+(2|𝑓′(𝑏)|𝛼 + |𝑓′ (
𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛼

)

1

𝛼

]
 
 
 
 
 

                  

 

eşitsizliği sağlanır.  

[19]'daki çalışmaya benzer şekilde, Kırmacı [21]'de Hermite-Hadamard eşitsizliğinin 

orta ve sol tarafı arasındaki farkı için aşağıdaki gibi bir özdeşlik vererek, bazı orta nokta 

tipli eşitsizlikler bulmuştur.  

Lemma 1.5.6. [21] 𝐼 ⊆ ℝ  bir aralık ve 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu 𝐼°(𝐼 aralığının içi) 

üzerinde birinci mertebeden türevlenebilir olsun. Ayrıca 𝑎 < 𝑏 olan her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° için 𝑓′ ∈

𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Bu takdirde 

 

1

𝑏 − 𝑎
∫  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 − 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)

𝑏

𝑎

                                                                                    (1.5.7) 

= (𝑏 − 𝑎)

[
 
 
 
 ∫ 𝜏 𝑓′(𝜏𝑎 + (1 − 𝜏)𝑏)𝑑𝜏

1

2

0

+∫ (𝜏 − 1)𝑓′(𝜏𝑎 + (1 − 𝜏)𝑏)𝑑𝜏
1

1

2 ]
 
 
 
 

                     

 

özdeşliği sağlanır. 
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Teorem 1.5.7. [21] 𝐼 ⊆ ℝ  bir aralık ve 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu 𝐼° üzerinde birinci

mertebeden türevlenebilir olsun. Ayrıca 𝑎 < 𝑏 olan her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° için 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun.

a) Eğer |𝑓′| fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında konveks ise, bu takdirde

|
1

𝑏 − 𝑎
∫  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 − 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)

𝑏

𝑎

| ≤
(𝑏 − 𝑎)[|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|]

8
 (1.5.8) 

eşitsizliği sağlanır. 

b) Eğer 𝛼 > 1 için |𝑓′|
𝛼

𝛼−1 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında konveks ise, bu takdirde 

|
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 − 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)

𝑏

𝑎

|  (1.5.9) 

≤
𝑏 − 𝑎

16
(

4

𝛼 + 1
)

1

𝛼

[

(|𝑓′(𝑎)|
𝛼

𝛼−1 + 3|𝑓′(𝑏)|
𝛼

𝛼−1)

𝛼

𝛼−1

(3|𝑓′(𝑎)|
𝛼

𝛼−1 + |𝑓′(𝑏)|
𝛼

𝛼−1)

𝛼

𝛼−1

]

 

eşitsizliği sağlanır. 

Eftekhari [23], (1.1.4) özdeşliğini kullanarak ikinci anlamda (𝑠,𝑚)-konveks 

fonksiyonlar için aşağıdaki orta nokta tipi eşitsizlikleri türetmiştir.  

Teorem 1.5.8. [23] [𝑎, 𝑏] ⊆ [0,∞) olmak üzere 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonu (𝑎, 𝑏) açık 

aralığında birinci mertebeden türevlenebilir ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun.

a) Eğer |𝑓′| fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında ikinci anlamda (𝑠,𝑚)-konveks ise, bu

takdirde

|
1

𝑏 − 𝑎
∫  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 − 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)

𝑏

𝑎

|  (1.5.10) 

≤
𝑏 − 𝑎

4(𝑠 + 2)
[2 |𝑓′ (

𝑎 + 𝑏

2
)| +

𝑚

𝑠 + 1
(|𝑓′ (

𝑎

𝑚
)| + |𝑓′ (

𝑏

𝑚
)|)] 

eşitsizliği geçerlidir. 

b) Eğer 𝛼 > 1 için |𝑓′|𝛼 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında ikinci anlamda (𝑠,𝑚)-konveks

ise, bu tadirde
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|
1

𝑏 − 𝑎
∫  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 − 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)

𝑏

𝑎

|  (1.5.11) 

 ≤
𝑏 − 𝑎

4
(
𝑞 − 1

2𝑞 − 1
)

𝛼−1

𝛼

(
1

𝑠 + 1
)

1

𝛼

[2 |𝑓′ (
𝑎 + 𝑏

2
)| + 𝑚

1

𝛼 (|𝑓′ (
𝑎

𝑚
)| + |𝑓′ (

𝑏

𝑚
)|)] 

ve 

|
1

𝑏 − 𝑎
∫  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 − 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)

𝑏

𝑎

|  (1.5.12) 

 ≤
𝑏 − 𝑎

8
(
2

𝑠 + 2
)

1

𝛼

[2 |𝑓′ (
𝑎 + 𝑏

2
)| + (

𝑚

𝑠 + 1
)

1

𝛼
(|𝑓′ (

𝑎

𝑚
)| + |𝑓′ (

𝑏

𝑚
)|)] 

eşitsizlikleri geçerlidir. 

Uyarı 1.5.9. Eğer Teorem 1.5.8'de 𝑠 = 𝑚 = 1 alınırsa, 1.5.10-1.5.12 eşitsizlikleri 

sırasıyla aşağıdaki eşitsizliklere indirgenir: 

|
1

𝑏 − 𝑎
∫  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 − 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)

𝑏

𝑎

|  (1.5.13) 

≤
𝑏 − 𝑎

12
[2 |𝑓′ (

𝑎 + 𝑏

2
)| +

1

2
(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|)] , 

|
1

𝑏 − 𝑎
∫  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 − 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)

𝑏

𝑎

|  (1.5.14) 

≤  
𝑏 − 𝑎

4
(
𝑞 − 1

2𝑞 − 1
)

𝑞−1

𝑞

(
1

2
)

1

𝑞

[2 |𝑓′ (
𝑎 + 𝑏

2
) + (|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|)|], 

ve 

|
1

𝑏 − 𝑎
∫  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 − 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)

𝑏

𝑎

|  (1.5.15) 

 ≤
𝑏 − 𝑎

8
(
2

3
)

1

𝑞

[2 |𝑓′ (
𝑎 + 𝑏

2
)| + (

1

2
)

1

𝑞

(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|)]. 

Yamuk ve orta nokta tipi eşitsizliklerle ilgili daha fazla sonuç [29-40]'daki 

referanslarda bulunabilir. 
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1.6. Bullen ve Simpson Tipi Eşitsizlikler 

Bu alt bölümde bazı Bullen ve Simpson tipi eşitsizlikler ve bu eşitsizliklerle ilgili 

bazı sonuçlar kısaca belirtilmiştir. 

Tanım 1.6.1. [74] [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ ve 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ bir fonksiyon olsun. Eğer [𝑎, 𝑏]'deki 

𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 keyfi beş farklı noktanın tüm kümeleri için bu noktalar üzerindeki

bölünmüş fark pozitif ise, yani 

𝑉4(𝑓; 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = ∑
𝑓(𝑥𝑘)

∏ (𝑥𝑘 − 𝑥𝑗)
4
𝑗=0 
 𝑗≠𝑘

≥ 0

4

𝑘=0

  (1.6.1) 

bu durumda 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığnda 4-konvekstir denir. 

Uyarı 1.6.2. Eğer (𝑎, 𝑏) aralığında 𝑓(4) mevcut ve 𝑓(4) ≥ 0 ise, bu takdirde 𝑓

fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında 4-konvekstir ve tersi genel olarak doğru değildir [73]. 

1978'de Bullen, 1-konveks (konveks) fonksiyonlar için aşağıdaki eşitsizliği 

kanıtlamıştır. 

Teorem 1.6.3. [74] Eğer 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında konveks ise, bu 

durumda 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≤

1

4
[𝑓(𝑎) + 2𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑏)]

𝑏

𝑎

  (1.6.2) 

eşitsizliği geçerlidir. 

𝑓'nin [𝑎, 𝑏] aralığında konveks olması durumunda 

1

4
[𝑓(𝑎) + 2𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑏)] ≤

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2

olduğu açıktır, bu da eşitsizlik (1.6.2)’nin, Hermite-Hadamard eşitsizliğinin geliştirilmiş 

bir versiyonu olduğunu gösterir. Ayrica, Bullen [74], 4-konveks fonksiyonlar için 

aşağıdaki eşitsizliği elde etmiştir. 

Teorem 1.6.4. [74] Eğer 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında 4-konveks ise, 

bu durumda  
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1

3
[2𝑓 (

3𝑎 + 𝑏

4
) − 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 2𝑓 (

𝑎 + 3𝑏

4
)] ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

  (1.6.3) 

≤ 
1

6
[𝑓(𝑎) + 4𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑏)] 

eşitsizliği sağlanır. 

Yukarıdaki eşitsizlik literatürde Bullen-Simpson eşitsizliği olarak adlandırılır. 

Aşağıdaki eşitsizlikler, 𝐿-Lipschitzian fonksiyonları için Hadamard ve Bullen tipi 

eşitsizliklerle ilgili sonuçlardan elde edilen özel durumlardır [25]. 

|
1

4
[𝑓(𝑎) + 2𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑏)] −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| ≤
𝐿(𝑏 − 𝑎)

8
 (1.6.4) 

ve 

|
1

6
[𝑓(𝑎) + 4𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑏)] −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| ≤
5𝐿(𝑏 − 𝑎)

36
 .  (1.6.5) 

Dragomir vd. [75]'te eşitsizlik (1.1.6) için aşağıdaki gibi yeni bir sınır elde etmiştir: 

Teorem 1.6.5. [75] [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ ve 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli türevlenebilir bir fonksiyon 

olsun. Eğer 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ise, bu takdirde aşağıdaki eşitsızlik sağlanır:

|
1

6
[𝑓(𝑎) + 4𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑏)] −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|   (1.6.6) 

 ≤
𝑏 − 𝑎

36
‖𝑓′‖1.

Burada, ‖𝑓′‖1 = ∫ |𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
’dir. 

Teorem 1.6.6. [75] [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ ve 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ mutlak sürekli bir fonksiyon olsun. 

Eğer 𝛼 > 1 ve 
1

𝛼
+

1

𝛽
= 1  için 𝑓′ ∈ 𝐿𝛼[𝑎, 𝑏] ise, bu takdirde

|
1

6
[𝑓(𝑎) + 4𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑏)] −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|   (1.6.7) 

 ≤
(𝑏 − 𝑎)

1

𝛽

36
 [
2𝛽+1 + 1

3(𝛽 + 1)
]

1

𝛽

‖𝑓′‖𝛼
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eşitsızliği sağlanır. 

Sarıkaya vd. [26] aşağıdaki özdeşliği kullanarak bazı Simpson tipi eşitsizlikler elde 

etmiştir.  

Lemma 1.6.7. [26] 𝐼 ⊆ ℝ  bir aralık ve 𝑓: 𝐼 → ℝ mutlak sürekli bir fonksiyon olsun. 

Eğer 𝑓 fonksiyonu 𝐼° üzerinde birinci mertebeden türevlenebilir ve 𝑎 < 𝑏 olan her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° 

için 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ise, bu takdirde 

 

1

6
[𝑓(𝑎) + 4𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑏)] −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

                                                (1.6.8) 

𝑏 − 𝑎

2
∫ [(

𝜏

2
−
1

3
) 𝑓′ (

1 + 𝜏

2
𝑏 +

1 − 𝜏

2
𝑎) + (

1

3
−
𝜏

2
) 𝑓′ (

1 + 𝜏

2
𝑎 +

1 − 𝜏

2
𝑏)] 𝑑𝜏

1

0

 

 

özdeşliği sağlanır. 

[26]'daki ana eşitsizlik aşağıdaki gibi sunulmuştur. 

Teorem 1.6.8. [26] 𝐼 ⊆ ℝ  bir aralık ve 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu 𝐼° üzerinde birinci 

mertebeden türevlenebilir olsun. Ayrıca 𝑎 < 𝑏 olan her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° için 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. 

Eğer 𝛽 > 1 ve 
1

𝛼
+

1

𝛽
= 1 için |𝑓′|𝛽 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında konveks ise, bu takdirde 

 

|
1

6
[𝑓(𝑎) + 4𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑏)] −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|                                              (1.6.9) 

≤
𝑏 − 𝑎

12
(
1 + 2𝛼+1

3(1 + 𝛼)
)

1

𝛼

[(
3|𝑓′(𝑎)|𝛽 + |𝑓′(𝑏)|𝛽

4
)

1

𝛽

+ (
|𝑓′(𝑎)|𝛽 + 3|𝑓′(𝑏)|𝛽

4
)

1

𝛽

] 

 

eşitsızliği sağlanır. 

Son olarak, (1.1.7) özdeşliğine dayalı olarak Xi ve Qi [27] tarafından elde edilen bazı 

kayda değer sonuçları aşağıdaki gibi verilmiştir.  

Teorem 1.6.9. [27] 𝐼 ⊆ ℝ  bir aralık ve 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu 𝐼° üzerinde birinci 

mertebeden türevlenebilir olsun. Ayrıca 𝑎 < 𝑏 olan her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° için |𝑓′| ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ve  0 ≤

𝜆, 𝜂 ≤ 1 olsun. Eğer 𝛼 ≥ 1 için |𝑓′|𝛼 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında konveks ise, bu takdirde 

 

|
𝜆𝑓(𝑎) + 𝜂𝑓(𝑏)

2
+
2 − 𝜆 − 𝜂

2
 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|                            (1.6.10) 
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≤
𝑏 − 𝑎

8
(
1

6
)

1

𝛼

{

(1 − 2𝜆 + 2𝜆2)1−
1

𝛼 [
(4 − 9𝜆 + 12𝜆2 − 2𝜆3)|𝑓′(𝑎)|𝛼

+(2 − 3𝜆 + 2𝜆3)|𝑓′(𝑏)|𝛼
]

1

𝛼

+(1 − 2𝜂 + 2𝜂2)1−
1

𝛼 [
(2 − 3𝜇 + 2𝜇3)|𝑓′(𝑎)|𝛼

+(4 − 9𝜂 + 12𝜂2 − 2𝜂3)|𝑓′(𝑎)|𝛼
]

1

𝛼

}

eşitsizliği sağlanır. 

Sonuç  1.6.10. [27] 

a) Eğer 𝜆 = 𝜂 =
1

2
 alınırsa, (1.6.10) eşitsizliği aşağıdaki Bullen tipi eşitsizliğe 

indirgenir.

|
1

4
[𝑓(𝑎) + 2 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (𝑏)]  −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|   (1.6.11) 

≤
𝑏−𝑎

16
(
1

2
)

1

𝛼
{[9|𝑓′(𝑎)|𝛼 + 3|𝑓′(𝑏)|𝛼]

1

𝛼 + [3|𝑓′(𝑎)|𝛼 + 9|𝑓′(𝑏)|𝛼]
1

𝛼}. 

b) Eğer 𝜆 = 𝜂 =
1

3
 alınırsa, (1.6.10) eşitsizliği aşağıdaki Simpson tipi eşitsizliğe 

indirgenir.

|
1

6
[𝑓(𝑎) + 4 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (𝑏)]  −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|   (1.6.12) 

≤
5(𝑏 − 𝑎)

72
(
1

90
)

1

𝛼

{
[61|𝑓′(𝑎)|𝛼 + 29|𝑓′(𝑏)|𝛼]

1

𝛼

+[29|𝑓′(𝑎)|𝛼 + 61|𝑓′(𝑏)|𝛼]
1

𝛼

}. 

c) Eğer 𝜆 = 𝜂 =
2

3
 alınırsa, (1.6.10) eşitsizliği aşağıdaki Hermite-Hadamard tipi 

eşitsizliğe indirgenir 

|
1

3
[𝑓(𝑎) +  𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (𝑏)]  −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|   (1.6.13) 

≤
5(𝑏 − 𝑎)

72
(
1

180
)

1

𝛼

{
[74|𝑓′(𝑎)|𝛼 + 16|𝑓′(𝑏)|𝛼]

1

𝛼

+[16|𝑓′(𝑎)|𝛼 + 74|𝑓′(𝑏)|𝛼]
1

𝛼

}. 
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Özellikle eğer 𝛼 = 1 alınırsa, (1.6.11), (1.6.12) ve (1.6.13) eşitsizlikleri sırasıyla 

aşağıdaki eşitsizliklere indirgenir 

|
1

4
[𝑓(𝑎) + 2 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (𝑏)]  −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|   (1.6.14) 

≤
𝑏 − 𝑎

16
[|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|],

 |
1

6
[𝑓(𝑎) + 4𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (𝑏)]  −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|   (1.6.15) 

≤
5(𝑏 − 𝑎)

72
[|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|],

ve 

 |
1

3
[𝑓(𝑎) +  𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (𝑏)]  −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|   (1.6.16) 

≤
5(𝑏 − 𝑎)

72
[|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|]. 

1.7. Klasik Kuantum Türevi ve Jackson Kuantum İntegrali 

Bu alt bölümde, 𝑞-türevi ve Jackson 𝑞-integrali kavramları ve temel özellikleri 

kısaca sunulmuştur. 

Tanım 1.7.1. [50] 𝑞 ∈ ℝ bir sabit ve 𝐼 bir boş olmayan küme olsun. Eğer her 𝑡 ∈ 𝐼 

için 𝑞𝑡 ∈ 𝐼 ise, bu takdirde 𝐼 bir 𝑞-geometrik kümedir denir.  

Örnek 1.7.2. 𝑞 ∈ [0,1] olmak üzere 𝐼 = [0,1] bir 𝑞-geometrik kümedir. 

Tanım 1.7.3. [50] 𝑞 ≠ 1 ve 𝐼 bir 𝑞-geometrik küme olsun. Ayrıca 𝑓: 𝐼 → 𝑓(𝐼) 

kompleks veya reel değerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde 𝑞-fark operatörü veya 

kuantum türevi şu şekilde tanımlanır: 

𝐷𝑞𝑓(𝑥) =

{

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑞𝑥)

(1 − 𝑞)𝑥
, 𝑥 ∈ 𝐼 − {0},

lim
𝑥→0

𝐷𝑞𝑓(𝑥), 𝑥 = 0 ve |𝑞| < 1,

𝐷𝑞−1𝑓(0), 𝑥 = 0 ve |𝑞| > 1.

  (1.7.1) 

Bazı kaynaklarda, 𝑓′(0)′ın mevcut olması şartıyla 𝑞-fark operatörünün veya kuantum 

türevinin tanımı şu şekilde verilir [78, 79]. 
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𝐷𝑞𝑓(𝑥) =  {

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑞𝑥)

(1 − 𝑞)𝑥
, 𝑥 ≠ 0,

𝑓′(0) , 𝑥 = 0.

 (1.7.2) 

Yukarıdaki 𝑞-fark operatörü, 1910'da Jackson tarafından sistematik olarak 

incelenmiştir ve bu nedenle bazen Jackson 𝑞-fark operatörü olarak adlandırılır.  

Tanım 1.7.4. [46] 𝐼 bir 𝑞-geometrik küme ve 𝑓(𝑥) fonksiyonu 𝐼 tüzerinde 

tanımlanmış olsun. Bu takdirde 𝑓(𝑥)’in 𝑞-diferansiyeli şu şekilde verilir. 

𝑑𝑞𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑞𝑥) − 𝑓(𝑥)  (1.7.3) 

Uyarı 1.7.5. [46] 𝐼 bir 𝑞-geometrik küme ve 𝑓(𝑥) fonksiyonu 𝐼 tüzerinde 

tanımlanmış olsun. Eger 𝑥 ∈ 𝐼 için 𝑓′(𝑥) mevcut ise, bu takdirde  

lim
𝑞→1

𝐷𝑞𝑓(𝑥) =
𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
 (1.7.4) 

dir. 

Teorem 1.7.6. [46] (Kuantum türevinin özellikleri) 𝜉1 ve 𝜉2 iki sabit ve 𝐼 bir 𝑞-

geometrik küme olsun. Eğer 𝑓(𝑥) ve 𝑔(𝑥) fonksiyonları 𝐼 kümesi üzerinde quantum 

türevlenebilir (𝑞-türevlenebilir) ise, bu takdirde (𝜉1𝑓 + 𝜉2𝑔)(𝑥), (𝑓𝑔)(𝑥) ve (𝑔(𝑥) ≠ 0

olması) halinde (
𝑓

𝑔
) (𝑥) fonksiyonları da 𝐼 üzerinde 𝑞-türevlenebilirdir ve

(i) 

𝐷𝑞(𝜉1𝑓(𝑥) + 𝜉2𝑔(𝑥)) = 𝜉1𝐷𝑞𝑓(𝑥) + 𝜉2𝐷𝑞𝑔(𝑥), 

(ii) 

𝐷𝑞((𝑓𝑔)(𝑥)) = 𝑓(𝑞𝑥)𝐷𝑞𝑔(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝐷𝑞𝑓(𝑥), 

        = 𝑓(𝑥)𝐷𝑞𝑔(𝑥) + 𝑔(𝑞𝑥)𝐷𝑞𝑓(𝑥),

(iii) 

𝐷𝑞 (
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
) =

𝑔(𝑥)𝐷𝑞𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥)𝐷𝑞𝑔(𝑥)

𝑔(𝑥)𝑔(𝑞𝑥)

veya 

 𝐷𝑞 (
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
) =

𝑔(𝑞𝑥)𝐷𝑞𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑞𝑥)𝐷𝑞𝑔(𝑥)

𝑔(𝑥)𝑔(𝑞𝑥)
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dir. 

Örnek 1.7.7. [46] 𝑛 bir pozitif tam sayı olsun. Bu durumda 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛 fonksiyonun

𝑞-türevi yani  

𝐷𝑞𝑓(𝑥) = 𝐷𝑞(𝑥
𝑛) =

𝑞𝑛 − 1

𝑞 − 1
𝑥𝑛−1 

olur. Genellikle 
𝑞𝑛−1

𝑞−1
 sayısı 

[𝑛]𝑞 =
𝑞𝑛 − 1

𝑞 − 1
= 𝑞𝑛−1 +⋯+ 1  (1.7.5) 

ile gösterilir ve n'nin 𝑞-analoğu olarak adlandırılır. Böylece 𝐷𝑞(𝑥
𝑛) = [𝑛]𝑞𝑥

𝑛−1olur.

Uyarı 1.7.8. [46] 𝜉1 ve 𝜉2 iki sabit olsun. Eğer 𝑔(𝑥) = 𝜉1𝑥
𝜉2 ve ℎ(𝑥) = (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥)

ise, bu takdirde  

𝐷𝑞ℎ(𝑥) = 𝐷𝑞𝜉2𝑓(𝑔(𝑥))𝐷𝑞𝑔(𝑥)  (1.7.6) 

dir. 

Tanım 1.7.9. [46] Eğer 𝐹(𝑥) bir fonksiyon ve 𝐷𝑞𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥) ise, bu takdirde 𝐹(𝑥)

fonksiyonuna, 𝑓(𝑥)’in 𝑞-antitürevi denir ve 

𝐹(𝑥) = ∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑞𝑥,  (1.7.7) 

ile gösterilir. 

Genel olarak, bir fonksiyonun 𝑞-antitürevleri arasındaki farkın mutlak bir sabit 

olmadığına dikkat etmek önemlidir. Örneğin, eğer 𝐷𝑞𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥) ise, yukarıdaki tanıma

göre 𝐹(𝑥), 𝑓(𝑥) 'in 𝑞-antitürevidir. Öte yandan, 𝑞-türevinin tanımına göre 𝐷𝑞𝜑(𝑞𝑥) = 0

ancak ve ancak 𝜑(𝑞𝑥) = 𝜑(𝑥) ise ve bu, 𝜑(𝑥) 'in mutlak bir sabit fonksiyon olduğu 

anlamına gelmez. Dolayısıyla 𝐷𝑞(𝐹(𝑥) + 𝜑(𝑥)) = 𝑓(𝑥) ve bu bir fonksiyonun 𝑞-

antitürevleri arasındaki farkın mutlak bir sabit olmadığını gösterir [46]. 
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Bir fonksiyonun 𝑞-antitürevini yeganeliği için 𝑞'ya aşağıdaki gibi bir kısıtlama 

yapılmıştır.  

Önerme 1.7.10. [46] Eğer 𝑞 ∈ (0,1) ise, bu takirde bir sabit farkıyla  herhangi bir 

𝑓(𝑥) fonksiyonu 𝑥 = 0’da sürekli olan en fazla bir 𝑞-antitürevine sahiptir.  

Uyarı 1.7.11. [46] 𝜉1 ve 𝜉2 iki sabit olsun. Eğer 𝑔(𝑥) = 𝜉1𝑥
𝜉2 ve 𝐹(𝑥) fonksiyonu

𝑓(𝑥)’ in bir 𝑞-antitürevi ise, bu takdirde  

∫𝑓(𝑔)𝑑𝑞𝑔 = 𝐹(𝑔) = 𝐹(𝑔(𝑥)) 'dir  (1.7.8) 

Tanım 1.7.12. [42, 46] 𝐼 bir 𝑞-geometrik küme ve 𝑓(𝑥) fonksiyonu 𝐼 tüzerinde 

tanımlanmış olsun. Bu takdirde 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑞𝑥 = (1 − 𝑞)𝑥∑𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝑥)

∞

𝑛=0

 (1.7.9) 

serisine 𝑓(𝑥)’ in Jackson belirsiz integrali denir. Ayrıca, (1.7.9)’ün daha genel bir biçimi 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑞𝑔(𝑥) = (1 − 𝑞)𝑥∑𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝑥)𝐷𝑞𝑔(𝑞
𝑛𝑥)

∞

𝑛=0

 (1.7.10) 

= ∑𝑓(𝑞𝑛𝑥)(𝑔(𝑞𝑛𝑥) − 𝑔(𝑞𝑛+1𝑥))

∞

𝑛=0

 

ile verilir. 

Örnek 1.7.13. [46] 𝑔(𝑥) = log 𝑥 olsun. Bu takdirde 

𝐷𝑞𝑔(𝑥) =
log 𝑞𝑥 − log 𝑥

(𝑞 − 1)𝑥
=
log 𝑞

1 − 𝑞

1

𝑥
=
log 𝑞

1 − 𝑞
 𝑓(𝑥) 

ve Jackson belirsiz integralinin tanımına göre 
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∫
1

𝑥
𝑑𝑞𝑥 = (1 − 𝑞)𝑥∑𝑞𝑛

1

𝑞𝑛𝑥

∞

𝑛=0

 = ∞ 

olur. 

Bu örnek bir fonksiyonun 𝑞-antitürevine sahip olabileceğini ancak bir Jackson 𝑞-

integraline sahip olamayacağını göstermektedir. Kac ve Cheung [46], Jackson integralinin 

varlığı ve bunun yegane 𝑞-antitürevi ile ilişkisi için aşağıdaki sonucu sunmuştur. 

Teorem 1.7.14. [46] Eğer 𝑞 ∈ (0,1) ve |𝑓(𝑥)𝑥𝛼| fonksiyonu bazı 𝛼 ∈ [0,1) için

(0, 𝑏] aralığında sınırlı ise, bu durumda (1.7.9) ile tanımlanan Jackson belirsiz integrali 

(0, 𝑏] aralığında 𝑓(𝑥)’in bir 𝑞-antitürevi olan 𝐹(𝑥) fonksiyonuna yakınsar. Ayrıca, 𝐹(𝑥), 

𝑥 = 0’da sürekli ve 𝐹(0) = 0’dır.  

Jackson belirli integrali şu şekilde tanımlanır: 

Tanım 1.7.15. [46] 𝑏 > 0 ve 𝑓: (0, 𝑏] → ℝ bir fonksiyon olsun. Bu takdirde 𝑓(𝑥)′in 

belirli 𝑞-integrali  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑞𝑥 = (1 − 𝑞)𝑏∑𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝑏)

∞

𝑛=0

𝑏

0

,  (1.7.11) 

olarak tanımlanır. Ayrıca her 0 < 𝑎 < 𝑏 için 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑞𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑞𝑥 − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑞𝑥
𝑎

0

𝑏

0

𝑏

𝑎

  (1.7.12) 

ve (1.7.11)’nın daha genel biçimi 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑞𝑔(𝑥) = ∑𝑓(𝑞𝑛𝑏)(𝑔(𝑞𝑛𝑏) − 𝑔(𝑞𝑛+1𝑏))

∞

𝑛=0

𝑏

0

 (1.7.13) 

dir. 

Jackson belirli integralinin geometrik yorumu [46]'da şu şekilde verilmiştir. 

𝑛 ∈ ℕ ∪ {0} ve 𝑞𝑛𝑏 = 𝑥𝑛, 𝑞
𝑛+1𝑏 = 𝑥𝑛+1 ve Δ𝑥𝑛 = 𝑞

𝑛𝑏 − 𝑞𝑛+1𝑏 olsun. Bu takdirde

Δ𝑥𝑛𝑓(𝑥𝑛) = (1 − 𝑞)𝑏𝑞
𝑛𝑓(𝑞𝑛𝑏) dikdörtgenin alanı ve (1.7.11)’daki Jackson belirli
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integrali, aşağıdaki şekil 1. deki gibi sonsuz sayıda dikdörtgenin alanlarının toplamına 

karşılık gelir.  

Şekil 1. Jackson belirli integralinin geometrik görselleştirilmesi [46]

Sonuç 1.7.16. [80] Eğer ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

0
 integrali yakınsak ise, bu takdirde 

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = lim
𝑞→1

𝑏(1 − 𝑞)[𝑓(𝑏) + 𝑞𝑓(𝑞𝑏) + 𝑞2𝑓(𝑞2𝑏) + ⋯ ]
𝑏

0

 

dir. Bu nedenle 

lim
𝑞→1

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑞𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

0

𝑏

0

  (1.7.14) 

dir. 

Jackson belirli integralinde değişkenlerin değişimi için genel bir kural yoktur ve 

aşağıdaki formül sadece 𝜉1 ve 𝜉2 iki sabit olmak üzere 𝑔(𝑥) = 𝜉1𝑥
𝜉2 olduğunda geçerlidir

[46]. 

∫ 𝑓(𝑔)
𝑔(𝑏)

𝑔(𝑎)

𝑑𝑞𝑔 = ∫ 𝑓(𝑔(𝑥))
𝑏

𝑎

𝑑
𝑞

1
𝜉2

𝑔(𝑥). 
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𝒒-Hesab'ın Temel Teoremi 1.7.17. [46] Eğer 𝐹(𝑥) fonksiyonu 𝑓(𝑥)′in bir 𝑞-

antitürevi ve 𝑥 = 0 noktasında sürekli ise, bu takdirde 0 ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ ∞ için 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑞𝑥 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)
𝑏

𝑎

  (1.7.15) 

dır. 

Sonuç 1.7.18. [46] Eğer 𝑓(𝑥) fonksiyonu 𝑥 = 0 bir komşuluğunda türevlenebilir ve 

𝑓′(𝑥) sıfır noktasında sürekli ise, bu takdirde  0 ≤ 𝑎 < 𝑏 için 

∫ 𝐷𝑞𝑓(𝑥)𝑑𝑞𝑥 = 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)
𝑏

𝑎

  (1.7.16) 

dır. 

Sonuç 1.7.19. [46] (Kısmi İntegrasyon Kuralı) Eğer 𝑓(𝑥) ve 𝑔(𝑥) iki fonksiyonu 

𝑥 = 0 bir komşuluğunda türevlenebilir ve 𝑓′(𝑥), 𝑔′(𝑥)  sıfır noktasında sürekli ise, bu

takdirde  0 ≤ 𝑎 < 𝑏 için  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑞𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑏)𝑔(𝑏) − 𝑓(𝑎)𝑔(𝑎) − ∫ 𝑔(𝑞𝑥)𝑑𝑞𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

  (1.7.17) 

dir. 

Sonuç 1.7.20. [50] 𝑓: (0, 𝑏] → ℝ bir fonksiyon ve 𝑚, 𝑛 ∈ ℤ olsun. Eğer 𝑎 = 0 veya 

𝑏 = ∞ ise veya 𝑡 ∈ (0, 𝑏] ve 𝑎 < 𝑏 için 𝑎 = 𝑞𝑛𝑡 ve 𝑏 = 𝑞𝑚𝑡 biçiminde ise,  bu takdirde

|∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑞𝑥
𝑏

𝑎

| ≤   ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑞𝑥
𝑏

𝑎

  (1.7.18) 

eşitsizliği sağlanır. 

Eğer Sonuç 1.7.20'de belirtilen koşullar sağlanmazsa, yukarıdaki eşitsizlik genel 

olarak geçerli değildir [50].  

1.8. Kapalı ve Sınırlı Bir Aralık Üzerinde Kuantum Hesabı 

2013 yılında Tariboon ve Ntouyas birinci ve ikinci mertebeden 𝑞-fark 

denklemlerinin başlangıç değer problemlerini çözümek için Jackson 𝑞-fark operatörü (𝑞-
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türevi) ve Jackson belirli integrali (belirli 𝑞-integrali) kavramlarını [𝑎, 𝑏] keyfi kapalı ve 

sınırlı aralığında aşağıdaki gibi genişletmiştir [52]. 

Tanım 1.8.1. [52] 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ve 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon olsun. Bu 

takdirde 𝑞 ∈ (0,1) için 𝑓 fonksiyonunun 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] noktasındaki 𝑞𝑎+-türevi şu şekilde

tanımlanır: 

𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑥) = {

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑎)

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑎)
, 𝑥 ≠ 𝑎,

lim
𝑥→𝑎+

𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑥), 𝑥 = 𝑎.

 (1.8.1) 

Eğer her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑥) mevcut ise, bu durumda 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏]

aralığında 𝑞𝑎+-türevlenebilirdir denir.

Uyarı 1.8.2. [52] Eğer 𝑎 = 0 ise, yukarıdaki genişletilmiş 𝑞𝑎+-fark operatörü

Jackson 𝑞-fark operatörüne indirgenir.  

Teorem 1.8.3. [52] (𝒒𝒂+-türevinin özellikleri) 𝜉 bir sabit olsun. Eğer 𝑓(𝑥) ve 𝑔(𝑥)

fonksiyonları [𝑎, 𝑏] aralığında 𝑞𝑎+-türevlenebilir ise, bu takdirde (𝑓 + 𝑔)(𝑥), (𝜉𝑓)(𝑥),

(𝑓𝑔)(𝑥) ve (𝑔(𝑥)𝑔(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑎) ≠ 0 olması) halinde (
𝑓

𝑔
) (𝑥) fonksiyonları da [𝑎, 𝑏]

aralığında 𝑞𝑎+-türevlenebilir ve

(i) 

𝐷𝑎+
 
𝑞(𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑥)+𝑎+𝐷𝑞𝑔(𝑥),

(ii) 

𝐷𝑎+
 
𝑞(𝜉𝑓)(𝑥) = 𝜉 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑥),

(iii) 

𝐷𝑎+
 
𝑞(𝑓𝑔)(𝑥)  = 𝑓(𝑥) 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑔(𝑥) + 𝑔(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑎) 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑥)

 = 𝑔(𝑥) 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑎) 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑔(𝑥),

ve 

(iv) 

𝐷𝑎+
 
𝑞 (
𝑓

𝑔
) (𝑥) =

𝑔(𝑥) 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥) 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑔(𝑥)

𝑔(𝑥) 𝑔(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑎)

dır. 
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Tanım 1.8.4. [52] 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, 𝑓(𝑥) 

fonksiyonunun [𝑎, 𝑏] aralığındaki belirli 𝑞𝑎+-integrali şu şekilde tanımlanır:

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥

𝑏

𝑎

= (1 − 𝑞)(𝑏 − 𝑎)∑𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝑏 + (1 − 𝑞𝑛)𝑎)

∞

𝑛=0

  (1.8.2) 

ve her 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) için 

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑐

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥 − ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥

𝑐

𝑎

𝑏

𝑎

  (1.8.3) 

dir. 

Uyarı 1.8.5. [52] Eğer 𝑎 = 0 ise, yukarıdaki genişletilmiş 𝑞𝑎+- integrali Jackson 𝑞-

integraline indirgenir. 

Teorem 1.8.6. [52] (𝒒𝒂+-integralinin bazı özellikleri): 𝜉 ∈ ℝ bir sabit 𝑓(𝑥) ve

𝑔(𝑥), [𝑎, 𝑏] aralığında iki sürekli fonksıyon olsun. Bu takdirde aşağıdaki kurallar 

geçerlidir. 

(i) Her 𝜌 ∈ [𝑎, 𝑏] için

𝐷𝑎+
 
𝑞∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥 = 𝑓(𝜌)

𝜌

𝑎

ve eğer  𝑐 ∈ (𝑎, 𝜌) ise 

 ∫ 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥 = 𝑓(𝜌) − 𝑓(𝑐)

𝜌

𝑐

dir. 

(ii) Her 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] için

 ∫ (𝑓 + 𝑔)(𝑥) 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 =  ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑔(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥 ,

𝑐

𝑎

𝑐

𝑎

𝑐

𝑎
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∫ (𝜉𝑓)(𝑥) 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 = 𝜉 ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥

𝑐

𝑎

𝑐

𝑎

ve 

∫ 𝑓(𝑥) 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑔(𝑥) 𝑑𝑎

 
𝑞𝑥 = (𝑓𝑔)(𝑥)|𝑎

𝑐 −∫ 𝑔(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑎) 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑥) 𝑑𝑎

 
𝑞𝑥

𝑐

𝑎

𝑐

𝑎

dir. 

1.9. Bazı Temel Eşitsizliklerin 𝒒𝒂+-Benzeri

Hölder integral eşitsizliği, Hermite-Hadamard integral eşitsizliği ve Ostrowski tipi 

integral eşitsizliği gibi iyi bilinen integral eşitsizliklerinin kuantum benzerleri bu alt 

bölümde sunulmuş ve tartışılmıştır.  

Teorem 1.9.1. [53] 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonlar [𝑎, 𝑏] ⊆ ℝ aralığında tanımlanmış olsun. 

Eğer 𝛼 > 1 ve 
1

𝛼
+

1

𝛽
= 1 için |𝑓|𝛼 , |𝑔|𝛽 fonksiyonları [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde 𝑞𝑎+-

integrallenebilir ise, bu takdirde 

∫ |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)| 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 =   (∫ |𝑓(𝑥)|𝛼 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥

𝑏

𝑎

)

1

𝛼

(∫ |𝑔(𝑥)|𝛽 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥

𝑏

𝑎

)

1

𝛽𝑏

𝑎

 (1.9.1) 

eşitsizliği doğrudur. 

Uyarı 1.9.2. [53] Eğer 𝑎 = 0 ise, yukarıdaki eşitsizlik klasik 𝑞-Hölder eşitsizliğine 

indirgenir. 

Teorem 1.9.3. [53] Eğer 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ, [𝑎, 𝑏] üzerinde bir konveks sürekli fonksiyon 

ise, bu takdirde 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥 ≤  

𝑞𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

1 + 𝑞

𝑏

𝑎

 (1.9.2) 

eşitsizliği doğrudur. 

Tariboon ve Ntouyas, [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde 𝑓(𝑥) fonksiyonunun konveksliğini 

kullanarak ve elde edilen eşitsizliğin [0,1] aralığında 𝑞-integralini alarak aşağıdaki 

eşitsizliği elde etmiştir: 
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𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

2
[∫ 𝑓((1 − 𝜏)𝑎 + 𝜏𝑏) 𝑑 

 
𝑞𝜏 + ∫ 𝑓(𝜏𝑎 + (1 − 𝜏)𝑏) 𝑑 

 
𝑞𝜏

1

0

1

0

] 

 ≤
𝑞𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

1 + 𝑞
 . 

Yukarıdaki eşitsizlikteki birinci integralin hesabı [53]'te şu şekilde verilmiştir: 

∫ 𝑓((1 − 𝜏)𝑎 + 𝜏𝑏) 𝑑 
 
𝑞𝜏 = (1 − 𝑞)∑𝑞𝑛𝑓((1 − 𝑞𝑛)𝑎 + 𝑞𝑛𝑏)

∞

𝑛=0

1

0

= 
(1 − 𝑞)(𝑏 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)
 ∑𝑞𝑛𝑓((1 − 𝑞𝑛)𝑎 + 𝑞𝑛𝑏)

∞

𝑛=0

=
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥

𝑏

𝑎

ve ikinci integral için aşağıdaki eşitlik iddia edilmiştir [53]: 

∫ 𝑓((1 − 𝜏)𝑎 + 𝜏𝑏) 𝑑 
 
𝑞𝜏 =  ∫ 𝑓(𝜏𝑎 + (1 − 𝜏)𝑏) 𝑑 

 
𝑞𝜏

1

0

1

0

.  (1.9.3) 

2016 yılında Alp vd. [39] aşağıdaki örneği vererek, (1.9.2) eşitsizliğinin sağ tarafının 

genel olarak doğru olmadığını göstermiştir. 

Örnek 1.9.4. [39] 𝑥 ∈ [0,1] ve 𝑓(𝑥) = 1 − 𝑥 olsun. Bu durumda Teorem 1.9.3'te 

iddia edilen eşitsizliğe göre her 𝑞 ∈ (0,1) için 

𝑓 (
0 + 1

2
) ≤

1

1 − 0
∫ (1 − 𝑥) 𝑑0+

 
𝑞𝑥

1

0

 1 −
1

2
 ≤   (1 − 𝑞)∑𝑞𝑛(1 − 𝑞𝑛)

∞

𝑛=0

 

1

2
≤  

𝑞

1 + 𝑞

olmalıdır. Ama 𝑞 =
1

2
 için 

𝑞

1+𝑞
≤

1

2
  olur ve bu (1.9.3)'teki ilk eşitsizlikle çelişir. 
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Ayrıca Alp vd. [39] geometrik yöntemi kullanarak, konveks türevlenebilir 

fonksiyonlar için  (1.9.2) eşitsizliğinin doğru biçimlerini aşağıdaki gibi sunmuştur. 

Şekil 2. Türevlenebilir eğri üzerindeki teğet doğruların grafikleri [39] 

𝐼1 = 𝑓 (
𝑞𝑎 + 𝑏

1 + 𝑞
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥

𝑏

𝑎

≤
𝑞𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

1 + 𝑞
,  (1.9.4) 

𝐼2 = 𝑓 (
𝑎 + 𝑞𝑏

1 + 𝑞
)
(1 − 𝑞)(𝑏 − 𝑎)

1 + 𝑞
𝑓′ (

𝑎 + 𝑞𝑏

1 + 𝑞
 ) 

≤
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥 ≤  

𝑞𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

1 + 𝑞

𝑏

𝑎

𝐼3 = 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)
(1 − 𝑞)(𝑏 − 𝑎)

2(1 + 𝑞)
𝑓′ (

𝑎 + 𝑏

2
) 

≤
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥 ≤  

𝑞𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

1 + 𝑞

𝑏

𝑎

max{𝐼1, 𝐼2, 𝐼3} ≤
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥 ≤  

𝑞𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

1 + 𝑞
.

𝑏

𝑎

 

Noor vd. [61] aşağıdaki özdeşliği iddia ederek ve bunu kullanarak Ostrowski tipi 

eşitsizliklerle ilgili bazı sonuçları elde etmişlerdir. 
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Lemma 1.9.5. [61] 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonu (𝑎, 𝑏) aralığında 𝑞𝑎+-türevlenebilir

olsun. Eğer 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli ve 𝑞-integrallenebilir ise, bu

takdirde her 𝜌 ∈ [𝑎, 𝑏] için aşağıdaki özdeşlik geçerlidir 

𝑓(𝜌) −
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥

𝑏

𝑎

 (1.9.5) 

=
𝑞(𝜌 − 𝑎)2

𝑏 − 𝑎
∫ 𝜏 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝜏𝜌 + (1 − 𝜏)𝑎) 𝑑 

 
𝑞𝜏

1

0

 +
𝑞(𝑏 − 𝜌)2

𝑏 − 𝑎
∫ 𝜏 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝜏𝜌 + (1 − 𝜏)𝑏) 𝑑 

 
𝑞𝜏 .

1

0

Yukarıda iddia edilen özdeşliğe dayalı olarak elde edilen sonuçlardan bazıları 

aşağıdaki gibidir: 

Teorem 1.9.6. [61] 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonu (𝑎, 𝑏) aralığında 𝑞-türevlenebilir olsun. 

Ayrıca 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli ve 𝑞-integrallenebilir olsun.

a) Eğer | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓| fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında konveks ve her 𝜌 ∈ [𝑎, 𝑏] için

| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝜌)| ≤ 𝑀 ise, bu takdirde

|𝑓(𝜌) −
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥

𝑏

𝑎

| ≤
𝑞𝑀[(𝜌 − 𝑎)2 + (𝑏 − 𝜌)2]

(𝑏 − 𝑎)(1 + 𝑞)
 (1.9.6) 

eşitsizliği sağlanır. 

b) Eğer 𝛼 > 1 ve 
1

𝛼
+

1

𝛽
= 1 için | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓|

𝛼
fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında konveks ve

her 𝜌 ∈ [𝑎, 𝑏] için | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝜌)|

𝛼
≤ 𝑀 ise, bu takdirde

|𝑓(𝜌) −
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥

𝑏

𝑎

| ≤
𝑞𝑀[(𝜌 − 𝑎)2 + (𝑏 − 𝜌)2]

(𝑏 − 𝑎)
(
1 − 𝛽

1 − 𝛽𝛼+1
)

1

𝛼

 (1.9.7) 

eşitsizliği sağlanır. 

Noor vd. [61] iddia edilen (1.9.5) özdeşliğin ispatında sadece aşağıdaki eşitliğin 

ispatını vermiştir. 
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𝑞(𝜌 − 𝑎)2

𝑏 − 𝑎
∫ 𝜏 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝜏𝜌 + (1 − 𝜏)𝑎) 𝑑 

 
𝑞𝜏

1

0

 (1.9.8) 

= 
𝜌 − 𝑎

𝑞(𝑏 − 𝑎)
 𝑓(𝜌) −

1

𝑞(𝑏 − 𝑎)
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥  . 

𝜌

𝑎

Fakat, aşağıdaki sonucun ispatını vermemişler ve sadece (1.9.5) ispatının benzer 

şekilde yapılabileceğini iddia etmişlerdir. 

𝑞(𝑏 − 𝜌)2

𝑏 − 𝑎
∫ 𝜏 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝜏𝜌 + (1 − 𝜏)𝑏) 𝑑 

 
𝑞𝜏

1

0

 (1.9.9) 

= 
𝑏 − 𝜌

𝑞(𝑏 − 𝑎)
 𝑓(𝜌) −

1

𝑞(𝑏 − 𝑎)
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥.

𝑏

𝜌

Şimdi, aşağıdaki örneği ele alalım. 

Örnek 1.9.7. 𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ → ℝ, 𝜃1: [0,1] → [𝑎, 𝑏] ve 𝜃2: [0,1] → [𝑎, 𝑏]

fonksiyonları sırasıyla  𝑓(𝑥) = 1 + 𝑥, 𝜃1(𝜏) = 𝑏𝜏 + (1 − 𝜏)𝑎 ve 𝜃2(𝜏) = 𝑎𝜏 + (1 − 𝜏)𝑏

olarak tanımlanmış olsun. Bu takdirde [𝑎, 𝑏] = [1,2] olmak üzere 

𝑓(𝑎𝜏 + (1 − 𝜏)𝑏) = 𝑓(𝜏 + (1 − 𝜏)2) = 3 − 𝜏 

ve 𝑞𝑎+-türevinin tanımına göre her 𝑥 ∈ [1,2] için

𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑥) =

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑎)

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑎)

olur. Bu ise, 

𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎𝜏 + (1 − 𝜏)𝑏) =

𝑓(𝜏 + (1 − 𝜏)2) − 𝑓(𝑞(𝜏 + (1 − 𝜏)2) + (1 − 𝑞))

(1 − 𝑞)(𝜏 + (1 − 𝜏)2 − 1)
= 1 

ve 𝜌 =
3

2
 için 
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 𝐽1 =
𝑞(𝑏 − 𝜌)2

𝑏 − 𝑎
∫ 𝜏 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝜏𝜌 + (1 − 𝜏)𝑏) 𝑑 

 
𝑞𝜏

1

0

 =
𝑞 (2 −

3

2
)
2

2 − 1
∫ 𝜏. 1 𝑑 

 
𝑞𝜏 =

1

0

𝑞

4

𝜏2

[2]𝑞
|
0

1

=
𝑞

4(1 + 𝑞)

ve 

𝐽2 =
𝑏 − 𝜌

𝑞(𝑏 − 𝑎)
 𝑓(𝜌) −

1

𝑞(𝑏 − 𝑎)
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥

𝑏

𝜌

 =
2 −

3

2

𝑞(2 − 1)
 𝑓 (

3

2
) −

1

𝑞(2 − 1)
∫ (1 + 𝑥) 𝑑1+

 
𝑞𝑥

2

3

2

 =
5

4𝑞
−
1

𝑞
{∫ (1 + 𝑥) 𝑑1+

 
𝑞𝑥

2

1

−∫ (1 + 𝑥) 𝑑1+
 
𝑞𝑥

3

2

1

} 

 =
5

4𝑞
−
1 − 𝑞

𝑞
{∑𝑞𝑛(𝑞𝑛 + 2) −

1

2
∑𝑞𝑛 (

𝑞𝑛

2
+ 2)

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

} 

 =
5

4𝑞
−
1 − 𝑞

𝑞
{

1

1 − 𝑞2
+

2

1 + 𝑞
−

1

4(1 − 𝑞2)
−

1

1 − 𝑞
} 

 =
𝑞 − 2

4𝑞(1 + 𝑞)

bulunur. Dolayısıyla bu, (1.9.5)'te iddia edilen eşitlikle çelişir ve bu nedenle iddia edilen 

eşitliğin verilen 𝑞-benzeri doğru değildir. Benzer şekilde 

∫ 𝑓((1 − 𝜏)𝑎 + 𝜏𝑏) 𝑑 
 
𝑞𝜏 =

1

0

∫ 𝑓((1 − 𝜏) + 2𝜏) 𝑑 
 
𝑞𝜏

1

0

 = ∫ 𝑓(1 + 𝜏) 𝑑 
 
𝑞𝜏

1

0

= ∫ (2 + 𝜏) 𝑑 
 
𝑞𝜏

1

0

= 2 +
1

1 + 𝑞

ve 

∫ 𝑓(𝜏𝑎 + (1 − 𝜏)𝑏) 𝑑 
 
𝑞𝜏

1

0

= ∫ 𝑓(𝜏 + (1 − 𝜏)2) 𝑑 
 
𝑞

1

0

𝜏 

 = ∫ 𝑓(2 − 𝜏) 𝑑 
 
𝑞𝜏

1

0

= ∫ (3 − 𝜏) 𝑑 
 
𝑞𝜏

1

0

= 3 −
1

1 + 𝑞

olur. Bu durum (1.9.3) bağıntısıyla çelişmekte ve iddia edilen (1.9.2) eşitsizliğinin geçersiz 

olmasının ana sebebinin bu bağıntının kullanılması olduğunu göstermektedir. Bu nedenle, 
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(1.1.3), (1.1.4) ve (1.1.7) özdeşliklerinin yalnızca 𝑞𝑎+-integral yoluyla oluşturulması,

(1.9.2) ve (1.9.5)'te olduğu gibi hatalara sebep olur. 

Şimdi, 𝑞-integrallerinde değişken değişimi için genel bir kural olmadığına göre, 

[𝑎, 𝑏] aralığında ∫ 𝑓(𝜏𝑎 + (1 − 𝜏)𝑏) 𝑑 
 
𝑞𝜏

1

0
 integralinin nasıl ifade edileceği sorusu ortaya 

çıkıyor. Ayrıca, eğer ∫ 𝑓(𝜏𝑎 + (1 − 𝜏)𝑏) 𝑑 
 
𝑞𝜏

1

0
 integrali [𝑎, 𝑏] aralığında ∫ 𝑓((1 − 𝜏)𝑎 +

1

0

𝜏𝑏) 𝑑 
 
𝑞𝜏 integraline benzer şekilde ifade edilirse, bu durumda (1.9.3) ve (1.9.5)'te iddia

edilen sonuçların kuantum benzerleri ne olacaktır? Bu soruların cevapları bir sonraki alt 

bölümde bulunabilir. 



2. YAPILAN ÇALIŞMALAR

2.1. Kapalı ve Sınırlı Bir Aralık Üzerinde Sağ Kuantum Türevi 

Jackson belirli 𝑞-integralinde genel bir değişken değiştirme kuralının olmamasını 

dikkate alarak ve ∫ 𝑓(𝜏𝑎 + (1 − 𝜏)𝑏) 𝑑 
 
𝑞𝜏

1

0
integralini [𝑎, 𝑏] aralığında ifade etmek için 

Kunt vd. [69] 𝑞𝑎+-fark operatörüne benzer şekilde 𝑞𝑏−-fark operatörü tanımlamışlardır.

Ayrıca, 𝑞𝑎+-türevini sol kuantum türevi ve 𝑞𝑏−-türevini sağ kuantum türevi olarak yeniden

adlandırmışlardır. Bu alt bölümde, [69]'da verilen sağ kuantum türevi (𝑞𝑏−-türevi) ve temel

özellikleri sunulmuştur. 

Tanım 2.1.1. 𝑎 ve 𝑏, 𝑎 < 𝑏 koşulunu sağlayan iki reel sayı ve 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ bir 

fonksiyon olsun. Bu durumda her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 𝑓 fonksiyonunun sağ kuantum türevi veya 

kısaca sağ 𝑞𝑏−-türevi, şu şekilde tanımlanır:

𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑥):= {

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏)
 , 𝑥 ≠ 𝑏

lim
𝑥→𝑏−

𝐷𝑏−
 
𝑞
𝑓(𝑥) 𝑥 = 𝑏

 (2.1.1) 

Eğer her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑥) mevcut ise, bu durumda 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏]

aralığında sağ kuantum türevlenebilirdir denir. Ayrıca eğer 𝑏 = 0 ise, bu takdirde yukarıda 

tanımlanan 𝑞𝑏−-türevi klasik 𝑞-türevine indirgenir.

Örnek 2.1.2. 𝑓: [−5,−2] →  ℝ fonksiyonu 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 3𝑥 ile tanımlansın. Bu

takdirde 𝑥 ∈ [−5,−2] olmak üzere 𝑓 fonksiyonunun sağ kuantum türevi 𝑥 ≠ 2 için 

𝐷𝑞𝑓(𝑥)−2−
  =

𝑥2 + 3𝑥 − [(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)(−2))
2
+ 3(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)(−2))]

(1 − 𝑞)(𝑥 + 2)

 = 𝑞𝑥 + 2𝑞 + 𝑥 + 1
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ve 𝑥 = −2 için 

𝐷𝑞𝑓(−2)−2−
 = lim

𝑡→ −2+
𝐷𝑞𝑓(𝑥)−2−
 = lim

𝑥→ −2+
(𝑞𝑥 + 2𝑞 + 𝑥 + 1 ) = −1 

olur. Bu ise, 

𝐷𝑞𝑓(𝑥)−2−
 = {

𝑞𝑥 + 2𝑞 + 𝑥 + 1, 𝑥 ≠ −2
−1, 𝑥 = −2

dir. Ayrıca 𝑓 fonksiyonunun sol kuantum türevi 𝑥 ≠ −5 için 

𝐷𝑞𝑓(𝑥)−5+ = 
𝑥2 + 3𝑥 − [(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)(−5))

2
+ 3(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)(−5))]

(1 − 𝑞)(𝑥 − (−5))

= 𝑥 + 𝑞𝑥 + 5𝑞 − 2 

ve 𝑥 = −5 için 

𝐷𝑞𝑓(−5)−5+ = lim
𝑡→ −5

𝐷𝑞𝑓(𝑥)−5+ = lim
𝑡→ −5

( 𝑥 + 𝑞𝑥 + 5𝑞 − 2) = −7 

olur. Bu ise, 

𝐷𝑞𝑓(𝑥)−5+ = {
𝑥 + 𝑞𝑥 + 5𝑞 − 2, 𝑥 ≠ −5

−7, 𝑥 = −5

dir. Açıkça eğer Örnek 2.1.2'de 𝑞 → 1− ise, bu durumda 𝐷𝑞𝑓(𝑥)−2−
 → 𝑓′(𝑥), yani

lim
𝑞→ 1−

𝐷𝑞𝑓(𝑥)−2−
 =𝑓′(𝑥)

olur. 

Şekil 3 ve 4, sırasıyla 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 3𝑥 fonksiyonunun sağ ve sol kuantum

türevlerinin normal türevine yakınsama davranışını göstermektedir. 
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      Şekil 3. f(x)=2x+3 için sağ 

kuantum türevin yaklaşımının 
görselleştirmesi 

Şekil 4..  f(x)=2x+3 için   sol kuantum

Genel olarak, eğer 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonu 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) noktasında türevlenebilir ise, 

lim
ℎ→0+

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
 = lim

ℎ→0−

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
= lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
=
𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥

ve 

𝑑𝑓(𝑎+)

𝑑𝑥
= lim

ℎ→0+

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
,

𝑑𝑓(𝑏−)

𝑑𝑥
= lim

ℎ→0−

𝑓(𝑏 + ℎ) − 𝑓(𝑏)

ℎ

tır. 

Öte yandan 0 < 𝑞 < 1 ve 𝑎 ≤ 𝑡 < 𝑏 için (1 − 𝑞)(𝑏 − 𝑡) > 0’dır. Eğer ℎ =

(1 − 𝑞)(𝑏 − 𝑡) alınırsa bu takdirde 𝑞 → 1− iken ℎ → 0+. Bu ise,

lim
𝑞→1−

𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑥) = lim

𝑞→1−

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏)

=  lim
𝑞→1−

𝑓(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏) − 𝑓(𝑥)

(1 − 𝑞)(𝑏 − 𝑥)

= lim
ℎ→0+

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑡)

ℎ
=  
𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥

ve 𝑥 = 𝑏 için 

türevin yaklaşımının 
görselleştirmesi 
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lim
𝑞→1−

𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏) = lim

𝑞→1−
lim
𝑡→𝑏−

𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑥) = lim

𝑡→𝑏−
lim
𝑞→1−

𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑥)

= lim
𝑡→𝑏−

𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
=  lim

𝑡→𝑏−
lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ

=  lim
ℎ→0−

lim
𝑥→𝑏−

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ

= lim
ℎ→0−

𝑓(𝑏 + ℎ) − 𝑓(𝑏)

ℎ
=  
𝑑𝑓(𝑏−)

𝑑𝑥

olur. 

Klasik kuantum türevinde [𝑛]𝑞 ≔
1−𝑞𝑛

1−𝑞
olmak üzere 𝐷𝑞𝑥

𝑛 = [𝑛]𝑞𝑥
𝑛−1 dir.

Aşağıdaki örnekte, [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlanan 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝑏)𝑛 fonksiyonu için sağ

kuantum türevine göre aynı özelliğin sağlandığı gösterilmiştir. 

Örnek 2.1.3.  𝑛 ∈ ℕ ve 𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ → ℝ fonksiyonu 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝑏)𝑛 ile

tanımlansın. Bu takdirde 

𝐷𝑞𝑓(𝑥)𝑏−
 =

(𝑥 − 𝑏)𝑛 − ((𝑞𝜏 + (1 − 𝑞)𝑏 − 𝑏))
𝑛

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏)

 =
(𝑥 − 𝑏)𝑛 − 𝑞𝑛(𝑥 − 𝑏)𝑛

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏)
=
1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
(𝑥 − 𝑏)𝑛−1 = [𝑛]𝑞(𝑥 − 𝑏)

𝑛−1.

olur. Ayrıca, eğer 𝑝(𝑥) bir polinom fonksiyon ve 

𝑝(𝑥) = ∑𝑐𝑘(𝑥 − 𝑏)
𝑘

𝑛

𝑘=0

 ise, bu durumda 

𝐷𝑞𝑝(𝑥) =𝑏−
 ∑ 𝑐𝑘[𝑘]𝑞(𝑥 − 𝑏)

𝑘−1

𝑛

𝑘=1

olur. 

Teorem 2.1.4. (𝒒𝒃−-türevinin özellikleri) 𝜉 bir sabit olsun. Eğer 𝑓(𝑥) ve 𝑔(𝑥)

fonksiyonları [𝑎, 𝑏] aralığında 𝑞𝑏−-türevlenebilir ise, bu takdirde (𝑓 + 𝑔)(𝑥), (𝜉𝑓)(𝑥),
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(𝑓𝑔)(𝑥) ve (𝑔(𝑥)𝑔(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏) ≠ 0 olması) halinde (
𝑓

𝑔
) (𝑥) fonksiyonları da [𝑎, 𝑏] 

aralığında 𝑞𝑏−-türevlenebilir ve

(i) 

𝐷𝑞(𝑓 + 𝑔)(𝑥)𝑏−
 = 𝐷𝑞𝑓(𝑥)𝑏−

 + 𝐷𝑞𝑔(𝑥)𝑏−
 , 

(ii) 

𝐷𝑞(𝜉𝑓)(𝑥)𝑏−
 = 𝜉 𝐷𝑞𝑏−

 𝑓(𝑥), 

(iii) 

𝐷𝑞𝑏−
 (𝑓𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑡) 𝐷𝑞𝑏−

 𝑔(𝑥) + 𝑔(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏) 𝐷𝑞𝑏−
 𝑓(𝑥), 

ve 

(iv) 

 𝐷𝑞𝑏−
 (

𝑓

𝑔
) (𝑥) =

𝑔(𝑡) 𝐷𝑞𝑏−
 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥) 𝐷𝑞𝑏−

 𝑔(𝑥)

𝑔(𝑡)𝑔(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

dir. 

İspat: Sağ kuantum türevinin tanımını kullanarak 

(i) 

𝐷𝑞𝑏−
 (𝑓 + 𝑔)(𝑥) =

(𝑓 + 𝑔)(𝑥) − (𝑓 + 𝑔)(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏)

=
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏)
−
𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏)

= 𝐷𝑞𝑏−
 𝑓(𝑥) + 𝐷𝑞𝑏−

 𝑔(𝑥),

(ii) 

𝐷𝑞𝑏−
 (𝜉𝑓)(𝑥) =

(𝜉𝑓)(𝑥) − (𝜉𝑓)(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏)

= 𝜉
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏)
= 𝜉 𝐷𝑞𝑏−

 𝑓(𝑥 ),

(iii) 

𝐷𝑞𝑏−
 (𝑓𝑔)(𝑥)  =

(𝑓𝑔)(𝑥) − (𝑓𝑔)(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏)

=
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏)

+
𝑓(𝑥)𝑔(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏)
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−
𝑓(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)𝑔(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏)

= 𝑓(𝑥)
𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏)

+𝑔(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)
𝑓(𝑥) − 𝑓((𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏)

= 𝑓(𝑥) 𝐷𝑞𝑏−
 𝑔(𝑥) + 𝑔(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏) 𝐷𝑞𝑏−

 𝑓(𝑥),

ve 

(iv) 

𝐷𝑞𝑏−
 (

𝑓

𝑔
) (𝑥) =  

(
𝑓

𝑔
) (𝑥) − (

𝑓

𝑔
) (𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏)

=
𝑓(𝑥)𝑔(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏) − 𝑔(𝑥) 𝑓(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

𝑔(𝑥)𝑔(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏)

=
1

𝑔(𝑥)𝑔(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

[
 
 
 

𝑓(𝑥)𝑔(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏) − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)

(1 − 𝑞)(𝑡 − 𝑏)

+
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑥)𝑓(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏) ]

=
1

𝑔(𝑥)𝑔(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

[

 
𝑔(𝑥)

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏)

−𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏) ]

=
𝑔(𝑥) 𝐷𝑞𝑏−

 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥) 𝐷𝑞𝑏−
 𝑔(𝑥)

𝑔(𝑥)𝑔(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

elde edilir. 

2.2. Kapalı ve Sınırlı Aralık Üzerınde Belirli Sağ Kuantum İntegrali 

Kac ve Cheung [46], öteleme operatöründen yararlanarak 𝑞-antitürevi oluşturmuştır. 

Tariboon ve Ntouyas [52], aynı tekniği, 𝑞𝑎+-antitürevi elde etmek için kullanmıştır. Kunt

vd. [69], Tariboon ve Ntouyas [52] tarafından kullanılan yöntemin aynısını kullanarak 𝑞𝑏−-

antitürevi oluşturmuştır. Bu alt bölümde, [69]'da verilen [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde belirli sağ 

kuantum integrali ve temel özellikleri sunulmuştur. 
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𝑓(𝑥) fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlansın. Bu fonksiyonun 𝑞𝑏−-antitürevini 𝐹(𝑥)

oluşturmak için aşağıdaki öteleme operatörünü ele alalım:  

𝐾𝑞𝐹(𝑥) ≔ 𝐹(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏).

Matematiksel indüksiyon yöntemi kullanılarak 

𝐾𝑞
𝑛𝐹(𝑥) ≔ {

𝐾𝑞(𝐾𝑞
𝑛−1𝐹)(𝑥) = 𝐹(𝑞𝑛𝑥 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏) , 𝑛 ∈ ℕ 𝑖𝑠𝑒

𝐹(𝑥) , 𝑛 = 0 𝑖𝑠𝑒

elde edilir. 

Şimdi eğer 𝐹(𝑥), 𝑓(𝑥) fonksiyonunun 𝑞𝑏−-antitürevi ise, bu durumda 𝐷𝑞𝑏−
 𝐹(𝑥) =

𝑓(𝑥) olur. Bu ise, sağ kuantum türevinin tanımına göre  

𝐷𝑞𝑏−
 𝐹(𝑥) =

𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏)

verir. Ayrıca yukarıdaki öteleme operatörünün tanımından yararlanarak 

 𝐷𝑞𝑏−
 𝐹(𝑥) =

𝐼 − 𝐾𝑞
(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏)

𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

bulunur. Böylece 

𝐹(𝑥) = (1 − 𝑞)∑𝐾𝑞
𝑛((𝑥 − 𝑏)𝑓(𝑥))

∞

𝑛=0

 (2.2.1) 

= (1 − 𝑞)∑(𝑞𝑛𝑥 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏 − 𝑏)𝑓(𝑞𝑛𝑥 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

= (1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏)∑𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝑥 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

elde edilir. 
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Yukarıdaki hesabın geçerli olabilmesi için (2.2.1)'nin sağ tarafındaki seri yakınsak 

olmalıdır. 

Tanım 2.2.1. 𝑎 ve 𝑏, 𝑎 < 𝑏 koşulunu sağlayan iki reel sayı ve 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ bir 

fonksiyon olsun. Bu takdirde 𝑓(𝑥) fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde belirli sağ kuantum 

integrali veya kısaca belirli 𝑞𝑏−-integrali şu şekilde tanımlanır:

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑞𝑥𝑏−
 = (1 − 𝑞)(𝑏 − 𝑎)∑ 𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝑎 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

.  (2.2.2) 

Açıkça, eğer (2.2.2)'nin sağ tarafındaki seri yakınsak ise yukarıdaki integral vardır. 

Ayrıca, eğer 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏)  ve ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑞𝑥𝑏−
  ve ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑐
𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥 integralleri varsa, bu durumda

∫ 𝑓(𝑥)
𝑐

𝑎
𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥 integrali vardır ve aşağıdaki gibi tanımlanır: 

∫ 𝑓(𝑥)
𝑐

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥 ≔ ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥 − ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑐

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥  (2.2.3) 

Eğer 𝑏 = 0, ise, integral (2.2.2) aşağıdaki integrali verir 

∫ 𝑓(𝑥)
0

𝑎

𝑑0−
 
𝑞𝑥 ≔ (1 − 𝑞)(−𝑎)∑𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝑎)

∞

𝑛=0

.  (2.2.4) 

Örnek 2.2.2. 𝑓: [2,5] → ℝ fonksiyonu 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 1 ile tanımlansın. Bu takdirde

[2,5] aralığı üzerinde 𝑓(𝑥) fonksiyonunun belirli sağ ve sol kuantum integralleri sırasıyla 

∫ (𝑥3 − 1) 𝑑𝑞𝑥5−
 = (1 − 𝑞)(5 − 2)∑𝑞𝑛[(𝑞𝑛2 + (1 − 𝑞𝑛)5)3 − 1]

∞

𝑛=0

5

2

= −
81

1 + 𝑞 + 𝑞2 + 𝑞3
+

405

1 + 𝑞 + 𝑞2
−
675

1 + 𝑞
+ 372

ve 

∫ (𝑥3 − 1) 𝑑𝑞𝑥2+
 = (1 − 𝑞)(5 − 2)∑𝑞𝑛[(𝑞𝑛5 + (1 − 𝑞𝑛)2)3 − 1]

∞

𝑛=0

5

2
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=
81

1 + 𝑞 + 𝑞2 + 𝑞3
+

162

1 + 𝑞 + 𝑞2
+
108

1 + 𝑞
+ 21

olur. Ayrıca 

lim
𝑞→1−

∫ (𝑥3 − 1)
5

2

𝑑𝑞𝑥5−
 = lim

𝑞→1−
(−

81

1 + 𝑞 + 𝑞2 + 𝑞3
+

405

1 + 𝑞+ 𝑞2
−
675

1 + 𝑞
+ 372)

 =
597

4

ve 

lim
𝑞→1−

∫ (𝑥3 − 1)
5

2

𝑑𝑞𝑥2+
 = lim

𝑞→1−
(

81

1 + 𝑞 + 𝑞2 + 𝑞3
+

162

1 + 𝑞 + 𝑞2
+
108

1 + 𝑞
+ 21)

=
597

4

bulunur. 

𝑞 → 1− olduğunda ∫ (𝑥3 − 1)
5

2
𝑑𝑞𝑥5−
  ve ∫ (𝑥3 − 1)

5

2
𝑑𝑞𝑥2+
  integrallerinin 

yakınsaklığının davranışı aşağıdaki şekilde gösterilmektedir. 

Şekil 5. 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 1 için sol ve sağ kuantum integrallerin 
             yaklaşımının görselleştirmesi 

Genel olarak, eğer 𝑓(𝑥) fonksiyonu fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında integrallenebilirse, 

bu takdirde  
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lim
𝑞→1−

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥 = lim

𝑞→1−
(1 − 𝑞)(𝑏 − 𝑎)∑𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝑎 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

= (𝑏 − 𝑎) lim
𝑞→1−

∫ 𝑓(𝜏𝑎 + (1 − 𝜏)𝑏)
1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

= (𝑏 − 𝑎)∫ 𝑓(𝜏𝑎 + (1 − 𝜏)𝑏)
1

0

𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

olur. 

Teorem 2.2.3. (𝒒𝒃−-integralinin bazı özellikleri) 𝜉 ∈ ℝ bir sabit 𝑓(𝑥) ve 𝑔(𝑥),

[𝑎, 𝑏] aralığında iki belirli sağ kuantum integrallenebilir fonksiyon olsun. Bu takdirde 

aşağıdaki kurallar geçerlidir.  

(i) 

∫ [𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)]
𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥,

(ii) 

∫ 𝜉𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥 = 𝜉 ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥

ve 

(iii) her 𝜌 ∈ [𝑎, 𝑏] için

𝐷𝑏−
 
𝑞∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝜌

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥 = 𝑓(𝜌),

(iv) 

∫ 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑥)

𝑏

𝜌

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥 = 𝑓(𝜌) − 𝑓(𝑏)

ve 

(v) 

∫ 𝑓(𝑥) 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑔(𝑥)

𝑏

𝜌

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥

= (𝑓𝑔)(𝜌) − (𝑓𝑔)(𝑏) − ∫ 𝑔(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏) 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑥)

𝑏

𝜌

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥

dir. 

İspat: Belirli sağ kuantum integralinin tanımına göre 
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∫ [𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)]
𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥 

= (1 − 𝑞)(𝑏 − 𝑎)∑𝑞𝑛[𝑓(𝑞𝑛𝑎 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏) + 𝑔(𝑞𝑛𝑎 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏]

∞

𝑛=0

= (1 − 𝑞)(𝑏 − 𝑎)

{

∑ 𝑞𝑛[𝑓(𝑞𝑛𝑎 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)]

∞

𝑛=0

+(1 − 𝑞)(𝑏 − 𝑎)∑ 𝑞𝑛[𝑔(𝑞𝑛𝑎 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏]

∞

𝑛=0 }

ve 

∫ 𝜉𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥 =  (1 − 𝑞)(𝑏 − 𝑎)∑𝑞𝑛𝜉𝑓(𝑞𝑛𝑎 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

= 𝜉(1 − 𝑞)(𝑏 − 𝑎)∑ 𝑞𝑛𝜆𝑓(𝑞𝑛𝑎 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

= 𝜉 ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥

bulunur. Ayrıca sağ kuantum türevi ve sağ kuantum integralinin tanımlarını kullanarak 

𝐷𝑏−
 
𝑞∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝜌

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥 

=
∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝜌
𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥 − ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑞𝜌+(1−𝑞)𝑏
𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥

(1 − 𝑞)(𝜌 − 𝑏)

=
(1 − 𝑞)(𝜌 − 𝑏)∑ 𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝜌 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)∞

𝑛=0

(1 − 𝑞)(𝜌 − 𝑏)

−
(1 − 𝑞)((𝑞𝜌 + (1 − 𝑞)𝑏) − 𝑏)∑ 𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛(𝑞𝜌 + (1 − 𝑞)𝑏) + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)∞

𝑛=0

(1 − 𝑞)(𝜌 − 𝑏)

= ∑𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝜌 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

−∑𝑞𝑛+1𝑓(𝑞𝑛+1𝜌 + (1 − 𝑞𝑛+1)𝑏)

∞

𝑛=0

= lim
𝑘→∞

[𝑓(𝜌) − 𝑞𝑛+1𝑓(𝑞𝑘+1𝜌 + (1 − 𝑞𝑘+1)𝑏)] = 𝑓(𝜌)

elde edilir. Benzer şekilde 

∫ 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑥)

𝑏

𝜌

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥
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= ∫
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑏)

𝑏

𝜌

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥

 =
1

(1 − 𝑞)
[∫

𝑓(𝑥)

𝑥 − 𝑏

𝑏

𝜌

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥 − ∫

𝑓(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏)

𝑥 − 𝑏

𝑏

𝜌

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥]

=
1

(1 − 𝑞)

[

(1 − 𝑞)(𝜌 − 𝑏)∑𝑞𝑛
𝑓(𝑞𝑛𝜌 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

(𝑞𝑛𝜌 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏) − 𝑏

∞

𝑛=0

−(1 − 𝑞)(𝜌 − 𝑏)∑𝑞𝑛
𝑓(𝑞(𝑞𝑛𝜌 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏) + (1 − 𝑞)𝑏)

(𝑞𝑛𝜌 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏) − 𝑏

∞

𝑛=0 ]

= ∑𝑓(𝑞𝑛𝜌 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

−∑𝑓(𝑞𝑛+1𝜌 + (1 − 𝑞𝑛+1)𝑏)

∞

𝑛=0

= lim
𝑘→∞

[𝑓(𝜌) − 𝑓(𝑞𝑘+1𝜌 + (1 − 𝑞𝑘+1)𝑏)] = 𝑓(𝜌) − 𝑓(𝑏)

bulunur. Son olarak Teorem 2.1.4'ün üçüncü maddesine göre 

𝑓(𝑥) 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑔(𝑥) = 𝐷𝑏−

 
𝑞(𝑓𝑔)(𝑥) − 𝑔(𝑞𝑥(1 − 𝑞)𝑏) 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑥)

dir. Bu ise, 𝜌 ∈ [𝑎, 𝑏] olmak üzere [𝜌, 𝑏] aralığında yukarıdaki eşitliğin her iki tarafının 

𝑞𝑏−-integralini alıp dördüncü kuralı kullanarak

∫ 𝑓(𝑥) 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑔(𝑥)

𝑏

𝜌

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥

= (𝑓𝑔)(𝜌) − (𝑓𝑔)(𝑏) − ∫ 𝑔(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑏) 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑥)

𝑏

𝜌

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥

elde edilir. Dolayısıyla, (i)-(v) kuralları geçerlidir. 

2.3. Sol Kuantum İntegral Eşitsizlikleri ile İlgili İddia Edilen Bazı Sonuçların 

Yeniden Formüle Edilmesi 

Kunt ve diğerleri, [53, 61]'de iddia edilen bazı sonuçları yeniden formüle etmek ve 

bazı sağ ve sol kuantum integral eşitsizliklerini elde etmek için önceki alt bölümlerde sağ 

kuantum türevi ve belirli sağ kuantum integrali kavramlarını kullanmışlardır [69]. İddia 



48 

edilen bu bazı sonuçların yeniden formüle edilmesi ve sağ-sol kuantum integralleriyle ilgili 

bazı eşitsizlikler bu alt bölümde sunulmuştur.  

Jackson belirli kuantum integrali ve belirli sağ kuantum integrali tanımlarına göre 

∫ 𝑓(𝜏𝑎 + (1 − 𝜏)𝑏) 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

 (2.3.1)

= (1 − 𝑞)∑𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝑎 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

=
1

𝑏 − 𝑎
[(1 − 𝑞)(𝑏 − 𝑎)∑𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝑎 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

] 

=
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑏−

 
𝑞𝑥

𝑏

𝑎

olur. Ayrıca sol kuantum integralinin tanımına göre 

∫ 𝑓(𝜏𝑏 + (1 − 𝜏)𝑎) 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

=
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥

𝑏

𝑎

  (2.3.2) 

dir. Bu ise, 

∫ 𝑓(𝜏𝑏 + (1 − 𝜏)𝑎) 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

+∫ 𝑓(𝜏𝑎 + (1 − 𝜏)𝑏) 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

 (2.3.3) 

=
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥

𝑏

𝑎

+∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥

𝑏

𝑎

] 

ve 

−
𝑞(𝑏 − 𝜌)2

𝑏 − 𝑎
∫ 𝜏 𝐷𝑞𝑓(𝜏𝜌 + (1 − 𝜏)𝑏)𝑏−

 𝑑𝑞𝜏0+
 

1

0

 (2.3.4) 

= −
𝑞(𝑏 − 𝜌)2

𝑏 − 𝑎
∫ 𝜏

𝑓(𝜏𝜌 + (1 − 𝜏)𝑏) − 𝑓(𝜏𝑞𝜌 + (1 − 𝑞𝜏)𝑏)

(1 − 𝑞)(𝜌 − 𝑏)𝜏

1

0

𝑑𝑞𝜏0+
 

 =
𝑞(𝑏 − 𝜌)

(𝑏 − 𝑎)(1 − 𝑞)

[

∫ 𝑓(𝜏𝜌 + (1 − 𝜏)𝑏) 𝑑𝑞𝜏0+
 

1

0

−∫ 𝑓(𝜏𝑞𝜌 + (1 − 𝑞𝜏)𝑏) 𝑑𝑞𝜏0+
 

1

0 ]
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=
𝑞(𝑏 − 𝜌)

(𝑏 − 𝑎)(1 − 𝑞)

[

(1 − 𝑞)∑𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝜌 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

−(1 − 𝑞)∑𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛+1𝜌 + (1 − 𝑞𝑛+1)𝑏

∞

𝑛=0 ]

=
𝑞(𝑏 − 𝜌)

(𝑏 − 𝑎)
[∑𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝜌 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏) −

1

𝑞
∑𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝜌 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏

∞

𝑛=1

∞

𝑛=0

] 

=
𝑞(𝑏 − 𝜌)

(𝑏 − 𝑎)
[∑𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝜌 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏) −

1

𝑞
∑𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝜌 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏 +

𝑓(𝜌)

𝑞

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

] 

=
𝑞(𝑏 − 𝜌)

(𝑏 − 𝑎)
[(1 −

1

𝑞
)∑𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝜌 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏) +

𝑓(𝜌)

𝑞

∞

𝑛=0

] 

=
(𝑏 − 𝜏)

(𝑏 − 𝑎)
𝑓(𝜌) −

1

𝑏 − 𝑎
[(1 − 𝑞)(𝑏 − 𝜌)∑𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝜌 + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

] 

=
(𝑏 − 𝜌)

(𝑏 − 𝑎)
𝑓(𝜌) −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑏−

 
𝑞𝑥

𝑏

𝜌

olur. Dolayısıyla, iddia edilen özdeşlik (1.9.5) ve eşitsizlikler (1.9.6) ve (1.9.7) aşağıdaki 

gibi yeniden formüle edilebilir:  

𝑓(𝜌) −
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥

𝜌

𝑎

+∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥

𝑏

𝜌

]  (2.3.5) 

=
𝑞(𝜌 − 𝑎)2

𝑏 − 𝑎
∫ 𝜏 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝜌𝜏 + (1 − 𝜏)𝑎) 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0

−
𝑞(𝑏 − 𝜌)2

𝑏 − 𝑎
∫ 𝜏 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝜌𝜏 + (1 − 𝜏)𝑏) 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0

|𝑓(𝜌) −
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥

𝜌

𝑎

+∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥

𝑏

𝜌

] |   (2.3.6) 

≤
𝑞𝑀[(𝜌 − 𝑎)2 + (𝑏 − 𝜌)2]

(𝑏 − 𝑎)(1 + 𝑞)

ve 

|𝑓(𝜌) −
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥

𝜌

𝑎

+∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥

𝑏

𝜌

] |   (2.3.7) 



50 

≤
𝑞𝑀[(𝜌 − 𝑎)2 + (𝑏 − 𝜌)2]

(𝑏 − 𝑎)
(
1 − 𝛽

1 − 𝛽𝛼+1
)

1

𝛼

dır. 

Teorem 2.3.1. Eğer 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ, [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde bir konveks sürekli 

fonksiyon ise, bu takdirde  

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

2(𝑏 − 𝑎)
[∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑏−

 
𝑞𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

] ≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
 (2.3.8) 

eşitsizliği doğrudur. 

İspat: Eğer 𝜏 ∈ [0,1] ise, bu durumda [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde 𝑓 fonksiyonu konveks 

olduğundan 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

2
[𝑓(𝜏𝑏 + (1 − 𝜏)𝑎) + 𝑓(𝜏𝑎 + (1 − 𝜏)𝑏)] ≤

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
 (2.3.9) 

eşitsizliği geçerlidir. [0,1] aralığı üzerinde yukarıdaki eşitsizliğin sol kuantum integrali 

alınarak  

∫ 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝑥 ≤

1

2

[

∫ 𝑓(𝜏𝑏 + (1 − 𝜏)𝑎) 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

+∫ 𝑓(𝜏𝑎 + (1 − 𝜏)𝑏) 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0 ]

 (2.3.10) 

≤ ∫
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝑥 

elde edilir. Böylece, (2.3.10) eşitsizliğindeki integralleri hesaplayarak istenilen eşitsizlik 

elde edilir. 

Uyarı 2.3.2. Eğer 𝑞 → 1− ise (2.3.8) eşitsizliği klasik Hermite-Hadamard integral

eşitsizliğine indirgenir.  
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2.4. Kuantum Hermite-Hadamard Eşitsizliğinin Yeni Varyantları 

Bu alt bölümde, [69,70]'te sunulan Hermite-Hadamard eşitsizliğinin bazı yeni 

varyantları tartışılmıştır. 

Teorem 2.4.1. (Sağ Kuantum Hermite-Hadamard Eşitsizliği) Eğer 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ, 

[𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde bir konveks sürekli fonksiyon ise, bu takdirde  

𝑓 (
𝑎 + 𝑞𝑏

1 + 𝑞
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑏−

 
𝑞𝑥

𝑏

𝑎

≤
𝑓(𝑎) + 𝑞𝑓(𝑏)

1 + 𝑞
 (2.4.1) 

eşitsizliği doğrudur. 

İspat: [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde 𝑓 fonksiyonu konveks olduğundan dolayı, her 𝑥 ∈

(𝑎, 𝑏) için 𝑓 ′(𝑥+) ve 𝑓 ′(𝑥−) mevcut ve

ℎ𝑟(𝑥) = 𝑓 (
𝑎 + 𝑞𝑏

1 + 𝑞
) + 𝑓 ′ (

𝑎 + 𝑞𝑏

1 + 𝑞

+

) (𝑥 −
𝑎 + 𝑞𝑏

1 + 𝑞
) ≤ 𝑓(𝑥),  (2.4.2) 

ℎ𝑙(𝑥) = 𝑓 (
𝑎 + 𝑞𝑏

1 + 𝑞
) + 𝑓 ′ (

𝑎 + 𝑞𝑏

1 + 𝑞

−

) (𝑥 −
𝑎 + 𝑞𝑏

1 + 𝑞
) ≤ 𝑓(𝑥)  (2.4.3) 

dir. Dahası, eğer 𝑓, (𝑎, 𝑏) aralığında türevlenebilir ise, bu durumda her 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) için 

ℎ𝑙(𝑥) = ℎ𝑟(𝑥) dir. Şimdi [𝑎, 𝑏] aralığında (2.3.12) eşitsizliğin her iki tarafının sağ

kuantum integralini alalım: 

∫ ℎ𝑟(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥

= ∫ [𝑓 (
𝑎 + 𝑞𝑏

1 + 𝑞
) + 𝑓 ′ ((

𝑎 + 𝑞𝑏

1 + 𝑞
)
+

) (𝑥 −
𝑎 + 𝑞𝑏

1 + 𝑞
)]

𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥

= (𝑏 − 𝑎)𝑓 (
𝑎 + 𝑞𝑏

1 + 𝑞
) + 𝑓 ′ ((

𝑎 + 𝑞𝑏

1 + 𝑞
)
+

)∫ (𝑥 −
𝑎 + 𝑞𝑏

1 + 𝑞
)

𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥

= (𝑏 − 𝑎)𝑓 (
𝑎 + 𝑞𝑏

1 + 𝑞
) + 𝑓 ′ ((

𝑎 + 𝑞𝑏

1 + 𝑞
)
+

) [(𝑏 − 𝑎)
𝑎 + 𝑞𝑏

1 + 𝑞
− (𝑏 − 𝑎)

𝑎 + 𝑞𝑏

1 + 𝑞
] 

= (𝑏 − 𝑎)𝑓 (
𝑎 + 𝑞𝑏

1 + 𝑞
) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥

olur. Benzer şekilde 
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∫ ℎ𝑙(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥 = (𝑏 − 𝑎)𝑓 (

𝑎 + 𝑞𝑏

1 + 𝑞
) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥

olur. Buradan 

𝑓 (
𝑎 + 𝑞𝑏

1 + 𝑞
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥  (2.4.4) 

bulunur. Bu (2.4.1)'deki birinci eşitsizliğin doğru olduğunu gösterir. 

(2.4.1)'deki ikinci eşitsizliği kanıtlamak için, (𝑎, 𝑓(𝑎)) ve (𝑏, 𝑓(𝑏)) noktalarından 

geçen doğrunun denklemini ele alalım: 

ℎ(𝑥) =
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
(𝑥 − 𝑎) + 𝑓(𝑎) 

dır. Bu ise, 𝑓 fonksiyonu konveks olduğundan 

𝑓(𝑥) ≤ ℎ(𝑥) =
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
(𝑥 − 𝑎) + 𝑓(𝑎)  (2.4.5) 

olur. Şimdi [𝑎, 𝑏] aralığında (2.4.5) eşitsizliğinin her iki tarafının sağ kuantum integralini 

alalım:  

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥 ≤ ∫ ℎ(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥

= ∫ [
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
(𝑥 − 𝑎) + 𝑓(𝑎)]

𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥

=
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
∫ (𝑥 − 𝑎)
𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥 + 𝑓(𝑎)∫ 𝑑𝑏−

 
𝑞𝑥

𝑏

𝑎

= (𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎))
(𝑏 − 𝑎)𝑞

1 + 𝑞
+ (𝑏 − 𝑎)𝑓(𝑎)

= (𝑏 − 𝑎)
𝑓(𝑎) + 𝑞𝑓(𝑏)

1 + 𝑞
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olur ve buradan 

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑏−

 
𝑞𝑥

𝑏

𝑎

≤
𝑓(𝑎) + 𝑞𝑓(𝑏)

1 + 𝑞
 (2.4.6) 

bulunur. Bu, (2.4.1)'deki ikinci eşitsizliğin doğru olduğunu gösterir. Böylece (2.4.4) ve 

(2.4.6) eşitsizliklerini birleştirerek istenen eşitsizlik elde edilir.  

Sonuç 2.4.2. Eğer 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ, [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde bir konveks sürekli fonksiyon 

ise, bu takdirde  

𝑓 (
𝑞𝑎+𝑏

1+𝑞
) + 𝑓 (

𝑎+𝑞𝑏

1+𝑞
)

2
≤

1

2(𝑏 − 𝑎)
[∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑞𝑥𝑎+

 +∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑞𝑥𝑏−
 

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

]  (2.4.7) 

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2

dir. 

İspat: (1.9.3) ve (2.4.1) eşitsizliklerini toplayıp ortaya çıkan eşitsizliği 
1

2
 ile çarparak 

istenen eşitsizlik elde edilir. 

Uyarı 2.4.3. Eğer 𝑞 → 1− ise  (2.4.1) ve (2.4.7) eşitsizlikleri klasik Hermite-

Hadamard integral eşitsizliğine indirgenir. Ayrıca konvekslikten 𝑓 (
𝑎+𝑏

2
) ≤

𝑓(
𝑞𝑎+𝑏

1+𝑞
)+𝑓(

𝑎+𝑞𝑏

1+𝑞
)

2

olduğundan, (2.4.7)'deki birinci eşitsizliğin (2.3.8)'deki birinci eşitsizlikten daha iyi 

olduğunu gösterir. 

Teorem 2.4.4. Eğer 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ, [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde bir konveks sürekli 

fonksiyon ise, bu takdirde  

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] ≤

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
 (2.4.8) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Belirli sağ ve sol kuantum integralinin tanımını kullanarak 

∫ 𝑓(𝜏𝑎 + (1 − 𝜏)𝑏)

1

2

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏 + ∫ 𝑓(𝜏𝑎 + (1 − 𝜏)𝑏)

1

1

2

𝑑1−
 
𝑞𝜏  (2.4.9) 



54 

=
(1 − 𝑞)

2
∑𝑞𝑛𝑓 (

𝑞𝑛

2
𝑎 + (1 −

𝑞𝑛

2
) 𝑏)

∞

𝑛=0

 

+(1 − 𝑞) (1 −
1

2
)∑𝑞𝑛𝑓 ((1 −

𝑞𝑛

2
) 𝑎 + (1 − (1 −

𝑞𝑛

2
)) 𝑏)

∞

𝑛=0

 

=
(1 − 𝑞)

𝑏 − 𝑎
(𝑏 −

𝑎 + 𝑏

2
)∑𝑞𝑛𝑓 (

𝑞𝑛

2
𝑎 +

𝑞𝑛

2
𝑏 −

𝑞𝑛

2
𝑏 + (1 −

𝑞𝑛

2
) 𝑏)

∞

𝑛=0

 

+
(1 − 𝑞)

𝑏 − 𝑎
(
𝑎 + 𝑏

2
− 𝑎)∑𝑞𝑛𝑓 (−

𝑞𝑛

2
𝑎 + 𝑎 +

𝑞𝑛

2
𝑏 +

𝑞𝑛

2
𝑎 −

𝑞𝑛

2
𝑎)

∞

𝑛=0

 

=
(1 − 𝑞)

𝑏 − 𝑎
(𝑏 −

𝑎 + 𝑏

2
)∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

+
(1 − 𝑞)

𝑏 − 𝑎
(
𝑎 + 𝑏

2
− 𝑎)∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑎)

∞

𝑛=0

=
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥 +

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥

=
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥]

olur. Benzer şekilde 

∫ 𝑓(𝜏𝑏 + (1 − 𝜏)𝑎)

1

2

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏 + ∫ 𝑓(𝜏𝑏 + (1 − 𝜏)𝑎)

1

1

2

𝑑1−
 
𝑞𝜏  (2.4.10) 

=
(1 − 𝑞)

2
∑𝑞𝑛𝑓 (

𝑞𝑛

2
𝑏 + (1 −

𝑞𝑛

2
) 𝑎)

∞

𝑛=0

 

+
(1 − 𝑞)

2
∑𝑞𝑛𝑓 ((1 −

𝑞𝑛

2
) 𝑏 + (1 − (1 −

𝑞𝑛

2
))𝑎)

∞

𝑛=0

 

=
(1 − 𝑞)

𝑏 − 𝑎
(
𝑎 + 𝑏

2
− 𝑎)∑𝑞𝑛𝑓 (

𝑞𝑛

2
𝑏 +

𝑞𝑛

2
𝑎 −

𝑞𝑛

2
𝑎 + (1 −

𝑞𝑛

2
) 𝑎)

∞

𝑛=0

 

+
(1 − 𝑞)

𝑏 − 𝑎
(𝑏 −

𝑎 + 𝑏

2
)∑𝑞𝑛𝑓 (−

𝑞𝑛

2
𝑏 + 𝑏 +

𝑞𝑛

2
𝑎 +

𝑞𝑛

2
𝑏 −

𝑞𝑛

2
𝑏)

∞

𝑛=0
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=
(1 − 𝑞)

𝑏 − 𝑎
(
𝑎 + 𝑏

2
− 𝑎)∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑎)

∞

𝑛=0

+
(1 − 𝑞)

𝑏 − 𝑎
(𝑏 −

𝑎 + 𝑏

2
)∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

=
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] 

bulunur. Ayrıca, 

∫ 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)

1

2

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏 + ∫ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)

1

1

2

𝑑1−
 
𝑞𝜏  (2.4.11) 

= 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) [∫ 𝑑0+

 
𝑞𝜏 +

1

2

0

∫ 𝑑1−
 
𝑞𝜏

1

1

2

] = 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) [
1

2
+
1

2
] = 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) 

ve 

∫
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2

1

2

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏 + ∫

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2

1

1

2

𝑑1−
 
𝑞𝜏  (2.4.12) 

=
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
[∫ 𝑑0+

 
𝑞𝜏 +

1

2

0

∫ 𝑑1−
 
𝑞𝜏

1

1

2

] =
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2

olur. [0,
1

2
] ve [

1

2
, 1] aralıklarında sırasıyla (2.3.9)'da verilen eşitsizliğin sol ve sağ 

integralleri alınarak 

∫ 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)

1

2

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏  (2.4.13) 

≤
1

2
[∫ 𝑓(𝜏𝑎 + (1 − 𝜏)𝑏)

1

2

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏 + ∫ 𝑓(𝜏𝑏 + (1 − 𝜏)𝑎)

1

2

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏]

≤ ∫
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2

1

2

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

ve 
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∫ 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)

1

1

2

𝑑1−
 
𝑞𝜏  (2.4.14) 

≤
1

2
[∫ 𝑓(𝜏𝑎 + (1 − 𝜏)𝑏)

1

1

2

𝑑1−
 
𝑞𝜏 + ∫ 𝑓(𝜏𝑏 + (1 − 𝜏)𝑎)

1

1

2

𝑑1−
 
𝑞𝜏]

≤ ∫
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2

1

1

2

𝑑1−
 
𝑞𝜏

bulunur. Son olarak, (2.4.13) ve (2.4.14) eşitsizliklerini taraf tarafa toplanarak ve ortaya 

çıkan eşitsizlikte (2.4.9), (2.4.10), (2.4.11) ve (2.4.12) eşitliklerini kullanarak 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] ≤

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2

elde edilir ve bu ispatı tamamlar. 

Uyarı 2.4.5. Eğer 𝑞 → 1− ise (2.4.8) eşitsizliği klasik Hermite-Hadamard integral

eşitsizliğine indirgenir.  

2.5. Sol-Sağ Kuantum İntegralleri ile İlgili Bazı Yamuk Tipli Eşitsizlikler 

Bu alt bölümde, (2.4.8) eşitsizliği ile ilgili yamuk tipi bir özdeşlik sunulmuştur. Daha 

sonra bu özdeşlik yardımcı sonuç olarak kullanılarak, konveks fonksiyonlar için sol-sağ 

kuantum integralleriyle ilişkili bazı yamuk tipi eşitsizlikler tartışılmıştır. 

Lemma 2.5.1. Eğer 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon ve 0 < 𝑞 < 1 olmak üzere 

𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎) ve 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏), [0,1] aralığında sol 

kuantum integrallenebilir ise, bu taktirde 

1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] −

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑎)

2
 (2.5.1) 

=
𝑏 − 𝑎

4
∫ (1 − 𝑞𝜏) ( 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)

1

0

− 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏) ) 𝑑0+

 
𝑞𝜏
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özdeşliği sağlanır. 

İspat: Sol kuantum integralinin lineer özelliğini kullanarak 

∫ (1 − 𝑞𝜏) ( 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)

1

0

− 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)) 𝑑0+

 
𝑞𝜏

= ∫ (1 − 𝑞𝜏) 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

−∫ (1 − 𝑞𝜏) 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

olur. Şimdi 

∫ (1 − 𝑞𝜏) 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏 = Λ1

ve 

∫ (1 − 𝑞𝜏) 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏 = Λ2

ile gösterelim. O halde sol kuantum türevi ve sol kuantum integralinin tanımlarına göre 

Λ1 = ∫ (1 − 𝑞𝜏) 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

 = ∫ 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

−𝑞∫ 𝐷𝑎+ 𝑞𝑓 (𝜏 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

= ∫ [
𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎) − 𝑓 (𝑞𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝜏)𝑎)

(1 − 𝑞) (
𝑎+𝑏

2
− 𝑎) 𝜏

]
1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

−𝑞∫ 𝜏 [
𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎) − 𝑓 (𝑞𝑡 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑡)𝑎)

(1 − 𝑞) (
𝑎+𝑏

2
− 𝑎) 𝜏

]
1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏
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=
2

𝑏 − 𝑎

[

∑𝑓 (𝑞𝑛 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑎)

∞

𝑛=0

−∑𝑓 (𝑞𝑛+1 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛+1)𝑎)

∞

𝑛=0 ]

−
2𝑞

𝑏 − 𝑎

[

∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑎)

∞

𝑛=0

−∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛+1 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛+1)𝑎)

∞

𝑛=0 ]

ve sağ kuantum türevi ve sol kuantum integralinin tanımlarına göre 

Λ2 = ∫ (1 − 𝑞𝜏) 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

= ∫ 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

−𝑞∫ 𝜏 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝑡 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑡)𝑏)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

= ∫ [
𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏) − 𝑓 (𝑞𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝜏)𝑏)

(1 − 𝑞) (
𝑎+𝑏

2
− 𝑎) 𝜏

]
1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

−𝑞∫ 𝜏 [
𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏) − 𝑓 (𝑞𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝜏)𝑏)

(1 − 𝑞) (
𝑎+𝑏

2
− 𝑎) 𝜏

]
1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

= −
2

𝑏 − 𝑎

[

∑𝑓 (𝑞𝑛 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

−∑𝑓 (𝑞𝑛+1 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛+1)𝑏)

∞

𝑛=0 ]

+
2𝑞

𝑏 − 𝑎

[

∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

−∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛+1 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛+1)𝑏)

∞

𝑛=0 ]

= −
2

𝑏 − 𝑎
[𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) − 𝑓(𝑏)]
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+
2𝑞

𝑏 − 𝑎
[∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

−
1

𝑞
∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=1

] 

olur. Öte yandan, 𝑓 fonksiyonunun [𝑎, 𝑏] aralığında sürekliliğinden 

∑𝑓(𝑞𝑛 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑎)

∞

𝑛=0

−∑𝑓 (𝑞𝑛+1 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛+1)𝑎)

∞

𝑛=0

= lim
𝑘→∞

∑[𝑓 (𝑞𝑛 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑎) − 𝑓 (𝑞𝑛+1 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛+1)𝑎)]

𝑘

𝑛=0

= lim
𝑘→∞

[𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) − 𝑓 (𝑞𝑘+1 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑘+1)𝑎)] = 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) − 𝑓(𝑎) 

ve 

∑𝑓(𝑞𝑛 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

−∑𝑓 (𝑞𝑛+1 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛+1)𝑏)

∞

𝑛=0

= 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) − 𝑓(𝑏) 

dir. Bu ise, 

Λ1 =
2

𝑏 − 𝑎
[𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) − 𝑓(𝑎)]  −

2𝑞

𝑏 − 𝑎

[

∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑎)

∞

𝑛=0

−
1

𝑞
∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑎)

∞

𝑛=1 ]

=
2

𝑏 − 𝑎
[𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) − 𝑓(𝑎)] 

−
2𝑞

𝑏 − 𝑎

[

∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑎)

∞

𝑛=0

−
1

𝑞
∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑎)

∞

𝑛=0

+
1

𝑞
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)
]

=
2

𝑏 − 𝑎
[𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) − 𝑓(𝑎)] −

2

𝑏 − 𝑎
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) 
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−
2𝑞

𝑏 − 𝑎
[
𝑞 − 1

𝑞
∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑎)

∞

𝑛=0

] 

=
4

(𝑏 − 𝑎)2
[(1 − 𝑞) (

𝑎 + 𝑏

2
− 𝑎)∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑎)

∞

𝑛=0

]

−
4

𝑏 − 𝑎

𝑓(𝑎)

2

=
4

(𝑏 − 𝑎)2
∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 −

4

𝑏 − 𝑎

𝑓(𝑎)

2

ve 

Λ2 = −
2

𝑏 − 𝑎
[𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) − 𝑓(𝑏)] 

+
2𝑞

𝑏 − 𝑎

[

∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

−
1

𝑞
∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

+
1

𝑞
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)
]

= −
2

𝑏 − 𝑎
[𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) − 𝑓(𝑏)] +

2

𝑏 − 𝑎
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) 

+
2𝑞

𝑏 − 𝑎
[
𝑞 − 1

𝑞
∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

] 

=
4

𝑏 − 𝑎

𝑓(𝑏)

2

−
4

(𝑏 − 𝑎)2
[(1 − 𝑞) (𝑏 −

𝑎 + 𝑏

2
)∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

] 

=
4

𝑏 − 𝑎

𝑓(𝑏)

2
−

4

(𝑏 − 𝑎)2
∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥

bulunur. Böylece 

𝑏 − 𝑎

4
[Λ1 − Λ2] =

1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] −

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2

olur ve bu ispatı tamamlar. 

Uyarı 2.5.2. Eğer 𝑓 fonksiyonu (𝑎, 𝑏) aralığında türevlenebilir ve 𝑞 → 1 ise, bu 

durumda (2.5.1) özdeşliği (1.1.3) özdeşliğine indirgenir. 
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Teorem 2.5.3. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon ve 0 < 𝑞 < 1 olmak üzere 

𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎) ve 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏), [0,1] aralığında sol 

kuantum integrallenebilir olsun. Eğer 
1

𝛼
+

1

𝛽
= 1 olan 𝛼, 𝛽 > 1 için | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓|

𝛽
 ve | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓|

𝛽
,

[𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde konveks ise, bu taktirde aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

|
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] −

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
|  (2.5.2) 

≤
([2]𝑞

−1)
1

𝛽(𝑏 − 𝑎)(Ω(𝑞))
1

𝛼

4

[

(| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

+ 𝑞 | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝑟
)

1

𝛽

+(| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

+ 𝑞 | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝑟
)

1

𝛽

]

 
, 

burada, 

Ω(𝑞) = ∫ (1 − 𝑞𝜏)𝑝
1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏 = (1 − 𝑞)∑𝑞𝑛(1 − 𝑞𝑛+1)𝑝

∞

𝑛=0

dir 

İspat: (2.5.1)'deki özdeşlik ve Kuantum integrali için Hölder eşitsizliği kullanılarak 

|
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] −

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑎)

2
| 

≤
𝑏 − 𝑎

4

[

∫ |(1 − 𝑞𝜏)| | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)|

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

+∫ |(1 − 𝑞𝜏)| | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)|

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏
]

≤
𝑏 − 𝑎

4
(∫ (1 − 𝑞𝜏)𝛼

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏)

1

𝛼

×

[

(∫ | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)|

𝛽1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏)

1

𝛽

+(∫ | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)|

𝛽1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏)

1

𝛽

]

 

bulunur. 
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[𝑎, 𝑏] aralığında | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓|

𝛽
 ve | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓|

𝛽
 fonksiyonlarının konveksliğinden,

| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)|

𝛽

≤ | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

𝜏 + (1 − 𝜏)| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

ve 

| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)|

𝛽

≤ | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

𝜏 + (1 − 𝜏)| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

dır. Ayrıca 

∫ 𝜏
1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏 =

1

1 + 𝑞
=

1

[2]𝑞
 ve ∫ (1 − 𝜏)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏 =

𝑞

1 + 𝑞
=
[2]𝑞 − 1

[2]𝑞

olur. Bu ise, 

|
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] −

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑎)

2
| 

≤
𝑏 − 𝑎

4
(Ω(𝑞))

1

𝛼

[

 (

| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

∫ 𝜏 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

+| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
∫ (1 − 𝜏) 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0 )

1

𝛽

+

(

| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

∫ 𝜏 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

+| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
∫ (1 − 𝜏) 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0 )

1

𝛽

]

 
 

=
𝑏 − 𝑎

4
(Ω(𝑞))

1

𝛼

[

(
| 𝐷𝑎+

 
𝑞
𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([2]𝑞 − 1)  | 𝐷𝑎+

 
𝑞
𝑓(𝑎)|

𝛽

[2]𝑞
)

1
𝛽

+(
𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 |(

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([2]𝑞 − 1)  | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

[2]𝑞
)

1
𝛽

]

 
 

elde edilir ve bu ispatı tamamlar. 
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Teorem 2.5.4. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon ve 0 < 𝑞 < 1 olmak üzere 

𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎) ve 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏), [0,1] aralığında sol 

kuantum integrallenebilir olsun. Eğer 𝛽 ≥ 1 için | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓|

𝛽
 ve | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓|

𝛽
, [𝑎, 𝑏] aralığı

üzerinde konveks ise, bu taktirde aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

|
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] −

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
|  (2.5.3) 

≤
(𝑏 − 𝑎) (

[2]𝑞−𝑞

[2]𝑞
)
1−

1

𝛽

4

[

(

([3]𝑞 − 𝑞[2]𝑞) | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽

[2]𝑞[3]𝑞

+
([3]𝑞([2]𝑞 − 𝑞) − [3]𝑞 + 𝑞[2]𝑞)| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

[2]𝑞[3]𝑞 )

1

𝛽

+

(

([3]𝑞 − 𝑞[2]𝑞) 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 |(

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽

[2]𝑞[3]𝑞

+
([3]𝑞([2]𝑞 − 𝑞) − [3]𝑞 + 𝑞[2]𝑞)| 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

[2]𝑞[3]𝑞 )

1

𝛽

]

 
 . 

İspat: (2.5.1)'deki özdeşlik ve Kuantum integrali için power-mean eşitsizliği 

kullanılarak 

|
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] −

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑎)

2
| 

≤
𝑏 − 𝑎

4

[

∫ |1 − 𝑞𝜏| | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)|

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

+∫ |1 − 𝑞𝜏| | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)|

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏
]
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≤
𝑏 − 𝑎

4

[

(∫ |1 − 𝑞𝜏|
1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏)

1−
1

𝛽

× (∫ |1 − 𝑞𝜏| | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)|

𝛽1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏)

1

𝛽

+(∫ |(1 − 𝑞𝜏)|
1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏)

1−
1

𝛽

× (∫ |1 − 𝑞𝜏| | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)|

𝛽1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏)

1

𝛽

]

 

 

bulunur. 

[𝑎, 𝑏] aralığında | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓|

𝛽
 ve | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓|

𝛽
 fonksiyonlarının konveksliğinden,

|
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] −

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑎)

2
| 

≤
𝑏 − 𝑎

4
(∫ |1 − 𝑞𝜏|

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏)

1−
1

𝛽

×

[

 
 (

| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

∫ (1 − 𝑞𝜏)𝜏 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

+| 𝐷𝑎+ 𝑞𝑓(𝑎)|
𝛽
∫ (1 − 𝑞𝜏)(1 − 𝜏) 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0 )

1

𝛽

+

(

| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

∫ (1 − 𝑞𝜏)𝜏 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

+| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
∫ (1 − 𝑞𝜏)(1 − 𝜏) 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0 )

1

𝛽

]

 
 

olur. Ayrıca, 

∫ (1 − 𝑞𝜏)
1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏 =

[2]𝑞 − 𝑞

[2]𝑞
, ∫ (1 − 𝑞𝜏)𝜏

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏 =

[3]𝑞 − 𝑞[2]𝑞
[2]𝑞[3]𝑞

ve 

∫ (1 − 𝑞𝜏)
1

0

(1 − 𝜏) 𝑑0+
 
𝑞𝜏 =

[3]𝑞([2]𝑞 − 𝑞) − [3]𝑞 + 𝑞[2]𝑞
[2]𝑞[3]𝑞
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dur. Buna göre 

|
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] −

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑎)

2
| 

≤
(𝑏 − 𝑎) (

[2]𝑞−𝑞

[2]𝑞
)
1−

1

𝛽

4

[

(

([3]𝑞 − 𝑞[2]𝑞) | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽

[2]𝑞[3]𝑞

+
([3]𝑞([2]𝑞 − 𝑞) − [3]𝑞 + 𝑞[2]𝑞)| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

[2]𝑞[3]𝑞 )

1

𝛽

+

(

([3]𝑞 − 𝑞[2]𝑞) 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 |(

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽

[2]𝑞[3]𝑞

+
([3]𝑞([2]𝑞 − 𝑞) − [3]𝑞 + 𝑞[2]𝑞)| 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

[2]𝑞[3]𝑞 )

1

𝛽

]

 
 

elde edilir ve bu ispatı tamamlar. 

Uyarı 2.5.5. Eğer 𝑓 fonksiyonu (𝑎, 𝑏) aralığında türevlenebilir ve 𝑞 → 1 ise, (2.5.2) 

ve (2.5.3) eşitsizlikleri sırasıyla (1.5.5) ve (1.5.6) eşitsizliklerine indirgenir.  

Sonuç 2.5.6. Eğer Teorem 2.5.4'te 𝛽 = 1 alınırsa, 2.5.3 eşitsizliği aşağıdaki 

eşitsizliğe indirgenir: 

|
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] −

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
|  (2.5.4) 

≤
(𝑏 − 𝑎)

4

[

([3]𝑞 − 𝑞[2]𝑞) (| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)| + 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 |(

𝑎+𝑏

2
)| )

[2]𝑞[3]𝑞

+
([3]𝑞([2]𝑞 − 𝑞) − [3]𝑞 + 𝑞[2]𝑞)(| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)| + | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|)

[2]𝑞[3]𝑞 ]

 . 

Ek olarak, eğer  𝑓 fonksiyonu (𝑎, 𝑏) aralığında türevlenebilir ve 𝑞 → 1 ise, bu durumda 

yukarıdaki eşitsizlik [22]'deki ikinci sonucu verir. 
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2.6. Sol-Sağ Kuantum İntegralleri ile İlgili Bazı Orta Nokta Tipi Eşitsizlikler 

Bu bölümde, (2.4.8) eşitsizliği ile ilgili orta nokta tipi bir özdeşlik sunulmuştur. Daha 

sonra bu özdeşlik yardımcı sonuç olarak kullanılarak, konveks fonksiyonlar için sol-sağ 

kuantum integralleriyle ilişkili bazı orta nokta tipi eşitsizlikler incelenmiştir. 

Lemma 2.6.1. Eğer 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon ve 0 < 𝑞 < 1 olmak üzere 

𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎) ve 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏), [0,1] aralığında sol 

kuantum integrallenebilir ise, bu taktirde 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) −

1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥]  (2.6.1) 

=
𝑏 − 𝑎

4
∫ 𝑞𝜏 ( 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)

1

0

− 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)) 𝑑0+

 
𝑞𝜏

özdeşliği geçerlidir. 

İspat: Sol kuantum integralinin lineer olması özelliğini kullanarak 

∫ 𝑞𝜏 ( 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎) − 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏))

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏 

= ∫ 𝑞𝜏 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏 

−∫ 𝑞𝜏 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏 

olur. Şimdi 

∫ 𝜏 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏 = Υ1

ve 
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∫ 𝜏 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏 = Υ2

ile gösterelim. O halde sol kuantum türevi ve sol kuantum integralinin tanımlarına göre 

Υ1 = ∫ 𝜏 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

= ∫ 𝜏 [
𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎) − 𝑓 (𝑞𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝜏)𝑎)

(1 − 𝑞) (
𝑎+𝑏

2
− 𝑎) 𝜏

]
1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

=
2

𝑏 − 𝑎

[

∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑎)

∞

𝑛=0

−∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛+1 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛+1)𝑎)

∞

𝑛=0 ]

=
2

𝑞(𝑏 − 𝑎)
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) +

2

𝑏 − 𝑎
[
𝑞 − 1

𝑞
∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑎)

∞

𝑛=0

] 

=
2

𝑞(𝑏 − 𝑎)
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) 

−
4

𝑞(𝑏 − 𝑎)2
[(1 − 𝑞) (

𝑎 + 𝑏

2
− 𝑎)∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑎)

∞

𝑛=0

] 

= 
2

𝑞(𝑏 − 𝑎)
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) −

4

𝑞(𝑏 − 𝑎)2
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥

𝑎+𝑏

2

𝑎

ve sağ kuantum türevi ve sol kuantum integralinin tanımlarına göre 

Υ2 = ∫ 𝜏 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

= ∫ 𝜏 [
𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏) − 𝑓 (𝑞𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝜏)𝑏)

(1 − 𝑞) (
𝑎+𝑏

2
− 𝑏) 𝜏

]
1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏
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= −
2

𝑏 − 𝑎

[

∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

−∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛+1 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛+1)𝑏)

∞

𝑛=0 ]

= −
2

𝑞(𝑏 − 𝑎)
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) −

2

𝑏 − 𝑎
[
𝑞 − 1

𝑞
∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

] 

= −
2

𝑞(𝑏 − 𝑎)
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) 

+
4

𝑞(𝑏 − 𝑎)2
[(1 − 𝑞) (𝑏 −

𝑎 + 𝑏

2
)∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

] 

= −
2

𝑞(𝑏 − 𝑎)
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) +

4

𝑞(𝑏 − 𝑎)2
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑏−

 
𝑞𝑥

𝑏

𝑎+𝑏

2

bulunur. Böylece 

𝑞(𝑏 − 𝑎)

4
[Υ1 − Υ2] = 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) −

1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑡)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥]

olur ve bu ispatı tamamlar. 

Uyarı 2.6.2. Eğer 𝑓 fonksiyonu (𝑎, 𝑏) aralığında türevlenebilir ve 𝑞 → 1 ise, bu 

durumda (2.6.1) özdeşliği (1.1.4) özdeşliğine indirgenir. 

Teorem 2.6.3. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon ve 0 < 𝑞 < 1 olmak üzere 

𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎) ve 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏), [0,1] aralığında sol 

kuantum integrallenebilir olsun. Eğer 
1

𝛼
+

1

𝛽
= 1 olan her 𝛼, 𝛽 > 1 için | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓|

𝛽
 ve

| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓|

𝛽
, [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde konveks ise, bu taktirde

|𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) −

1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥]|  (2.6.2) 
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≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)([1 + 𝛼]𝑞

−1)
1

𝛼

4

[

(
| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([2]𝑞 − 1) | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

[2]𝑞
)

1

𝛽

+(
𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 |(

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([2]𝑞 − 1) | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

[2]𝑞
)

1

𝛽

]

 
 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: (2.6.1)'deki özdeşlik ve Kuantum integrali için Hölder eşitsizliğini kullanarak 

|𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) −

1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥]|

≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4

[

∫ 𝜏 | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)|

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

+∫ 𝜏 | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)|

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏
]

≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4
(∫ 𝜏𝛼

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏)

1

𝛼

[

(∫ | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)|

𝛽1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏)

1

𝛽

+(∫ | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)|

𝛽1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏)

1

𝛽

]

 

elde edilir. 

[𝑎, 𝑏] aralığında | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓|

𝛽
 ve | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓|

𝛽
 fonksiyonlarının konveksliğinden,

|𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) −

1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥]|

≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4
([1 + 𝛼]𝑞

−1)
1

𝛼

×

[

(| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

∫ 𝜏 𝑑0+
 
𝑞𝜏 + | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
∫ (1 − 𝜏) 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0

1

0

)

1

𝛽

+(| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽 

∫ 𝜏 𝑑0+
 
𝑞𝜏 + | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
∫ (1 − 𝜏) 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0

1

0

)

1

𝛽

]
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=
𝑞(𝑏 − 𝑎)([1 + 𝛼]𝑞

−1)
1

𝛼

4

[

(
| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([2]𝑞 − 1) | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

[2]𝑞
)

1

𝛽

+(
𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 |(

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([2]𝑞 − 1) | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

[2]𝑞
)

1

𝛽

]

 
 

elde edilir ve bu ispatı tamamlar. 

Teorem 2.6.4 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon ve 0 < 𝑞 < 1 olmak üzere 

𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎) ve 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏), [0,1] aralığında sol 

kuantum integrallenebilir olsun. Eğer 𝛽 ≥ 1 için | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓|

𝛽
 ve | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓|

𝛽
, [𝑎, 𝑏] aralığı

üzerinde konveks ise, bu taktirde 

|𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) −

1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥]|  (2.6.3) 

≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4[2]𝑞[3]𝑞

1

𝛽

[

([2]𝑞 | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

+ ([3]𝑞 − [2]𝑞)| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
)

1

𝛽

+([2]𝑞 | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

+ ([3]𝑞 − [2]𝑞)| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
)

1

𝛽

]

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: (2.6.1)'deki özdeşlik ve Kuantum integrali için power-mean eşitsizliği 

kullanılarak 

|𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) −

1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥]|

≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4

[

∫ 𝜏 | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)|

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

+∫ 𝜏 | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)|

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏
]
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≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4

[

(∫ 𝜏
1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏)

1−
1

𝛽

(∫ 𝜏 | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)|

𝛽1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏)

1

𝛽

+(∫ 𝜏
1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏)

1−
1

𝛽

(∫ 𝜏 | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)|

𝛽1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏)

1

𝛽

]

 

bulunur. 

[𝑎, 𝑏] aralığında | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓|

𝛽
 ve | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓|

𝛽
 fonksiyonlarının konveksliğinden,

|𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) −

1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥]|

≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)([2]𝑞

−1)
1−

1

𝛽

4

×

[

(| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

∫ 𝜏2 𝑑0+
 
𝑞𝜏 + | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
∫ 𝜏(1 − 𝜏) 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0

1

0

)

1

𝛽

+(| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

∫ 𝜏2 𝑑0+
 
𝑞𝜏 + | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
∫ 𝜏(1 − 𝜏) 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0

1

0

)

1

𝛽

]

 

=
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4[2]𝑞[3]𝑞

1

𝛽

[

([2]𝑞 | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

+ ([3]𝑞 − [2]𝑞)| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
)

1

𝛽

+([2]𝑞 | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

+ ([3]𝑞 − [2]𝑞)| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
)

1

𝛽

]

 

elde edilir ve bu ispatı tamamlar. 

Sonuç 2.6.5. Eğer Teorem 2.6.4'te 𝛽 = 1 alınırsa, (2.6.3) eşitsizliği aşağıdaki 

eşitsizliğe indirgenir: 

|𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) −

1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥]|  (2.6.4) 

≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4[2]𝑞[3]𝑞
 
[

[2]𝑞 (| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)| + | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|)

+([3]𝑞 − [2]𝑞)(| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)| + [2]𝑞

 
+ | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)| )

] 
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Uyarı 2.6.6. Eğer 𝑟 ∈ (0,1), 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 ≥ 0 ve 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛 ≥ 0 ise,

∑(𝑥𝑗 + 𝑦𝑗)
𝑟
≤

𝑛

𝑗=1

∑𝑥𝑗
𝑟

𝑛

𝑗=1

+∑𝑦𝑗
𝑟

𝑛

𝑗=1

eşitsizliği doğrudur. Buna göre 

|𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) −

1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥]|  (2.6.5) 

≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)([1 + 𝛼]𝑞

−1)
1

𝛼

4[2]𝑞

1

𝛽

[
| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)| + 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 |(

𝑎 + 𝑏

2
)|

+([2]𝑞 − 1)
1

𝛽(| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)| + | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)| )

] 

ve 

|𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) −

1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+ 𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥]|  (2.6.6) 

≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4[2]𝑞[3]𝑞

1

𝛽

[
[2]𝑞

1

𝛽 (| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)| + | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)| )

([3]𝑞 − [2]𝑞)
1

𝛽(| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)| + | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)| )

] 

olur. Ayrıca, eğer 𝑓 fonksiyonu (𝑎, 𝑏) aralığında türevlenebilir ve 𝑞 → 1 ise, bu durumda 

(2.6.4), (2.6.5) ve (2.6.6) eşitsizlikleri sırasıyla (1.5.13), (1.5.14) ve (1.5.15) eşitsizliklerine 

indirgenir. 

2.7. Sol-Sağ Kuantum İntegralleri ile İlgili Bazı Bullen ve Simpson Tipi 

Eşitsizlikler 

Bu alt bölümde, önceki alt bölümlerdeki bazı temel tanımlar ve sonuçlar kullanılarak, 

sol-sağ kuantum integralleri ile ilgili bazı ağırlıklı Bullen, Bullen ve Simpson tipi 

eşitsizlikleri elde edilmiştir.  

Lemma 2.7.1. 0 ≤ 𝜃 ≤ 1 bir sabit olsun. Bu taktirde aşağıdaki eşitlikler geçerlidir: 
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 Κ1(𝑞, 𝜃) = ∫ |𝑞𝜏 − 𝜃|
1

0

 𝑑0+
 
𝑞𝜏  (2.7.1) 

=

{

2𝜃2([2]𝑞 − 1) − 𝑞𝜃[2]𝑞 + 𝑞
2

𝑞[2]𝑞
,  0 ≤

𝜃

𝑞
< 1 𝑖𝑠𝑒

𝜃[2]𝑞 − 𝑞

[2]𝑞
, 1 ≤

𝜃

𝑞
 𝑖𝑠𝑒

, 

Κ2(𝑞, 𝜃) = ∫ |𝑞𝜏 − 𝜃|
1

0

𝜏

2
 𝑑0+

 
𝑞𝜏  (2.7.2) 

=

{

𝜃3(2[3]𝑞 − 2[2]𝑞) − 𝑞
2𝜃[3]𝑞 + 𝑞

3[2]𝑞
2𝑞2[2]𝑞[3]𝑞

, 0 ≤
𝜃

𝑞
< 1  𝑖𝑠𝑒

𝜃[3]𝑞 − 𝑞[2]𝑞
2[2]𝑞[3]𝑞

, 1 ≤
𝜃

𝑞
 𝑖𝑠𝑒

. 

İspat: Eğer 𝜃 ∈ [0,1] ve 𝑞 ∈ (0,1) ise, bu durumda 0 ≤ 𝜃 < 𝑞 ve 𝑞 ≤ 𝜃 

eşitsizliklerinden birisi doğrudur. Bu ise 0 ≤
𝜃

𝑞
< 1 yada 1 ≤

𝜃

𝑞
 olur. Şimdi 𝜃 ve 𝑞 sayıları

arasındaki bu ilişkiler göz önüne alındığında, ispat aşağıdaki iki adımda tamamlanır. 

(i) Eğer 0 ≤
𝜃

𝑞
< 1 ise 

∫ |𝑞𝜏 − 𝜃|
1

0

 𝑑0+
 
𝑞𝜏 = 𝑞∫ |𝜏 −

𝜃

𝑞
|

1

0

 𝑑0+
 
𝑞𝜏 

= 𝑞 {∫ |𝜏 −
𝜃

𝑞
|

𝜃

𝑞

0

  𝑑0+
 
𝑞𝜏 + ∫ |𝜏 −

𝜃

𝑞
|

1

𝜃

𝑞

  𝑑0+
 
𝑞𝜏} 

= 𝑞 {∫ (
𝜃

𝑞
− 𝜏)

𝜃

𝑞

0

 𝑑0+
 
𝑞𝜏 + ∫ (𝜏 −

𝜃

𝑞
)

1

𝜃

𝑞

  𝑑0+
 
𝑞𝜏} 

= 𝑞 {  (
𝜃

𝑞
𝜏 −

𝜏2

[2]𝑞
)|
0

𝜃

𝑞

+ (
𝜏2

[2]𝑞
−
𝜃

𝑞
𝜏)|

𝜃

𝑞

1

} 

=
2𝜃2([2]𝑞 − 1) − 𝑞𝜃[2]𝑞 + 𝑞

2

𝑞[2]𝑞

ve 

∫ |𝑞𝜏 − 𝜃|
1

0

𝜏

2
 𝑑0+

 
𝑞𝜏 =

𝑞

2
 ∫ |𝜏 −

𝜃

𝑞
|

1

0

𝜏  𝑑0+
 
𝑞𝜏
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=
𝑞

2
{∫ |𝜏 −

𝜃

𝑞
|

𝜃

𝑞

0

𝜏  𝑑0+
 
𝑞𝜏 + ∫ |𝜏 −

𝜃

𝑞
|

1

𝜃

𝑞

𝜏  𝑑0+
 
𝑞𝜏}

=
𝑞

2
{∫ (

𝜃

𝑞
𝜏 − 𝜏2)

𝜃

𝑞

0

 𝑑0+
 
𝑞𝜏 + ∫ (𝜏2 −

𝜃

𝑞
𝜏)

1

𝜃

𝑞

  𝑑0+
 
𝑞𝜏}

=
𝜃3(2[3]𝑞 − 2[2]𝑞) − 𝑞

2𝜃[3]𝑞 + 𝑞
3[2]𝑞

2𝑞2[2]𝑞[3]𝑞

olur. 

(ii) Eğer 1 ≤
𝜃

𝑞
 ise 

∫ |𝑞𝜏 − 𝜃|
1

0

 𝑑0+
 
𝑞𝜏 = 𝑞∫ |𝜏 −

𝜃

𝑞
|

1

0

  𝑑0+
 
𝑞𝜏 = 𝑞∫ (

𝜃

𝑞
− 𝜏)

1

0

 𝑑0+
 
𝑞𝜏 

=
𝜃[2]𝑞 − 𝑞

[2]𝑞

ve 

∫ |𝑞𝜏 − 𝜃|
1

0

𝜏

2
 𝑑0+

 
𝑞𝜏 =

𝑞

2
 ∫ |𝜏 −

𝜃

𝑞
|

1

0

𝜏  𝑑0+
 
𝑞𝜏 =

𝑞

2
∫ (

𝜃

𝑞
− 𝜏)

1

0

𝜏 𝑑0+
 
𝑞𝜏

=
𝜃[3]𝑞 − 𝑞[2]𝑞
2[2]𝑞[3]𝑞

bulunur ve bu ispatı tamamlar. 

Lemma 2.7.2. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon ve 0 < 𝑞 < 1 olmak üzere 

𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎) ve 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏), [0,1] aralığında sol 

kuantum integrallenebilir olsun. Bu taktirde her 𝜆, 𝜂 ∈ ℝ için aşağıdaki özdeşlik sağlanır: 

𝜆𝑓(𝑎) + 𝜂𝑓(𝑏)

2
+
2 − 𝜆 − 𝜂

2
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)  (2.7.3) 

−
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥]

=
𝑏 − 𝑎

4

{

∫ (𝑞𝜏 − 𝜆) 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

+∫ (𝜂 − 𝑞𝜏) 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏
}

. 
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İspat: 

∫ (𝑞𝜏 − 𝜆) 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏 = Δ1

ve 

∫ (𝜂 − 𝑞𝜏) 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏 = Δ2

ile gösterelim. O halde sol kuantum türevi ve sol kuantum integralinin tanımlarına göre 

Δ1 = ∫ (𝑞𝜏 − 𝜆) 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

= 𝑞∫ 𝜏
1

0

𝑓 (𝜏 (
𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎) − 𝑓 (𝑞𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝜏)𝑎)

(1 − 𝑞) (
𝑎+𝑏

2
− 𝑎) 𝜏

𝑑0+
 
𝑞𝜏

−𝜆∫
𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎) − 𝑓 (𝑞𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝜏)𝑎)

(1 − 𝑞) (
𝑎+𝑏

2
− 𝑎) 𝜏

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

=
2𝑞

𝑏 − 𝑎

[

∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑎)

∞

𝑛=0

−∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛+1 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛+1)𝑎)

∞

𝑛=0 ]

−
2𝜆

𝑏 − 𝑎

[

∑𝑓 (𝑞𝑛 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑎)

∞

𝑛=0

−∑𝑓 (𝑞𝑛+1 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛+1)𝑎)

∞

𝑛=0 ]

=  
2𝑞

𝑏 − 𝑎

[

∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑎)

∞

𝑛=0

−∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛+1 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛+1)𝑎)

∞

𝑛=0 ]

−
2𝜆

𝑏 − 𝑎
[𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) − 𝑓(𝑎)] 

=
2𝑞

𝑏 − 𝑎
[
𝑞 − 1

𝑞
∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑎)

∞

𝑛=0

] 
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+
2(1 − 𝜆)

𝑏 − 𝑎
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) +

2𝜆𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎

=
2𝜆𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
+
2(1 − 𝜆)

𝑏 − 𝑎
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) −

4

(𝑏 − 𝑎)2
∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥

ve sağ kuantum türevi ve sol kuantum integralinin tanımlarına göre 

Δ2 = ∫ (𝜂 − 𝑞𝜏) 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

= 𝜂∫ 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏 

−𝑞∫ 𝜏 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

= 𝜂∫
𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏) − 𝑓 (𝑞𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝜏)𝑏)

(1 − 𝑞) (
𝑎+𝑏

2
− 𝑏) 𝜏

𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

−𝑞∫ 𝜏
1

0

𝑓 (𝜏 (
𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏) − 𝑓 (𝑞𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝜏)𝑏)

(1 − 𝑞) (
𝑎+𝑏

2
− 𝑏) 𝜏

𝑑0+
 
𝑞𝜏

= −
2𝜂

𝑏 − 𝑎

[

∑𝑓 (𝑞𝑛 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

−∑𝑓 (𝑞𝑛+1 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛+1)𝑏)

∞

𝑛=0 ]

+
2𝑞

𝑏 − 𝑎

[

∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

−∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛+1 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛+1)𝑏)

∞

𝑛=0 ]

= −
2𝜂

𝑏 − 𝑎
[𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) − 𝑓(𝑏)]

+
2𝑞

𝑏 − 𝑎

[

∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

−∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛+1 (
𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛+1)𝑏)

∞

𝑛=0 ]
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=
2𝜂

𝑏 − 𝑎
𝑓(𝑏) +

2(1 − 𝜂)

𝑏 − 𝑎
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) 

−
4

(𝑏 − 𝑎)2
[(1 − 𝑞) (𝑏 −

𝑎 + 𝑏

2
)∑𝑞𝑛𝑓 (𝑞𝑛 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝑞𝑛)𝑏)

∞

𝑛=0

] 

=
2𝜂

𝑏 − 𝑎
𝑓(𝑏) +

2(1 − 𝜂)

𝑏 − 𝑎
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) −

4

(𝑏 − 𝑎)2
∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥

bulunur. Böylece 

𝑏 − 𝑎

4
[Δ1 + Δ2]

=
𝜆𝑓(𝑎) + 𝜂𝑓(𝑏)

2
+
2 − 𝜆 − 𝜂

2
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)

−
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥]

olur ve bu ispatı tamamlar. 

Uyarı 2.7.3. Eğer 𝑓 fonksiyonu (𝑎, 𝑏) aralığında türevlenebilir ve 𝑞 → 1 ise, bu 

durumda (2.7.3) özdeşliği (1.1.7) özdeşliğine indirgenir. 

Not: Uzun matematiksel ifadelerden kaçınmak için (2.7.1)'deki özdeşliğin sol tarafı için 

aşağıdaki gösterimi kullanalım: 

ℋ(𝜆, 𝜂, 𝑎, 𝑏, 𝑓) ≔
𝜆𝑓(𝑎) + 𝜂𝑓(𝑏)

2
+
2 − 𝜆 − 𝜂

2
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)  (2.7.4) 

−
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+ 𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥].

Teorem 2.7.4. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon ve 0 < 𝑞 < 1 olmak üzere 

𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎) ve 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏), [0,1] aralığında sol 

kuantum integrallenebilir olsun. Eğer 
1

 𝛼
+

1

𝛽
= 1 olan her 𝛼, 𝛽 > 1 için | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓|

𝛽
 ve

| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓|

𝛽
, [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde konveks ise, bu taktirde aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:
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|ℋ(𝜆, 𝜂, 𝑎, 𝑏, 𝑓) |  (2.7.5) 

≤
𝑏 − 𝑎

4

[

ℳ
1

𝛼(𝑞, 𝜆, 𝛼) (
| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
+ (2[2]𝑞 − 1)| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

2[2]𝑞
)

1

𝛽

+ℳ
1

𝛼(𝑞, 𝜂, 𝛼) (
| 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
+ (2[2]𝑞 − 1)| 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

2[2]𝑞
)

1

𝛽

]

 
 , 

burada 

ℳ(𝑞, 𝜆, 𝛼) = ∫ |𝑞𝜏 − 𝜆|𝛼 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

,ℳ(𝑞, 𝜂, 𝛼) = ∫ |𝜂 − 𝑞𝜏|𝛼 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

ve 𝜆, 𝜂 ∈ [0,1] 

dir. 

İspat: (2.7.3)'teki özdeşlik ve Kuantum integrali için Hölder eşitsizliği kullanılarak 

|ℋ(𝜆, 𝜂, 𝑎, 𝑏, 𝑓) | 

≤
𝑏 − 𝑎

4

[

∫ |𝑞𝜏 − 𝜆| | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)| 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0

+∫ |𝜂 − 𝑞𝜏| | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)| 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0 ]

≤
𝑏 − 𝑎

4

[

(∫ |𝑞𝜏 − 𝜆|𝛼 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

)

1

𝛼

(∫ | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝜏

2
𝑏 + (1 −

𝜏

2
) 𝑎)|

𝛽

𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

)

1

𝛽

+(∫ |𝜂 − 𝑞𝜏|𝛼 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

)

1

𝛼

(∫ | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝜏

2
𝑎 + (1 −

𝜏

2
) 𝑏)|

𝛽

𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

)

1

𝛽

]

 

bulunur. 

[𝑎, 𝑏] aralığında | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓|

𝛽
 ve | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓|

𝛽
 fonksiyonlarının konveksliğinden,

|ℋ(𝜆, 𝜂, 𝑎, 𝑏, 𝑓) | 
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≤
𝑏 − 𝑎

4

[

ℳ
1

𝛼(𝑞, 𝜆, 𝛼)

(

| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
∫

𝜏

2
𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

+| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
∫ (1 −

𝜏

2
) 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0 )

1

𝛽

+ℳ
1

𝛼(𝑞, 𝜂, 𝛼)

(

| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
∫

𝜏

2
𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

+| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
∫ (1 −

𝜏

2
) 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0 )

1

𝛽

]

 
 

=
𝑏 − 𝑎

4

[

ℳ
1

𝛼(𝑞, 𝜆, 𝛼) (
| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
+ (2[2]𝑞 − 1)| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

2[2]𝑞
)

1

𝛽

+ℳ
1

𝛼(𝑞, 𝜂, 𝛼) (
| 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
+ (2[2]𝑞 − 1)| 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

2[2]𝑞
)

1

𝛽

]

 

elde edilir ve bu ispatı tamamlar. 

Sonuç 2.7.5. Teorem 2.7.4'te 𝜆 = 𝜂 =
1

2
,
1

3
,
2

3
 alınırsa, sol-sağ kuantum integralleriyle 

ilgili aşağıdaki Bullen, Simpson ve Hermite-Hadamard tipi eşitsizlikler elde edelir. 

|ℋ (
1

2
,
1

2
, 𝑎, 𝑏, 𝑓)|  (2.7.6) 

≤
𝑏 − 𝑎

4

[

ℳ
1

𝛼 (𝑞,
1

2
, 𝛼) (

| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
+ (2[2]𝑞 − 1)| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

2[2]𝑞
)

1

𝛽

+ℳ
1

𝛼 (𝑞,
1

2
, 𝛼) (

| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
+ (2[2]𝑞 − 1)| 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

2[2]𝑞
)

1

𝛽

]

 
 , 

|ℋ (
1

3
,
1

3
, 𝑎, 𝑏, 𝑓)|  (2.7.7) 

≤
𝑏 − 𝑎

4

[

ℳ
1

𝛼 (𝑞,
1

3
, 𝛼) (

| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
+ (2[2]𝑞 − 1)| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

2[2]𝑞
)

1

𝛽

+ℳ
1

𝑝 (𝑞,
1

3
, 𝛼) (

| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
+ (2[2]𝑞 − 1)| 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

2[2]𝑞
)

1

𝛽

]

 
 , 

|ℋ (
2

3
,
2

3
, 𝑎, 𝑏, 𝑓)|  (2.7.8) 
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≤
𝑏 − 𝑎

4

[

ℳ
1

𝛼 (𝑞,
2

3
, 𝛼) (

| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
+ (2[2]𝑞 − 1)| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

2[2]𝑞
)

1

𝛽

+ℳ
1

𝛼 (𝑞,
2

3
, 𝛼) (

| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
+ (2[2]𝑞 − 1)| 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

2[2]𝑞
)

1

𝛽

]

 
 . 

Genel olarak, eğer Teorem 2.7.4'te 𝜆 = 𝜇 ise, aşağıdaki ağırlıklı kuantum Bullen tipi 

eşitsizliği elde edilir. 

|𝜆
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
+ (1 − 𝜆)𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) −

1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥]|

≤
(𝑏 − 𝑎)ℳ

1

𝛼(𝑞, 𝜆, 𝛼)

4

[

(
| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
+ (2[2]𝑞 − 1)| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

2[2]𝑞
)

1

𝛽

+(
| 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
+ (2[2]𝑞 − 1)| 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

2[2]𝑞
)

1

𝛽

]

 
 , 

burada 

ℳ(𝑞, 𝜆, 𝛼) = ∫ |𝜆 − 𝑞𝜏|𝑝 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

dur. 

Uyarı 2.7.6. Eğer 𝑓 fonksiyonu (𝑎, 𝑏) aralığı üzerinde türevlenebilir ve 𝑞 → 1− ise,

bu durumda (2.7.5), (2.7.6), (2.7.7) ve (2.7.8) eşitsizlikleri sırasıyla aşağıdaki eşitsizliklere 

indirgenir. 

|
𝜆𝑓(𝑎) + 𝜂𝑓(𝑏)

2
+
2 − 𝜆 − 𝜂

2
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

 𝑑𝑥|  (2.7.9) 

≤
(𝑏 − 𝑎)

4

[

(
𝜆𝛼+1 + (1 − 𝜆)𝛼+1

𝛼 + 1
)

1

𝛼

(
|𝑓′(𝑏)|𝛽 + 3|𝑓′(𝑎)|𝛽

4
)

1

𝛽

+(
𝜂𝛼+1 + (1 − 𝜂)𝛼+1

𝛼 + 1
)

1

𝛼

(
|𝑓′(𝑎)|𝛽 + 3|𝑓′(𝑏)|𝛽

4
)

1

𝛽

]

 
, 

|
1

4
[𝑓(𝑏) + 2𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑎)] −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

 𝑑𝑥|  (2.7.10) 
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≤
𝑏 − 𝑎

8
(

1

1 + 𝛼
)

1

𝛼

[(
|𝑓′(𝑏)|𝛽 + 3|𝑓′(𝑎)|𝛽

4
)

1

𝛽

+ (
|𝑓′(𝑎)|𝛽 + 3|𝑓′(𝑏)|𝛽

4
)

1

𝛽

], 

|
1

3
[
𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑎)

2
+ 2𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)] −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

 𝑑𝑥|  (2.7.11) 

≤
𝑏 − 𝑎

12
(
2𝛼+1 + 1

3(𝛼 + 1)
)

1

𝛼

[(
|𝑓′(𝑏)|𝛽 + 3|𝑓′(𝑎)|𝛽

4
)

1

𝛽

+ (
|𝑓′(𝑎)|𝛽 + 3|𝑓′(𝑏)|𝛽

4
)

1

𝛽

] , 

|
1

3
[𝑓(𝑏) + 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑎)] −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

 𝑑𝑥|  (2.7.12) 

≤
𝑏 − 𝑎

12
(
2𝛼+1 + 1

3(𝛼 + 1)
)

1

𝛼

[(
|𝑓′(𝑏)|𝛽 + 3|𝑓′(𝑎)|𝛽

4
)

1

𝛽

+ (
|𝑓′(𝑎)|𝛽 + 3|𝑓′(𝑏)|𝛽

4
)

1

𝛽

]. 

Teorem 2.7.7. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon ve 0 < 𝑞 < 1 olmak üzere 

𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎) ve 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏), [0,1] aralığında sol 

kuantum integrallenebilir olsun. Eğer 𝛽 ≥ 1 için | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓|

𝛽
 ve | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓|

𝛽
, [𝑎, 𝑏] aralığı

üzerinde konveks ise, bu taktirde aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir: 

|ℋ(𝜆, 𝜂, 𝑎, 𝑏, 𝑓) |  (2.7.13) 

≤
𝑏 − 𝑎

4

[

Κ1
1−

1

𝛽(𝑞, 𝜆) (
Κ2(𝑞, 𝜆)| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

+(Κ1(𝑞, 𝜆) − Κ2(𝑞, 𝜆))| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
)

1

𝛽

+Κ1
1−

1

𝛽(𝑞, 𝜂) (
Κ2(𝑞, 𝜂)| 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝑟

+(Κ1(𝑞, 𝜂) − Κ2(𝑞, 𝜂))| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽)

1

𝛽

]

 
 , 

burada, 𝜆, 𝜂 ∈ [0,1] ve Κ1(𝑞, 𝜆), Κ1(𝑞, 𝜂), Κ2(𝑞, 𝜆) ve Κ2(𝑞, 𝜂) Lemma 2.7.1'de verilmiştir.

 İspat: (2.7.3)'teki özdeşlik ve Kuantum integrali için power-mean eşitsizliği 

kullanılarak 

|ℋ(𝜆, 𝜂, 𝑎, 𝑏, 𝑓)| 
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≤
𝑏 − 𝑎

4

[

∫ |𝑞𝜏 − 𝜆| | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)| 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0

+∫ |𝜂 − 𝑞𝜏| | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)| 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0 ]

≤
𝑏 − 𝑎

4

[

(∫ |𝑞𝜏 − 𝜆| 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

)

1−
1

𝛽

× (∫ |𝑞𝜏 − 𝜆| | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝜏

2
𝑏 + (1 −

𝜏

2
) 𝑎)|

𝛽

𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

)

1

𝛽

+(∫ |𝜂 − 𝑞𝜏| 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

)

1−
1

𝛽

× (∫ |𝜂 − 𝑞𝜏| | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝜏

2
𝑎 + (1 −

𝜏

2
) 𝑏)|

𝛽

𝑑0+
 
𝑞𝑡

1

0

)

1

𝛽

]

 

 

bulunur. 

[𝑎, 𝑏] aralığında | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓|

𝛽
 ve | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓|

𝛽
 fonksiyonlarının konveksliğinden,

|ℋ(𝜆, 𝜂, 𝑎, 𝑏, 𝑓) | 

≤
𝑏 − 𝑎

4

[

(∫ |𝑞𝜏 − 𝜆| 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

)

1−
1

𝛽

×

(

| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
∫ |𝑞𝜏 − 𝜆|

𝜏

2
𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

+| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
∫ |𝑞𝜏 − 𝜆| (1 −

𝜏

2
) 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0 )

1

𝛽

+(∫ |𝜂 − 𝑞𝜏| 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

)

1−
1

𝛽

×

(

| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
∫ |𝜂 − 𝑞𝜏|

𝜏

2
𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

+| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
∫ |𝜂 − 𝑞𝜏| (1 −

𝜏

2
) 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0 )

1

𝛽

]

 
 

 

=
𝑏 − 𝑎

4

[

Κ1
1−

1
𝛽(𝑞, 𝜆) (Κ2(𝑞, 𝜆) | 𝐷𝑎+

 
𝑞
𝑓(𝑏)|

𝛽
+ (Κ1(𝑞, 𝜆)−Κ2(𝑞, 𝜆)) | 𝐷𝑎+

 
𝑞
𝑓(𝑎)|

𝛽
)

1
𝛽

+Κ1
1−

1
𝛽(𝑞, 𝜂) (Κ2(𝑞, 𝜂) | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝑟
+ (Κ1(𝑞, 𝜂)−Κ2(𝑞, 𝜂)) | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
)

1
𝛽

]
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elde edilir ve bu ispatı tamamlar. 

Sonuç 2.7.8. Eğer Teorem 2.7.7'de 𝛽 = 1 alınırsa, 2.7.13 eşitsizliği aşağıdaki 

eşitsizliğe indirgenir: 

|ℋ(𝜆, 𝜂, 𝑎, 𝑏, 𝑓) |  (2.7.14) 

≤
𝑏 − 𝑎

4
[
(Κ2(𝑞, 𝜆)| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑏)| + (Κ1(𝑞, 𝜆) − Κ1(𝑞, 𝜆))| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|)

+(Κ2(𝑞, 𝜂)| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑎)| + (Κ1(𝑞, 𝜂) − Κ1(𝑞, 𝜂))| 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|)

]. 

Sonuç 2.7.9. Teorem 2.7.7'de 𝜆 = 𝜂 =
1

2
,
1

3
,
2

3
 alınırsa, sol-sağ kuantum integralleriyle 

ilgili aşağıdaki Bullen, Simpson ve Hermite-Hadamard tipi eşitsizlikleri elde edelir. 

|ℋ (
1

2
,
1

2
, 𝑎, 𝑏, 𝑓)|  (2.7.15) 

≤
(𝑏 − 𝑎)Κ1

1−
1

𝛽 (𝑞,
1

2
)

4

[

(

Κ2 (𝑞,
1

2
) | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

+(Κ1 (𝑞,
1

2
) − Κ2 (𝑞,

1

2
)) | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

)

1

𝛽

+

(

Κ2 (𝑞,
1

2
) | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

+(Κ1 (𝑞,
1

2
) − Κ2 (𝑞,

1

2
)) | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

)

1

𝛽

]

 
 , 

|ℋ (
1

3
,
1

3
, 𝑎, 𝑏, 𝑓)|  (2.7.16) 

≤
(𝑏 − 𝑎)Κ1

1−
1

𝛽 (𝑞,
1

3
)

4

[

(

Κ2 (𝑞,
1

3
) | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

+(Κ1 (𝑞,
1

3
) − Κ2 (𝑞,

1

3
)) | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

)

1

𝛽

+

(

Κ2 (𝑞,
1

3
) | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

+(Κ1 (𝑞,
1

2
) − Κ2 (𝑞,

1

3
)) | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

)

1

𝛽

]

 
 , 

|ℋ (
2

3
,
2

3
, 𝑎, 𝑏, 𝑓)|  (2.7.17) 
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≤
(𝑏 − 𝑎)Κ1

1−
1

𝛽 (𝑞,
2

3
)

4

[

(

Κ2 (𝑞,
2

3
) | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

+(Κ1 (𝑞,
2

3
) − Κ2 (𝑞,

2

3
)) | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

)

1

𝛽

+

(

Κ(𝑞,
2

3
) | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

+(Κ1 (𝑞,
2

3
) − Κ2 (𝑞,

2

3
)) | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

)

1

𝛽

]

 
 . 

Genel olarak, eğer Teorem 2.7.7'de 𝜆 = 𝜇 ise, aşağıdaki ağırlıklı kuantum Bullen tipi 

eşitsizliği elde edilir: 

|𝜆
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
+ (1 − 𝜆)𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) −

1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑡 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥]| 

≤
(𝑏 − 𝑎)Κ1

1−
1

𝑟(𝑞, 𝜆)

4
[

(Κ2(𝑞, 𝜆)| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
+ Ω(𝑞, 𝜆)| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
)

1

𝛽

+(Κ2(𝑞, 𝜆)| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
+ Ω(𝑞, 𝜆)| 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝑟
)

1

𝛽

]

, 

burada, Κ1(𝑞, 𝜆) ve Κ2(𝑞, 𝜆) Lemma 2.7.1'de verilmiştir.

Uyarı 2.7.10. Eğer 𝑓 fonksiyonu (𝑎, 𝑏) aralığı üzerinde türevlenebilir ve 𝑞 → 1− ise,

bu durumda (2.7.13), (2.7.15), (2.7.16), ve (2.7.17) eşitsizlikleri sırasıyla  (1.6.10), 

(1.6.11), (1.6.12) ve (1.6.13) eşitsizliklerine indirgenir. 

Uyarı 2.7.11. Eğer Sonuç 2.7.9'de 𝛽 = 1, 𝑓 fonksiyonu (𝑎, 𝑏) aralığı üzerinde 

türevlenebilir ve 𝑞 → 1− ise, bu durumda (2.7.15), (2.7.16), ve (2.7.17) eşitsizlikleri

sırasıyla  (1.6.14), (1.6.15) ve (1.6.16) eşitsizliklerine indirgenir. 

Örnek 2.7.12. 𝑓: [−1,2] →  ℝ fonksiyonu 𝑓(𝑥) = 𝑥2 ile tanımlansın. Bu takdirde

açıkça, 𝜏 ∈ [0,1] için  

𝐷−1+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

−1 + 2

2
) + (1 − 𝜏)(−1)) 

=
𝑓 (𝜏 (

−1+2

2
) + (1 − 𝜏)(−1)) − 𝑓 (𝑞𝜏 (

−1+2

2
) + (1 − 𝑞𝜏)(−1))

(1 − 𝑞) (
−1+2

2
− (1)) 𝜏
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=
3 + 3𝑞

2
𝜏 − 2 

ve 

𝐷2−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

−1 + 2

2
) + (1 − 𝜏)2) 

=
𝑓 (𝜏 (

−1+2

2
) + (1 − 𝜏)2) − 𝑓 (𝑞𝜏 (

−1+2

2
) + (1 − 𝑞𝜏)2)

(1 − 𝑞) (
−1+2

2
− 2) 𝜏

= 4 −
3 + 3𝑞

2
𝜏 

fonksiyonları [0,1] aralığında 𝑞0+-integrallenebilirdir. Ek olarak,

| 𝐷−1+
 
𝑞𝑓(𝑥)| = |(1 + 𝑞)𝑥 + 𝑞 − 1|

ve 

| 𝐷2−
 
𝑞𝑓(𝑥)| = |(1 + 𝑞)𝑥 − 2𝑞 + 2|

fonksiyonları [−1,2] üzerinde konvekstir. Dolayısıyla, 𝑓(𝑥) fonksiyonu, Sonuç 2.7.8'de 

belirtilen varsayımları karşılar ve (2.7.14) eşitsizliğin sol ve sağ tarafları şu hale gelir: 

𝐿(𝑞, 𝜆, 𝜂) ≔ |
2 + 3𝜆 + 15𝜂

8
−
20𝑞3 + 4𝑞2 + 22𝑞 + 2

8(1 + 𝑞)(1 + 𝑞 + 𝑞2)
| 

ve 

𝑅(𝑞, 𝜆, 𝜂) ≔
3

4
[
(Κ2(𝑞, 𝜆)(3𝑞 + 1) + (Κ1(𝑞, 𝜆) − Κ2(𝑞, 𝜆))2)

+(Κ2(𝑞, 𝜂)|1 − 3𝑞| + (Κ1(𝑞, 𝜂) − Κ2(𝑞, 𝜂))4)
],

 burada 

Κ2(𝑞, 𝜃) =

{

𝜃3(2[3]𝑞 − 2[2]𝑞) − 𝑞
2𝜃[3]𝑞 + 𝑞

3[2]𝑞
2𝑞2[2]𝑞[3]𝑞

, 0 ≤
𝜃

𝑞
< 1  𝑖𝑠𝑒

𝜃[3]𝑞 − 𝑞[2]𝑞
2[2]𝑞[3]𝑞

, 1 ≤
𝜃

𝑞
 𝑖𝑠𝑒

, 

Κ1(𝑞, 𝜃) =

{

2𝜃2([2]𝑞 − 1) − 𝑞𝜃[2]𝑞 + 𝑞
2

𝑞[2]𝑞
,  0 ≤

𝜃

𝑞
< 1 𝑖𝑠𝑒

𝜃[2]𝑞 − 𝑞

[2]𝑞
, 1 ≤

𝜃

𝑞
 𝑖𝑠𝑒

, 

olur. Buradan 
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𝐿(𝑞, 𝜆, 𝜂) ≤ 𝑅(𝑞, 𝜆, 𝜂)  (2.7.18) 

olur. Yukarıdaki eşitsizliğin geometrik yorumu için 𝜆, 𝜂 ve 𝑞'dan bir veya iki parametrenin 

sabit kabul edilmesi gerekir. Örneğin, eğer 𝑞 parametresi sabit ise, (2.7.18) eşitsizliğin her 

iki tarafı da iki değişkenli fonksiyonlar haline gelir. Bu durumda, 𝑞'nun bazı özel değerleri 

için (2.7.18) eşitsizliğin geometrik davranışı aşağıdaki şekillerde gösterilmiştir: 

Şekil 6. 𝑞 = 0.3 için (2.7.18) eşitsizliğin

             grafiği.
Şekil 7. 𝑞 = 0.99 için (2.7.18)

             eşitsizliğin grafiği

Benzer şekilde eğer 𝜆 ve 𝜂 parametreleri sabit alınırsa, (2.7.18) eşitsizliğin her iki tarafı da 

tek değişkenli fonksiyonlar haline gelir. Bu durumda, 𝜆 ve 𝜂'nın bazı özel değerleri için, 

(2.7.18) eşitsizliğin her iki tarafındaki fonksiyonların geometrik davranışı aşağıdaki 

şekillerde gösterilmiştir. Ayrıca aşağıdaki şekiller (2.7.18) eşitsizliğin her iki tarafındaki 

fonksiyonların 𝑞 bire yaklaşırken gerçek değerlerine yakınsamasının davranışını 

açıklamaktadır.  
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Şekil 8. 𝜆 = 𝜂 =
1

2
 için (2.7.18) 

eşitsizliğin grafiği 

Şekil 9. 𝜆 = 𝜂 =
1

3
 için (2.7.18) 

eşitsizliğin grafiği 

2.8. Hölder ve Power-Mean İntegral Eşitsizliklerinin Bazı Yeni   

İyileştirmelerinin Sol ve Sağ Kuantum İntegral Benzerleri 

Bu alt bölümde, sol ve sağ kuantum integralleri ile ilgili Hölder-İşcan ve geliştirilmiş 

power-mean eşitsizliklerinin genel versiyonları ve bunların özel durumları tartışılmıştır. 

Teorem 2.8.1. 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonlar [𝑎, 𝑏] ⊆ ℝ aralığında tanımlanmış olsun. Eğer 

𝛼 > 1 ve 
1

𝛼
+

1

𝛽
= 1 için |𝑓|𝛼 , |𝑔|𝛽 fonksiyonları [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde sol ve sağ

kuantum integrallenebilir ise, bu takdirde aşağıdaki eşitsizlikler geçerlidir: 

∫ |𝑓(𝑥)|
𝑏

𝑎

|𝑔(𝑥)| 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥  (2.8.1) 

≤∑(∫ 𝜇𝑘(𝑥)
𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥)|𝛼 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1

𝛼

(∫ 𝜇𝑘(𝑥)
𝑏

𝑎

|𝑔(𝑥)|𝛽 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1

𝛽
𝑛

𝑘=1

≤ (∫ |𝑓(𝑥)|𝛼
𝑏

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1

𝛼

(∫ |𝑔(𝑥)|𝛽
𝑏

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1

𝛽

ve 

∫ |𝑓(𝑥)|
𝑏

𝑎

|𝑔(𝑥)| 𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥  (2.8.2) 



88 

≤∑(∫ 𝜇𝑘(𝑥)
𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥)|𝛼 𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥)

1

𝛼

(∫ 𝜇𝑘(𝑥)
𝑏

𝑎

|𝑔(𝑥)|𝛽 𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥)

1

𝛽
𝑛

𝑘=1

≤ (∫ |𝑓(𝑥)|𝛼
𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥)

1

𝛼

(∫ |𝑔(𝑥)|𝛽
𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥)

1

𝛽

, 

burada 𝜇𝑘: [𝑎, 𝑏] → [0,∞), her 𝑘 = 1,⋯ , 𝑛 için sürekli bir fonksiyon ve her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için

∑ 𝜇𝑘(𝑥) = 1
𝑛
𝑘=1  dir. 

İspat: 𝜇𝑘: [𝑎, 𝑏] → [0,∞), 𝑘 = 1,⋯ , 𝑛 fonksiyonlarının ∑ 𝜇𝑘(𝑥) = 1
𝑛
𝑘=1

özelliğinden 

∫ |𝑓(𝑥)|
𝑏

𝑎

|𝑔(𝑥)| 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 = ∫ ∑𝜇𝑘(𝑥)|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|

𝑛

𝑘=1

𝑏

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥

= ∑∫ |𝜇𝑘(𝑥)𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)| 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥

𝑏

𝑎

𝑛

𝑘=1

=∑∫ |𝜇𝑘

1

𝛼(𝑥)𝑓(𝑥)𝜇𝑘

1

𝛽(𝑥)𝑔(𝑥)| 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥

𝑏

𝑎

𝑛

𝑘=1

olur. Öte yandan (2.5.1) eşitsizliğine göre her 𝑘 = 1,⋯ , 𝑛 için 

∫ |𝜇𝑘

1

𝛼(𝑥)𝑓(𝑥)𝜇𝑘

1

𝛽(𝑥)𝑔(𝑥)| 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥

𝑏

𝑎

≤ (∫ 𝜇𝑘(𝑥)
𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥)|𝛼 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1

𝛼

(∫ 𝜇𝑘(𝑥)
𝑏

𝑎

|𝑔(𝑥)|𝛽 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1

𝛽

bulunur. Buradan 

∑∫ |𝜇𝑘

1

𝛼(𝑥)𝑓(𝑥)𝜇𝑘

1

𝛽(𝑥)𝑔(𝑥)| 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥

𝑏

𝑎

𝑛

𝑘=1

≤∑(∫ 𝜇𝑘(𝑥)
𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥)|𝛼 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1

𝛼

(∫ 𝜇𝑘(𝑥)
𝑏

𝑎

|𝑔(𝑥)|𝛽 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1

𝛽
𝑛

𝑘=1
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olur. Böylece (2.8.1)'deki birinci eşitsizlik elde edilir. 

Şimdi (2.8.1)'deki ikinci eşitsizliğin ispatı için aşağıdaki iki durumu ele alalım: 

1. durum: Eğer

(∫ |𝑓(𝑥)|𝛼
𝑏

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1

𝛼

(∫ |𝑔(𝑥)|𝛽
𝑏

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1

𝛽

= 0 

ise, bu taktirde sol kuantum integralinin tanımına göre her 𝑛 ∈ ℕ ∪ {0} için |𝑓(𝑞𝑛𝑏 +

(1 − 𝑞𝑛)𝑎)| = 0 veya |𝑔(𝑞𝑛𝑏 + (1 − 𝑞𝑛)𝑎)| = 0 olur. Böylece

∫ |𝑓(𝑥)|
𝑏

𝑎

|𝑔(𝑥)| 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 = 0 

olur. Dolayısıyla (2.8.1)'deki ikinci eşitsizlik bu durumda geçerlidir. 

2. durum: Eğer

(∫ |𝑓(𝑥)|𝛼
𝑏

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1

𝛼

(∫ |𝑔(𝑥)|𝛽
𝑏

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1

𝛽

≠ 0 

ise, bu taktirde 

∑ (∫ 𝜇𝑘(𝑥)
𝑏

𝑎
|𝑓(𝑥)|𝛼 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥)

1

𝛼
(∫ 𝜇𝑘(𝑥)

𝑏

𝑎
|𝑔(𝑥)|𝛽 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥)

1

𝛽𝑛
𝑘=1

(∫ |𝑓(𝑥)|𝛼
𝑏

𝑎
𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1

𝛼
(∫ |𝑔(𝑥)|𝛽

𝑏

𝑎
𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1

𝛽

=∑(
∫ 𝜇𝑘(𝑥)
𝑏

𝑎
|𝑓(𝑥)|𝛼 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥

∫ |𝑓(𝑥)|𝛼
𝑏

𝑎
𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥

)

1

𝛼

(
∫ 𝜇𝑘(𝑥)
𝑏

𝑎
|𝑔(𝑥)|𝛽 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥

∫ |𝑔(𝑥)|𝛽
𝑏

𝑎
𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥

)

1

𝛽𝑛

𝑘=1

olur. Şimdi, iyi bilinen Young eşitsizliği kullanılarak 

∑(
∫ 𝜇𝑘(𝑥)
𝑏

𝑎
|𝑓(𝑥)|𝛼 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥

∫ |𝑓(𝑥)|𝛼
𝑏

𝑎
𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥

)

1

𝛼

(
∫ 𝜇𝑘(𝑥)
𝑏

𝑎
|𝑔(𝑥)|𝛽 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥

∫ |𝑔(𝑥)|𝛽
𝑏

𝑎
𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥

)

1

𝛽𝑛

𝑘=1
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≤∑[
∫ 𝜇𝑘(𝑥)
𝑏

𝑎
|𝑓(𝑥)|𝛼 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥

𝛼 ∫ |𝑓(𝑥)|𝛼
𝑏

𝑎
𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥

+
∫ 𝜇𝑘(𝑥)
𝑏

𝑎
|𝑔(𝑥)|𝛽 𝑑𝑎+

 
𝑞𝑥

𝛽 ∫ |𝑔(𝑥)|𝛽
𝑏

𝑎
𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥

]

𝑛

𝑘=1

=
1

𝛼
+
1

𝛽
= 1 

bulunur. Dolayısıyla (2.8.1)'deki ikinci eşitsizlik bu durumda da geçerlidir. 

(2.8.2)'deki eşitsizlikler benzer şekilde kanıtlanabilir. 

Sonuç 2.8.2. 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonlar [𝑎, 𝑏] ⊆ ℝ aralığında tanımlanmış olsun. Eğer 𝛼 ≥

1 için |𝑓|, |𝑓||𝑔|𝛼 fonksiyonları [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde sol ve sağ kuantum integrallenebilir

ise, bu takdirde aşağıdaki eşitsizlikler sağlanır: 

∫ |𝑓(𝑥)|
𝑏

𝑎

|𝑔(𝑥)| 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥  (2.8.3) 

≤∑(∫ 𝜇𝑘(𝑥)
𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1−
1

𝛼

(∫ 𝜇𝑘(𝑥)
𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝛼 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1

𝛼
𝑛

𝑘=1

≤ (∫ |𝑓(𝑥)|
𝑏

𝑎

𝑑𝑎+ 𝑞𝑥)

1−
1

𝛼

(∫ |𝑓(𝑥)|
𝑏

𝑎

|𝑔(𝑥)|𝛼 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1

𝛼

∫ |𝑓(𝑥)|
𝑏

𝑎

|𝑔(𝑥)| 𝑑𝑏−
 
𝑞
𝑥  (2.8.4) 

≤∑(∫ 𝜇𝑘(𝑥)
𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑏−
 
𝑞
𝑥)

1−
1

𝛼

(∫ 𝜇𝑘(𝑥)
𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝛼 𝑑𝑏−
 
𝑞
𝑥)

1

𝛼
𝑛

𝑘=1

≤ (∫ |𝑓(𝑥)|
𝑏

𝑎

𝑑𝑏−
 
𝑞
𝑥)

1−
1

𝛼

(∫ |𝑓(𝑥)|
𝑏

𝑎

|𝑔(𝑥)|𝛼 𝑑𝑏−
 
𝑞
𝑥)

1

𝛼

, 

burada 𝜇𝑘: [𝑎, 𝑏] → [0,∞), her 𝑘 = 1,⋯ , 𝑛 için sürekli bir fonksiyon ve her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için

∑ 𝜇𝑘(𝑥) = 1
𝑛
𝑘=1  dir.

İspat: 𝛼 = 1 için (2.8.3) ve (2.8.4)'teki eşitlik açıktır. Eğer 𝛼 > 1 ise, bu durumda 

sırasıyla (2.8.1) ve (2.8.2)'de |𝑓| = |𝑓|
1

𝛼|𝑔| ve |𝑔| = |𝑓|1−
1

𝛼 yerine konularak (2.8.3) ve 

(2.8.4)'deki eşitsizlikler elde edilir. 

Uyarı 2.8.3. Eğer Teorem 2.8.1’de 𝑛 = 2, 𝜇1(𝑥) =
𝑏−𝑥

𝑏−𝑎
, ve 𝜇2(𝑥) =

𝑥−𝑎

𝑏−𝑎
alınırsa 

aşağıdaki eşitsizlikler elde edilir. 
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∫ |𝑓(𝑥)|
𝑏

𝑎

|𝑔(𝑥)| 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥  (2.8.5) 

≤
1

𝑏 − 𝑎

{

(∫ (𝑏 − 𝑥)
𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥)|𝛼 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1

𝛼

(∫ (𝑏 − 𝑥)
𝑏

𝑎

|𝑔(𝑥)|𝛽 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1

𝛽

+(∫ (𝑥 − 𝑎)
𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥)|𝛼 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1

𝛼

(∫ (𝑥 − 𝑎)
𝑏

𝑎

|𝑔(𝑥)|𝛽 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1

𝛽

}

 

ve 

∫ |𝑓(𝑥)|
𝑏

𝑎

|𝑔(𝑥)| 𝑑𝑏−
 
𝑞
𝑥  (2.8.6) 

≤
1

𝑏 − 𝑎

{

(∫ (𝑏 − 𝑥)
𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥)|𝛼 𝑑𝑏−
 
𝑞
𝑥)

1

𝛼

(∫ (𝑏 − 𝑥)
𝑏

𝑎

|𝑔(𝑥)|𝛽 𝑑𝑏−
 
𝑞
𝑥)

1

𝛽

+(∫ (𝑥 − 𝑎)
𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥)|𝛼 𝑑𝑏−
 
𝑞
𝑥)

1

𝛼

(∫ (𝑥 − 𝑎)
𝑏

𝑎

|𝑔(𝑥)|𝛽 𝑑𝑏−
 
𝑞
𝑥)

1

𝛽

}

 
. 

(2.8.5) eşitsizliğinin (𝑝, 𝑞)-versiyonu [81]'de verilmiştir. Ayrıca, eğer 𝑓 fonksiyonu 

[𝑎, 𝑏] aralığında integrallenebilir ve 𝑞 → 1− ise, bu durumda (2.8.5) ve (2.8.6) eşitsizlikleri

(1.4.9) eşitsizliğine indirgenir. 

Uyarı 2.8.4. Eğer Sonuç 2.8.2’de 𝑛 = 2, 𝜇1(𝑥) =
𝑏−𝑥

𝑏−𝑎
, ve 𝜇2(𝑥) =

𝑥−𝑎

𝑏−𝑎
alınırsa 

aşağıdaki eşitsizlikler elde edilir. 

∫ |𝑓(𝑥)|
𝑏

𝑎

|𝑔(𝑥)| 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥  (2.8.7) 

≤
1

𝑏 − 𝑎

{

(∫ (𝑏 − 𝑥)
𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1−
1

𝛼

(∫ (𝑏 − 𝑥)
𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝛼 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1

𝛼

+(∫ (𝑥 − 𝑎)
𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1−
1

𝛼

(∫ (𝑥 − 𝑎)
𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝛼 𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥)

1

𝛼

}

 

ve 

∫ |𝑓(𝑥)|
𝑏

𝑎

|𝑔(𝑥)| 𝑑𝑏−
 
𝑞
𝑥  (2.8.8) 
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≤
1

𝑏 − 𝑎

{

(∫ (𝑏 − 𝑥)
𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑏−
 
𝑞
𝑥)

1−
1

𝛼

(∫ (𝑏 − 𝑥)
𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝛼 𝑑𝑏−
 
𝑞
𝑥)

1

𝛼

+(∫ (𝑥 − 𝑎)
𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑏−
 
𝑞
𝑥)

1−
1

𝛼

(∫ (𝑥 − 𝑎)
𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝛼 𝑑𝑏−
 
𝑞
𝑥)

1

𝛼

}

 
. 

(2.8.7) eşitsizliğinin (𝑝, 𝑞)-versiyonu [81]'de verilmiştir. Ayrıca, eğer 𝑓 fonksiyonu 

[𝑎, 𝑏] aralığında integrallenebilir ve 𝑞 → 1− ise, bu durumda (2.8.7) ve (2.8.8) eşitsizlikleri

(1.4.11)'deki ikinci eşitsizliğe indirgenir.  

2.9. Sol ve Sağ Kuantum İntegralleri ile İlgili Bazı Yamuk Tipi Eşitsizliklerin 

İyileştirmeleri 

Bu alt bölümde, 5. ve 8. alt bölümlerin sonuçlarına göre, sol ve sağ kuantum 

integralleriyle ilgili bazı yamuk tipi eşitsizliklerin iyileştirmeleri tartışılmıştır.  

Teorem 2.9.1. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon ve 0 < 𝑞 < 1 olmak üzere 

𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎) ve 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏), [0,1] aralığında sol 

kuantum integrallenebilir olsun. Eğer 
1

𝛼
+

1

𝛽
= 1 olan 𝛼, 𝛽 > 1 için | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓|

𝛽
 ve | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓|

𝛽
,

[𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde konveks ise, bu taktirde aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

|
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] −

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
|  (2.9.1) 

≤
𝑏 − 𝑎

4
∑(Ω1(𝑘, 𝛼) )

1

𝛼

[

(Ω2(𝑘) | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

+ Ω3(𝑘)| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
)

1

𝛽

+(Ω2(𝑘) | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

+ Ω3(𝑘)| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
)

1

𝛽

]

 

𝑛

𝑘=1

≤
𝑏 − 𝑎

4
(Ω(𝑞))

1

𝛼

[

(
| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([2]𝑞 − 1) | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

[2]𝑞
)

1

𝛽

+(
|( 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([2]𝑞 − 1) | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

[2]𝑞
)

1

𝛽

]

 
 , 
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burada 

Ω1(𝑘, 𝛼) = ∫ 𝜇𝑘(𝜏)(1 − 𝑞𝜏)
𝛼

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏, Ω2(𝑘) = ∫ 𝜇𝑘(𝜏)𝑡 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0

, 

Ω3(𝑘) = ∫ 𝜇𝑘(𝜏)(1 − 𝜏) 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

, Ω(𝑞) = ∫ (1 − 𝑞𝜏)𝛼
1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

ve 𝜇𝑘: [0,1] → [0,∞), her 𝑘 = 1,⋯ , 𝑛 için sürekli bir fonksiyon ve her 𝑥 ∈ [0,1] için

∑ 𝜇𝑘(𝑥) = 1
𝑛
𝑘=1  dir.

İspat: (2.5.1)'deki özdeşlik ve 𝑞-Hölder-İşcan eşitsizliğinin genel versiyonu 

kullanılarak 

|
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] −

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑎)

2
| 

≤
𝑏 − 𝑎

4

[

∫ |(1 − 𝑞𝜏)| | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)|

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

+∫ |(1 − 𝑞𝜏)| | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)|

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏
]

≤
𝑏 − 𝑎

4
∑(∫ 𝜇𝑘(𝜏)(1 − 𝑞𝜏)

𝛼 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

 )

1

𝛼
𝑛

𝑘=1

× (∫ 𝜇𝑘(𝜏) | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)|

𝛽

𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

)

1

𝛽

+
𝑏 − 𝑎

4
∑(∫ 𝜇𝑘(𝜏)(1 − 𝑞𝜏)

𝛼 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

)

1

𝛼
𝑛

𝑘=1

× (𝜇𝑘(𝜏) | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)|

𝛽

𝑑0+
 
𝑞𝜏)

1

𝛽
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≤
𝑏 − 𝑎

4
∑(Ω1(𝑘, 𝛼))

1

𝛼

[

 (

| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

∫ 𝜇𝑘(𝜏)𝜏 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

+| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
∫ 𝜇𝑘(𝜏)(1 − 𝜏) 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0 )

1

𝛽

+

(

| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

∫ 𝜇𝑘(𝜏)𝜏 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

+| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
∫ 𝜇𝑘(𝜏)(1 − 𝜏) 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0 )

1

𝛽

]

 
 

𝑛

𝑘=1

=∑(Ω1(𝑘, 𝛼) )
1

𝛼

[

(Ω2(𝑘) | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

+ Ω3(𝑘)| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
)

1

𝛽

+(Ω2(𝑘) | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

+ Ω3(𝑘)| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
)

1

𝛽

]

 

𝑛

𝑘=1

bulunur. Böylece (2.9.1)'deki birinci eşitsizlik elde edilir. 

(2.9.1)'deki ikinci eşitsizliğin ispatı için aşağıdaki üç durumu ele alalım: 

1. durum: Eğer

𝜛1 ≔ (
| 𝐷𝑎+

 
𝑞
𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([2]𝑞 − 1)  | 𝐷𝑎+

 
𝑞
𝑓(𝑎)|

𝛽

[2]𝑞
)

1
𝛽

= 0 

ve 

𝜛2 ≔ (
| 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([2]𝑞 − 1) | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

[2]𝑞
)

1

𝛽

= 0 

ise, bu durumda eşitlik açıktır. 

2. durum: Eğer 𝜛1 ≠ 0 ve 𝜛2 ≠ 0 ise, bu taktirde iyi bilinen Young eşitsizliğine göre

∑ (Ω1(𝑘, 𝛼) )
1

𝛼 (Ω2(𝑘) | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽

+ Ω3(𝑘)| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
)

1

𝛽
𝑛
𝑘=1

(Ω(𝑞))
1

𝛼𝜛1
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≤∑

[

∫ 𝜇𝑘(𝜏)(1 − 𝑞𝜏)
𝛼1

0
𝑑0+
 
𝑞𝜏

𝛼 ∫ (1 − 𝑞𝜏)𝛼
1

0
𝑑0+
 
𝑞𝜏

+
∫ 𝜇𝑘(𝜏)𝜏 𝑑0+

 
𝑞𝜏 | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ∫ 𝜇𝑘(𝜏)(1 − 𝜏) 𝑑0+

 
𝑞𝜏| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽1

0

1

0

𝛽
| 𝐷
𝑎+
 
𝑞𝑓(

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+([2]𝑞−1) | 𝐷

𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

[2]𝑞 ]

𝑛

𝑘=1

=
1

𝛼
+
1

𝛽
= 1 

ve benzer şekilde 

∑ (Ω1(𝑘, 𝛼) )
1

𝛼 (Ω2(𝑘) | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽

+ Ω3(𝑘)| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
)

1

𝛽
𝑛
𝑘=1

(Ω(𝑞))
1

𝛼𝜛2

≤
1

𝛼
+
1

𝛽
= 1 

bulunur. Buradan 

𝑏 − 𝑎

4
∑(Ω1(𝑘, 𝛼) )

1
𝛼 (Ω2(𝑘) | 𝐷𝑎+

 
𝑞
𝑓(
𝑎 + 𝑏

2
)|

𝛽

+Ω3(𝑘) | 𝐷𝑎+
 
𝑞
𝑓(𝑎)|

𝛽
)

1
𝛽

 (2.9.2)

𝑛

𝑘=1

 

≤
𝑏 − 𝑎

4
(Ω(𝑞))

1

𝛼𝜛1 

ve 

𝑏 − 𝑎

4
∑(Ω1(𝑘, 𝛼) )

1
𝛼 (Ω2(𝑘) | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(

𝑎 + 𝑏

2
)|

𝛽

+Ω3(𝑘) | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
)

1
𝛽

 (2.9.3)

𝑛

𝑘=1

 

≤
𝑏 − 𝑎

4
(Ω(𝑞))

1

𝛼𝜛2

olur. Böylece (2.9.2) ve (2.9.3) eşitsizlikleri yan yana toplanarak (2.9.1)'deki ikinci 

eşitsizlik elde edilir.  

3. durum: Eğer 𝜛1 = 0 yada 𝜛2 = 0 ise, bu taktirde (2.9.1)'deki ikinci eşitsizliğin

geçerliliği durum 1 ve durum 2 dikkate alınarak elde edilir. 

Teorem 2.9.2. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon ve 0 < 𝑞 < 1 olmak üzere 

𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎) ve 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏), [0,1] aralığında sol 
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kuantum integrallenebilir olsun. Eğer 𝛽 ≥ 1 için | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓|

𝛽
 ve | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓|

𝛽
, [𝑎, 𝑏] aralığı

üzerinde konveks ise, bu taktirde aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

|
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] −

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
|  (2.9.4) 

≤∑(Ψ1(𝑘) )
1−

1

𝛼

[

(Ψ2(𝑘) | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛼

+Ψ3(𝑘)| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛼
)

1

𝛼

+(Ψ2(𝑘) | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛼

+Ψ3(𝑘)| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛼
)

1

𝛼

]

 

𝑛

𝑘=1

≤
(𝑏 − 𝑎) (

[2]𝑞−𝑞

[2]𝑞
)
1−

1

𝛽

4

[

(

([3]𝑞 − 𝑞[2]𝑞) | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽

[2]𝑞[3]𝑞

+
([3]𝑞([2]𝑞 − 𝑞) − [3]𝑞 + 𝑞[2]𝑞)| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

[2]𝑞[3]𝑞 )

1

𝛽

+

(

([3]𝑞 − 𝑞[2]𝑞) 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 |(

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽

[2]𝑞[3]𝑞

+
([3]𝑞([2]𝑞 − 𝑞) − [3]𝑞 + 𝑞[2]𝑞)| 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

[2]𝑞[3]𝑞 )

1

𝛽

]

 
 

burada 

Ψ1(𝑘) = ∫ 𝜇𝑘(𝜏)(1 − 𝑞𝜏)
 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

, Ψ2(𝑘) = ∫ 𝜇𝑘(𝜏)(1 − 𝑞𝜏)𝜏 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

, 

Ψ3(𝑘) = ∫ 𝜇𝑘(𝜏)(1 − 𝑞𝜏)(1 − 𝜏) 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

ve 𝜇𝑘: [0,1] → [0,∞), her 𝑘 = 1,⋯ , 𝑛 için sürekli bir fonksiyon ve her 𝑥 ∈ [0,1] için

∑ 𝜇𝑘(𝑥) = 1
𝑛
𝑘=1  dir.

İspat: (2.5.1)'deki özdeşlik ve 𝑞-power-mean eşitsizliğinin genel versiyonu 

kullanılarak 

|
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] −

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑎)

2
| 
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≤
𝑏 − 𝑎

4

[

∫ |(1 − 𝑞𝜏)| | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)|

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

+∫ |(1 − 𝑞𝜏)| | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)|

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏
]

≤
𝑏 − 𝑎

4
∑(∫ 𝜇𝑘(𝜏)(1 − 𝑞𝜏)

 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

 )

1−
1

𝛽
𝑛

𝑘=1

× (∫ 𝜇𝑘(𝜏)(1 − 𝑞𝜏) | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)|

𝛽

𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

)

1

𝛽

+
𝑏 − 𝑎

4
∑(∫ 𝜇𝑘(𝜏)(1 − 𝑞𝜏) 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0

)

1−
1

𝛽
𝑛

𝑘=1

× (𝜇𝑘(𝜏)(1 − 𝑞𝜏) | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)|

𝛽

𝑑0+
 
𝑞𝜏)

1

𝛽

≤
𝑏 − 𝑎

4
∑(Ψ1(𝑘))

1−
1
𝛽

[

(

| 𝐷𝑎+
 
𝑞
𝑓(
𝑎 + 𝑏

2
)|

𝛽

∫ 𝜇𝑘(𝜏)(1 − 𝑞𝜏)𝜏 𝑑0+
 

𝑞
𝜏

1

0

+ | 𝐷𝑎+
 
𝑞
𝑓(𝑎)|

𝛽
∫ 𝜇𝑘(𝜏)(1 − 𝑞𝜏)(1 − 𝜏) 𝑑0+

 

𝑞
𝜏

1

0 )

1
𝛽

+

(

| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(

𝑎 + 𝑏

2
)|

𝛽

∫ 𝜇𝑘(𝜏)(1 − 𝑞𝜏)𝜏 𝑑0+
 

𝑞
𝜏

1

0

+ | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
∫ 𝜇𝑘(𝜏)(1 − 𝑞𝜏)(1 − 𝜏) 𝑑0+

 

𝑞
𝜏

1

0 )

1
𝛽

]

 

𝑛

𝑘=1

=∑(Ψ1(𝑘) )
1−

1

𝛽

[

(Ψ2(𝑘) | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

+Ψ3(𝑘)| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
)

1

𝛽

+(Ψ2(𝑘) | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

+Ψ3(𝑘)| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
)

1

𝛽

]

 

𝑛

𝑘=1

bulunur. Böylece (2.9.4)'teki birinci eşitsizlik elde edilir. 

Şimdi, eğer 𝛽 > 1 ise, bu taktirde (2.9.1)'deki ikinci eşitsizliğin ispatındaki benzer 

argümanlar kullanılarak (2.9.4)'teki ikinci eşitsizlik kolayca ispatlanabilir ve 𝛽 = 1 olması 

durumunda, (2.9.4)'teki ikinci eşitsizlik, eşitlik haline dönüşür. 

Sonuç 2.9.3. Eğer Teorem 2.9.1’de 𝑛 = 2, 𝜇1(𝜏) = 1 − 𝜏, ve 𝜇2(𝜏) = 𝜏 alınırsa

(2.5.2) eşitsizliğin aşağıdaki iyileştirmesi elde edilir. 
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|
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] −

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
|  (2.9.5) 

≤
𝑏 − 𝑎

4
(Ω1(1, 𝛼))

1

𝛼

 ×

[

(
([3]𝑞 − [2]𝑞) | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([2]𝑞[3]𝑞 − 2[3]𝑞 + [2]𝑞)| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

[2]𝑞[3]𝑞
)

1

𝛽

+(
([3]𝑞 − [2]𝑞) | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([2]𝑞[3]𝑞 − 2[3]𝑞 + [2]𝑞)| 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

[2]𝑞[3]𝑞
)

1

𝛽

]

 
 

+
𝑏 − 𝑎

4
(Ω1(2, 𝛼))

1

𝛼

×

[

(
[2]𝑞 | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([3]𝑞 − [2]𝑞)| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

[2]𝑞[3]𝑞
)

1

𝛽

+(
[2]𝑞 | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([3]𝑞 − [2]𝑞)| 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

[2]𝑞[3]𝑞
)

1

𝛽

]

 
  , 

burada 

Ω1(1, 𝛼) = ∫ (1 − 𝜏)(1 − 𝑞𝜏)𝛼
1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏, Ω1(2, 𝛼) = ∫ 𝜏(1 − 𝑞𝜏)𝛼

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏 

dur. 

Uyarı 2.9.4. Eğer 𝑓 fonksiyonu (𝑎, 𝑏) aralığında türevlenebilir ve 𝑞 → 1 ise, (2.9.5) 

eşitsizliği aşağıdaki eşitsizliğe indirgenir.  

|
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
|  (2.9.6) 

≤
𝑏 − 𝑎

4
(

1

2 + 𝛼
)

1

𝛼

[

(
|𝑓′ (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ 2|𝑓′(𝑎)|𝛽

6
)

1

𝛽

+(
|𝑓′ (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ 2|𝑓′(𝑏)|𝛽

6
)

1

𝛽

+(
|2𝑓′ (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ |𝑓′(𝑎)|𝛽

6
)

1

𝛽

+ (
2 |𝑓′ (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ |𝑓′(𝑏)|𝛽

6
)

1

𝛽

]

 
 . 
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Sonuç 2.9.5. Eğer Teorem 2.9.2’de 𝑛 = 2, 𝜇1(𝜏) = 1 − 𝜏, ve 𝜇2(𝜏) = 𝜏 alınırsa

(2.5.3) eşitsizliğinin aşağıdaki iyileştirmesi elde edilir. 

|
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] −

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
|  (2.9.7) 

≤
𝑏 − 𝑎

4
(
[2]𝑞[3]𝑞 − 𝑞[3]𝑞 − [3]𝑞 + 𝑞[2]𝑞

[2]𝑞[3]𝑞
)

1−
1

𝛽

×

[

(

([3]𝑞[4]𝑞 − 𝑞[2]𝑞[4]𝑞 − [2]𝑞[4]𝑞 + 𝑞[2]𝑞[3]𝑞) | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽

[2]𝑞[3]𝑞[4]𝑞

+

(
[2]𝑞[3]𝑞[4]𝑞 − 2[3]𝑞[4]𝑞 + [3]𝑞[4]𝑞
−𝑞[3]𝑞[4]𝑞 + 2𝑞[2]𝑞[4]𝑞 − 𝑞[2]𝑞[3]𝑞

) | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

[2]𝑞[3]𝑞[4]𝑞 )

1

𝛽

+

(

([3]𝑞[4]𝑞 − 𝑞[2]𝑞[4]𝑞 − [2]𝑞[4]𝑞 + 𝑞[2]𝑞[3]𝑞) | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽

[2]𝑞[3]𝑞[4]𝑞

+

(
[2]𝑞[3]𝑞[4]𝑞 − 2[3]𝑞[4]𝑞 + [3]𝑞[4]𝑞
−𝑞[3]𝑞[4]𝑞 + 2𝑞[2]𝑞[4]𝑞 − 𝑞[2]𝑞[3]𝑞

) | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

[2]𝑞[3]𝑞[4]𝑞 )

1

𝛽

]

 
 

+
𝑏 − 𝑎

4
(
[3]𝑞 − 𝑞[2]𝑞
[2]𝑞[3]𝑞

)

1−
1

𝛽

×

[

(

[2]𝑞 (
[4]𝑞
−𝑞[3]𝑞

) | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ (

[3]𝑞[4]𝑞
−𝑞[2]𝑞[4]𝑞

−[2]𝑞[4]𝑞 + 𝑞[2]𝑞[3]𝑞

) | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

[2]𝑞[3]𝑞[4]𝑞

)

1

𝛽

+

(

[2]𝑞 (
[4]𝑞
−𝑞[3]𝑞

) | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽

+ (

[3]𝑞[4]𝑞
−𝑞[2]𝑞[4]𝑞

−[2]𝑞[4]𝑞 + 𝑞[2]𝑞[3]𝑞

) | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

[2]𝑞[3]𝑞[4]𝑞

)

1

𝛽

]

 
  . 
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Uyarı 2.9.6. Eğer 𝑓 fonksiyonu (𝑎, 𝑏) aralığında türevlenebilir ve 𝑞 → 1 ise, (2.9.7) 

eşitsizliği aşağıdaki eşitsizliğe indirgenir.  

|
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
|  (2.9.8) 

≤
𝑏 − 𝑎

4

[

(
1

3
)
1−

1

𝛽

(

(
|𝑓′ (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ 5|𝑓′(𝑎)|𝛽

12
)

1

𝛽

+(
|𝑓′ (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ 5|𝑓′(𝑏)|𝛽

12
)

1

𝛽

)

+(
1

6
)
1−

1

𝛽

(
|𝑓′ (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ |𝑓′(𝑎)|𝛽

12
)

1

𝛽

+ (
|𝑓′ (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ |𝑓′(𝑏)|𝛽

12
)

1

𝛽

]

. 

2.10. Sol ve Sağ Kuantum İntegralleri ile İlgili Bazı Orta Nokta Tipi 

Eşitsizliklerin İyileştirmeleri 

Bu alt bölümde, 6. ve 8. alt bölümlerin sonuçlarına göre, sol ve sağ kuantum 

integralleriyle ilgili bazı orta nokta tipi eşitsizliklerin iyileştirmeleri tartışılmıştır.  

Teorem 2.10.1. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon ve 0 < 𝑞 < 1 olmak üzere 

𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎) ve 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏), [0,1] aralığında sol 

kuantum integrallenebilir olsun. Eğer 
1

𝛼
+

1

𝛽
= 1 olan 𝛼, 𝛽 > 1 için | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓|

𝛽
 ve | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓|

𝛽
,

[𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde konveks ise, bu taktirde aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

|
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] − 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|  (2.10.1) 

≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4
∑(Χ1(𝑘, 𝛼) )

1

𝛼

[

(Χ2(𝑘) | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

+ Χ3(𝑘)| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
)

1

𝛽

+(Χ2(𝑘) | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

+ Χ3(𝑘)| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
)

1

𝛽

]

 

𝑛

𝑘=1
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≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)([1 + 𝛼]𝑞

−1)
1

𝛼

4

[

(
| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([2]𝑞 − 1) | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

[2]𝑞
)

1

𝛽

+(
𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 |(

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([2]𝑞 − 1) | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

[2]𝑞
)

1

𝛽

]

 
 

burada 

Χ1(𝑘, 𝛼) = ∫ 𝜇𝑘(𝜏)𝜏
𝛼 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0

, Χ2(𝑘) = ∫ 𝜇𝑘(𝜏)𝜏 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

, 

Χ3(𝑘) = ∫ 𝜇𝑘(𝜏)(1 − 𝜏) 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

ve 𝜇𝑘: [0,1] → [0,∞), her 𝑘 = 1,⋯ , 𝑛 için sürekli bir fonksiyon ve her 𝑥 ∈ [0,1] için

∑ 𝜇𝑘(𝑥) = 1
𝑛
𝑘=1  dir.

İspat: (2.6.1)'deki özdeşlik ve 𝑞-Hölder-İşcan eşitsizliğinin genel versiyonu 

kullanılarak 

|
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] − 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)| 

≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4

[

∫ 𝜏 | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)|

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

+∫ 𝜏 | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)|

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏
]

≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4
∑(∫ 𝜇𝑘(𝜏)𝜏

𝛼 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

 )

1

𝛼
𝑛

𝑘=1

× (∫ 𝜇𝑘(𝜏) | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)|

𝛽

𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

)

1

𝛽

+
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4
∑(∫ 𝜇𝑘(𝜏)𝜏

𝛼 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

)

1

𝛼
𝑛

𝑘=1

× (𝜇𝑘(𝜏) | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)|

𝛽

𝑑0+
 
𝑞𝜏)

1

𝛽
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≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4

×∑(Χ1(𝑘, 𝛼))
1

𝛼

[

 (

| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

∫ 𝜇𝑘(𝜏)𝜏 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

+| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
∫ 𝜇𝑘(𝜏)(1 − 𝜏) 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0 )

1

𝛽

+

(

| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

∫ 𝜇𝑘(𝜏)𝜏 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

+| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
∫ 𝜇𝑘(𝜏)(1 − 𝜏) 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0 )

1

𝛽

]

 
 

𝑛

𝑘=1

=
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4
∑(Χ1(𝑘, 𝛼) )

1

𝛼

[

(Χ2(𝑘) | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

+ Χ3(𝑘)| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
)

1

𝛽

+(Χ2(𝑘) | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

+ Χ3(𝑘)| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
)

1

𝛽

]

 

𝑛

𝑘=1

bulunur. Böylece (2.10.1)'deki birinci eşitsizlik elde edilir. 

(2.10.1)'deki ikinci eşitsizliğin ispatı için aşağıdaki üç durumu ele alalım: 

1. durum: Eğer

𝜛1 ≔ (
| 𝐷𝑎+

 
𝑞
𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([2]𝑞 − 1)  | 𝐷𝑎+

 
𝑞
𝑓(𝑎)|

𝛽

[2]𝑞
)

1
𝛽

= 0 

ve 

𝜛2 ≔ (
𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 |(

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([2]𝑞 − 1) | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

[2]𝑞
)

1

𝛽

= 0 

ise, bu durumda eşitlik açıktır. 

2. durum: Eğer 𝜛1 ≠ 0 ve 𝜛2 ≠ 0 ise, bu taktirde iyi bilinen Young eşitsizliğine göre

∑ (Χ1(𝑘, 𝛼) )
1

𝛼 (Χ2(𝑘) | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽

+ Χ3(𝑘)| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
)

1

𝛽
𝑛
𝑘=1

([1 + 𝛼]𝑞
−1)

1

𝛼𝜛1
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≤∑

[
 
 
 
 
 
 ∫ 𝜇𝑘(𝜏)𝜏

𝛼1

0
𝑑0+
 
𝑞𝜏

𝛼[1 + 𝛼]𝑞
−1

+
∫ 𝜇𝑘(𝜏)𝜏 𝑑0+

 
𝑞𝜏 | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ∫ 𝜇𝑘(𝜏)(1 − 𝜏) 𝑑0+

 
𝑞𝜏| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽1

0

1

0

𝛽
| 𝐷
𝑎+
 
𝑞𝑓(

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+([2]𝑞−1) | 𝐷

𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

[2]𝑞 ]
 
 
 
 
 
 

𝑛

𝑘=1

 

=
1

𝛼
+
1

𝛽
= 1 

 

ve benzer şekilde 

 

∑ (Χ1(𝑘, 𝛼) )
1

𝛼 (Χ2(𝑘) | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽

+ Χ3(𝑘)| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
)

1

𝛽
𝑛
𝑘=1

([1 + 𝛼]𝑞
−1)

1

𝛼𝜛2

≤
1

𝛼
+
1

𝛽
= 1 

 

bulunur. Buradan 

 

𝑞(𝑏 − 𝑎)

4
∑(Χ1(𝑘, 𝛼) )

1
𝛼 (Χ2(𝑘) | 𝐷𝑎+

 
𝑞
𝑓(
𝑎 + 𝑏

2
)|

𝛽

+ Χ3(𝑘) | 𝐷𝑎+
 
𝑞
𝑓(𝑎)|

𝛽
)

1
𝛽

      (2.10.2)

𝑛

𝑘=1

 

≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4
([1 + 𝛼]𝑞

−1)
1

𝛼𝜛1 

ve 

𝑞(𝑏 − 𝑎)

4
∑(Χ1(𝑘, 𝛼) )

1
𝛼 (Χ2(𝑘) | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(

𝑎 + 𝑏

2
)|

𝛽

+ Χ3(𝑘) | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
)

1
𝛽

      (2.10.3)

𝑛

𝑘=1

 

≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4
([1 + 𝛼]𝑞

−1)
1

𝛼𝜛2 

 

olur. Böylece (2.10.2) ve (2.10.3) eşitsizlikleri yan yana toplanarak (2.10.1)'deki ikinci 

eşitsizlik elde edilir.  

3. durum: Eğer 𝜛1 = 0 yada 𝜛2 = 0 ise, bu taktirde (2.10.1)'deki ikinci eşitsizliğin 

geçerliliği durum 1 ve durum 2 dikkate alınarak elde edilir.  

Teorem 2.10.2. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon ve 0 < 𝑞 < 1 olmak üzere 

𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎) ve 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎+𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏), [0,1] aralığında sol 
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kuantum integrallenebilir olsun. Eğer 𝛽 ≥ 1 için | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓|

𝛽
 ve | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓|

𝛽
, [𝑎, 𝑏] aralığı

üzerinde konveks ise, bu taktirde aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

|
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] − 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|  (2.10.4) 

≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4
∑(Φ1(𝑘) )

1−
1

𝛽

[

(Φ2(𝑘) | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

+Φ3(𝑘)| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
)

1

𝛽

+(Φ2(𝑘) | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

+Φ3(𝑘)| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
)

1

𝛽

]

 

𝑛

𝑘=1

≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4[2]𝑞[3]𝑞

1

𝛽

[

([2]𝑞 | 𝐷𝑎+ 𝑞
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

+ ([3]𝑞 − [2]𝑞) | 𝐷𝑎+
 

𝑞
𝑓(𝑎)|

𝛽

)

1

𝛽

+([2]𝑞 | 𝐷𝑏−
 
𝑞
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

+ ([3]𝑞 − [2]𝑞) | 𝐷𝑏−
 
𝑞
𝑓(𝑏)|

𝛽

)

1

𝛽

]

 

burada 

Φ1(𝑘) = ∫ 𝜇𝑘(𝜏)𝜏
 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

, Φ2(𝑘) = ∫ 𝜇𝑘(𝜏)𝜏
2 𝑑0+

 
𝑞𝜏

1

0

, 

Φ3(𝑘) = ∫ 𝜇𝑘(𝜏)𝜏(1 − 𝜏) 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

ve 𝜇𝑘: [0,1] → [0,∞), her 𝑘 = 1,⋯ , 𝑛 için sürekli bir fonksiyon ve her 𝑥 ∈ [0,1] için

∑ 𝜇𝑘(𝑥) = 1
𝑛
𝑘=1  dir.

İspat: (2.6.1)'deki özdeşlik ve 𝑞-power-mean eşitsizliğinin genel versiyonu 

kullanılarak 

|
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] − 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)| 

≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4

[

∫ 𝜏 | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)|

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏

+∫ 𝜏 | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)|

1

0

𝑑0+
 
𝑞𝜏
]

≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4
∑(∫ 𝜇𝑘(𝜏)𝜏

 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

 )

1−
1

𝛽
𝑛

𝑘=1
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× (∫ 𝜇𝑘(𝜏)𝜏 | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑎)|

𝛽

𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

)

1

𝛽

+
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4
∑(∫ 𝜇𝑘(𝜏)𝜏

 𝑑0+
 
𝑞𝜏

1

0

)

1−
1

𝛽
𝑛

𝑘=1

× (𝜇𝑘(𝜏)𝜏 | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (𝜏 (

𝑎 + 𝑏

2
) + (1 − 𝜏)𝑏)|

𝛽

𝑑0+
 
𝑞𝜏)

1

𝛽

≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4
∑(Φ1(𝑘))

1−
1
𝛽

[

(

| 𝐷𝑎+
 
𝑞
𝑓(
𝑎 + 𝑏

2
)|

𝛽

∫ 𝜇𝑘(𝜏)𝜏
2 𝑑0+

 

𝑞
𝜏

1

0

+ | 𝐷𝑎+
 
𝑞
𝑓(𝑎)|

𝛽
∫ 𝜇𝑘(𝜏)𝜏(1 − 𝜏) 𝑑0+

 

𝑞
𝜏

1

0 )

1
𝛽

+

(

| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(

𝑎 + 𝑏

2
)|

𝛽

∫ 𝜇𝑘(𝜏)𝜏
2 𝑑0+

 

𝑞
𝜏

1

0

+ | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
∫ 𝜇𝑘(𝜏)𝜏(1 − 𝜏) 𝑑0+

 

𝑞
𝜏

1

0 )

1
𝛽

]

 

𝑛

𝑘=1

=
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4
∑(Φ1(𝑘) )

1−
1

𝛽

[

(Φ2(𝑘) | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

+Φ3(𝑘)| 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽
)

1

𝛽

+(Φ2(𝑘) | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝛽

+Φ3(𝑘)| 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽
)

1

𝛽

]

 

𝑛

𝑘=1

bulunur. Böylece (2.9.4)'teki birinci eşitsizlik elde edilir. 

Şimdi, eğer 𝛽 > 1 ise, bu taktirde (2.10.1)'deki ikinci eşitsizliğin ispatındaki benzer 

argümanlar kullanılarak (2.10.4)'teki ikinci eşitsizlik kolayca ispatlanabilir ve 𝛽 = 1 

olması durumunda, (2.10.4)'teki ikinci eşitsizlik, eşitlik haline gelmiş olur. 

Sonuç 2.10.3. Eğer Teorem 2.10.1’de 𝑛 = 2, 𝜇1(𝜏) = 1 − 𝜏, ve 𝜇2(𝜏) = 𝜏 alınırsa

(2.6.2) eşitsizliğinin aşağıdaki iyileştirmesi elde edilir: 

|
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] − 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|  (2.10.5) 

≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4
(
[𝛼 + 2]𝑞 − [𝛼+ 1]𝑞
[𝛼 + 1]𝑞[𝛼 + 2]𝑞

)

1
𝛼



106 

×

[

(
([3]𝑞 − [2]𝑞) | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([2]𝑞[3]𝑞 − 2[3]𝑞 + [2]𝑞)| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

[2]𝑞[3]𝑞
)

1

𝛽

+(
([3]𝑞 − [2]𝑞) | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([2]𝑞[3]𝑞 − 2[3]𝑞 + [2]𝑞)| 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

[2]𝑞[3]𝑞
)

1

𝛽

]

 
 

+
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4
(

1

[𝛼 + 2]𝑞
)

1

𝛼

×

[

(
[2]𝑞 | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([3]𝑞 − [2]𝑞)| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

[2]𝑞[3]𝑞
)

1

𝛽

+(
[2]𝑞 | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([3]𝑞 − [2]𝑞)| 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

[2]𝑞[3]𝑞
)

1

𝛽

]

 
  . 

Uyarı 2.10.4. Eğer 𝑓 fonksiyonu (𝑎, 𝑏) aralığında türevlenebilir ve 𝑞 → 1 ise, 

(2.10.5) eşitsizliği aşağıdaki eşitsizliğe indirgenir: 

|
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 − 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)|  (2.10.6) 

≤
𝑏 − 𝑎

4
(

1

(𝛼 + 2)(1 + 𝛼)
)

1

𝛼

(

(
|𝑓′ (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ 2|𝑓′(𝑎)|𝛽

6
)

1

𝛽

+(
|𝑓′ (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ 2|𝑓′(𝑏)|𝛽

6
)

1

𝛽

)

 
 

+
𝑏 − 𝑎

4
+ (

1

𝛼 + 2
)

1

𝛼

(

(
|2𝑓′ (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ |𝑓′(𝑎)|

𝛽

6
)

1
𝛽

+(
2 |𝑓′ (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ |𝑓′(𝑏)|

𝛽

6
)

1
𝛽

)

 
 . 
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Sonuç 2.10.5. Eğer Teorem 2.10.2’de 𝑛 = 2, 𝜇1(𝜏) = 1 − 𝜏, ve 𝜇2(𝜏) = 𝜏 alınırsa

(2.6.3) eşitsizliğinin aşağıdaki iyileştirmesi elde edilir: 

|
1

𝑏 − 𝑎
[∫ 𝑓(𝑥)

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑎+
 
𝑞𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑑𝑏−
 
𝑞𝑥] − 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|  (2.10.7) 

≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4
(
[3]𝑞 − [2]𝑞
[2]𝑞[3]𝑞

)

1−
1

𝛽

×

[

(

[2]𝑞([4]𝑞 − [3]𝑞) | 𝐷𝑎+
 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽

[2]𝑞[3]𝑞[4]𝑞

+
([3]𝑞[4]𝑞 − 2[2]𝑞[4]𝑞 + [2]𝑞[3]𝑞)| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

[2]𝑞[3]𝑞[4]𝑞 )

1

𝛽

+

(

[2]𝑞([4]𝑞 − [3]𝑞) | 𝐷𝑏−
 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽

[2]𝑞[3]𝑞[4]𝑞

+
([3]𝑞[4]𝑞 − 2[2]𝑞[4]𝑞 + [2]𝑞[3]𝑞)| 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

[2]𝑞[3]𝑞[4]𝑞 )

1

𝛽

]

 
 

+
𝑞(𝑏 − 𝑎)

4
(
1

[3]𝑞
)

1−
1

𝛽

 ×

[

(
[3]𝑞 | 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([4]𝑞 − [3]𝑞)| 𝐷𝑎+

 
𝑞𝑓(𝑎)|

𝛽

[3]𝑞[4]𝑞
)

1

𝛼

+(
[3]𝑞 | 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓 (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ ([4]𝑞 − [3]𝑞)| 𝐷𝑏−

 
𝑞𝑓(𝑏)|

𝛽

[3]𝑞[4]𝑞
)

1

𝛽

]

 
  . 

Uyarı 2.10.6. Eğer 𝑓 fonksiyonu (𝑎, 𝑏) aralığında türevlenebilir ve 𝑞 → 1 ise, 

(2.10.7) eşitsizliği aşağıdaki eşitsizliğe indirgenir:  

|
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 − 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)|  (2.10.8) 



108 

≤
𝑏 − 𝑎

4

[

(
1

6
)
1−

1

𝛽

(

(
|𝑓′ (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ |𝑓′(𝑎)|𝛽

12
)

1

𝛽

+(
|𝑓′ (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ |𝑓′(𝑏)|𝛽

12
)

1

𝛽

)

+(
1

3
)
1−

1

𝛽

(
3 |𝑓′ (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ |𝑓′(𝑎)|𝛽

12
)

1

𝛽

+ (
3 |𝑓′ (

𝑎+𝑏

2
)|
𝛽
+ |𝑓′(𝑏)|𝛽

12
)

1

𝛽

]

 
 
. 



3. İRDELEME

İntegral eşitsizliklerin matematiğin çeşitli alanlarında yaygın olarak kullanılması 

nedeniyle, Hölder, power-mean ve diğer eşitsizlikler dahil olmak üzere bazı iyi bilinen 

integral eşitsizlikler, Jackson integrali kullanılarak yeniden oluşturulmuştur [46, 49]. Klasik 

kuantum integrali yalnızca tanım kümesi [0, 𝑏] aralığında yer alan fonksiyonlara uygulanır 

ve bu, Jackson integralinin sınırlamalarından biridir [46]. 2014 yılında Tariboon ve Ntouyas 

keyfi kapalı ve sınırlı aralık [𝑎, 𝑏] üzerinde 𝑞𝑎+-türevi (sol kuantum türevi) ve 𝑞𝑎+-integral

(sol kuantum integrali) kavramlarını tanıtmıştır [52]. Ayrıca Tariboon ve Ntouyas [53], 

Hermite-Hadamard eşitsizliği de dahil olmak üzere bazı integral eşitsizliklerin 𝑞𝑎+-

versiyonunu önermiştir. Noor vd. [61] bazı Ostrowski tipi eşitsizliklerin 𝑞𝑎+-benzerleri

sunmuştur. Kuantum integralinde genel bir değişken değiştirme kuralının olmaması, bazı 

integral eşitsizliklerinin kuantum benzerlerinin elde edilmesini engelleyen önemli bir 

sorundur ve bu konuya dikkat edilmemesi, [53] ve [61] çalışmalarındaki hataların temel 

nedenidir. 

Bu çalışmada sol kuantum türevi ve sol kuantum integraline benzer şekilde sağ 

kuantum türevi ve sağ kuantum integrali kavramları temel özellikleri ile incelenmiştir. 

[61]'de iddia edilen sonuçlar yeniden formüle edilmiştir ve sol ve sağ kuantum integralleriyle 

ilgili Hermite-Hadamard eşitsizliklerinin bazı yeni versiyonları elde edilmiştir. Ayrıca, sol - 

sağ kuantum Hermite-Hadamard eşitsizliğinin yeni versiyonlarından biriyle ilgili bazı diğer 

eşitsizlik tipleri de oluşturulmuştur. 

Bu çalışma kapsamında, fonksiyonların bilinen konveksliği ile bazı integral 

eşitsizlikleri elde edilmiştir. Bu eşitsizlikler, 𝑠-konveks, 𝑚-konveks vb. gibi diğer konveks 

fonksiyon sınıfları için araştırılabilir. Hölder-İşcan ve geliştirilmiş power-mean 

eşitsizliklerinin genel 𝑞-versiyonu kullanılarak, Hermite-Hadamard tipi eşitsizlikler de dahil 

olmak üzere çeşitli integral eşitsizlik türleri daha geniş bir şekilde incelenebilir.  



4. SONUÇLAR

İntegral eşitsizlikler, soyut ve uygulamalı matematiğin birçok dalında, özellikle 

diferansiyel denklemlerde ve fonksiyonel analizde yaygın olarak kullanılmaktadır. Bu 

nedenle, türevlenemeyen fonksiyonlar da dahil olmak üzere çok çeşitli fonksiyonlarla 

ilgilenen kuantum hesabındaki son gelişmelerle, çeşitli türde integral eşitsizlikler 

oluşturulmuştur. Bu çalışmada, sağ kuantum türevi ve sağ kuantum integralinin yanı sıra sol 

ve sağ kuantum integrallerinin birleşik kullanımının incelenmesi önemlidir. Özellikle elde 

edilen sonuçlar, yaklaşımlar teorisi ve sayısal analizlerdeki bazı problemlerin hata 

tahminlerinin bulunmasına katkı sağlayacaktır. 

Çalışmamızda sağ kuantum türevi ve sağ kuantum integrali kavramları ve özellikleri 

incelenmiş, sol ve sağ kuantum integralinin bir kombinasyonu kullanılarak aşağıdaki 

sonuçlar elde edilmiştir.  

1. [53] ve [61]'de iddia edilen sonuçlardaki bazı hatalar tespit edildi ve bu

sonuçlar yeniden formüle edildi.

2. Hermite-Hadamard eşitsizliğinin bazı yeni versiyonları, sol ve sağ kuantum

integralleri yolu ile elde edildi. (Teorem 2.4.1, Sonuç 2.4.2 ve Teorem 2.4.4)

3. (1.3.1) özdeşliğinin kuantum benzeri türetildi. (Lemma 2.5.1)

4. Sol ve sağ kuantum integralleri ile ilgili bazı yamuk tipi eşitsizlikler elde edildi

ve 𝑞 → 1− iken bu eşitsizlikler türevlenebilir fonksiyonlar için incelendi.

(Teorem 2.5.3, Teorem 2.5.4 ve Sonuç 2.5.6)

5. (1.1.4) özdeşliğinin kuantum benzeri türetildi. (Lemma 2.6.1)

6. Sol ve sağ kuantum integralleri ile ilgili bazı orta nokta tipi eşitsizlikler elde

edildi ve 𝑞 → 1− iken bu eşitsizlikler türevlenebilir fonksiyonlar için incelendi.

(Teorem 2.6.3, Teorem 2.6.4 ve Sonuç 2.6.5)

7. (1.1.7) özdeşliğinin kuantum benzeri türetildi. (Lemma 2.7.2)

8. 𝜆, 𝜂 ∈ [0,1] parametrelerini içeren sol ve sağ kuantum integralleriyle ilgili bazı

genelleştirilmiş Hermite-Hadamard tipi eşitsizlikler elde edildi. (Teorem 2.7.4,

Sonuç 2.7.8 ve Teorem 2.7.7)
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9. Sırasıyla 𝜆 = 𝜂 =
1

2
,
1

3
,
2

3
 ve 𝜆 = 𝜂 için sol ve sağ kuantum integralleriyle ilgili

bazı Bullen, Simpson, Hermite-Hadamard ve ağırlıklı Bullen tipi eşitsizlikler 

türetildi. Ayrıca 𝑞 → 1− iken bu eşitsizlikler türevlenebilir fonksiyonlar için

incelendi. (Sonuç 2.7.5 ve Sonuç 2.7.9). 

10. Hölder-İşcan ve geliştirilmiş power-mean (güç-ortalama) eşitsizliklerinin

genel 𝑞-versiyonu bulundu. Ayrıca, bu eşitsizliklerin bazı özel durumları

incelendi. (Teorem 2.8.1 ve Sonuç 2.8.2).

11. Hölder-İşcan ve geliştirilmiş power-mean (güç-ortalama) eşitsizliklerinin

genel 𝑞-versiyonu kullanılarak bazı genelleştirilmiş ve geliştirilmiş yamuk tipi

eşitsizlikler elde edildi. (Teorem 2.9.3 ve Teorem 2.9.2).

12. Genelleştirilmiş ve geliştirilmiş yamuk tipi eşitsizliklerin bazı özel durumları

tartışıldı ve 𝑞 → 1− iken, bu özel durumlar türevlenebilir fonksiyonlar için

incelendi. (Sonuç 2.9.3 ve Sonuç 2.9.5).

13. Hölder-İşcan ve geliştirilmiş power-mean (güç-ortalama) eşitsizliklerinin

genel 𝑞-versiyonu kullanılarak bazı genelleştirilmiş ve geliştirilmiş orta nokta

tipi eşitsizlikler elde edildi. (Teorem 2.10.1 ve Teorem 2.10.2).

14. Genelleştirilmiş ve geliştirilmiş orta nokta tipi eşitsizliklerin bazı özel

durumları tartışıldı ve 𝑞 → 1− iken, bu özel durumlar türevlenebilir

fonksiyonlar için incelendi. (Sonuç 2.10.3 ve Sonuç 2.10.5).



5. ÖNERİLER

Bu çalışmanın kuantum hesabı teorisine ve kuantum integral eşitsizliklerine katkkı 

sağlayacağı umulmaktadır. Bununla beraber, gelecekte bu çalışma aşağıdaki yönlerde 

geliştirilebilir: 

1. Bu çalışmada elde edilen eşitsizliklerin 𝑠-konveks, ℎ-konveks fonksiyon sınıfları

gibi diğer konveks fonksiyon sınıfları için incelenebilir.

2. Sol ve sağ kuantum integralleriyle ilgili iç çarpım uzayları incelenebilir.

3. Sol ve sağ 𝑞-fark operatörlerinin toplamı incelenebilir ve bunlar sırasıyla geri, ileri

ve orta nokta fark operatörleri ile karşılaştırılabilir.

4. Hölder-İşcan ve geliştirilmiş power-mean (güç-ortalama) eşitsizliklerinin genel

versiyonlarını kullanarak geliştirilmiş Bullen, Simpson ve ağırlıklı Bullen tipi

eşitsizlikler incelenebilir.

5. Bu çalışmada elde edilen sonuçlar konveks stokastik süreçler için araştırılabilir.

6. Bu çalışmada elde edilen sonuçlar yarı konveks fonksiyonlar için incelenebilir.
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