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Doktora Tezi

OZET

SOL-SAG g-TUREVLENEBILIR KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN BAZI
HERMITE-HADAMARD TiPI ESITSIZLIKLERIN KUANTUM BENZERI

Abdul Wakil BAIDAR
Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitust
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Dog. Dr. Mehmet KUNT
2023, 118 Sayfa

Bu tezin temel amaci, bazi klasik Hermite-Hadamard tipi esitsizliklerin kuantum
benzerini elde etmektir. ilk olarak, reel sayilarin [a, b] araliginda sol kuantum tiirevi ve
belirli sol kuantum integraline benzer sag kuantum tiirevi ve belirli sag kuantum integrali
kavramlar1 tanitilmis ve incelenmistir. Daha sonra, bazi klasik integral 6zdesliklerin
kuantum benzerleri, sol ve sag kuantum integrallerinin bir kombinasyonu yoluyla
kurulmustur. Bu 6zdeslikler kullanilarak birinci mertebe sol ve sag kuantum tiirevleri belirli
kuvvetlerde mutlak degerde olan fonksiyonlar i¢in bazi yamuk, orta nokta ve genellestirilmis
Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler elde edilmistir. Genellestirilmis Hermite-Hadamard tipi
esitsizliklerin 6zel durumlar1 olarak, bazi Bullen, Simpson ve agirlikli Bullen tipi
esitsizliklerin g-versiyonlar tiiretilmistir. Son olarak, Holder-iscan ve gelistirilmis giic-
ortalama (power-mean) esitsizliklerinin genel versiyonlarinin kuantum benzerleri bulunmus
ve bu esitsizlikler uygulanarak sol ve sag kuantum integrallerine iliskin yamuk ve orta nokta
tipi esitsizliklerin genellestirilmis ve gelistirilmis bigimleri tiiretilmistir. Ayrica g = 1~

oldugunda elde edilen sonuglar da tartigilmistir.

Anahtar Kelimeler: Konveks fonksiyonlar; g-Turevi; g-integral; Hermite-Hadamard tipi
esitsizlik; Simpson tipi esitsizlik; Bullen tipi esitsizlik.
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PhD Thesis

SUMMARY

QUANTUM ANALOG OF SOME HERMITE-HADAMARD-TYPE INEQUALITIES
FOR LEFT-RIGHT ¢-DIFFERENTIABLE CONVEX FUNCTIONS

Abdul Wakil BAIDAR
Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mehmet KUNT
2023, 118 Pages

The main purpose of this study is to obtain the quantum analogue of some classical
Hermite-Hadamard-type inequalities. Firstly, the concepts of right quantum derivative and
definite right quantum integral, similar to the left quantum derivative and definite left
quantum integral on the interval [a, b] of real numbers are introduced and investigated. Then
the quantum analogues of some classical integral identities are established through a
combination of left and right quantum integrals. Using these identities, some trapezoid,
midpoint, and generalized Hermite-Hadamard types inequalities are obtained for the
functions whose first-order left and right quantum derivatives in absolute value at certain
powers are convex functions. As specific cases of the generalized Hermite-Hadamard type
inequalities, the g-versions of some Bullen, Simpson, and weighted Bullen type inequalities
are derived. Finally, quantum analogues of the general versions of Holder-iscan and
improved power-mean inequalities are found, and the generalized and improved forms of
the trapezoid and midpoint type inequalities related to left and right quantum integrals are
derived by applying these inequalities. Furthermore, the obtained results are also discussed,

wheng— 1".

Key Words: Convex functions; g-Derivative; g-Integral, Hermite-Hadamard type
inequality; Simpson type inequality; Bullen type inequality.
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SEMBOLLER DiZiNi

: Altklime
' [a, b] Araliginda sol kuantum tiirev

' [a, b] Araliginda sol kuantum integral

. [a, b] Araliginda sag kuantum tiirev

. [a, b] Araliginda sag kuantum integral

. [a, b] Araliginda sol kuantum-

. [a, b] Araliginda sag kuantum-

: [a, b] Araliginda integrallenebilen fonksiyonlar kiimesi
a, b] Araliginin ici

: [0, b] Araliginda g-tirev
0, b] Araliginda belirli g-integral veya Jackson integral

: Belirsiz g-integral

: 0’dan 4’e kadar carpim

: I’dan n’e kadar toplam

: 0’dan oo’a kadar toplam

. Esitsizlik

: f’nin 1.mertebeden tiirevi

. f’nin k.mertebeden tiirevi

. |f'| fonksiyonunu B. Kuvveti

| ;+Dqf | fonksiyonunu B. Kuvveti
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Integral esitsizlikleri, matematik alaninda iki veya daha fazla integralin degerinin
karsilagtirilmasiyla ilgilenen temel bir arastirma alanini olusturur. Fonksiyonel Analiz,
Reel Analiz, Kompliks Analiz ve Diferansiyel Denklemler ile ilgili ¢aligsmalar dahil olmak
{izere matematigin bircok dalinda kullanilirlar. Ozellikle optimizasyon problemlerinin
¢ozima, kismi diferansiyel denklemlerin analizi, sayisal analiz, olasilik teorisi, istatistik ve

hatta kuantum mekanigi integral esitsizliklerinden yararlanir [9-18].

Integral esitsizliklerinin en eski formlarindan biri, 1821 yilinda Augustin-Louis
Cauchy tarafindan kanitlanan Cauchy-Schwarz esitsizligidir. [a, b] araliginda tanimlanan

ve integrallenebilir iki fonksiyon f ve g icin Cauchy-Schwarz esitsizligi,

1

b b % b 2
f |f(x)g(x)|dxs<f |f(x)|2dx> (f |g(x)|2dx> (1.1.1)

seklinde ifade edilir. Bagka bir 6nemli esitsizlik ise 1889 yilinda Otto Holder tarafindan
kanitlanan Holder esitsizligidir. Bu esitsizlik, Cauchy-Schwarz esitsizligini genellestirir ve
iki fonksiyonun L,- normlar1 ve integralleri arasindaki bir iligki saglar. 20. yiizyilda,
Young esitsizligi, Hardy esitsizligi ve Minkowski esitsizligi gibi diger onemli integral

esitsizlikleri kesfedilip ¢aligilmistir [71,72].

Hermite-Hadamard esitsizligi matematiksel analizde diger énemli bir sonugtur ve
matematikteki ¢esitli dallarda yaygin olarak uygulamaya sahiptir. [a, b] araliginda konveks

bir f fonksiyonu icin Hermite-Hadamard esitsizligi su sekilde ifade edilir:



b
f(a;b)ﬁbiaf f(x) dxsw (1.1.2)

Bu esitsizlik, fonksiyonlarin konvekslik ve konkavlik gibi 6zelliklerini gostermek icin ve
optimizasyon problemlerinin ¢oziimiinde bir yontem olarak kullanilir. Ayrica, ¢esitli

istatistiksel ortalama tiirleri arasindaki farki elde etmek icin de bu esitsizlikten faydalanilir
[1-8].

Esitsizlikler alanindaki son ¢aligmalar, Hermite-Hadamard tipi esitsizliklerin daha iyi
hata tahmini sinirlar1 elde etmek icin yeni teknikler ortaya ¢ikarmustir. Bir 6zdeslik yoluyla
yamuk tipi esitsizlikler i¢in yeni hata tahmin siirlari ilk olarak Dragomir ve Agarwal [19]
tarafindan sunulmustur. Daha sonra, Pearce ve Pecari¢ [20] tarafindan [19]'de sunulan
sonuglar genisletilmis ve iyilestirilmistir. Dragomir ve Agarwal'in [19]'deki Onci
calismalarindan ilham alarak tiirevlenebilir konveks fonksiyonlar i¢in yeni orta nokta tipi
esitsizlikler sunan Kirmaci [21], bu alandaki aragtirmalar1 daha da ilerletmistir. Kavurmaci
[22], tirevlenebilir konveks fonksiyonlar igin yeni yamuk tipi esitsizlikler olusturmak

amaciyla yamuk tipi 6zdesliginin asagidaki versiyonunu tanitmistir:

b 1 (P
f@) ;f( ) - aJa f(x) dx (1.1.3)

b g j;l(r—l)f’(a;br+(1—r)a>dr

_Tk+j01(1—T)f’<a+br+(1—r)b>drj'

2

Eftekhari [23], tarafindan yapilan ¢aligmada, tiirevlenebilir (s, m)-konveks fonksiyonlar
icin baz1 yeni orta nokta tipi esitsizlikler, asagidaki orta nokta tipi 6zdeslik kullanilarak

taretilmistir:



f<a;b)—biaf:f(x) dx (1.1.4)

=b;aUlrf’<a-2l_bT+(1—T)a)dr+J1Tf'<a;bT+(1—T)b> dTl-
0 0

Hermite-Hadamard tipi esitsizliklerle ilgili diger gelismelerle birlikte, Tseng vd.
[24], Hermite-Hadamard esitsizliginin asagidaki sekilde bir iyilestirmesini kanitlamistir:

f(a -ZI- b) b, %[f (3a2+ b) +f<a +23b)] < %aj;bf(x) i (1.1.5)

1[ _(a+b\y f(a)+f®B)] _f(a)+f(b)
Silf< 2 )+ 2 IS 2 '

(1.1.5)'te ugilincti esitsizlik, ilk olarak Bullen tarafindan ortaya atilmis olup literatlrde
Bullen esitsizligi olarak anilmaktadir. Ayrica, Tseng vd. [24] sunulan sonuclara dayanarak,
Tseng vd. [25], Lipschitz sartin1 saglayan fonksiyonlar i¢in bazi Bullen ve Simpson tipi
esitsizlikler elde etmislerdir. Ayrica, Sarikaya vd. [26], asagidaki iinli Simpson esitsizligi

i¢cin gelistirilmis siirlar belirlemek amaciyla bir 6zdeslik tanitmstir.

Lbf(x) dx — b%a [f(a) + 4f (aTer) + f(b)” (1.1.6)

(b—a)®

< — .
< S If e

Ote yandan Xi ve Qi [27], Bullen ve Simpson tipi esitsizlikler i¢in hata smirlarmni

asagidaki genel 6zdesligi kullanarak belirlemistir:



Af(a) +nf(b) 2—2- by 1 (P
f(a)znf()+ - nf(a;r >_b—aLf(x)dx (1.1.7)

b;a Ll(l—/l—r)f’<ra+(1—r)a;b>dT

i t +];)1(U—T)f,<a;b‘(+(1—T)b)d1' }

Xi ve Qi'nin ¢alismalarinda kullandiklar1 fikir ve yontem, Bullen ve Simpson tipi
esitsizliklerin tiiretilme siirecini basitlestirir. Bu yontem, ortaya ¢ikan Hermite-Hadamard
tipi esitsizliklerde 1 ve n parametreleri i¢in belirli degerlerin degistirilmesini igerir. Bu
yaklasim, modern matematiksel esitsizlikler teorisine yenilik¢i ve degerli bir katki
saglamistir. Kayda deger ¢alismalariyla Imdat iscan bu yaklasimm gelismesine biiyiik

katki saglamigtir [28-35].

Son yirmi yilda, bir¢ok arastirmaci, ¢esitli yaklasimlar yoluyla, cesitli konveks
fonksiyon siniflari icin Hermite-Hadamard tipi esitsizlikleri genellestirmis ve gelistirmistir.
Bu yaklasimlar, [19] ve [21]'de sunulanlara benzer tekniklerin yani sira, kuantum hesabi

yontemi ve diger yontemlerin kullanilmasini igerir, [36-41].

Limit olmayan hesap olarak da bilinen Kuantum hesab:1 yaklasimi kullaniminin,
cesitli matematiksel kavramlarin genellestirilmesi i¢in etkili bir ara¢ oldugu
diistiniilmektedir. Bu yaklagimin kokenleri, Leonhard Euler ve Heine gibi matematikgilerin
calismalarma kadar uzanabilir [45]. Bir Ingiliz matematikgi olan F.H. Jackson, 20. yiizy1ilin
baslarinda Kuantum hesabinin sistematik c¢alismasinda, ozellikle g-serisi ve g-integral

alanlarinda Oncii arastirmacilardan biri olarak kabul edilmektedir [42-51].

Klasik kuantum hesab1 kavramlari, diirtiisel (impolsive) g-fark denklemlerini
cozmek icin ilk olarak Tariboon ve Ntouyas [52] tarafindan reel sayilardan olusan keyfi bir
[a, b] araligina genisletilmistir. Daha sonra, Tariboon ve Ntouyas bu yaklagimi kullanarak
Hermite-Hadamard esitsizligi de dahil olmak iizere bir dizi iyi bilinen integral esitsizliginin
q-benzerini tiretmislerdir [53]. [52,53]'te sunulan sonuclar, [a,b] araliginda kuantum
hesabi alanina 6nemli katkilar1 saglayip, matematik ve fizigin ¢esitli alanlarinda potansiyel

uygulamalara sahiptir [54-59].



Modern esitsizlikler teorisindeki son gelismeler baglaminda, Noor vd. [60] Hermite-
Hadamard esitsizlikleri i¢in kuantum hata simir tahminleri elde etmistir. Sonraki bir
calismada, Alp vd. [39], Tariboon ve Ntouyas [53] tarafindan 6nerilen Hermite-Hadamard
esitsizliginin genel olarak dogru olmadigini bir 6rnekle gostermistir. Ek olarak, ayni
calismada Alp ve digerleri g-Hermite-Hadamard esitsizliginin diizeltilmis bir versiyonunu
ve ayrica g-tiirevlenebilir konveks fonksiyonlar i¢in bazi orta nokta tipi esitsizliklerin g-

benzerlerini sunmuslardir.

Aslinda, kuantum integrallerinde genel bir degisken degistirme kuralinin olmamasi
temel bir sorun teskil etmektedir. Bu konunun ihmal edilmesi sadece Taribon ve Ntouyas
[53] tarafindan yapilan ¢alismalarda degil, Noor vd. [61] ¢alismalarinda da hataya yol
acmustir. Bu, Taribon ve Ntouyas [52] tarafindan tanimlanan g-integralinin (1.1.3), (1.1.4)
ve (1.1.7) gibi baz1 6zdesliklerin dogru g-benzerini elde etmek i¢in yeterli olmadiginm

gosterir.

Bu tezde, sag g-tlrev ve belirli g-integral kavramlar1 sunulmus ve belirli sol ve sag
g-integrallerin bir kombinasyonu yoluyla g-Hermite-Hadamard esitsizliginin yeni bir
versiyonunu elde edilmistir. Bu esitsizlige gore, g-tlirevinin mutlak degerinin belirli bir
sayt kuvveti konveks olan fonksiyonlar i¢in bazi yeni g-Hermite-Hadamard tipi
esitsizlikleri ve bunlarin gelistirilmis formlar1 kurulmustur. Ayrica, Bullen ve Simpson tipi
esitsizlikler i¢in yeni kuantum tahminleri tiiretilmistir. Sonuglarin bir uygulamasi olarak,

q — 17 limiti alindiginda literatiirde var olan bazi sonuglar elde edilmistir.

1.2. Arastirma Metodolojisi

Modern esitsizlikler teorisinde, fonksiyonlarin konveksliginin kullanilmasi ve iyi
bilinen Holder ve power-mean esitsizliklerinin uygulanmasi, Hermite-Hadamard tipi
esitsizlikleri kurmak i¢in en yaygin kullanilan tekniklerdir, [28-41]. Benzer bir sekilde
arastirmacilar klasik g-Holder ve g-power-mean esitsizliklerini kullanarak g-turevlenebilir
konveks fonksiyonlar icin g-Hermite-Hadamard tipi esitsizlikleri elde etmislerdir, [49, 53].
Son yillarda Iscan, Hoélder esitsizliginin  gelistirilmis ve genel versiyonunu ortaya
koymustur, [62]. Bu versiyon Literatirde Holder-Iscan esitsizligi  olarak
adlandirilmaktadir. Daha sonra, [62]'de verilen teknikleri kullanarak, Kadakal vd. [63],



gelistirilmis power-mean esitsizligini elde etmistir. Holder-Iscan ve gelistirilmis power-
mean esitsizliklerini uygulamasi, klasik Holder ve power-mean esitsizliklerini kullanmaya

kiyasla Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler i¢in geligsmis hata tahmin sinirlari saglar [62-
68].

Bu ¢alismada, ilk olarak, g-Hermite-Hadamard tipi esitsizlikleri kurmak igin klasik
q-Holder ve g-power-mean esitsizlikleri ve fonksiyonlarin konveksligi kullanilmistir.
Bundan sonra sol g-integralini kullanilarak, Hélder-Iscan esitsizliginin genellestirilmis bir
versiyonu tiiretilmistir. Bu yeni yontemi kullanilarak, bu calisma siirecinde elde edilen
yamuk ve orta nokta esitsizlikler i¢cin gelistirilmis smirlar incelenmistir. Ayrica, sayisal

hesaplamalar ve grafiklerin ¢izilmesi icin Maple yazilimi kullanilmistir.

1.3. Tez Organizasyonu

Bu tez II ana bolimden olusmaktadir. I. ana bolim 9 alt bolim halinde asagidaki
sekilde diizenlenmistir. 1.4. alt boliimde, baz1 temel kavramlar g6zden gecirilmis, Holder
ve power-mean esitsizliklerinin yeni iyilestirmesi verilmistir. 1.5 alt boliimiinde, yamuk ve
orta nokta tipi esitsizliklerle ilgili bazi sonuglar kisaca sunulmustur. 1.6 alt boliimiinde,
Bullen ve Simpson tipi esitsizlikler kisaca ele alinmustir. Ek olarak, (1.1.7) 6zdesliginin

kullanilmasiyla elde edilen sonuglara kisa ve 6z bir genel bakis sunulmustur.

1.7. alt bolimde, klasik g-hesabin temel fikirleri sunulmis, hem klasik hem de
Jackson g-integrallerinin Ozellikleri tartigilmistir. Ardindan, 1.8. alt bdliimde, [a,b]
araliginda sol g-turevi ve belirli sol g-integrali kavramlari ve temel Ozellikleri
sunulmustur. 1.9. alt boliimde, sol kuantum integral ile ilgili baz1 temel esitsizlikler kisaca
tanitilmistir. Ayrica, bu alt boliimiin sonunda, [15]'te verilen g-Ostrowski tipi esitsizliklerin

genel olarak dogru olmadig tartigilmistir.

II. ana boliim 10 alt bolim halinde soyle diizenlenmistir. 2.1 ve 2.2 alt boliimlerinde,
reel sayilarin [a, b] araliginda sag g-tiirevi ve belirli sag g-integrali kavramlar1 ve bunlarin
temel Ozellikleri incelenmistir. 2.3. alt boliimde, sol ve sag kuantum integralleri birlikte
kullanilarak [53,61]'de iddia edilen sonuglar yeniden formiile edilmistir. 2.4 alt béliimde,
sol ve sag kuantum integralleriyle ilgili Hermite-Hadamard esitsizliginin bazi yeni

versiyonlar1 tartistlmistir. 2.5 ve 2.6 alt boliimlerinde, sirasiyla sol ve sag kuantum



integrallerinin bir kombinasyonu ile ilgili iki ana 6zdeslik elde edilmistir. Daha sonra elde
edilen ana 6zdeslikler tizerinde klasik g-Holder ve g-power-mean esitsizlikleri kullanilarak
sol ve sag g-integrallerle ilgili baz1 yamuk ve orta nokta tipi esitsizlikler kurulmustur. 2.1-
2.6 alt bolumlerindeki sonuglar [69, 70]'de yaymlanmstir. 2.7. alt bolimde, sol ve sag g-
integrallerinin bir kombinasyonu yoluyla Hermite-Hadamard tipi 6zdesliklerin genel bir
versiyonunu kurulmustur. Klasik g-Holder ve g-power-mean esitsizliklerini bu genel
0zdeslige uygulanarak, sol ve sag g-integrallerle ilgili bazi Hermite-Hadamard tipi
esitsizlikler incelenmistir. Ortaya ¢ikan esitsizliklere parametrelerin belirli degerlerini
koyarak sol ve sag g-integrallerle ilgili bazi agirlikli Bullen, Bullen ve Simpson tipi
esitsizlikler sunulmustur. 2.8. alt boliimde, sirasiyla Holder-Iscan ve gelistirilmis power-
mean esitsizliklerinin genel versiyonunun sol ve sag kuantum integral benzerleri
sunulmustur. Son olarak, 2.5, 2.6 ve 2.8 alt boliimlerindeki sonuglar kullanilarak sirasiyla
2.9 ve 2.10 alt béliimlerinde yamuk ve orta nokta tipi esitsizliklerin gelistirilmis ve

genellestirilmis bigimleri incelenmistir.

1.4. Baz1 Temel Tanmimlar ve Onemli integral Esitsizlikleri

Bu alt boliimde, konveksligin temel kavrami ve gesitli yonlerde genellestirilmesi
kisaca tanmtilmistir. Ayrica, Holder ve kuvvet ortalamasi (power-mean) integral
esitsizlikleri ve bunlarin yeni iyilestirmeleri de sunulmustur.

Tammm 1.4.1. [12] | € R bir aralik ve f:I - R bir fonksiyon olsun. Eger her
P1, P2 € Ivet €[0,1] igin

fapr+ (A —1py) <tf(p) + (1 —1)f(p2) (1.4.1)

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonuna I tizerinde konvekstir denir. Eger her p; # p, ve T €
(0,1) icin (1.7.1) esitsizligi kesin ise f fonksiyonuna kesin konvekstir denir. Ayrica, eger
(1.4.1) esitsizligi tersine gevrilirse f fonksiyonuna I tUzerinde konkavdir denir. Eger (1.4.1)
esitsizligi tersine gevrilirse ve her p; # p, ve t € (0,1) igin kesin ise f fonksiyonuna kesin
konkavdir, denir.

Tamm 1.4.2. [76] R, = [0,) ve f: R, — R bir fonksiyon olsun. Eger her p,, p, €

[0,) ve T,w = 0 olmak (izere bazi sabit s € (0,1] i¢in 7° + w* = 1 ve



f@p1 + wpy) < T°f(p1) + 0°f(p2) (1.4.2)

ise, bu takdirde f fonksiyonu ilk anlamda s-konvekstir denir.
Tamm 1.4.3. [77] R, = [0, ) ve f:R, — R bir fonksiyon olsun. Ayrica 7,w = 0
ve T+ w = 1 olsun. Eger her p,, p, € [0, ) ve bazi sabit s € (0,1] i¢in

f@pr+wpy) < T5f(p1) + w¥f(p2) (1.4.3)

ise, bu takdirde f fonksiyonu ikinci anlamda s-konvekstir denir.

Eger 1.4.2 ve 1.4.3 tanimlarinda s = 1 ise s-konveksligi her iki anlamda [0, )
Uzerinde tanimlanan fonksiyonlarin konveksligine indirgenir.

Tamm 1.4.4. [23] m € [0,1] ve f: [0, b] — R bir fonksiyon olsun. Eger her p,, p, €
[0,b] ve T € [0,1] igin

f(TP1 +m(1 - T)) < tf(p1) + m(1 —1)f(p2), (1.4.4)

ise, bu takdirde f fonksiyonu m-konvekstir denir.
Tamm 1.4.5. [23] (s,m) € [0,1]? ve f:[0,b] = R bir fonksiyon olsun. Eger her
P1, P2 € [0,b] ve T € [0,1] igin

f@@py + m(1 —1)p;) < 8f(p1) + m(1 —7°)f (p2) (1.4.5)

ise, bu takdirde f fonksiyonu ilk anlamda (s, m)-konvekstir denir.
Tamm 1.4.6. [23] (s,m) € [0,1]?> ve f:[0,b] » R bir fonksiyon olsun. Eger her
P1, P2 €10,b] ve T € [0,1] igin

fpy +m(1 —1)py) < 5f(p) + m(1 —1)°f (p2) (1.4.6)

ise, bu takdirde f fonksiyonu ikinci anlamda (s, m)-konvekstir denir.
Eger 1.4.5 ve 1.4.6 tamimlarinda m = s = 1 ise (s, m)-konveksligi her iki anlamda

[0, b] Uizerinde tanimlanan fonksiyonlarin konveksligine indirgenir.



Cesitli konveks fonksiyon tiirleri hakkinda daha fazla bilgi [23, 28, 76]'de ve
buradaki referanslarda bulunabilir.
Teorem 1.4.7. [62, 71] f ve g fonksiyonlar [a, b] S R araliginda tanimlanmis olsun.

Eger a > 1 ve i+ % =1 icin |f]% |g|? € L[a, b] ise, bu takdirde asagidaki esitsizlik

saglanir:

b b % /b 3
f |(fg)<x>|dxs(f If(x)I“dx> (f g1 dx>. (147)

Yukaridaki esitsizligin esitlik olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli sart w, Ve w, sabitleri
icin hemen her yerde w; |f (x)|* = w,|g(x)|# olmasidir.
Teorem 1.4.8. [63, 71] f ve g fonksiyonlar [a, b] € R araliginda tanimlanmis olsun.

Egera > 1 icin |f],|f|lg|* € L[a, b] ise, asagidaki esitsizlik saglanir:

|~

b b 1‘% b po
f |(fg)<x)|dxs(f If(x)ldx> (f If(x)llg(x)l"‘dx>- (1.48)

Teorem 1.4.9. [62] f ve g fonksiyonlar [a,b] € R araliginda tanimlanmis olsun.

Eger a > 1 ve i+%= 1 icin |f]%,|g|® € L[a, b] ise, bu takdirde asagidaki esitsizlik
saglanir:
b

[ 1¢9lax (14.9)
a

|-

b é b
L ([ o-nrera) ([ o-olgwr a)
1l

—a b b ;
ﬁ(fa (x—a)lf(x)l"‘dx) (fa (x—a)lg(x)lﬁdx>J

Yukaridaki esitsizligin genel versiyonu asagidaki gibidir:

<
b

QIR
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n 1

b b 2/ b 3
[oeoiar < ([weorrer ) ([ ueiger ), aao)

a i=1

burada, i =1,2,::-,n, w;:[a,b] - [0,00) surekli fonksiyonlar ve her x € [a,b] igin
i=1 4i(x) = 1dir.
Uyar 1.4.10. [62] Eger Teorem 1.4.9'un tiim kosullar1 gegerli ise, bu takdirde

|~

n 1

b a b B
Z( | ui(x>|f(x)|“dx> ( | melgear dx)
i=1 ¢ a
b % b
<([reoras) ([1geor dx>.

esitsizligi dogrudur. Bu esitsizlik, (1.4.10) esitsizliginin, (1.4.7) esitsizliginden daha iyi

=+

oldugunu gosterir.
Teorem 1.4.11. [63] f ve g fonksiyonlar [a, b] € R araliginda tanimlanmis olsun.

Egera > 1 icin |f], |f|lg|® € L|a, b] ise, asagidaki esitsizlikler saglanir:

b
f |(fg)(x)|dx (1.4.11)

b 1‘% b é
L ([e-vrmia) ([ o-nirigw )

<

1)

a

b—a b 1_é b
l+(L (x—a)lf(X)IdX> (f (x—a)lf(x)llg(x)lqu> |

1

b 1‘% b z
s(f If(x)ldx> (f If(x)llg(x)I“dx>-

(1.4.11)'deki ilk esitsizlik, power-mean esitsizliginin gelistirilmis bir bigimidir.
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1.5. Yamuk ve Orta Nokta Tipi Esitsizlikler

Bu alt bolimde, iyi bilinen Hermite-Hadamard esitsizligi ile ilgili bazi temel
Ozdeslikler ve bu 6zdesliklere dayali olarak elde edilen bazi yamuk ve orta nokta tipi
esitsizlikler kisaca tanitilmistir.

Lemma 15.1. [19] I € R bir aralik ve f:1 - R fonksiyonu I°(I araliginin ici)
lizerinde birinci mertebeden tiirevlenebilir olsun. Ayrica a < b olan her a,b € I igin f’ €

L[a, b] olsun. Bu takdirde

f@+fb) 1
2 b—a

b
f f(x) dx (1.5.1)

_ b;_“fo (1 - 20)f'(ra + (1 — Db) dr

0zdesligi saglanir.

Sonrasinda yukaridaki 6zdeslik ve HoOlder esitsizligini kullanarak, tiirevlenebilir
konveks fonksiyonlar igin asagidaki yamuk tipi esitsizlikleri kurmuslardir [19].

Teorem 1.5.2. [19] I € R bir aralik ve f:I —» R fonksiyonu I’ (izerinde birinci
mertebeden tiirevlenebilir olsun. Ayrica a < b olan her a,b € I” igin f' € L[a, b] olsun.

a) Eger |f'| fonksiyonu I = [a, b] araliginda konveks ise, bu takdirde

f@+fkb) 1

. — (1.5.2)

f bf (x) dx

b —
<l @I+IF®Il

esitsizligi saglanir.

b) Eger a > 1 olmak Uzere |f’|ﬁ fonksiyonu [a, b] Uzerinde konveks ise, bu
takdirde

b 1 b
f(a);f( )_b—af () dx

(1.5.3)
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a—1

a

b—a [If'@E1 +If (b)la
T 2a+1)e 2

esitsizligi saglanir.
Benzer sekilde Pearce ve Pecaric [20], power-mean esitsizligi ve (1.5.1) 6zdesligi
kullanarak, tiirevlenebilir konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizlikleri tiiretmistir.
Teorem 1.5.3. [20] I € R bir aralik ve f:I —» R fonksiyonu I’ (izerinde birinci
mertebeden tiirevlenebilir olsun. Ayrica a < b olan her a,b € I’ igin f' € L[a, b] olsun.

Eger a > 1 igin |f'|* fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise, bu takdirde

+ £ 1 (P b— ‘@I + £ (B)|%\
‘f(a)zf()_b_aj;f(x)dx 4 4a<|f(a)| 2If()l> (15.4)
esitsizligi saglanir. Ilaveten @ > 1 igin
1<|f'(a)|a + |f'(b)|“>% U [r@EEireeE]
4 2 T 2(a + 1) 2

esitsizligi dogrudur.

Uyan 1.5.4. [20] Eger Teorem 1.5.3’da a =1 almirsa (1.5.4) esitsizligi (1.5.2)
esitsizligine indirgenir.

(1.1.3) oOzdesliginde HoOlder ve power-mean esitsizlikleri kullanilarak asagidaki
yamuk tipi esitsizlikler Kavurmaci ve digerleri tarafindan sunulmustur [22].

Teorem 1.5.5. [22] I € R bir aralik ve f:I > R fonksiyonu I’ (izerinde birinci
mertebeden tiirevlenebilir olsun. Ayrica a < b olan her a, b € I' igin f’ € L[a, b] olsun.

a) Eger é + % =1vea > 1igin |f'|? fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise, bu
takdirde

b 1 b
f(a);f( )_b—af () dx

(1.5.5)
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1 5

a1 | (rr ()
LSO ),

+ (If’(b)lﬁ (5 b)|ﬁ)g_

esitsizligi saglanir.

b) Eger a > 1 olmak Uzere |f'|* fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise, bu takdirde

f(a) ;f(b) . 1 : f:f(x) . y
b—a/l\a (2|f'(a)|“+|f/(aT+b)“ a
p (5) a+ by©\@
(oo ()

esitsizligi saglanir.

[19]'daki ¢alismaya benzer sekilde, Kirmaci [21]'de Hermite-Hadamard esitsizliginin
orta ve sol tarafi arasindaki farki i¢in asagidaki gibi bir 6zdeslik vererek, bazi orta nokta
tipli esitsizlikler bulmustur.

Lemma 1.5.6. [21] I € R bir aralik ve f:1 —» R fonksiyonu I°(I araliginin ici)
lizerinde birinci mertebeden tiirevlenebilir olsun. Ayrica a < b olan her a,b € I’ igin f’ €
L[a, b] olsun. Bu takdirde

ar b) (1.5.7)

ﬁf: Fo ax—f (222

fET f'(ta+ (1 —1)b)dr
=(b—a) 10
+f1 (t—1f"(ta+ (1 —1)b)dr

2

0zdesligi saglanir.
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Teorem 1.5.7. [21] I € R bir aralik ve f:1 —» R fonksiyonu I’ izerinde birinci
mertebeden tiirevlenebilir olsun. Ayrica a < b olan her a,b € I" igin f’ € L[a, b] olsun.

a) Eger |f'| fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise, bu takdirde

a+ b)‘ < (b -a)If'(@)| +|f'(b)I]

1 b
‘m j Fx) dx — f( ; - (15.8)

esitsizligi saglanir.

b) Egera > 1licin |f ’I% fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise, bu takdirde

‘ﬁ [ o dx—p (2 b)‘ (15.9)

b—a; 4 é(|f’(a>|ﬁ+3|f'<b)|%)%]
=% (a1 ; s
|(31F" @17 + I (B)]a=1) "

esitsizligi saglanir.

Eftekhari [23], (1.1.4) 06zdesligini kullanarak ikinci anlamda (s, m)-konveks
fonksiyonlar i¢in asagidaki orta nokta tipi esitsizlikleri tiiretmistir.

Teorem 1.5.8. [23] [a, b] < [0, ) olmak Uzere f: [a, b] = R fonksiyonu (a, b) agik
araliginda birinci mertebeden tiirevlenebilir ve f’ € L[a, b] olsun.

a) Eger |f'| fonksiyonu [a, b] araliginda ikinci anlamda (s, m)-konveks ise, bu
takdirde

‘ﬁf £ dx — f( +b>| (1.5.10)

<weroll (Nl QI G

esitsizligi gecerlidir.

b) Eger @ > 1 icgin |f'|* fonksiyonu [a, b] araliginda ikinci anlamda (s, m)-konveks
ise, bu tadirde
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‘ﬁf £ dx — f<“+b)| (1.5.11)

O me (1 ()] + | (2))]

a—1

<G GBI C

ve

‘ﬁf Fx) dx — f(“b)‘ (15.12)

esitsizlikleri gegerlidir.
Uyan 1.5.9. Eger Teorem 1.5.8'de s = m = 1 alinirsa, 1.5.10-1.5.12 esitsizlikleri

sirastyla asagidaki esitsizliklere indirgenir:

‘ﬁf; FO0) dx — f (%b)‘ (1.5.13)

Ue|r (437 + 305 @1+ o]

a+b
) (1.5.14)

[ e f(

< =) Q'R (7

)+ 1@+ 1o |

ve

‘ﬁf F(x) dx — f( +b)| (1.5.15)
S (g) [2 F(50)] + (%) (f @+ If’(b)l)]-

Yamuk ve orta nokta tipi esitsizliklerle ilgili daha fazla sonug [29-40]'daki

referanslarda bulunabilir.
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1.6. Bullen ve Simpson Tipi Esitsizlikler

Bu alt bolimde bazi Bullen ve Simpson tipi esitsizlikler ve bu esitsizliklerle ilgili
baz1 sonuglar kisaca belirtilmistir.

Tamm 1.6.1. [74] [a, b] € R ve f:[a, b] = R bir fonksiyon olsun. Eger [a, b]'deki
Xo, X1, X2, X3,%4 Keyfi bes farkli noktanin tiim kiimeleri igin bu noktalar Uzerindeki

boliinmiis fark pozitif ise, yani

Va(f; X0, X1, X2, X3, X4) = Z l_[ ((;C:)_ ) > (1.6.1)
=0 j

j*k

bu durumda f fonksiyonu [a, b] aralignda 4-konvekstir denir.

Uyan1 1.6.2. Eger (a,b) araliginda f® mevcut ve f® > 0 ise, bu takdirde f
fonksiyonu [a, b] araliginda 4-konvekstir ve tersi genel olarak dogru degildir [73].

1978'de Bullen, 1-konveks (konveks) fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizligi
kanitlamastir.

Teorem 1.6.3. [74] Eger f:[a, b] — R fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise, bu

durumda

(a+b
2

) < ! j Fx) dx < 4[f(a) + 2f< )+f(b)] (1.6.2)
esitsizligi gecerlidir.

f'nin [a, b] araliginda konveks olmasi durumunda

@+ 2r (B30) + ] 22D

oldugu agiktir, bu da esitsizlik (1.6.2)’nin, Hermite-Hadamard esitsizliginin gelistirilmis
bir versiyonu oldugunu gosterir. Ayrica, Bullen [74], 4-konveks fonksiyonlar igin
asagidaki esitsizligi elde etmistir.

Teorem 1.6.4. [74] Eger f:[a, b] —» R fonksiyonu [a, b] araliginda 4-konveks ise,

bu durumda
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%[zf <3a i b) -f (a * b) + 2f (a :31))] < 5 1 afbf(x) dx (1.6.3)

< er@+ 47 (437) + 1)

esitsizligi saglanir.
Yukaridaki esitsizlik literatiirde Bullen-Simpson esitsizligi olarak adlandirilir.
Asagidaki esitsizlikler, L-Lipschitzian fonksiyonlar1 i¢cin Hadamard ve Bullen tipi

esitsizliklerle ilgili sonug¢lardan elde edilen 6zel durumlardir [25].

[f(a) + Zf( ) + f(b)] f Cr o) dn| < @ (1.6.4)
ve
[f(a) + 4f< ) + f(b)] fabf(x) dx| < w . (1.6.5)

Dragomir vd. [75]'te esitsizlik (1.1.6) i¢in asagidaki gibi yeni bir sinir elde etmistir:
Teorem 1.6.5. [75] [a,b] < R ve f:[a, b] —» R strekli tirevlenebilir bir fonksiyon
olsun. Eger f' € L[a, b] ise, bu takdirde asagidaki esitsizlik saglanir:

(1.6.6)

i@+ ar(S50) + 10 -5 [ o an

<2
=3z 'l

Burada, ||f'lly = [} 1f ()| dx’dir.
Teorem 1.6.6. [75] [a, b] € R ve f:[a,b] - R mutlak strekli bir fonksiyon olsun.

Egera > 1 ve i +% =1 i¢in f' € L,[a, b] ise, bu takdirde

(1.6.7)

@+ ar (D) + o] - [ 1w as

b— 7 [2h+1 %
<03 an) e
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esitsizligi saglanir.

Sarikaya vd. [26] asagidaki 6zdesligi kullanarak bazi Simpson tipi esitsizlikler elde
etmistir.

Lemma 1.6.7. [26] I € R bir aralik ve f: 1 = R mutlak stirekli bir fonksiyon olsun.
Eger f fonksiyonu I” (izerinde birinci mertebeden tiirevlenebilir ve a < b olan her a,b € I’
icin f' € L[a, b] ise, bu takdirde

%[f(a) +4f (a%b) +f(b)] —ﬁfabf(x) dx (1.6.8)
[ 1G-3)r (o + )+ G-)r (e o)) e

0zdesligi saglanir.

[26]'daki ana esitsizlik asagidaki gibi sunulmustur.
Teorem 1.6.8. [26] I € R bir aralik ve f:I > R fonksiyonu I’ (izerinde birinci

mertebeden tiirevlenebilir olsun. Ayrica a < b olan her a,b € I’ icin f’ € L[a, b] olsun.

Eger f > 1 ve i + % = 1 igin |f'|# fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise, bu takdirde

(1.6.9)

‘% [f(a) +4f (#) + f(b)] - ﬁf:f(x) dx

<b—a 1 4 22+1 @ 31f' (@)|? + |f'(b)|P %+ If'()|® + 3|f'(b)|# ;
- 12 \3(1+ a) 4 4

esitsizligi saglanir.

Son olarak, (1.1.7) 6zdesligine dayali olarak Xi ve Qi [27] tarafindan elde edilen bazi
kayda deger sonuglar1 asagidaki gibi verilmistir.

Teorem 1.6.9. [27] I € R bir aralik ve f:I —» R fonksiyonu I’ {izerinde birinci
mertebeden tiirevlenebilir olsun. Ayrica a < b olan her a, b € I’ igin |f’| € L[a,b] ve 0 <

A, n < 1olsun. Eger a > 1icin |f'|* fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise, bu takdirde

(1.6.10)

Af(a) +nf(b) 2—-A1—-7n _(a+b 1 (P
2 T3 f( 2 >_b—a]af(x)dx




19

(1 224 222yt [ = 92+ 1227 = 220)]f° (a)l“]

+(2 =32+ 223)|f"(b)|*

@ - 3u+ 23)f (@) ]
+(4— 9 + 1207 — 29®)|f"(@)|2] )

b —a(l)é
< _
- 8 6

U(l —2n+ znz)l‘i[

esitsizligi saglanir.
Sonug¢ 1.6.10. [27]

a) Egeri=n= % alinirsa, (1.6.10) esitsizligi asagidaki Bullen tipi esitsizlige
indirgenir.

(1.6.11)

Hlr@ezr(5)+ (b)]——f F) dx

<22 ({191 @)1 + 31 B)|“Je + [B1F" @I + 91" (b)]“Ja}.

16 \2

b) EgerA=n= % alinirsa, (1.6.10) esitsizligi asagidaki Simpson tipi esitsizlige
indirgenir.

(1.6.12)

Hr@+ar ()0 - [ rma

_5k-a) ( 1 )& { [611f"(@)]® + 291f' (B)] ] }
72390 (1 1291f" ()| + 611f"(b)] e

c) Egeri=n= % alinirsa, (1.6.10) esitsizligi asagidaki Hermite-Hadamard tipi

esitsizlige indirgenir

(1.6.13)

‘ [r@+ r(55- )+<b>]——f £ ) dx

SO Ly { [741f" (@I + 161f' ()| T }
72 B0 L a61f (@I + 741f ()]
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Ozellikle eger a = 1 almrsa, (1.6.11), (1.6.12) ve (1.6.13) esitsizlikleri sirasiyla

asagidaki esitsizliklere indirgenir

‘ [f(a)+2f( )+(b) ——j f(x) dx (1.6.14)
<L P @I+ IF ol
‘ [f(a)+4f< ) (b)] ——] f(x) dx (1.6.15)
S(b_ D @)+ 1B
ve
| [f(a)+ f( )+(b)] ——f f(x) dx (1.6.16)
S(b— a)

——[f' @l + If' B

1.7. Klasik Kuantum Tiirevi ve Jackson Kuantum Integrali

Bu alt bolimde, g-tlrevi ve Jackson g-integrali kavramlari ve temel ozellikleri
kisaca sunulmustur.

Tamm 1.7.1. [50] g € R bir sabit ve I bir bos olmayan kiime olsun. Eger her t € I
icin gt € I ise, bu takdirde I bir g-geometrik kiimedir denir.

Ornek 1.7.2. q € [0,1] olmak tizere I = [0,1] bir g-geometrik kimedir.

Tanmm 1.7.3. [50] ¢ # 1 ve I bir g-geometrik kiime olsun. Ayrica f:I — f(I)
kompleks veya reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde g-fark operatorii veya

kuantum turevi su sekilde tanimlanir:

f(x) — fgx)
W, xel— {0},
Dqf (x) = chi_r)r(lj D,f(x), x=0velq| <1, (1.7.1)

t D -1£(0), x=0velq| > 1.

Bazi kaynaklarda, f'(0)'in mevcut olmasi sartiyla g-fark operatdriiniin veya kuantum

tlrevinin tanimu su sekilde verilir [78, 79].
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f(x) = f(gx) C 20
Dyf(x)=4 (A-q@x ° ’ (1.7.2)
f'(0) , x=0.

Yukaridaki q-fark operatori, 1910'da Jackson tarafindan sistematik olarak
incelenmistir ve bu nedenle bazen Jackson g-fark operatori olarak adlandirilir.
Tammm 1.7.4. [46] [ bir g-geometrik kime ve f(x) fonksiyonu I tlzerinde

tanimlanmus olsun. Bu takdirde f(x)’in g-diferansiyeli su sekilde verilir.

dof (x) = f(gx) — f(x) (1.7.3)

Uyann 1.7.5. [46] [ bir g-geometrik kiime ve f(x) fonksiyonu I tizerinde

tanimlanmis olsun. Eger x € I icin f'(x) mevcut ise, bu takdirde

df (x)
dx

(l;iiq Dqf(x) = (1.7.4)
dir.

Teorem 1.7.6. [46] (Kuantum turevinin ozellikleri) &; ve &, iki sabit ve I bir g-
geometrik kiime olsun. Eger f(x) ve g(x) fonksiyonlar1 I kimesi Uzerinde quantum

tlrevlenebilir (g-tlrevlenebilir) ise, bu takdirde (&,f + é,9)(x), (fg)(x) ve (g(x) #0

olmasi) halinde (ﬁ) (x) fonksiyonlar1 da I Uzerinde g-tirevlenebilirdir ve

()
Dq(&1f () + &,9(x)) = & Dgf (x) + &,Dq9 (%),
(i)
Da((f9)(x)) = f(gx)Dqg(x) + g(x)Dgf (x),
= f(x)Dgg(x) + g(qx)Dy f (x),
(iii)

D (f(X)> _ g@)Dgf (x) — f(x)Dgyg(x)
\g(x) g(x)g(qx)

veya

b <f (x)> _ 9(@)Dyf (x) — f(qx)Dgg(x)
q

gx)) g(x)g(gx)
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dir.
Ornek 1.7.7. [46] n bir pozitif tam say1 olsun. Bu durumda f(x) = x™ fonksiyonun

q-tlrevi yani

" -1 .
Dgf(x) = Dg(x™) = P x™
olur. Genellikle % sayisl
q"—1 n-1
[n], = =11 +o 41 (1.7.5)

ile gosterilir ve n'nin g-analogu olarak adlandirilir. Boylece D,y (x™) = [n],x™ olur.
Uyan 1.7.8. [46] &, ve &, iki sabit olsun. Eger g(x) = & x%2 ve h(x) = (f o g)(x)
ise, bu takdirde

th(x) = quzf(g(x))Dqg(x) (1.7.6)

dir.
Tamm 1.7.9. [46] Eger F(x) bir fonksiyon ve D,F(x) = f(x) ise, bu takdirde F(x)

fonksiyonuna, f(x)’in g-antitirevi denir ve

F(x) =ff(x) dgx, (1.7.7)

ile gosterilir.

Genel olarak, bir fonksiyonun g-antitlirevleri arasindaki farkin mutlak bir sabit
olmadigma dikkat etmek dnemlidir. Ornegin, eger D, F (x) = f(x) ise, yukaridaki tanima
gore F(x), f(x) 'in g-antitirevidir. Ote yandan, g-tiirevinin tanimima gore Dap(gx) =0
ancak ve ancak ¢(gx) = ¢(x) ise ve bu, ¢(x) 'in mutlak bir sabit fonksiyon oldugu
anlamina gelmez. Dolayisiyla Dq(F (x) + <p(x)) = f(x) ve bu bir fonksiyonun gq-

antittrevleri arasindaki farkin mutlak bir sabit olmadigini gosterir [46].
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Bir fonksiyonun g-antitiirevini yeganeligi i¢in q'ya asagidaki gibi bir kisitlama
yapilmistir.

Onerme 1.7.10. [46] Eger q € (0,1) ise, bu takirde bir sabit farkiyla herhangi bir
f(x) fonksiyonu x = 0°da siirekli olan en fazla bir g-antitlrevine sahiptir.

Uyar 1.7.11. [46] &; ve &, iki sabit olsun. Eger g(x) = & x%2 ve F(x) fonksiyonu

f(x)’ in bir g-antitlrevi ise, bu takdirde

| £@dag = F () = F(g) i (178)

Tamm 1.7.12. [42, 46] I bir g-geometrik kime ve f(x) fonksiyonu I tlizerinde

tanimlanmis olsun. Bu takdirde

[ f@dgr=a-ax ) arf@) (17.9)
n=0

serisine f(x)’ in Jackson belirsiz integrali denir. Ayrica, (1.7.9)’iin daha genel bir bigimi

[ g = @ - 0x Y @@ 00,900 (17.10)
n=0

= Z f(@"x)(g(q™x) — g(g™*'x))
n=0

ile verilir.
Ornek 1.7.13. [46] g(x) = log x olsun. Bu takdirde

loggx —logx logg1l logq
(g—Dx 1—-qx 1-—gq

Dag(x) = f()

ve Jackson belirsiz integralinin tanimina gore
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1 SR
J;dqx=(1—Q)xZ)q prvii
n=

olur.

Bu drnek bir fonksiyonun g-antitiirevine sahip olabilecegini ancak bir Jackson g-
integraline sahip olamayacagin1 gostermektedir. Kac ve Cheung [46], Jackson integralinin
varlig1 ve bunun yegane g-antittirevi ile iliskisi i¢in asagidaki sonucu sunmustur.

Teorem 1.7.14. [46] Eger q € (0,1) ve |f(x)x“%| fonksiyonu baz1 a € [0,1) i¢in
(0, b] araliginda sinirli ise, bu durumda (1.7.9) ile tanimlanan Jackson belirsiz integrali
(0, b] araliginda f(x)’in bir g-antitlrevi olan F(x) fonksiyonuna yakinsar. Ayrica, F(x),
x = 0’da siirekli ve F(0) = 0°dur.

Jackson belirli integrali su sekilde tanimlanr:

Tamm 1.7.15. [46] b > 0 ve f: (0, b] — R bir fonksiyon olsun. Bu takdirde f(x)'in

belirli g-integrali

b (00}
[ feadgx=a-ap ) aras), (17.11)
0 n=0
olarak tanimlanir. Ayrica her 0 < a < b i¢in

b b a
f f)dgx =f f()dgx —j f)dgx (1.7.12)
a 0 0

ve (1.7.11)’nin daha genel bigimi

b co
| £e0deg@ =Y r@ ) gt - g(a+ 1)) (17.13)
0 n=0

dir.

Jackson belirli integralinin geometrik yorumu [46]'da su sekilde verilmistir.
n € NU{0} ve q"b =x,, q"*'b =x,,1 Ve Ax, = q"b —q"*1b olsun. Bu takdirde
Ax,f(x,) = (1 —q)bq™f(q"b) dikdortgenin alam1 ve (1.7.11)’daki Jackson belirli
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integrali, asagidaki sekil 1. deki gibi sonsuz sayida dikdortgenin alanlarinin toplamina

karsilik gelir.

f(x)

7/

|

a°b a°b gb b

Sekil 1. Jackson belirli integralinin geometrik gorsellestirilmesi [46]

Sonug 1.7.16. [80] Eger [ Ob f (x) dx integrali yakinsak ise, bu takdirde
b

| £60 dx = limb(1 - DI 5) + af(ah) + 4 (a7b) + -]
0

dir. Bu nedenle

b b
llli_r)rijo f(x)dgx = jo f(x) dx (1.7.14)

dir.

Jackson belirli integralinde degiskenlerin degisimi i¢in genel bir kural yoktur ve
asagidaki formiil sadece &; ve &, iki sabit olmak Uzere g(x) = & x%2 oldugunda gegerlidir
[46].

g(b) b
f f(g)dyg = f Flg@)d 1 g
a qs2

g(a)
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q-Hesab'in Temel Teoremi 1.7.17. [46] Eger F(x) fonksiyonu f(x)'in bir g-

antitirevi ve x = 0 noktasinda surekli ise, bu takdirde 0 < a < b < o igin

b
j fG)dyx = F(b) - F(a) (17.15)

dir.
Sonug 1.7.18. [46] Eger f(x) fonksiyonu x = 0 bir komsulugunda tiirevlenebilir ve

f'(x) sifir noktasinda siirekli ise, bu takdirde 0 < a < b igin

b
J Dyf(x)dgx = f(b) — f(a) (1.7.16)

dir.
Sonug 1.7.19. [46] (Kismi Integrasyon Kurah) Eger f(x) ve g(x) iki fonksiyonu
x = 0 bir komgulugunda tiirevlenebilir ve f'(x), g'(x) sifir noktasinda siirekli ise, bu

takdirde 0 < a < b igin

b b
j f)dag(x) = f(b)g(b) — f(a)g(a) —f 9(qx)dqf (x) (1.7.17)

dir.
Sonug 1.7.20. [50] f: (0, b] — R bir fonksiyon ve m,n € Z olsun. Eger a = 0 veya
b=oiseveyat € (0,b] vea < bigina = q"t ve b = q™t bigiminde ise, bu takdirde

b
< j FGOldyx (1.7.18)

Jabf(x) dgx

esitsizligi saglanir.
Eger Sonu¢ 1.7.20'de belirtilen kosullar saglanmazsa, yukaridaki esitsizlik genel
olarak gegerli degildir [50].

1.8. Kapah ve Simirh Bir Aralik Uzerinde Kuantum Hesab1

2013 yilinda Tariboon ve Ntouyas birinci ve ikinci mertebeden g-fark

denklemlerinin baslangi¢ deger problemlerini ¢6ziimek icin Jackson g-fark operatéri (g-
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tirevi) ve Jackson belirli integrali (belirli g-integrali) kavramlarini [a, b] keyfi kapali ve
siirl araliginda asagidaki gibi genisletmistir [52].

Tamm 1.8.1. [52] x € [a,b] ve f:[a,b] = R surekli bir fonksiyon olsun. Bu
takdirde g € (0,1) igin f fonksiyonunun x € [a, b] noktasindaki q,+-tlrevi su sekilde

tanimlanir;
fx) = flgx+ (1 - q)a) cta
p+Daf () = 1-q)(x—a) ' ' (1.8.1)
xli)r(llrl+ a+Daf (), X = a.

Eger her x € [a,b] igin ,+D,f(x) mevcut ise, bu durumda f fonksiyonu [a,b]
araliginda q,+-ttrevlenebilirdir denir.

Uyannt 1.8.2. [52] Eger a =0 ise, yukaridaki genisletilmis g, +-fark operatori
Jackson g-fark operatoriine indirgenir.

Teorem 1.8.3. [52] (q,+-turevinin 6zellikleri) & bir sabit olsun. Eger f(x) ve g(x)
fonksiyonlar1 [a, b] araliginda q,+-turevlenebilir ise, bu takdirde (f + g)(x), ({f)(x),

(fg)(x) ve (g(x)g(gx + (1 — g)a) # 0 olmasi) halinde (5) (x) fonksiyonlar1 da [a, b]

araliginda q,+-tlrevlenebilir ve

(i)
atDq(f + 9)(x) = 1+Dyf (X)+4+ Dy g (x),
(i)
a*Dq(f)(x) = &+ Do f (),
(iii)
atDa(f@)(x) = f(x) 1+Dgg(x) + g(gx + (1 — @)a) ,+Dy f (x)
= g(x) +Dgf (x) + f(gx + (1 — q)a) ;+Dy g (x),
ve
(iv)
x) +D,f(x) — f(x) +D,g(x
() 0 = T

dir.
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Tamm 1.8.4. [52] f:[a,b] » R surekli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, f(x)

fonksiyonunun [a, b] araligindaki belirli q,+-integrali su sekilde tanimlanir:

b (00}
f @) grdgx = A= b =) ) q"f(@"b+ (1~ gMa) (1.82)
a n=0
ve her ¢ € (a, b) igin

b b c
f F) gedyx = f £ grdyx — f 0 gedgx (183)
Cc a a
dir.
Uyan 1.8.5. [52] Eger a = 0 ise, yukaridaki genisletilmis q,+- integrali Jackson g-
integraline indirgenir.
Teorem 1.8.6. [52] (q,+-integralinin baz1 o6zellikleri): ¢ € R bir sabit f(x) ve

g(x), [a,b] arahiginda iki siirekli fonksiyon olsun. Bu takdirde asagidaki kurallar
gegerlidir.

(i) Her p € [a, b] igin

p
2D, j F0O) edgx = £(0)

ve eger ¢ € (a,p) ise

p
[ eDaf @) grdgx = £0) = 1@
dir.
(ii) Her ¢ € [a, b] icin

f:(f +9)(x) grdgx = .[acf(x)a+dqx + J:g(x)aJ,dqx,
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[ €0 prtex = [ 7000

a

ve

| £0005Pag et = (G = | gax + (1 = ) 12D W adlyx

dir.

1.9. Baz1 Temel Esitsizliklerin q,+-Benzeri

Holder integral esitsizligi, Hermite-Hadamard integral esitsizligi ve Ostrowski tipi
integral esitsizligi gibi 1y1 bilinen integral esitsizliklerinin kuantum benzerleri bu alt
boliimde sunulmus ve tartigilmustir.

Teorem 1.9.1. [53] f ve g fonksiyonlar [a,b] € R araliginda tanimlanmis olsun.

Eger a > 1 ve §+%= 1 icin |f]%,|g|? fonksiyonlar1 [a,b] araligi Uzerinde q,«+-

integrallenebilir ise, bu takdirde

=R

b b % b
[ @@l pdgx = ( [ If(x)I“a+dqx) ( [ |g<x)|ﬁa+dqx) (19.1)

esitsizligi dogrudur.

Uyan 1.9.2. [53] Eger a = 0 ise, yukaridaki esitsizlik klasik g-Holder esitsizligine
indirgenir.

Teorem 1.9.3. [53] Eger f: [a, b] = R, [a, b] Uzerinde bir konveks sirekli fonksiyon
ise, bu takdirde

b 1 (P b
f<a; )S 5 —aj f(x)+dgx < %-qu() (1.9.2)

esitsizligi dogrudur.

Tariboon ve Ntouyas, [a,b] aralig1 iizerinde f(x) fonksiyonunun konveksligini
kullanarak ve elde edilen esitsizligin [0,1] araliginda g-integralini alarak asagidaki

esitsizligi elde etmistir:
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f(a;b>S%U0 f((l—r)a+rb)dqr+f0f(ra+(1—r)b)qu
N 1+g¢

Yukaridaki esitsizlikteki birinci integralin hesabi [53]'te su sekilde verilmistir:

1 [ee]
J f((l —Ta+ Tb) dgt=(1-¢q) Z qnf((l —qMa+ q"b)
0 n=0

Q-
B (b—a

)_ 2 Z q"f((1 —q™a+q"b)
n=0

1 b
= mf f(x)a+dqx

ve ikinci integral i¢in asagidaki esitlik iddia edilmistir [53]:

f f((l —T)a+ Tb) dgt = f f(a+ (A —1)b)d,T. (1.9.3)
0 0

2016 yilinda Alp vd. [39] asagidaki 6rnegi vererek, (1.9.2) esitsizliginin sag tarafinin
genel olarak dogru olmadigini géstermistir.

Ornek 1.9.4. [39] x € [0,1] ve f(x) =1 — x olsun. Bu durumda Teorem 1.9.3'te
iddia edilen esitsizlige gore her g € (0,1) igin

f(o-;l)Sliojol(l—x)oardqx

1 [0.0]
1-2< (1—q);q"(1—q")

9

<
1+¢q

N =

olmalidir. Ama q =

N |-

icin 1z—q < % olur ve bu (1.9.3)'teki ilk esitsizlikle ¢elisir.
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Ayrica Alp vd. [39] geometrik yontemi kullanarak, konveks tlrevlenebilir

fonksiyonlar i¢in (1.9.2) esitsizliginin dogru bi¢imlerini asagidaki gibi sunmustur.

. Fezix)

Sekil 2. Tiirevlenebilir egri tizerindeki teget dogrularin grafikleri [39]

_p(qathy_ 1 af (@) + £ (b)
11—f<1+q)Sb_aLf(X)a+quST, (1.9.4)

IZ:f(a+qb>(1—q)(b—a) ,<a+qb)

1+q 1+gq o
SbiaLbf(x)a+dqx < %Jr;w)
R 3
<y [ g < LOLO

af @+ £ (6)

1 b
max{l;, I, I3} < mL f(x)a+dqx < 1+gq

Noor vd. [61] asagidaki 6zdesligi iddia ederek ve bunu kullanarak Ostrowski tipi

esitsizliklerle ilgili bazi sonuglari elde etmislerdir.
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Lemma 1.9.5. [61] f:[a,b] = R fonksiyonu (a,b) araliginda q,+-tirevlenebilir

olsun. Eger ,+D,f fonksiyonu [a,b] arahiginda surekli ve g-integrallenebilir ise, bu

takdirde her p € [a, b] igin asagidaki 6zdeslik gecerlidir

b
Fo) == [ FOgrdgr (19.5)
— 2 r1
= —q(z — Z) f T +Def(tp+ (1 —1)a) dyt

0

— )2 [l

_l_CI(ng)J T+Def(tp+ (1 —1)b) d,T.
0

Yukarida iddia edilen o6zdeslige dayali olarak elde edilen sonuglardan bazilar
asagidaki gibidir:

Teorem 1.9.6. [61] f: [a, b] — R fonksiyonu (a, b) araliginda g-turevlenebilir olsun.
Ayrica ,+D, f fonksiyonu [a, b] aralifinda stirekli ve g-integrallenebilir olsun.

a) Eger |,+D,f| fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ve her p € [a, b] igin
| ;+Dof (p)| < M ise, bu takdirde

gM[(p — a)* + (b — p)?]
(b—a)1+q)

< (1.9.6)

1 b
)~ 52 [ 00

esitsizligi saglanir.

b) Egera > 1 ve % + % = 1icin |a+qu|afonksiyonu [a, b] araliginda konveks ve

her p € [a,b] igin | +Dof (p)|* < M ise, bu takdirde

<

qM[(p—a)2+(b—p)2]( 1-p

— — ﬁaﬂ) (1.9.7)

1 b
)= [ e

esitsizligi saglanir.
Noor vd. [61] iddia edilen (1.9.5) 6zdesligin ispatinda sadece asagidaki esitligin

ispatin1 vermistir.
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q(zf—)z.f T +qu(‘rp +(1—-1)a) d,t (1.9.8)
_ P~
= o) - jfoc) vdgx

Fakat, asagidaki sonucun ispatini vermemisler ve sadece (1.9.5) ispatinin benzer

sekilde yapilabilecegini iddia etmislerdir.

q(b — p)?

a f T+Dgf(tp + (1 —1)b) d4T (1.9.9)

b—p

1
q(b ) f(p) — ﬁL f(x) g+dgx.

Simdi, asagidaki 6rnegi ele alalim.
Ornek 197. f:[a,b)]c R->R, 6;:[0,1] > [a,b] ve 6,:[0,1] - [a,b]
fonksiyonlar1 sirastyla f(x) =1+ x, 6,(t) = bt + (1 —1)a ve 0,(t) =ar+ (1 —1)b

olarak tanimlanmis olsun. Bu takdirde [a, b] = [1,2] olmak Uzere
flat+ (A —-1)b)=fr+(1—-1)2)=3—-71
Ve q,+-tiirevinin tanimina gore her x € [1,2] icin

f(x) = flgx+ (1 —qa)
1-9kx—a)

a+qu(X) =

olur. Bu ise,

fa+1-D2) - fqc+ 1 -D2)+(1-9q)

1-qG+(1-12-1) =1

atDgf(at+ (1 —1)b) =

3. .
ve p = icin
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J1 _q(b—p)zf T+Dgf (tp + (1 = T)b) d,7
b —
2
a(2-3) q | q
T T 21 Lfld”:th 11+ 9
ve

b-p 1 b

J2 = oy O ~ e fp F) gedg

2 _3
=q(2—_21)f(3) G- 1)f (1+x)+dgx

___{f (1+x)+dgx — J(1+x)1+d x}
e e a-33 ()

51—q{1+2 1 1}
1-q¢%> 1+q 4(1-q*) 1-—g¢q

bulunur. Dolayisiyla bu, (1.9.5)'te iddia edilen esitlikle gelisir ve bu nedenle iddia edilen

esitligin verilen g-benzeri dogru degildir. Benzer sekilde

1 1
Jf((l—T)a+Tb)qu=Jf((l—r)+21)dqr
0

ff(1+r)d T—f 2+1)d, T—2+1+q

ve

1 1
Jf(ra+(1—r)b)qu=Jf(r+(1—r)2)dqr
0 0

=f1f(2—r)dq1=f1(3—r)d T—3—L
0 0 1+q

olur. Bu durum (1.9.3) bagntisiyla ¢elismekte ve iddia edilen (1.9.2) esitsizliginin gegersiz

olmasinin ana sebebinin bu bagintinin kullanilmasi oldugunu gostermektedir. Bu nedenle,
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(1.1.3), (1.1.4) ve (1.1.7) Ozdesliklerinin yalnizca q,+-integral yoluyla olusturulmasi,
(1.9.2) ve (1.9.5)'te oldugu gibi hatalara sebep olur.

Simdi, g-integrallerinde degisken degisimi icin genel bir kural olmadigina gore,
[a, b] araliginda fol f(ta + (1 —1)b) d47 integralinin nasil ifade edilecegi sorusu ortaya
cikiyor. Ayrica, eger folf(‘ra + (1 —1)b) d,7 integrali [a, b] araliginda folf((l —1)a+
Tb) d,7 integraline benzer sekilde ifade edilirse, bu durumda (1.9.3) ve (1.9.5)'te iddia

edilen sonuglarin kuantum benzerleri ne olacaktir? Bu sorularin cevaplart bir sonraki alt

bélimde bulunabilir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Kapali ve Simirh Bir Aralik Uzerinde Sag Kuantum Tirevi

Jackson belirli g-integralinde genel bir degisken degistirme kuralinin olmamasini
dikkate alarak ve folf(ra + (1 —1)b) d, integralini [a, b] araliginda ifade etmek igin
Kunt vd. [69] q,+-fark operatoriine benzer sekilde g,--fark operatorii tanimlamislardir.
Ayrica, q,+-turevini sol kuantum turevi ve q,--tiirevini sag kuantum tirevi olarak yeniden
adlandirmuglardir. Bu alt bolimde, [69]'da verilen sag kuantum tiirevi (q,--tlrevi) ve temel
ozellikleri sunulmustur.

Tamm 2.1.1. a ve b, a < b kosulunu saglayan iki reel say1 ve f:[a,b] = R bir
fonksiyon olsun. Bu durumda her x € [a, b] icin f fonksiyonunun sag kuantum tiirevi veya

kisaca sag qj--tlrevi, su sekilde tanimlanir:

f(x) = flgx+ (1 —q)b) L

Do fG)i=1 (A-pG&-b) " 2.1.1)
xlirz?— b—qu(x) x=»b

Eger her x € [a,b] icin ,-D,f(x) mevcut ise, bu durumda f fonksiyonu [a, b]
araliginda sag kuantum trevlenebilirdir denir. Ayrica eger b = 0 ise, bu takdirde yukarida
tanimlanan q,--tlrevi klasik g-tlrevine indirgenir.

Ornek 2.1.2. f:[-5,—-2] » R fonksiyonu f(x) = x2 + 3x ile tanimlansm. Bu

takdirde x € [—5, —2] olmak Uzere f fonksiyonunun sag kuantum tlrevi x # 2 igin

x% 4+ 3x — [(qx + (1 - q)(—Z))2 +3(gx+ (1 - q)(—Z))]
A-q9x+2)

—2-Def (¥) =

=qx+2q+x+1
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ve x = —2i¢in
_2-Dgf(=2) = t_l>i£1%+ _2-Dgf (x) = xlir;nﬁ(qx +2q+x+1)=-1

olur. Bu ise,

_(gx+2q+x+1, x=+* -2
DG =TT e

dir. Ayrica f fonksiyonunun sol kuantum tirevi x # —5 igin

x% 4+ 3x — [(qx +(1- q)(—5))2 +3(gx+ (1 - q)(—S))]
(1-q)(x—(-5))

_e+Dgf(x) =

=x+qx+5q—2
vex = —=5ig¢in
_5+Daf (=5) = lim_:D,f(x) = lim (x +qx +5q —2) = =7

olur. Bu ise,

_(x+qx+5q—2, x+*-5
e Daf ) = {7 S

dir. Agikca eger Ornek 2.1.2'de ¢ — 1~ ise, bu durumda _,-D,f (x) — f'(x), yani

Jim__-Dof (x) = f'(x)
olur.

Sekil 3 ve 4, smasiyla f(x) = x% + 3x fonksiyonunun sag ve sol kuantum

tiirevlerinin normal tiirevine yakinsama davranisini gostermektedir.
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2x43 —13x+16 155905 2343 3x-035 15x+0.5
— 17x24 18x26—— 18528 — 17x+35 18x:20——19x#25

Sekil 3. f(x)=2x+3 igin sag Sekil 4. f(x)=2x+3 i¢in sol kuantum
kuantum tiirevin yaklagiminin tiirevin yaklagiminin
gorsellestirmesi gorsellestirmesi

Genel olarak, eger f: [a, b] = R fonksiyonu x € (a, b) noktasinda tiirevlenebilir ise,

y fx+h)—fx) = fx+h)—-fx) = flx+h)—f(x) df(x)
im = lim =lim =
h>0+ h h—0~ h h—0 h dx

ve

df(d*)_l. fla+h)—f(a) df(b”) . f(b+h)—f(b)
= lim , = lim

dx h>0+ h dx h—0~ h

tir.
Oteyandan0 < g<lvea <t <bicin (1 —q)(b—t) > 0’dir. Eger h =
(1 — q)(b — t) alinirsa bu takdirde ¢ —» 1~ iken h —» 0*. Bu ise,

. . fG)—flgx+ (1 —q)b)
am p-Dof () = lim ——=— 775

_ g flgx+ (1 —-q)b) — f(x)
= lim

q-1" A-q9)b—x)
— lim fx+h)—f(@)  df(x)
T hoot h T dx

ve x = b igin
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Jim ,-Dgf(b) = lim lim ,-Dqf (x) = lim lim ,-Dqf (x)

o dfx)  fxe+h)—f(x)
= lim = lim lim
t-b~ dx t-b~ h—0 h

— lim i fx+h)—fx)

= lim lim

h—0~ x—b~ h

y f(b+h)—f(B) dfd7)
im =

h>0~ h dx

olur.
. .. . 1-q™ .. _ .
Klasik kuantum tirevinde [n], = —1 olmak Uzere Dyx™ = [n],x™1 dir.
1-q

Asagidaki ornekte, [a,b] araliginda tanimlanan f(x) = (x — b)™ fonksiyonu i¢in sag
kuantum tiirevine gore ayn1 6zelligin saglandigi gosterilmistir.

Ornek 2.13. neN ve f:[a,b] cR— R fonksiyonu f(x)=(x—b)" ile
tanimlansin. Bu takdirde

(x—b)" = ((gt + 1 —q)b—b))"

b_qu(x) = IR
= (x—b)“_qn(x_b)n _ 1_qn _ pyn—1 — _ pyn—1
- 1-¢)(x-b)  1-gq (x = b)" " = [n]y(x — )"

olur. Ayrica, eger p(x) bir polinom fonksiyon ve
n
p@) = ) clx = bk

k=0

ise, bu durumda

p-Dap() = ) cylkly(x = b
k=1

olur.

Teorem 2.1.4. (qp--turevinin Ozellikleri) & bir sabit olsun. Eger f(x) ve g(x)
fonksiyonlar1 [a, b] araliginda q,--tlrevlenebilir ise, bu takdirde (f + g)(x), (£f)(x),



40

(fg)(x) ve (g(x)g(gx + (1 — q)b) # 0 olmasi) halinde (5) (x) fonksiyonlar1 da [a, b]

araliginda q,--tlrevlenebilir ve

(i)
p-Dg(f + () = p-Daf (X) + p-Dqg (%),
(ii)
p-Dq(§f)(x) = &p-Dyf (x),
(iii)
p-Dq(f9)(x) = f()p-Dag(x) + 9(qx + (1 — @)b),-Dyf (x),
ve
(iv)
t)p,-Df(x) — f(x)p-D,g9(x
0 (§) 0 =
dir.

Ispat: Sag kuantum tiirevinin tanimin1 kullanarak

(i)

s-Do(f +9)() = f+9x) - +9)(gx+ (1 —q)b)

(1-q)(x—b)
_fO) —flgx+ A -qb) g&x)—glgx+ (1 —q)b)
(1-q)(x —b) (1-q)(x~-b)

= p=Daf (¥) + p-Dgg(x),
(i)

. .
s Do) () = EPW =GN + (A = )b)

(1—-qg)(x—b)
f(x) = flgx + (1 —q)b)
(1—-g)(x—b)

=< = ’Sb‘qu(x ),

(iii)
p-Dg(F9(x) = (fg)x) a(f?)(&ij()l —b)
f)g(x) — f(x)glgx + (1 —q)b)
(1—q)(x—Db)
f(x)g(gx + (1 —q)b)
(1-q)(x—b)
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_flgx+ (A —g)b)g(gx + (1 —q)b)
(1-qg)(x—Db)
g(t) —g(gx + (1 —q)b)
(1-g)(x—b)

fO) - f((gx+ (1 —q)b)
+9(qx + (1 — q)b) -G =0

=f()

= f(x)p-Dgg(x) + g(gx + (1 — q@)b) ,-Dy f (x),

ve
(iv)
f B @-(E)@x+a-on
Da () 00 = REDICED
_f)glgx + (1 —q)b) —g(x) f(qx + (1 — q)b)
g(x)glgx + (1 —q)b)(1 — q)(x — b)
f)glgx + (1 —q)b) — f(x)g(x)
r 1 (1-q)(t—-D)
g()g(gx + (1 —q)b) +f(x)g(x) —9g)f(gx+ (1 —q)b)
1—-q)(x—b)
@ f(x) = flgx+ (1 —q)b)
_ 1 g (1—q)(x—b)
g glgx + (1 - q)b) g(x) — g(gx + (1 — q)b)
Ay G e ooy
— g(x)b‘qu(x) - f(x)b‘Dqg(x)
g(x)g(gx + (1 —q)b)
elde edilir.

2.2. Kapah ve Simirh Aralik Uzerinde Belirli Sag Kuantum Integrali

Kac ve Cheung [46], 6teleme operatoriinden yararlanarak g-antitiirevi olusturmustir.
Tariboon ve Ntouyas [52], ayn1 teknigi, q,+-antiturevi elde etmek i¢in kullanmistir. Kunt
vd. [69], Tariboon ve Ntouyas [52] tarafindan kullanilan yontemin aynisini kullanarak q;,--
antitiirevi olusturmustir. Bu alt bolimde, [69]'da verilen [a, b] aralig1 tizerinde belirli sag

kuantum integrali ve temel 6zellikleri sunulmustur.
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f (x) fonksiyonu [a, b] araliginda tanimlansin. Bu fonksiyonun q;,--antitirevini F(x)

olusturmak i¢in asagidaki 6teleme operatériinii ele alalim:
K.F(x) == F(qx + (1 - q)b).
Matematiksel indiiksiyon yontemi kullanilarak

K,(KI 'F)(x) = F(q"x+ (1 —q™b) , ne€Nise

KiF(x) = {F(x) , n=0ise

elde edilir.
Simdi eger F(x), f(x) fonksiyonunun g,--antitiirevi ise, bu durumda ,-D,F(x) =

f(x) olur. Bu ise, sag kuantum tiirevinin tanimina gore

F(x) —F(gx + (1 —q)b)
(1-q)(x—b)

p-DgF (x) =

verir. Ayrica yukaridaki 6teleme operatdriiniin tanimindan yararlanarak

— a —
v DaF () = s s F) = f()

bulunur. Boylece

F(x) = (1-q) Z K2 ((x = B)F () 2.2.1)
n=0
= (1-9) ) (@"x+ (1~ g"b — b)f (q"x + (1~ g")h)
n=0

= (1= g)Cc=h) Y q"f(g"x+ (1 - qb)
n=0

elde edilir.
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Yukaridaki hesabin gegerli olabilmesi i¢in (2.2.1)'nin sag tarafindaki seri yakinsak
olmalidir.

Tamm 2.2.1. a ve b, a < b kosulunu saglayan iki reel say1 ve f:[a,b] = R bir
fonksiyon olsun. Bu takdirde f(x) fonksiyonu [a, b] araligi1 Gzerinde belirli sag kuantum

integrali veya kisaca belirli g,--integrali su sekilde tanimlanir:

b (00}

[ 109 dgr === a'f@ra+ 1 -gb). (222)
a n=0

Acikea, eger (2.2.2)'nin sag tarafindaki seri yakinsak ise yukaridaki integral vardir.

Ayrica, eger ¢ € (a,b) ve fff(x) p-dgx Ve fcbf(x) p-dgx integralleri varsa, bu durumda

fac f(x) p-dgx integrali vardir ve asagidaki gibi tanmimlanur:

c b b
[ 10 dox = [ 1@ g = [ 7@ i (223)

Eger b = 0, ise, integral (2.2.2) asagidaki integrali verir

0 co
[ 10 o= 1= D=0 Y g, (224)
a n=0

Ornek 2.2.2. f:[2,5] = R fonksiyonu f(x) = x3 — 1 ile tanimlansin. Bu takdirde

[2,5] aralig1 iizerinde f(x) fonksiyonunun belirli sag ve sol kuantum integralleri sirasiyla

5 oo
[ &= Dsdpx=A-0G-2 ) ql@2+ 1 -5 - 1]
2 n=0

81 4 405 675
1+q+q?>+q®> 1+q+q®> 1+g¢q

+ 372

ve

5 oo
[ 6= Dpdx = A= )G-2 ) al(@"s + (1 - 42 - 1]
2 n=0
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81 162 108

= + + +21
1+q+q?>+q®> 1+q+q*> 1+g¢q

olur. Ayrica

hmj (x3 = 1) 5-dgx = lim (— 81 + 105 675 + 372)
-1 14+q+q*’+q¢® 1+q+q*> 1+gq
597
T4
ve
lim 5(x — 1) ,+dgx = lim ( 81 162 + 108 +21)
-1 ), 2 -1 1+q+q*+q° 1+q+q2 1+q
597
4
bulunur.

q — 1~ oldugunda fzs(x3 — 1) 5-dgx Ve f25(x3 — 1) ,+dgx integrallerinin

yakinsakliginin davranist asagidaki sekilde gosterilmektedir.

— — Sol kuantum integral =— — Sag kuantum integral Normal integral |
T
350 S
.
~
~
3004 \“‘\-\
T
—
~ et
250
~ -
.‘\‘"“M
200 e
o
S,
—-
-
—
150 e
######
— -— -
100 -
— -
-
P
04 - -
-~
.~

Sekil 5. f(x) = x3 — 1 i¢in sol ve sag kuantum integrallerin
yaklagiminin gorsellestirmesi

Genel olarak, eger f(x) fonksiyonu fonksiyonu [a, b] araliginda integrallenebilirse,
bu takdirde
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b oo
Jim [ 700 pedgr = Jim (1 = )b~ ) D, @ a+ 1=qD)
=(b-a) lim_f f(ta+ (1 —1)b) j+dyT
a-1" J,

1 b
= (b - a)f f(ra+ (1 —1)b)dx = f f(x)dx
0 a

olur.
Teorem 2.2.3. (qp--integralinin baz1 o6zellikleri) ¢ € R bir sabit f(x) ve g(x),
[a, b] araliginda iki belirli sag kuantum integrallenebilir fonksiyon olsun. Bu takdirde

asagidaki kurallar gecerlidir.

(i)
b

b b
f [FG0) + 90O p-dx = f £ pdyx + f TR, x,

(i)
b b
[ dgr=¢ [ 1 -dgn
ve
(iii) her p € [a, b] icin
b
»-D, fp F@) y-dgx = £(p),
(iv)
b
[ 5Paf 00 gx = 103 - £ )
p
ve
v)
b
[NEEICIEE:
p
b

= (F9)() - (F) () — j 9(@x + (1 = b)y-Dyf (x) p-dyx

p
dir.

Ispat: Belirli sag kuantum integralinin tanimima gore
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b
[ 1760+ 9@l -
= (- )b -a) Y q"lf(g"a+ (1 —qMb) +g(g"a+ (1 - qMb]
n=0
> qrf@ra+ (- qb)]

=(1-q)(b-a) .
Fa-00- a);)q"[g(qna + (=g,

ve

b (00}
[ @ dx = A-00-@ ) a6r@a+ @ -qn)
& n=0

® b
—£0- Qb= Y @A @ a+ (1= =¢ | FG)-dgr
n=0 a
bulunur. Ayrica sag kuantum tiirevi ve sag kuantum integralinin tanimlarini kullanarak

b
»-D, fp @) p-dyx

Sy PO 5l = fi 1y f O b

1-q)(p—b)
_ A -a)p—b)¥r=0q"f(q"p + (1 — q")b)
1-q@)(p—>b)
A -9)((@p+ A —q@b) —b)¥70q"f(q"(gp + (1 — @)b) + (1 — g™)b)

(1-q)(p—b)

N5

qnf(qnp + (1 _ qn)b) _ Z qn+1f(qn+1p + (1 _ qn+1)b)
=0 n=0

im [f(p) — g™ f (@ p + (1 — g“*Db)] = f ()

o 3

elde edilir. Benzer sekilde

b
f p-Dgf (x) p-dgx
p
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be(x)—f(qx+(1—q)b) p
b~ qx
p

(1—-q)(x—b)

p-dgx

_ 1 b fx) dx_f”f(CIX+(1—q)b)
T (1-9q) px—bb_q p x—b

f@"p+ (1 —-q"b)
1 (q"p+ (1 —q™Mb)—b
1-a O flalgp + (1 — g™b) + (1 — @)b)

l—(1 —q)(p—b) Z, q (q"p+ (1 —q™b) — b |

A-q)p—b) ) q"
n=0

Il
NgE

f@"p+ 1 —qg™b) - Z f@*p+ (1 —q™")b)
n=0

=0

im [f(p) = f(q*"'p+ (1 = ¢**)b)] = f(p) — f(b)

o 3

bulunur. Son olarak Teorem 2.1.4'in G¢lincl maddesine gore
f)p-Dag(x) = p-Dg(fg)(x) — g(qx(1 — q)b),-Dy f (x)

dir. Bu ise, p € [a, b] olmak Uzere [p, b] araliginda yukaridaki esitligin her iki tarafinin

qp--integralini alip dordiincii kurali kullanarak

b
j F () p-Deg(x) p-dox
p

b
= (F9)(p) — (Fg)(b) — f 9(ax + (1 = Ob)y-Dof (x) p-dyx
p

elde edilir. Dolayisiyla, (i)-(v) kurallar1 gecerlidir.

2.3. Sol Kuantum Integral Esitsizlikleri ile Tlgili iddia Edilen Bazi Sonuclarin
Yeniden Formile Edilmesi

Kunt ve digerleri, [53, 61]'de iddia edilen bazi sonuglari yeniden formiile etmek ve
baz1 sag ve sol kuantum integral esitsizliklerini elde etmek i¢in onceki alt bolimlerde sag

kuantum tiirevi ve belirli sag kuantum integrali kavramlarin1 kullanmislardir [69]. Iddia
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edilen bu baz1 sonuglarin yeniden formiile edilmesi ve sag-sol kuantum integralleriyle ilgili
bazi esitsizlikler bu alt boliimde sunulmustur.

Jackson belirli kuantum integrali ve belirli sag kuantum integrali tanimlarina gore
1
f f(ta+ (1 —1)b)j+d,tT (2.3.1)
0
= (1-9) ) q"f(@"a+ (1 —q"h)
n=0
1 N n n n
= —|a-D -0 ) ¢"f@a+ 1 -qIh)
n=0

1 b
= mf fx)p-dgx

olur. Ayrica sol kuantum integralinin tanimina goére

1 1 b
fo Flab+ (1~ D)) gyt = 7 j £ ey 232)
dir. Bu ise,
1 1
j f@b+ (1 —1)a)y+d,7 + J f(ra+ (1 —1)b)y+dyt (2.3.3)
0 0

1 b b
= EU f(x) +dgx +j f(x)b—dqxl
ve

_qb—p)?
b —_
q(b p)ZJ fGap+ (A —1)b) — f(zqp + (1 — q7)b)

1-q@)(p—b)r

j T p-Daf (tp + (1 — T)b) y+d,T (2.3.4)
0

0+@qT

a(b = p) j;) f@p+ (1 —1)b)y+dgt

T h-ad-9

—f flrgp + (1 — qr)b)0+dq1'J
0
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(1=) ) q"f(a" + (1= q")h)

__qb-p)

b-a)(1-q) =

l_(l - Q) 2 q"f(@"p+(1- q"“)bJ
n=0
b—p) |~ 1w

=q(;_£) Zq"f(q”pﬂl—q”)b)——z q”f(q”p+(1—q")b]
_qb-p[x . . )
To-w |4 q"f@"p+1—q )b)——qu(qp+(1 q™b + q]
_qb—p) N o f(o)
= b-a) ( )qu(qp+(1 )+ =
—(b_T) —_— N n n n
—(b_a)f(p)—b_a (1—q)(b—p)Z‘)q fl@"p + (1 —q™b)
_b-p) 1 (°

b-a® )_mfpf(x)b‘dq"

olur. Dolayisiyla, iddia edilen 6zdeslik (1.9.5) ve esitsizlikler (1.9.6) ve (1.9.7) asagidaki

gibi yeniden formile edilebilir:

1 [ b
£(0) ‘m[ [ regdgr+ | f<x>b—dqx] (235)
a p
= q(z: @) jo T+Dgf (pt + (1 = 1)a) j+dgT
b 2
q(b — p) f Tp-Dgf (pT + (1 — 1)b) y+dg4T
‘f(p) e U f(xX) prdgx + J f(x)b—dqxl (2.3.6)
a 1Y
_aMl(p —a)* + (b — p)°]
B (b-a)1+q)
ve
1 [(* b
|f (p) — »—a l f f () grdgx + f f(x)b—dqxl (2.3.7)
a p
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<M=+ G =Pl 1—ﬁ)%
= (b —a) 1 — pa+t

dir.

Teorem 2.3.1. Eger f:[a,b] » R, [a,b] aralig1 Uzerinde bir konveks surekli

fonksiyon ise, bu takdirde

Sf(a)-;f(b)

(a *th (2.3.8)

2 ) = 2(b1— a) Uabf (Dardgx + fabf(x)b_dqx

esitsizligi dogrudur.
Ispat: Eger 7 € [0,1] ise, bu durumda [a, b] aralig1 iizerinde f fonksiyonu konveks

oldugundan

f(a) + f(b)
2

. (2.3.9)

esitsizligi gecerlidir. [0,1] aralig1 tizerinde yukaridaki esitsizligin sol kuantum integrali

alinarak

1
1 Jo f@b+ (1 —1)a)y+dgt

T va+b
[1F(E52) e <
0

> (2.3.10)
[+f f(ta+ (1 — T)b)0+quJ
0

0+dqx

. [([@ 10
<] =3

elde edilir. Boylece, (2.3.10) esitsizligindeki integralleri hesaplayarak istenilen esitsizlik
elde edilir.

Uyan 2.3.2. Eger ¢ —» 17 ise (2.3.8) esitsizligi klasik Hermite-Hadamard integral

esitsizligine indirgenir.
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2.4. Kuantum Hermite-Hadamard Esitsizliginin Yeni Varyantlan

Bu alt bolimde, [69,70]te sunulan Hermite-Hadamard esitsizliginin bazi yeni
varyantlari tartisilmigtir.
Teorem 2.4.1. (Sag Kuantum Hermite-Hadamard Esitsizligi) Eger f:[a, b] - R,

[a, b] aralig1 Uzerinde bir konveks sirekli fonksiyon ise, bu takdirde

a+qb 1 ° f(a@) + qf (b)
(1+q)Sb_aLf(x)b—dquT (2.4.1)

esitsizligi dogrudur.
Ispat: [a,b] aralig: iizerinde f fonksiyonu konveks oldugundan dolayi, her x €

(a,b) icin f'(x*) ve f'(x™) mevcut ve

h(x) = f (a1:qu) + f’(“l:qf) (x _ a1:qu) < F(x), (2.4.2)
() =f (al-l-_l-qu) +r (al—:-qu_> (x B al-:-qu> < /) (243)

dir. Dahasi, eger f, (a,b) araliginda tiirevlenebilir ise, bu durumda her x € (a, b) igin
h;(x) = h.(x) dir. Simdi [a,b] araliginda (2.3.12) esitsizligin her iki tarafinin sag

kuantum integralini alalim:

b
f hr(x) b_dqx

= Jab [f (a1:qu) +f <(a J:rqu)+ (x ~ altrquﬂ s dox

=b-af (al-:-qu) +r (al-:-qu) >Lb (x - al-:-qu> pdlg¥
gy (“;qu) +f ((a;quf) (¢~ “;qu —b-a) aliqu
= (- of (“11":) < f ) ey

olur. Benzer sekilde
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[n@ g = 0-ar(S22) < [0,

olur. Buradan

/ (a1++qu) <5 f 100 ey (244)

bulunur. Bu (2.4.1)'deki birinci esitsizligin dogru oldugunu gosterir.
(2.4.1)'deki ikinci esitsizligi kanmitlamak icin, (a, f(a)) ve (b, f(b)) noktalarindan

gecen dogrunun denklemini ele alalim:

b
h(x) = M( —a)+f(a)

dir. Bu ise, f fonksiyonu konveks oldugundan

b
f(x)Sh(X)—M( —a)+f(a) (2.4.5)

olur. Simdi [a, b] araliginda (2.4.5) esitsizliginin her iki tarafinin sag kuantum integralini

alalim:

b b
f f(x) p-dgx Sf h(x) p-dgqx

b b) —
- [0 60+ @) dex

b
%J( —a)bdx+f(a)f ~dgx
=(f(b) - f(a )) ) + (b —-a)f(a)
@ o

1+¢q
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olur ve buradan

_f@+af®)

1 b
= | f@ydgr <Y (24:6)

bulunur. Bu, (2.4.1)'deki ikinci esitsizligin dogru oldugunu gosterir. Boylece (2.4.4) ve
(2.4.6) esitsizliklerini birlestirerek istenen esitsizlik elde edilir.

Sonug 2.4.2. Eger f:[a, b] = R, [a, b] aralig1 Uzerinde bir konveks strekli fonksiyon
ise, bu takdirde

f qa+b f a+qb
(1+q ) : ( 1+q) < Z(bl_ . [fbf(x)a+dqx N fbf(x)b—dqxl (2.4.7)
f@+f®)
- 2

dir.
Ispat: (1.9.3) ve (2.4.1) esitsizliklerini toplayp ortaya ¢ikan esitsizligi % ile garparak
istenen esitsizlik elde edilir.

Uyann 24.3. Eger q » 17 ise (2.4.1) ve (2.4.7) esitsizlikleri klasik Hermite-

orny D))
2 - 2

Hadamard integral esitsizligine indirgenir. Ayrica konvekslikten f(
oldugundan, (2.4.7)'deki birinci esitsizligin (2.3.8)'deki birinci esitsizlikten daha iyi
oldugunu gosterir.

Teorem 2.4.4. Eger f:[a,b] = R, [a,b] arahi@g Uzerinde bir konveks surekli

fonksiyon ise, bu takdirde

thy_ 1 [ b f(a) + £(b)
f((l > ) < b — a[Ja f(x) a+dqx + fawa(x) b-dqx] < aT (2.4.8)

esitsizligi saglanir.

Ispat: Belirli sag ve sol kuantum integralinin tanimin1 kullanarak

fif(ra + (1 —1)b) y+dgqT + j; f(a+ (1 —1)b) -d4t (2.4.9)
0 1
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o (DY er((- D)o - (- 1)),
n=0
SRt e Ger Fo- o (-5
S ) XU C TR
:(z:Z)(b—a;b)Zq”f(q”(a;b)+(l—q”)b)
TRt e () ra-ane)
b
_rif(x)bdx+ ff(x) rdgx

s b-dqx]

olur. Benzer sekilde

Ff(fb +(1=1a) grdg7 + fllf(fb + (1= 1)a) -dgt (2.4.10)
° 2

_ “;‘”;q”f(qz—nb+(1—"2—")a)

+(1;CI);qnf (1 —%)b + <1 - (1 _%n>>a>
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Q
+
S

_(1—q)(a+b_a)

“b-a \ 2 qnf(qn( 2 >+(1—q")a>

q'f (q”< > ) +(1- q")b>

o)

1
bh—

atb b
" Ua f(x) g+dgx + Ja_wf(x) p-dgX

bulunur. Ayrica,

1

ff(azﬁ) 0+qu+£ f(a;rb) 1-dqT (2.4.11)

1) [oter [ v =1 (D)3 - (5

ve

Ff(a);f(b) 0+dqr+ff(a)42'f(b) dyt (2.4.12)
0 2

@ +f)| 2 L (@) + £ (b)
fla > [fo 0+dqr+fl 1—dqr]= a

2

olur. [0,%] ve [%,1] araliklarinda sirastyla (2.3.9)'da verilen esitsizligin sol ve sag

integralleri alinarak

ff (a er b) oy (2.4.13)

< 1 .Ff(l'a + (1 —1)b) y+dgT + faf(‘rb + (1 —1)a) j+d4T
21Jo 0

<fﬂw+ﬂm
< |75

0+qu

ve
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a+b
2

N|= R}
=

b
VR

) 1-dqT (2.4.14)

1 1 1
< 5 L f(ta+ (1 —1)b) ;-dgT + L f@b+ (1—-1)a)-dgt

1-dgT

3 flf(a) +£(b)
< [ 755

bulunur. Son olarak, (2.4.13) ve (2.4.14) esitsizliklerini taraf tarafa toplanarak ve ortaya
¢ikan esitsizlikte (2.4.9), (2.4.10), (2.4.11) ve (2.4.12) esitliklerini kullanarak

f<aJ2rb Ua+bf(x)a+d x+f F(x) -d ] w

elde edilir ve bu ispati tamamlar.
Uyan 2.4.5. Eger ¢ —» 17 ise (2.4.8) esitsizligi klasik Hermite-Hadamard integral

esitsizligine indirgenir.

2.5. Sol-Sag Kuantum integralleri ile ilgili Bazi Yamuk Tipli Esitsizlikler

Bu alt boliimde, (2.4.8) esitsizligi ile ilgili yamuk tipi bir 6zdeslik sunulmustur. Daha
sonra bu 6zdeslik yardimer sonug olarak kullanilarak, konveks fonksiyonlar i¢in sol-sag
kuantum integralleriyle iligkili baz1 yamuk tipi esitsizlikler tartigilmistir.

Lemma 2.5.1. Eger f:[a,b] - R surekli bir fonksiyon ve 0 < g < 1 olmak Uzere

a+qu( (a+b) + (1 - T)a) ve b—qu( (a+b) + (1 - ‘L')b) [0,1] araliginda sol

kuantum integrallenebilir ise, bu taktirde

- U%bf(x) LHdgx + f;f(x) b-dqx] — ]w (2.5.1)
:# 01(1—qr)< +qu< ( b)+(1—r)a>

pf (<5

) +(1- T)b) ) 0+dqT



57

0zdesligi saglanir.

Ispat: Sol kuantum integralinin lineer dzelligini kullanarak

[ (bm( puf (s (2

>+ (1 —T)a)

) +(1- T)b)) o+dqT

)+ (1 —T)a) 0+dgT

s (+(
<+

2

- [[a-aenur (s

_J;) (1_q1)b_qu< ( b)+(1—r)b) o+dqT

olur. Simdi

fol(l —qt1) 4+Dg f (r (a ;— b

) + (1 - r)a) o+dqT = Ay

ve

Jol(l —qr)p-Dof (T (a ; b) + (- T)b) 0+dqT = A

ile gosterelim. O halde sol kuantum tiirevi ve sol kuantum integralinin tanimlarina gore

A= jol(l —q1) g+ Dy f (T (a ; b) + (1 - T)a) 0+dgT

= fol atDaf (r (a ; b) + (1 - r)a) 0+dqT

—-q ]1 atDaf (T (a ; b) +(1- T)a> 0+dgT

j +(1—T)a) f(qr( )+(1—qr)a)
1- )(a—w—a)r

_.[ a+b +(1—T)a) f(qt( )+(1—qt)a)

1 1- )(a—w—a)r

0+4qT

o+QqT
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2 if(qn(a;rb)Jr@_qn)a)
[_ Z f (q”+1 (a y b) (- qn+1)a>J
( ( ) +(1- CI")a)

( n+1 ( ) + (1 - qn+1)a)J

ve sag kuantum tiirevi ve sol kuantum integralinin tanimlarina gore

A, :jlu_qﬂb_qu(T(am
[ evar (5

_quD (( >+(1 t)b)
) l[f(T(T)Hl_T)b) flar () +a- qr)b)“ﬁdqr

) + (1 - r)b) o+ dgT

) +(1- ‘[)b)

1-q)(2L-a)r
[P 0 -00) - rlar() v e
_QLT[ (1- q)(__a) ‘0+dq7’—
_ 2 nZ ( ( )+(1 q”)b)
b—a Z

_n=O (qn+1 (aTb> +(1- qn+1)b)J
2q anf (CI" (aZLb) +(1- q”)b)
b— al_ T; "f (qn+1 <aT+b> 1 qn+1)b>J

:_bia[f<a;b)—f(b)]

+
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z (2o

()= (e () + =) =1 (57) - e

- Jim 1
ve
S (0S5 e )= 3 (o () 1)
n=0 |
= () - rw)
dir. Bu ise
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| qcl;liqnf(qn(a;b
G0 0 () Y () va-)
n=0

4 f(a)

) +(1- q")a)

b—a 2

4 (T 4 fa)
T, Ot
ve

A2=_bia[f< er ) f(b)]

w > (e (S52) +a-a)
s (e () ra-am) i (45)
- a[f<“b> o+ 52 ()

2

Zq"f( (22 +a- qn)b)]

+

_4@
" b—a 2

|00 (-5 Y (o (5 - a-a)

4 f(b)
“bh—a 2 _(b—a)zja_ﬂvf(x)b_dqx

bulunur. Boylece

b— 1 aT+b b b
4a[A1_A2] :m[fa f(x)a+dqx+fa_+bf(x)b—dqx]—f(a);f( )

olur ve bu ispat1 tamamlar.

Uyan 2.5.2. Eger f fonksiyonu (a,b) araliginda tirevlenebilir ve g — 1 ise, bu
durumda (2.5.1) 6zdesligi (1.1.3) 6zdesligine indirgenir.
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Teorem 2.5.3. f:[a,b] = R sirekli bir fonksiyon ve 0 <q <1 olmak Uzere

atDaf (T (azﬂ) + (1 - T)a) ve ,-Dgf (T (asz) + (1 - T)b), [0,1] araliginda sol
kuantum integrallenebilir olsun. Eger é + % =1olan a,f > 1 icin |a+qu|ﬁ ve |b-qu|ﬁ

[a, b] aralig1 Uzerinde konveks ise, bu taktirde asagidaki esitsizlik saglanir:

1 [ b b
a [_L f(x) g+dgx + fa_wf(x) b—dqx] — M

_ (121770 ~ a)(2(@)* ( 2of (57)
4

: p

1 (o]
QUq) = fo (1—qr)? p+dgt=(1—q) Z q"(1 —q"thP
n=0

(2.5.2)

|~

B

B
+q |a+qu<a>|T)

|;

SO +elnror )

Dof <T

burada,

dir
Ispat: (2.5.1)'deki 6zdeslik ve Kuantum integrali icin Holder esitsizligi kullanilarak

a+b

ﬁ[LTf(x) a+dqx+j;f(x) p-dgx _w
. foq(l—qr)l o Dof (¢ (S32) + (1 = 1) pedr
<

* I+ f:'“ —q0)| |b_qu <T (“ er b) +(1- T)b)

1
b — 1 a
< ¢ (J (1 —qo)” 0+qu>
4 0

0+dq‘rJ

(JOI +Daf (T (a ; b) +(1- T)a> ’ O+dqr>ﬁ
X 1
l+ <J: »-Dqf (T (a ; b) +(1- T)b) ’ 0+qu>BJ

bulunur.
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[a, b] araliginda | atDaf |ﬁ ve | p-Dqf |B fonksiyonlarimin konveksliginden,

a+b B B

+Dof (r( - ) +(1- r)a)| < | +Dof (a er b)| 7+ (11| Dof @]
ve

|,,_qu (r (a er b) +(1- r)b)|ﬁ < |,,-qu (a “ZL b)|ﬁ T4+ (1= D)|p-Dof )|
dir. Ayrica

L170+dqr=ﬁ=ﬁ ve fol(l—r) 0+dgT = 1-?—q = [2][;]; !
olur. Bu ise,

1[5 , )
b—a [L f(x) g+dgx + jﬂf(x) b_dqx] il M
a+ b)

B 1
o+Daf (5~ f TyedqT
0

1 \+|a+qu(a)|B .I:(l — T)0+dq‘[/
a+b)

b — 1
<2 2(a(g)®
4 B r1
o () [

[+ \+|b—qu(b)|ﬁ Ll(l — T)0+qu/ J

a+qu(“T+”)|ﬁ +([21,— 1) a+qu(a)|ﬁ ’
(2],

®|r

[

b —

a 1
— Q@)

I
1
7

(2 1] + (21— 1) |- D )]
l 2], |

elde edilir ve bu ispat1 tamamlar.
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Teorem 2.5.4. f:[a,b] - R sirekli bir fonksiyon ve 0 <q <1 olmak Uzere
a+qu( (a+b) + (1 - T)a) ve b—qu( (a+b) + (1 - T)b) [0,1] araliginda sol

kuantum integrallenebilir olsun. Eger f =1 icin |a+qu| ve |b-qu|B, [a, b] aralig:

uzerinde konveks ise, bu taktirde asagidaki esitsizlik saglanir:

a+b b
‘—U FOO gedyx + f £(x) p-d ] f@+f®) (25.3)

2

=

(131 — al21g) | +Daf (22)|
21,31,

\ ( q) [3] +q q)l +qu(a)|/
[2]4[3],

(131, ~ al2)-of | ()]
. mh[h

\+ﬂﬂABh—ﬂ)—Bh+thNrﬂﬁwﬂﬁ
21,031,

(b

|-

Ispat: (2.5.1)'deki o6zdeslik ve Kuantum integrali igin power-mean esitsizligi
kullanilarak

b
atdgx + L+bf(x) b—dqx] - w

fll—qu +qu< (a+b>+(1—r)a>

l+f0|1—qr| qf< ( +b)+(1 T)b)

0"’qu

0+dgq TJ
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1 1-3
0

7l

pma X (et feper ((45) v -0) )
2o 1
+ (fo |(1 - q7)l 0+dqr>
1 1]
([ 1= art]opaf (<(S52) 4 (- 08)| ) |

bulunur.

[a, b] araliginda | atDaf |ﬁ ve | p-Dqf |B fonksiyonlarimin konveksliginden,

1[5 .
b —a[_[(; f(x) a+dqx+ fﬂf(x) b_dqx] _w

1-1
b—a/ ! B
4 0

(55

| |\ Harpr @I [0 =01~y
X

=+

B r1
f (1—-qr)T,+dyT
0

[

(5

l \+|b‘qu(b)|ﬁjO (1-qo)(1 - T)0+dq1'/ J

B 1
J (1 —q)Ty+dgt
0

olur. Ayrica,

' _[2l4—q L Bly-q
Jo (1—qr) +dgT = [qZ]q ) JO (1 —q0)t y+d,T = [;]CIT]C[

ve

L _ _ 1314(121, — q) — [3]4 + ql2],
J,a-ma -y 21,31,
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dur. Buna gore

1 [ (% b
‘m [fa f(x) g+dgx + ]Mf(x) b—dqx] — M

2
(1314 — ql2],) +qu(“+”)|ﬁ ’
21,31,

[2]q— 1_% (1314([214 = q) = 314 + q[2],)| +qu(a)|
_e-o(Fy) "\ FINER )
. \ AT 7

(131 = a121e)s-Dof |()] '
N MAL
\+Uﬂﬁﬁh—qrﬁﬂq+ﬂmaquwnﬁ
| 21,31,

elde edilir ve bu ispati tamamlar.

Uyan 2.5.5. Eger f fonksiyonu (a, b) araliginda turevlenebilir ve ¢ = 1 ise, (2.5.2)
ve (2.5.3) esitsizlikleri sirasiyla (1.5.5) ve (1.5.6) esitsizliklerine indirgenir.

Sonu¢ 2.5.6. Eger Teorem 2.5.4'te [ =1 alinrsa, 2.5.3 esitsizligi asagidaki

esitsizlige indirgenir:

a+b b
‘—[ J FOO gedyx + j £(x) ,-d ] M (2.5.4)
(131q — a121q) (| a=Daf (S2)| + o-Daf | (<22)])
-9 [21,[31,
4 +aﬂ4mh—q)—[ o +4121)(| +Dof (@) + |5-Dof B)])
| [21413], ]

Ek olarak, eger f fonksiyonu (a,b) araliginda tlirevlenebilir ve g — 1 ise, bu durumda
yukaridaki esitsizlik [22]'deki ikinci sonucu verir.
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2.6. Sol-Sag Kuantum Integralleri ile Tlgili Baz1 Orta Nokta Tipi Esitsizlikler

Bu boliimde, (2.4.8) esitsizligi ile ilgili orta nokta tipi bir 6zdeslik sunulmustur. Daha
sonra bu 6zdeslik yardimer sonug olarak kullanilarak, konveks fonksiyonlar i¢in sol-sag
kuantum integralleriyle iliskili baz1 orta nokta tipi esitsizlikler incelenmistir.

Lemma 2.6.1. Eger f:[a,b] = R sirekli bir fonksiyon ve 0 < g < 1 olmak Uzere
a+qu( (a+b) + (1 - T)a) ve b—qu( (a+b) +(1- T)b) [0,1] araliginda sol

kuantum integrallenebilir ise, bu taktirde

f(a;b)_bia
=22 [ (r(552) + @ - 00)

— »-Dof (T (a ; b) +(1- T)b)) o+dqT

&b b
f f(x) g+dgx + ijf(x) b—dqx] (2.6.1)

Ozdesligi gecerlidir.
Ispat: Sol kuantum integralinin lineer olmas1 6zelligini kullanarak

[or{aooar (r(552) + 0= 00) =t (+(S5) 4 0= 0) st
= Jl qt ,+Dgf (T (a il b) +(1- T)a) 0+dqT

b

—qufb (T( 5 )+(1—T)b>0+dq’[

olur. Simdi

Q
+

fol T +Dgf (T (a ; b) +(1- T)Cl) 0tdqT =Y

ve
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1

[ronre(t2?

ile gosterelim. O halde sol kuantum tiirevi ve sol kuantum integralinin tanimlarina gore

) +(1- r)b) o+dgT =Y,

Y, = fl a+qu< (a ; b) +(1- r)a) 0+dqT

[ a+b + 1- T)Cl) f (qr( ) +(1- qr)a)]
f 0+dq7,'

1- )(ﬂ—a)r

(e (Y a-ea)

o

g ) Sl Rl (5 o)
2 a+b
=55/ 5)
-9 - gl oo
Cl(bz—a) (a;b) q(b4a)2 a%f(x)cﬁdqx

ve sag kuantum tiirevi ve sol kuantum integralinin tanimlarina gore

[ o
_ flf []c( (a+b) +(1- T)b) f (qr( ) +(1- qr)b)‘ e
0

ERmICIE

) + (- T)b) o+dqT
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, i q‘f (q" (a er b) +(1- q")b)

- 2 o (v () + - ),

2 a+b
- q(b—a)f 2 )
A0 (-0 Y s o () + -
n=0
2 a+b 4 b
2 q(b—a)f< 2 )+q(b—a)2 aTH)f(x)b_dqx

bulunur. Boylece

a+b

Dy, = (D) - L \ [OREES: f;f(t) b-dqx]

olur ve bu ispat1 tamamlar.

Uyan 2.6.2. Eger f fonksiyonu (a, b) araliginda turevlenebilir ve ¢ —» 1 ise, bu
durumda (2.6.1) 6zdesligi (1.1.4) 6zdesligine indirgenir.

Teorem 2.6.3. f:[a,b] = R surekli bir fonksiyon ve 0 <q <1 olmak Uzere

a+b

atDaf (T (T) + (1 - r)a) ve ,-Duf (‘L’ (a+b) +(1- r)b), [0,1] araliginda sol

2
kuantum integrallenebilir olsun. Eger §+%= 1 olan her a,8>1 icin | +Dyf|” ve

|,-Dyf |ﬁ , [a, b] aralig1 (izerinde konveks ise, bu taktirde

‘ f (a er b) - i - [ Ja %bf(x) rdgx + j; £ b—dqx] (2.6.2)
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[

a+b

o Daf (C)[ + (121, - 1) | oDof @]\
[2]4

- q(b - a)([l + 0(]51)5
- 4

=+

a+b\|P
v-Daf |(Z2)| + (121 = 1) |-Def )|
l 2l |

esitsizligi saglanir.

Ispat: (2.6.1)'deki 6zdeslik ve Kuantum integrali igin Holder esitsizligini kullanarak

(eSRC INERESWERY

atDaf (T (a ; b) +(1- T)Cl)

O+qu

Sq(b—at) folr

4 l+.l;1‘[|b‘qu<‘[<a-;b)+(1—T)b) 0+dq~[J
1 h 1
- M(Jlf“ O+qu>§ <f0 atDaf (T (a -; b) +(1- T)a) O+qu>B
0

< 2 1'
a+b A g
0+qu J

p-Dqf (T( > >+ (1 —T)b)

+()

elde edilir.

[a, b] araliginda | atDaf |ﬁ ve | p-Dqf |ﬁ fonksiyonlarmin konveksliginden,

)l o Lo

b— 1
< w([l +algt)e

il

1

a+b\F 1 g (* B
) )‘ fOTO+qu+|a+qu(a)| L(l—T)0+qu>

Dof (

a+ P rt g [t %I
b-qu( > )| Lro+dqr+|b—qu(b)| L(1—7)0+qu>J
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[

Daf ()| + (121 = 1) | Do f @\
1 2
:q(b—a)([1+a]51)“ 2], |
asp\18 d
b-Dof (Tb)| + ([2]61 - 1) |b‘qu(b)|B '
l 2l |

elde edilir ve bu ispat1 tamamlar.

Teorem 2.6.4 f:[a,b] » R surekli bir fonksiyon ve 0 <q <1 olmak uzere

a+b a+b

atDaf (T (T) + (1 - r)a) ve ,-Dgf (1’ (T) +(1- r)b), [0,1] araliginda sol

kuantum integrallenebilir olsun. Eger 8 =1 igin |a+qu|B ve |b—qu|ﬁ, [a,b] aralig:

Uzerinde konveks ise, bu taktirde

‘ F(%5 b) - [ L %bf(x) dgx + f; 165 b—dqx] (2.6.3)

1

8 B
+ (131, ~ [21,)] - Daf @) )
%I
B
+ ([314 — [21g)|p-Dqf (D) ) |

a+b g
a+qu( 2 )|

oo c
4[2]q[3]§ l+ <[2]q |b—qu (Clzj>|ﬁ

esitsizligi saglanir.
Ispat: (2.6.1)'deki 6zdeslik ve Kuantum integrali icin power-mean esitsizligi

kullanilarak

552l o Lo

a+b

a+qu<T< > >+(1—T)a>
b-Dqf (T (a ; b) +(1- T)b)

1
<q(b—a) —[o T 0+dqT

* [+Llr

0+quJ
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a+b

1
B B
0+qu>

Y
B B
0+qu> J

)+ (1 —T)a>

a+qu

st (e
([ o) ([

b- b) +(1-— ‘L')b)

bulunur.

[a, b] araliginda | atDaf |'8 ve | p-Dqf |B fonksiyonlarmin konveksliginden,

352w Laroa

_ab- (1)

[

=~

a+b B o1 B 1
g )’ ero+dqr+|a+qu(a)| Lr(l—r)0+dqr>

Dof (

a+mni? s 1 %l
b—qu< > )| -LT2°+qu+|b_qu(b)| Lr(l—r)0+qu>J

1

+b B B
) ([Z]q Dof (557 +([31q—[21q)|a+qu<a>|ﬁ)

5 b ’
LR (121, 0y (S + 51~ 212 )

elde edilir ve bu ispat1 tamamlar.
Sonug 2.6.5. Eger Teorem 2.6.4'te [ =1 alinirsa, (2.6.3) esitsizligi asagidaki

esitsizlige indirgenir:

‘f (a er b) - i - U:wa(x) ardgx + f;f(x) p-dgx (2.6.4)

[21(a+qu(a+b)| w0uf (“57)) ]

+([3]q q)(l +qu(a)| +12]g + |b qf(b)l)

< q(b —a)
~ 4]2],[3],
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Uyari 2.6.6. Eger r € (0,1), x4, X3, , X, = 0 Ve y;1,¥5,++, Y, = 0 ise,

n n n
DGn) <Yy g+ )y
j=1 1 j=1

j=

esitsizligi dogrudur. Buna gore

w1 [ b
‘f (a ‘2" ) S U f(x) g+dgx + fa_wf(x) b-dqx] (2.6.5)
1 a+b a+b
ao-o@ sy oos (55 vos |
4[2]5 +([2]q — 1)8(|;+Daf (@] + |p-Dgf (b))
ve
n 1 [ b
‘f (a er ) - f f(x) g+dgx + fa_w £(x) b—dqx] (2.6.6)

o (5] o (52)

412141312 [ (131, — [210)#(|+Daf @] + |»-Daf B)])

/N

- q(b —a) [Z]E

olur. Ayrica, eger f fonksiyonu (a, b) araliginda tirevlenebilir ve ¢ — 1 ise, bu durumda
(2.6.4), (2.6.5) ve (2.6.6) esitsizlikleri sirastyla (1.5.13), (1.5.14) ve (1.5.15) esitsizliklerine

indirgenir.

2.7. Sol-Sag Kuantum Integralleri ile Ilgili Bazi Bullen ve Simpson Tipi
Esitsizlikler

Bu alt boliimde, 6nceki alt boliimlerdeki bazi temel tanimlar ve sonuglar kullanilarak,
sol-sag kuantum integralleri ile ilgili bazi agirlikli Bullen, Bullen ve Simpson tipi
esitsizlikleri elde edilmistir.

Lemma 2.7.1. 0 < 8 < 1 bir sabit olsun. Bu taktirde asagidaki esitlikler gegerlidir:
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K1(q,6) =f lgT — 0] (+dgT (2.7.1)
0
20%([2lg = 1) —a0l2lg +4* O _ .
q[2]4 T g
H[Z]q —q 6 . '
k W, 1< 6 ise
K2(q,0) = 1Iqr—elZ +dgT (2.7.2)
-f() 2 0or"q
63(2[3], — 2[2]4) — 46[3]4 + ¢*[2], 6
_ 2¢2[21,13], , 0< a <1 ise
B[S]q - CI[Z]q 6 .
k m, 1< 5 ise

Ispat: Eger 6 €[0,1] ve g€ (0,1) ise, bu durumda 0<6<q ve q<6
esitsizliklerinden birisi dogrudur. Bu ise 0 < g <1lyadal< g olur. Simdi 8 ve q sayilari

arasindaki bu iligkiler goz oniine alindiginda, ispat asagidaki iki adimda tamamlanir.

(i) Eger 0 < g <1ise

1 1
J lgT — 0] 0+dqr=qj
0 0

=q f: o+dqf+fg
=q j:(g—r> 0+dqr+j;(r—g> 0+dqT
2 72 g 2 9 \|'
=q <5T_m> 0+<m—a’5>
_ 26%([2], — 1) — q8[2], + ¢°
q(2]q

1 T q 1
— 0|z g+dgT ==
J(;lqr |2 ot qT zfo

0

T—— d,t
q ot%q

1

T—— 0+dq‘r

T__
q

2
q

ve

0
‘L'__

T 0+qu
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4
q
T—_

zﬂf

2 (Jo
[

_a) (78, _ - 2 O

=3 L(ar—r) 0+qu+L (1’ —ET) 0+dqT

q

q*6[31, + ¢*[2],
3 ]

T——|1T +d,T
0t%q
q

0 4 1
qT 0+q’l.'-|'fg

63(2[3], — 2[2],) —
- q*[2],

olur.

(ii) Eger 1 <? |se

1 1
J lgTt — 6] 0+dqr=qJ
0 0

2] 1

T——

0
0+dqT = qJ (——T) 0+dqT
o \q

> 9[2]q —q
[2]4

ve

T
T qT0+qT—20q TT0+qT

_ 6[3]q - q[z]q
2[2]4[3lq

1 - q (!
—0|= gedyT ==
.l;lqr |2 0+dqT zfo

bulunur ve bu ispati tamamlar.

Lemma 2.7.2. f:[a,b] - R silrekli bir fonksiyon ve 0 <gq <1 olmak (zere

a+qu( (a+b) + (1 - r)a) ve b—qu( (a+b) +(1- r)b) [0,1] araliginda sol

kuantum integrallenebilir olsun. Bu taktirde her 4,7 € R igin asagidaki 6zdeslik saglanir:

Af(a)+nf(b)+2—/1—r)f<a+b>

: 2 (2.7.3)

a+b

a+ldq x+j f(x) p-d x]

']; (qt — A) g+Dy f (T (a : b) +(1- T)a> o+dqT

+ jol(n —q1)p-Dyf (T (a ;L ’

) +(1- T)b) 0+qu} |
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Ispat:

Ll(qr = DDef (¢(“22) + (1~ a) pudgr =

ve
fol(n — q0)p-Dy f (r (a er b

ile gosterelim. O halde sol kuantum tiirevi ve sol kuantum integralinin tanimlarina gore

) +(1- T)b) o+dgT =4,

A = fol(qT — D) +Dof (T (a ; b

:qflrf< t(22) + - Da) - f (g7 (%2) + 1 - g7)a)

(1-q) (22 -a)r

—Aflf +(1 T)a) f(qr( )+(1 qr)a)
(1- q)(——a)r

> arr( (52 +a- o)

I

L, 2 (e

-2 (5 -

(o (52 <)

DX f( (azﬁ) - qn+1)a>J
“ [ (50) - r@)

T .

n=0

)+(1—T)a> +dgT

0+qu

0+ qT
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20—2) (a+b\ 2Af(a)
+ b—a f( 2 ) b—a

_2f(@ 2(1-2) _ja+b 4 (5
“b-a  b-a ( 2 )_(b—a)ZL [ qrdqx

ve sag kuantum tiirevi ve sol kuantum integralinin tanimlarina goére

8 = f (1~ 40)p-Daf (2 (F2) 4 (1 =100 oyt
- [ ot (5

o[ o (45
:nflf(T<asz)+(1_T)b) f(qr( )+(1 qr)b)
0

) +(1- T)b) 0+dgT

)+(1—T)b) +dgT

(1 P q) (_ P b) 0+qu
1 f (T (ﬂ) +(1- T)b) —f (qr (a—+b) +(1- qr)b)
_qjo'[ 2 (1_ )(ﬂ_b)i 0t@qT

> (e (52) +a-a)
§(n+1<a+b>+(l_qn+1)b)J
2er(e ) -

Y (e () @)

-2 [ (42 - ro)

> (o (52) @ )

- i o (e (0 + - o)

n=0

+

b—a
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2

a0 (- Y (o () +a- o)

2(1—n)f(a;b)_(b 4a)2 ..

_ _f(b) . (1_ ;’)f (a + b)

——f(b) f(x) p-dgx

bulunur. Boylece

b—a

1 [A; + A,]

_Af@+nfb) 2—A—n _(a+b
- 2 T f( 2)

a+b

o+d x+f fx) - dx]

olur ve bu ispat1 tamamlar.
Uyan 2.7.3. Eger f fonksiyonu (a,b) araliginda turevlenebilir ve ¢ —» 1 ise, bu
durumda (2.7.3) 6zdesligi (1.1.7) 6zdesligine indirgenir.

Not: Uzun matematiksel ifadelerden kaginmak igin (2.7.1)'deki 6zdesligin sol tarafi igin

asagidaki gosterimi kullanalim:

HAn,a,b,f) =

M@ +nf®) 2-A-n (a + b) (2.7.4)

2 2 2

1 [ (% b
- Ua f(x) g+dgx + Ja_wf(x) b—dqx].

Teorem 2.7.4. f:[a,b] = R surekli bir fonksiyon ve 0 <q <1 olmak Uzere
a+qu( (a+b) + (1 - T)a) ve b—qu( (a+b) + (1 - T)b) [0,1] araliginda sol

kuantum integrallenebilir olsun. Eger %+%= 1 olan her a,f > 1 icin |a+qu|B ve

| b-Dqf | [a, b] aralig1 lizerinde konveks ise, bu taktirde asagidaki esitsizlik saglanir:
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|H (4,n,a,b,f) |

1 B _ N
Ma(q, 4, @) |+Daf D + (2[2g = 1)[+Dqf ()]
— 4 2[2],
=77

|
I
|

|o-Dof @|° + (2121, = 1)]p-Dof )|\
2[2],

{*ﬂfé(q'n,“)<

burada

(2.7.5)

1 1
M(q, M a) = f lgt — A% g+dgT, M (q,1, @) = f In — qt|¥y+dgTve A,m € [0,1]
0 0

dir.

Ispat: (2.7.3)'teki 6zdeslik ve Kuantum integrali icin Holder esitsizligi kullanilarak

|H (4, n,a,b, f) |

1
_b-a joqu—/ll

S— L
[+f In — qr|
0
1

(
v (i ([

Dqf (T (a ; b) +(1- T)a>

0+qu

a+b
2

b-Dqf (T ) +(1- T)b)

0+quJ

=

o0of (504 (1-3) )] i)

-4

bulunur.

[a, b] araliginda | atDaf |ﬁ ve | p-Dqf |ﬁ fonksiyonlarmin konveksliginden,

|H (An,a,b,f) |

1 1
1 a/ (1 B
([ =) ([ oot Gar (1-)0) e

|
|
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==

g ('t
. | ;+Dof )] f S o+dqT
Ma(q, A a) 0

b—a \+Ia+qu(a>|ﬁ f 1 (1- g) ordgT /
<

™|~

1
g ('t
. |-Dof (@) J Eo’qur
+Ma(q,n, a) 0

| \+|b'qu(b)|ﬁJ01 (1 —%) 0+dqr/ [

|“+qu(b)|ﬁ + (2[2], - 1)|a+qu(a)|ﬁ ’
2121,

Mé(q, A a) (

—-a
4

2[2] |

q

(2L 1)|b-qu<b>|’*>ﬁ'

elde edilir ve bu ispat1 tamamlar.

Sonug 2.7.5. Teorem 2.7.4'te A =n =

N | =

ilgili asagidaki Bullen, Simpson ve Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler elde edelir.

pe(grgans)
2I2Faj ;f

1( 1 a) (|a+qu(b)|ﬁ + (2121, - 1)|a+qu(a)|ﬁ>E
2

p-a T 212,
< 1)
4 +26(q.2,a) [b-Dof @]” + (2121 = D]p-Daf DY’
Heelege 212, |

(s L)

101 \[]+Dof B + (2021, = 1| +Dof @)

b M“("'?“)( 2121,
< 1)
4 40 1 ) |y-Dof @)|° + (2121, = 1)],-Dof )|\
| T3¢ 212, |

12 9 . .
,=,= almirsa, sol-sag kuantum integralleriyle
3’3 >

(2.7.6)

(2.7.7)

(2.7.8)
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T304 2121,

1( 2 >(|a+qu(b)|B +(2[21, - 1)|a+qu(a)|B>E
|

1( 2 ) |b—qu(a)|ﬁ+(2[2]q—1)|b_qu(b)|B 5l
T3¢ 2[2 |

q

Genel olarak, eger Teorem 2.7.4'te A = u ise, asagidaki agirlikli kuantum Bullen tipi

esitsizligi elde edilir.

a+b

b b 1 = b
Aw + (1= Df (a er ) - Ua F) gedgx + jibf(x) b—dqx]
1 |o+Dof )" + (2120 = Dl ysDef @]
- (b —a)Ma(q,A,a) 2[2],
- 4 8 Nl
4 |p-Dof @]” + (2[2]4 — 1)|,-Dyf (B)]
| 2[2], ]
burada

1
M(q, A a) = j |4 — qt|Pj+dgT
0

dur.
Uyan 2.7.6. Eger f fonksiyonu (a, b) araligi (izerinde tirevlenebilir ve g — 17 ise,
bu durumda (2.7.5), (2.7.6), (2.7.7) ve (2.7.8) esitsizlikleri sirasiyla asagidaki esitsizliklere

indirgenir.

. b
’,1f(a) O nf<a+b> = 1 f £ dx (2.7.9)

2 2 2 —a

<Aa+l - A)a“)i (If’(b)lﬁ £ 31 (@IF\F
(b —a) a+1 4 )
< 7

- 4

(n““ - n)““)é (If’(a)lﬁ ; 3|f’(b)|ﬁ>% '
+
a+1 4

(2.7.10)

o2 (50 4@ - [ 10 @
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b—a 1 é
= 8 (1+a>
1[f () + f(a) a+b 1 (b
H 2 +2f< 2 )l_b—afaf(x) ax
b—a 2“+1+1§
<
=12 (3(a+1)>
1 b 1 (P
TSI R
b—a 2“+1+1§
<
=12 (3(a+1)>

Teorem 2.7.7. f:[a,b] = R surekli bir fonksiyon ve 0 <q <1 olmak Uzere

4 4

(If’(b)lﬁ t 3|f'<a)|ﬁ>% . (If’(a)lﬁ t 3If’(b)lﬁﬂ

(2.7.11)

(If’(b)lﬁ ; 3If’(a)|ﬁ>% <|f'<a>|ﬁ ; 3If’(b)lﬁ>;]
4 + 4 ’

(2.7.12)

4 4

(If’(b)lﬁ 4 3|f'(a>|ﬁ>% . (If’(a)lf” t 3If’(b)|”’ﬂ_

a+b

atDaf (T (T) + (1 - T)a) ve ,-Dyf (‘L’ (aTH’) +(1- ‘L')b), [0,1] araliginda sol
kuantum integrallenebilir olsun. Eger = 1 icin | +Dyf|° Ve |,-Dyf|’, [a,b] aralig

Uzerinde konveks ise, bu taktirde asagidaki esitsizlik gegerlidir:

|H (A, n,a,b, f) | (2.7.13)

| =

1 k p
Ki_ﬁ(q; A) < KZ(q'A)|a+qu(b)| >

_b-a +(K1 (9, 1) = Kz (@, )| o+ Do f (@]

4

IF

|-

Ko (q,m)|p-Dyf(@)] )
]

1L
| +(K1(q,m) = Kz(g,m) | p-Dg f (D))
burada, 4,1 € [0,1] ve K;(q, 1), K;(q,1),K,(q, 2) ve K,(q,n) Lemma 2.7.1'de verilmistir.
Ispat: (2.7.3)'teki Ozdeslik ve Kuantum integrali icin power-mean esitsizligi
kullanilarak

|H (4,n,a,b, )]
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<b;a follqr—/’ll a+qu<r<a;b>+(1—r)a>

[l () v o)
([ir-atgar)
0
oo ([l Go (-0 )

= ) 1_%
+ <f In— qr|0+dqr)
0

([ = |ooes G+ (1-3)8)]" st )|

0+qu

O+quJ

|-

bulunur.

[a, b] araliginda | a+Daf |ﬁ ve | b-Dqf |ﬁ fonksiyonlarimin konveksliginden,

|H (4,n,a,b,f) |

1 1—%
<j lqT — /1|0+qu>
0

1
B T
|a+qu(b)| -fo |qr—/’l|§0+dq‘r

X
b—a \+|a+qu(a)|ﬁ jolqu_M(l_%) o+dq‘[/

1

4 1 1-3
+ <j In — CIT|O+qu>
0

1
B T
5D @I [ =715

X
[ \+|b—qu(b)|BJ01|n_q‘[l(l—%) 0+dq’l'/ J

R

==

1

1-3 ; B\B
b—a K @D (K@D | B +(Ki(@D~Ke(@D)| D f@] )

= 1

4 1-1 r N
1K, 7@, (K@ 5Dy f@)] + (Kiq,m) = Ka(q,m) |s-Dof )] )|
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elde edilir ve bu ispati tamamlar.
Sonug 2.7.8. Eger Teorem 2.7.7'de f =1 alinirsa, 2.7.13 esitsizligi asagidaki

esitsizlige indirgenir:

|H (A, n,a,b, f) | (2.7.14)

_ b= a[ (Ka(@ D] sDf )] + (Ks (0, D) = Ky (4, D)] +Dgf (@)])
4 [+(Ky(q, M| p-Dof @] + (Ki(g,m) — Ki(q,m)|p-Dof D]

Sonu¢ 2.7.9. Teorem 2.7.7de A = n = alinirsa, sol-sag kuantum integralleriyle

N | =
W=
wIN

) )

ilgili asagidaki Bullen, Simpson ve Hermite-Hadamard tipi esitsizlikleri elde edelir.

e (2,4 0. p) 2715
212:a1 ;f (. . )

|+

K2 (@.3) LasDaf O

T A G R ) LA

< 2 1 %
K, <CI;§> |b‘qu(a)|ﬁ
N
I \+ (Kl ("' %) — K (Q%D |o-Daf )] / |
|}[ G%a ’ f)| (2.7.16)
Kz (a %) |+ Daf (D)’ ’
T G LG R )[Ry
< 1 '3
< . y

K2 (0.5 lo-Dof @|°
R
L\ (Kl (1:3)-x (q%))lb—Dqﬂb)f )

|7-[(2 2 b >| 2.7.17
313'a’ Jf (" )
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=+

K2 (0.5 |oDaf )

oy L 63 seaa

<
4

)

K(4.3) 15-Def @]”

[+ \+ <K1 (03)-x <q§)> |o-Daf )] / |

Genel olarak, eger Teorem 2.7.7'de A = u ise, asagidaki agirlikli kuantum Bullen tipi

esitsizligi elde edilir:

a+b

b aT+b ’
ﬂf(a)-l_f( )+(1—/1)f< e )_bia[f f(x)a+dqt+L+bf(x)b—dqx]

2

1

- DK (@) (K@D Do f B + 2@ )]s Def @)
- 4

)

|+ (K@, D)]p-Dof @) + 2(q, D)],-Do f B[’

burada, K; (g, 1) ve K,(gq,4) Lemma 2.7.1'de verilmistir.

Uyan 2.7.10. Eger f fonksiyonu (a, b) araligi izerinde tlrevlenebilir ve g — 17 ise,
bu durumda (2.7.13), (2.7.15), (2.7.16), ve (2.7.17) esitsizlikleri sirastyla (1.6.10),
(1.6.11), (1.6.12) ve (1.6.13) esitsizliklerine indirgenir.

Uyan1 2.7.11. Eger Sonu¢ 2.7.9'de f =1, f fonksiyonu (a,b) araligi Uzerinde
tirevlenebilir ve g —» 17 ise, bu durumda (2.7.15), (2.7.16), ve (2.7.17) esitsizlikleri
sirastyla (1.6.14), (1.6.15) ve (1.6.16) esitsizliklerine indirgenir.

Ornek 2.7.12. f:[-1,2] = R fonksiyonu f(x) = x? ile tammlansm. Bu takdirde
acikca, T € [0,1] icin

_Dof <T (_1 2+ 2) +(1- T)(—1)>

F(r(ED)+a-0eD) - (ar(F) + a-a-D)
- (F2-m)r

2
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ve

2-Dof (T (_12+ 2) +(1- T)Z)

f (T (_1;2) +(1- 1')2) —f (qr (_1;2) + (1 - qT)Z)
) (—1+2 B 2) -

2

fonksiyonlar [0,1] araliginda g, +-integrallenebilirdir. Ek olarak,

|_#Daf ()| = 1(1 + @)x +q — 1]

ve

|2-Dof ()| = 1(1 + @)x — 2q + 2|

fonksiyonlar1 [—1,2] Uzerinde konvekstir. Dolayisiyla, f(x) fonksiyonu, Sonu¢ 2.7.8'de

belirtilen varsayimlari karsilar ve (2.7.14) esitsizligin sol ve sag taraflar1 su hale gelir:

Lo o |2 F3A+ 150 20q° + 4q° +22q +2
(g,4,m) -—‘ 8 81+ +q+qD)
ve
R(g,A,n) = 5[ (Kz(q, )Bq +1) + (K1(4,2) ~ K24, 2))2)
P2 4 (K g1 - 341+ (K3 (@) — Ko(q.m)4)]
burada
63(2[3], — 2[2]5) — 46[3], + ¢°[2], 0< o <1 ise
K, (q,0) = 2q%(2]4[31q ’ K
2(q, 0131 —ql2ly 1<? ise |
| 2[21,81, 4
20%([2]4 — 1) — q612]4 + ¢* 0< o < 1ise
~ ql2] LT
“@n= e, 1= i
t T <7 ise

olur. Buradan
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L(q,4m) < R(q,4,n) (2.7.18)

olur. Yukaridaki esitsizligin geometrik yorumu i¢in A, n ve g'dan bir veya iki parametrenin
sabit kabul edilmesi gerekir. Ornegin, eger q parametresi sabit ise, (2.7.18) esitsizligin her
iki tarafi da iki degiskenli fonksiyonlar haline gelir. Bu durumda, g'nun baz1 6zel degerleri

icin (2.7.18) esitsizligin geometrik davranisi asagidaki sekillerde gosterilmistir:

Sekil 6. ¢ = 0.3 icin (2.7.18) esitsizligin Sekil 7. ¢ = 0.99 icin (2.7.18)
grafigi. esitsizligin grafigi

Benzer sekilde eger A ve n parametreleri sabit alinirsa, (2.7.18) esitsizligin her iki tarafi da
tek degiskenli fonksiyonlar haline gelir. Bu durumda, A ve n'nin baz1 6zel degerleri igin,
(2.7.18) esitsizligin her iki tarafindaki fonksiyonlarin geometrik davranisi asagidaki
sekillerde gosterilmistir. Ayrica asagidaki sekiller (2.7.18) esitsizligin her iki tarafindaki
fonksiyonlarin q bire yaklasirken gergek degerlerine yakinsamasinin davranigini

acgiklamaktadir.
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— L(g.1/2.1/2) R(g.1/2.1/2) —— L(g.1/3.1/3) R(q.1/3.1/3)
— 1=0 —— R=5/4 —1=0 ——R=5/4
1.4 1.2
1.2 14
1
0.8
084
0.6
0.6
0. (.44
02 02
H=—————————————— H—_— T
0.1 02 03 04 035 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 07 03 09
q g
Sekil 8. 1 = n = - iin (2.7.18) Sekil 9. 1 = n = - igin (2.7.18)
esitsizligin grafigi esitsizligin grafigi

2.8. Holder ve Power-Mean Integral Esitsizliklerinin Bazi  Yeni
lyilestirmelerinin Sol ve Sag Kuantum Integral Benzerleri

Bu alt bélimde, sol ve sag kuantum integralleri ile ilgili Holder-Iscan ve gelistirilmis
power-mean esitsizliklerinin genel versiyonlart ve bunlarin 6zel durumlari tartigilmistir.

Teorem 2.8.1. f ve g fonksiyonlar [a,b] € R araliginda tanimlanmis olsun. Eger

a>1 ve i+%= 1 igin |f|% |g|# fonksiyonlari [a,b] aralig: (izerinde sol ve sag

kuantum integrallenebilir ise, bu takdirde asagidaki esitsizlikler gecerlidir:

b
f F GO g edyx (2.8.1)

1

n b %/ rb %
sZ( [ If(x)I“a+dqx> ( [ |g(x)|ﬁa+dqx>
k=1 "¢ a

1

b @/ b 5
s(f If(x)I“a+dqx> (f |g<x)|ﬁa+dqx>

b
f F GO g p-dyx (2.82)

ve
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=+

n 1
)
k=

b a b
( [ e |f(x)|“b—dqx) ( e |g(x)|ﬁb_dqx)
1\ a a

b @/ b 3
s( |f(x)|“b-dqx) (] |g(x>|ﬁb-dqx),

burada uy: [a, b] = [0,), her k = 1,---, n i¢in slrekli bir fonksiyon ve her x € [a, b] i¢in
Sr () = 1dir.
Ispat:  py:[a,b] - [0,0), k=1,-,n fonksiyonlarmm Y%_,u,(x) =1

[

ozelliginden

1

b p
[ @lgleder = [ Gl 9@ prdgx
a a =

b
[ 1Gr gl g
a
b
|
olur. Ote yandan (2.5.1) esitsizligine gore her k = 1, -+, n igin
b
|

b a b
s( j () If(x)I“a+qu> ( f () |g(x)|ﬁa+dqx>

NERINGE

HE)FCORE () g ()| g

==
1l

1

HECOFOUE (0 g(x) | edgx

|-

bulunur. Buradan

Jb
1a
n
<),
k=

1

HEGOf OuE () g (x)

NgE

a+dqx

==
1l

= r

b % b
( [ e If(x)I“a+dqx> ( [ |g(x)|ﬁa+dqx>
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olur. Boylece (2.8.1)'deki birinci esitsizlik elde edilir.
Simdi (2.8.1)'deki ikinci esitsizligin ispat1 i¢in asagidaki iki durumu ele alalim:

1. durum: Eger

b @/ b 7
<f If(X)I“a+dqx> <f 91 a+dqx) ~0

ise, bu taktirde sol kuantum integralinin tanimina gére her n € N U {0} icin |f(q™b +

(1-gq™a)| =0veya|g(@g"b + (1 — g™)a)| = 0 olur. Bdylece

b
f F GO g edyx = 0

olur. Dolayisityla (2.8.1)'deki ikinci esitsizlik bu durumda gecerlidir.

2. durum: Eger

b 1 4
(f If(x)l"‘a+dqx> (f 9GOl a+dqx) £0

ise, bu taktirde

|k

1

Py () e 1 GO1% o) (I 1) 19 OIP o)

1

(S GON godg)* ([P1gCO godgr)

=+

[y

— i (fzf 'uk(x) |f(x)|aa+dqx>a <f; .uk(x) |g(x)|'8a+qu>E
JIfGOI oy [P1gGIF grdgx

k=1

olur. Simdi, 1yi bilinen Young esitsizligi kullanilarak

1 1

i (ff ol <x>l“a+dqx>a (ff .G [g(o)1# a+dqx>E
JIFGOI prdgx JP1gCOI8 qedgx

k=1
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By Z [ff HOUICISILN Ja w0 L9 eder] (1 1_
| al If(0)]F dgx B I 1gOOIF pudyx B

bulunur. Dolayisiyla (2.8.1)'deki ikinci esitsizlik bu durumda da gegerlidir.

(2.8.2)'deki esitsizlikler benzer sekilde kanitlanabilir.

Sonug 2.8.2. f ve g fonksiyonlar [a, b] € R araliginda tanimlanmis olsun. Eger a >
Licin |f],|f]lg|* fonksiyonlari [a, b] aralig1 Uzerinde sol ve sag kuantum integrallenebilir

ise, bu takdirde asagidaki esitsizlikler saglanir:

b
f F GO g edyx (2.83)

1

L b 12 /b @
<D ([ lsdex) ([ 1001 )
=1 \Va a

1

b =% / b a
< (J |f(X)| a+dqx> <f If(x)l |g(x)|aa+dqx>

b
IO 1g (- x (2.8.4)

Q

1

n b 1—% b P
sZ( | e |f(x)|bdqx) ( [ e |f(x>||g(x>|“bdqx>
k=1 \"@ ¢

1

b 12 / b @
(j |f(x)|b—dqx) ( | |f<x>||g<x>|“b—dqx>,

burada uy: [a, b] = [0, ), her k = 1,---, n icin slrekli bir fonksiyon ve her x € [a, b] i¢in
Yoy e (x) = 1 dir.
Ispat: @ = 1 igin (2.8.3) ve (2.8.4)'teki esitlik agiktir. Eger a > 1 ise, bu durumda

IA

1 1
sirastyla (2.8.1) ve (2.8.2)de |f| = |f]«|g| ve |g| = |f|* "« yerine konularak (2.8.3) ve
(2.8.4)'deki esitsizlikler elde edilir.

Uyan 2.8.3. Eger Teorem 2.8.1°de n =2, u,(x) = E, ve u,(x) = g alinirsa

asagidaki esitsizlikler elde edilir.
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b
f FCON g edyx (2.85)

1
B

b % b
) ([ (b—2) If(x)l“a+dqx> (f (b -2 |g<x>|ﬁa+dqx)

S 1 1 }

b—a b a /b B

* (fa (x — a) If(x)I“a+dqx> (fa (x — a) |g(x)|ﬁa+dqx> |
ve

b

[ reone@i-d (286)
b 2/ b 3
1 ( [[6-» |f(x>|“b—dqx> ( [[6-» |g<x)|f>’b—dqx)

s : it

b
( [ e-o |g<x)|ﬁb—dqx> |

(2.8.5) esitsizliginin (p, g)-versiyonu [81]'de verilmistir. Ayrica, eger f fonksiyonu

a b
* ( | - |f<x)|“b—dqx)

[a, b] araliginda integrallenebilir ve g — 17 ise, bu durumda (2.8.5) ve (2.8.6) esitsizlikleri
(1.4.9) esitsizligine indirgenir.
Uyan1 2.8.4. Eger Sonu¢ 2.8.2’de n =2, y,(x) = g, ve u,(x) = E alinirsa

asagidaki esitsizlikler elde edilir.

b
j FCO g edyx (2.87)

|~

a

b 1‘% b
) (f (b—x)lf(x)la+dqx> (f (b—x)lf(x)llg(X)I“a+dqx)

<
b_

¥

a b 1‘% b
| (f (x —a) |f ()l a+dqx> (f (x—a) If(x)llg(x)I“a+qu> )

QIR

ve

b
[ reong@laz (2.88)
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b =% / b @
) (f (b—x)lf(x)lbdqx) (f (b—x)|f(x)||g(x)|“bdqx>

<
b_

g

“ b 1%/ b L
k+(L (x—a) |f(x)|b—dqx> (fa (x — a) |f(x)||g(x)|“b—dqx>J

(2.8.7) esitsizliginin (p, q)-versiyonu [81]'de verilmistir. Ayrica, eger f fonksiyonu
[a, b] araliginda integrallenebilir ve g — 17 ise, bu durumda (2.8.7) ve (2.8.8) esitsizlikleri

(1.4.11)'deki ikinci esitsizlige indirgenir.

2.9. Sol ve Sag Kuantum Integralleri ile Ilgili Baz1 Yamuk Tipi Esitsizliklerin
lyilestirmeleri

Bu alt boliimde, 5. ve 8. alt boliimlerin sonuglarina gore, sol ve sag kuantum
integralleriyle ilgili baz1 yamuk tipi esitsizliklerin iyilestirmeleri tartigilmistir.

Teorem 2.9.1. f:[a,b] = R surekli bir fonksiyon ve 0 <q <1 olmak Uzere

a+Daf (T (asz) +(1- r)a) ve ,-Dqf (T (aTH)) +(1- ‘L')b), [0,1] araliginda sol
kuantum integrallenebilir olsun. Eger ~ + % = 10lan a, B > 1igin | +Dyf|” ve |,-Dof |’

[a, b] aralig1 Uzerinde konveks ise, bu taktirde asagidaki esitsizlik saglanir:

1[5 , b
b—a [L f(x) a+dqx + ,[a_H?f(x) b_dqx] _w

w0uf ()

l"‘ <Qz (k)

(2.9.1)

[y

B £\
+ Q3(k)| +Dyf (@) )

kY

b B B

v0uf (552 + @l ol |

<ﬂz (k)

b—a & 1
<= ;(nl(k,ana

[y

a+b

ﬁ —
Dof ()| + (12 - D) | Do f @)\
b—a 1 [Z]q
<—— (@) .
a+b B B B
(162 =)+ (21 = 1) 1b-Dyf )
I (2], |

)
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burada
1 1

k) = [ @O0 = a0 gt 000 = [ w@Dtgedr
0 0

1

1
0,0 = [ @A -Dpdgt, 0@ = [ A =g g7
0

0
ve Ui:[0,1] = [0,00), her k =1,---,n igin surekli bir fonksiyon ve her x € [0,1] ic¢in
Sy i (x) = 1 dir.

Ispat: (2.5.1)'deki ozdeslik ve g-Holder-iscan esitsizliginin genel versiyonu

kullanilarak

b - a [ f—f () g+dqx + f;fu) p-dox| — w
cboa [ 100t (+(57) + =0 e

o + foll(l — g0l |y-Def (x (55 b) +(1-0b)

1

0+dq‘[J

< b ; aZ (fol,uk(r)(l —qr)%+dgyT >E
X <f01 Ui (T) | g+ Dgf (T (a ;— b) + (1 - T)a> ’ 0+qu>E

1

+ b ; aZ <J:,uk(r)(1 — qr)“0+dqr)a
(100 |s2ef (+(52) + - )| )
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a+qu (a ;_ b) ' folﬂk(f)f o+dqr '
1
b g §| \+|a+qu(a)|B.]; w1 —1) 0+qu/
= 4 k=1(ﬂl(k, a)) a+b\|? rt %|
b—qu< > ) fo i (T)T +dgT
I \+|b—qu(b)|ﬁJ01Mk(T)(1 = 1) 0+qu/ ]
. 7
(200 ]enf () +asleparl
:;ml(k’a))a a+by? B 3
i+ <Qz(k) v Dof (=) + 25 00],-Def ®)| ) J

bulunur. Boylece (2.9.1)'deki birinci esitsizlik elde edilir.
(2.9.1)'deki ikinci esitsizligin ispati i¢in asagidaki tic durumu ele alalim:

1. durum: Eger

oD f (D) + (121, 1)
[2]4

1
B\ B
oD f(@)
=0

ve

[y

o-2uf () + @@ - D) L 2us o\
[2]4 -

{D‘z =

ise, bu durumda esitlik agiktir.

2. durum: Eger @, # 0 ve w, # 0 ise, bu taktirde iyi bilinen Young esitsizligine gore

|-

a+b

oDaf ()| + 20 Daf @)
(Q(q))iﬁh

B (k@) )i (2, (K)
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[THGICEr LR
af (1 — qo)% j4dgT
atDaf (a+b)| + fo U (0 (1 — T)0+dqr|a+qu(a)|ﬂ

| Par(222) +(1214-1) | ;s s @]

| g I, |

Z fuk(r)ro+d T

ve benzer sekilde

1 0 B 3
B (k)5 (200 |, f (S2)]” + 0300 -Dof @I ) 1,1,
(Q(Q));wz ca b
bulunur. Buradan
. 1 a+b\|f B %
_<Qz(k) an(T)‘ + Q3 (k) a+qu(a)| ) (2.9.2)
b — 1
< Ta(Q(CI))a?m
ve
a+b B %
1 (k@) Y ( pD f( )| + 0300 |»-D,f (b)) ) (2.9.3)

b — 1
< Ta (Q(Q))“wz

olur. Boylece (2.9.2) ve (2.9.3) esitsizlikleri yan yana toplanarak (2.9.1)'deki ikinci

esitsizlik elde edilir.

3. durum: Eger w; =0 yada @, = 0 ise, bu taktirde (2.9.1)'deki ikinci esitsizligin

gecerliligi durum 1 ve durum 2 dikkate alinarak elde edilir.

Teorem 2.9.2. f:[a,b] - R surekli bir fonksiyon ve 0 <q <1 olmak Uzere

a+qu< (a+b) + (1 - r)a) ve b—qu( (a+b) + (1 - ‘L')b) [0,1] araliginda sol
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kuantum integrallenebilir olsun. Eger 8 > 1 igin |a+qu|B ve |b-qu|B, [a, b] aralig:

uzerinde konveks ise, bu taktirde asagidaki esitsizlik saglanir:

‘— [j f(x) ,+d x+f f(x) p-dgx M (2.9.4)
b « a %
n 1 <W2(k) a+qu(“;’ ) + Wy (k)| 1+ Do f ()] )
YCHG N
k=1 a+b « a \%
I+ (w2<k>|b—qu (552)] +ws0l-Def @) ) |
(131 — al21) | =D (22)| !
[Z]qB]q
1“ ( q tql2 q)l +qu(a)|
(b - a> \ [Z]q[s]q |
([3 q)b qfl(a+b)| 7
| [ 1,031,
\+ (131,(121, — q) — [31, + q[21,)|»-Dof B[
21,031,
burada

1 1
000 = [ @0 =00 gyt B0 = [ @D - 07 i,
0 0

1
9,00 = [ @ == g7
0
ve Ui:[0,1] = [0,00), her k =1,---,n i¢in surekli bir fonksiyon ve her x € [0,1] icin
k=1 (x) = 1 dir,
Ispat: (2.5.1)'deki ozdeslik ve g-power-mean esitsizliginin genel versiyonu
kullanilarak

a+b

i [ o] L0210
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a+b

b-a f1|(1—qﬂl a+qu(r( . >+(1—T)a>
== a+b

= lJrfol|(1—qr)||b_1)qf<r< . >+(1_T)b>

bh—ae 1 1-3
< 4a2(f (D = q7) 0+qu>
0

0+qu

0+quJ

k=1
1 b B %
X <]0 (@) (1 — q1) | +Dgf (T (a ; ) + (1 - T)(l) 0+dqr>
b—axo /(1 1
+ . az <J. Ur (1) (1 — qr) 0+dq‘[>
k=1 \"0
b B %
X <yk(r)(1 —q1) |p-Dof (T <a ; ) +(1- T)b) O+dqr>
B 1 %
a+qu (a ; b) fo K, (D1 —qD)7 O+dqt

\+ |a+qu(a)|ﬁ fol (A =g —-1) 0+qu/

b—ax 1
<222 (910)

==

B
h n b_qu <a ; b) J;)l ,le(‘l,')(l - qT)T O+dq‘[
1
| \+ |b—qu(b)|/’)f0 @A —gn)(1—-1) o+qu/ |
; :
i L <1P2(k) atDaf (%b>| + 1P3(k)|a+qu(a)|ﬁ>
=) Wik)) ¢ 1
= a+by* 8 ﬁl
ORI

bulunur. Boylece (2.9.4)'teki birinci esitsizlik elde edilir.

Simdi, eger f > 1 ise, bu taktirde (2.9.1)'deki ikinci esitsizligin ispatindaki benzer
arglimanlar kullanilarak (2.9.4)'teki ikinci esitsizlik kolayca ispatlanabilir ve f = 1 olmasi
durumunda, (2.9.4)'teki ikinci esitsizlik, esitlik haline doniistir.

Sonug 2.9.3. Eger Teorem 2.9.1°de n =2, u;(t) =1—1, ve u,(t) =1 alinirsa
(2.5.2) esitsizligin asagidaki iyilestirmesi elde edilir.
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atb b
a0t [Lr0 ] OO 295)

2

b — 1
< T(91(1, a))“

|k

(131, ~ [219) [ Do (S22)| + (1214131, — 2131, + [2],)] Do @)
[2]4[3]4

X

n [2],) | (a+b)|ﬁ + (12141314 — 2[3]4 + [Z]q)|b-qu(b)|ﬁ ’
| 3l

I

b— s
+Ta (22, )

21 | Dof (SO + (131, - 21)] o+ Dot @I\
21,131,

X P

(ale-2r () + 131 21D\
l [2]413]4

burada

|

1 1
Q2 (1,a) = f (1 —-7)(1 —qr)* (+dqT, 0,(2,a) = f T(1 = qu)¥ g+dgt
0 0

dur.
Uyan 2.9.4. Eger f fonksiyonu (a, b) araliginda tlrevlenebilir ve g — 1 ise, (2.9.5)
esitsizligi asagidaki esitsizlige indirgenir.

[0 +/0) 299

| a-

A s ar@r\ (e 2o
b 1 1 6 + z
<Ly |_
< ( ) l

2ta a+b % a+b\|P
NG W +ir@ie\ (2] (D)) + 1o
) ° ' ’ |

®[r
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Sonug 2.9.5. Eger Teorem 2.9.2°de n =2, pu;(r) =1—r1, ve u,(t) =1 alinirsa
(2.5.3) esitsizliginin asagidaki iyilestirmesi elde edilir.

asp )
e e [ 0| L0 297
_b-a ([Z]qmq —q[3], — [3], + q[21q>1‘%
=72 21,31,
(13141, — q121,[4], ~ (21,141, + q[21,131,) | o-Dof (22)]
(214131, [41,
(21131441, — 2(31[4], + [31,[4], ) ;
\ +<—q[3]q[4]q+2q[][4] a(21,13], )l @) /
§ (21,131,414
(1314 41, ~ ql21,14], — (21,41, + q214131,) |o-Def (“2)]
[Z]q[3]q[4]q
21,131,141, - 213], [4]q+[3]q[4]q> ’
\ < 131,041, + 24121141, — 412131, ) 1P/ @) /
| [214[314[4]4 |

[y

131, [4], 3
200 (g, ) loo2t (“”’)Iﬁ+< ~q[2],[4], >|a+qu<a>|ﬁ
112l —[21,[4], + q[2],[3]
21,131, [4]

\ o )

131, [4],
4 a+
21 (g5 luf (22) + ( ~q[2], (4], ) [b-Daf &)
112l —[21,[4], +ql2],[3],
21,31, 141,

L\ )

|~
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Uyar1 2.9.6. Eger f fonksiyonu (a, b) araliginda tlrevlenebilir ve g — 1 ise, (2.9.7)

esitsizligi agagidaki esitsizlige indirgenir.

1 f(a) + f(b)
— Jf()d f‘ (2.9.8)

| =
[y

(1)1—% (e +sir@ir\” (1 @) + st

3 12 12
Sb;a \ /
) i@ (@A s ror)
+() 12 12 |

|

2.10. Sol ve Sag Kuantum iIntegralleri ile ilgili Bazn Orta Nokta Tipi
Esitsizliklerin Iyilestirmeleri

Bu alt bolumde, 6. ve 8. alt bélimlerin sonuglarina gore, sol ve sag kuantum
integralleriyle ilgili baz1 orta nokta tipi esitsizliklerin iyilestirmeleri tartisilmistir.
Teorem 2.10.1. f:[a,b] = R surekli bir fonksiyon ve 0 < q <1 olmak Uzere

Daf (1(E2)+@-Da) ve ,-Dyf (r(22)+@-Db), [01] arahgnda sol
kuantum integrallenebilir olsun. Eger ~ + % = 10lan a, B > 1igin | +Dyf|” ve |,-Dof |’

[a, b] aralig1 Uzerinde konveks ise, bu taktirde asagidaki esitsizlik saglanir:

a+b
) (2.10.1)

atdgx + J;f(x) b—dqx‘ — f( >

™|~

I
(200 |wpat (5] +xs00leDes @)

b—a)x .
s%Z(xl(k,a) )i N

s (Xz(k) |b_Dq f (“T”’)f + X300 =D f ()] ) |
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[

o Daf (C)[ + (121, - 1) | oDof @]\

1 [2]
s @)([1+ alzb)e 1 |
- 4 a+b\|P B %l

v-Dof |(B2)] + (1214 = 1) [,-Daf (B))]

2

l 2la |
burada
%1060 = | w@tpdgt, X = [ w@r g
0 0

1
X3(k) = f (DA —1) 0+qu

0
ve Ui:[0,1] = [0,00), her k =1,---,n i¢in surekli bir fonksiyon ve her x € [0,1] icin

k=1 M (x) = 1dir.
Ispat: (2.6.1)'deki ozdeslik ve g-Holder-Iscan esitsizliginin genel versiyonu

kullanilarak

a+b

ﬁ [LTf(x) g+dgx + j;f(x) b—dqx] —f (a ;— b)

atDaf (T (a ; b) +(1- T)a>

0+qu

Sq(b—a) jolT

T e () o)y
DS ([t |
([ 10 s () -] )
ACZOS([ort )
(e |0 (1 (22)+ - n) st
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= 4
atDaf (a ; b) B ,I:/lk(T)T o+dqT E
x i(xl(k, a))§| \+Ia+qu @]’ fol“"(f)(l v °+dQT/ :|
k=1 |b-qu (a ; b) B .l;lruk(f)f 0+qu B
| \+|b-qu(b)|B f:uk(r)(l -0 o*dqf} |
(Xz(k) +Daf (azj)r + X3 (k)| 4+Dg f (a)|ﬁ>ﬁ

_qb-a)N 2
—T;<x1(k, @) |

i+ <X2(k) 00 (S22)[ 4 %001, 00 ) |

bulunur. Boylece (2.10.1)'deki birinci esitsizlik elde edilir.
(2.10.1)'deki ikinci esitsizligin ispat1 i¢in asagidaki li¢ durumu ele alalim:

1. durum: Eger

oD f () + (12, 1)
[2]4

1
B\ B
oD f(@)
=0

ve

b‘qu

() + @ - Dol
[2], -

wy =

ise, bu durumda esitlik agiktir.

2. durum: Eger w; # 0 ve w, # 0 ise, bu taktirde iyi bilinen Young esitsizligine gore

=l

a+b

oDaf ()| + %20 Do (@)

([1 + a]gl);wl

et G, @) )2 (X, ()
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fol e (DT j+dgT
all+ a];?

eDaf ()| + [ e = ) geyt] g2Dof (@]

|+ 2af (&) +(121g-1) | s af @]
[2]q

S z f (DT g+dyT

B

ve benzer sekilde

1 Y 5
s s () )% (X (0 [o-Dof (F)] + X 0]o-Duf )" R
(1 + al;!)ew, « B
bulunur. Buradan
b b ;
4 a)Z(Xl(k @) )a (Xz(k) ) f<a+ )’ +X3(k)|a+qu(a)|ﬁ> (2.10.2)
< M([l + a]gl)awl

ve

==

b —
« “)Zcxl(k @ )a<

<q(b—a)
= 4

Df<a+b>‘ +X3(k)|b—qu(b)|ﬁ> (2.10.3)

([1+ a]gl)awz

olur. Boylece (2.10.2) ve (2.10.3) esitsizlikleri yan yana toplanarak (2.10.1)'deki ikinci

esitsizlik elde edilir.

3. durum: Eger w; =0 yada @, = 0 ise, bu taktirde (2.10.1)'deki ikinci esitsizligin

gecerliligi durum 1 ve durum 2 dikkate alinarak elde edilir.

Teorem 2.10.2. f:[a,b] - R surekli bir fonksiyon ve 0 < q <1 olmak uzere

a+qu( (a+b) +(1- T)a) ve b—qu( (a+b) +(1- T)b) [0,1] araliginda sol
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kuantum integrallenebilir olsun. Eger 8 > 1 igin |a+qu|B ve |b-qu|B, [a, b] aralig:

uzerinde konveks ise, bu taktirde asagidaki esitsizlik saglanir:

a+b

1 = b b
— Ua f(x) g+dgx + Jibf(x) b—dqx] —f (a ; ) (2.10.4)
+ by ;
- ) & . (Cbz(k) +Dof (aT)| +CI>3(k)|a+qu(a)|B>
<T@, 0)' .
k=1 a+b B B B
I+ (Cbz(k) v Dof ()| + @200-Def )] ) |
a+ b\|? %
(b — a) ([z]q a+qu( : )| +([31, - [21,) a+qu(a)|ﬁ>
<
= 1 1]
B a B B
4[2]q[3]ql+ <[2]q b—qu< ;’b>’ + ([3]q r [Z]Q) |b—qu(b)|ﬁ> J
burada

1 1

0100 = [ DT o, 000) = | i@ grdr
0 0
1
D;(k) = f e (DT(1 — 1) +dyT
0
ve U:[0,1] = [0,00), her k =1,---,n i¢in surekli bir fonksiyon ve her x € [0,1] icin

k=1 M (x) = 1 dir,
Ispat: (2.6.1)'deki ozdeslik ve g-power-mean esitsizliginin genel versiyonu

kullanilarak

a+b

o [ [* 1@ g+ [, 1 b—dqx] -1 (57)

a+Daf <T <a ; b) +(1- T)a>

»-Dqf (T (a ; b) +(1- T)b)

0+qu

G folt
S—F )
l+for

b—a) [ (1 g
i a)ZU i (O 0+qu>
k=1 \'0

0+quJ
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R

B
O+dq‘[>

X (fol Hr (DT | g+Dgf (T (a ; b) + (1 - T)a)
+ @Z (folyk(r)‘r 0+dqr>1_%
D.f (T (a ; b) +(1- ’l')b) ’ 0+qu>E

a+qu <a + b)

\+|a+qu(a)| f (D1 = 1) O+qu/

D f<a+b>
+

l \+|b—qu(b)| fo (DTl — 1) 0+qu/ |

1

X (.Uk (D7 |-

==

(1)7? O+d T

(b—a)x L
< (@) |

k=1

==

(1)7? O+d T

™|~

L
<CD2(k) atDaf (%)| +®3(k)|a+qu(a)|B>

|
i+ (cbz(k) 00 (S22)[ 4 050l 20 ) |

=

b—a)\ 1
=12 @y 10"
k=1

bulunur. Boylece (2.9.4)'teki birinci esitsizlik elde edilir.

Simdi, eger B > 1 ise, bu taktirde (2.10.1)'deki ikinci esitsizligin ispatindaki benzer
argiimanlar kullanilarak (2.10.4)'teki ikinci esitsizlik kolayca ispatlanabilir ve g =1
olmas1 durumunda, (2.10.4)'teki ikinci esitsizlik, esitlik haline gelmis olur.

Sonug 2.10.3. Eger Teorem 2.10.1°de n = 2, u,(t) =1 —1, ve u,(t) = 7 alinirsa
(2.6.2) esitsizliginin asagidaki iyilestirmesi elde edilir:

‘—[ f S pedgx + f @) pd x‘ (239 (2105)

<q(b—a) [a+2]q—[a+1]q
- 4 [a + 1]4[a + 2],
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®[r

(131 — (21q) | Dof (S2)|” + (121131, — 2131, + [21,)] Do f @)|°
[2]4[3]4
: |

[ @la=121)|,-D of (E)| + (1214131, - 2131 + [21)[»-Def B
3
|

q(b—a) 1 \e
+ 4 <[a + 2]q>

2] | +Dof (“*”)| + (131, - [21)] +Do f @)
21,131,

I

|k

X

1]

(a2 () + 131~ 21D DI\
l [Z]q[B]q J

Uyarl 2.10.4. Eger f fonksiyonu (a b) araliginda turevlenebilir ve g — 1 ise,

.....

bi jf(x)dx f( b)‘ (2.10.6)

<|f () + 2|f'(a)|ﬁ>
1 6
<b—a( 1 )E

T4

®|r

1

e \ <|f (=)’ +z|f’(b)|ﬁ>ﬁ/|

6

(e |f<>|>
T ey ory!
21f ()| +|f &)
(),
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Sonug 2.10.5. Eger Teorem 2.10.2°de n = 2, uy(t) =1 —1, ve u,(t) = 7 alinirsa
(2.6.3) esitsizliginin asagidaki iyilestirmesi elde edilir:

a+b

a+b
) (2.10.7)

o+d x+J f(x)bdx]—f( >

_ab-a ([3] [21q> "

== 7 \ Bl
[21,([41, = [31) | oD f (222)| ’
21,3, [4]
\+([31q[4]q— (21441, + [214131)] +Dof @° /
) 21,3, [4]
214 (141, = 131) o0 (422)| '
[Z]q[ T [4]
(3] [2]4[4], [315)|5-Daf )"
| \ 21, [3] [4]q /

qb-a)( 1\ 7
M <[31q)

[3] a+qu (a+b)| + ([4]61 - [3]q)|a+qu(a)|ﬁ )
[314[4]

X

+< Iy [o-2ur (2] +<[41q—[31q)|b-qu<b>|ﬁ>ﬁ
l

[314[4]4

I

Uyan1 2.10.6. Eger f fonksiyonu (a,b) araliginda tirevlenebilir ve g — 1 ise,
(2.10.7) esitsizligi asagidaki esitsizlige indirgenir:

‘— £ dx — f( +b)‘ (2.10.8)
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a+b
2

) +1F @

12

3)1%(3 I

12

"+ If’(a)lﬁ>ﬁ ) (lf () + >ﬁ
12 /

’ /(a0
> +<3|f(2

) +1rwr)
12
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3. IRDELEME

Integral esitsizliklerin matematigin ¢esitli alanlarinda yaygin olarak kullanilmasi
nedeniyle, Holder, power-mean ve diger esitsizlikler dahil olmak {izere bazi iyi bilinen
integral esitsizlikler, Jackson integrali kullanilarak yeniden olusturulmustur [46, 49]. Klasik
kuantum integrali yalnizca tanim kiimesi [0, b] araliginda yer alan fonksiyonlara uygulanir
ve bu, Jackson integralinin sinirlamalarindan biridir [46]. 2014 yilinda Tariboon ve Ntouyas
keyfi kapali ve sinirlt aralik [a, b] Uzerinde q,+-trevi (sol kuantum tirevi) ve g +-integral
(sol kuantum integrali) kavramlarini tanitmistir [52]. Ayrica Tariboon ve Ntouyas [53],
Hermite-Hadamard esitsizligi de dahil olmak iizere bazi integral esitsizliklerin q +-
versiyonunu Onermistir. Noor vd. [61] baz1 Ostrowski tipi esitsizliklerin q,+-benzerleri
sunmustur. Kuantum integralinde genel bir degisken degistirme kuralinin olmamasi, bazi
integral esitsizliklerinin kuantum benzerlerinin elde edilmesini engelleyen 6nemli bir
sorundur ve bu konuya dikkat edilmemesi, [53] ve [61] ¢alismalarindaki hatalarin temel
nedenidir.

Bu ¢alismada sol kuantum tiirevi ve sol kuantum integraline benzer sekilde sag
kuantum tiirevi ve sag kuantum integrali kavramlar1 temel 6zellikleri ile incelenmistir.
[61]'de iddia edilen sonuglar yeniden formiile edilmistir ve sol ve sag kuantum integralleriyle
ilgili Hermite-Hadamard esitsizliklerinin baz1 yeni versiyonlari elde edilmistir. Ayrica, sol -
sag kuantum Hermite-Hadamard esitsizliginin yeni versiyonlarindan biriyle ilgili baz1 diger
esitsizlik tipleri de olusturulmustur.

Bu calisma kapsaminda, fonksiyonlarin bilinen konveksligi ile bazi integral
esitsizlikleri elde edilmistir. Bu esitsizlikler, s-konveks, m-konveks vb. gibi diger konveks
fonksiyon smuflari icin arastirilabilir. Holder-iscan ve gelistirilmis power-mean
esitsizliklerinin genel g-versiyonu kullanilarak, Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler de dahil

olmak tizere ¢esitli integral esitsizlik tlirleri daha genis bir sekilde incelenebilir.



4. SONUCLAR

Integral esitsizlikler, soyut ve uygulamali matematigin birgok dalinda, &zellikle

diferansiyel denklemlerde ve fonksiyonel analizde yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu

nedenle, tiirevlenemeyen fonksiyonlar da dahil olmak iizere ¢ok cesitli fonksiyonlarla

ilgilenen kuantum hesabindaki son gelismelerle, cesitli tlirde integral esitsizlikler

olusturulmustur. Bu ¢aligmada, sag kuantum tiirevi ve sag kuantum integralinin yani sira sol

ve sag kuantum integrallerinin birlesik kullanimmin incelenmesi onemlidir. Ozellikle elde

edilen sonuclar, yaklasimlar teorisi ve sayisal analizlerdeki bazi problemlerin hata

tahminlerinin bulunmasina katki saglayacaktir.

Calismamizda sag kuantum tiirevi ve sag kuantum integrali kavramlar1 ve 6zellikleri

incelenmis, sol ve sag kuantum integralinin bir kombinasyonu kullanilarak asagidaki

sonuclar elde edilmistir.

1.

[53] ve [61]'de iddia edilen sonuglardaki bazi hatalar tespit edildi ve bu
sonuclar yeniden formdle edildi.

Hermite-Hadamard esitsizliginin bazi yeni versiyonlari, sol ve sag kuantum
integralleri yolu ile elde edildi. (Teorem 2.4.1, Sonug 2.4.2 ve Teorem 2.4.4)
(1.3.1) 6zdesliginin kuantum benzeri tiiretildi. (Lemma 2.5.1)

Sol ve sag kuantum integralleri ile ilgili baz1 yamuk tipi esitsizlikler elde edildi
ve g = 17 iken bu esitsizlikler tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in incelendi.
(Teorem 2.5.3, Teorem 2.5.4 ve Sonug 2.5.6)

(1.1.4) 6zdesliginin kuantum benzeri tiiretildi. (Lemma 2.6.1)

Sol ve sag kuantum integralleri ile ilgili baz1 orta nokta tipi esitsizlikler elde
edildi ve g = 17 iken bu esitsizlikler tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in incelendi.
(Teorem 2.6.3, Teorem 2.6.4 ve Sonug 2.6.5)

(1.1.7) 6zdesliginin kuantum benzeri tiiretildi. (Lemma 2.7.2)

A,m € [0,1] parametrelerini iceren sol ve sag kuantum integralleriyle ilgili bazi
genellestirilmis Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler elde edildi. (Teorem 2.7.4,
Sonug 2.7.8 ve Teorem 2.7.7)
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Sirasiylad =1 = %, ,= Ve 1 = 7 i¢in sol ve sag kuantum integralleriyle ilgili
baz1 Bullen, Simpson, Hermite-Hadamard ve agirlikli Bullen tipi esitsizlikler
tlretildi. Ayrica ¢ = 1~ iken bu esitsizlikler tiirevlenebilir fonksiyonlar igin
incelendi. (Sonug 2.7.5 ve Sonug 2.7.9).

Holder-iscan ve gelistirilmis power-mean (giig-ortalama) esitsizliklerinin
genel g-versiyonu bulundu. Ayrica, bu esitsizliklerin bazi 6zel durumlari
incelendi. (Teorem 2.8.1 ve Sonug 2.8.2).

Holder-iscan ve gelistirilmis power-mean (gii¢-ortalama) esitsizliklerinin
genel g-versiyonu kullanilarak bazi genellestirilmis ve gelistirilmis yamuk tipi
esitsizlikler elde edildi. (Teorem 2.9.3 ve Teorem 2.9.2).

Genellestirilmis ve gelistirilmis yamuk tipi esitsizliklerin bazi 6zel durumlari
tartisildi ve g = 1~ iken, bu 6zel durumlar tirevlenebilir fonksiyonlar igin
incelendi. (Sonug 2.9.3 ve Sonug 2.9.5).

Holder-iscan ve gelistirilmis power-mean (giig-ortalama) esitsizliklerinin
genel g-versiyonu kullanilarak bazi genellestirilmis ve gelistirilmis orta nokta
tipi esitsizlikler elde edildi. (Teorem 2.10.1 ve Teorem 2.10.2).
Genellestirilmis ve gelistirilmis orta nokta tipi esitsizliklerin bazi 6zel

durumlart tartisildt ve q — 17 iken, bu 0zel durumlar tirevlenebilir

fonksiyonlar igin incelendi. (Sonug 2.10.3 ve Sonug 2.10.5).



5. ONERILER

Bu ¢alismanin kuantum hesabi teorisine ve kuantum integral esitsizliklerine katkk1

saglayacagi umulmaktadir. Bununla beraber, gelecekte bu calisma asagidaki yonlerde

gelistirilebilir:

1. Bu calismada elde edilen esitsizliklerin s-konveks, h-konveks fonksiyon siniflari
gibi diger konveks fonksiyon siniflari i¢in incelenebilir.

2. Sol ve sag kuantum integralleriyle ilgili i¢ carpim uzaylar1 incelenebilir.

3. Sol ve sag g-fark operatorlerinin toplami incelenebilir ve bunlar sirasiyla geri, ileri
ve orta nokta fark operatorleri ile karsilastirilabilir.

4. Holder-Iscan ve gelistirilmis power-mean (giig-ortalama) esitsizliklerinin genel
versiyonlarini kullanarak gelistirilmis Bullen, Simpson ve agirliklt Bullen tipi
esitsizlikler incelenebilir.

5. Bu caligmada elde edilen sonuglar konveks stokastik suregler igin arastirilabilir.

6. Bu calismada elde edilen sonuglar yar1 konveks fonksiyonlar icin incelenebilir.
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