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ÖZET 

 

LOGARİTMİK KAYNAK TERİMLİ EVOLÜSYON DENKLEMLERİNİN 
ÇÖZÜMLERİ 

 
Aksoy, Ruken 

Yüksek Lisans, Matematik Bölümü 
Danışman: Prof. Dr. Erhan Pişkin 

Haziran 2022, 50 sayfa 
 

Bu tezin ilk bölümünde fen ve mühendislik gibi uygulamalı bilimlerde ortaya çıkan 
diferansiyel denklemlerin tanımına ve tarihsel sürecine kısaca değinilmiştir. Diferansiyel 
denklemlerdeki gelişmelerin matematikte yeni alanların ortaya çıkmasını sağladığı ve 
matematikteki birçok alanlardaki ilerlemelerin de diferansiyel denklemler için yeni bakış 
açıları sunduğunada değinilmiştir.    

İkinci bölümünde, tezin amacı belirtilmiş ve logaritmik kaynak terimli denklemlerin genel 
olarak kullanıldığı alanlar verilmiştir. Daha sonra logaritmik kaynak terimli problemlerle ilgili 
temel çalışmalar verilmiştir. Burada ilk olarak Birula ve Mycielski’nin 1976’da çalıştığı 
problem verilmiş, hemen ardından Cazenave ve Haraux’un 1980 yılındaki çalışmasına yer 
verilmiştir. Temel problemler verildikten sonra günümüze kadar yapılan birçok çalışma bu 
bölümde verilmiştir. 

Üçüncü bölüm, üç kısımdan oluşmaktadır. İlk olarak Lebesgue uzayının tanımına yer 
verilmiştir. İkinci kısımda Sobolev uzayının tanımı ve Sobolev Gömülme teoremi verilmiştir. 
Üçüncü kısımda ise tez boyunca gerekli olan eşitsizliklere ve lemmalara yer verilmiştir. 

Dördüncü bölümde, bir boyutlu logaritmik kaynak terimli Klein-Gordon denklemine 
çalışılmıştır. Logaritmik lineer olmayan Klein-Gordon probleminin çözümlerinin lokal varlığı 
ele alınmıştır. Daha sonra problemin zayıf çözümünün ispatı verilmiş olup, ispat: Yaklaşım 
Çözüm bulma, Önsel Kestirim ve Limite Geçiş olmak üzere üç adımdan oluşmuştur. Burada 
zayıf çözümün ispatında Galerkin metodu, Logaritmik Sobolev Eşitsizliği ve Kompaktlık 
teoremleri kullanılmıştır. Ayrıca ispatın üçüncü adımı olan Limite Geçiş adımında Aubin 
Lions lemmasından faydalanılmıştır. 

Beşinci bölüm tezin özgün kısmı olup logaritmik kaynak terimli yüksek mertebeden Klein-
Gordon denkleminine çalışılmıştır. Problemimizin ilk olarak enerji denklemi bulunup, gerekli 
lemmalar ve tanımlara yer verilmiştir. Daha sonra problemimizin global varlığı ve üstel 
azalmasıyla ilgili teoremler verilmiş ve teoremlerin ispatında kullanılacak lemmalar 
ispatlarıyla birlikte verilmiştir. Son olarak problemimizin  çözümün patlamasına çalışılmıştır. 
Konkavlık metodu kullanılarak problemimizin patlaması gösterilmiştir.   

Altıncı bölümde ise tezin sonuç ve öneriler kısmına yer verilmiştir. 

Anahtar Kelimeler:  Global varlık, Logaritmik kaynak terim, Üstel azalma, Patlama, Yüksek 
mertebeden Klein-Gordon denklemi 
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SOLUTIONS OF EVOLUTIONS EQUATIONS WITH LOGARITHMIC 
SOURCE TERM 

 

Aksoy, Ruken 
Master of Science in Department of Mathematics 

 Supervisor: Prof. Dr. Erhan Pişkin 
June 2022, 50 pages 

 

In the first part of this thesis, the definition and historical process of the differential equation 
that emerged in applied sciences such as science and engineering are briefly mentioned. It is 
also mentioned that the developments in differential equations provide the emergence of new 
fields in mathematics and the advances in many fields in mathematics offer new perspectives 
for differential equations. 

In the second part, the purpose of the thesis is stated and the areas where the equations with 
logarithmic source terms are used in general are given. Then, basic studies on problems with 
logarithmic source terms are given. Here, first the problem that Birula and Mycielski worked 
on in 1976 is given, and then the work of Cazenave and Haraux in 1980 is given. After the 
basic problems are given, many studies carried out until today are given in this section. 

The third part consists of three parts. Firstly, the definition of Lebesgue space is given. In the 
second part, the definition of Sobolev space and the Sobolev Embedding theorem are given. 
In the third part, the inequalities and lemmas required throughout the thesis are included. 

In the fourth chapter, the Klein-Gordon equation with one-dimensional logarithmic source 
terms is studied. The local existence of the solutions of the logarithmic nonlinear Klein-
Gordon problem is discussed. Then, the proof of the weak solution of the problem is given, 
and the proof consists of three steps: Approach Finding the Solution, Predictive Estimation 
and Passing the Limit. Here, Galerkin method, Logarithmic Sobolev Inequality and 
Compactness theorems are used to prove the weak solution. In addition, the Aubin Lions 
lemma is used in the step of Passing the Limit, which is the third step of the proof. 

The fifth chapter is the original part of the thesis, and the higher order Klein-Gordon equation 
with logarithmic source terms has been studied. First, the energy equation of our problem is 
found and shown, and necessary lemmas and definitions are given. Then, the theorems about 
the Global Existence and Exponential Decay of our problem are given and the lemmas to be 
used in the proof of the theorems are given together with their proofs. Finally, the Blow up of 
the Solution of our problem has been attempted. The blow up of our problem has been shown 
using the concavity method. 

In the sixth chapter, the conclusion and suggestions of the thesis are given. 

Keywords: Decay, Global existence, Higher order Klein-Gordon equation, Logarithmic source 

term, Nonexistence 



1. G·IR·IŞ

Bir fonksiyonu ve onun sonlu mertebeden türevlerini içeren denklemlere difer-

ansiyel denklem denir. Bir diferansiyel denklemde ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerden biri

zamana (t) ba¼gl¬ ise bu denklemlere evolüsyon denklem denir. Diferansiyel den-

klemler ilk olarak 17. yüzy¬lda Gottfried Wilhelm Leibniz, Isaac Newton, Jakob

Bernoulli ve Johann Bernoulli taraf¬ndan yap¬lan çal¬̧smalarda ele al¬nm¬̧st¬r. Bu

denklemler analizin yeni �kirlerini, gök cisimlerinin hareket yollar¬n¬, sürtünme

özelli¼gine sahip olmayan bir nesnenin P noktas¬ndanQ noktas¬na hangi yol boyunca

en k¬sa sürede alçalaca¼g¬n¬ ele alan brakistokron e¼grisi gibi mekani¼gin baz¬ prob-

lemlerine uygulamalar¬n¬n bir sonucu olarak ortaya ç¬km¬̧slard¬r. Do¼gal yaşamda

temel süreçlerin ço¼gunlu¼gu genel olarak diferansiyel denklemler üzerinden temel-

lendirilebilir (Kelley ve Peterson, 2010).

Yaklaş¬k olarak 300 y¬ld¬r diferansiyel denklemler pek çok bilimsel disiplindeki

sorunlar¬ tan¬mlamak ve bunlar¬ analiz etmek için kullan¬lm¬̧slard¬r. Bu denklem-

lerin çözümlerinin varl¬¼g¬n¬ bulmak amac¬yla matemati¼gin modern tekniklerinin

kullan¬m¬ndan nümerik çözümlerinin kullan¬m¬na kadar birçok tekni¼gin geli̧stir-

ilmesi için matematikçiler yo¼gun çal¬̧smalar gerçekleştirmi̧slerdir. Ayr¬ca diferan-

siyel denklemler ile ilgili problemler matematikte yeni alanlar¬n ortaya ç¬kmas¬n¬

sa¼glam¬̧st¬r. Fonksiyonel analiz, analiz, topoloji, geometri ve cebir gibi alanlar-

daki ilerlemeler de diferansiyel denklemler için yeni bak¬̧s aç¬lar¬ sundu¼gundan

matemati¼gin geli̧siminde merkezi rol alm¬̧slard¬r (Kelley ve Peterson, 2010).

Klasik anlamda diferansiyel denklemlerin çözümünü bulmak her zaman mümkün

de¼gildir. Bu nedenle denklemin önemine ba¼gl¬ olarak matematikçiler denklemin

çözümünün niteliksel davran¬̧slar¬yla ilgilenmi̧slerdir. Örne¼gin; "Denklemin çözümü

var m¬d¬r?", "Denklemin çözümü tek midir?", "Denklemin çözümü kararl¬ m¬d¬r?",

"Denklemin çözümünde patlama olur mu?" gibi sorular cevaplanabilirse den-

klemin çözümünü bulamazsak bile denklem hakk¬nda bilgi sahibi olmam¬za olanak

sa¼glayacakt¬r. Bu nedenle denklemlerin çözümlerinin varl¬¼g¬, tekli¼gi, kararl¬l¬¼g¬,

1



patlamas¬,... gibi özelliklerin incelenmesi oldukça önemlidir.

Bu amaçla tez çal¬̧smam¬zda logaritmik kaynak terim içeren bir evolüsyon den-

klemin çözümlerinin global varl¬¼g¬, üstel azalmas¬ ve patlamas¬ incelenmi̧stir.
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2. ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

Bu tezde amac¬m¬z aşa¼g¬daki logaritmik kaynak terimli yüksek mertebeden

utt + (��)
m u+ u+ ut = 2u ln juj ;

�
m 2 Z+

�

Klein-Gordon denkleminin çözümlerinin global varl¬¼g¬, üstel azalmas¬ ve patla-

mas¬n¬ incelemektir. Logaritmik kaynak terime sahip olan denklemler optik, nük-

leer �zik, kuantum mekani¼gi, süpersimetri ve jeo�zik gibi �zi¼gin birçok alan¬nda

ortaya ç¬kmaktad¬r (Birula ve Mycielski 1976).

Aşa¼g¬da bu denklemle ilgili literatür çal¬̧smas¬ verilmi̧stir:

Birula ve Mycielski (1976)

utt � uxx + u = "u ln u
2

denklemini çal¬̧st¬lar.

Cazenave ve Haraux (1980)

utt ��u = u ln juj
k

denkleminin varl¬k ve tekli¼gini incelediler.

Hiramatsu, Kawasaki ve Takahashi (2010)

utt ��u+ u+ ut + juj
2 u = u ln u

denklemini teorik �zikte Q-ball dinami¼gini çal¬̧s¬rken elde ettiler. Han (2013) elde

edilen denklemin R3 bölgesinde global varl¬¼g¬n¬ çal¬̧st¬.

Chen, Luo ve Liu (2015)

ut ��u = u ln u

lineer olmayan logaritmik yar¬ lineer ¬s¬ denklemini çal¬̧st¬lar.

3



Chen ve Tian (2015)

ut ��ut ��u = u ln u

lineer olmayan logaritmik kaynak terimli parabolik denklemini çal¬̧st¬lar.

Zhang, Liu ve Hu (2015)

utt ��u+ u+ ut + juj
2 u = u ln uk

denkleminin çözümlerinin azalmas¬n¬ çal¬̧st¬lar.

Ye ve Li (2017)

utt ��u+ u = u ln juj

Klein-Gordon denkleminin global varl¬¼g¬n¬ ve patlamas¬n¬ çal¬̧st¬lar.

Hu, Zhang ve Lin (2017)

utt ��u+ u+ ut = u ln juj
k

denkleminin asimptotik davran¬̧s¬n¬ çal¬̧st¬lar.

Ma ve Fang (2018)

utt ��u��ut = u ln u
2

güçlü damping (sönüm) terim içeren denklemin sonsuz zamanda patlamas¬n¬,

asimptotik davran¬̧s¬n¬ ve global varl¬¼g¬n¬ çal¬̧st¬lar.

Lian ve Xu (2019)

utt ��u� !�ut + �ut = u ln u

denkleminin global varl¬¼g¬n¬, lokal varl¬¼g¬n¬, patlamas¬n¬ ve asimptotik davran¬̧s¬n¬

çal¬̧st¬lar.
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Pi̧skin ve Irk¬l (2019)

utt � uxx � uxxtt + uxxxxtt + uxxxx + uxxxxxx +
�
ux ln juxj

k
�

x
= 0

logaritmik kaynak terimli alt¬nc¬ mertebeden Boussinesq denklemini çal¬̧st¬lar.

Ye (2020)

utt ��u+ u+ ut = u ln u
2

logaritmik Klein-Gordon denkleminin patlamas¬ ve global varl¬¼g¬n¬ çal¬̧st¬.

Pi̧skin ve Çal¬̧s¬r (2020)

utt +�
2u+�2ut = u ln u

2

logaritmik kaynak terimli Petrovsky denkleminin patlamas¬n¬ ve çözümlerinin

azalmas¬n¬ çal¬̧st¬lar.

Cömert ve Pi̧skin (2021)

ut + (��)
mu = u ln juj

logaritmik kaynak terimli yüksek mertebeden parabolik denklemin çözümlerinin

patlamas¬n¬ çal¬̧st¬lar.

Ayr¬ca son zamanlarda logaritmik kaynak terim içeren birçok farkl¬ çal¬̧smada

yap¬lm¬̧st¬r. Bunlardan baz¬lar¬; Al-Gharabli, Guesmia ve Messaoudi (2018);

Boulaaras, Drai�a, Alnegga (2019); Ferreira, Pi̧skin, Irk¬l ve Raposo (2021);

Ka�ni (2021); Liao (2022); Peyravi (2020); Pi̧skin ve Irk¬l (2019); Pi̧skin ve Irk¬l

(2020); Pi̧skin ve Irk¬l (2021); Yang, Li, Yu (2019); Yüksekkaya ve Pi̧skin (2021)

d¬r.
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3. ÖN B·ILG·ILER

Bu bölümde, fonksiyonel analiz ve diferansiyel denklemler ile ilgili baz¬ temel

kavramlar verilecektir (Adams ve Fournier, 2003; Brezis, 2011; Evans, 1998; Ke-

saven, 1989; Pi̧skin, 2013; Pi̧skin, 2017; Pi̧skin, 2018; Polat 2005).

3.1. Lebesgue Uzay¬ (Lp(
))

Tan¬m 3.1.1. 
; Rn de ölçülebilir bir bölge olsun. u ölçülebilir bir fonksiyon ve

1 � p <1 olmak üzere ju (x)jp Lebesgue anlam¬nda integrallenebilir ise, yani
Z




ju (x)jp dx <1

ise u (x) fonksiyonlar¬ p: kuvvetten integrallenebilir fonksiyonlar s¬n¬f¬ olarak ad-

land¬r¬l¬r, ve bu s¬n¬f Lp (
) veya Lp ile gösterilir. Bu şart¬ sa¼glayan tüm u

fonksiyonlar¬n¬n uzay¬na Lp Lebesgue uzay¬ denir. Burada Lp uzay¬n¬n elemanlar¬
R


ju (x)jp dx <1 şart¬n¬ sa¼glayan ölçülebilir fonksiyonlar¬n denklik s¬n¬f¬d¬r.

Bu uzaydaki norm

kukLp(
) = kukp =

�Z




ju (x)jp dx

� 1
p

şeklinde tan¬mlan¬r. Lp (
) uzay¬ bu norm ile bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 3.1.2. 
 bölgesinde ölçülebilir bir u fonksiyonu için hemen hemen her

yerde

ju(x)j � K

olacak şekilde bir K sabiti varsa u fonksiyonuna hemen hemen s¬n¬rl¬d¬r denir.

Böyle K lar¬n en büyük alt s¬n¬r¬na da juj n¬n 
 bölgesindeki esas (essestial)

supremumu denir ve ess
x2


sup ile gösterilir. 
 bölgesinde hemen hemen s¬n¬rl¬ u

fonksiyonlar¬yla tan¬mlanan uzaya L1(
) uzay¬ denir. L1(
) uzaya

kukL1(
) = ess sup
x2


ju(x)j

6



normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 3.1.3. 
; Rn de bir bölge ve 1 � p <1 olmak üzere 
 bölgesinin her bir

kompakt altkümesinde p: kuvveti integrallenebilen bütün ölçülebilir fonksiyonlar

uzay¬na Lploc(
) uzay¬ denir.

Tan¬m 3.1.4. X ve Y normlu uzaylar olsun. E¼ger

(i) X; Y nin bir alt uzay¬,

(ii) Her x 2 X için X den Y ye Ix = x ile tan¬mlanan I birim operatörü sürekli

ise, X uzay¬ Y uzay¬na gömülür denir ve X ,! Y ile gösterilir.

I birim operatörü do¼grusal oldu¼gundan (ii) koşulu

kIxkY �M kxk ; x 2 X

olacak şekilde bir M > 0 sabitinin varl¬¼g¬na denktir.

Tan¬m 3.1.5. vol(
) =
R


1dx ve 1 � p � q � 1 olsun. E¼ger u 2 Lq(
) ise

u 2 Lp(
) d¬r ve

kukp � (vol(
))
(1=p)�(1=q) kukq

olur. Bu nedenle

Lq(
) ,! Lp(
)

gömülmesi geçerlidir.

Tan¬m 3.1.6. L2(
) uzay¬

(u; v) =

Z




u(x)v(x)dx

7



iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r.

Tan¬m 3.1.7. �1 � a � b � 1 olsun. ku(:)kX 2 L
p(a; b) koşulunu sa¼glayan

(a; b) aral¬¼g¬ndanX uzay¬na tan¬mlanm¬̧s ölçülebilir u fonksiyonlar¬ uzay¬na Lp(a; b;X)

uzay¬ denir. Lp(a; b;X) uzay¬

kukLp(a;b;X) =

8
><

>:

�R b
a
ku(t)kpX dt

�1=p
; 1 � p � 1

ess sup
t2(a;b)

ku(t)kX ; p =1

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Benzer şekilde a < c < d < b olmak üzere her bir c; d için u 2 Lp(c; d;X) ise

u 2 Lp(a; b;X) yaz¬l¬r ve p = 1 için u lokal integrallenebilirdir denir.

Tan¬m 3.1.8. Her t 2 [0; T ] için [0; T ] den X uzay¬na tan¬mlanm¬̧s ve m: mer-

tebeden türevleri sürekli olan u fonksiyonlar¬ uzay¬na Cm([0; T ];X) uzay¬ denir.

Cm([0; T ];X) uzay¬

kukCm([0;T ];X) = max
0�j�j�m

sup
t2[0;T ]

kD�u(t)kX

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

3.2. Sobolev Uzay¬ (Wm;p(
))

Tan¬m 3.2.1. u 2 L1loc(
) olsun. Bir � çoklu-indisi verilsin. Her ' 2 C
1
0 (
)

için

Z




'vdx = (�1)j�j
Z




uD�'dx

eşitli¼gi sa¼glan¬rsa, v 2 L1loc(
) fonksiyonuna u fonksiyonunun �: zay¬f türevi denir.

v fonksiyonu, u fonksiyonunun genelleştirilmi̧s türevi olarak da adland¬r¬l¬r ve

v = D�u şeklinde yaz¬l¬r.

E¼ger u fonksiyonu, klasik anlamda D�u sürekli k¬smi türevlere sahip olacak şek-

ilde yeterince düzgün ise, o zamanD�u ayn¬ zamanda u fonksiyonunun zay¬f k¬smi

türevidir. Elbette D�u klasik anlamda olmaks¬z¬n zay¬f anlamda mevcut olabilir.
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Tan¬m 3.2.2. 
; Rn de bir bölge, m herhangi bir pozitif tamsay¬ ve 1 � p � 1

olmak üzere,

Wm;p(
) = fu 2 Lp(
) : D�u 2 Lp(
); 0 � j�j � mg

şeklinde tan¬mlanan uzaya Sobolev uzay¬ denir. Wm;p(
) uzay¬

kukWm;p(
) =

0

@
X

0�j�j�m

kD�ukpLp(
)

1

A

1=p

; 1 � p � 1;

kukWm;1(
) = max
0�j�j�m

kD�ukL1(
) ; p =1

tan¬mlanan bu normlar ile bir Banach uzay¬d¬r.

Wm;p(
) uzay¬nda C10 (
) uzay¬n¬n kapan¬̧s¬ W
m;p
0 (
) ile gösterilir.

Aşikar olarak W 0;p(
) = Lp(
) d¬r ve 1 � p � 1 olmak üzere C10 (
) uzay¬

Lp(
) uzay¬nda yo¼gun oldu¼gundan W 0;p
0 (
) = Lp(
) d¬r. Herhangi bir m pozitif

tamsay¬s¬ için

Wm;p
0 (
) ,! Wm;p(
) ,! Lp(
)

gömülmeleri geçerlidir.

Tan¬m 3.2.3. E¼ger p = 2 ise Wm;2(
) = Hm(
); Wm;2
0 (
) = Hm

0 (
) olur.

Hm(
) uzay¬nda norm

kukHm(
) =

0

@
X

0�j�j�m

kD�uk2L2(
)

1

A

1=2

ile verilir.

Tan¬m 3.2.4. Hm(
) uzay¬

(u; v)Hm(
) =
X

0�j�j�m

(D�u;D�v)

iç çarp¬m¬ ile bir Hilbert uzay¬d¬r. Burada (u; v) =
R


u(x)v(x)dx olup L2(
)

uzay¬ndaki iç çarp¬md¬r.

H1
0 (
) uzay¬ için iç çarp¬m

(u; v)H1
0 (
)

=

Z




rurvdx

9



şeklinde tan¬mlan¬r ve bu uzayda norm

kukH1
0 (
)

=

�Z




jruj2dx

�1=2

şeklindedir.

Tan¬m 3.2.5. (Sobolev Gömülme Teoremi). 
; Rn de koni özelli¼gine sahip

aç¬k bir bölge, m � 1 ve j � 0 şeklindeki tamsay¬lar ve 1 � p � 1 olmak üzere;

(i) mp > n ise

W j+m;p(
) ,! CjB(
)

gömülmesi elde edilir.

(ii) mp = n ise

W j+m;p(
) ,! W j;q(
); p � q <1

ya da

Wm;p(
) ,! Lq(
); p � q <1

gömülmesi elde edilir. Ayr¬ca p = 1 olarak al¬n¬rsa

W j+m;1(
) ,! CjB(
)

elde edilir.

(iii) mp < n ise

W j+m;p(
) ,! W j;q(
); p � q < p�

ya da

Wm;p(
) ,! Lq(
); p � q < p�

gömülmesi elde edilir.

Burada

p� =

8
<

:

np
n�mp

; n > mp

+1; n � mp

10



şeklindedir.

Verilen gömülmelerde W yerine W0 uzay¬ al¬n¬rsa, 
 bölgesi üzerinde herhangi

bir k¬s¬tlama yap¬lmaks¬z¬n yukar¬daki gömülmeler yine geçerli olur.

Teorem 3.2.6. E¼ger Wm;p(
) ,! Lq(
) gömülmesi baz¬ p � q de¼gerleri için

kompakt ise, j
j <1 dur.

Teorem 3.2.7. E¼ger Wm;p(
) ,! Lq(
) gömülmesi 1 � q < p özelli¼gini sa¼glayan

baz¬ p ve q de¼gerleri için mevcut ise, j
j <1 dur.

3.3. Eşitsizlikler

Lemma 3.3.1. (Young Eşitsizli¼gi). " > 0; a; b 2 R; p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olsun.

Bu durumda

jabj �
jajp

p
+
jbjq

q

ve

jabj � "ap + C(")bq

eşitsizlikleri geçerli olur. Burada C(") = ("p)�
q
p q�1 olarak tan¬mlan¬r.

Ayr¬ca

a = �X

ve

b =
Y

�

olarak al¬n¬rsa ve

jabj �
jajp

p
+
jbjq

q

eşitsizli¼ginden yerine yaz¬l¬rsa
�����X

Y

�

���� �
j�Xjp

p
+

��Y
�

��q

q
;

jXY j �
�pjXjp

p
+
��q jY jq

q

format¬nda da ifade edilir.
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Lemma 3.3.2. (Logaritmik Sobolev Eşitsizli¼gi). u 2 H1
0 (
) ve � herhangi

bir pozitif say¬ olmak üzere
Z




u2 ln jujdx � kuk2 ln kuk+
�2

2�
kruk2 �

n

2
(1 + ln�) kuk2

dir (Chen vd., 2015; Gross, 1975).

Sonuç 3.3.1. u 2 Hm
0 (
) ve � herhangi bir pozitif say¬ olmak üzere

Z




u2 ln jujdx � kuk2 ln kuk+
cp�

2

2�




P
1
2u




2

�
n

2
(1 + ln�) kuk2

dir.

·Ispat. Hm
0 (
) ,! H1

0 (
) gömülmesinden

kruk2 � cp




P
1
2u




2

yaz¬labilir. Böylece, Logaritmik Sobolev Eşitsizli¼ginden
Z




u2 ln jujdx � kuk2 ln kuk+
cp�

2

2�




P
1
2u




2

�
n

2
(1 + ln�) kuk2

elde edilir ve cp gömülme sabitidir.

Lemma 3.3.3. (Poincare Eşitsizli¼gi).
8
<

:
2 � r <1; n � 2m

2 � r � 2n
n�2m

; n > 2m

olsun. Bu durumda 8u 2 Hm
0 (
) için

kukr � C



P

1
2u





dir (Pi̧skin, 2017).

Lemma 3.3.4. (Green Özdeşli¼gi). u 2 C2(
) \ C(
) olmak üzere,
Z




v�udx =

Z

@


v
@u

@n
ds�

Z




rvrudx

dir. Burada n d¬̧sa do¼gru yönlendirilmi̧s birim vektör ve @u
@n
= nru d¬r (Pi̧skin,

2017).
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Lemma 3.3.6. (Logaritmik Gronwall Eşitsizli¼gi). Pozitif olan a (t; s)

fonksiyonu f(t; s) : 0 � s < t � Tg aral¬¼g¬nda sürekli olsun ve baz¬ T > 0 ile

tüm (0; T ] için a (t; :) 2 L1 (0; t) sa¼glans¬n. Kabul edelim ki "0 pozitif sabiti

ve A 2 (0; 1) vard¬r ki

sup
0�t�T

Z t

t�"0

a (t; s) ds � 1� A

d¬r. E¼ger tüm t 2 [0; T ] için pozitif sabitler �; � ve negatif olmayan bir fonksiyon

f 2 C ([0; T ]) olmak üzere tüm t 2 [0; T ] için

f (t) � � +

Z t

0

a (t; s) f (s) ds+ �

Z t

0

[1 + ln (1 + f (s))] f (s) ds

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Buradan tüm t 2 [0; T ] için


 = sup
0�t�T

�
sup

0�s�t�"0

a (t; s)

�

olarak tan¬mlanm¬̧s pozitif sabit olmak üzere

f (t) �

8
>>>><

>>>>:

�
A
e

t
A ; � = 0; a (t; s) 6= 0

�1 + [(1+�)e]exp(�t)

e
; � � 0; a (t; s) = 0

�1 +
[(1+ �

A)e]
exp(�+
A t)

e
; � > 0; a (t; s) 6= 0

sa¼glan¬r (Cazenave ve Haraux, 1980).
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Tan¬m 3.3.1. (Aubin-Lions). Lp (0; T ;V ) uzay¬nda bir fonksiyon dizisinin

kompakt oldu¼gu durumlar¬n belirlenmesini sa¼glar. Genel olarak sonlu boyutlu

uzayda evolüsyon denklemleri çal¬̧s¬l¬rken, adi diferansiyel denklem sistemleri için

yaklaş¬k çözüm dizisi oluştururken Cauchy-Lipschitz veya Carathéodory gibi var-

l¬k teoremleri ile çözümleri elde edilen sonlu boyutlu alt uzaylarla ilgili yaklaş¬k

çözüm dizisi oluşturulur.

Daha sonra Lp (0; T ;X) uzay¬nda s¬n¬rl¬ olmas¬yla önsel tahm¬nler ve yaklaş¬k

problemin kullan¬lmas¬yla zamana göre türevlerinin de Lq (0; T ;Y ) uzay¬nda s¬n¬rl¬

oldu¼gu fonksiyon dizisi elde edilir. Kompaktl¬k yaklaş¬k çözümler kümesinin

Lp (0; T ;V ) kümesinde güçlü yak¬nsak dizilerinin belirlenmesi için gereklidir. Bu

şekilde evolüsyon denklemlerin orijinal çözümlerinin varl¬¼g¬ bulunabilir. Aubin-

Lions X; Y; V ve p; q üzerinde yaklaş¬k problemin çözüm dizisinin

Lp (0; T ;V ) uzay¬ cinsinden nispeten kompakt oldu¼gu koşullar¬ oluşturur (Dubin-

ski¼¬, 1965).
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4. LOGAR·ITM·IK KLE·IN-GORDON DENKLEM·I

Bu bölümde lineer olmayan
8
>>><

>>>:

utt � uxx + u = " ln juj
2 ; x 2 [a; b] ; t 2 (0; T ) ;

u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; x 2 [a; b] ;

u (x; t) = 0; x 2 @ [a; b] ; t 2 (0; T )

(4.1)

logaritmik Klein-Gordon probleminin zay¬f çözümünün varl¬¼g¬ ele al¬nm¬̧st¬r (Gorka,

2009). Gorka (2009), teoremin ispat¬nda Galerkin metodu, logaritmik Sobolev

eşitsizli¼gi ve kompaktl¬k teoremlerini kullanm¬̧st¬r.

4.1. Çözümlerin Varl¬¼g¬

Bu k¬s¬mda (4.1) probleminin çözümlerinin lokal varl¬¼g¬n¬ ve baz¬ tan¬mlar¬ vere-

ce¼giz.

Tan¬m 4.1.1. Hemen hemen her yerde t 2 (0; T ] ve 8� 2 H1
0 [a; b] için

u 2 L1
�
0; T ;H1

0 [a; b]
�
;

ut 2 L1
�
0; T ;L2 [a; b]

�
;

utt 2 L1
�
0; T ;H�1 [a; b]

�

ve

(utt; �) +

Z b

a

rur�dx = �

Z b

a

u�dx+ "

Z b

a

u ln juj2 �dx

ile u; u (0) = u0; ut (0) = u1 başlang¬ç koşullar¬n¬ sa¼glarsa, (4.1) probleminin bir

zay¬f çözümüdür.

Sonuç 4.1.1. E¼ger u, (4.1) probleminin bir zay¬f çözümü ise bu durumda

u 2 C
�
0; T ;L2 [a; b]

�
;

ut 2 C
�
0; T ;H�1 [a; b]

�

dir.
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Şimdi problemin lokal varl¬k teoremini ifade edelim.

Teorem 4.1.1. Varsayal¬m ki u0 2 H1
0 [a; b] ve u1 2 L

2 [a; b] olsun. Bu durumda

(4.1) probleminin bir zay¬f çözümü vard¬r.

·Ispat. ·Ispat üç ad¬mdan oluşmaktad¬r.

1. Ad¬m: Yaklaş¬m Çözüm Bulma

Bu aşamada Galerkin metodundan yararlan¬lacakt¬r.

fwig
1
i=1 ; H

1
0 uzay¬n¬n bir taban¬ olsun ve Vn altuzay¬n¬n elemanlar¬ w1;w2; :::; wn

olarak al¬ns¬n.

um fonksiyonu

um (t) =
mX

j=1

gjm (t)wj

olarak tan¬mlans¬n ve um fonksiyonu [0; tm) aral¬¼g¬nda tan¬mlanm¬̧s ve 8j =

1; :::;m için
8
>>>>>><

>>>>>>:

�
u
00

m; wj
�
L2[a;b]

+ (rum;rwj)L2[a;b]

= � (um; wj)L2[a;b] + "
�
um ln jumj

2 ; wj
�
L2[a;b]

;

um (0) =
Pm

j=1 (u0; wj)wj;

u
0

m (0) =
Pm

j=1 (u1; wj)wj

(4.1.1)

(4.1) sisteminin çözümü olsun.

·Ikinci aşamada amac¬m¬z tm = T oldu¼gunu göstermektir.
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2. Ad¬m: Önsel Kestirim

(4.1.1) nin her iki taraf¬n¬ gj
0

m ile çarparsak ve j = 1 den m ye kadar toplan¬rsa

d

dt

0

@ ku0mk
2
L2[a;b] + krumk

2
L2[a;b] + (1 + ") kumk

2
L2[a;b]

�2"
R b
a
jumj

2 ln jumj dx

1

A = 0 (4.1.2)

olur. Buradan başlang¬ç koşullar¬ kullan¬l¬rsa

ku0m (t)k
2
L2[a;b] + krum (t)k

2
L2[a;b]

+(1 + ") kum (t)k
2
L2[a;b] � 2"

Z b

a

jum (t)j
2 ln jum (t)j dx

= ku0m (0)k
2
L2[a;b] + krum (0)k

2
L2[a;b]

+(1 + ") kum (0)k
2
L2[a;b] � 2"

Z b

a

jum (0)j
2 ln jum (0)j dx

� C
�
ku1k

2
L2[a;b] + ku0k

2
H1
0 [a;b]

�

�2"

Z b

a

jum (0)j
2 ln jum (0)j dx;

eşitsizli¼gi elde edilir.

H1
0 [a; b] uzay¬nda um(0) ! u0 oldu¼gundan, H1

0 [a; b] uzay¬nda um (0) dizisi s¬n¬r-

l¬d¬r. Ayr¬ca
����

Z b

a

jum (0)j
2 ln jum (0)j dx

���� � c

oldu¼gundan ve sonuç olarak, C = C
�
ku0kH1

0 [a;b]
; ku1kL2[a;b]

�
başlang¬ç verilerine

ba¼gl¬ olarak

ku0m (t)k
2
L2[a;b] + krum (t)k

2
L2[a;b] + (1 + ") kum (t)k

2
L2[a;b]

� C + 2"

Z b

a

jum (t)j
2 ln jum (t)j dx; (4.1.3)

yaz¬labilir.

(4.1.3) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki son terimiyle ilgili baz¬ kestirimlerde bulun-

mak için logartitmik Sobolev eşitsizli¼gi kullan¬lacakt¬r.

Lemma 3.2.2. den, (4.1.2) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬:

ku0m (t)k
2
L2[a;b] + (1� 2a") krum (t)k

2
L2[a;b]

+

�
1 + "

�
2 +

1

2
ln 2�a

��
kum (t)k

2
L2[a;b]

� " ln kumk
2
L2[a;b] kumk

2
L2[a;b] : (4.1.4)
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olarak ifade edilir. Şimdi a = 1
4"
olarak al¬n¬rsa (4.1.4) ifadesi

ku0m (t)k
2
L2[a;b] + krum (t)k

2
L2[a;b] + kum (t)k

2
L2[a;b]

� C (") ln kumk
2
L2[a;b] kumk

2
L2[a;b] (4.1.5)

olur.

um (t) = um (0) +

Z t

0

@um
@t

(s) ds

oldu¼gundan Cauchy Schwarz eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

kum (t)k
2
L2[a;b] � 2 ku0k

2
L2[a;b]

+max f2T; 1g

�
1 + C (")

C (")

�Z t

0

ku0m (t)k
2
L2[a;b] ds (4.1.6)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir.

(4.1.5) eşitsizli¼ginden faydalanarak (4.1.6) eşitsizli¼gi

kum (t)k
2
L2[a;b] � 2 ku0k

2
L2[a;b] +max f2T; 1g (1 + C ("))

�

Z t

0

ln kumk
2
L2[a;b] kumk

2
L2[a;b] ds (4.1.7)

olur.

~C = max f2T; 1g (1 + C (")) � 1 olarak al¬n¬rsa ve (4.1.7) düzenlenirse

kum (t)k
2
L2[a;b] � 2 ku0k

2
L2[a;b] +

~C

Z t

0

ln
�
~C + kumk

2
L2[a;b]

�
kumk

2
L2[a;b] ds

eşitsizli¼gi elde edilir.

Şimdi, Lemma 3.3.6 kullan¬l¬rsa

kum (t)k
2
L2[a;b] �

�
~C + 2 kumk

2
L2[a;b]

�
e
~Ct � C

olarak ifade edilebilir. Buradan (4.1.5) eşitsizli¼ginden

ku0m (t)k
2
L2[a;b] + krum (t)k

2
L2[a;b] + kum (t)k

2
L2[a;b] � C

olur. tm = T varsay¬m¬ndan

ku0m (t)k
2
L1(0;T ;L2[a;b]) + kum (t)k

2
L1(0;T ;H1

0 [a;b])
� C (4.1.8)

eşitsizli¼gi elde edilir. Benzer şekilde u
00

m için

ku00m (t)k
2
L1(0;T ;H�1[a;b]) � C (4.1.9)

olarak yaz¬labilir.
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3. Ad¬m: Limite Geçi̧s

(4.1.8) ve (4.1.9) eşitsizliklerinden um ile tan¬mlanan bir altdizi vard¬r, öyle ki

um * u; için L2
�
0; T ;H1

0 [a; b]
�
da zay¬f yak¬nsak,

u0m * u0; için L2
�
0; T ;L2 [a; b]

�
da zay¬f yak¬nsak,

u00m * u00; için L2
�
0; T ;H�1 [a; b]

�
da zay¬f yak¬nsak,

um * u; için L1
�
0; T ;H1

0 [a; b]
�
da zay¬f� yak¬nsak,

u0m * u0; için L1
�
0; T ;L2 [a; b]

�
da zay¬f� yak¬nsak,

u00m * u00; için L1
�
0; T ;H�1 [a; b]

�
da zay¬f yak¬nsak,

olur. Aubin-Lions lemmas¬ndan ve üstteki yak¬samalardan

um ! u; L2
�
0; T ;L2 [a; b]

�
da güçlü yak¬nsak

olarak elde edilir.

Sonuç olarak

um ! u; (0; T )� [a; b]

olarak ifade edilir. x ln jxj2 sürekli oldu¼gundan

��um ln jumj
2 � u ln juj2

��2 ! 0; (0; T )� [a; b]

yak¬nsamas¬ yaz¬labilir. Sobolev gömülme teoreminden
��um ln jumj

2 � u ln juj2
��2,

ifadesinin L1 ((0; T )� [a; b]) uzay¬nda s¬n¬rl¬ oldu¼gu elde edilir. Daha sonra

Lebesgue yak¬nsama teoremi kullan¬rsak

um ln jumj
2 ! u ln juj2

ifadesinin L2 (0; T ;L2 [a; b]) uzay¬nda güçlü yak¬nsak oldu¼gunu söyleyebiliriz. Sonuç

olarak limite geçebiliriz. Son olarak başlang¬ç verilerinin do¼grulu¼gunu kontrol ed-

erek ispat¬ sonland¬rabiliriz.

Teorem 4.1.1 ispat¬ tamamlan¬r.
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5. YÜKSEK MERTEBEDEN LOGAR·ITM·IK KAYNAK TER·IML·I

KLE·IN-GORDON DENKLEM·I

Bu bölüm tezin orijinal k¬sm¬n¬ oluşturmaktad¬r. Tezin bu bölümünde aşa¼g¬da

verilen logaritmik kaynak terime ve zay¬f damping (sönüm) terime sahip yüksek

mertebeden Klein-Gordon
8
>>><

>>>:

utt + Pu+ u+ ut = 2u ln juj ; x 2 
; t > 0;

@iu(x;t)
@�i

= 0; (i = 0; 1; 2; :::;m� 1) x 2 @
;

u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; x 2 


(5.1)

başlang¬ç s¬n¬r de¼ger problemi ele al¬nm¬̧st¬r. Burada 
; Rn de @
 düzgün s¬n¬r¬na

sahip bir bölgedir. Ayr¬ca m 2 Z+ için P =(��)m d¬r. m = 1 s¬n¬f¬, Ye (2020)

taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Çal¬̧smam¬zda bu makaleden yararlan¬larak denklemin

genel hali olan (5.1) probleminin çözümlerinin global varl¬¼g¬, üstel azalmas¬ ve

patlamas¬na incelenecektir.

·Ilk olarak, lemma ve teoremlerde kullan¬lacak olan potansiyel enerji fonksiyoneli

ve Nehari fonksiyonelini u(t) 2 Hm
0 (
) için

J(u) =
1

2




P
1
2u




2

+ kuk2 �
1

2

Z




u2 ln juj2dx (5.2)

ve

I(u) =



P

1
2u




2

+ kuk2 �

Z




u2 ln juj2dx (5.3)

olarak tan¬mlayal¬m. Böylece (5.1) probleminin toplam enerji fonksiyonelini

E(t) =
1

2
kutk

2 +
1

2




P
1
2u




2

+ kuk2 �
1

2

Z




u2 ln juj2dx (5.4)

olarak yazabiliriz. Ayr¬ca başlang¬ç koşullar¬ kullan¬l¬rsa başlang¬ç enerjisi

E(0) =
1

2
ku1k

2 +
1

2




P
1
2u0





2

+ ku0k
2 �

1

2

Z




u20 ln ju0j
2dx

olur.

(5.2) ve (5.4) ten dolay¬ aç¬kt¬r ki

E(t) =
1

2
kutk

2 + J(u) (5.5)

20



d¬r.

Lemma 5.1. E(t) fonksiyonu, t > 0 için artmayan bir fonksiyondur. Yani

E 0(t) = �kutk
2 � 0

d¬r.

·Ispat. Denklemimizin enerji fonksiyonelini bulmak için (5.1) denklemini ut ile

çarp¬p, her bir terimin 
 bölgesinde integralini al¬rsak
Z




ututtdx

| {z }
D1

+

Z




Puutdx
| {z }

D2

+

Z




uutdx

| {z }
D3

+

Z




ututdx

| {z }
D4

=

Z




2uut ln juj dx
| {z }

D5

(5.6)

eşitli¼gini elde ederiz. Şimdi (5.6) eşitli¼ginde yer alan D1; D2; D3; D4; D5 terim-

lerini yeniden ifade edelim;

D1 =

Z




ututtdx

=
1

2

d

dt

Z




jutj
2dx

=
1

2

d

dt
kutk

2

olarak yaz¬l¬r. Green özdeşli¼gi kullan¬l¬rsa D2 terimi

D2 =

Z




(��)muutdx

=
1

2

d

dt



(��)
m
2 u


2

=
1

2

d

dt




P
1
2u




2

olarak bulunur. S¬ras¬yla denklemin üçüncü ve dördüncü terimleri de

D3 =

Z




uutdx

=
1

2

d

dt

Z




juj2dx

=
1

2

d

dt
kuk2

ve

D4 =

Z




ututdx

=

Z




u2tdx

= kutk
2
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olarak elde edilir. Denklemimizin son terimi olan D5 ise logaritma fonksiyonu

özelli¼gi kullan¬larak

D5 =

Z




2uut ln juj dx

=

Z




�
u2 ln juj

�0
dx�

Z




uutdx

=
1

2

d

dt

Z




u2 ln juj2 dx�
1

2

d

dt
kuk2

şeklinde yaz¬labilir. Sonuç olarak D1; D2; D3; D4; D5 terimleri kullan¬l¬rsa

d

dt

�
1

2
kutk

2 +
1

2




P
1
2u




2

+ kuk2 �
1

2

Z




u2 ln juj2 dx

�
= �kutk

2

eşitli¼gi yaz¬labilir. Burada (5.4) ten dolay¬

d

dt
(E (t)) = �kutk

2 � 0

d¬r. Bu ifadenin (0; t) aral¬¼g¬nda integrali al¬n¬rsa

E(t) +

tZ

0

Z




jutj
2 dt � E(0)

bulunur. Buradan E(t) fonksiyonelinin artmayan bir fonksiyon oldu¼gu ve

E (t) � E(0)

eşitsizli¼gi elde edilir.

Payne ve Sattinger (1975) ¬n çal¬̧smas¬ndakine benzer şekilde J(u) potansiyel

derinlik de¼geri

d = inf

�
sup
��0
J(�u) : u 2 Hm

0 (
)=f0g

�
(5.7)

olarak tan¬mlan¬r.

Nehari manifoldu ise

N = fu 2 Hm
0 (
)=f0g : I(u) = 0g

olarak tan¬mlanm¬̧st¬r (Nehari, 1960; Willem, 1996). N kümesini aşa¼g¬daki gibi

s¬n¬rl¬ olmayan iki kümeye ay¬ral¬m

N+ = fu 2 Hm
0 (
)=f0g : I(u) > 0g [ f0g
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ve

N� = fu 2 Hm
0 (
)=f0g : I(u) < 0g :

Böylece, kararl¬ ve karars¬z kümeleri s¬ras¬yla

W = fu 2 Hm
0 (
)=f0g : J(u) � dg \ N

+

ve

U = fu 2 Hm
0 (
)=f0g : J(u) � dg \ N

�

olarak tan¬mlayabiliriz. Bu tan¬mlamalara ba¼gl¬ olarak potansiyel derinlik

d = inf
u2N

J(u) (5.8)

şeklinde ifade edilir.

Şimdi zay¬f çözümün tan¬m¬n¬ verelim:

Tan¬m 5.1. 8t 2 [0; T ] ve 8' 2 Hm
0 (
) olmak üzere

u 2 C([0; T ]; Hm
0 (
));

ut 2 C([0; T ]; L2(
));

utt 2 C([0; T ]; H�m(
))

ve
Z




utt'dx+

Z




P
1
2uP

1
2'dx+

Z




ut'dx+

Z




u'dx =

Z




u ln juj2'dx

şartlar¬ sa¼glan¬rsa u; (5.1) probeleminin [0; T ] aral¬¼g¬nda bir zay¬f çözümüdür.

Teorem 5.1. (Lokal Varl¬k). Kabul edelim ki u0 2 Hm
0 (
); u1 2 L

2(
) olsun.

Böylece (5.1) probleminin T > 0 için

u 2 C([0; T );Hm
0 (
)); ut 2 C([0; T );L

2(
)):

şart¬n¬ sa¼glayan tek bir u (t) lokal çözümü vard¬r. Ayr¬ca aşa¼g¬daki ifadelerden en

az biri do¼grudur öyle ki

i. t! T�için kutk
2 +




P
1
2u




2

+ kuk2 !1 ;

ii. T = +1

d¬r.

Teorem 5.1 in ispat¬ (Agre ve Rammaha, 2006; Irk¬l ve Pi̧skin, 2021; Messaoudi,

2002) çal¬̧smalar¬ndan faydalan¬larak yap¬labilir.

23



5.1. Global Varl¬k ve Üstel Azalma

Bu k¬s¬mda (5.1) probleminin global varl¬¼g¬ ve üstel azalmas¬ s¬ras¬yla Teorem

5.1.1 ve Teorem 5.1.2 olarak ifade edilmi̧stir. Ayr¬ca teoremlerin ispat¬nda kul-

lan¬lacak baz¬ lemmalar ispatlar¬ ile verilmi̧stir.

Lemma 5.1.1. u 2 Hm
0 (
) ve kuk 6= 0 olmak üzere

�� = exp

0

B
@




P
1
2u




2

+ kuk2 � 2
R


u2 ln udx

2 kuk2

1

C
A

için

I(�u) = �
d

d�
J(�u)

8
>>><

>>>:

> 0; 0 < � < ��

= 0; � = ��

< 0; �� < � < +1

d¬r.

·Ispat. (5.2) den dolay¬

J(�u) =
�2

2




P
1
2u




2

+ �2 kuk2 � �2
Z




u2 ln j�uj dx

d¬r. Bu ifadenin � ya göre türev al¬n¬rsa

d

d�
J(�u) = �

�


P
1
2u




2

+ kuk2 � 2 ln� kuk2 � 2

Z




u2 ln udx

�
(5.1.1)

olur. Buradan d
d�
J(�u) = 0 al¬n¬rsa, (5.1.1) denkleminin bir kökü

�� = exp

0

B
@




P
1
2u




2

+ kuk2 � 2
R


u2 ln udx

2 kuk2

1

C
A

olarak bulunur.

(5.3) den dolay¬ biliyoruz ki

I(�u) = �2



P

1
2u




2

+ �2 kuk2 � 2�2
Z




u2 ln udx� 2�2 ln� kuk (5.1.2)

d¬r. (5.1.1) ve (5.1.2) den dolay¬ aç¬kt¬r ki

�
d

d�
J(�u) = I(�u)

d¬r. Böylece Lemma 5.1.1 ispat¬ tamamlanm¬̧s olur.
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Lemma 5.1.2. Kabul edelim ki u 2 Hm
0 (
) olsun. Böylece,

d =
1

2

�
�

cp

�n
2

en (5.1.3)

d¬r.

·Ispat. Lemma (5.3) te verilen Nehari fonksiyonelinin tan¬m¬ndan ve Sonuç 3.3.1

den

I(u) =



P

1
2u




2

+ kuk2 �

Z




u2 ln juj2dx

�

�
1�

cp�
2

�

��


P
1
2u




2

+ kuk2
�

+ [n(1 + ln�)� 2 ln kuk] kuk2 (5.1.4)

yaz¬labilir. Burada � =
q

�
cp
olarak al¬n¬rsa (5.1.4) ifadesi

I(u) � [n(1 + ln�)� 2 ln kuk] kuk2 (5.1.5)

olur. Lemma 5.1.1 den dolay¬

sup
��0
J(�u) = J(��u) =

1

2
I(��u) +

1

2
k��uk2 (5.1.6)

eşitli¼gi bulunur.

Lemma 5.1.1 ve (5.1.5) ten

I(��u) � [n(1 + ln�)� 2 ln k��uk] k��uk2

oldu¼gu aç¬kt¬r. Böylece

0 � [n(1 + ln�)� 2 ln k��uk] k��uk2

olur. Bu eşitsizlikten

k��uk2 � �nen (5.1.7)

elde edilir. (5.1.6) ve (5.1.7) den

sup
��0
J(�u) �

1

2
�nen (5.1.8)

dir. d nin tan¬m¬ ve (5.1.8) den

d =
1

2

�
�

cp

�n
2

en
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olarak bulunur.

Lemma 5.1.3. Kabul edelim ki E(0) < d olsun. E¼ger u0 2 N+ ve u1 2 L2(
)

ise bu durumda 8t 2 [0; T ) için u (t) 2 N+ dir.

·Ispat. (5.5) eşitli¼gi ve Lemma 5.1.1 ifadesi kullan¬l¬rsa 8t 2 [0; T ) için

E(t) =
1

2
kutk

2 + J(u)

�
1

2
ku1k

2 + J(u0)

= E(0) < d

dir. Ayr¬ca buradan

J(u) < d (5.1.9)

aç¬k bir şekilde yaz¬labilir.

Kabul edelim ki t� 2 [0; T ) aral¬¼g¬nda bir de¼ger vard¬r, öyle ki [0; t�) aral¬¼g¬nda

u(t) 2 N+ ve u(t�) =2 N+ dir. Böylece, u(t) nin süreklili¼ginden u(t�) 2 @N+ d¬r.

N+ n¬n tan¬nm¬ndan ve I(u) fonksiyonelinin zaman ba¼gl¬ süreklili¼ginden

I(u(t�)) = 0 (5.1.10)

olarak elde edilir. Varsayal¬m ki (5.1.10) sa¼glans¬n, böylece (5.1.5) ve Lemma

5.1.2 den dolay¬

ku(t�)k2 � 2d (5.1.11)

olarak yaz¬l¬r. J(u) ve I(u) tan¬m¬ ile (5.1.10) ve (5.1.11) ifadeleri kullan¬l¬rsa

J(u(t�)) =
1

2
ku(t�)k2 +

1

2
I(u(t�)) � d (5.1.12)

elde edilir. Bu durum (5.1.9) ile çeli̧sir. Bundan dolay¬ (5.1.10) daki durumun

sa¼glanmas¬ mümkün de¼gildir. Sonuç olarak [0; T ) aral¬¼g¬nda u(t) 2 N+ olur.

Teorem 5.1.1 (Global çözüm). u0 2 W ; u1 2 L2(
) ve E(0) < d olmak üzere,

Teorem 5.1 de verilen lokal çözüm olan u (t) ; (5.1) probleminin global çözümü

olur.

·Ispat. Problemin ispat¬ yap¬l¬rken amac¬m¬z

kutk
2 +




P
1
2u




2

+ kuk2
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nin t den ba¼g¬ms¬z olarak s¬n¬rl¬ oldu¼gunu göstermektir. Teorem 5.1.1 varsay¬mlar¬

ve Lemma 5.1.3 den dolay¬ [0; T ) aral¬¼g¬nda u 2 W d¬r. J(u) tan¬m¬ kullan¬l¬r ve

sa¼g taraftaki son terime Sonuç 3.3.1 uygulan¬rsa

J(u) =
1

2




P
1
2u




2

+ kuk2 �
1

2

Z




u2 ln juj2dx

�
1

2

�
1�

cp�
2

�

�


P
1
2u




2

+
�
1� ln kuk+

n

2
(1 + ln�)

�
kuk2 ;(5.1.13)

eşitsizli¼gini elde ederiz. u 2 W oldu¼gundan I(u) > 0 oldu¼gunu biliyoruz. (5.2) ve

(5.3) den dolay¬

J(u) =
1

2
kuk2 +

1

2
I(u) �

1

2
kuk2 (5.1.14)

olarak yaz¬labilir. Burada d nin tan¬m¬ndan dolay¬

kuk2 � 2J(u) � 2d (5.1.15)

d¬r. (5.1.15) ifadesi (5.1.13) te yerine yaz¬l¬rsa

J(u) �
1

2

�
1�

cp�
2

�

�


P
1
2u




2

+

�
1�

1

2
ln 2d+

n

2
(1 + ln�)

�
kuk2 (5.1.16)

olarak elde edilir. 0 < � <
q

�
cp
olarak seçilir ve Lemma 5.1.2 kullan¬l¬rsa

1�
cp�

2

�
� 0

ve

1�
1

2
ln 2d+

n

2
(1 + ln�) > 0

oldu¼gu aç¬kt¬r. Böylece (5.1.16) ifadesi

C1 = min

�
1

2
�
cp�

2

2�
; 1�

1

2
ln 2d+

n

2
(1 + ln�)

�

olmak üzere

J(u) � C1

�


P
1
2u




2

+ kuk2
�

(5.1.17)

olarak düzenlenebilir.
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(5.5) ve (5.1.17) ifadesi birlikte kullan¬l¬rsa ve Lemma 5.1 ve teoremde E(0) < d

varsay¬m¬ gözönüne al¬n¬rsa

1

2
kutk

2 + C1

�


P
1
2u




2

+ kuk2
�

�
1

2
kutk

2 + J(u)

= E(t)

� E(0)

< d (5.1.18)

elde edilir. Burada C2 = min fC1; 1g olmak üzere

kutk
2 +




P
1
2u




2

+ kuk2 �
d

C2
< +1

olarak elde edilir. Yukar¬daki eşitsizlikten ve süreklilikten dolay¬ (5.1) probleminin

u çözümünün global varl¬¼g¬ vard¬r. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 5.1.2 (Üstel enerji azalmas¬). 0 < � � 1 bir sabit olmak üzere

E(0) < 1
2

�
�
cp

�n
2
en� � d eşitsizli¼gi sa¼glans¬n. u0 2 W ; u1 2 L2(
) için zamandan

ba¼g¬ms¬z olacak şekilde � ve k pozitif sabit vard¬r, öyle ki u global çözümü 8t � 0

için

0 < E(t) � �e�kt

eşitsizli¼gini sa¼glar.

·Ispat. 8t � 0 için Lemma 5.1.3 den u(t) 2 N+ oldu¼gunu biliyoruz. Böylece

8t � 0 için 0 < E(t) < d oldu¼gu aç¬kt¬r. Global çözümün üstel azalmas¬n¬n ispat¬

için " > 0 sonra belirlenecek sabit olmak üzere

F (t) = E(t) + "

Z




utudx (5.1.19)

fonksiyonelini tan¬mlayal¬m.

�1 ve �2 nin " na ba¼gl¬ iki pozitif sabit olmak üzere 8t � 0 için

�1E(t) � F (t) � �2E(t) (5.1.20)

oldu¼gunu gösterece¼giz. Asl¬nda, (5.1.19) ifadesinde Young eşitsizli¼gi uygulan¬r ve

(5.1.18) kullan¬l¬rsa

F (t) � E(t) +
"

2

�
kutk

2 + kuk2
�

�

�
1 + "+

"

2C1

�
E(t)

= �2E(t); (5.1.21)
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elde edilir. Di¼ger taraftan benzer şekilde

F (t) � E(t)�
"

2
kutk

2 �
"

2
kuk2

�
1

2
(1� ") kutk

2 + J(u)�
"

2C1
E(t); (5.1.22)

eşitsizli¼gi elde edilir. 0 < " � min
n
1; 2C1

2C1+1

o
olacak şekilde " yeterince küçük

seçilirse (5.1.22) ifadesi

F (t) �

�
1� "�

"

2C1

�
E(t)

= �1E(t); (5.1.23)

olur. (5.1.21) ve (5.1.23) ifadelerinden dolay¬ (5.1.20) ifadesinin do¼grulu¼gu kan¬t-

lanm¬̧s olur.

Şimdi (5.1.19) eşitli¼ginin türevi al¬n¬r, (5.1) denklemi ve Lemma 5.1 kullan¬l¬rsa

F
0

(t) = E 0(t) + "

Z




jutj
2 dx+ "

Z




uuttdx

= ("� 1) kutk
2 � "




P
1
2u




2

� " kuk2

�"

Z




utudx+ "

Z




u2 ln juj2dx (5.1.24)

ifadesi elde edilir.

� > 0 için (5.1.24) ifadesinde aşa¼g¬daki Young eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa
����

Z




utudx

���� �
1

4�
kutk

2 + � kuk2 (5.1.25)

(5.1.24) eşitli¼gi

F
0

(t) �

�
"+

"

4�
� 1

�
kutk

2 � "



P

1
2u




2

+"(� � 1) kuk2 + "

Z




u2 ln juj2dx (5.1.26)

olarak elde edilir.

� herhangi pozitif bir sabit olmak üzere (5.4) ve (5.1.26) ifadeleri birlikte kul-

lan¬l¬rsa

F
0

(t) � ��"E(t) +

�
"

�
1 +

�

2
+
1

4�

�
� 1

�
kutk

2

+"
��
2
� 1
�


P

1
2u




2

+ "(� + � � 1) kuk2

+"
�
1�

�

2

�Z




u2 ln juj2dx (5.1.27)
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olur. 0 < � � 1 olarak seçilirse, Lemma 3.3.2 ve (5.1.15) kullan¬l¬rsa (5.1.27)

ifadesi

F
0

(t) � ��"E(t) +

�
"

�
1 +

�

2
+
1

4�

�
� 1

�
kutk

2

�"
�
1�

�

2

��
1�

�2

�

�


P
1
2u




2

+"
n
� + � � 1 +

�
1�

�

2

�
[ln(2J(t))� n(1 + ln�)]

o
kuk2(5.1.28)

ifadesine dönüşür. J(t) < E(t) < E(0) < 1
2

�
�
cp

�n
2
en� � d oldu¼gundan � sabitini

q
�
cp
�
1
n � � �

q
�
cp
aral¬¼g¬nda seçilir ve � > 0 yeterince küçük al¬n¬rsa

� < 1� � +
��
2
� 1
�
[ln(2J(t))� n(1 + ln�)]

< 1� � +
��
2
� 1
�"

ln

 �
�

cp

�n
2

en�

!

� n(1 + ln�)

#

= 1� � +
��
2
� 1
�
ln

0

B
@

�
�
cp

�n
2
�

�

1

C
A

olarak elde edilir. Buradan

F
0

(t) � ��"E(t) +

�
"

�
1 +

�

2
+
1

4�

�
� 1

�
kutk

2 (5.1.29)

oldu¼gunu elde ediriz.

Şimdi, " yeterince küçük seçilirse

"

�
1 +

�

2
+
1

4�

�
� 1 < 0

olarak bulunur. Buradan, (5.1.29) eşitsizli¼ginden 8t � 0 için

F
0

(t) � ��"E(t) (5.1.30)

elde edilir. (5.1.20) ve (5.1.30) dan k = �"=�2 > 0 olmak üzere

F
0

(t) � �kF (t) (5.1.31)

olur. (5.1.31) eşitsizli¼ginin 0 dan t ye integrali al¬n¬rsa, F (t) fonksiyonu

F (t) � F (0)e�kt (5.1.32)
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olarak yaz¬l¬r. Sonuç olarak, (5.1.20) den � = F (0)=�1 için

E(t) � �e�kt

elde edilir. Teorem 5.1.2 nin ispat¬ tamamlan¬r.
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5.2. Çözümün Patlamas¬

Bu bölümde, (5.1) problemi için çözümün patlamas¬n¬ çal¬̧saca¼g¬z.

Lemma 5.2.1. u(t); (5.1) probleminin bir çözümü olsun. u0 2 U ve E(0) < d

olmak üzere 8t � 0 için u(t) 2 U ve E(t) < d dir.

·Ispat. Lemma 5.1 ve Lemma 5.2.1 den dolay¬ ve 8t 2 [0; T ) için

E(t) � E(0) < d

dir. Böylece, (5.4) ten dolay¬ 8t 2 [0; T ) için

J(u) � E(t) < d (5.2.1)

olarak yaz¬labilir. t� 2 [0; T ) için u(t�) =2 U olu¼gunu kabul edelim. Böylece

süreklilikten dolay¬ I(u(t�)) = 0 olur. Yani u(t�) 2 N dir. (5.8) den J(u(t�)) � d

olur ancak bu (5.2.1) ile çeli̧ski oluşturur. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 5.2.1. Kabul edelim ki u0 2 U ; u1 2 L2(
) için
R


u0(x)u1(x)dx 6= 0 ve

0 < E(0) < min

�
d; 3

4

�
�
cp

�n
2
en
�
sa¼glans¬n. Bu durumda (5.1) probleminin u(t)

çözümü T� < +1 zaman¬nda patlar. Yani

lim
t!T��

ku(t)k2 = +1

dir.

·Ispat. u0 2 U ve E(0) < d oldu¼gundan Lemma 5.2.1 kullan¬l¬rsa 8t 2 [0; T ] için

u 2 U d¬r. Böylece 8t 2 [0; T ] için

I(u) =



P

1
2u




2

+ kuk2 �

Z




u2 ln juj2dx < 0; (5.2.2)

d¬r. Sonuç 3.3.1 den
�
1�

cp�
2

�

�


P
1
2u




2

+ kuk2 + [n(1 + ln�)� ln kuk2] kuk2 < 0 (5.2.3)

yaz¬labilir. � =
q

�
cp
al¬n¬rsa (5.2.3) eşitsizli¼ginden

n(1 + ln�)� ln kuk2 < 0

yaz¬labilir. Buradan 8t 2 [0; T ] için

ku(t)k2 > 2d (5.2.4)
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olur.

Problemin çözümünün global oldu¼gunu varsay¬p çeli̧ski elde edece¼giz. T > 0 için

G(t) : [0; T ] �! [0;+1] olmak üzere

G(t) = ku(t)k2 +

Z t

0

ku(s)k2 ds+ (T � t) ku0k
2 (5.2.5)

fonksiyonelini tan¬mlayal¬m. Burada her t 2 [0; T ] için G(t) > 0 oldu¼gu aç¬kt¬r.

G(t) fonksiyonu sürekli oldu¼gundan T den ba¼g¬ms¬z olarak � > 0 vard¬r, öyle ki

8t 2 [0; T ] için

G(t) � � > 0 (5.2.6)

d¬r.

(5.2.5) ifadesinin türevi al¬n¬rsa

G0(t) = 2

Z




uutdx+ ku(t)k
2 � ku0k

2

= 2

Z




uutdx+ 2

Z t

0

Z




u(s)ut(s)dxds (5.2.7)

eşitli¼gi bulunur. (5.2.7) deki G0(t) fonksiyonun türevini al¬rsak

G00(t) = 2 kutk
2 + 2

Z




uttudx+ 2

Z




utudx (5.2.8)

elde edilir. (5.1) probleminde utt = �Pu� u� ut + 2u ln juj oldu¼gundan (5.2.8)

ifadesi

G00(t) = 2

�
kut(t)k

2 +

Z




u2 ln juj2dx�



P

1
2u(t)





2

� ku(t)k2
�

(5.2.9)

olarak ifade edilir.

(5.2.5), (5.2.7) ve (5.2.9) ifadeleri birlikte ele al¬n¬rsa

K(t) =

�
ku(t)k2 +

Z t

0

ku(s)k2 ds

�
�

�
kut(t)k

2 +

Z t

0

kut(s)k
2 ds

�

�

�Z




uutdx+

Z t

0

Z




u(s)ut(s)dxds

�2
(5.2.10)

olmak üzere

G(t)G00(t)�
3

2
[G0(t)]2 = 2G(t)

�
kut(t)k

2 +

Z




u2 ln juj2dx

�

�2G (t)

�


P
1
2u(t)





2

+ ku(t)k2
�

�6[G(t)� (T � t) ku0k
2]�

�
kut(t)k

2 +

Z t

0

kut(s)k
2 ds

�

+6K(t) (5.2.11)
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eşitli¼gi elde edilir.

K(t) ifadesinin sa¼gdan son iki terimine ayr¬ ayr¬ Schwarz eşitsizli¼gi uygulan¬rsa

�Z




uutdx

�2
� ku(t)k2 kut(t)k

2 ; (5.2.12)

�Z t

0

Z




uutdxds

�2
�

Z t

0

ku(s)k2 ds

Z t

0

kut(s)k
2 ds; (5.2.13)

ve

2

Z t

0

Z




u(s)ut(s)dxds

Z




uutdx

� kut(t)k
2

Z t

0

ku(s)k2 ds+ ku(t)k2
Z t

0

kut(s)k
2 ds (5.2.14)

olarak elde edilir. (5.2.12)-(5.2.14) eşitsizliklerinden 8t 2 [0; T ] için K(t) � 0

oldu¼gunu söyleyebiliriz. Böylece (5.2.11) eşitli¼gi 8t 2 [0; T ] için

G(t)G
00

(t)�
3

2
[G

0

(t)]2 � G(t)�(t) (5.2.15)

olarak elde edilir. Burada �(t)

�(t) = 2

�
kut(t)k

2 +

Z




u2 ln juj2dx�



P

1
2u(t)





2

� ku(t)k2
�

�6

�
kut(t)k

2 +

Z t

0

kut(s)k
2 ds

�
(5.2.16)

olarak al¬nm¬̧st¬r.

(5.4) ve Sonuç 3.3.1 den

�(t) � �8E(t) + 2

�
1�

cp�
2

�

�


P
1
2u(t)





2

+ 6 ku(t)k2

+2
�
n (1 + ln�)� ln ku(t)k2

�
ku(t)k2 � 6

Z t

0

kut(s)k
2 ds (5.2.17)

olarak yaz¬labilir.

� =
q

�
cp
olarak al¬n¬r ve (5.1.3), (5.2.4) ifadeleri kullan¬l¬rsa (5.2.17) ifadesi

�(t) � �8E(t) + 6 ku(t)k2 � 6

Z t

0

kut(s)k
2 ds (5.2.18)

olarak elde edilir. Lemma 5.1 den

�(t) � �8E(0) + 6 ku(t)k2 + 2

Z t

0

kut(s)k
2 ds (5.2.19)
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olur. Buradan (5.2.4) ve E(0) < d kullan¬l¬rsa

�(t) � �8E(0) + 12d

= 8 [d� E(0)] + 4d > 0 (5.2.20)

olur. Böylece T den ba¼g¬ms¬z 
 > 0 say¬s¬ vard¬r öyle ki 8t � 0 için

�(t) � 
 > 0 (5.2.21)

dir.

(5.2.6), (5.2.15) ve (5.2.21) den

G(t)G
00

(t)�
3

2
[G

0

(t)]2 � �
 > 0 (5.2.22)

olur. (5.2.22) integrallenirse

G(t) �
G(0)

�
1� G

0
(0)

2G(0)
t
�2 (5.2.23)

elde edilir. Buradan T� vard¬r, öyle ki

0 < T� <
2G(0)

G0(0)
� T (5.2.24)

olur. Böylece,

lim
t!T��

G(t) = +1 (5.2.25)

elde edilir. G(t) nin (5.2.5) teki tan¬m¬ndan ve (5.2.25) ten

lim
t!T��

ku(t)k2 = +1

elde edilir. Dolay¬s¬yla (5.1) in çözümünün global oldu¼gu varsay¬m¬yla çeli̧sir.

Böylece Teorem 5.2.1 in ispat¬ tamamlan¬r.
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6. SONUÇLAR VE ÖNER·ILER

Bu tezde logaritmik kaynak terimli yüksek mertebeden

utt + Pu+ u+ ut = 2u ln juj

Klein-Gordon denkleminin çözümlerinin global varl¬¼g¬, üstel azalmas¬n¬ ve pat-

lamas¬n¬ çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu denklemin global varl¬¼g¬, üstel azalmas¬ ve patlamas¬

farkl¬ koşul ve metotlar ile çal¬̧s¬labilir. Ayr¬ca problemin polinomal azalmas¬,

atraktörü gibi farkl¬ matematiksel özellikleri de çal¬̧s¬labilir. Bu problem için

s¬n¬rl¬ bölgede elde edilen sonuçlar s¬n¬rs¬z bölgede de çal¬̧s¬labilir.
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