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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

Simge Aciklama

0} Alfa

B Beta

o Delta

€ Epsilon

Y Gamma

& Ksi

n) Mu

® Omega

C Zeta

Kisaltma Aciklama

R" n boyutlu Oklid uzayidir.

Q R" de smurli bir bolgedir.

o Q bolgesinin siniridir.

C) Siirekli fonksiyonlar uzay1

L’(Q) p. mertebeden Lebesgue integrallenebilir
fonksiyonlar uzay1

WP (Q) Sobolev uzay1

H"(Q) Hilbert uzay1

A Laplace operatorii

\Y Nabla operatorii (Gradiyent)
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OZET

YARIGRUP TEORISI iLl; EyOLUSYON DENKLEMLERIN
COZUMLERI

Sancar, Erkan
Yiiksek Lisans, Matematik Boliimii
Danigsman: Prof. Dr. Erhan Piskin
Temmuz 2022, 50 sayfa

Bu tezin ilk boliimiinde Lamé denkleminin, gecikmeli denklemlerin ve logaritmik kaynak
terim igeren denklemlerin fiziksel anlamlar1 verilmistir. Ayrica gecikmeli diferansiyel
denklemler ile ilgili tarihsel siirecinden bahsedilmistir. Gecikmeli diferansiyel denklemler il
eilgili ortaya ¢ikan bazi modellemeler de verilmistir.

Ikinci béliimiinde, tezin amaci belirtilmis ve gecikmeli terim iceren denklemlerin genel
olarak kullanildig1 alanlar verilmistir. Bu alanlar genel olarak optik, niikleer fizik, kuantum
mekanigi ve joefizik gibi alanlarda ortaya ¢ikmustir. Daha sonra gecikmeli terim igeren
problemlerle ilgili temel ¢alismalar verilmistir. Burada ilk olarak Kafini’nin 2021°de ¢alistig
problem verilmis, hemen ardindan Taouaf ve arkadaslarmin 2018 yilindaki c¢aligmasi
verilmistir.

Ugiincii boliim, bes kisimdan olusmaktadir. Ik olarak birinci kisimda Lebesgue uzayinin
tanimmna yer verilmistir. Ikinci kisimda Sobolev uzayinin tamimi ve Sobolev Gémiilme
teoremi verilmistir. Ugiincii kisimda tez boyunca gerekli olan Young, Hélder, Sobolev ve
Sobolev-Poincare esitsizliklerine yer verilmigtir. Dordiincii kisimda Fourier Serisi ve
Parseval Ozdesligi ifade edilmistir. Besinci kisimda ise Yarigrup Metodu ile ilgili
tanimlamalar, lemmalar ve teoremler yer almaktadir.

Dordiincii boliim tezin esas kismi olup Logaritmik Kaynak Terimli Lamé Sistemi ile ilgili ti¢
alt boliimden olusmustur. ilk boliimde gecikmeli terim igeren logaritmik kaynak terimli
denklemimizin iyi konulmuslugu calisilmistir. Burada 6ncelikle bir doniisiim yardimiyla
gecikmeli denklem diizenlenerek elde problemin varlik ve tekligi yarigrup yontemiyle ispat
edilmistir. Ikinci béliimde potansiyel derinlik metodu ile global varligi gosterilmistir. Bu
boliimde ise global varligin ispati potansiyel derinlik metodu yardimiyla bulunmustur.
Uciincii boliimde denklemin iistel azalmasi ¢alisiimistir. Bu boliimde calisilan iistel azalma
tez igerisinde verilen teorem ve lemmalarla ispatlanmustir.

Besinci boliimde ise tezin sonug ve Oneriler kismina yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dagilimh gecikmeli terim, Lamé denklemi, Logaritmik kaynak terim,
Ustel azalma, Yarigrup metodu.

viii



ABSTRACT

SOLUTIONS OF EVOLUTION EQUATIONS WITH THE SEMIGROUP
THEORY

Sancar, Erkan
Master of Science in Department of Mathematic
Supervisor: Prof. Dr. Erhan Pigkin
July 2022, 50 pages

In the first part of this thesis, the physical meanings of Lamé equation, delayed equations and
equations containing logarithmic source terms are given. In addition, the historical process of
delayed differential equations is mentioned. Some emerging models of delayed differential
equations are also given.

In the second part, the purpose of the thesis is stated and the areas where the equations with
delayed terms are used in general are given. These fields have emerged in fields such as
optics, nuclear physics, quantum mechanics, and geophysics in general. Then, basic studies
on problems with delayed terms are given. Here, firstly, the problem that Kafini worked on
in 2021 is given, and then Taouaf et al.'s work in 2018 is given.

The third part consists of five parts. Firstly, the definition of Lebesgue space is given in the
first part. In the second part, the definition of Sobolev space and the Sobolev Embedding
theorem are given. In the third part, the Young, Holder, Sobolev and Sobolev-Poincare
inequalities required throughout the thesis are included. In the fourth part, Fourier Series and
Parseval Identity are expressed. In the fifth part, there are definitions, lemmas and theorems
related to the Semigroup Method.

The fourth chapter is the main part of the thesis and consists of three subsections related to
the Logarithmic Source Term Lamé System. In the first part, the goodness of our equation
with logarithmic source term, which includes a delayed term, is studied. Here, first of all, the
existence and uniqueness of the problem is proved by semigroup method by arranging the
delayed equation with the help of a transformation. In the second part, its global presence is
shown with the potential depth method. In this section, the proof of global existence is found
with the help of potential depth method. In the third chapter, the exponential reduction of the
equation is studied. The exponential decrease studied in this chapter has been proved by the
theorems and lemmas given in the thesis.

In the fifth chapter, the conclusion and suggestions of the thesis are given.

Keywords: Distributed delay, Lamé system, Logarithmic source term, Exponential decay,

Semigroup method.
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1. GIRIS

Bu tez ¢alismasinda logaritmik kaynak terim iceren gecikmeli Lamé denklemi ele
alinmigtir. Gecikmeli denklemler ilk olarak 18. yiizyilda Bernoulli kardegler ve
Euler tarafindan cahisilmigtir. Sistematik olarak ise, 1940 da A. Myshkis ve R.
Bellman tarafindan ¢alisilmaya baglanmistir. 1960’dan beri, konuyla ilgili bircok
aragtirma yayinlandi. Kararsiz gecikmeli sistemlerin aktif bir gekilde kontrolii

1990’larn ortalarinda bagladi (Fridman, 2014).

Zaman gecikmeli sistemler sonradan etkili veya 6lii zamanl sistemler, sapma argii-
manl denklemler veya diferansiyel fark denklemleri olarak da adlandirilir. Adi
diferansiyel denklemlerin aksine, sonsuz boyutlu fonksiyonel diferansiyel denklem-
ler simfina aittirler. Zaman gecikmesi genellikle birgok kontrol sisteminde (ugak,
kimyasal veya iletigim aglar1 gibi kontrol sistem siireglerinde), hem kontrol girisi
hem de 6l¢tim durumlarinda goriiliir. Boylece, tasima, iletisim veya ¢lgiim gecik-
meleri olabilir. Kontrol sistemleri, éncelikle karar verme i¢in gereken bilgileri elde
etmek, kontrol kararlar1 olusturmak ve bu kararlar1 uygulamak igin gereken siire
nedeniyle, genellikle gecikmelerin varliginda ¢alisir. Geri bildirim dongiilerine
dahil olan aktiiatorler, sensorler ve saha aglar1 genellikle gecikmelere neden olur.
Gecikmeler, iletisim ve bilgi teknolojilerinin, ag baglantili kontrol sistemlerinin
kararliligi veya yiiksek hizli iletisim aglar1 gibi zorlu alanlarinda sik¢a goriiliir

(Richard, 2003).

Agagidaki olaylarin modellenmesi, gecikmeli diferansiyel denklemler olarak ortaya
gikar.

- Orneklenmis veri kontrolii ve aga baglh kontrol sistemi

- Iletisim aglarinda tikaniklik kontrolii

- Delme sistemi modeli

- Tiinel diyotlu uzun hat ve lazer modeli

- Arag trafigi akiglar

- Sinir aglari, niifus dinamikleri ve salgin modeller (Fridman, 2014).

Logaritmik kaynak terimli denklemler ise niikleer fizikte, kuantum alan teorisinde,



kozmik enflasyon, siipersimetri alan teorisinde ortaya gikmaktadir (Birula ve My-

cielski 1976).



2. ONCEKIi CALISMALAR

Bu tezde amacimiz, agagidaki gecikmeli terim iceren logaritmik kaynak terimli

T2
g — Aeu + / [ (8) g (2,1 — 5) ds + pyug (2, 1) = w |ul’> In|ul",

T1
Lamé denkleminin iyi konulmuslugunu, global varligim ve iistel azalmasini ¢alig-

maktir. Lamé denkleminin en temel hali
Uy — DNett = 0

dir. Burada
Acu = pAu+ (A + p) V(divu),

>0, A4 p > 0. Bu denklem, izotropik elastikiyet i¢in koruma yasasini tanim-
layan klasik bir modeldir. Ayrica kaynak terimi logaritmik olup, logaritmik kay-
nak terime sahip denklemler niikleer fizikte, kuantum alan teorisinde, kozmik

enflasyon, siipersimetri alan teorisinde ortaya ¢gikmaktadir (Birula ve Mycielski
1976).

Asagida literatiirde olan ilgili caligmalar verilmigtir.

Messaoudi ve ark. (2016)
Uy — Au — / o (8) Ay (x,t — s) ds — py Auy (x,t) =0,

giiclii soniim terimli dalga denkleminin enerji azalmasini calismiglardir.

Beniani ve ark. (2016)

u = Bett + page (uy (2,6 =7 (s))) + pugr (we (x,1)) = 0,
denkleminin ¢oziimlerinin enerjisinin azalmasin incelediler.
Taouaf ve ark. (2018)

uy — Aeu + /T2 o (8)ug (z,t — s)ds + pyug (z,t) =0,

T1

3



dagilimh gecikmeli terim igeren Lamé sisteminin iyi konulmuslugunu ve enerji

azalmasini caligmislardir.

Kafini ve Messaoudi (2020)

Uy — Au + Hqtt (ZL’, t) + ol (l’,t - T) - |u|p_2 uln |u|k )

logaritmik kaynak terimli gecikmeli dalga denklemini ¢aligtilar. Denklemin global

varligini ve negatif baslangic enerjisi i¢in patlamasini ispatladilar.
Kafini ve Messaoudi (2020)
U — A+ pyuy (2,1) + proug (2,6 — 7) = |ul’ " u,

polinomal kaynak terimli gecikmeli dalga denklemini ¢aligtilar. Denklemin global

varligini ve pozitif baglangi¢ enerjisi icin patlamasini ispatladilar.

Kafini (2021)
T2
gy — Au + / fhy (8) wg (2, — ) ds + pyug (x,1) = w |ulP">1n |ul*,
gecikmeli terim iceren lineer olmayan dalga denkleminin lokal varhigini ve iistel

azalmasini incelemistir.



3. ON BILGILER

Bu boliimde, sonraki boltimler icin gerekli olan tanimlar, teoremler, esitsizlik-
ler yer almaktadir (Adams ve Fournier, 2003; Brezis, 2011; Evans, 1998; Kesevan,
2003; Pigkin, 2017).

Lebesgue Uzay1 (L? (Q))

Tanim 3.1.1. , R"™ de 6lgiilebilir bir bolge olsun. u dl¢iilebilir bir fonksiyon ve

1 < p < oo olmak iizere |u (z)[” Lebesgue anlaminda integrallenebilir ise, yani

/Q|u(x)\pdx < 00

ise u (x) fonksiyonlar1 p. kuvvetten integrallenebilir fonksiyonlar simfi olarak ad-
landirilir, ve bu smf LP (Q) veya LP ile gosterilir. Bu sarti saglayan tiim u
fonksiyonlarinin uzayma LP Lebesgue uzay1 denir. Burada LP uzayimin elemanlari
Jo lu(z)|P dz < oo sartim saglayan dlgiilebilir fonksiyonlarm denklik simfidur.

Bu uzaydaki norm

1
el oy = Il = [ [1ur dx]

seklinde tanmimlanir. LP (€2) uzay1 bu norm ile bir Banach uzayidir.

Tamim 3.1.2. €, R™ uzayinda bir bolge, 1 < p < oo olmak tizere 2 bolgesinde her
kompakt altkiimesinde p. kuvveti integrallenebilir biitiin 6lgiilebilir fonksiyonlar

uzayr LY () uzayidir.

Tamm 3.1.3. vol (Q) = [,dz < oo (2 bolgesi siurh), 1 < p < ¢ < oo olsun. Bu
durumda u € L?(2) ise u € L? (Q2) dir ve

lull, < ¢llull,



dir. Burada ¢ = (vol (2))"P~9 qir. Yani
L1(Q) — LF (Q)

gomiilmesi gecerlidir.

Tanmim 3.1.4. L*(Q),

(w,0) = fpu (@) v (@)da

i¢ carpimina gore Hilbert uzaydir.

Tanim 3.1.5. —oo < a < b < oo olsun. [Ju(.)|y € L?(a,b) kosulunu saglayan

(a,b) den X e tamimlanmig u fonksiyonlar uzay1 L? (a, b; X) uzayidir ve bu uzay

1/p
(S el dr) ", 1<p<oo

essspllu (@), »=o0
te(a,b)

[ ] LP(a,b;X)

normu ile Banach uzaydir.
Benzer gekilde a < ¢ < d < b sartiyla her bir ¢, d igin u € L? (¢, d; X) ise, o zaman

u € LP (a,b; X) yazahir ve p = 1 igin u lokal integrallenebilirdir denir.

Tamim 3.1.6. [0,7] den X e tamimlanmis m. mertebeden tiirevleri siirekli olan

u fonksiyonlar uzayr C™ ([0, 7] ; X) uzayedir ve

Hu’Cm([O,T];X): max sup [|D% (1)|x

0<la|<m 4e(0,1]

normu ile Banach uzaydir.



3.2. Sobolev Uzay:1 (W™P (1))

Tamm 3.2.1. u € L, (Q) ve a goklu-indisi verilsin. Vo € C§° (2) igin

ngpvdm = (—1)‘0‘| fQuDacpdx

ise v € L}, (Q) fonksiyonuna u nun «. zayf tirevi denir ve v = D*u seklinde

yazilir.

Tanim 3.2.2. 2, R™ de bir bolge, m negatif olmayan herhangi bir tamsay1 ve

1 < p < oo olmak iizere,
WmP(Q)={ue LP(Q): D*u e L (Q),0 < |a] <m}

seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzay: denir ve bu uzay

0<|al<m

1/p
HUHWm,p(Q)=< > IID“UH’EP(Q)) , 1<p<oo,

m.oo = Da pum
[l yyrm, Q) Ogﬁ;{mu UHLOO(Q)a p=

normlari ile Banach uzaydir. W™? () uzayinda C§° (2) uzayinn kapanigi Wy (£2)
dir. Burada

We™ (@) = W™ (Q) — LF (Q)

gomiilmesi gecerlidir.

Tanim 3.2.3. p = 2 ise W™ (Q) = H™(Q), W"* (Q) = Hy* (Q) dir. H™(Q)
uzayindaki norm
1/2
HUHHm(Q) - ( > HDauHig(Q)>
0<]al<m

seklindedir.



Tanim 3.2.4. H™ () uzay1

(U>U)Hm(g): >, (D%, D%)

0<]al<m

i¢ carpimu ile Hilbert uzaydir. Burada (u,v) = [ju(z)v (z)dz seklinde L? (Q)
deki i¢ carpimdir.
H} (Q) uzayinda i¢ garpim

(U, v) g1 () = Jo VuVvde
dir ve norm
1/2

el 30y = (Joo (Va0)” dr)

seklindedir.

Tamim 3.2.6. (Sobolev Gémiilme Teoremi). 2, R" de koni tzeligine sahip
acik bolge, m > 1 ve 7 > 0 seklindeki tamsayilar ve 1 < p < oo olsun. Bu

durumda
(i) mp > n ise
WIHmP (Q) — CF ()

dir.

(ii) mp = n ise

WITmP (Q) — W (Q) p<q<oo
veya

Wmr(Q) — L1(Q), p<q<oo
dir. Ayrica p =1 ise

WL (Q) — CF ()

dir.



(iii) mp < n ise
Witmp (Q) — W (Q),
veya

WP (Q) — L1(Q),

dir.
Burada
np
p* — n—mp’ n > mp
+oo, n<mp
dir.

W™P yerine Wy'" uzay1 alimirsa, Q bolgesinde herhangi bir kisitlama yapilmak-

sizin gomiilmeler yine gegerli olur.

Teorem 3.2.7. W™P (Q) — L7 () gomiilmesi baz1 p < ¢ degerleri i¢in kompakt

ise, 0 zaman || < oo olur.

Teorem 3.2.8. W™P () — L7 () gomiilmesi 1 < ¢ < p ozelligini saglayan bazi

p ve q degerleri i¢in mevcut ise, o zaman || < oo olur.



3.3. Esitsizlikler
Lemma 3.3.1. (Young Esitsizligi). ¢ > 0, a,b > 0 ve p > 1 i¢in % + % =1

olsun. Bu durumda

P q
|ab\§ﬂ—l-ﬂ
p q

ve

lab| < ea? + C () b?

esitsizlikleri gegerlidir. Burada C' (g) = (ep) » ¢~* dur.

Lemma 3.3.2. (Hoélder Esitsizligi). 1 < p < oo ve %—1— % = 1 olsun. Eger
ue L (), ve L1(Q) ise bu durumda uv € L () ve

luolly < flull, l[]l,

dir. p=1ise ¢ = oo ve [[v]|, = esssup [v] alr1z.
Q

p = q = 2 iken bu esitsizlige Cauchy-Schwarz-Bunyakowski esitsizligi denir.
Lemma 3.3.3. (Green Ozdesligi). u € C? () N C (Q) olmak tizere
0
/ vAudr = / v s - / VuVudz
Q oo On Q

dir. Burada n digsa dogru yonlendirilmis birim vektor ve g—z = n.Vu dir.
Lemma 3.3.4. (Sobolev-Poincare Esitsizligi).
2 <
2 <
olsun. Bu durumda u € Hj (9) igin

[ull, < cl[Vull,

dir. Burada ¢ = ¢ (Q,p) dir.

10



3.4. Fourier Serisi

Tanim 3.4.1.

Qo > .
f(x)= 5 Z (a, cosnx + by, sinnw)

n=1
serisine Fourier serisi veya Trigonometrik seri denir. Burada cosnz ve sinnz
fonksiyonlar1 27 periyotlu olduklarindan verilen seri yakinsak ise f (x) fonksiyonu

da 27 periyotlu olur.

Tanim 3.4.2. (Parseval Ozdesgligi). ag, a, ve b, Fourier serisinin katsayilari

ve f Dirichlet kogullarim sagliyorsa

f(a:):%—i—;(ancosn—f—i-bnsinn—f)

Fourier serisi yazilabilir. Bu serinin her iki tarafim f (z) ile ¢arpip, (—L, L)

araliginda integrallersek

L L i
/[f(f)FdI 3 /f@) %d$+z an/f(x)cos%dx
L v n=1 L

- L
+Zl bn/f(x) sinn—zxd:ﬁ
n= —L

olur. Daha 6nce elde ettigimiz

f (x) cos "F*dx,

L
L
by =1 [ f(z)sin 2 =dx

Fourier katsayilar1 gbz oéniinde bulundurulursa

L

1 a2 =

7 r@ar=g S @)
L n=

esitligi elde edilir. Bu esitlige Parseval 6zdesligi denir.

11



3.5. Yarigrup Metodu

Bu kisimda diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin varlig: ile ilgili 6énemli bir

metod olan yarigrup metodu ile ilgili temel kavramlar1 verecegiz (Zhang, 2003).

Oncelikle agagidaki 1s1 problemini ele alalim:

Up — Ugge = 0,
u(0,t) =wu(mt) =0,
u(z,0) =ug (z) € L*(0,7)

bu problem degiskenlere ayirma yontemi ile ¢oziiliirse

oo

u(z,t) = Z are " sin ka

k=1
Fourier serisi bulunur.

2 T
ag = —/ up () sin kxdx
0

™

dir. ug € L? oldugundan, Parseval tzdesliginden

oo 2 T

E ai:—/ ug (v) dx
T Jo

k=1

olur. Ayrica, t — 0 igin

/Oﬂ(u(:c,t)—uo(a:)fda: = /07r

7Too 1.2 2
< 52@%(6 kt—l) — 0,

dx

(3.5.1)

(3.5.2)

(3.5.3)

(3.5.4)

(3.5.5)

dir. Boylece, S (t) doniisiimii altinda ug (z) in goriintiisii u (z,t) olur. Yani

u(x,t) =S (t)ug(x) = Z are " sin ka.
k=1

(3.5.6)

yazilabilir. Simdi (3.5.6) da verilen S (¢) nin baz zelliklerini ifade edelim:

(i) S(0) = I dur.

(11) tl, t2 Z 0 1§1I1

S (t1) S (ta) ug (x) = Z (ake_k%l) e ¥ gin ka

k=1

oo
2 .
= g age F BH) gin kg
k=1

= S (tl + tg) Uo (I)
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oldugundan

Sty +1t2) =S (t1) S (ta) = S (t2) S (t1)
yazilabilir.
(iii) Parseval tzdegliginden

2 T 2 2kt
(e, = 2> aje
k=1

< e‘QtEZai
2 k=1
= e luoll?
oldugundan
2
SO <1
dir.

(iv) up € L? (0, 7) igin S (¢) ug € C ([0,00) , L* (0, 7)) dur.

Genel olarak bu dort ozelligi saglayan tek parametreli {S (¢); t > 0} operatorii

doniigtimlerin yarigrubu (semigroup) olarak adlandirilir.
3.5.1. Sonsuz Kiigiik Ureteg

Kabul edelim ki {S (¢); ¢ > 0}, B Banach uzayinda tanimli daralmalarin (biiziilmelerin)
bir lineer yarigrubu olsun. B nin bir alt kiimesini D ile gosterelim, 6yle ki z € D
icin S (t) z, t = 0 noktasinda sagdan tiirevlenebilirdir. Yani

lim M} (3.5.1.1)

D:{xeBhH+O h

mevcuttur. z € D igin

—Ar = lim M

Jim == (3.5.1.2)

dir. A min, D iizerinde tanimh bir lineer operator oldugu agiktir ve genellikle S (t)
nin sonsuz kiiciik tireteci olarak adlandirihr. A ve S (¢) arasinda ¢ok yakin bir

iligki oldugunu gorecegiz. Tamimdan, S (¢) biliniyorsa, bu durumda A y1 (3.5.1.2)

13



den elde edebiliriz. Diger yandan, A verilmigse, S () nin A tarafindan iiretildigini

gorecegiz.

Lemma 3.5.1.1. = € D igin, S (t)z € C* ([0, 4+00), B) dir. Ayrica, t > 0 igin

r—S(t)x = /t AS (1) xdr = /t S (1) Axdr (3.5.1.3)
M%gﬂﬁ+ASQMﬂ—O (3.5.1.4)
dir.

Ispat. z € D ve h > 0 icin

St+hz—SHa (Sh)-DSHz
: - p =Sy (3.5.1.5)

dir. A — +0 iken, yukarida verilen {i¢iincii terimin limiti vardir, boylece ikinci

terimin de limiti olur, bundan dolay1 S (t) z € D ve
—AS (t)x =-S5 (t) Az (3.5.1.6)

esitligi saglanir. Diger yandan,

SHz—S{t—ha St—h)(Sh) -
) _ ) (3.5.1.7)

ve S(t)x € C([0,+00), B) den h — 0 iken (3.5.1.7) nin limiti vardir ve —S (¢) Az
dir. Onceki verilerden S (t) x € C* ([0, 4+00) , B) olur ve

d

S(S (1)) = =S (t) Av = —AS ()2 (35.18)

saglanir. Buradan ¢ ye gore integral alirsak (3.5.1.3) ii elde ederiz. Boylece ispat

tamamlanir.

Not. (3.5.1.4) den z € D igin u = S (t) x, asagida verilen, soyut birinci mertebe-

den evoliisyon denklemli baglangic deger probleminin klasik bir ¢oziimiidiir:

du
$+AU:0,
u(0) = z.

(3.5.1.9)

Lemma 3.5.1.2 A kapali bir operatordiir.

14



Ispat. Kapall operatoriin tanimindan eger B de, x,, — x ve Az, — y iken,
T, € D ise, bu durumda xz € D ve y = Ax dir.
h > 0 i¢in (3.5.1.3) ten

- 1 qh 1 [h
A WE = —/ AS (1) zpdr = —/ S(t) Az,dr (3.5.1.10)
h h Jo h /o
olur. n — 400 olsun, h — 0 iken
1 I
—(z—=95(h)x) = —/ S(r)ydr —y (3.5.1.11)
h h Jo

olur. Boylece, z € D ve Ax = y dir ve ispat tamamlanir.

x € D(A) =D igin
1
21l pgay = (Ilzl* + [l Az]|*)? (3.5.1.12)

tammlayalim. B de normu kisaca ||.|| ile gosterelim. A kapali bir operator
oldugundan, D (A), bir Banach uzaymnda, (3.5.1.12) de tanmimh norm ile eglegir

ve B de siirekli olarak gomiiliir.

Lemma 3.5.1.3 D, B de yogun olsun. Ayrica, herhangi x € B ve t > 0 icin,

t
/ S(r)xzdr € D
0

JI—S(t)ZL’:A/tS<T)l’dT (3.5.1.13)

dir.
Ispat. Her z € B icin,

t
Ty :/ S (1) zdr, (3.5.1.14)
0

olsun. Bu durumda, A > 0 i¢in, h — 0 iken,

—S(h)zy+x fOtS(T)$dT—fJS(T—|—h)$dT

h h
LS (r)wdr — [ (1) wdr

b ;
= ; —z—St)z (3.5.1.15)

olur. Bundan dolay1, z; € D ve Az; = x — S (t)x dir. Bu (3.5.1.13) u saglar.

Diger taraftan, ¢t > 0 icin, t — 0 iken,
1 t
% = ;/ S(r)zdr — x (3.5.1.16)
0
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olur. Boylece, B deki D nin yogunlugu ispatlanir.

Verilen lemmalar, bir B banach uzayindaki S (¢) daralmalarinin, lineer yarigru-
plarinin, sonsuz kiigiik bir iiretecinin yogun tanimli bir operatér oldugunu gos-
terir. Bir sonraki boliimde, daralmalarin bir lineer yarigrubunun, bir sonsuz

kiiciik tiretecinin, ne tiir yogun tanimh operator oldugunu gosterecegiz.
3.5.2. Hille-Yosida Teoremi

Hille-Yosida Teoremi, bir Banach uzayinda daralma doniistimlerinin bir yarilineer
grubunun, sonsuz kiiciik bir {iretecinin, yogun tanimh bir operatér olmasi ic¢in

yeterli ve gerekli kosullar1 gostermektedir.

Teorem 3.5.2.1 A, bir Banach uzayinda tamimh lineer bir operator olsun,
A:D(A)Cc B— B

dir. Bu durumda, A nin daralmalarin yarigruplarinin bir sonsuz kiigiik iiretecinin
olmasi icin yeterli ve gerekli kosullar:

(i) A, B de yogun bir operatordiir.

(ii) Her A > 0 igin, AI + A bire-bir ve ortendir ve

_ 1

[+ )7 <+

dur.

Ispat. Oncelikle gerekliligi ispatlayalim. A, S () daralmalarin (doniistimlerinin)
bir yarilineer grubunun sonsuz kiiciik bir iireteci olsun. Bu durumda lemma
(3.5.1.2) ve (3.5.1.3) ten, A yogun taniml bir operatordiir. Herhangi bir A > 0
i¢in, ayrica {e_)‘tS t); t > O} , daralmalarin bir lineer yarigrubudur, aciktir ki
ayni D bolgesinde A+ A sonsuz kiigiik bir iiretece sahiptir. (3.5.1.3) ve (3.5.1.13)

il bu yarigruba uygularsak, her z € D ve y € B, ve t > 0 igin

r—eMS () = /Ot e S (1) (M + A) xdr, (3.5.2.1)

y—e MS(t)y = (M + A) /Ot eS8 (1) ydr (3.5.2.2)

elde ederiz.
|e7S @)y < eyl
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oldugundan ve sonraki [0, +00) iizerinde integrallenebilir oldugundan,

/ e S (1) ydr
0

vardir ve

t

lim eS8 (1) ydr = / e S (1) ydr (3.5.2.3)
0

t——+o0 0

olur. (3.5.2.2) de t — 400 olsun.

t
/ e S (r)ydr € D
0

ve t — +oo iken, (3.5.2.2) nin sol tarafindaki terimin limiti oldugundan, A\ + A

kapali bir operator olur, yani
/OO e S (t)ydr € D
0
ve
y= A+ A) /00 e S (1) ydr (3.5.2.4)
0

olur ki, A\l + A nin D den B ye bir operator olmasimi belirtir. Diger yandan,
(3.5.2.1) de t — +o00 olsun,

T = / T g (1) (M + A) zdr (3.5.2.5)

elde ederiz, bu AT+ A nin D den B ye bire-bir operator oldugunu gosterir. Boylece
(3.5.2.4) ten

AT+ A4) "yl <

/ e S (1) ydr
0

oo o 1
< [ el =5l (35.2.6)
0

AT+ A)7H| < % (3.5.2.7)

dir. Boylece ispatin gerekliligi tamamlanir.
Simdi ispat i¢gin yeterliligi ii¢ kosulda verelim:
(i) A ya yaklagsan A, simrhi operatérlerinin bir dizisini olugturalim;

(i) A, ya karsilik gelen
S\ (t) = et
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daralmalarinin lineer yarigruplarini olusturalim;
(iii)
lim S, (t) = S (t)

A—0

limitin varhgm ispatlayalim ve S (¢) daralmalarin istenen lineer yarigrubudur.

Teorem 3.5.2.2 (Lax-Milgram). V bir Hilbert uzay1 ve a(.,.) siirekli bir V/
eliptik-bilineer form olsun. f € V verildiginde, bir tek v € V' vardir, 6yle ki her

v € V icin,
a(u,v) = (f,v)
dir (Kesavan, 2003).

Teorem 3.5.2.3. A lineer operatorii, diizgiin siirekli yarigrubun sonsuz kiigiik

iireteci ise ancak ve ancak sinirh lineer operatordiir (Komornik, 1994; Pazy, 1983).
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4. LOGARITMIK KAYNAK TERIMLi LAME SiSTEMi

Dordiincii boliim iic kisimdan olusmustur. Ilk kisimda gecikmeli terim iceren
logaritmik kaynak terimli Lamé denkleminin iyi konulmuslugu, ikinci kisimda

global varligi, iigiincii kisimda ise denklemin iistel azalmasi ¢aligilmistir.

;

Uy — At + f: fhy () ug (2,8 — 8)ds + pyug (x,8) = w|ulP*Injul’, ze€Q, t>0
u(x,t) =0, x € 02
w (x, —t) = fo(z,t), Q% (0,72)
u(x) =wug(x), ug (,0) = uy (2) z €

\ (4.1)

burada © bolgesi R? te, 00 diizgiin sinirina sahip siirh bir bolgedir. k, p, pozitif

sabitlerdir, (ug,us, fo) baslangig verileridir. Burada
Ao =pAu+ A+ p)V(dive),  u= (uy,ug,us)"
seklinde tanimlanir ve
>0, A+pu>0 (4.2)

sartlarin saglayan p ve A Lamé sabitleridir. Ayrica, u, : [71,72] — R siirh bir

fonksiyon ve 71 < 75 olacak sekilde iki pozitif sabittir.
4.1. Iyi Konulmusluk

Bu béliimde (4.1) probleminin ¢oziimiiniin varlik ve tekligini yarigrup metodunu
kullanarak ispatlayacagiz. Nicaise ve Pignotti’nin (2006) ¢alismasindan faydala-

narak

z(xz,p,t,8) = u (x,t — ps)

fonksiyonu tamimlayalim. Burada ¢ — ps = k alimirsa z = u; (x, k) olur. Zincir

kurali uygulanirsa

Oz _ Oui(z, k) _ Ok Ous(z,k)  Ouy (x, k)

T o ot ok ok (4.1.1)
ve
_ 0z Ouy(w, k)  OkOuy(w, k) Ouy(z,k)
Zo9p " o9p 0p ok 7 ok (412)
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bulunur. Goriildiigii iizere (4.1.1) denklemi s ile ¢arpilir ve (4.1.2) denklemi ile

taraf tarafa toplanirsa
sz (x,p,t,8) + 2, (z,p,t,5) =0

elde edilir. Bu doniigiimii kullanirsak (4.1) problemimiz

( Uy — Ao + f:f fiy (8) 2 (z,1,t, 8) ds + pyug (2,t) = wluf">In|ul®, Qx R*,
sz (x,p,t,s) + 2, (x,p,t,s) =0, Q2% (0,1) x (0,00) % (71, 72)
u=0, 00 x Rt
u(z,0) =ug(x), u(z,0)=u(x) Qx (0,1) x (11, 72)

) 2(z, p,0,5) = fo(x,—ps) Qx(0,1) x (11, 72)

(4.1.3)

formatina doniisiir.

v = u, alalim ve

d = (u,v,2)", (4.1.4)
®(0) = ®g = (uo,u1, fo (-, ps))", (4.1.5)
7(@) = (0.ufulmful*,0)" (4.1.6)

seklinde tanmimlayalim. Boylece (4.1.3) problemi

O, + Ad=J ()
o (0) = @y,

(4.1.7)

baglangi¢ deger problemi olarak yeniden yazilabilir. Burada A : D (A) — H

lineer operatorii

u —U
A=Al v | = | —Acu+pv+ [2py(s)z (,1,t, ) ds (4.1.8)
z %Zp (%Paﬂ S)

olarak tammlanir.
(4.1.3) probleminin (4.1.7) problemine déniistiiriilebildigini gosterelim: (4.1.4)

teki ifadenin ¢ degiskenine gore tiirevini alirsak

d, = (Uta Uyt Zt)T
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elde edilir. v = u; oldugundan v; = uy olur. (4.1.3) probleminden
wy = w|ulP I fu)® + Aeu — pyv — / toy (s) 2z (x,1,t,5)ds
T1

ve

1
2t = ——Z
s P

elde edilir. Boylece

v 0
wlul 2 Inful® + Acu — v — f:f fy (s) 2 (2, 1,8, 8)ds |+A® = | w|uf*In|ul® |,
_%Zp (x7p7t7 S) 0

olur. Simdi

) ={ws [ slo@l s <oof,

T1

tanimlayalim. @,
H =Hj () x L () x L? (2 x (0,1); L% (11,72)) ,

Hilbert uzaymnda tammbhdir. H deki her ® = (u,v,2)" ve o = (w,7,2)" icin ic

carpim
<<I>, 5> = / voudx + ,u/ VuVudz + (A + p) / div u div udx
H Q Q Q

T9 1
+// Sply (8)/ z(z,pt,s)Z(z,p, t, ) dpdsdz
QJ711 0

seklindedir. A nin tanim kiimesi

PeH:ue H*(Q), ve Hy (), z(.,1,.) € L*(Q)

D (A) =
2,2, € L* (2 x (0,1); L2 (11,72)), 2(.,0,.) =

dir.
Teorem 4.1.1 Kabul edelim ki

" >/ iy (s) ds

T1
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ve
2<p<4 (4.1.9)

olsun. Bu durumda herhangi bir & € H i¢in (4.1.7) probleminin ® € C ([0,7"); H)
uzaymda bir tek lokal zayif ¢oziimii vardir.

Ispat. Once A nin monoton oldugunu gosterelim: ® € D (A) icin

(AD, D), = —,u/QVu (x,t) Vo (z,t) dx—(/\—l—u)/gdivu(x,t) divo (z,t) dx

+/[ A+ o (o, t)+/TZMQ(s)z(m,t,s)ds}U(x,t)dx

T1

// Lo (s / (z,p,t,s) 2, (x,p,t,s)dpdsdx

= —M/Vqudx—()\—i—,u)/divudivvdx
Q Q

+/ —,uAu—()\—l—,u)V(divu)—l—Mlv
Q -|—fT2 s (8) 2 (z,1,t,5)ds

// Lo (s / (x,p,t,s) 2z, (x,p,t,s)dpdsdx
= —,u/Vqudx— ()\—i-,u)/divudivvdzz;
Q Q

+/ —pvAu — (A + p) vV (divu) +
Q u102+vf72/12 (s)z(z,1,t,s)ds

// Lo (s / (x,p,t,s) 2, (x,p,t,s)dpdsdx
T1

dir. Green 6zdesliginden

(AD, ), = —M/Qvuvvdx—(wru)/

div u div vdz + ,u/ VuVoudz
Q Q

+()\+,u)/divudiv'udx+u1/ v|? da
0

/ / sy (8) 2 (z,1,t,s) dsdx
// Ly (S / (x,p,t,8) 2, (x, p, t, 5) dpdsdx
T1
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olur. Son olarak gerekli sadelestirmeler yapilirsa

T2
(A0 =y [fofdet [0 [ (92105 dsda
Q Q T1

e [ 2
+- o (S — |z (2, p,t,8)|" dpdsdx
5] ) [ e
1 7

" / of dz — / / iy (5) [o]? dsd

Q QJr

1 7
! / / iy (5) |2 (2,1, ¢, )| dsda

2 QJ7r

1 2
5 [ )@ dsds
2 QJ7r
1 2 2
—5// s (8) |2 (x,0,t, s)|” dsdx (4.1.10)
QJ7m

v

elde edilir. Burada Young egitsizligini kullanarak (4.1.10) denklemi
1 m
(A0.2) = gy [fofdo =g [ [ o) o dsds
Q 2 QJT

1 T2
.- / / 113 () [o]? dsd
2 QJr
T2
= (- [ ) [prazo
T1 Q

olur. Boylece A bir monoton operatordiir.

Simdi I + A nin 6rten oldugunu gosterelim:
F=(fgh"eH
icin, oyle bir V = (u,v,2)" € D (A) vardir ki (I +.A)V = F dir. Bu da

u—v=Ff
U—Aeu+u1v+f:12 poy (s) 2z (z,1,t,5)ds = g (4.1.11)
sz (z,p,t,s)+ 2, (x,p, t, ) = sh

seklindedir. z (0) = u; = v ve v = u— f almirsa, (4.1.11) in ti¢iincii denkleminden
p
z(z,t,p,s) = (u—f)e ™+ se_ps/ h(z,o0)e’*do (4.1.12)
0
yazilir. (4.1.11) in ikinci denklemi

Ku—Axu=G,
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olur, burada

T2
K = 1+p,1+/ sy (s) e *ds >0

T1

G = g+<1+u1+/T2esu2(s)ds)f

T1

_/72 se™% 1y () /lh(x,g) e do (4.1.13)

T1 0

dir. Simdi, Hy () uzaymda bilineer ve lineer formlarim
B(u,w) = K/ uwdzr + ,u/ VuVwdzr + (X + p) / div u div wdx,
Q Q Q

L(w) = /Q Guda

seklinde tamimlayalim. B nin siirekli ve zorlayict ve L nin de H} () uzayinda

stirekli oldugunu gostermek kolaydir. Bu durumda Lax-Milgram teoremi
B (u,w) = L (w), Yw € Hy () (4.1.14)

esitliginin v € H} () uzaymda tek bir ¢bziime sahip oldugunu belirtir. Boylece
v=u—f € H}(Q) dir.
Sonug olarak (4.1.12) den

2,2, € L* (2% (0,1) X (11,72)) wve 2(.,0,.)=v

olur.

Boylece, V € ‘H dir. (4.1.14) ten her w € H} (Q) igin,

K/uwdx+u/ VuVwdr + ()\—i—,u)/divudivwdx = / Gwdx
Q Q Q Q

sonucuna variriz.
Eliptik diizgiinliik teorisi, u € H? () oldugunu belirtir. Ayrica, Green formiiliin-

den

K/uwdx—/wAeu—/Gw:O, Yw € Hy (Q)
Q Q Q

elde ederiz ve (4.1.13) i kullanarak

/[(1+u1)v—Aeu+/ o ()2 (.,1,8)ds —glw=0, Ywe Hy(Q)
0

T1
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elde ederiz. Buradan

(1—l—ul)v—Aeu+/72u2(s)z(.,1,s)ds:gELQ(Q)

T1

esitligi elde edilir. Bu sebeple
V =(u,v,2)" € D(A)

oldugu goriiliir. Sonug olarak, I + A ortendir dolayisiyla A maksimaldir.

Son olarak, J : H — H lokal Lipschitz oldugunu gosterelim. Bunun i¢in
F(s) =I5 stmlsl, 5| £0 ve f(s)=0, |s|=0
segelim. Buradan ¢arpimin tiirevini alirsak

_ 41
Fs) = k=Dl s + s
= k= D)lsP1ns| + 5]
= K[+ (p— D) s] |5

elde edilir, burada |s| #0 ve f'(s) =0, |s| =0 dir. Boylece,

2 2
H — H(o P wln ful* — |a|p—2a1n|a|k,o)H
H H

oo 3)

2
= wm = > am |
L

1f () = f (@I

olur. ¢ = 0u + (1 — ) u olmak iizere ortalama deger teoreminden

oldugunu biliyoruz. Ortalama deger teoreminin sonucu olarak, 0 < 6 < 1 ar-

aliginda bazi 6 degerleri icin,

|f ()= f@] = [f (Ou+(1-0)u)(u—1)
= k|[L+(—-1Dn|fu+ (1-0)al]|fu+ (1 —0)a"> (u—u)|
< kQ+(p-1n0u+1—-0)u|]]fu+(1—0)u">|u—1
= k(p—1)|n|0u+ (1—0)7|||0u+ (1—60)uf"*|u—17

+k|Ou+ (1 —0) TP |u — 1
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elde ederiz. Son egitsizlikten ortaya ¢ikan
In [Qu + (1 —0) | |fu+ (1 —0)u >

logaritmik terim ic¢in Ve > 0 igin

1
T
|$| =400 |S|
oldugundan,
1
Hf' <1, V|s|>B
s

olacak gekilde bir B > 0 vardir. Bu sebeple, |fu + (1 — 0) u| > B oldugunda

In|fu+ (1—6)ul <|fu+ (1—60)ul

ve

In|Qu+ (1 —0)a||fu+ (1—0)uf" > < |fu+ (1 —0)aP >
olur. p > 2 oldugundan, bazt A > 0 ve |fu+ (1 —6)u| < B igin

In[fu+ (1 —0)a||fu+ (1 -0)uP>< A

olur. Boylece,

In|0u+ (1—0)a||fu+ (1 —0)uf" > < A+ |[fu+ (1 —0) ]’ >
esitsizligini elde ederiz. Bu durumda asagidaki kestirim

[f(w) = f@] < k(p—1)0u+1=0)ual"""|u—1ql
+k|Ou+ (1= 0) TP |u — 1

+kA(p—1)|u—1ul

IN

+kA(p—1)|u— 1l

k(p—1) (lul + [@)"™>" |u —al + k (Jul + )" [u @l

(4.1.15)

yazilabilir. u,w € H} (Q) oldugundan dolay1, Holder esitsizligini, (4.1.9) ve

H} (Q)— L"(Q), 1<r<3,
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Sobolev gomiilmesini kullanarak,

tAﬂmvumer—ade

= [ Qul+ @0 - da
Q
1

p—2 1
< C(/(|u!+|ﬂ|)2(”_1)dm)p </ ]u—ﬂ|2(p_1)dx)p
Q Q

p=2
1 1 —1 ~
< C [l g + 5% D) e = @320
p—2
1 -1 ~2
< C|lullire) + N | e = @l

ifadesini elde ederiz. Benzer sekilde
[ el + a2 2] o
Q

= u| + |u B u—ul”dz
~\2(p—2+¢) 212 g
Q
1

2(p—2+e)(p—1) E)(P 1) g ? p—1
< (/<ww+wo g ) (/Wu plcm)
p—2
< ([ ul+ mypoves
Q

p—
o) o o
yazilabilir. 2 < p < 4 oldugundan, yeterince kiigiik ¢ > 0 icin

2t (p—1) <6
p—2 =

pr=2(p—-1)+
olur. Buradan

/uw+mwwﬁﬂw—aﬁm
Q

—2

]

~1p* p—1 ~12
< c| S [ A L [
p=2
* —~ * p—1 ~12
= C[ i) pNJ 1 = lly )

elde ederiz. Boylece son ii¢ kestirimden

~ 2
2 ~

|7@-a(3)|| < Fo-1"4 u-ilhe

p—2

p—1
+0 | (Jlul 2 + W)
p—2

* ~n1n* —1 ~112
(Il + 1) | o = Ty
~ ~12
< (Il gy  Nll g ey ) e = @3
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esitsizligini elde ederiz. Boylelikle, J nin lokal Lipschitz oldugu goriiliir. Teorem

3.5.2.3 den ispat tamamlanir.
4.2. Global Varlik

Bu kisimda (4.1) probleminin ¢oziimlerinin global varhigini gosterecegiz.

t > 0 igin enerji fonksiyonelimiz

1 2 1 2 1 . 2 k
E@) = gVl + 3 llull + 5 At p) [divals + 5 flull,

+%K;A{Zfscg+ux$>fmmmm

1
—];/ |uf” In |ul* da (4.2.1)
Q

seklindedir ve burada &

M1>/ fio(s)ds

T1

kosulu altinda

> [ a(s)ds+ 5 - ) (12.2)

sartin1 saglayan pozitif bir sabittir.
Asagida verilen lemma enerji fonksiyonelinin artmadigini gosterir:

Lemma 4.2.1. (4.2.2) sartimu sagladigimi varsayahm. Cy > 0 igin, F (t) art-

mayan bir fonksiyondur. Yani
E (t) < —Co/ (|ut\2 + |2 (, 1, s,t)) dz <0 (4.2.3)
Q

dir.
Ispat. (4.1.3) probleminin ilk denklemini u, ile garpip 2 bolgesi iizerinde, ikinci
denklemini (§ + po(s)) z ile garpip (71, 72) X (0, 1) X 2 bolgesi iizerinde integralini

alalim:
T2
/ututtdx—/utAeud:U+// Upty () 2 (x, 1, ¢, 5) dsdx—l—/ut,ulutdx
\Q 4 Q 4 \Q 71 P \Q 2
A A As Ay

— /utu|u]p2ln]u|kdx (4.2.4)

Q
As
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ve

1 T9
(€ + py(s)) 2 /Q// szt(x,p,t,s)lqtfp(a:,p,t,sz dsdpdx | =0 (4.2.5)
0 T1 ~~ ~~
B1 B

olur. Kolaylik olsun diye (4.2.4) ve (4.2.5) esitliklerinin terimlerini ayr1 ayr
hesaplayalim.

Aj terimi igin

1d
/ututtcm = (ut)zdx
Q

2dt Jg
1d 9
= oq el -
Ay terimi igin Green 6zdegligi uygulamir. w (z,t) = %u (x,t) = 0 smur kogullar
g6z oniinde bulundurulursa
- / wAoudr = — / upAudr — / up (A + p) V (divu) de
Q Q Q

= —,u/ uAudr — ()\—l—u)/utv (div u) dz
0 Q

= ,u/ VuVudx + (A + p) / div u div u,dz
Q Q

1d 2 1d . 2
= =2 (Vde+ 0+ ) =S [ (diva)?d
Wy Q( w)” dz + ( M)Zdt/ﬂ( ivu)® dz

1d 1d ..
= s VUl + O+ ) 5 v ul

As terimi

T2
/ / Uty () 2 (2,1, t, s) dsdx
QJr
dir. A4 terimi igin
2 2
[ s = [ (@) e = o ]
Q Q
As terimi igin
/ ww |ulP? In |u|” do = / wg |ul’ I Jul® da
Q Q
ifadesi icin

u
(WPInu) = puP ‘u,Inu+uP—
u

= puuP tlnu+ uP
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oldugundan, u?~lu, ifadesini esitligin soluna alip 2 bolgesinde integral alirsak

/(uplnu)'dx—/uplutdx:/putupl In udx
Q Q Q

elde edilir. Simdi esitligin her iki tarafin1 p ye bolersek,

1 1
—/ (uplnu)'dx——/up_lutdx = /utup_llnudx
D Ja D Ja Q

1d u? In udx — uPdx

1
-— —i /utu”_lln udx
pdt Jq p*dt Jg Q

olur. Simdi her iki tarafi £ ile carpip gerekli diizenlemeler yapilirsa

d1 d /{:
k/utup_lln]u\da: = /upln|u| dr — — updx
Q

dt dt
d1

= Pl _ p
G il do = 2 ||

elde edilir.

By terimi i¢in

//1 /T2S(£+/“‘2(5))Zzt (z,p,t,s)dsdpdx
N th/// s (& + pa(s5)) 22dsdpda

olur. By terimi icin

1 pro
/(‘2/0‘ /;1 <£+’u2(8))zzﬂ(xvpatys)depd;L‘

olur. Boylece

d
{ plIVulls + ||ut||2 (A+/~b) ||d1VUI|2+—|IUI|p

// / s (&4 py(s)) 2 dsdpdx——/ ulP In |ul* dx}
— sl - | / / (€ + 1a(5)) 72 (2, 1, ) dsdpda
/ut/ ty (s) 2z (x,1,t,s) dsdx (4.2.6)
bulunur. Buradan

1 1 1 . k
E(t) = gu IVl + 3 luelly + 5 (3 + p2) lldiv a3 + o lully

2

1 1 T2 1
+= / / / 5 (€ + py(s)) Z2dsdpdx — —/ ul? In |u|” da
2 QJ0 T1 P Ja
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oldugu goriiliir. Simdi (4.2.6) denkleminin sag tarafindaki son iki terim igin ke-

stirim elde edelim:

T € e 25 ) s
_ __/// (€ + 11y(9)) |2 (x, p, 1, 8) [ dsdpda
— 5(/ po(s)ds + & (T 2—71)/|z (x,0,t, )| dsdx

——// (€ + 1o(s)) |2 (@, 1,1, 5)|? dsde
T1

2 (0) = u; oldugundan esitlikte yerine yazilirsa,

_ 1(/%( st €7z =) ) [ fuf dsds

——// (€ + mo(s)) |2 (@, 1,1, 5)|? dsde
T1

ve ikinci terim icin Young esgitsizligi uygulanirsa

/ut/ ps () 2z (x,1,t,s) dsdx
T2
< 3t / ol ot [ a(o)ds [ 1,000 o)
T1 T1 Q

elde edilir. Boylece

di—t(t) < (,ul /TQ/,LQ( )ds—g(rg—ﬁ )/ |uy| d:
//72 x,l,ts\ dsdx
olur. (4.2.2) baglntlsmdantlbam Co > 0 icin
E(t) < —CO/Q (w + / |2 (z, 1,s,t)|2ds) dr <0

oldugu goriiliir.

Simdi (4.1.3) denkleminin ¢6ziimiiniin diizgiin sinirli ve global oldugunu gostere-

lim. Bu amagla, agagidaki fonksiyonelleri tanimlayalim:
1) = Va3 + Jdival} - | uInful*da,
Q

(Aﬂb)

o
J(t) = SIVulz+

%/Q/Ol/ 5 (€ + pyls)) Pdsdpda

1
—-/ ul? In ul* da. (4.2.7)
P Ja

k
2
Idivull; + 75 lull;
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Buradan
1 2
B ()= (1) + 5l
dir.

Lemma 4.2.2. (ug,u;) € Hy () x L? (Q2) baslangig verilerinin

p—2+~
%Emd 2
pp — 2

2pE (0)
"p(A+p) -2

I(0) > 0ve Brax | kCpiy ( <1, (4.2.8)

kogullarini sagladigin varsayalim. O zaman herhangi ¢ € [0, 7] igin I (¢) > 0 olur.
Ispat. I(0) > 0 oldugundan, siireklilikten, her ¢ € [0,T*] i¢in I () > 0 olacak
sekilde 7" < T oldugunun sonucunu ¢ikariyoruz. Bu, her ¢ € [0, 7] igin,

up PA+p)—2 .
i) - ||v 12+ Lndw

k
2 P
Mb+ﬁﬂwp

2p
2 1
s (& + po(s dsdpdx%—;[(t),
p(A+ p) :
O Tndwuni
saglanir. Boylece
. 2 2p
<
Jdivul} < s ()
2p
<
T op(Atp) -2 ©)
2p
<
T op(Atp) -2 ©
ve
2 2p
< t
IVuly < ()
2p
< E(t
T opp—2 )
2p
< E(0 4.2.9
LB (0) (4:2.9)

dir. Ote yandan, In |u| < |u|” esitsizligini kullanarak
/ uP In |u| dz < / lu["™ dx (4.2.10)
Q Q
ifadesini elde ederiz. Burada v, 0 < v < 2 araliginda olur 6yle ki
p+y<4+v<6
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dir. Boylece H} () — LP*7 (Q) gomiilmesinden,

[wmlulds < Gy |Vulg”
Q

2 -2
= Cpir [Vl [IVull3>"

9 9 p7§+w
= Cpiy Hquz (HVUH2)

p=2+7y

2pE (0) 2
Cror (Z2) 19ul

2pE (0) .

saglanir, burada C, ., gémiilme sabitidir. Sonug olarak (4.2.7) ve (4.2.8) den, her

IN

t € [0, 7] igin,
1(8) > [IVull2 + dival2 - 8 (I Vul + [|divul2) >0 (4.2.12)
saglanir. Boylece T, T' ye genigletilebilir.

Teorem 4.2.1. wug, u; baglangig verileri Lemma 4.2.2 nin kogullarini saglasin.
Bu durumda (4.1.3) probleminin ¢oziimii diizgiin sinirli ve globaldur.
fspat. ||Vul} 4 ||div ul|3 4 ||u||3 ifadesinin ¢ den bagimsiz olarak smirl oldugunu

gostermek yeterlidir. Acgikca
1
BO) > B(t) =g luli+ ()

> Dl g 2 7 e o) 2asapan + Lo
—||u — ||u - s s)) z°dsdpdx + —
_2t2p2p29071 o P D

1 1 .
z 5 el |5 + ’ (1= 5) (IVull; + [|divull3)
dir. Bu ytiizden

IVull; + [[div a3 + [lull; < CE(0)

olur, burada C' sadece k, p, C,11 ve v ya bagh pozitif bir sabittir.
4.3. Ustel Azalma

Bu kisimda problemimizin ¢oziimlerinin azalma sonucumuzu ispatlayacagiz.

Lemma 4.3.1.
1 T2
R = [ [ [ s €t ) s, dsdpda
QJo T1
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fonksiyonelinin tiirevi (4.1.3) denkleminin ¢oziimii boyunca, ¢1, ¢ > 0 igin,

1 T2
RO <aluli—c [ [ [7sEmo) s of s @431)
QJ0 T1

dir.
Ispat. (4.1.3) denkleminin ikinci denklemini kullanarak Fj () fonksiyonelinin

tiirevini alalim.

1 T2
) = _S/Q/O/ e (E+ pa(9)) |2|” dsdpdz

1 T2
+2/ / / se P (€ 4 py(8)) zzedsdpdx
QJO T1

(4.1.3) iin ikinci denkleminden

szt +2,=0

ve
Zt:—@
s
oldugundan
T2 1
i = = [T ([ e leran) as
QJ71 0

—2/9/01 /nT2 se P (€ + py(s)) z%dsdpdx
— —/9/7:2 (€ + 115(s)) (/01 se”?? |z|2dp> dsdx
1] " e o) g o dsdps

1 o2 _ 2
T2 sfye |z dp+e |z (2, 1,8, 1)
— = [ [y | 2 dsd
QJr — |2 (x,0,s,t)]

IA

1 T2
alluli=co [ [ [ st malo) @50 dsdpds.
QJ0 T1

2 (0) = u; oldugundan yerine yazilirsa

1 T9
Fl(t) = —s / / / e (€ + pa(s)) |22 dsdpdz

1 T2
+2/ / / se " (E 4 py(s)) zzedsdpdz
QJO T1
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Lemma 4.3.2.

F (t):NE(t)—l—e/Quutda:—i— gl/ﬂ|u]2da:

fonksiyonelinin tiirevi, (4.1.3) iin ¢oziimii boyunca
Fy(t) < —(NGo—e)|wly—e((n—5-0)Vul;
+(A+ p = B) [[divull3)

T2
NC’O — 5— // (x,1,s,t)dsdz, (4.3.2)
T1

dir, burada N, « ve ¢ porzitif sabitlerdir.
ispat.

Fy(t)= NFE'(t) + 8/ (wpuy 4+ wuy) de + 1y / uudr
Q Q

olur. (4.1.3) denkleminden uy; ifadesi bulunur ve u ile ¢arpilirsa

/ uuydr = / upAudr + / (A + p)uV (divu) de — py / uuy (x,t) dx
Q

Q

—u// po (8) 2 (2, 1,1, s)dsd:v—l-/uu\u]p_zln]mkdx
T1 Q

= —pllVull® = A+ ) dival® — pyuu

T2
—u / 1y (5) 2 (2. 1,8, ) ds + [uf’ In |ul*

T1

elde edilir ve denklemde yerine yazilirsa
Fy(t) = NE'(t)+ 8/9 || do — 5/9@ \Vu|? da
/ A+ ) [divu>de — e /Q oy uud
—5/ / uply (8) z (z,1,t, s) dsdx
T

+€/ |uf” In |ul® d:c—l—a/uluutdx
Q Q

olur. Gerekli sadelegmeler yapildiktan sonra ve (4.2.3) ten

Fy(t) < —NC’O/<|ut|2+/ |z(9:,1,s,t)|2d$) dx
Q T1
+5/ |ut|2d93—5/pJ|Vu|2das

—5/()\—1—,u) |div ul? da:—l—a/ lul? In |ul* da
—5/ / ps (s) z (x,1,t,s) dsdx (4.3.3)
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elde edilir. Herhangi bir § > 0 ve bazi ¢, > 0 igin, p, (s) nin smirhlik 6zelligi ile

Young esitsizliginden

—6/ / o (8) 2 (z,1,t,s) dsdx
§5||Vu||2~|—4—3/9/ 22 (x,1,s,t)dsdz (4.3.4)

dir. (4.2.10), (4.3.3) ve (4.3.4) iin birlestirilmesiyle sonug ispatlanir.

Teorem 4.3.1. (4.2.8) in saglandigim farzedelim. Bu durumda c3 ve ¢4 pozitif

sabitler olmak tizere
E(t) < cze™

dir.
ispat .

Fy (t) = Fi(t) + F2 (1)
olsun. Yeterince kiigiik ¢ icin

F3(t) ~ E(t) (4.3.5)
denkligi saglanir. (4.3.1) ve (4.3.2) yi yani

1 T9
RO <aluli-c [ [ [ m) o0 dsdpds
QJ0 T1

ve
Fy(t) < —(NCo—e)|ul?

—& [(n—B=0) IVull; + (A + 1 — B) ||divull3 ]

NCO—g— // (x,1,s,t) dsdx
T1

Fi(t) < —(NCy—e—c1)lluells
—c [m — B =) IVulls + (A + p — B) ||div ulf; ]
NC’o—g— // (x,1,s,t)dsdx

—CQ/Q/O / s (€4 1p(9)) |2 (x, py 5, 1) 2 dsdpda (4.3.6)

kullanarak
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elde edilir. 8 < 1 oldugundan, a = p — 3 — 0 > 0 olacak sekilde d yi yeterince
kiiciik segeriz.

Simdi, baz1 w > 0 i¢in, H} () — L? () gomiilmesinden

IN

C{[Vully

C (IIvully) * 1Vul,

p
lull,

IN

C(E(0)= ||Vul?

IN

IN

2
w [[Vull;

veya

caw™
2

EQ 2
Jull, > ~<2 vl

olur. Bu nedenle (4.3.6)

F) < =(NCo—e—cp)ull
« o
—e (5 I9ull3 + (O + = B) ldiv el
caw™!

_ p_ . "
5 [l (NCO 646>/ﬂ/71 2% (x,1,s,t)dsdx
1 T2
cer [ [ ] st i) |2 g st dsdpds (43.7)
QJO T1

olur. ¢ sabit oldugunda, N yi yeterince biiyiik seceriz, dyle ki;

NCy—e—¢ >OveNCg—5%>O
dir. Boylece (4.3.7) baza C' > 0 igin

2 2 . 2
F3(t) < =C [HutHQ + [[Vully + [[divully + fJull;

; /Q / 1 s 6+l s
< —CE((;) N

olur. (4.3.5) denkligi kullanilarak ve (0,¢) ye integral alirsak sonucumuz ispat-

lanir.
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5. SONUC VE ONERILER
Bu tezde gecikmeli terim iceren logaritmik kaynak terimli

U — Agu + /72 L (8) g (z,t — 5) ds + pyug (2, 1) = w|ul’ In |ul*
denkleminin iyi konulmuslugu, global varlig1 ve {istel azalmasi ile ilgili sonuglar
elde edildi. Farkli kosullar altinda yeni sonuclar elde edilebilir. Ayrica problemin

iistel biiyiimesi, patlamasi, atraktorii gibi matematiksel davraniglar1 da calisila-

bilir.
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