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ÖZET 

 

YARIGRUP TEORİSİ İLE EVOLÜSYON DENKLEMLERİN 
ÇÖZÜMLERİ 

 
Sancar, Erkan 

Yüksek Lisans, Matematik Bölümü 
Danışman: Prof. Dr. Erhan Pişkin 

Temmuz 2022, 50 sayfa 
 

Bu tezin ilk bölümünde Lamé denkleminin, gecikmeli denklemlerin ve logaritmik kaynak 
terim içeren denklemlerin fiziksel anlamları verilmiştir. Ayrıca gecikmeli diferansiyel 
denklemler ile ilgili tarihsel sürecinden bahsedilmiştir. Gecikmeli  diferansiyel denklemler il 
eilgili ortaya çıkan bazı modellemeler de verilmiştir. 

İkinci bölümünde, tezin amacı belirtilmiş ve gecikmeli terim içeren denklemlerin genel 
olarak kullanıldığı alanlar verilmiştir. Bu alanlar genel olarak optik, nükleer fizik, kuantum 
mekaniği ve joefizik gibi alanlarda ortaya çıkmıştır. Daha sonra gecikmeli terim içeren 
problemlerle ilgili temel çalışmalar verilmiştir. Burada ilk olarak Kafini’nin 2021’de çalıştığı 
problem verilmiş, hemen ardından Taouaf ve arkadaşlarının 2018 yılındaki çalışması 
verilmiştir.  

Üçüncü bölüm, beş kısımdan oluşmaktadır. İlk olarak birinci kısımda Lebesgue uzayının 
tanımına yer verilmiştir. İkinci kısımda Sobolev uzayının tanımı ve Sobolev Gömülme 
teoremi verilmiştir. Üçüncü kısımda tez boyunca gerekli olan Young, Hölder, Sobolev ve 
Sobolev-Poincare eşitsizliklerine yer verilmiştir. Dördüncü kısımda Fourier Serisi ve 
Parseval Özdeşliği ifade edilmiştir. Beşinci kısımda ise Yarıgrup Metodu ile ilgili 
tanımlamalar, lemmalar ve teoremler yer almaktadır. 
 
Dördüncü bölüm tezin esas kısmı olup Logaritmik Kaynak Terimli Lamé Sistemi ile ilgili üç 
alt bölümden oluşmuştur. İlk bölümde gecikmeli terim içeren logaritmik kaynak terimli 
denklemimizin iyi konulmuşluğu çalışılmıştır. Burada öncelikle bir dönüşüm yardımıyla 
gecikmeli denklem düzenlenerek elde problemin varlık ve tekliği yarıgrup yöntemiyle ispat 
edilmiştir. İkinci bölümde potansiyel derinlik metodu ile global varlığı gösterilmiştir. Bu 
bölümde ise global varlığın ispatı potansiyel derinlik metodu yardımıyla bulunmuştur. 
Üçüncü bölümde denklemin üstel azalması çalışılmıştır. Bu bölümde çalışılan üstel azalma 
tez içerisinde verilen teorem ve lemmalarla ispatlanmıştır.   

Beşinci bölümde ise tezin sonuç ve öneriler kısmına yer verilmiştir. 

Anahtar Kelimeler: Dağılımlı gecikmeli terim, Lamé denklemi, Logaritmik kaynak terim,  
Üstel azalma, Yarıgrup metodu.           
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SOLUTIONS OF EVOLUTION EQUATIONS WITH THE SEMIGROUP 
THEORY 
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Master of Science in Department of Mathematic 
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In the first part of this thesis, the physical meanings of Lamé equation, delayed equations and 
equations containing logarithmic source terms are given. In addition, the historical process of 
delayed differential equations is mentioned. Some emerging models of delayed differential 
equations are also given. 
 
In the second part, the purpose of the thesis is stated and the areas where the equations with 
delayed terms are used in general are given. These fields have emerged in fields such as 
optics, nuclear physics, quantum mechanics, and geophysics in general. Then, basic studies 
on problems with delayed terms are given. Here, firstly, the problem that Kafini worked on 
in 2021 is given, and then Taouaf et al.'s work in 2018 is given. 
 
The third part consists of five parts. Firstly, the definition of Lebesgue space is given in the 
first part. In the second part, the definition of Sobolev space and the Sobolev Embedding 
theorem are given. In the third part, the Young, Hölder, Sobolev and Sobolev-Poincare 
inequalities required throughout the thesis are included. In the fourth part, Fourier Series and 
Parseval Identity are expressed. In the fifth part, there are definitions, lemmas and theorems 
related to the Semigroup Method. 
 
The fourth chapter is the main part of the thesis and consists of three subsections related to 
the Logarithmic Source Term Lamé System. In the first part, the goodness of our equation 
with logarithmic source term, which includes a delayed term, is studied. Here, first of all, the 
existence and uniqueness of the problem is proved by semigroup method by arranging the 
delayed equation with the help of a transformation. In the second part, its global presence is 
shown with the potential depth method. In this section, the proof of global existence is found 
with the help of potential depth method. In the third chapter, the exponential reduction of the 
equation is studied. The exponential decrease studied in this chapter has been proved by the 
theorems and lemmas given in the thesis. 
 
In the fifth chapter, the conclusion and suggestions of the thesis are given. 

Keywords: Distributed delay, Lamé system, Logarithmic source term, Exponential decay, 

Semigroup method. 

 



1. G·IR·IŞ

Bu tez çal¬̧smas¬nda logaritmik kaynak terim içeren gecikmeli Lamé denklemi ele

al¬nm¬̧st¬r. Gecikmeli denklemler ilk olarak 18. yüzy¬lda Bernoulli kardeşler ve

Euler taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Sistematik olarak ise, 1940 da A. Myshkis ve R.

Bellman taraf¬ndan çal¬̧s¬lmaya başlanm¬̧st¬r. 1960�dan beri, konuyla ilgili birçok

araşt¬rma yay¬nland¬. Karars¬z gecikmeli sistemlerin aktif bir şekilde kontrolü

1990�lar¬n ortalar¬nda başlad¬ (Fridman, 2014).

Zaman gecikmeli sistemler sonradan etkili veya ölü zamanl¬ sistemler, sapma argü-

manl¬ denklemler veya diferansiyel fark denklemleri olarak da adland¬r¬l¬r. Adi

diferansiyel denklemlerin aksine, sonsuz boyutlu fonksiyonel diferansiyel denklem-

ler s¬n¬f¬na aittirler. Zaman gecikmesi genellikle birçok kontrol sisteminde (uçak,

kimyasal veya ileti̧sim a¼glar¬ gibi kontrol sistem süreçlerinde), hem kontrol giri̧si

hem de ölçüm durumlar¬nda görülür. Böylece, taş¬ma, ileti̧sim veya ölçüm gecik-

meleri olabilir. Kontrol sistemleri, öncelikle karar verme için gereken bilgileri elde

etmek, kontrol kararlar¬ oluşturmak ve bu kararlar¬ uygulamak için gereken süre

nedeniyle, genellikle gecikmelerin varl¬¼g¬nda çal¬̧s¬r. Geri bildirim döngülerine

dahil olan aktüatörler, sensörler ve saha a¼glar¬ genellikle gecikmelere neden olur.

Gecikmeler, ileti̧sim ve bilgi teknolojilerinin, a¼g ba¼glant¬l¬ kontrol sistemlerinin

kararl¬l¬¼g¬ veya yüksek h¬zl¬ ileti̧sim a¼glar¬ gibi zorlu alanlar¬nda s¬kça görülür

(Richard, 2003).

Aşa¼g¬daki olaylar¬n modellenmesi, gecikmeli diferansiyel denklemler olarak ortaya

ç¬kar.

- Örneklenmi̧s veri kontrolü ve a¼ga ba¼gl¬ kontrol sistemi

- ·Ileti̧sim a¼glar¬nda t¬kan¬kl¬k kontrolü

- Delme sistemi modeli

- Tünel diyotlu uzun hat ve lazer modeli

- Araç tra�¼gi ak¬̧slar¬

- Sinir a¼glar¬, nüfus dinamikleri ve salg¬n modeller (Fridman, 2014).

Logaritmik kaynak terimli denklemler ise nükleer �zikte, kuantum alan teorisinde,

1



kozmik en�asyon, süpersimetri alan teorisinde ortaya ç¬kmaktad¬r (Birula ve My-

cielski 1976).
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2. ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

Bu tezde amac¬m¬z, aşa¼g¬daki gecikmeli terim içeren logaritmik kaynak terimli

utt ��eu+

Z �2

�1

�2 (s) ut (x; t� s) ds+ �1ut (x; t) = u juj
p�2 ln jujk ;

Lamé denkleminin iyi konulmuşlu¼gunu, global varl¬¼g¬n¬ ve üstel azalmas¬n¬ çal¬̧s-

makt¬r. Lamé denkleminin en temel hali

utt ��eu = 0

d¬r. Burada

�eu = ��u+ (�+ �)r (div u) ;

� > 0; �+ � � 0: Bu denklem, izotropik elastikiyet için koruma yasas¬n¬ tan¬m-

layan klasik bir modeldir. Ayr¬ca kaynak terimi logaritmik olup, logaritmik kay-

nak terime sahip denklemler nükleer �zikte, kuantum alan teorisinde, kozmik

en�asyon, süpersimetri alan teorisinde ortaya ç¬kmaktad¬r (Birula ve Mycielski

1976).

Aşa¼g¬da literatürde olan ilgili çal¬̧smalar verilmi̧stir.

Messaoudi ve ark. (2016)

utt ��u �

Z �2

�1

�2 (s)�ut (x; t� s) ds� �1�ut (x; t) = 0;

güçlü sönüm terimli dalga denkleminin enerji azalmas¬n¬ çal¬̧sm¬̧slard¬r.

Beniani ve ark. (2016)

utt ��eu + �2g2 (ut (x; t� � (s))) + �1g1 (ut (x; t)) = 0;

denkleminin çözümlerinin enerjisinin azalmas¬n¬ incelediler.

Taouaf ve ark. (2018)

utt ��eu +

Z �2

�1

�2 (s) ut (x; t� s) ds+ �1ut (x; t) = 0;

3



da¼g¬l¬ml¬ gecikmeli terim içeren Lamé sisteminin iyi konulmuşlu¼gunu ve enerji

azalmas¬n¬ çal¬̧sm¬̧slard¬r.

Ka�ni ve Messaoudi (2020)

utt ��u+ �1ut (x; t) + �2ut (x; t� �) = juj
p�2
u ln jujk ;

logaritmik kaynak terimli gecikmeli dalga denklemini çal¬̧st¬lar. Denklemin global

varl¬¼g¬n¬ ve negatif başlang¬ç enerjisi için patlamas¬n¬ ispatlad¬lar.

Ka�ni ve Messaoudi (2020)

utt ��u+ �1ut (x; t) + �2ut (x; t� �) = juj
p�2
u;

polinomal kaynak terimli gecikmeli dalga denklemini çal¬̧st¬lar. Denklemin global

varl¬¼g¬n¬ ve pozitif başlang¬ç enerjisi için patlamas¬n¬ ispatlad¬lar.

Ka�ni (2021)

utt ��u +

Z �2

�1

�2 (s) ut (x; t� s) ds+ �1ut (x; t) = u juj
p�2 ln jujk ;

gecikmeli terim içeren lineer olmayan dalga denkleminin lokal varl¬¼g¬n¬ ve üstel

azalmas¬n¬ incelemi̧stir.
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3. ÖN B·ILG·ILER

Bu bölümde, sonraki bölümler için gerekli olan tan¬mlar, teoremler, eşitsizlik-

ler yer almaktad¬r (Adams ve Fournier, 2003; Brezis, 2011; Evans, 1998; Kesevan,

2003; Pi̧skin, 2017).

Lebesgue Uzay¬ (Lp (
))

Tan¬m 3.1.1. 
; Rn de ölçülebilir bir bölge olsun. u ölçülebilir bir fonksiyon ve

1 � p <1 olmak üzere ju (x)jp Lebesgue anlam¬nda integrallenebilir ise, yani
Z




ju (x)jp dx <1

ise u (x) fonksiyonlar¬ p: kuvvetten integrallenebilir fonksiyonlar s¬n¬f¬ olarak ad-

land¬r¬l¬r, ve bu s¬n¬f Lp (
) veya Lp ile gösterilir. Bu şart¬ sa¼glayan tüm u

fonksiyonlar¬n¬n uzay¬na Lp Lebesgue uzay¬ denir. Burada Lp uzay¬n¬n elemanlar¬
R


ju (x)jp dx <1 şart¬n¬ sa¼glayan ölçülebilir fonksiyonlar¬n denklik s¬n¬f¬d¬r.

Bu uzaydaki norm

kukLp(
) = kukp =

�Z




ju (x)jp dx

� 1
p

şeklinde tan¬mlan¬r. Lp (
) uzay¬ bu norm ile bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 3.1.2. 
, Rn uzay¬nda bir bölge, 1 � p � 1 olmak üzere 
 bölgesinde her

kompakt altkümesinde p: kuvveti integrallenebilir bütün ölçülebilir fonksiyonlar

uzay¬ Lploc (
) uzay¬d¬r.

Tan¬m 3.1.3. vol (
) =
R


dx <1 (
 bölgesi s¬n¬rl¬), 1 � p � q � 1 olsun. Bu

durumda u 2 Lq (
) ise u 2 Lp (
) d¬r ve

kukp � c kukq

5



d¬r. Burada c = (vol (
))(1=p)�(1=q) d¬r. Yani

Lq (
) ,! Lp (
)

gömülmesi geçerlidir.

Tan¬m 3.1.4. L2 (
) ;

(u; v) =
R


u (x) v (x)dx

iç çarp¬m¬na göre Hilbert uzayd¬r.

Tan¬m 3.1.5. �1 � a < b � 1 olsun. ku (:)kX 2 L
p (a; b) koşulunu sa¼glayan

(a; b) den X e tan¬mlanm¬̧s u fonksiyonlar uzay¬ Lp (a; b;X) uzay¬d¬r ve bu uzay

kukLp(a;b;X) =

8
><
>:

�R b
a
ku (t)kpX dt

�1=p
; 1 � p <1

ess sup
t2(a;b)

ku (t)kX ; p =1

normu ile Banach uzayd¬r.

Benzer şekilde a < c < d < b şart¬yla her bir c; d için u 2 Lp (c; d;X) ise, o zaman

u 2 Lp (a; b;X) yaz¬l¬r ve p = 1 için u lokal integrallenebilirdir denir.

Tan¬m 3.1.6. [0; T ] den X e tan¬mlanm¬̧s m. mertebeden türevleri sürekli olan

u fonksiyonlar uzay¬ Cm ([0; T ] ;X) uzay¬d¬r ve

kukCm([0;T ];X) = max
0�j�j�m

sup
t2[0;T ]

kD�u (t)kX

normu ile Banach uzayd¬r.

6



3.2. Sobolev Uzay¬ (Wm;p (
))

Tan¬m 3.2.1. u 2 L1loc (
) ve � çoklu-indisi verilsin. 8' 2 C
1
0 (
) için

R


'vdx = (�1)j�j

R


uD�'dx

ise v 2 L1loc (
) fonksiyonuna u nun �: zay¬f türevi denir ve v = D�u şeklinde

yaz¬l¬r.

Tan¬m 3.2.2. 
, Rn de bir bölge, m negatif olmayan herhangi bir tamsay¬ ve

1 � p � 1 olmak üzere,

Wm;p (
) = fu 2 Lp (
) : D�u 2 Lp (
) ; 0 � j�j � mg

şeklinde tan¬mlanan uzaya Sobolev uzay¬ denir ve bu uzay

kukWm;p(
) =

 
P

0�j�j�m

kD�ukpLp(
)

!1=p
; 1 � p <1;

kukWm;1(
) = max
0�j�j�m

kD�ukL1(
) ; p =1

normlar¬ ile Banach uzayd¬r. Wm;p (
) uzay¬ndaC10 (
) uzay¬n¬n kapan¬̧s¬W
m;p
0 (
)

d¬r. Burada

W
m;p
0 (
) ,! Wm;p (
) ,! Lp (
)

gömülmesi geçerlidir.

Tan¬m 3.2.3. p = 2 ise Wm;2 (
) = Hm (
), Wm;2
0 (
) = Hm

0 (
) d¬r. H
m (
)

uzay¬ndaki norm

kukHm(
) =

 
P

0�j�j�m

kD�uk2L2(
)

!1=2

şeklindedir.

7



Tan¬m 3.2.4. Hm (
) uzay¬

(u; v)Hm(
) =
P

0�j�j�m

(D�u;D�v)

iç çarp¬m¬ ile Hilbert uzayd¬r. Burada (u; v) =
R


u (x) v (x)dx şeklinde L2 (
)

deki iç çarp¬md¬r.

H1
0 (
) uzay¬nda iç çarp¬m

(u; v)H1
0 (
)

=
R


rurvdx

d¬r ve norm

kukH1
0 (
)

=
�R


(ru)2 dx

�1=2

şeklindedir.

Tan¬m 3.2.6. (Sobolev Gömülme Teoremi). 
, Rn de koni özeli¼gine sahip

aç¬k bölge, m � 1 ve j � 0 şeklindeki tamsay¬lar ve 1 � p < 1 olsun. Bu

durumda

(i) mp > n ise

W j+m;p (
) ,! C
j
B (
)

d¬r.

(ii) mp = n ise

W j+m;p (
) ,! W j;q (
) ; p � q <1

veya

Wm;p (
) ,! Lq (
) ; p � q <1

d¬r. Ayr¬ca p = 1 ise

W j+m;1 (
) ,! C
j
B (
)

d¬r.

8



(iii) mp < n ise

W j+m;p (
) ,! W j;q (
) ; p � q � p�

veya

Wm;p (
) ,! Lq (
) ; p � q � p�

d¬r.

Burada

p� =

8
<
:

np
n�mp

; n > mp

+1; n � mp

d¬r.

Wm;p yerine Wm;p
0 uzay¬ al¬n¬rsa, 
 bölgesinde herhangi bir k¬s¬tlama yap¬lmak-

s¬z¬n gömülmeler yine geçerli olur.

Teorem 3.2.7. Wm;p (
) ,! Lq (
) gömülmesi baz¬ p � q de¼gerleri için kompakt

ise, o zaman j
j <1 olur.

Teorem 3.2.8. Wm;p (
) ,! Lq (
) gömülmesi 1 � q < p özelli¼gini sa¼glayan baz¬

p ve q de¼gerleri için mevcut ise, o zaman j
j <1 olur.
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3.3. Eşitsizlikler

Lemma 3.3.1. (Young Eşitsizli¼gi). " > 0; a; b � 0 ve p > 1 için 1
p
+ 1

q
= 1

olsun. Bu durumda

jabj �
jajp

p
+
jbjq

q

ve

jabj � "ap + C (") bq

eşitsizlikleri geçerlidir. Burada C (") = ("p)�
q

p q�1 d¬r.

Lemma 3.3.2. (Hölder Eşitsizli¼gi). 1 < p < 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olsun. E¼ger

u 2 Lp (
) ; v 2 Lq (
) ise bu durumda uv 2 L (
) ve

kuvk1 � kukp kvkq

d¬r. p = 1 ise q =1 ve kvkq = ess sup



jvj al¬r¬z.

p = q = 2 iken bu eşitsizli¼ge Cauchy-Schwarz-Bunyakowski eşitsizli¼gi denir.

Lemma 3.3.3. (Green Özdeşli¼gi). u 2 C2 (
) \ C
�


�
olmak üzere

Z




v�udx =

Z

@


v
@u

@n
ds�

Z




rvrudx

d¬r. Burada n d¬̧sa do¼gru yönlendirilmi̧s birim vektör ve @u
@n
= n:ru d¬r.

Lemma 3.3.4. (Sobolev-Poincare Eşitsizli¼gi).
8
<
:
2 � q <1; n = 1; 2

2 � q � 2n
n�2
; n � 3

olsun. Bu durumda u 2 H1
0 (
) için

kukq � c kruk2

d¬r. Burada c = c (
; p) d¬r.
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3.4. Fourier Serisi

Tan¬m 3.4.1.

f (x) =
a0

2
+

1X

n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

serisine Fourier serisi veya Trigonometrik seri denir. Burada cosnx ve sinnx

fonksiyonlar¬ 2� periyotlu olduklar¬ndan verilen seri yak¬nsak ise f (x) fonksiyonu

da 2� periyotlu olur.

Tan¬m 3.4.2. (Parseval Özdeşli¼gi). a0; an ve bn Fourier serisinin katsay¬lar¬

ve f Dirichlet koşullar¬n¬ sa¼gl¬yorsa

f (x) =
a0

2
+

1X

n=1

�
an cos

n�x

L
+ bn sin

n�x

L

�

Fourier serisi yaz¬labilir. Bu serinin her iki taraf¬n¬ f (x) ile çarp¬p, (�L;L)

aral¬¼g¬nda integrallersek

LZ

�L

[f (x)]2 dx =

LZ

�L

f (x)
a0

2
dx+

1X

n=1

0
@an

LZ

�L

f (x) cos
n�x

L
dx

1
A

+
1X

n=1

0
@bn

LZ

�L

f (x) sin
n�x

L
dx

1
A

olur. Daha önce elde etti¼gimiz

8
>>>>>>><
>>>>>>>:

a0 =
1
L

LR
�L

f (x) dx;

an =
1
L

LR
�L

f (x) cos n�x
L
dx;

bn =
1
L

LR
�L

f (x) sin n�x
L
dx

Fourier katsay¬lar¬ göz önünde bulundurulursa

1

L

LZ

�L

f 2 (x) dx =
a20
2
+

1X

n=1

�
a2n + b

2
n

�

eşitli¼gi elde edilir. Bu eşitli¼ge Parseval özdeşli¼gi denir.
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3.5. Yar¬grup Metodu

Bu k¬s¬mda diferansiyel denklemlerin çözümlerinin varl¬¼g¬ ile ilgili önemli bir

metod olan yar¬grup metodu ile ilgili temel kavramlar¬ verece¼giz (Zhang, 2003).

Öncelikle aşa¼g¬daki ¬s¬ problemini ele alal¬m:
8
>>><
>>>:

ut � uxx = 0;

u (0; t) = u (�; t) = 0;

u (x; 0) = u0 (x) 2 L
2 (0; �)

(3.5.1)

bu problem de¼gi̧skenlere ay¬rma yöntemi ile çözülürse

u (x; t) =

1X

k=1

ake
�k2t sin kx (3.5.2)

Fourier serisi bulunur.

ak =
2

�

Z �

0

u0 (x) sin kxdx (3.5.3)

d¬r. u0 2 L2 oldu¼gundan, Parseval özdeşli¼ginden
1X

k=1

a2k =
2

�

Z �

0

u20 (x) dx (3.5.4)

olur. Ayr¬ca, t! 0 için

Z �

0

(u (x; t)� u0 (x))
2
dx =

Z �

0

�����

1X

k=1

ak

�
e�k

2t � 1
�
sin kx

�����

2

dx

�
�

2

1X

k=1

a2k

�
e�k

2t � 1
�2
! 0; (3.5.5)

d¬r. Böylece, S (t) dönüşümü alt¬nda u0 (x) in görüntüsü u (x; t) olur. Yani

u (x; t) = S (t) u0 (x) =
1X

k=1

ake
�k2t sin kx: (3.5.6)

yaz¬labilir. Şimdi (3.5.6) da verilen S (t) nin baz¬ özelliklerini ifade edelim:

(i) S (0) = I d¬r.

(ii) t1; t2 � 0 için

S (t1)S (t2) u0 (x) =

1X

k=1

�
ake

�k2t1
�
e�k

2t2 sin kx

=

1X

k=1

ake
�k2(t1+t2) sin kx

= S (t1 + t2) u0 (x)

12



oldu¼gundan

S (t1 + t2) = S (t1)S (t2) = S (t2)S (t1)

yaz¬labilir.

(iii) Parseval özdeşli¼ginden

ku (x; t)k2 =
�

2

1X

k=1

a2ke
�2k2t

� e�2t
�

2

1X

k=1

a2k

= e�2t ku0k
2

oldu¼gundan

kS (t)k2 � 1

d¬r.

(iv) u0 2 L2 (0; �) için S (t) u0 2 C ([0;1) ; L2 (0; �)) d¬r.

Genel olarak bu dört özelli¼gi sa¼glayan tek parametreli fS (t) ; t � 0g operatörü

dönüşümlerin yar¬grubu (semigroup) olarak adland¬r¬l¬r.

3.5.1. Sonsuz Küçük Üreteç

Kabul edelim ki fS (t) ; t � 0g ; B Banach uzay¬nda tan¬ml¬ daralmalar¬n (büzülmelerin)

bir lineer yar¬grubu olsun. B nin bir alt kümesini D ile gösterelim, öyle ki x 2 D

için S (t) x; t = 0 noktas¬nda sa¼gdan türevlenebilirdir. Yani

D =

�
x 2 B

���� limh!+0

S (h) x� x

h

�
(3.5.1.1)

mevcuttur. x 2 D için

�Ax = lim
h!+0

S (h) x� x

h
(3.5.1.2)

d¬r. A n¬n; D üzerinde tan¬ml¬ bir lineer operatör oldu¼gu aç¬kt¬r ve genellikle S (t)

nin sonsuz küçük üreteci olarak adland¬r¬l¬r. A ve S (t) aras¬nda çok yak¬n bir

ili̧ski oldu¼gunu görece¼giz. Tan¬mdan, S (t) biliniyorsa, bu durumda A y¬ (3.5.1.2)
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den elde edebiliriz. Di¼ger yandan, A verilmi̧sse, S (t) nin A taraf¬ndan üretildi¼gini

görece¼giz.

Lemma 3.5.1.1. x 2 D için, S (t) x 2 C1 ([0;+1) ; B) dir. Ayr¬ca, t > 0 için

x� S (t) x =

Z t

0

AS (�) xd� =

Z t

0

S (�)Axd� (3.5.1.3)

ve

d (S (t) x)

dt
+ A (S (t) x) = 0 (3.5.1.4)

d¬r.

·Ispat. x 2 D ve h > 0 için

S (t+ h) x� S (t) x

h
=
(S (h)� I)S (t) x

h
= S (t)

S (h)� I

h
x (3.5.1.5)

dir. h ! +0 iken, yukar¬da verilen üçüncü terimin limiti vard¬r, böylece ikinci

terimin de limiti olur, bundan dolay¬ S (t) x 2 D ve

�AS (t) x = �S (t)Ax (3.5.1.6)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Di¼ger yandan,

S (t) x� S (t� h) x

h
=
S (t� h) (S (h)� I) x

h
(3.5.1.7)

ve S (t) x 2 C ([0;+1) ; B) den h! 0 iken (3.5.1.7) nin limiti vard¬r ve �S (t)Ax

dir. Önceki verilerden S (t) x 2 C1 ([0;+1) ; B) olur ve

d

dt
(S (t) x) = �S (t)Ax = �AS (t) x (3.5.1.8)

sa¼glan¬r. Buradan t ye göre integral al¬rsak (3.5.1.3) ü elde ederiz. Böylece ispat

tamamlan¬r.

Not. (3.5.1.4) den x 2 D için u = S (t) x; aşa¼g¬da verilen, soyut birinci mertebe-

den evolüsyon denklemli başlang¬ç de¼ger probleminin klasik bir çözümüdür:
8
<
:

du
dt
+ Au = 0;

u (0) = x:
(3.5.1.9)

Lemma 3.5.1.2 A kapal¬ bir operatördür.
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·Ispat. Kapal¬ operatörün tan¬m¬ndan e¼ger B de, xn ! x ve Axn ! y iken,

xn 2 D ise, bu durumda x 2 D ve y = Ax dir.

h > 0 için (3.5.1.3) ten

xn � S (h) xn
h

=
1

h

Z h

0

AS (�) xnd� =
1

h

Z h

0

S (�)Axnd� (3.5.1.10)

olur. n! +1 olsun, h! 0 iken

1

h
(x� S (h) x) =

1

h

Z h

0

S (�) yd� ! y (3.5.1.11)

olur. Böylece, x 2 D ve Ax = y dir ve ispat tamamlan¬r.

x 2 D (A) = D için

kxkD(A) =
�
kxk2 + kAxk2

� 1
2 (3.5.1.12)

tan¬mlayal¬m. B de normu k¬saca k:k ile gösterelim. A kapal¬ bir operatör

oldu¼gundan, D (A) ; bir Banach uzay¬nda, (3.5.1.12) de tan¬ml¬ norm ile eşleşir

ve B de sürekli olarak gömülür.

Lemma 3.5.1.3 D; B de yo¼gun olsun. Ayr¬ca, herhangi x 2 B ve t > 0 için,
Z t

0

S (�) xd� 2 D

ve

x� S (t) x = A

Z t

0

S (�) xd� (3.5.1.13)

d¬r.

·Ispat. Her x 2 B için,

xt =

Z t

0

S (�) xd�; (3.5.1.14)

olsun. Bu durumda, h > 0 için, h! 0 iken,

�S (h) xt + xt
h

=

R t
0
S (�) xd� �

R t
0
S (� + h) xd�

h

=

R t
0
S (�) xd� �

R t+h
t

S (�) xd�

h
! x� S (t) x (3.5.1.15)

olur. Bundan dolay¬, xt 2 D ve Axt = x � S (t) x dir. Bu (3.5.1.13) u sa¼glar.

Di¼ger taraftan, t > 0 için, t! 0 iken,

xt

t
=
1

t

Z t

0

S (�) xd� ! x (3.5.1.16)
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olur. Böylece, B deki D nin yo¼gunlu¼gu ispatlan¬r.

Verilen lemmalar, bir B banach uzay¬ndaki S (t) daralmalar¬n¬n, lineer yar¬gru-

plar¬n¬n, sonsuz küçük bir üretecinin yo¼gun tan¬ml¬ bir operatör oldu¼gunu gös-

terir. Bir sonraki bölümde, daralmalar¬n bir lineer yar¬grubunun, bir sonsuz

küçük üretecinin, ne tür yo¼gun tan¬ml¬ operatör oldu¼gunu gösterece¼giz.

3.5.2. Hille-Yosida Teoremi

Hille-Yosida Teoremi, bir Banach uzay¬nda daralma dönüşümlerinin bir yar¬lineer

grubunun, sonsuz küçük bir üretecinin, yo¼gun tan¬ml¬ bir operatör olmas¬ için

yeterli ve gerekli koşullar¬ göstermektedir.

Teorem 3.5.2.1 A; bir Banach uzay¬nda tan¬ml¬ lineer bir operatör olsun,

A : D (A) � B 7�! B

d¬r. Bu durumda, A n¬n daralmalar¬n yar¬gruplar¬n¬n bir sonsuz küçük üretecinin

olmas¬ için yeterli ve gerekli koşullar:

(i) A; B de yo¼gun bir operatördür.

(ii) Her � > 0 için, �I + A bire-bir ve örtendir ve



(�I + A)�1


 � 1

�

d¬r.

·Ispat. Öncelikle gereklili¼gi ispatlayal¬m. A; S (t) daralmalar¬n (dönüşümlerinin)

bir yar¬lineer grubunun sonsuz küçük bir üreteci olsun. Bu durumda lemma

(3.5.1.2) ve (3.5.1.3) ten, A yo¼gun tan¬ml¬ bir operatördür. Herhangi bir � > 0

için, ayr¬ca
�
e��tS (t) ; t � 0

	
; daralmalar¬n bir lineer yar¬grubudur, aç¬kt¬r ki

ayn¬ D bölgesinde �I+A sonsuz küçük bir üretece sahiptir. (3.5.1.3) ve (3.5.1.13)

ü bu yar¬gruba uygularsak, her x 2 D ve y 2 B; ve t � 0 için

x� e��tS (t) x =

Z t

0

e���S (�) (�I + A) xd�; (3.5.2.1)

y � e��tS (t) y = (�I + A)

Z t

0

e���S (�) yd� (3.5.2.2)

elde ederiz.



e��tS (t) y


 � e��t kyk
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oldu¼gundan ve sonraki [0;+1) üzerinde integrallenebilir oldu¼gundan,
Z 1

0

e���S (�) yd�

vard¬r ve

lim
t!+1

Z t

0

e���S (�) yd� =

Z 1

0

e���S (�) yd� (3.5.2.3)

olur. (3.5.2.2) de t! +1 olsun.
Z t

0

e���S (�) yd� 2 D

ve t! +1 iken, (3.5.2.2) nin sol taraf¬ndaki terimin limiti oldu¼gundan, �I + A

kapal¬ bir operatör olur, yani
Z 1

0

e���S (�) yd� 2 D

ve

y = (�I + A)

Z 1

0

e���S (�) yd� (3.5.2.4)

olur ki, �I + A n¬n D den B ye bir operatör olmas¬n¬ belirtir. Di¼ger yandan,

(3.5.2.1) de t! +1 olsun,

x =

Z 1

0

e���S (�) (�I + A) xd� (3.5.2.5)

elde ederiz, bu �I+A n¬nD den B ye bire-bir operatör oldu¼gunu gösterir. Böylece

(3.5.2.4) ten



(�I + A)�1 y


 �






Z 1

0

e���S (�) yd�







�

Z 1

0

e���d� kyk =
1

�
kyk (3.5.2.6)



(�I + A)�1


 � 1

�
(3.5.2.7)

d¬r. Böylece ispat¬n gereklili¼gi tamamlan¬r.

Şimdi ispat için yeterlili¼gi üç koşulda verelim:

(i) A ya yaklaşan A� s¬n¬rl¬ operatörlerinin bir dizisini oluştural¬m;

(ii) A� ya kaŗs¬l¬k gelen

S� (t) = e
�tA�
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daralmalar¬n¬n lineer yar¬gruplar¬n¬ oluştural¬m;

(iii)

lim
�!0

S� (t) = S (t)

limitin varl¬¼g¬n¬ ispatlayal¬m ve S (t) daralmalar¬n istenen lineer yar¬grubudur.

Teorem 3.5.2.2 (Lax-Milgram). V bir Hilbert uzay¬ ve a (:; :) sürekli bir V

eliptik-bilineer form olsun. f 2 V verildi¼ginde, bir tek u 2 V vard¬r, öyle ki her

v 2 V için,

a (u; v) = (f; v)

d¬r (Kesavan, 2003).

Teorem 3.5.2.3. A lineer operatörü, düzgün sürekli yar¬grubun sonsuz küçük

üreteci ise ancak ve ancak s¬n¬rl¬ lineer operatördür (Komornik, 1994; Pazy, 1983).
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4. LOGAR·ITM·IK KAYNAK TER·IML·I LAMÉ S·ISTEM·I

Dördüncü bölüm üç k¬s¬mdan oluşmuştur. ·Ilk k¬s¬mda gecikmeli terim içeren

logaritmik kaynak terimli Lamé denkleminin iyi konulmuşlu¼gu, ikinci k¬s¬mda

global varl¬¼g¬, üçüncü k¬s¬mda ise denklemin üstel azalmas¬ çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.
8
>>>>>><
>>>>>>:

utt ��eu+
R �2
�1
�2 (s) ut (x; t� s) ds+ �1ut (x; t) = u juj

p�2 ln jujk ; x 2 
; t > 0

u (x; t) = 0; x 2 @


ut (x;�t) = f0 (x; t) ; 
� (0; � 2)

u (x) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) x 2 


(4.1)

burada 
 bölgesi R3 te, @
 düzgün s¬n¬r¬na sahip s¬n¬rl¬ bir bölgedir. k; �1 pozitif

sabitlerdir, (u0; u1; f0) başlang¬ç verileridir. Burada

�eu = ��u+ (�+ �)r (div u) ; u = (u1; u2; u3)
T

şeklinde tan¬mlan¬r ve

� > 0; �+ � � 0 (4.2)

şartlar¬n¬ sa¼glayan � ve � Lamé sabitleridir. Ayr¬ca, �2 : [� 1; � 2] ! R s¬n¬rl¬ bir

fonksiyon ve � 1 < � 2 olacak şekilde iki pozitif sabittir.

4.1. ·Iyi Konulmuşluk

Bu bölümde (4.1) probleminin çözümünün varl¬k ve tekli¼gini yar¬grup metodunu

kullanarak ispatlayaca¼g¬z. Nicaise ve Pignotti�nin (2006) çal¬̧smas¬ndan faydala-

narak

z (x; �; t; s) = ut (x; t� �s)

fonksiyonu tan¬mlayal¬m. Burada t � �s = k al¬n¬rsa z = ut (x; k) olur. Zincir

kural¬ uygulan¬rsa

zt =
@z

@t
=
@ut (x; k)

@t
=
@k

@t

@ut (x; k)

@k
=
@ut (x; k)

@k
(4.1.1)

ve

z� =
@z

@�
=
@ut (x; k)

@�
=
@k

@�

@ut (x; k)

@k
= �s

@ut (x; k)

@k
(4.1.2)
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bulunur. Görüldü¼gü üzere (4.1.1) denklemi s ile çarp¬l¬r ve (4.1.2) denklemi ile

taraf tarafa toplan¬rsa

szt (x; �; t; s) + z� (x; �; t; s) = 0

elde edilir. Bu dönüşümü kullan¬rsak (4.1) problemimiz

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

utt ��eu+
R �2
�1
�2 (s) z (x; 1; t; s) ds+ �1ut (x; t) = u juj

p�2 ln jujk ; 
�R+;

szt (x; �; t; s) + z� (x; �; t; s) = 0; 
� (0; 1)� (0;1)� (� 1; � 2)

u = 0; @
�R+

u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) 
� (0; 1)� (� 1; � 2)

z(x; �; 0; s) = f0 (x;��s) 
� (0; 1)� (� 1; � 2)

(4.1.3)

format¬na dönüşür.

v = ut alal¬m ve

� = (u; v; z)T ; (4.1.4)

� (0) = �0 = (u0; u1; f0 (:; �s))
T
; (4.1.5)

J (�) =
�
0; u jujp�2 ln jujk ; 0

�T
: (4.1.6)

şeklinde tan¬mlayal¬m. Böylece (4.1.3) problemi
8
<
:
�t +A�=J (�)

� (0) = �0;
(4.1.7)

başlang¬ç de¼ger problemi olarak yeniden yaz¬labilir. Burada A : D (A) ! H

lineer operatörü

A�= A

0
BBB@

u

v

z

1
CCCA =

0
BBB@

�v

��eu+ �1v +
R �2
�1
�2 (s) z (x; 1; t; s) ds

1
s
z� (x; �; t; s)

1
CCCA (4.1.8)

olarak tan¬mlan¬r.

(4.1.3) probleminin (4.1.7) problemine dönüştürülebildi¼gini gösterelim: (4.1.4)

teki ifadenin t de¼gi̧skenine göre türevini al¬rsak

�t = (ut; utt; zt)
T
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elde edilir. v = ut oldu¼gundan vt = utt olur. (4.1.3) probleminden

utt = u juj
p�2 ln jujk +�eu� �1v �

Z �2

�1

�2 (s) z (x; 1; t; s) ds

ve

zt = �
1

s
z�

elde edilir. Böylece
0
BBB@

v

u jujp�2 ln jujk +�eu� �1v �
R �2
�1
�2 (s) z (x; 1; t; s) ds

�1
s
z� (x; �; t; s)

1
CCCA+A� =

0
BBB@

0

u jujp�2 ln jujk

0

1
CCCA ;

�t +A�=J (�)

olur. Şimdi

L2s (� 1; � 2) =

�
w :

Z �2

�1

s jw (s)j2 ds <1

�
;

tan¬mlayal¬m. �;

H =H1
0 (
)� L

2 (
)� L2
�

� (0; 1) ;L2s (� 1; � 2)

�
;

Hilbert uzay¬nda tan¬ml¬d¬r. H deki her � = (u; v; z)T ve e� = (eu; ev; ez)T için iç

çarp¬m

D
�; e�

E
H
=

Z




vevdx+ �
Z




rureudx+ (�+ �)
Z




div u div eudx

+

Z




Z �2

�1

s�2 (s)

Z 1

0

z (x; �; t; s) ez (x; �; t; s) d�dsdx

şeklindedir. A n¬n tan¬m kümesi

D (A) =

8
<
:
� 2 H : u 2 H2 (
) ; v 2 H1

0 (
) ; z (:; 1; :) 2 L
2 (
)

z; z� 2 L
2 (
� (0; 1) ;L2s (� 1; � 2)) ; z (:; 0; :) = v

9
=
;

dir.

Teorem 4.1.1 Kabul edelim ki

�1 >

Z �2

�1

�2 (s) ds
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ve

2 < p < 4 (4.1.9)

olsun. Bu durumda herhangi bir�0 2 H için (4.1.7) probleminin� 2 C ([0; T );H)

uzay¬nda bir tek lokal zay¬f çözümü vard¬r.

·Ispat. Önce A n¬n monoton oldu¼gunu gösterelim: � 2 D (A) için

hA�;�iH = ��

Z




ru (x; t)rv (x; t) dx� (�+ �)

Z




div u (x; t) div v (x; t) dx

+

Z




�
��eu+ �1v (x; t) +

Z �2

�1

�2 (s) z (x; 1; t; s) ds

�
v (x; t) dx

+

Z




Z �2

�1

�2 (s)

Z 1

0

z (x; �; t; s) z� (x; �; t; s) d�dsdx

= ��

Z




rurvdx� (�+ �)

Z




div u div vdx

+

Z




2
4 ���u� (�+ �)r (div u) + �1v

+
R �2
�1
�2 (s) z (x; 1; t; s) ds

3
5 vdx

+

Z




Z �2

�1

�2 (s)

Z 1

0

z (x; �; t; s) z� (x; �; t; s) d�dsdx

= ��

Z




rurvdx� (�+ �)

Z




div u div vdx

+

Z




2
4 ��v�u� (�+ �) vr (div u)+

�1v
2 + v

R �2
�1
�2 (s) z (x; 1; t; s) ds

3
5 dx

+

Z




Z �2

�1

�2 (s)

Z 1

0

z (x; �; t; s) z� (x; �; t; s) d�dsdx

d¬r. Green özdeşli¼ginden

hA�;�iH = ��

Z




rurvdx� (�+ �)

Z




div u div vdx+ �

Z




rurvdx

+(�+ �)

Z




div u div vdx+ �1

Z




jvj2 dx

+

Z




v

Z �2

�1

�2 (s) z (x; 1; t; s) dsdx

+

Z




Z �2

�1

�2 (s)

Z 1

0

z (x; �; t; s) z� (x; �; t; s) d�dsdx
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olur. Son olarak gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa

hA�;�iH = �1

Z




jvj2 dx+

Z




v

Z �2

�1

�2 (s) z (x; 1; t; s) dsdx

+
1

2

Z




Z �2

�1

�2 (s)

Z 1

0

@

@�
jz (x; �; t; s)j2 d�dsdx

� �1

Z




jvj2 dx�
1

2

Z




Z �2

�1

�2 (s) jvj
2
dsdx

�
1

2

Z




Z �2

�1

�2 (s) jz (x; 1; t; s)j
2
dsdx

+
1

2

Z




Z �2

�1

�2 (s) jz (x; 1; t; s)j
2
dsdx

�
1

2

Z




Z �2

�1

�2 (s) jz (x; 0; t; s)j
2
dsdx (4.1.10)

elde edilir. Burada Young eşitsizli¼gini kullanarak (4.1.10) denklemi

hA�;�iH � �1

Z




jvj2 dx�
1

2

Z




Z �2

�1

�2 (s) jvj
2
dsdx

�
1

2

Z




Z �2

�1

�2 (s) jvj
2
dsdx

=

�
�1 �

Z �2

�1

�2 (s) ds

�Z




jvj2 dx � 0

olur. Böylece A bir monoton operatördür.

Şimdi I +A n¬n örten oldu¼gunu gösterelim:

F = (f; g; h)T 2 H

için, öyle bir V = (u; v; z)T 2 D (A) vard¬r ki (I +A)V = F dir. Bu da
8
>>><
>>>:

u� v = f

v ��eu+ �1v +
R �2
�1
�2 (s) z (x; 1; t; s) ds = g

sz (x; �; t; s) + z� (x; �; t; s) = sh

(4.1.11)

şeklindedir. z (0) = ut = v ve v = u�f al¬n¬rsa, (4.1.11) in üçüncü denkleminden

z (x; t; �; s) = (u� f) e��s + se��s
Z �

0

h (x; �) e�sd� (4.1.12)

yaz¬l¬r. (4.1.11) in ikinci denklemi

Ku��eu = G;
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olur, burada

K = 1 + �1 +

Z �2

�1

�2 (s) e
�sds > 0

G = g +

�
1 + �1 +

Z �2

�1

e�s�2 (s) ds

�
f

�

Z �2

�1

se�s�2 (s)

Z 1

0

h (x; �) e�sd� (4.1.13)

d¬r. Şimdi, H1
0 (
) uzay¬nda bilineer ve lineer formlar¬n¬

B (u;w) = K

Z




uwdx+ �

Z




rurwdx+ (�+ �)

Z




div u divwdx;

L (w) =

Z




Gwdx

şeklinde tan¬mlayal¬m. B nin sürekli ve zorlay¬c¬ ve L nin de H1
0 (
) uzay¬nda

sürekli oldu¼gunu göstermek kolayd¬r. Bu durumda Lax-Milgram teoremi

B (u;w) = L (w) ; 8w 2 H1
0 (
) (4.1.14)

eşitli¼ginin u 2 H1
0 (
) uzay¬nda tek bir çözüme sahip oldu¼gunu belirtir. Böylece

v = u� f 2 H1
0 (
) d¬r.

Sonuç olarak (4.1.12) den

z; z� 2 L
2 (
� (0; 1)� (� 1; � 2)) ve z (:; 0; :) = v

olur.

Böylece, V 2 H d¬r. (4.1.14) ten her w 2 H1
0 (
) için,

K

Z




uwdx+ �

Z




rurwdx+ (�+ �)

Z




div u divwdx =

Z




Gwdx

sonucuna var¬r¬z.

Eliptik düzgünlük teorisi, u 2 H2 (
) oldu¼gunu belirtir. Ayr¬ca, Green formülün-

den

K

Z




uwdx�

Z




w�eu�

Z




Gw = 0; 8w 2 H1
0 (
)

elde ederiz ve (4.1.13) ü kullanarak

Z




�
(1 + �1) v ��eu+

Z �2

�1

�2 (s) z (:; 1; s) ds� g

�
w = 0; 8w 2 H1

0 (
)
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elde ederiz. Buradan

(1 + �1) v ��eu+

Z �2

�1

�2 (s) z (:; 1; s) ds = g 2 L
2 (
)

eşitli¼gi elde edilir. Bu sebeple

V = (u; v; z)T 2 D (A)

oldu¼gu görülür. Sonuç olarak, I +A örtendir dolay¬s¬yla A maksimaldir.

Son olarak, J : H ! H lokal Lipschitz oldu¼gunu gösterelim. Bunun için

f (s) = jsjp�2 s ln jsjk ; jsj 6= 0 ve f (s) = 0; jsj = 0

seçelim. Buradan çarp¬m¬n türevini al¬rsak

f 0 (s) = k

�
(p� 1) jsjp�2 ln jsj+ jsjp�1

1

s

�

= k
�
(p� 1) jsjp�2 ln jsj+ jsjp�2

�

= k [1 + (p� 1) ln jsj] jsjp�2

elde edilir, burada jsj 6= 0 ve f 0 (s) = 0; jsj = 0 d¬r. Böylece,




J (�)� J
�
e�
�




2

H
=





�
0; jujp�2 u ln jujk � jeujp�2 eu ln jeujk ; 0

�



2

H

=



jujp�2 u ln jujk � jeujp�2 eu ln jeujk





2

L2

= kf (u)� f (eu)k2L2

olur. c = �u+ (1� �) eu olmak üzere ortalama de¼ger teoreminden

f 0 (c) =
f (u)� f (eu)

u� eu

oldu¼gunu biliyoruz. Ortalama de¼ger teoreminin sonucu olarak, 0 � � � 1 ar-

al¬¼g¬nda baz¬ � de¼gerleri için,

jf (u)� f (eu)j = jf 0 (�u+ (1� �) eu) (u� eu)j

= k
��[1 + (p� 1) ln j�u+ (1� �) euj] j�u+ (1� �) eujp�2 (u� eu)

��

� k [1 + (p� 1) jln j�u+ (1� �) eujj] j�u+ (1� �) eujp�2 ju� euj

= k (p� 1) jln j�u+ (1� �) eujj j�u+ (1� �) eujp�2 ju� euj

+k j�u+ (1� �) eujp�2 ju� euj
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elde ederiz. Son eşitsizlikten ortaya ç¬kan

ln j�u+ (1� �) euj j�u+ (1� �) eujp�2

logaritmik terim için 8" > 0 için

lim
jsj!+1

ln jsj

jsj"
= 0

oldu¼gundan,

ln jsj

jsj"
< 1; 8 jsj > B

olacak şekilde bir B > 0 vard¬r. Bu sebeple, j�u+ (1� �) euj > B oldu¼gunda

ln j�u+ (1� �) euj � j�u+ (1� �) euj"

ve

ln j�u+ (1� �) euj j�u+ (1� �) eujp�2 � j�u+ (1� �) eujp�2+"

olur. p > 2 oldu¼gundan, baz¬ A > 0 ve j�u+ (1� �) euj � B için

ln j�u+ (1� �) euj j�u+ (1� �) eujp�2 � A

olur. Böylece,

ln j�u+ (1� �) euj j�u+ (1� �) eujp�2 � A+ j�u+ (1� �) eujp�2+"

eşitsizli¼gini elde ederiz. Bu durumda aşa¼g¬daki kestirim

jf (u)� f (eu)j � k (p� 1) j�u+ (1� �) eujp�2+" ju� euj

+k j�u+ (1� �) eujp�2 ju� euj

+kA (p� 1) ju� euj

� k (p� 1) (juj+ jeuj)p�2+" ju� euj+ k (juj+ jeuj)p�2 ju� euj

+kA (p� 1) ju� euj (4.1.15)

yaz¬labilir. u; eu 2 H1
0 (
) oldu¼gundan dolay¬, Hölder eşitsizli¼gini, (4.1.9) ve

H1
0 (
) ,! Lr (
) ; 1 � r � 3;
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Sobolev gömülmesini kullanarak,
Z




�
(juj+ jeuj)p�2 ju� euj

�2
dx

=

Z




(juj+ jeuj)2(p�2) ju� euj2 dx

� C

�Z




(juj+ jeuj)2(p�1) dx
� p�2

p�1
�Z




ju� euj2(p�1) dx
� 1

p�1

� C
h
kuk

2(p�1)

L2(p�1)(
)
+ keuk2(p�1)

L2(p�1)(
)

i p�2
p�1
ku� euk2L2(p�1)(
)

� C
h
kuk

2(p�1)

H1
0 (
)

+ keuk2(p�1)
H1
0 (
)

i p�2
p�1
ku� euk2H1

0 (
)

ifadesini elde ederiz. Benzer şekilde
Z




�
(juj+ jeuj)p�2+" ju� euj

�2
dx

=

Z




(juj+ jeuj)2(p�2+") ju� euj2 dx

�

�Z




(juj+ jeuj)
2(p�2+")(p�1)

p�2 dx

� p�2
p�1
�Z




ju� euj2(p�1) dx
� 1

p�1

�

�Z




(juj+ jeuj)2(p�1)+
2"(p�1)
p�2 dx

� p�2
p�1

ku� euk2L2(p�1)(
)

yaz¬labilir. 2 < p < 4 oldu¼gundan, yeterince küçük " > 0 için

p� = 2 (p� 1) +
2" (p� 1)

p� 2
� 6

olur. Buradan
Z




(juj+ jeuj)2(p�2+") ju� euj2 dx

� C
h
kukp

�

Lp
�
(
)
+ keukp�

Lp
�
(
)

i p�2
p�1
ku� euk2L2(p�1)(
)

� C
h
kukp

�

H1
0 (
)

+ keukp�
H1
0 (
)

i p�2
p�1
ku� euk2H1

0 (
)

elde ederiz. Böylece son üç kestirimden



J (�)� J

�
e�
�




2

H
�

�
k2 (p� 1)2A2

�
ku� euk2H1

0 (
)

+C

"�
kuk

2(p�1)

H1
0 (
)

+ keuk2(p�1)
H1
0 (
)

� p�2
p�1

+
�
kukp

�

H1
0 (
)

+ keukp�
H1
0 (
)

� p�2
p�1

�
ku� euk2H1

0 (
)

� C
�
kukH1

0 (
)
; keukH1

0 (
)

�
ku� euk2H1

0 (
)
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eşitsizli¼gini elde ederiz. Böylelikle, J nin lokal Lipschitz oldu¼gu görülür. Teorem

3.5.2.3 den ispat tamamlan¬r.

4.2. Global Varl¬k

Bu k¬s¬mda (4.1) probleminin çözümlerinin global varl¬¼g¬n¬ gösterece¼giz.

t � 0 için enerji fonksiyonelimiz

E (t) =
1

2
� kruk22 +

1

2
kutk

2
2 +

1

2
(�+ �) kdiv uk22 +

k

p2
kukpp

+
1

2

Z




Z 1

0

Z �2

�1

s (� + �2(s)) z
2dsd�dx

�
1

p

Z




jujp ln jujk dx (4.2.1)

şeklindedir ve burada �

�1 >

Z �2

�1

�2(s)ds

koşulu alt¬nda

�1 >

Z �2

�1

�2(s)ds+
�

2
(� 2 � � 1) (4.2.2)

şart¬n¬ sa¼glayan pozitif bir sabittir.

Aşa¼g¬da verilen lemma enerji fonksiyonelinin artmad¬¼g¬n¬ gösterir:

Lemma 4.2.1. (4.2.2) şart¬n¬ sa¼glad¬¼g¬n¬ varsayal¬m. C0 � 0 için, E (t) art-

mayan bir fonksiyondur. Yani

E
0

(t) � �C0

Z




�
jutj

2 + jzj2 (x; 1; s; t)
�
dx � 0 (4.2.3)

d¬r.

·Ispat. (4.1.3) probleminin ilk denklemini ut ile çarp¬p 
 bölgesi üzerinde, ikinci

denklemini (� + �2(s)) z ile çarp¬p (� 1; � 2)� (0; 1)�
 bölgesi üzerinde integralini

alal¬m:
Z




ututtdx

| {z }
A1

�

Z




ut�eudx

| {z }
A2

+

Z




Z �2

�1

ut�2 (s) z (x; 1; t; s) dsdx

| {z }
A3

+

Z




ut�1utdx

| {z }
A4

=

Z




utu juj
p�2 ln jujk dx

| {z }
A5

(4.2.4)
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ve

(� + �2(s)) z

0
@
Z




Z 1

0

Z �2

�1

0
@szt (x; �; t; s)| {z }

B1

+ z� (x; �; t; s)| {z }
B2

1
A dsd�dx

1
A = 0 (4.2.5)

olur. Kolayl¬k olsun diye (4.2.4) ve (4.2.5) eşitliklerinin terimlerini ayr¬ ayr¬

hesaplayal¬m.

A1 terimi için
Z




ututtdx =
1

2

d

dt

Z




(ut)
2
dx

=
1

2

d

dt
kutk

2
2 :

A2 terimi için Green özdeşli¼gi uygulan¬r. u (x; t) = @
@v
u (x; t) = 0 s¬n¬r koşullar¬

göz önünde bulundurulursa

�

Z




ut�eudx = �

Z




ut��udx�

Z




ut (�+ �)r (div u) dx

= ��

Z




ut�udx� (�+ �)

Z




utr (div u) dx

= �

Z




rurutdx+ (�+ �)

Z




div u div utdx

= �
1

2

d

dt

Z




(ru)2 dx+ (�+ �)
1

2

d

dt

Z




(div u)2 dx

= �
1

2

d

dt
kruk22 + (�+ �)

1

2

d

dt
kdiv uk22 :

A3 terimi

Z




Z �2

�1

ut�2 (s) z (x; 1; t; s) dsdx

dir. A4 terimi için

Z




ut�1utdx = �1

Z




(ut)
2
dx = �1 kutk

2
2 :

A5 terimi için

Z




utu juj
p�2 ln jujk dx =

Z




ut juj
p�1 ln jujk dx

ifadesi için

(up ln u)0 = pup�1ut ln u+ u
put

u

= putu
p�1 ln u+ up�1ut
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oldu¼gundan, up�1ut ifadesini eşitli¼gin soluna al¬p 
 bölgesinde integral al¬rsak

Z




(up ln u)0 dx�

Z




up�1utdx =

Z




putu
p�1 ln udx

elde edilir. Şimdi eşitli¼gin her iki taraf¬n¬ p ye bölersek,

1

p

Z




(up ln u)0 dx�
1

p

Z




up�1utdx =

Z




utu
p�1 ln udx

1

p

d

dt

Z




up ln udx�
1

p2
d

dt

Z




updx =

Z




utu
p�1 ln udx

olur. Şimdi her iki taraf¬ k ile çarp¬p gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

k

Z




utu
p�1 ln juj dx =

d

dt

1

p

Z




up ln jujk dx�
d

dt

k

p2

Z




updx

=
d

dt

1

p

Z




up ln jujk dx�
d

dt

k

p2
kukpp

elde edilir.

B1 terimi için
Z




Z 1

0

Z �2

�1

s (� + �2(s)) zzt (x; �; t; s) dsd�dx

=
1

2

d

dt

Z




Z 1

0

Z �2

�1

s (� + �2(s)) z
2dsd�dx

olur. B2 terimi için

Z




Z 1

0

Z �2

�1

(� + �2(s)) zz� (x; �; t; s) dsd�dx

olur. Böylece

d

dt

�
1

2
� kruk22 +

1

2
kutk

2
2 +

1

2
(�+ �) kdiv uk22 +

k

p2
kukpp

+
1

2

Z




Z 1

0

Z �2

�1

s (� + �2(s)) z
2dsd�dx�

1

p

Z




jujp ln jujk dx

�

= ��1 kutk
2
2 �

Z




Z 1

0

Z �2

�1

(� + �2(s)) zz� (x; �; t; s) dsd�dx

�

Z




ut

Z �2

�1

�2 (s) z (x; 1; t; s) dsdx (4.2.6)

bulunur. Buradan

E (t) =
1

2
� kruk22 +

1

2
kutk

2
2 +

1

2
(�+ �) kdiv uk22 +

k

p2
kukpp

+
1

2

Z




Z 1

0

Z �2

�1

s (� + �2(s)) z
2dsd�dx�

1

p

Z




jujp ln jujk dx
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oldu¼gu görülür. Şimdi (4.2.6) denkleminin sa¼g taraf¬ndaki son iki terim için ke-

stirim elde edelim:

�

Z




Z 1

0

Z �2

�1

(� + �2(s)) zz� (x; �; t; s) dsd�dx

= �
1

2

Z




Z 1

0

Z �2

�1

@

@�
(� + �2(s)) jz (x; �; t; s)j

2
dsd�dx

=
1

2

�Z �2

�1

�2(s)ds+ � (� 2 � � 1)

�Z




jz (x; 0; t; s)j2 dsdx

�
1

2

Z




Z �2

�1

(� + �2(s)) jz (x; 1; t; s)j
2
dsdx

z (0) = ut oldu¼gundan eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa,

=
1

2

�Z �2

�1

�2(s)ds+ � (� 2 � � 1)

�Z




jutj
2
dsdx

�
1

2

Z




Z �2

�1

(� + �2(s)) jz (x; 1; t; s)j
2
dsdx

ve ikinci terim için Young eşitsizli¼gi uygulan¬rsa

�

Z




ut

Z �2

�1

�2 (s) z (x; 1; t; s) dsdx

�
1

2

�Z �2

�1

�2(s)ds

Z




jutj
2
dx+

Z �2

�1

�2(s)ds

Z




jz (x; 1; t; s)j2 dx

�

elde edilir. Böylece

dE (t)

dt
� �

�
�1 �

Z �2

�1

�2(s)ds�
�

2
(� 2 � � 1)

�Z




jutj
2
dx

�
�

2

Z




Z �2

�1

jz (x; 1; t; s)j2 dsdx

olur. (4.2.2) ba¼g¬nt¬s¬ndan, baz¬ C0 � 0 için

E
0

(t) � �C0

Z




�
jutj

2 +

Z �2

�1

jz (x; 1; s; t)j2 ds

�
dx � 0

oldu¼gu görülür.

Şimdi (4.1.3) denkleminin çözümünün düzgün s¬n¬rl¬ ve global oldu¼gunu göstere-

lim. Bu amaçla, aşa¼g¬daki fonksiyonelleri tan¬mlayal¬m:

I (t) = kruk22 + kdiv uk
2
2 �

Z




jujp ln jujk dx;

J (t) =
�

2
kruk22 +

(�+ �)

2
kdiv uk22 +

k

p2
kukpp

+
1

2

Z




Z 1

0

Z �2

�1

s (� + �2(s)) z
2dsd�dx

�
1

p

Z




jujp ln jujk dx: (4.2.7)
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Buradan

E (t) = J (t) +
1

2
kutk

2
2

d¬r.

Lemma 4.2.2. (u0; u1) 2 H1
0 (
)� L

2 (
) başlang¬ç verilerinin

I (0) > 0 ve �max

0
@kCp+


�
2pE (0)

�p� 2

� p�2+


2

;
2pE (0)

p (�+ �)� 2

1
A < 1; (4.2.8)

koşullar¬n¬ sa¼glad¬¼g¬n¬ varsayal¬m. O zaman herhangi t 2 [0; T ] için I (t) > 0 olur.

·Ispat. I (0) > 0 oldu¼gundan, süreklilikten, her t 2 [0; T �] için I (t) � 0 olacak

şekilde T � � T oldu¼gunun sonucunu ç¬kar¬yoruz. Bu, her t 2 [0; T �] için,

J (t) =
�p� 2

2p
kruk22 +

p (�+ �)� 2

2p
kdiv uk22 +

k

p2
kukpp

+
1

2

Z




Z 1

0

Z �2

�1

s (� + �2(s)) z
2dsd�dx+

1

p
I (t) ;

J (t) �
�p� 2

2p
kruk22 +

p (�+ �)� 2

2p
kdiv uk22

sa¼glan¬r. Böylece

kdiv uk22 �
2p

p (�+ �)� 2
J (t)

�
2p

p (�+ �)� 2
E (t)

�
2p

p (�+ �)� 2
E (0)

ve

kruk22 �
2p

�p� 2
J (t)

�
2p

�p� 2
E (t)

�
2p

�p� 2
E (0) (4.2.9)

d¬r. Öte yandan, ln juj < juj
 eşitsizli¼gini kullanarak
Z




up ln juj dx �

Z




jujp+
 dx (4.2.10)

ifadesini elde ederiz. Burada 
; 0 < 
 < 2 aral¬¼g¬nda olur öyle ki

p+ 
 < 4 + 
 < 6
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dir. Böylece H1
0 (
) ,! Lp+
 (
) gömülmesinden,

Z




up ln juj dx � Cp+
 kruk
p+

2

= Cp+
 kruk
2
2 kruk

p�2+

2

= Cp+
 kruk
2
2

�
kruk22

� p�2+

2

� Cp+


�
2pE (0)

�p� 2

� p�2+

2

kruk22

+
2pE (0)

p (�+ �)� 2
kdiv uk22 (4.2.11)

sa¼glan¬r, burada Cp+
 gömülme sabitidir. Sonuç olarak (4.2.7) ve (4.2.8) den, her

t 2 [0; T �] için,

I (t) > kruk22 + kdiv uk
2
2 � �

�
kruk22 + kdiv uk

2
2

�
> 0 (4.2.12)

sa¼glan¬r. Böylece T �; T ye geni̧sletilebilir.

Teorem 4.2.1. u0; u1 başlang¬ç verileri Lemma 4.2.2 nin koşullar¬n¬ sa¼glas¬n.

Bu durumda (4.1.3) probleminin çözümü düzgün s¬n¬rl¬ ve globald¬r.

·Ispat. kruk22+kdiv uk
2
2+kutk

2
2 ifadesinin t den ba¼g¬ms¬z olarak s¬n¬rl¬ oldu¼gunu

göstermek yeterlidir. Aç¬kça

E (0) � E (t) =
1

2
kutk

2
2 + J (t)

�
1

2
kutk

2
2 +

k

p2
kukpp +

1

2

Z




Z 1

0

Z �2

�1

s (� + �2(s)) z
2dsd�dx+

1

p
I (t)

�
1

2
kutk

2
2 +

1

p
(1� �)

�
kruk22 + kdiv uk

2
2

�

d¬r. Bu yüzden

kruk22 + kdiv uk
2
2 + kutk

2
2 � CE (0)

olur, burada C sadece k; p; Cp+1 ve � ya ba¼gl¬ pozitif bir sabittir.

4.3. Üstel Azalma

Bu k¬s¬mda problemimizin çözümlerinin azalma sonucumuzu ispatlayaca¼g¬z.

Lemma 4.3.1.

F1 (t) =

Z




Z 1

0

Z �2

�1

se��s (� + �2(s)) jz (x; �; s; t)j
2
dsd�dx
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fonksiyonelinin türevi (4.1.3) denkleminin çözümü boyunca, c1; c2 > 0 için,

F 01 (t) � c1 kutk
2
2 � c2

Z




Z 1

0

Z �2

�1

s (� + �2(s)) jz (x; �; s; t)j
2
dsd�dx (4.3.1)

dir.

·Ispat. (4.1.3) denkleminin ikinci denklemini kullanarak F1 (t) fonksiyonelinin

türevini alal¬m.

F 01 (t) = �s

Z




Z 1

0

Z �2

�1

e��s (� + �2(s)) jzj
2
dsd�dx

+2

Z




Z 1

0

Z �2

�1

se��s (� + �2(s)) zztdsd�dx

(4.1.3) ün ikinci denkleminden

szt + z� = 0

ve

zt = �
z�

s

oldu¼gundan

F 01 (t) = �

Z




Z �2

�1

(� + �2(s))

�Z 1

0

se��s jzj2 d�

�
dsdx

�2

Z




Z 1

0

Z �2

�1

se��s (� + �2(s)) z
z�

s
dsd�dx

= �

Z




Z �2

�1

(� + �2(s))

�Z 1

0

se��s jzj2 d�

�
dsdx

�

Z




Z 1

0

Z �2

�1

e��s (� + �2(s))
@

@�
jzj2 dsd�dx

= �

Z




Z �2

�1

(� + �2(s))

2
4 s

R 1
0
e��s jzj2 d�+ e�s jz (x; 1; s; t)j2

� jz (x; 0; s; t)j2

3
5 dsdx

� c1 kutk
2
2 � c2

Z




Z 1

0

Z �2

�1

s (� + �2(s)) jz (x; �; s; t)j
2
dsd�dx:

z (0) = ut oldu¼gundan yerine yaz¬l¬rsa

F 01 (t) = �s

Z




Z 1

0

Z �2

�1

e��s (� + �2(s)) jzj
2
dsd�dx

+2

Z




Z 1

0

Z �2

�1

se��s (� + �2(s)) zztdsd�dx

elde edilir.
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Lemma 4.3.2.

F2 (t) = NE (t) + "

Z




uutdx+
"�1
2

Z




juj2 dx

fonksiyonelinin türevi, (4.1.3) ün çözümü boyunca

F 02 (t) � � (NC0 � ") kutk
2
2 � "

�
(�� � � �) kruk22

+(�+ �� �) kdiv uk22
�

�
�
NC0 � "

c�

4�

�Z




Z �2

�1

z2 (x; 1; s; t) dsdx; (4.3.2)

dir, burada N; � ve " pozitif sabitlerdir.

·Ispat.

F 02 (t) = NE
0 (t) + "

Z




(utut + uutt) dx+ "�1

Z




uutdx

olur. (4.1.3) denkleminden utt ifadesi bulunur ve u ile çarp¬l¬rsa
Z




uuttdx =

Z




u��udx+

Z




(�+ �) ur (div u) dx� �1

Z




uut (x; t) dx

�u

Z




Z �2

�1

�2 (s) z (x; 1; t; s) dsdx+

Z




uu jujp�2 ln jujk dx

= �� kruk2 � (�+ �) kdiv uk2 � �1uut

�u

Z �2

�1

�2 (s) z (x; 1; t; s) ds+ juj
p ln jujk

elde edilir ve denklemde yerine yaz¬l¬rsa

F 02 (t) = NE 0 (t) + "

Z




jutj
2
dx� "

Z




� jruj2 dx

�"

Z




(�+ �) jdiv uj2 dx� "

Z




�1uutdx

�"

Z




Z �2

�1

u�2 (s) z (x; 1; t; s) dsdx

+"

Z




jujp ln jujk dx+ "

Z




�1uutdx

olur. Gerekli sadeleşmeler yap¬ld¬ktan sonra ve (4.2.3) ten

F 02 (t) � �NC0

Z




�
jutj

2 +

Z �2

�1

jz (x; 1; s; t)j2 ds

�
dx

+"

Z




jutj
2
dx� "

Z




� jruj2 dx

�"

Z




(�+ �) jdiv uj2 dx+ "

Z




jujp ln jujk dx

�"

Z




u

Z �2

�1

�2 (s) z (x; 1; t; s) dsdx (4.3.3)
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elde edilir. Herhangi bir � > 0 ve baz¬ c� > 0 için, �2 (s) nin s¬n¬rl¬l¬k özelli¼gi ile

Young eşitsizli¼ginden

�"

Z




u

Z �2

�1

�2 (s) z (x; 1; t; s) dsdx

� � kruk22 +
c�

4�

Z




Z �2

�1

z2 (x; 1; s; t) dsdx (4.3.4)

d¬r. (4.2.10), (4.3.3) ve (4.3.4) ün birleştirilmesiyle sonuç ispatlan¬r.

Teorem 4.3.1. (4.2.8) in sa¼gland¬¼g¬n¬ farzedelim. Bu durumda c3 ve c4 pozitif

sabitler olmak üzere

E (t) � c3e
�c4t

d¬r.

·Ispat.

F3 (t) = F1 (t) + F2 (t)

olsun. Yeterince küçük " için

F3 (t) � E (t) (4.3.5)

denkli¼gi sa¼glan¬r. (4.3.1) ve (4.3.2) yi yani

F 01 (t) � c1 kutk
2
2 � c2

Z




Z 1

0

Z �2

�1

s (� + �2(s)) jz (x; �; s; t)j
2
dsd�dx

ve

F 02 (t) � � (NC0 � ") kutk
2
2

�"
�
(�� � � �) kruk22 + (�+ �� �) kdiv uk

2
2

�

�
�
NC0 � "

c�

4�

�Z




Z �2

�1

z2 (x; 1; s; t) dsdx

kullanarak

F 03(t) � � (NC0 � "� c1) kutk
2
2

�"
�
(�� � � �) kruk22 + (�+ �� �) kdiv uk

2
2

�

�
�
NC0 � "

c�

4�

�Z




Z �2

�1

z2 (x; 1; s; t) dsdx

�c2

Z




Z 1

0

Z �2

�1

s (� + �2(s)) jz (x; �; s; t)j
2
dsd�dx (4.3.6)
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elde edilir. � < 1 oldu¼gundan, � = � � � � � > 0 olacak şekilde � yi yeterince

küçük seçeriz.

Şimdi, baz¬ ! > 0 için, H1
0 (
) ,! Lp (
) gömülmesinden

kukpp � C krukp2

� C
�
kruk22

� p�2
2 kruk22

� C (E (0))
p�2
2 kruk22

� ! kruk22

veya

�
"�!�1

2
kukpp � �

"�

2
kruk22

olur. Bu nedenle (4.3.6)

F 03 (t) � � (NC0 � "� c1) kutk
2
2

�"
��
2
kruk22 + (�+ �� �) kdiv uk

2
2

�

�
"�!�1

2
kukpp �

�
NC0 � "

c�

4�

�Z




Z �2

�1

z2 (x; 1; s; t) dsdx

�c2

Z




Z 1

0

Z �2

�1

s (� + �2(s)) jz (x; �; s; t)j
2
dsd�dx (4.3.7)

olur. � sabit oldu¼gunda, N yi yeterince büyük seçeriz, öyle ki;

NC0 � "� c1 > 0 ve NC0 � "
c�

4�
> 0

d¬r. Böylece (4.3.7) baz¬ C > 0 için

F 03 (t) � �C
h
kutk

2
2 + kruk

2
2 + kdiv uk

2
2 + kuk

p
p

+

Z




Z 1

0

Z �2

�1

s (� + �2(s)) z
2dsd�dx

�

� �CE (t) :

olur. (4.3.5) denkli¼gi kullan¬larak ve (0; t) ye integral al¬rsak sonucumuz ispat-

lan¬r.
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5. SONUÇ VE ÖNER·ILER

Bu tezde gecikmeli terim içeren logaritmik kaynak terimli

utt ��eu+

Z �2

�1

�2 (s) ut (x; t� s) ds+ �1ut (x; t) = u juj
p�2 ln jujk

denkleminin iyi konulmuşlu¼gu, global varl¬¼g¬ ve üstel azalmas¬ ile ilgili sonuçlar

elde edildi. Farkl¬ koşullar alt¬nda yeni sonuçlar elde edilebilir. Ayr¬ca problemin

üstel büyümesi, patlamas¬, atraktörü gibi matematiksel davran¬̧slar¬ da çal¬̧s¬la-

bilir.
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