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1. GIRIS

Sabit nokta teori ¢aligmalarinin biiyiik bir kismi1 metrik uzaylarda ve metrik uzaylarin
genellestirmeleri olan uzaylarda yapilmaktadir. Bu teorinin en kullanigh araclarindan
biri 1922 yilinda ortaya konmus olan Banach biiziilme prensibidir. 1989 yilinda Backhtin
b- Metrik uzay kavramini ortaya atmigtir. 1993 yilinda Czerwik b-metrik uzayin sonuglarini
genigleterek, tek ve ¢ogul degerli doniigiimler i¢in bazi sabit nokta teoremleri vermistir.
Daha sonra Aydi, Boriceanu, Bata, Chug, Du, Kir, Olaru, Olantinwa, Pacurar, Rao,
Rashan ve Shi gibi pek ¢ok aragtirmaci Banach sabit nokta teoreminin ve bazi sabit

nokta teoremlerinin b-metrik uzaylardaki genellestirmelerini vermistir.

Tezimizin ikinci béliimiinde 6ncelikle sabit nokta tanimi 6rnekleriyle verilerek, bu teoriyle

ilgili temel baz1 kavramlar ve b-metrik uzaylarin yapisi tanitilmigtir.

Tezimizin son boliimiinde Ciric tipteki cogul degerli doniigtimler igin sabit nokta teoremleri
ile cogul degerli genellegtirilmis bir biiziilme doniigiimii i¢in sabit nokta teoremi verilmistir.
Hardy ve Reich ’in sabit nokta teoremleri ile farkli biiziilme doniigimleri i¢in verilmis

olan bazi sonuglarin b-metrik uzaylardaki genellegtirmeleri ele alinmigtir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Temel Tanimlar ve Teoremler

Bu boliimde tezimizin ileri boliimlerinde kullanilacak olan bazi temel tanim, teorem ve

sonuclar iizerinde durulacaktir.

Tanim 2.1.1. X bog kiimeden farkh keyfi bir kiime olarak alinsin. 7" : X — X geklindeki
doniigtimiin bir sabit noktasi

T (z)==x

olacak sekildeki z € X noktasidir.

Asagida verecegimiz orneklerden de goriilebilir ki 7" : X — X seklindeki bir T
fonksiyonu hi¢ sabit noktaya sahip olmayabilir, bir tek sabit noktaya sahip olabilir
ya da birden ¢ok sabit noktasi olabilir.

Ornek 2.1.2. X =R yi goz 6niine alalm. a # 0 olmak {izere
T(x)=a+zx

ile tamimlanan 7" : R — R 6teleme fonksiyonunun sabit noktasi yoktur.
Ornek 2.1.3. X = R? olsun. 0 < 3 < 27 icin,
cosf3 —sinf x

T(x,y) =
(@3] sinf cospf Y

ile verilen 7' : R? — R? dénme fonksiyonunun yalniz bir sabit noktas: vardir ve bu (0, 0)

noktasidir.

Ornek 2.1.4. {(z,0) : 2 € R} kiimesinin her bir elemam

T(z,y) = (v, ~y)

ile tammmh 7" : R? — R? yansima fonksiyonunun sabit noktasidir. Yani 7" fonksiyonunun

sonsuz sayida sabit noktaya sahiptir.



I, X iizerindeki 6zdesglik fonksiyonu olsun. 7" : X — X fonksiyonunun sabit noktalarini
bulmak,
(T—1)(x)=0 (2.1)

denkleminin ¢oziimlerini bulmak anlamina gelir. Yani bir denklemin ¢6ziimiinii bulmak

demek denkleme karsilik gelen fonksiyonun sabit noktalarini bulmak demektir.

Tamm 2.1.5. (X, d) metrik uzay ve T, X den X’e bir fonksiyon olarak alinsin. Eger

X’deki her x,y elemani igin
d(T'(x),T(y)) < kd(z,y)

olacak gekilde bir 0 < k < 1 bulunabilirse T" fonksiyonuna daralma (ya da biiziilme)

fonksiyonu adi verilir.

Tanim 2.1.6. X bos olmayan bir kiime ve T": X — X bir fonksiyon olsun.
ToT(x)=T(T(x))

ile verilen fonksiyonda X den X ’e bir fonksiyondur ve T' nin ikinci iterasyonu adini
alir.
Genel olarak n adet T' den elde edilen T o T o T o ... o T'(x), n. iterasyon adimi alir.

Bu iterasyon

seklinde tanimlanir ve

T"'=ToTo..oT
ile gosterilir.

Ornek 2.1.7. T(z) = 2? ile tamimh 7" : R — R fonksiyonunun iiciincii iterasyonu

olarak bulunur.



Ornek 2.1.8. T(z) = 2% — 1 ile tammh 7 : R — R fonksiyonunun dérdiincii iterasyonu

olarak bulunur.

Teorem 2.1.9. (Banach Sabit Nokta Teoremi) (X,d) tam metrik uzay ve T : X — X
bir biiziilme doniigiimii olsun.
Yani , her z,y € X icin
d(T(x), T(y)) < k.d(z,y)
olacak sekilde bir k£ € [0,1) var olsun. Bu durumda T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ornek 2.1.10. T(x) = 2 + 1 ile tammli 7 : R — R fonksiyonunu ele alirsak

T(x) = T(y)| < |z -yl (2.2)

olup T sabit bir noktaya sahip degildir.

Teorem 2.1.11. T : [a,b] — la,b] fonksiyonu her x € (a,b) noktasinda tiirevlenebilir

olsun. T ’ nin [a,b] {izerinde biiziilme déniigiimii olmas i¢in gerek ve yeter kogul

IT'(z)] <L <1
dir.
Ornek 2.1.12.
i
Tx)=x+1—
(z) 1+ |z

ile tanimli 7" : R — R fonksiyonunu diigiiniirsek

T (z)|=1-(1+]z))2 <1

olup buradan her z < y i¢in

7) - T@)| = | [ T'tat] < [ 1Tt < [t =1yl

4



bulunur. O halde herhangi z, ¥y icin kesin bir esitsizlik olan

d(T(x), T(y)) < d(z,y)

saglanir. Bununla birlikte T" herhangi bir sabit noktaya sahip degildir.

Ornek 2.1.13. T(x) = x ile tamml 7 : R — R fonksiyonunu géz éniine alalim.

Bu durumda biitiin £ € R noktalar: 7" nin sabit noktalaridir. O halde sabit nokta tek

degildir (yani birden fazladir).

Tanmim 2.1.14. X # () bir kiime, Y herhangi bir kiime ve P(Y’), Y nin bostan farkh alt
kiimelerinin ailesi olmak tizere

T:X — P(Y)

doniigtimiine gogul (kiime )degerli doniigtim denir.
Yine

T:X — P(Y)

gogul degerli doniigiim olmak tizere x € T'(z) olacak sekildeki x noktasima ¢ogul degerli

dontigiimiin sabit noktasi denir (Soykan , 2016 ).

Ornek 2.1.15. X = [0,1] ve T : X — P(X), z € X, T(z) = [0, %] kiime degerli bir

dontigiim olmak tizere xy = 0 doniigiimiin sabit noktasidir (Soykan , 2016 ).
Ornek 2.1.16. X =[0,1] ve T : X — P(X)

0,%), 0<x<1,

{1}7 z =0,

T(z) =

cogul degerli doniigtimiintin hig bir sabit noktasi yoktur (Soykan , 2016 ).



2.2.  b-Metrik Uzaylar

Tamm 2.2.17. M # () bir kiime olsun ve R, biitiin negatif olmayan reel sayilarmn
kiimesini gostersin.
k:MxM — R, Vr,y,z € M ve Vr > 0 igin agagidaki kogullar saglaniyorsa bu

fonksiyonun b-metrik oldugu sdylenebilir.
by. v =y < k(z,y) =0
by K(z,y) = K(y, )
bs. k(z,y) <r ve k(z,z) <7 iken k(y, z) < 2r
Bu durumda (M, k) b-metrik uzay olarak adlandirilir (Czerwik , 1993 ).
Lemma 2.2.18. (b3) sartiile Vx,y,z € M ve Vr > 0 i¢in
by k(x,y) <r ve k(x,z) <r iken k(y,z) <2r
esdegerdir .
Vz,y,z € M i¢in agagidaki
bs. k(y,z) < 2k(z,y) + 2k(x, 2)

sartin1 diigiinelim.

Elbette ki (bs) sarti(bs) sartindan daha zayif bir garttir. Bu sonug iizerinden (by),(bz) ve
(bs) sartlarimin saglanmasi durumunda  : M x M — R, fonksiyonunun bir b-metrik
oldugu soylenecektir. T : M — M igin T—nin n. iterasyonu 1™ ile gosterilecektir
(Czerwik , 1993 ).

Tanim 2.2.19.

M## @ bir kiime , s > 1, s € R olsun. K : M x M — R, , Va,y,z € M i¢in agagidaki
kosullar1 saghyorsa bu fonksiyonun b-metrik oldugu soylenebilir;

by. k(z,y) =0 0=y

bs. k(z,y) = Kk(y, x)

bs. Va,y,z € M, k(x,2) < slk(x,y) + k(y, 2)]



Bu durumda (M ,x) b—metrik uzay olarak adlandirilir (Czerwik , 1998 ) .

NOT

Yukaridaki tanimlardan b—metrik uzayin metrik uzaydan daha genel oldugu agiktir.

Burada s =1 almakla standart metrik kavrami elde edilir.

Simdi b—metrik uzayimn baz 6rneklerine bakalim.

Ornek 2.2.20.
by = {(xn)C]R|Z|xn|q<oo},f<a:€qx€q—>R

n=1
= 1
k(x,y) = (O |on — ynl?)
n=1

olmak tizere £,(0 < ¢ < 1) uzaym disiinelim.

Burada x = z,,y = y,, € {, alip bir hesap yapilirsa
1
k(z,2) < 29[k(z,y) + K(y, 2)]

elde ederiz. Bu yiizden

s:2%>1

olarak alimirsa (¢,, x) nin bir b—metrik uzay1 oldugu goriiliir (Berinde , 1993).

Ornek 2.2.21. Tiim x(¢), t € [0, 1] reel fonksiyon uzay1

1
/|a;(t)|th < o0
0

olacak sekilde L, (0 < ¢ < 1) ’dur.

Ornegin,Vz,y € L,[0, 1] icin

aliirsa,



b—metrik uzayini ortaya koymusg oluruz. Burada s sabiti bir 6nceki 6rnekte oldugu gibi

2¢dir (Berinde , 1993).

Ornek 2.2.22. (Agarwal ve ark. 2016) e gére , M = {0, 1,2} ve

k(2,0) = k(0,2) =m > 2

k(0,1) = k(1,2) = k(1,0) = K(2,1) =1

ve

k(0,0) = k(1,1) = k(2,2) =0

olsun. O halde Vz,y, 2z € M i¢in

K(r,y) < 5[k, 2) + K(2, )]

m
2
dir. Ancak m > 2 olursa ii¢gen esitsizligi saglanmaz.

Simdi , Cauchy dizisi, yakinsak dizi tanimlar1 ve tam b—metrik uzay kavramini verelim.

Tamm 2.2.23. (M,x) bir b— metrik uzay olmak tizere M de ki {z,,} dizisi i¢in
(i) Ve > 0,3n(e) e N> Vn,m > n(e), k(Tn, xm) < €

kosulu saglaniyorsa {z, } Cauchy dizisidir.
(ii) e M

olmak tizere

Ve >0,3n(e) e N 3> n>n(e), k(z,,x) <e
kogulu saglaniyorsa {z,} yakinsak bir dizidir (Mishra ve ark. 2014 ).

Tamm 2.2.24. (M,x) bir b—metrik uzay olmak iizere L C M alalim.

(1) L kompakttir ancak ve ancak L’ nin elemanlarimin biitiin dizileri i¢in L nin bir
elemanina yakinsayan bir alt dizi varsa

(17) L kapalidir ancak ve ancak L’ de ki bir x noktasina yakimsayan her bir {z,} dizisi

icin x € L oluyorsa (Mishra ve ark. 2014 ).



Tanim 2.2.25. Bir b—metrik uzaydaki her Cauchy dizisi yakinsaksa b— metrik uzay
tamdir (Mishra ve ark. 2014 ).

Tamim 2.2.26.
()P(M) = {N C M : N # &}

kiimesi M nin bogtan farkl alt kiimelerinin ailesidir.

(il)diam : P(M) — R, U{oo},diam(N) = sup {k(a,b) : a,b € N}

N nin ¢ap1 olmak iizere

Py (M) :={N € P(M) | diam(N) < oo},

M nin smirh alt kiimelerinin ailesidir.

(ili) Ppy(M) := {N € P(M) | N Kompakt}

M nin kompakt alt kiimelerinin ailesidir.

(iv)Py(M) = {N € (P(M) | N Kapali}

M nin kapali alt kiimelerinin ailesidir.

Py (M) = Py(M) N Py(M)

M nin hem kapali hem siirh alt kiimelerinin ailesidir (Boriceanu , 2009 ).

Tamm 2.2.27. (i) D : P(M) x P(M) — Ry U {40},
Herhangi A, B C M,

D(A, B) = inf {k(a,b) |a € A,b € B},

D fonksiyonu A ve B kiimelerinin uzaklig1 adini alir.
xo € M ise D(zg, B) := D({zy}, B)

o 1 B ye uzakhgidir.

(i) H : P(M) x P(M) — R, U {+o0}



Herhangi A, B C M,

H(A, B) = max {Sup D(z, B),sup D(A, y)} ,

€A yeB
olup burada H (Genellestirilmig) Pompeiu-Hausdorff fonksiyonu adini alir.
NOT : (M, k) bir b—metrik uzay olsun. F : M — P(M) gogul degerli doniigiim ise

FixF ile F fonksiyonunun sabit nokta kiimesini gosterecegiz.
Yani SFicF = {x € M | {z} = F(x)} olur (Czerwik , 1998 ).

Lemma 2.2.28. (M, k) bir b—metrik uzay ve A, B € P(M) olsun.p € R oldugunu
diisiiniirsek n > 0 oyleki:

(1)Va € A,b € B 3 k(a,b) <mn;

(1) Vb € B,a € A2 k(a,b) <n

dir. Bu yiizden, H (A, B) < n (Petrusel, 2007 ).

Lemma 2.2.29. (M, k) bir b—metrik uzay A € P(M) ve z € M olsun. = € A olmasi
i¢in gerek ve yeter kosul x (x, A) = 0 olur (Petrusel, 2007 ).

Lemma 2.2.30. (M, k) bir b— metrik uzay olsun. Béylece,Va,y € M, A C M,

D (x, A) < sk (,y) + D (y, A)]
dir (Czerwik , 1998 ).

Lemma 2.2.31. (M, k) bir b—metrik uzay ve {x;};_, C M olsun. Boylece
K(Tn, 10) < sk(x0, 1) + oo + 8" K (T0 2, T1) + 8" R (201, T)

dir (Czerwik , 1998 ).

Lemma 2.2.32. (M, k) bir b— metrik uzay ve VA, B,C' € P(M),

H(A,C) < s[H (A, B) + H (B,C))
vardir (Czerwik , 1998 ).

Lemma 2.2.33. (1) (M, k) bir b— metrik uzay ve A, B € P,(M) olsun.
Boylece her bir « > 0 ve tiim b € B,a € A3 k(a,b) < H (A, B) + «;

10



(2) (M, k) bir b—metrik uzay ve A, B € P,,(M) olsun.
Boylece Vb € B,x € A 3 k(a,b) < sH(A, B)
dir (Czerwik , 1998 ).
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3. BULGULAR

3.1.  b-Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

Bu béliim tezimizin ana sonuclarmi icermektedir. Oncelikle teoremlerin ispatinda

faydalanacagimiz bir lemmay1 verelim.
Lemma 3.1.34.

(M,k) bir b—metrik uzay ve 0 < A < 1 olmak fizere

K (yn+1,yn+2) S Aﬁ(ynJrl; yn+2)7 n = 07 17

olacak sekilde {y,} M iginde bir dizi olsun. Bu durumda eger sA < 1 ise {y,} M de bir
Cauchy dizisidir (Mishra ve ark. 2014 ).

Teorem 3.1.35. (M, k) bir tam b-metrik uzay olsun ve T': M — M doniigiimii

[T(x), T(y)] < elr(z, y)], z,y € M (3.1)

kosulunu saglasin. Burada ¢ : R, — R, fonksiyonu her biri sifirdan biiyiik sabit say1
icin
lim™(t) =0

n—oo

olacak sekilde artan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, T kesin olarak bir u sabit

noktasina sahiptir ve Vx € M icin

limk[T"(x),u] =0

n—oo

dar.

Ispat . = € M ve e > 0 alahm. ¢"(¢) < 47! olacak sekilde bir n dogal sayismi
diigiinelim. F = T™ alalm ve k € N icin z; = F¥(x) yazalim. O halde z,y € M ve

a = " i¢in sunu elde ederiz:

RlF(x), F(y)] < " [z, y)] = o [k(z,y)] (3.2)

12



Bu yiizden k € N i¢in de (k — o0) iken
K(Tpt1, 2) — 0

dir.

K(Tpy1, Tp) < €471

olacak gekilde bir k dogal sayisi alalim. O halde
z€ K(xp,e) :={y e M : r(xy,y) <€}

i¢cin gsunu elde ederiz.

K[F(2), F(x1)] < afr(zr, 2)] < ale) = ¢"(e) < ed™

Bu nedenle

K[F (1), 23] < 2(ed™ 4+ ed™) =¢

dir. Sonug olarak m,s > K igin
R(Tm, ) < de

dir ve {z} dizisi bir Cauchy dizisidir. Uzay tam oldugundan bu yiizden (k — oo) iken

7 — u olacak sekilde u € M vardir. Ote yandan F nin siirekliliginden (3.2)

u = klz'm:z:kH = klzm F(zgy1) = F(u)

dir. Bagka bir ifadeyle u, F' nin bir sabit noktasidir. Vt > 0,

oldugundan dolay1 F' kesin olarak bir sabit noktaya sahiptir.

Dahasi T' nin siirekliliginden(3.1)

T(u) = limp_oo T[F*(x)] = limy—oo F*(T(2)] = u
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elde ederiz ve u ayni zamanda 7" nin de bir sabit noktasidir. (3.1) den agiktir ki boyle
noktalar bir tektir.
Ve e M veVr=0,1....n —1(k — o) iken

T () = FY [T (2)] — u

oldugundan dolay1 V& € M igin de (m — oo) iken 7™(z) — u dir. Bu bizim

teoremimizin ispatini tamamlar.
Siradan metrik uzaylari benzer sonuglari(Granas, 1982 ) de bulunmaktadir.

(Czerwik , 1993 ) .

Teorem 3.1.36. Z bir topolojik uzay ve (M, k) de bir tam b-metrik uzay olsun.

T : M x Z — M siirekli fonksiyon olsun. Vz € Z ve Vz,y € M,
[T (2, 2), T(y, 2)] < ar(z,y) (3.3)

kogulunu saglasin. Burada 0 < o < 1 dir. O halde her bir z € Z igin T nin bir tek

x(z) sabit noktas1 vardir. Bagka bir ifadeyle

olup z — x(z) fonksiyonu Z de stireklidir.

Ispat . n=1,2... icin
Tz, 2) = T(z,2), T"™ = T[T"(x, 2), 2]

olsun.
a™ < 27 'olacak sekilde bir n sayis1 alalim.
Yukaridaki teoremden dolay1 Vz € Z igin T ™ kesin olarak bir z(z) sabit noktasina
sahiptir.
T[x(2),z] = T[T"(x(2), 2), 2| = T"[T(z(z), 2), 2]
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n

esitligine sahip oldugumuz igin aym zamanda T[z(z), z] , 7™ nin bir sabit noktasidir.

Ama esitsizlik acisindan baktigimizda,

elde ederiz. Yani, z(z), T' nin sabit bir noktasidir.

(3.3) e gore Vx € Z igin T nin tek bir sabit noktaya sahip oldugu ispatlanabilir.
Simdi, € > 0 verilsin. Bu durumda 7" nin siirekli olmasindan 7™ nin de stirekli oldugu
sOylenebilir. 25 € Z keyfi bir nokta olsun. Bu yiizden agagidaki gibi z nin bir U

komsgulugu vardir. Vz; € U i¢in
K[T"(22), z1], T (3(22), 22] < €.271(1 — 2a™)
dir. Bu nedenle z; € U igin
Rla(z1), 2(z2)] = KT (2(21), 21), T"(2(22), 22)]

< 26[T™(x(21),21), T™(x(29), 21)] + 26[T" (x(22), 21), T" (x(22), 22)
< 2a"k[z(21), x(22)] + €(1 — 2a™)

elde ederiz. Sonug olarak U nun z; elemani igin
klx(z1),2(20)] < €

dir. Bu ise x in siirekliligini saglar ve teoremin ispatini tamamlar (Czerwik , 1993 ).

Teorem 3.1.37. « : (0,00) — [0,27!) azalan bir fonksiyon olsun. (M, k) bir tam b-metrik
uzay ve

T:M— MNx,z€ M,x # z
icin

R[T(2), T(2)] < als(z, 2)|(slz, T(2)] + Kz, T(2)]) (3.4)
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kosulunu saglayan bir doniisiim olsun. Eger T siirekli ya da « sabit bir fonksiyon ise T’

bir tek ©w € M sabit bir noktasina sahiptir ve Vo € M igin

lim g[T"(x),u] =0

n—oo

dir.

1spat .
Y = K[T"(z), T (2)],n = 1,2, ...

olmak iizere x € M olsun. y, # 0 oldugunu varsayalim. O halde (3.4) den

Ynt1 < a(yn)<yn + yn+1) < 271(?/71 + ynJrl)

elde ederiz.

Bu nedenle, 4,11 <y, , n=1,2... dir.

Boylece y,, artan bir dizidir.

olsun. Bu durumda y = 0 oldugunu ispatlayacagiz.

y > 0 oldugunu varsayalim. O halde ,

Ynt1 < a(Y)(Yn + Yns1)

dir ve sonug olarak

y < 2a(yly
dir. Ancak bu sonug a(y) < 27! oldugundan dolay1 imkansizdir. Bu ise y = 0 oldugunu
ispatlar. Simdi, {y,} nin her z € M i¢in bir Cauchy dizisi oldugunu gosterecegiz.
(3.4) dan m,n € M igin

KT (2), T™(2)] < 5 (K[T" (@), T"(2)] + [T7 " (2), T (2)])

| —

elde ederiz.
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Burada m,n > ng i¢in bir ngy sayis1 vardir 6yleki
R[T" 7 (2), T" ()] < e
ve
R[T™ (@), T ()]

dir. Bu ylizden Vm,n > ng icin
1
W[T" (@), T"(@)] < 5(e+) = ¢

dir.
Boylece {y,} bir Cauchy dizisidir ve M nin tamhgmndan 7" (z) — u olacak gekilde bir
u € M vardir. Bunu T'(u) = u ile de kontrol edebiliriz. Gergekten asagidaki denklemle

de bunu saglamig oluruz.
k[, T(u)] < 2k[u, T" T (2)] + 26[T" 1 (2), T'(u)]

dir.
Eger T siirekliyse o zaman n — oo iken egitsizligin sag tarafi sifira yakindir ve T'(u) = u

saglanir. Ote yandan eger o bir sabit say1 ise o halde
klu, T(w)] < 26[u, T ()] + 20k [T (2), T (2)] + Klu, T (w)]]

< 26[u, T (2)] + 20y, + 2ak[u, T (u)]]

dir.
u — oo oldugunda

klu, T(u)] < aklu, T'(u)]

elde ederiz.

Yani,

klu, T(u)] =0

dar.
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Teoremin son boliimiinii ispatlamak i¢in
T(uy) = uy, T'(uz) = ug, uy # ug,u1,up € M

oldugunu kabul edelim.
Boylece
K(uyug) = k[T (uy), T'(uz)]

< alr(ur, up)](kfur, T'(ur)] + Kuz, T(uz)]) = 0

yazabiliriz.

Bu u; = uy olup ispatin tamamlandigim gosterir (Zamfirescu , 1972 ).
Ornek 3.1.38. T : [0, 1] — [0, 1],

1r, ze€]0,1
T(x)=¢"* 0,1
olsun. O halde z, z € [0, 1) igin,

| T(2) =T(z) |< (e =T(@) [+ 2=T(2) ])

W =

dir. Yani T, (3.4) kogulunu saglar. Ama T siirekli degildir.

Teorem 3.1.39. (M;, k;) ,i = 1.2..n b-metrik uzaylarmin tam oldugunu diigtinelim.

M= M, x My x ... x M, olsun ve

kK:MxM—R, k(z,z)= Zﬂ‘lﬂ(%,zi) (3.5)
i=1
seklinde tamimh bir fonksiyon olsun. Burada z = (1, ..., x,),
z = (21,..,2p) Ve 1,40 = 1,2..n igin negatif olmayan reel sayilardir. Bu durumda
Vz,z € M icin

K(x,z) =0& =12

ve

k(z, z) = k(z, z)
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oldugu kolayca goriilebilir. Dahas1 z,y, z € M i¢in

K(w,2) < 2rilki(w, vi) + wiyi, 20)] = 26(2,y) + 26(y, 2)

=1

elde ederiz ki bu Vz,y, z € M i¢in
K(x, 2) < 26(2,y) + 26(y, 2)

esitsizligini verir. Bunun anlami x fonksiyonunun M de bir b-metrik olmasidir.Biitiin
(M;, K;),1 = 1,2......n uzaylar tam ise o halde (M, k) uzay1 da bir b-metrik x fonksiyonuna

gore tamdir.
(Czerwik , 1993 ).
Bu sonuglar1 kullanarak doniistimlerin sistemleri i¢in agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.1.40. (M;, k;),i = 1,2....n tam b-metrik uzaylar olsun. a;; , i,k =1,2,...n

negatif olmayan reel sayilar olsun oyleki 7; : M — M;,i = 1,2, ....n doniistimleri

Vo = (21,...,20),2 = (21, ..., 2n) € M i¢in
ri| (), Ti(2)] < Zaz’,kﬂk(ﬂvk, 2k) (3.6)
i=1

esitsizlikleri saglansin. Ote yandan [@; ]} =) matrisinin karakteristik kéklerinin mutlak
degerleri 1 den daha kiiciik ise o halde,

mi(%1,. xn) = 2,1 = 1,2....n denklem sistemi,

w, = limx},i=1,..n (3.7)

n—oo

olmak iizere kesin olarak bir u = (uq,...,u,) € M ¢bziimiine sahiptir. Burada i =

1,2, ...,n keyfi sabitler olmak iizere x; € M;,

o5t = m(af, 2t i=1,..n,8=0,1,... (3.8)
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Ispat . Perron nun teoreminden(Gantmacher , 1966 )

n

Zriai7k <rpk=12..n (3.9)
i=1
esitsizlik sistemini saglayan pozitif r;,¢ = 1,2....n sayilarimin var oldugu sonucuna

ulagabiliriz ( Czerwik , 1980 ) ve (Matkowski , 1975 ).

n

) -1
VI MaTpe(1,.n} (T E Tiig < Tg)

i=1
alirsak O halde (3.9) dan

0<v<1 (3.10)

Zmaw <r,<wvrg,k=1,.... n (3.11)

i=1
anlamina gelir.
K, (3.5) formiiliine gore tanimlansm. O halde, (M, k) nin tam bir b-metrik uzay: oldugu

goriiliir. Simdi x € M igin

seklinde tanimh 7" : M — M doniigiimiinii ele alalim. Bu durumda 7" nin bir biiziilme

dontigiimii oldugunu gosterebiliriz. Gergekten Vz, z € M, (3.5), (3.6), ve (3.11) esitliklerinden

k[T (z), T(2)] = Zﬁ/ﬁi[ﬁi(l’ ] < Zﬂ Zazk%k Tk, 2k)

n

= Z Znam ki (Tk, 2k) Zvrkalk/ﬁk(xk,zk) = vk(z, z)

i=1 k=1 i=1
elde ederiz.

(3.10) i hesaba katar ve ¢(t) = v.t i¢in Teorem 3.1.35 i uygularsak iddiay: elde ederiz
( Czerwik , 1993 ).
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Teorem 3.1.41. (M, k) tam metrik uzay olsun ve ' : M — M fonksiyonu agagidaki sarti

saglasin.

k(T(z), T(y)) < ak(z,T(x)) + Br(y, T(y)) + vr(z,y)

Vr,y € M, a, 8, 7 negatif olmayan ve o + 3+ v < 1 isaglar. O halde T tek bir sabit
noktaya sahiptir (Reich , 1971 ).

Teorem 3.1.42. (M, k) bir tam b—metrik uzay olsun ve 7' : M — M fonksiyonu asagidaki

sartlar1 saglasin.

5 (T(x), T(y)) < akr(z, T(z)) + Br(y, T(y)) + v&(,y)

Va,y € M, o, 3, negatif olmayan reel sayilardir ve s>1 igin a+s(f+7v) <1 sarta
saglanirsa 71" nin tek bir sabit noktasi vardir.

1spat .

xo € M ve {z,}, M de bir dizi olsun.Oyle ki ,, = T}, _
Simdi,

= T"xq dir.

1

K(Tnt1,n-1) = K(T2y, Txy1)
< kT, T(x(n)) + Br(Tn—1, T (2n-1)) + VE(Tn, Tpo1)
= ak(Ty, Tpi1) + Br(Tn_1, Tpn) + VE(Tp, Tn1)
= (1 = &)r(Tns1,2n) < (B +7)E(Tn, Tn-1)

o (@, 1) < (8+7)

~(1-a)

Bu asamalar1 kolay bir sekilde agagidaki sonug iizerinden de yorumlayabiliriz.

KTy Tp1) = KK(Tn, Tpo1)

K(Tny1, Tn) < K"K (20, 21)
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Sonucta T bir biiziilme déniistimiidiir. Simdi elde ettigimiz bu sonugla {z,} nin M
iizerinde bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim.

m,n >0, m > n olsun.

KT, ) < 8[E(T0, Tngr) + K(Tpt1, Tm)]

< 5K (T, Tng1) + 87 K(Tni1, Tnia) + 8 K(Tnya, Tnys) + oo

< sk"k(z0, 1) + 2K K (20, 1) + 8P K2R (20, 71) F ...

< sk"k(z0, 11)[1 + sk + (sk)® + (sK)® + ....]

SK™

Vi SFLFL(IO’ 2

dir. Simdi lemma 3.1.34 i kullanarak ve n — oo alarak

lim k(zp, ) =0

n—oo

elde ederiz.
{z,} M tizerinde Cauchy dizisidir. M kapali oldugundan dolay1 {z,,} z* a yakinsaktir.

Simdi, * i T nin sabit bir noktas1 oldugunu gosterelim.

k(z*, T(x%)) < s[k(z”, x,) + Kk(x,, T(x"))]

< slk(z", xn) + K(T(zyp-1), T(x"))]

< slk(z™, xn) + ar(a™, T(x")) + Br(xn-—1, T(xn-1)) + vE(Tp_1,27)]

(1 —as)k(z", T(z")) < s[r(z", z,) + Br(n_1,2) + VE(Tp_1,2")]
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k(x*, T(x*) < ﬁ[m(m*,xn) + Ok(xp_1, ) + YE(Tp_1, 2")]

< [k(z", x,) + BL"K(x0, 1) + VE(Tp_1,27)]

dir. n — oo alirsak ,

lim k(z*,T(z*)) =0

n—oo

T nin sabit bir noktasidir.

Simdi sabit noktanin bir tek oldugunu gosterelim. x ve y, T nin iki sabit noktasi olsun.

k(z,y) = k(T(2),T(y)) < ar(z, T(z)) + Br(y, T'(y)) + vr(z,y)

= r(z,y) < vk(T,Y)

dir. Yani bir ¢eligkidir . Bu sayede ispat tamamlanmig olur (Mishra ve ark. 2014 )

Simdi Hardy ve Rogers tarafindan metrik uzaylarda verilmis olan asagidaki teoremi ve

bunun b—metrik uzaylardaki genellestirilmesinden bahsedelim.

Teorem 3.1.43. (M, k) bir metrik uzay ve T : M — M agagidaki sart1 saglayan bir

doniisiim olsun. Vz,y € M ve «, 3,7, 0, € negatif olmayan sayilar olmak tizere

k(Tz, Ty) < ak(z, Tz) + Br(y, Ty) + yi(z, Ty) + 6k(y, Tx) + er(z,y)
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alalim.
a) (M, k) bir tam metrik uzay ve a + 4+ v+ 6 + € < 1 ise T birtek sabit noktaya

sahiptir.

b)Eger = # y iken

k(Tz, Ty) < ar(z, Tx) + Br(y, Ty) + v6(z, Ty) + 0k(y, Tx) + en(z,y)

sart1 saglanirsa ve M kompakt olursa T siirekli ve a+/3+~y+0d+¢ = 1 olmasi durumunda

T birtek sabit noktaya sahiptir(Hardy ve Rogers , 1973 ).

Teorem 3.1.44. (M,x) tam bir b— metrik uzay ve T:M—M fonksiyonu Va,y € M,

agsagidaki sartlar1 saglayan bir doniigiim olsun.
£(Tx, Ty) < ar(z, Tz) + Br(y, Ty) + v6(z, Ty) + 0k(y, Tx) + ex(z,y) (3.12)

Burada «, 3,7, d, € negatif olmayan ve s > 1 olmak tizere o + § + v + 6 + e€ (0, 5)
alinsin. Bu durumda T birtek sabit noktaya sahiptir(Mishra ve ark. , 2014).

Bu teoremi ispatlamadan once agagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 3.1.45. T', M nin kendi tizerinde herhangi bir déntigiimii olsun. (M,x) nin (3.12)

sartinin saglandigim varsayalim. O halde Eger a = a++~y+d+€ € (0, 2_13) ise A < %

vardir. Oyleki,

k(Tx, T?z) < As(z, Tx) (3.13)
dir.
Tspat
y = Tz olsun. (3.12) ve
k(Tz, T?z) < fj;m(I,Tx) + 1 jﬁf@(x,TQx) (3.14)
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saglasin. Simdi (3.14) de ki
k(z, T?r) < slk(x, Tx) + k(Tz, T?)]

iiggen esitsizligini kullanarak

1
g/f(TQx,a;) — k(Tx,x) < fj;(az,Ta:) +7 Z ﬁ/i(agT%)
sonucunu elde ederiz. Bu ise daha basit olarak;
1 _
k(T?z,2) < (ltate ﬁ)sm(ac,Ta:) (3.15)

1—8—~.s
olarak gosterilir. Simdi (3.15) den (3.14) e kadar olan alt kiimelerin esitsizligi igin
o+ €+.8

Tz, T%z) < [ ———=

elde edelim. Bunun simetrisini kullanarak (3.16) da ki «,5 ve 7 nin degisimlerini

> k(z, T) (3.16)

gorebiliriz.

B+e+d.s

2

) k(z, Tx) (3.17)

ve o halde

1—-B—v.81—03—0d.s (3.18)

olup lemma’nin ispat1 tamamlanir(Hardy ve Rogers , 1973 ).

_ (a—l—e—i—’y.s ﬁ—i—e—i—d.s)
A = min

Ispat . 29 € M ve {x,} M de bir dizi olsun &yleki z,, = Tx,_1 = Tz dir. Simdi
Lemma 3.1.45 i kullanarak

/{(xn—&—l,xn) S )\nli(l'n+1, :L‘n)

gosterebiliriz. Buradan da {z,} nin M de bir Cauchy dizisi oldugu agiktir. m,n > 0,

m > n olsun. O halde
H(xn) xm) S S["i(xn, xn—s—l) + K<xn+17 xm)]
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< 5K(Tn, Tny1) + K (Tni1, Tnia) + 8 K(Tnya, Tgs) + o

< s\ (20, 21) + 2N R (20, 21) + PN R (20, 71) + ...

dir.
lim,, oo limiti ile

lim k(zp, zm,) =0

n—oo

dir. Bu takdirde {z,, } M de bir Cauchy dizisidir. M nin tamhgmdan dolay1 {z,} nin z*
a yakinsak oldugu sonucuna variriz. Bu durumda z* i T nin sabit noktasi oldugunu

ortaya koyariz ve burda da

k(z*, T(x%)) < s[k(z”, x,) + k(x,, T(x"))]

< s[k(z*, xn) + K(T(zp_1), T(x"))]

< sl ) + k(@1 T(2a-)) + Br((", T(a")) + y8(2as, T(2")

+or(x", T(xn_1)) + €k(Tp_1,2")

= k(2" T(z")) < slak(zyp_1,xn) + Bz, T(z")) + vE(zp_1, T (z"))
+(0 + V)r(z*, z,) + er(@p_1,2")]

elde ederiz.

lim,, ., limite gegilirse

r(z", (")) < s(6 +7)r(e”, T(z7))

dir. z* = T'(x*) olmasiyla celigir. Simdi sabit noktanin bir tek oldugunu gosterelim.

x ve y , T nin iki sabit noktas: olsun.



r(,y) = w(T(x),T(y))

< ak(z, T(x)) + Brly, T(y)) + va(z, T(y)) + ok(y, T(x) + ex(x, y)

< (v+ o+ e)kr(z,y)

dir. Elde ettigimiz bu sonuclar bir celigki oldugunu gosterir ve bu sayede ispat tamamlanir

(Hardy ve Rogers , 1973 ).

Teorem 3.1.46. (M, k) tam bir b—metrik uzay1 olsun.
T -M—M

k(Tz, Ty) < amax {k(z,Tz), x(y, Ty), £(z,y) } +8 {x(x, Ty) + £(y, Tx)} (3.19)

kosulunu saglasin. Burada o, 5 > 0 ve Vo,y € M, a+ 2 #s< 1, s > 1'dir.
O halde , T sabit noktaya sahiptir.

Ispat. zy€ M ve {zn} 2 M iizerinde x, = Tw,—y = T"x9, n=0,1,2,3,4 (3.20)
seklinde tamiml bir dizi olsun. Simdi, (3.19) ve (3.20)" e gore agagidaki sonuglar elde

ederiz.

K(Tn, Tny1) = k(Txp_1,Tr,) < amax {k(zn_1, Txn_1), k(Tn, Txy), K(Tn_1,7,)}

+B{k(zn-1,Txn) + K(@p, Ton1)},
K(Txp 1, Tx,) < amax {k(x,_1,2), K(Tn, Tni1), K(Tn_1,%n) }
+0{k(p-1,Tps1) + K(Tn, )},
kK(Txp_1,Tx,) < amax {k(x,_1, %), 6(Tn, Tni1)} + B{k(Tn_1,Tns1)},

/{(ZEn, xn—i—l) S amax {K(mn—la (L’n), ’i(l’na xn-{—l)} + 36 {K<mn—17 wn) + /{(xn7 xn—&-l)} )
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K(Tn, Tny1) < aMy + sB{R(Tp-1,%n) + (T, Tni1) } (3.21)
dir. Burada,
Ml = max {F‘:(xn*17 xn)v ﬁ('rn’ .Tn+1)}

dir. Simdi bu sonuclara gore agagidaki 2 durum ortaya c¢ikar.
Durum 1:

Eger, My = k(xp, T,41) oldugunu varsayarsak o halde,

K'(xna anrl) S CVH(-xna anrl) + 36 {K'(xnfla xn) + 'Li(xna anrl)} 9
K/(l’na wnJrl) S aﬁ(xn7 xn+1> i 55 K(xnfb xn) + Sﬁ/€<xna anrl)a
(1 - — BS) ’K‘:(xna xn+1) S ﬁs’%(‘rnfla xn)a

K(Tp, Tpg1) < (1_5—8_58)5(3%1: Tn),

/i<xn7 anrl) S /{?H(.Tnfl, xn)
Burada,

s

k= ———
1l—a—0s

<1

dir. Bu takdirde

— K<xn7'xn+1) < k"i(xn—hxn%

- KJ(.Z'”, 'rn—s—l) < k2f€<xn—27 xn—l)a

Bu islemler

K/([En, xn+1) S knﬁ(‘rba I1>

elde edene kadar devam eder.
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Durum 2:

Eger, My = k(z,_1,x,) oldugunu varsayarsak o halde ,

R (.Tn, anrl) S a/'f(xnfl; xn) + 86 {Kv (ﬂfn,l, xn) + H(xrw Q:n+1)} )

R(In, In—l—l) S O"f(xn—h In) + Sﬁ ’i(xn—l’ xn) + Sﬁﬁ<$n7 xn—l—l)u

(1 - 68)/{(33717 xn-f—l) < (Oé + ﬁS)I{(l’n—la (L’n),

H(In,$n+1) < ((ij—gj))li(xN—hxn)a
Burada,
k —q= M < 1

1 5s)
dir. Bu takdirde

— K($n,$n+1) S kﬁ(wn_17$n)7

- "{(xnvrn—s—l) < kQR(mn—Qa xn—l)a

Bu islemler,

/{(In7 In—&—l) S kn/ﬁ(ﬁo, xl)
elde edene kadar devam eder. Boylece, T bir biiziilme doniigiimiidiir.

Simdi, {z,},~, nin M tizerinde bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim.

m,n € N ve m > n olsun.

/43(377% ZCm) <s {’%(ajm xn-i-l) + /f(xn-i-la xm)} )

< 86(Tn, Tni1) + 82 {K(Tni1, Tnia) + E(Tni2, Tm) ),

S 55('7;7“ anrl) + 82/€<xn+17 xn+2> + 82%(£n+27 xm)a
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< $K(Tn, Tngt) + S E(Tngt, Tngz) + S 6 (Tnt2, Tnss) + oo

sk"k(zo, 1) + 2 k" K (20, 21) + 2K R(30, 1) + ...

< M ao.m)
O halde
(m,n — o0), lim k(z,,x,) =0
dir. Clinkii ,

n

k
(m,n — o0), k<1, lim i (xg,21) =0

n—oo 1 — Skli
dir. Boylece {x,,}~, M iizerinde bir Cauchy dizisidir. {z,} -, bir Cauchy dizisi oldugu
i¢in {z,,} * € X e yakinsaktur.

Simdi #* in T nin bir sabit noktas1 oldugunu gosterelim.

k(x*, Tx*) < s{k(z", xps1) + k(Tpy1, Tx™)},

< sk(z*, xpir) + sk(Txy,, Tx"),

r(x*, Tx*) < sk(z",xpe1) + samax{k(z,, Tz,), k(z", Tx"), k(x,, x*)}

+sB{r(xn, Tx") + k(z*, Tx,)},

k(z*, Tx*) < sk(z",xpe1) + samax{k(Tn, Tpi1), (2", T2"), k(T,, 2")}

+s0 {/{(:L‘WTZE*) + /1(1'*7 xn-&—l)} )
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< SR(TT, xpgr) + samax {k(Ty, Tpy1), k(25 T2"), k(z,, 7))}

+82B{k(zy, o) + k(z*, Tx*)} + sPBr(z*, Tpi1),

(1 - £B)r(a", Ta*) < s(1+ B)K(a", 2ar1)

+samax {k(2n, Tny1), (2", Tx*), k(z,, 25)} + s°Br(x,, %),

(1—s*B)k(z*, Tz*) < s(1 4 B)k(x*, 2py) + saMy + s°Br(x,, x¥),

Burada ,

My = max {k(zn, Tpi1), k(2", T2"), k(2,, 2")}

dir. Bunu ii¢ durumda gosterelim.
()Eger,

M, = K($n7$n+l)

oldugunu varsayarsak,

(1= $*B)r(z*, Ta*) < s(1+ B)k(x*, Tpi1) + SQK(Tn, Tpy1) + 8°BE (X0, °),

< s(1+4 B)k(x*, 2pi1) + 2 {k(zn, ) + k(2" 20 1)} + 8°Br(1,, %),

(1 —s*B)k(z*, Tz*) < s(1 4 B+ as)k(r*, 2py1) + s (o + B)k(x,, 27),

s?(a+ 3)

s(1+ 3+ as)
(1-520)

(1—s%B)

elde ederiz. n — oo iken limit alirsak ,

k(z*, Tx") < R(T", piq) + K(Zp, ")

lim k(z*,Tz") =0

n—oo
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olur.

*

=" =Tz

dir. Bu yiizden 2z* T nin sabit noktasidir.

(il) My = K(zp, x*) oldugunu varsayarsak,

(1—5°6) k(2" Ta*) < s (14 B) k(z*, 2ng1) + sak(z,, ©*) + *Br(w,, %),

(1—5"6)k(a*,Ta*) < s(1+ )k (2", 2pt1) + (sa+ 8*B) K (@, 2%,

K(x* Tpyr) + MH(ZE”,I*)

s(1+5)
= {1 - 525)

— (1=5%0)

dir. n — oo iken limit alirsak ,

k(x*, Tx™)

lim k(z*,Tz*) =0

n—0o0

olur. Yani

¥t =Tx*

dir. Bu yiizden x* T nin sabit noktasidir.
(iii) Eger,
My = k(z*, Tz")

oldugunu varsayarsak,

(1 — 325) k(z*, Tr*) < s(14 B)k(x*, Tpy1) + sar(x*, Ta*) + s°Br(x,, x¥),

(1 — S — 825) /'i(l'*,T:L'*) S 8(1 + 6)/€($*,$n+1) + Szﬁﬁ(xm l’*>,

s2[3

k(z*, Tx*) < 0= sa— )

~ (1 —sa—s20)

/i(x*7$n+1> + /i(xnw%*)
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dir. n — oo iken limit alirsak ,

lim k(z*,T2z*) =0

dir. Bu yiizden z* T nin sabit noktasidir.

Simdi z* i T nin bir tek sabit noktasi oldugunu gosterelim. = T nin bagka bir sabit
noktasi olsun. Yani

Ty =2’ ve

k(z*, ") = k(T2 T2') < amax {x(z*, Tx*), k(z', T2"), k(z*, 2")}

+06{k(z*, Tx"), k(a', Ta*)},

< amax {x(z*, 2*), k(2 2"), k(" 2"} + B {k(z", o), k(2 2*)},

< ak(z®, o) + B {k(z*,2'), k(' z%)},

< as(x*z") + 26k(z*, '),

R, a') < (a+ 2B8)R(a", o)

Bu celigkidir. Bu yiizden z* = 2’ dir.

Bu yiizden x* bir tek sabit noktadir.

Sonug:

(M, k) bir tam b— metrik uzay ve T : M — M bir doniigiim olsun. «, 5 > 0 olmak

uzere

KT, Ty) < a{k(z, Tx) + k(y, Ty)} + B{x(x, Ty) + sy, Ty)}

dir. Ornegin,

200+ B(2s+1) < 1
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ve Vr,y € X, s > 1 dir. O halde T bir tek sabit noktaya sahiptir
(Agarwal ve ark. 2016).
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3.2.  b- Metrik Uzayda Cogul Degerli Genellestirilmis Biiziilme Kogullar Icin Baz1 Sabit

Nokta Teoremleri

Teorem 3.2.47. M # &, k ve t M de sirasiyla k > 1 ve s > 1 sabitleriyle iki b—metrik
oldugunu ve F' : M — P(M) ¢ogul degerli fonksiyon,

(1) (M, k) tam bir b—metrik uzaydir.

(i))Ve,y e M, c> 03 k(x,y) < ct(z,y)

(1i)F : (M, k) — (P(M), H,) kapaldir.

() Vo,y € M, 0 < a < 13 Hy(F(z), F(y) < aMf (z,y),

Burada,

M 2.9) = e {ta,), Do, (). Dul F), 5 Du(os F(0) + Dily P}

oldugunu varsayalim. Boylece,

1) FizF # @

2)Vx € M veVy € F(x) i¢in (z,) € N vardir oyle ki ;
(@) o=z, 11 =y

(0) Tnt1 € F(zn);
(

c) x* € F(z*) oldugu yerde n — oo oldugundan x(z,,z*) — 0 dir.
Ispat . 1 < g < L keyfi olsun. Keyfi 2y € M ve z; € F (20) i¢in 25 € F (z1) vardir

oyleki ;

t (1, 22) < qHy(F (20) , F (1)) < qaM] (20, 21)

Bu yiizden elimizde

t (z1,29) <
1
qa. max {t (0, 21) , Dy (x0, F (20)) , D (21, F (1)), 5 Dy (xg, F' (x1)) + Dy (21, F (xo))]}

vardir.
max = t (xg, r1) distinelim.
Bu yiizden elimizde

t (21, 22) < gat (xg,x1)
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vardir.

max = Dy (zg, F' (z0)) oldugunu diigiiniirsek
t(x1,29) < qaDy (zo, F (20)) < qat (z9,x1)

olur.

max = Dy (1, F (x1)) oldugunu diisiiniirsek
t (x1.19) < qaDy (21, F (1)) < qat (21, x2)

vardir. Bu yiizden

t($1,1’2) =0

dir. Boylelikle zq € FixF dir.

1
max = 5 [Dy (xg, F' (21)) + Dy (21, F (x0))]
oldugunu diisiiniirsek

1 1 o
t(xy,19) < qa§Dt (2, F (1)) < qaﬁt (20, 22) < %s [t (2o, 21) +t (21, 22)]

olur. Bu yilizden
qaos

t(ﬂ?l,l’z) S t(il?o,l'l)

2 —qas
bulunur.

x9 € F'(x1) i¢in x5 € F' (x2) vardir 6yleki
t(x9,23) < qHy (F (1), F (22)) < qaM[t (21, 2,)

max = t (21, x2) oldugunu diisiiniirsek

t(l‘g,l’g) < qat (331,.’13'2) < (qa)Zt(:EU:x1)

olur.

max = Dy (x1, F'(x1)) oldugunu diisiiniirsek
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t (22, 73) < qaDy (21, F (21)) < qat (21, 22) < (q0)* t (29, 21)
saglanir.

max = Dy (22, F' (22)) oldugunu diigiiniirsek

t (29, 23) < gaDy (29, F (22)) < qot (29, x3)
dir. Bu yiizden t (z2, 23) = 0 ve béylelikle xo € FizF' bulunur.
1
max = g (Dt (z1, F (x2)) + Dy (22, F' (21))]

oldugunu diisiiniirsek

1 1 o
t (mla :L‘Q) S qaéDt (xla F (1’2)) S qa§t (xly $3) S %S [t (mla :L‘Q) + t (-T27 .133)]
vardir. Bu yiizden de

qas

t (._'['2, .T3) S

t(:pl,xg)g{ qas rt(xo,xl)

2 —qas 2 —qas

olur. Tiimevarim ile (x,,),, . dizisini insa ederiz &yle ki

t(xn,xnﬂ)gmax{(qa)“,{ aas ]n}t(:pg,xl).

2 — qas

Simdi V n € N igin (2,,),oy dizisinin Cauchy oldugunu kanitlayalim.

[k 6nce Maksimum (qa)™ olsun. Béylece,

t (T, Toap) < 8t (T, Tpg1) + 8% (Tns1, Tnga) + -t
+s77 1t (Tntp-2, Tnip-1) + st (Tntp—15 Tntp)

< s (qa)" t (zo, 1) + 5% (qo)" Tt (o, 1) + ..+
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+5P 71 (qa) " P2t (wo, 1) + P (qa) TP E (w0, 1)

= 5(qa)" t (o, 71) [1+ sqa + ... + (sqa)’ > + 7 (qa)" ']

< s (qa)"t (w0, 71) [L+ sqa + ... + (sqa)’ + 57 (qa)" ']

n 1— (sqa)”
= t

s (qa)" t (zo, 1) T (sq0)
1<g< —SL ve n — 0o oldugundan

1 — (sqa)?

t (o Tniy) < 8 (00)" ¢ (@0,21) =6

elde ederiz. Bu yiizden (z),.y Cauchy dizisi olup ve z,, — x € M dur.

[ qas r oldugunu diiglinelim. Boylelikle

Simdi maximum A: 5
—qas

t (T, Tnap) < 8t (T, Tpg1) + 8% (Tns1, Tnga) + oo

+sP7 (Tntp-2) Tnap-1) + st (Trip—15 Tnip)

< sA™ (zo, 71) + 2 A" (20, 21) + .+

+sP VAP (g, ) + sPTTAMTPT (g, 1)
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= sA"t (vg,71) [1+ A+ ... + (SA)P 72+ sP72AP7!]

< sA™ (wo, 1) [1+ sA+ ...+ (AP + st AP

1—(sA)?

= sA"t (xo, x1) T A

vardir.
1<g< i ve n — 0o oldugundan

1—(sA)? y

t (X Tpgp) < SA™ (20, 1) 1 o

elde ederiz.

Bu yiizden (z,), .y (X, t) de Cauchy dizisidir.

neN

(77) den devam edildiginde dizinin (X, d) de bir cauchy dizisidir.z* € X ile dizinin sinirim
belirleyelim.(i)ve(iiz) den anladigimiz z* € F (z*) oldugu yerde n — oo oldugundan
d (zy,z*) — 0 olur. Kanit tamamlanmigtir (Boriceanu 2009 ).

Siradaki sonuglar icin

N (a9) =m0 (20). D1 (0 F () (D1 o P () + D10 F ()]

belirtelim.

Teorem 3.2.48. M bos olmayan kiime, x ve ¢ sirasiyla k& > 1,s > 1 sabitler ile iki
b—metrik oldugunu ve F': M — P (M) gogul degerli doniigiim,

(1) (M, k) tam b-metrik uzaydir.

(13) Yo,y € M,c > 0 vardir dyle ki & (z,y) < ct (x,y)
(it3) F = (M,Kk) — (P (M), H,) kapahdir.
(

w) 0 < o< * vardir dyleki Va,y € M igin

Hy (F (2),F (y) < aN/ (2,y)
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(v) SFizF # @ oldugunu varsayalim. Boylece

l.FixF = SFizcF = {z*};
2.¥n € N, her bir z € Mi¢in  Hy (F™ (x),2*) < "t (x,z%)
3V e M, t(x,a*) < —=-H;(x, F(z)) in iyi bir sekilde ortaya konmustur.

1—sa

Ispat . 1. 2* € SFizF oldugunu diisiinelim. y € SFixzF oldugunu varsayalim.
Boylece Vz,y € M,
t(z%,y) = Hy (F (27), F (y))

< a. max {t (x*,y), D (y, F (y)), % [Dy (2%, F (y)) + Dy (y, F (35*))]}

et y) +t <y,x*>]} —at (s y)

N | —

< o. max {t (x*,y),

vardir. Bu yiizden t (z*,y) = 0 oldugu goriilir ve sonugta z* = y

2. (w)y = z* sartin1 alahm. Boylece

H,(F(x),F (%)) < a.max {t (x,2*), Dy (z*, F (z7)), % (D¢ (x, F () + Dy (2", F (:L'))]}

= (. max {t (x,2%), % [Dy (x, F (z)) + Dy (2", F (55))]}

vardir. Eger ¢ (z,2*) maksimum ise
Hy (F (z),z") < at (z,x") dir.
Eger 5 [D; (z, F (2*)) + D, (z*, F (x))] maksimum ise

Hy (F(2),2") < 5 [Dy (2, F (27)) + Dy (2%, F (2))]

e

_ % [Dy (z, F (z%)) + H, (F (z*) , F (v))]
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[t (z, F'(2%)) + Hy (F (27) , F (2))]

e

vardir. Boylece

elde edilir. max {a, ﬁ} =aveVxre M,

Hy(F ("), F(x)) < at(x,z")
olup tiimevarim yoluyla Vx € M,

H (F" (x),z") < o™t (x,z")

y*€ FixF oldugunu diiglinelim. Bdéylelikle n — oo oldugunda

t(y*,x") < Hy (F(y"),z") < a"t(y*,2") = 0

olur. Bu ylizden y*= z* dir.

t(x,2") < s[Hy(z,F(x))+ H (F (z),2")] < sHy (z, F (z)) + sat (x, ")

Boylece,

t(x,x%) < Hy (z, F (z))

— S«

dir (Boriceanu 2009 ).

Teorem 3.2.49. M bostan farkli bir kiime , x ve t M de swrasiyla £ > 1 ve s > 1
sabitleriyle iki b-metrik ve F,T : M — P(M) ¢ogul degerli fonksiyon olsun.

(1) (M,k) tam b-metrik uzaydir;

(i7) ¢ > 0 vardir 6yle ki Vo, y € M, k(z,y) < ct(z,y);

(tit) F: (M,k) — (P (M), H,) kapahdur;
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(iv) 0<a<ivardir 6yle ki Vo,y € M,
Hy (F (x), F (y)) < aN/ (z,y)

(v) SFixF # @
(vi) FiaT # @

(vii)n > 0 vardir dyle ki Vo € M,

Hy (F(x),T(x)) <n

kogullar1 saglaniyorsa ;
1

H; (FizF, FizT) <
1—sa

dir.

Ispat . z* € SFizF ve y* € FizT oldugunu varsayalim. Biliyoruz ki,

t(y*,a") < H(T'(y*),2") < s[H (T (y") . F (y*)) + Hi (F (y7) , 2")]

<sn+ H (F(y), F )] <sn+at(y,z")

dir. Boylece

dir (Boriceanu 2009 ).
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4. SONUC VE TARTISMA

Bu tez calismasinda, metrik uzaylardaki sabit nokta teorisi ile ilgili literatiir ¢alismasi
yapilmig ve temel tanim, teorem ile sonuglardan bahsedilmigtir. Bunlarin bazilar1 ¢ogul
degerli doniigiim, biiziilme kosulu, Banach sabit nokta teoremi gibi kavramlardir. Diger
taraftan b-metrik uzaylarda kendi i¢ine doniigiimler ve cogul degerli doniisiimlerde
genellestirilmig biiziilme kogullar: i¢in sabit nokta sonuglar1 verilmistir. Ayrica metrik
uzaylardaki bazi bilinen sabit nokta sonuglarinin 6zel sartlar altinda b-metrik uzaylardaki

genellegtirmeleri ve bunlarin érnekleri tartigilmigtir.
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