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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

SINIRLI KAFESLER UZERINDE UCGENSEL NORMLARI (KONORMLARI) INSA
ETMEK ICIN BAZI YENI METOTLARI

Eda Nur AYVAZ

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Dog. Dr. Umit ERTUGRUL
2023, 54 Sayfa

Bu tezde sinirh kafesler iizerinde iiggensel normlari (liggensel konormlari) insa etmek
icin bazi yeni metotlar vermeyi ve literatiirdeki mevcut inga yontemleri ile iliskisini ortaya
koymay1 amagliyoruz.

Bu c¢alisma iki boliime ayrilmistir. Birinci bolimde, bu c¢alismada kullanilacak
sonuglar verilmistir. ikinci béliimii dért alt-kisim olusturur. Birinci kisimda, t-normlar icin
iki yeni inga metodu verilmistir. Bu metotlar L \ {0}'in en kii¢iik elemaninin ve L'nin [a, b]
alt aralig1 iizerinde bir t-normun varligindan yararlanilarak elde edilmistir ve 6rneklenmistir.
Ayrica, kisitlamalarin 6nemini vurgulamak i¢in 6rnekler sunulmustur. Dahasi, tanitilan inga
metotlarinin var olan insa metotlarindan farkli oldugu ornekler ile gosterilmistir. ikinci
kisimda, t-konormlar igin iki yeni insa metodu verilmistir. Bu metotlar L \ {1}'in en biiyiik
elemaninin ve L'nin [a, b] alt aralig1 tizerinde bir t-konormun varligindan yararlanilarak elde
edilmistir. Ugiincii kisimda, tamtilan t-norm insalar1 i¢in modifiye ordinal toplam ingalar1
elde edilmis ve bu insalarin uygulamalar1 birer 6rnekle gdsterilmistir. Son kisimda ise,

tanitilan t-konorm ingalar1 i¢in modifiye ordinal toplam insalar1 elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Alt aralik, Insa metotlari, Smirli kafes, Ucgensel norm, Uggensel
konorm
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SUMMARY
Master Thesis

SOME NEW METHODS TO CONSTRUCT TRIANGULAR NORMS (CONORMS) ON
BOUNDED LATTICES

Eda Nur AYVAZ

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Assoc. Prof. Umit ERTUGRUL
2023, 54 Pages

In this thesis, we aim to give some new methods to construct triangular norms
(conorms) on bounded lattice and reveal the relation with the construction methods in the
literature.

This study consists of two chapters. The results will be used in this thesis are given in
the first chapter. The second chapter is consisted of four sub-sections. In the first section,
two new construction methods for t-norms are given. These methods are obtained by
exploiting the existence of the smallest element of L \ {0} and a t-norm on subinterval [a, b]
of L and these methods are exemplified. In addition, examples are presented to highlight the
importance of constraints. Moreover, it is shown with examples that the introduced
construction methods are different from the existing construction methods. In the second
sub-section, two new construction methods for t-conorms are given. These methods are
obtained by exploiting the existence of the greatest element of L \ {1} and a t-conorm on
subinterval [a, b] of L. In the third section, the modified ordinal sum constructions for the
introduced t-norm constructions are obtained and the applications of these constructions are
shown with examples. In the last section, the modified ordinal sum constructions for the

introduced t-conorm constructions are obtained.

Key Words: Subinterval, Construction methods, Bounded lattice, Triangular norm,
Triangular conorm
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1. GENEL BIiLGILER

Ucgensel normlarin tarihi "’Statistical Metrics’’ adl1 calisma ile baslanmistir (Menger,
1942). Daha sonra tiggensel normlar Schweizer ve Sklar (1960) tarafindan olasiliksal metrik
uzaylar gercevesinde dzel birlesmeli fonksiyonlarin bir ¢esidi olarak tanitilmistir. Uggensel
normlar (kisaca t-normlar) klasik liggen esitsizliginin genellestirilmesi sirasinda daha genel
bir yap1 olarak ortaya ¢ikmustir. Ik olarak Klement vd. (2000) tarafindan [0, 1] birim reel
aralik lizerinde tanimlanmustir.

Ucgensel normlar ¢ok degerli mantikta (Gottwald, 2001; Hajek, 1998; Klement,
Mesiar, & Pap, 2000), fuzzy mantikta (Nguyen & Walker, 1997; Zadeh, 1965), karar verme
teorisinde (Fodor & Roubens, 1994; Grabisch, Nguyen, & Walker, 1995), istatistik
bilimlerinde (Nelsen, 1999), 6l¢ii teorilerinde (Klement & Weber, 1991; Pap, 1995; Sugeno,
1974; Weber, 1984) ve oyun teorisinde (Butnariu & Klement, 1993) uygulamalara
sahiptirler. Uggensel normlarm bir¢ok alanda énemli uygulamalar1 ve kullanimlari olmasi
sebebiyle aragtirmacilar tarafindan ilgi ¢eken bir konu olmus ve ¢esitli acilardan ele
alinmustir (Asici, 2022; Ince & Karagal, 2019; Karacal & Kesicioglu, 2011; Kesicioglu &
Mesiar, 2014; Kesicioglu, Karacal, & Mesiar, 2015).

T-normlar [0, 1] birim aralik iizerinde tanimlanmis olmasina ragmen son zamanlarda
yaygin olarak sinirh kafesler iizerinde calisgilmistir. Boylece sinirli kafesler iizerinde t-
normlarin insasi {izerine bir¢ok ¢alisma yapilmistir (Asici, 2021; Asic1 2021; Asict 2022;
Cayli, 2018; Cayl1 2019; Dan, Hu, & Qiao, 2020; Dvorak & Hol¢apek, 2020; El-Zekey,
2020; Ertugrul & Yesilyurt, 2019; Ertugrul, Karacal, & Mesiar, 2015; Ertugrul, Kesicioglu,
& Karagal, 2019; Karagal & Sanli, 2022; Karagal, Ertugrul, & Kesicioglu, 2019; Karagal,
Kesicioglu, & Ertugrul, 2020; Saminger, 2006).

Literatiir incelendiginde, Saminger (2006) c¢alismasinda sinirlt bir L kafesinin alt
araliklarinda tanimli liggensel normlardan bir liggensel norm iiretmek icin bir insa yontemi
vermistir ancak bu insa yontemi alinan herhangi bir kafes iizerinde her durumda ti¢gensel
norm {liretmemektedir. Saminger'in bu ¢alismasindan hareket ederek, Ertugrul vd. (2015)
caligmalarinda sinirh bir L kafesinin [a, 1] alt araliginda tanimli bir {iggensel normdan L'de
bir tiggensel norm ve [0, a] alt araliginda taniml1 bir tiggensel konormdan L'de bir tiggensel
konorm tiretmek i¢in inga yontemi lizerinde durmuslardir. Yine ayni ¢alismada, keyfi sinirh

bir L kafesi lizerinde tiiggensel normlar ve {iggensel konormlar i¢in Onerilen inga



yontemlerinin modifiye bir ordinal toplam insa tanitilmigtir. Ardindan, Cayli (2018)
calismasinda Ertugrul vd. nin (2015) insa yoOnteminde belirli araliklarda degisiklikler
yaparak yeni bir inga yontemi sunmustur. Ertugrul ve Yesilyurt (2019) ¢aligmalarinda ise
sinirlt bir L kafesin [0, a] ve [a, 1] alt araliklarinda taniml tiggensel normlarindan, L'de bir
tiggensel norm liretmek i¢in yeni insa yontemleri lizerinde ¢alismislardir. Dahasi, L'nin alt
araliklariin sayisini arttirarak bu insa yontemini genellestirmislerdir.

Yukarida bahsedilen tiim c¢aligmalarin ardindan, bu c¢alismada keyfi bir L smirh
kafesinin [a, b] alt araliginda taniml bir tiggensel normdan (iiggensel konormdan), L \ {0}'1n
en kiigiik elemani olmasi durumunda (L \ {1}'in en biiyiik eleman1 olmasi durumunda), L'de
bir licgensel norm (iiggensel konorm) iiretmek i¢in yeni insa yoOntemleri {izerinde
calisilmistir. Meveut insa yontemleri ile detayl bir sekilde karsilastirilmis ve teoremlerin
uygulanisi 6rneklenmistir. Ayrica, insa yontemlerindeki ilave sartlarin 6nemi de 6rneklerle

vurgulanmustir.

1.1. Kismen Sirali Kiimeler

Tamm 1.1. (Birkhoff, 1967) R # @ ve <, R'de bir bagint1 olsun.

R1. Tim m € R olmak iizere (m,m) € < (Yansima)

R2.m,n € R olmak lizere (m,n) € <ve (n,m) € <ikenm =n (Ters Simetri)

R3.m,n,l € R olmak iizere (m,n) € <ve (n,l) € <iken (m,l) € < (Gegisme)
ozelliklerini tagiyan < bagintisina R'de bir siralama (veya kismen siralama) denir. Buradaki
R kiimesine ise sirali kiime (kismen sirali kiime, poset) denir ve (R, <) olarak ifade edilir.
(m,n) € < seklinde verildiginde bu durum m < n olarak da ifade edilir.

Eger m <n ve m # n oldugunda m < n yazilir ve 'm,n'de 6z olarak igerilir"’
seklinde belirtilir. m < n bagntisi n = m olarak da yazilir ve "'m, n'de igerilir'” geklinde
belirtilir. m < n,n > m'de benzer sekilde yazilir.

Ornek 1.2. (Birkhoff, 1967) X bir kiime ve g (X), X'in gii¢ kiimesi olsun. E, F € g (X)
olmak lizere E < F < E C F bagmtis1 tanimlansin. Bu takdirde, (§(X), S) kismen sirali
bir kiimedir.

Ornek 1.3. (Birkhoff, 1967) X = {—2,—1,0, 1, 2} kiimesi {izerinde m,n € X iginm <
n< m=nveya | m|<|n| bagintis1 tanimlansin. Bu takdirde (X, <) kismen sirali bir

kiimedir.



Lemma 1.4. (Birkhoff, 1967) Kismen sirali olan herhangi bir kiimede hi¢bir m igin
m<m'dirvem <nven < lisem < [l'dir.

Uyan 1.5. (Birkhoff, 1967) (R, <) kismen siral1 bir kiime olsun.

(i) Tim p € R i¢in m < p sartini tagiyan m € R elemani varsa bu m elemanina R'nin
en kiiciik elemani denir ve 0 ile belirtilir.

(ii) Tim p € R i¢in p < n sartin1 tagtyan n € R elemani varsa bu n elemanina R'nin
en biiylik elemani denir ve 1 ile belirtilir.

0 ve 1 elemanlar varsa tektir ve bu elemanlara R'nin evrensel sinirlar1 denir.

Lemma 1.6. (Birkhoff, 1967) (R, <) kismen sirali bir kiime ve m,,m,, ...,m,, € R
olsun. Egermy <m, < -- <m, <m, isem; =m, = - = my, (ters devir)'dir.

Tanmim 1.7. (Birkhoff, 1967) (R, <) kismen sirali kiimesinin timm,n € Riginm < n
veya n < m durumunda (R, <)'ye zincir (lineer sirali kiime, tam sirali kiime) denir.

Teorem 1.8. (Birkhoff, 1967) (R, <) kismen sirali bir kiime ve S € R alt kiimesi
oldugunda (S, <)'de kismen siral1 bir kiimedir. Ozellikle, R bir zincir oldugunda S'de bir
zincir olur.

Ornek 1.9. (Birkhoff, 1967) R bir zincir oldugu i¢in N, Z ve Q da dogal siralamaya
gore bir zincir olur.

Tamm 1.10. (Birkhoff, 1967) (R, <) kismen sirali kiimesinde m,n € R iginm <% n ve
n £ m oldugunda m ve n elemanlarina kiyaslanamayan elemanlar denir.

Tanim 1.11. (Birkhoff, 1967) (R, <) kismen siral1 bir kiime a, b € R olsun. "'a orter
b'’" denir: & a > b olup, p € R dyle ki a > p > b olacak sekilde yoktur.

Bir R kismen sirali kiimesinin gosterimi su sekilde belirtilir: R'nin her bir elemaninin
yerini belirtmek i¢in kiigiik bir daire ¢izilir. a, b'yi 6rter iken a, b'den iiste yazilir ve aralarina
¢cizgi ¢izilir. Boylece ortaya ¢ikan sekle R'nin diyagrami denir. Belirtilen kosullara uygun

baz1 diyagram Ornekleri asagida verilmistir.
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Sekil 1. Kafes diyagrami

Tamim 1.12. (Birkhoff, 1967) (R, <) bir kismen sirali kiime, S € R ve m € S olsun.

(i) Her n < m olacak sekilde bir n € S eleman1 yoksa, buradaki m elemanma S
kiimesinde minimal eleman denir.

(ii) Her n > m olacak sekilde bir n € S eleman1 yoksa, buradaki m elemanmna S
kiimesinde maksimal eleman denir.

Teorem 1.13. (Birkhoff, 1967) (R, <) bir kismen sirali kiime ve @ # S S R sonlu bir
alt kiime olsun. Bu durumda, S'nin minimal ve maksimal elemanlar1 mevcuttur.

Teorem 1.14. (Birkhoff, 1967) Lineer sirali kiimelerde minimal ve en kiigiik
(maksimal ve en biiyiik) elemanlar1 esdegerdir.

Tamim 1.15. (Birkhoff, 1967) (R, <) bir kismen sirali kiime ve S € R olsun.

(i) Tim t € S i¢cin t < m olan m € R elemanma S i¢in bir iist sinir denir ve tiim iist
smirlarinin olusturdugu kiime S ile belirtilir. Ayrica, her q¢ € S i¢in m < q olan m € R
elemanina da S i¢in supremum (veya en kiigiik iist sinir) denir ve m = supS (m =V §) ile
belirtilir.

(ii) Tim t € S igin n < t olan n € R elemanina S i¢in bir alt sinir denir ve tiim alt
sinirlarmin olusturdugu kiime S ile belirtilir. Ayrica, her r € S i¢in r < n olan n € R
elemanina da S i¢in infimum (veya en biiyiik alt sinir) denir ve n = infS (n =AS) ile

belirtilir.

1.2. Kafesler

Tamim 1.16. (Birkhoff, 1967) Kismen sirali bir (L, <) kiimesinde tiim 6,1 € L igin
sup{6,u} ve inf {0, i} mevcutsa L kafes olarak adlandirilir, sirastyla 6 V i ve 0 A i ile de

gosterilebilir.



Ornek 1.17. (Birkhoff, 1967) Sekil 1 goz oniine alinirsa M5 ve N kafestir P, ise kafes
degildir.

Ornek 1.18. (Birkhoff, 1967) (¢(X), ©) kismen sirali kiimesinde E, F € $(X) olmak
tizere EVF =EUF ve EAF =E N F olup bir kafestir.

Tanim 1.19. (Birkhoff, 1967) En kii¢iik eleman 0 ve en biiyiik eleman 1’e sahip olan
L kafesine sinirli kafes denir ve (L, <,0,1) ile gosterilir. (L, <,0,1) yerine kisaca L de
yazilabilir.

Tanim 1.20. (Birkhoff, 1967) L bir kafes ve E € L olmak {izere tiim 6,1 € E igin 6 A
U € E ve 6 V U € E olacak sekilde mevcut ise E'ye L'nin bir alt kafesi denir. Genel anlamda,
(L, <) bir kafes ve 0,1 € L i¢in 0 < U olmak iizere

[6,i] = {c€L16<¢<i)
bigiminde verilen [0, 1] alt araligi bir alt kafestir. Benzer sekilde (6, ], [6, 0), (6,1) alt
araliklar1 da tanimlanabilir.

Tamm 1.21. (Birkhoff, 1967) (R, <) ve (S, <,) iki kismen sirali kiime olsun. R X S,
kartezyen ¢arpim kiimesi olup R X S = {(6,1) | 6 € R, 1 € S} seklinde ifade edilir.

(61, 11) < (8y,10,) & 0, <, 6, velly <, Ui, 01,0, ER, Uy, iy €S
bagmtis1 géz Oniine alindiginda R X S kiimesinin kismen sirali bir kiime oldugu goriiliir.
Buradan (R X S, <), R ve S'nin direkt ¢arpim kiimesidir.

Teorem 1.22. (Birkhoff, 1967) R ve S birer kafes olsun. Bu durumda, R X S'nin direkt
carpimi da bir kafestir. Bu kafeste (64, 1i;), (0,,1,) € R X S olmak iizere asagidaki esitlikler
saglanir:

(61,11) V (02, 1z) = (61 V 05,1y V Uy)

(61,11) A (02, 1z) = (81 A 62, Ty A lp).

Kafeslerdeki A ve V asagidaki ozelliklere sahiptir.

Lemma 1.23. (Birkhoff, 1967) Kismen sirali bir R kiimesi olmak {izere infimum ve

supremum iglemleri (mevcutsa) asagida belirtilen 6zelliklere sahiptir:

Ll.cA¢=¢, ¢Vg=cg, (idempotent)
L2.¢A0=0A¢, ¢VO=0Vg, (Komiitatif)
L3.(cAd)Al=c¢cA(OATL), (¢cvo)viu=c¢V(oVi), (Birlesme)
L4.¢cA(gVvV0O) =¢V(¢cAD) =g (Yok etme)

Ustelik ¢ < 6 ifadesi ¢ A6 = ¢ ve ¢ V 6 = 0 sartlarina esdegerdir.



Lemma 1.24. (Birkhoff, 1967) R kismen siral1 kiimesinin en kii¢iik eleman1 0 olmak
iizere tiim ¢ € R i¢in
OA¢=0veOVg¢g=cg
esitlikleri saglanir. Dual olarak, tiim ¢ € R igin
¢cAl=¢vegvl=1
esitlikleri saglanir.
Lemma 1.25. (Birkhoff, 1967) Bir L kafesinde ¢, 6,1 € L igin
0 < i olacak sekilde¢c A6 < ¢AlivegVO<c¢Vi
esitsizlikleri saglanir. Bu ise A ve V islemlerinin sira korudugu anlamina gelir.
Lemma 1.26. (Birkhoff, 1967) L kafes olmak iizere her ¢, 6,1 € L igin
cA(@OViE)=(cAd) V(AT vegV(OAT) < (cVE)A(cVT)

esitsizlikleri saglanir.

1.3. [0,1] Uzerinde Uggensel Normlar ve Konormlar

1.3.1.  [0,1] Uzerinde Ucgensel Normlar

Aksi bir durum belirtilmedikge, [0, 1] araligindaki dogal siralama < ile ifade edilir.
Tanim 1.27. (Klement, Mesiar, & Pap, 2000) [0, 1] tizerinde bir ikili islem olan
T:[0,1]? - [0,1] T1-T4"ii sagliyorsa T'ye [0, 1] lizerinde bir iiggensel norm (t-norm) denir.

T1.V ¢, 06 € [0, 1] olmak tizere T (¢, 6) = T (0, ¢) (Komiitatiflik)
T2.V ¢ 6,1 € [0, 1] olmak iizere T (¢, T(8, 1)) = T(T (s, 6), i) (Asosyatiflik)
T3.V ¢, 0,0 € [0, 1] olmak lizere 6 < tiikenT (¢, 6) < T(¢, 1) (Monotonluk)
T4.V ¢ € [0, 1] olmak tizere T(¢,1) = ¢. (Sinir sart1)

Ornek 1.28. (Klement, Mesiar, & Pap, 2000) Ty (c,6) = min(g, ) minimum
tiggensel norm, Tp(g,0) = ¢6 carpim tiggensel norm, T.(¢,0) = max(¢+ 06— 1,0)

0 , (50) €[0,1)?

min(c,6) , aksi takdirde OTSUK SArPIM

Lukasiewicz tiggensel norm ve Tp(¢,0) = {

iicgensel norm en ¢ok bilinen {iggensel norm 6rnekleridir.
Uyar 1.29. (Klement, Mesiar, & Pap, 2000) T, [0, 1]'de bir tiggensel norm olsun.

(i) Tanim 1.27 T tiggensel normu tiim 6 € [0, 1] igin

T(0,6) = T(8,0) =0 (1)



T(1,6) =6 2)

saglar ve bu esitliklere ilave sinir sartlar1 denir.
(ii) Bir T ti¢ggensel normu (T1) ve (T3) ile ikinci bilesene gére de monotondur. Bu

monotonluk her iki bilesene gére monotonluga denktir; yani

61 < 62 veE l.jl < flz iken T((.jl, ul) < T(bz, UZ) (3)

saglanir.

1.3.2. [0,1] Uzerinde Ucgensel Konormlar

Tanim 1.30. (Klement, Mesiar, & Pap, 2000) [0, 1] tizerinde bir ikili islem olan
S:[0,1]% - [0, 1] S1-S4'ii sagliyorsa S'ye [0, 1] iizerinde bir liggensel konorm (t-konorm)

denir.
S1.V ¢, 6 € [0,1] i¢in S(¢, 6) = S(0,¢) (Komiitatiflik)
S2.V ¢, 0,1 € [0, 1] olmak lizere S ((;, S(o, u)) = 5(5(¢,0),1) (Asosyatiflik)
S3.V ¢, 0,i € [0,1] i¢in 6 < tiiken S(¢, 6) < S(g, 1) (Monotonluk)
S4.V ¢ € [0, 1] olmak tizere S(¢, 0) = ¢. (Sinir sartr)

Tanim 1.27 ve Tanim 1.30'dan agikga goriilir ki, tiggensel normlar ve tiggensel
konormlar sinirlarda degisiklik gosterirler.

Ornek 1.31. (Klement, Mesiar, & Pap, 2000) S, (¢, 6) = max(¢,6) maksimum
tiggensel konorm, Sp(¢,0) = ¢+ 0 —¢0 istatistiksel toplam, S, (¢, 6) = min(¢+ 06,1)

1 , (66) € (0,1)?

max(c,6) , aksi takdirde SASK OPlam

Lukasiewicz liggensel konorm ve S, (¢, 0) = {

en ¢ok bilinen tiggensel konorm drnekleridir.
Onerme 1.32. (Klement, Mesiar, & Pap, 2000) S:[0,1]? — [0, 1] fonksiyonu bir

tiggensel konormdur < tiim ¢, 6 € [0, 1] igin

S(0)=1-T(1—-¢1-0) 4)



saglayan bir T liggensel normunun mevcut olmasidir. Buradaki S iicgensel konormu, T
iicgensel normunun dual tiggensel konormu olarak adlandirilir. Benzer sekilde tiim ¢, 6 €

[0, 1] icin,

T(¢,6)=1—-S1—-¢1-0) (5)

seklindeki T {iggensel normu, S tiiggensel konormunun dual iiggensel normu olarak
adlandirilir.

(T, Sy), (Tp, Sp), (T, S1.) ve (Tp, Sp) ikiser tarzda birbirine dual tiggensel norm ve
iicgensel konorm ¢iftleridir.

Uyan 1.33. (Klement, Mesiar, & Pap, 2000) S: [0, 1]? — [0, 1] bir iiggensel konorm
olsun. Tiim ¢ € [0,1]

S(1L,9) =51 =1 (6)

5(0,¢) =¢ (7)

ilave sinir sartlar1 olarak adlandirilan esitlikler saglanir.

1.4. Smmrh Kafesler Uzerinde Ucgensel Normlar ve Konormlar

Tanim 1.34. (Karacal & Khadjiev, 2005) Sinirli bir L kafesi iizerinde bir ikili islem
olan T: L? — L fonksiyonu komiitatiflik, asosyatiflik, monotonluk 6zelliklerini ve 1-birim
eleman 6zelligini sagliyorsa, T'ye L lizerinde bir iiggensel norm (t-norm) denir.

Uyan 1.35. (Karagal & Khadjiev, 2005)

(i) T, ve T,, L sinirli kafesi tizerinde iki tiggensel norm olmak tizere tim (6,1) €
L X Li¢inT;(6,1) < T,(6, 1) oldugunda "'T;, T, den daha zayif veya T,, T, 'den daha gii¢lii”
olarak adlandirilir ve T; < T, seklinde ifade edilir.

(ii) T, <T, ve T, # T, olursa yani T; < T, ve bir (0y,1,) € L X L olacak sekilde
T, (09, Ug) < T5(0y, 1p)'dir ve Ty < T, seklinde ifade edilir.

o , =1,
Ty (6,0) =4u , 0=1, ()
0 , aksitakdirde



olsun. O halde Ty, L'de bir tiggensel normdur ve L = [0, 1] alinirsa Ty, ve Tp aynidir. Dahasi
L'deki keyfi tiggensel norm T i¢in Ty, < T oldugundan bu liggensel norm, L'deki en kiiglik
iicgensel norm olur.

Diger bir yandan, siirl bir L kafesindeki en biiyiik tiggensel norm ise

TA(6,i) =0A1 9)

seklinde ifade edilir ve L = [0, 1] alindiginda T, ve Ty, aynidir.

Tanim 1.36. (Karacal & Khadjiev, 2005) Sinirli bir L kafesi iizerinde bir ikili islem
olan S:L? — L fonksiyonu komiitatiflik, asosyatiflik, monotonluk ozelliklerini ve 0-birim
eleman 6zelligini sagliyorsa, S'ye L tizerinde bir tiggensel konorm (t-konorm) denir.

Uyan 1.37. (Karagal & Khadjiev, 2005)

(i) Ty, T, L tizerinde tiggensel normlar ve S;, S, sirastyla L {izerinde T; ve T, nin dual
tiggensel normlari olsunlar, bu durumda T; < T, ise S, < S;'dir. Buradan da anlasildig
izere duallik siray1 degistirir.

(ii) Sinirh bir L kafesi tizerindeki en biiyiik iicgensel konorm

o , =0,
Sy(6,0) =40 , 0=0, (10)
1 , aksitakdirde

olup L = [0, 1] iken S, ile gakisir. Smurli bir L Kkafesi tizerinde en kiiglik tiggensel konorm

1se

S,(8,1) =6V il (11)

olup L = [0, 1] iken S, ile cakisir.

Tanim 1.38. (Birkhoff, 1967; Wang, Zhan, & Liu, 2020) L bir sinirl kafes ve 6 ve i
L'nin elemanlari olmak iizere 6 ve U kiyaslanamaz oldugunda 6 || i seklinde gosterilirken 6
ve Ui'niin kiyaslanabilir olmas1 durumunda ise 0 ¥ 1 seklinde gosterilir. Boylece

I={€Llglo}
ile tanimlanan [ kiimesi 6 elemani ile kiyaslanamayan tiim elemanlarin kiimesidir.

Benzer sekilde,
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I8 ={ceLlglldveck i}
I8 ={ceLlglliiveck s},
Liag={¢c€Ll¢clldvegl i}

kiimeleri de tanimlanabilir.

1.5. Simrh Kafesler Uzerinde Ucgensel Normlarin Bazi Insa
Yontemleri

Saminger Teorem 1.39 ile sinirh kafesler iizerinde bazi sartlar altinda liggensel norm
elde etmek i¢in bir inga metodu dnermistir.

Teorem 1.39. (Saminger, 2006) L bir smirh kafes ve [a, b] S L olsun. W [a, b] alt
arahginda bir iiggensel norm iken asagidaki sekilde tanimh T; = (< a,b,W >):L? > L

ordinal toplami1 asagidaki gibi tanimlanir.

w,u) , (6,1) € [a,b]?

OAU , aksitakdirde. (12)

GRS

Asagidaki teoremde, Teorem 1.39'da onerilen insa metodunun sinirli kafesler tizerinde
her zaman bir liggensel norm tiretmesi i¢in gerekli sartlar verilmistir.

Teorem 1.40. (Saminger, 2006) L bir sinirh kafes ve [a, b] L'nin bir alt araligi olmak
iizere (1) ve (ii) denktir:

(i) (12) ile taniml1 ordinal toplam T;: L? — L [a, b]'de tammli keyfi tiggensel norm W
icin bir liggensel normdur.

(i) V 0 € L igin

(a)0lla=Vue€E]ab)igino |l u dur.

M ollb=>Vuce€ (ab]igino |l u' dur.

Asagidaki teoremde, Ertugrul vd. Saminger'in Teorem 1.39'da onerdigi insa
yonteminin her zaman bir iiggensel norm iiretmiyor olmasi ger¢eginden hareket ederek,
siirli kafesler iizerinde ek sarta gerek duymadan iiggensel norm iiretmek i¢in bir insa
yontemi Onermislerdir.

Teorem 1.41. (Ertugrul, Karagal, & Mesiar, 2015) L bir sinirli kafes, a € L \ {0,1} ve
W'de [a, 1] alt araliginda bir tiggensel norm olsun. Bu takdirde, asagidaki sekilde tanimli

T,: L?> — L fonksiyonu L'de bir iiggensel normdur:
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OAl , 0=1veyau=1
Lo W= ywew , (6w e€lq1? (13)
OAUAa , aksitakdirde.

Asagidaki teoremde, Cayli Teorem 1.41'de 6nerilen insa yonteminde bazi degisiklikler
yaparak yeni bir inga metodu dnermistir.

Teorem 1.42. (Cayli, 2018) L bir simirli kafes, a € L\ {0,1} ve W'de [a, 1] alt
araliginda bir tiggensel norm olsun. Bu takdirde, asagidaki sekilde tanimli T5: L? — L L'de

bir iiggensel normdur:

we,w) o, (6,0) € [a,1)?
T,(6,1) ={ 6 A0 1€ {6,u} (14)
0 , aksi takdirde.

Asagidaki teoremde, Cayl sinirli kafesler iizerinde liggensel norm elde etmek i¢in
alternatif bir insa metodu daha 6nermistir.
Teorem 1.43. (Cayli, 2019) L bir simurh kafes, a € L \ {0, 1} ve W, [a, 1] lizerinde bir

tiggensel norm olsun. T,: L? — L fonksiyonu L iizerinde bir iiggensel normdur:

w, i) (6,1 € [a,1)?
0 ,  (6,0) €[0,a)?U[0,a) X1,
T,(6,11) = UL, x[0,@) U, X I, (15)
oAl 1€ {6, i)
OAUAa aksi takdirde.

Asagidaki Teorem 1.44, Teorem 1.45 ve Teorem 1.46'da Ertugrul vd. sinirh kafesler
iizerinde ticgensel norm elde etmek i¢in {i¢ insa metodu dnermiglerdir.
Teorem 1.44. (Ertugrul, Kesicioglu, & Karagal, 2019) L bir simmirh kafes ve W, [a, b]

lizerinde bir liggensel norm olsun. Ts: L? — L fonksiyonu L iizerinde bir iiggensel normdur:



Ts(6,1) = 4

(WO ADb,0AD)
OANUAa
OAUAD

\ oAU

)

)

)
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(6,1) € [a,b)? U [a,b) x I}
Ul X [a,b) UI§ x I
(6,1) € [0,a) x L\{1}

U L\{1} x [0, @)
Ula,b) xI2UI2 x [a,b)
UIExIbull x1¢ulf xIb
Ul x[b,1)uU[b,1)xI2
Ullgp X L\{1} U L\{1} x I,
(6,1) € [b,1)? U [a,b) x [b,1)
U[b,1) x [a,b) UIE X [b,1)
Ulb,1) xIf
1 € {6, i}.

(16)

Teorem 1.45. (Ertugrul, Kesicioglu, & Karagal, 2019) L bir sinirli kafes ve W, [a, b]

lizerinde bir liggensel norm olsun. Ty: L? — L fonksiyonu L iizerinde bir iiggensel normdur:

T, (6, 1) = {

(W(6 ADb,iAD)

OANUAD
OAl

)

)

)

(6,1) € [a,b)? U [a,b) x I}
Ul X [a,b) UI§ x Ij
(6,u) €Ig x[b,1) U [b,1) x 1§
(6,1) € [b,1)?2 U [a,b) x [b,1)
U [b,1) X [a,b),1 € {6,1}
aksi takdirde.

(17)

Teorem 1.46. (Ertugrul, Kesicioglu, & Karagal, 2019) L bir sinirli kafes ve W, [a, b]

lizerinde bir liggensel norm olsun. T,: L? — L fonksiyonu L iizerinde bir iiggensel normdur:

T7(6,0) = 5

(W( ADb,iAD)

OANUAD
OAl

)

)

)

(6,1) € [a,b)? U [a,b) x I}
Ul X [a,b) UI§ X I
(6,0) elIg x[b,1) U [b,1) x 1§
(6,0) € [a,b) X [b,1) (18)
U [b,1) X [a,b),1 € {6,u}
(6,1) € [b, 1)?
aksi takdirde.

Asagidaki Teorem 1.47, Teorem 1.48 ve Teorem 1.49'da sirasiyla Karagal vd., Dan

vd. ve Ertugrul ve Yesilyurt sinirli kafesler iizerinde iicgensel norm elde etmek i¢in insa

metotlar1 6nermislerdir.

Teorem 1.47. (Karagal, Ertugrul, & Kesicioglu, 2019) L bir sinirli kafes ve W, [a, b]

lizerinde bir liggensel norm olsun. Tg: L? — L fonksiyonu L iizerinde bir iiggensel normdur:



( W(,0)
W(@GAD,UAD)

OANUAa

Tg(6,1) = 4

OANUAD

0OAT

13

(6,1) € [a,b)?
(6,1) € [a,b) xIF UIF X [a,b)
vy x1Ij
(6,0) €0,a) x L\{1}

U L\{1} x [0,a)
Ula,b) x 12 Ul® x [a,b)
UL xIbull x1¢uls xIb
Ul x[b,1)uU[b,1) X2
U Ha,b X L\{l}

UL\{1} x [,

(6,0) €I x [b, 1)
Ulb,1) xIf
(6,10) € [b,1)?

Ula,b) X [b,1) U [b,1) X [a,b),
1 € {6, u}

(19)

Teorem 1.48. (Dan, Hu, & Qiao, 2020) a,b € L\{0,1},a < b ve W, [a, b] lizerinde

bir {iggensel norm olmak iizere asagidaki gibi tanimlanan Ty: L? — L L'de bir iiggensel

normdur;

[ W(o,0)

W (5,1 A D)
W (6 A b, 1)
W(@ADb,iAD)
oAl

T@w =4 °NIND

\ O0AUAa

)

)

)

)

)

(6,1) € [a,b)?

(6,1) € [a,b) x 1y
(6,u) € I X [a, b)
(o,0) € I x 1%

(6,0) € [b,1)%,1 € {6,1}
(6,0) € [0,a) X [b,1)
Ulb,1)x][0,a)
U[0,a) xIF UIf x[0,a)
Ula,b) X [b,1)U [b,1) X [a,b)
Ulb,1)xTIFUl§ x[b,1)
U[0,a) xI,, Ul,;, x[0,a)
aksi takdirde.

(20)

Teorem 1.49. (Ertugrul & Yesilyurt, 2019) L bir sinirh kafes, 0 < a < b < 1 olacak

sekilde a, b € L igin V;, V, ve V5 sirasiyla L'nin [b, 1], [a, b] ve [0, a] alt araliklarinda tanimli

ticgensel normlar olmak iizere asagidaki sekilde verilen Tjo:L? — L L'de bir iiggensel

normdur;
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[ Vi(6,10) ) (6,1) € [b,1)?
V, (6, 11) ) (6,1) € [a, b)?
V5(6, 11) ) (6,11) € [0,a)?
oAl , (6,0) € [b,1) x [0,b)
U [0,b) X [b,1)
Ty0(0,1) = A U [a,b) x [0,a) U [0,a) x [a, b) (21
ULX{1}u{1} XL
V,(6Ab,GAD) , (6,0) € [a,1) x I,
Ul % [a,1)
ul, x I,

V36 Aa,iAa) aksi takdirde.

Sonu¢ 1.50. Yukaridaki insa metotlar1 géz Oniine alindiginda asagidaki sonuglara
vartlir:

(i) (19) ve (20) formiilleri ile verilen insa metotlar1 herhangi bir L kafesi lizerinde
cakasir.

(i) (21) formiilii ile verilen inga metodunda V; =A,V, = W ve V5 =A olarak segilirse
elde edilen t-norm (19) ve (20) formiilleri ile verilen insa metotlariyla gakisir.

(iii) (21) formiilii ile verilen insa metodunda V; = Ty, V, = W, V3 =A olarak segilirse

elde edilen t-norm (16) formiilii ile verilen insa metoduyla ¢akisir



2. YAPILAN CALISMALAR

Bu boliim, dért alt kisimdan olusmaktadir. Ik kistmda smirli kafesler iizerinde
iicgensel normlarin insa metotlar1 iizerinde calisilmistir. Ikinci kistmda smirli kafesler
iizerinde iicgensel konormlarin insa metotlari iizerinde durulmustur. Ugiincii kisimda birinci
kisimda verilen insa metotlar1 yardimiyla simirli bir kafes tizerinde liggensel normlar igin
ordinal toplam insa metotlar1 verilmistir. Son kisimda ise ikinci kisimda verilen insa
metotlart yardimiyla sinirh bir kafes iizerinde iiggensel konormlar i¢in ordinal toplam insa

metotlart verilmistir.

2.1. Smurh Kafesler Uzerinde Ucgensel Normlarin Insa Yéntemleri

Bu boliimde, Teorem 2.2 ve Teorem 2.12'de smirhi bir L kafesinin [a, b] alt araligi
tizerinde keyfi verilen bir tiggensel normdan, L \ {0}'1n en kiigiik elemana sahip olmasi
varsayimi altinda, L {lizerinde bir liggensel norm insa etmek i¢in iki metot verilmistir. Daha
sonra Teorem 2.2 ve Teorem 2.12'nin uygulamalari olarak 6rnekler verilmistir. Ardindan
Teorem 2.2 ve Teorem 2.12'deki kisitlamalarin ihmal edilemeyecegi de oOrneklerle
vurgulanmigtir. Ayrica bu insa metotlarinin literatiirde var olan insa metotlarindan farkl
oldugu ornekler ile gosterilmis olup bu insa metotlarinin birbirleriyle olan iliskileri bazi
kisitlamalar altinda detayli bir sekilde incelenmistir.

Teorem 2.2. L bir sinirh kafes, a,b € L ve k € L\{0} bir en kiigiik eleman olsun.
T* L'nin [a,b] alt araliginda tamimh bir tiggensel norm ise asagidaki sekilde verilen

Ty1: L? — L fonksiyonu L'de bir iiggensel normdur:
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(T*(6Ab,iADb) , (6,1) € [a,b)? U [a,b) x ¥
UI$ X [a,b) UILE X 1E
k ) (6,1) € (0,a) x L\{0,1}
U L\{0,1} x (0, a)
Ula,b) x 12 Ul® x [a,b)
UIZ x5 ulb x1¢
Ty, (6, 1) = < UI¢ x T2 Ul x[b1) (22)
Ulb,1) xI5Ul,, x L\{0,1}
U L\{0,1} x I,
OANUAD ) (6,1) € [b,1)?
Ula,b) X [b,1) U [b,1) X [a,b)
UIE x[b,1)U[b,1) x1§
\ oAl , (6,0) eLx{0,1}U{0,1} x L.

Ispat: i) Monotonluk: 6,1 € L ve her ¢ € L icin 6 < {i olacak sekilde T;;(6,¢) <
Ty, (1, ¢) oldugu gosterilmelidir. Eger 6 € (0,a) veya 6 € 15 veya 6 € 1, ise T11(6,¢) =
k olup esitsizlik saglanir. Benzer sekilde ¢ € (0, a) veya ¢ € I8 veya ¢ € [, , ise esitsizligin
her iki tarafi da k'dir. Ayrica ¢ = 1 ise esitligin saglandig1 agik¢a goriiliir. Ote yandan 6 ve
U ayni aralikta ise 6 < U oldugundan her ¢ € L igin T;; (6, ¢) < Ty, (1, ¢)'dir. Bu nedenle,
monotonluk 6zelligi gosterilirken yukarida belirtilen durumlar asagida listelenmemistir.
1.6 € [a, b) olsun.
1.1.t € [b, 1),
1.1.1. ¢ € [a, b),

T11(6,¢) =T"(6,¢) <T"(b,¢) =¢=UA¢ADb =Ty; (0.
1.1.2.¢ € [b, 1),

T11(6,¢) =0A¢Ab=0<b=UA¢ADb=T;,(ic¢).
1.1.3.¢ €13,

T11(6,¢) =T*(6,¢6ADb) <T*(b,¢Ab) =¢Ab=1UA¢ADb =T;;(4,¢).
1.2.4=1,
1.2.1.¢ € [a, b),

T11(6,¢) =T"(6,¢) <T"(b,¢) = ¢=T1;(1,¢) = Ty1 (1, ¢).
1.22.¢€[b,1),

T11(6,¢) =6A¢Ab=0<b=<¢=T;;(1¢) =T (450).
1.23.¢ €13,

T11(6,¢) =T"(6,¢ Ab) <T"(b,¢ADb) =¢Ab <¢=Ty;(1,¢) =T1;(U,).
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1.3. 1 € I,
1.3.1.¢ € [a, b),
T11(6,¢) =T7(6,¢) <T*(WAb,¢) = Ty, (G, ).
13.2.¢ € [b,1),
T,1(0,6) =0A¢Ab <UA¢ADb =T (ic).
133.¢c €19,
T11(6,¢) =T"(6,¢ Ab) <T"(Ab,¢AD) =Ti1(G, ).
2.0 € [b,1) olsun.
2.1.u=1,
2.1.1.¢ € [a, b),
T11(8,¢) =0 A¢ADb =¢=Ty;(1,¢) = T11 (U, ¢).
2.12.¢ € [b,1),
T11(8,¢) =0 A¢Ab=b<¢=T;;(1,¢) = T11 (4, ¢).
213.¢ €19,
T11(6,¢) =6A¢Ab=¢ADb<¢=T;;(1,¢) =Ty; (i)
3.6 € I} olsun.
3.1.u€[b1),
3.1.1.¢c € [a, b),
T11(6,¢) =T"(6ADb,¢) <T"(b,¢) =¢=1UA¢gAb =Ty, (1c).
3.12.¢ € [b,1),
T,1(0,6) =0A¢Ab=0Ab<b=UA¢ADb =T;;(iic).
3.13.¢ €19,
T1,(6,¢) =T*(6Ab,cADb) <T*(b,cAb) =¢cAb=1UAc¢cADb =T ({c).
32.0=1,
3.2.1.¢c € [a,b),
T11(6,¢) =T"(6ADb,¢) <T"(b,¢) = ¢=T11(1,¢) = T11 (4, ¢).
322.¢€[b1),
T11(8,¢) =0A¢Ab=06Ab<b<¢=Ty;(1¢) =T, (U0)
323.¢c €l
T11(8,¢) =T*(0Ab,¢Ab) <T*(b,¢Ab) =¢Ab <¢=Ti1(1,¢) = T11(4, ¢).
ii) Asosyatiflik: Her 6,1, ¢ € L igin Ty;(6, Ty1 (1, ¢)) = Ty1(T11(8,1), ¢) esitliginin

saglandig1 gosterilmelidir. 6,1 ve ¢ elemanlarindan herhangi birinin 0 veya 1 olmasi
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durumunda ispat agiktir. Ayrica 6, il ve ¢'den herhangi biri (0, a)'da veya I%'da veya I, ,'nin
elemani ise esitligin her iki yam da k'ya esit olur. Yani, Tll(t'), Ty, (4, (;)) =k =
T11(T11(6, 1), ¢)'dir. Ispatta kalan tiim diger olas1 durumlar listelenmistir.
1.6 € [a, b) olsun.
1.1.1 € [a, b),
1.1.1. ¢ € [a, b),
T14(6,T11(6,¢)) = T11 (6, 7" (8, ¢)) = T*(5, T (i, )
=T"(T"(6,0),¢)
=Ty (T*(6,0), ¢) = T11(T11(6, W), ¢).
1.12.c € [b, 1),
T11(6, T11 (6, 6)) = T11 (6, i Ag A b) = Ty1(6,11) = T*(6, )
=T*(6,i) A¢cADb
=T, (T*(6,0), ¢) = T11(T11(6, W), ¢).
1.1.3.¢ €15,
Ty1(8, T2 (0,6)) = T11(8, T* (G, ¢ A b)) = T*(8, T* (i, ¢ A b))
=T*(T*(6,1),¢ A b)
=Ty (T*(6,0), ¢) = T11(T11(6, W), ¢).
1.2.1 € [b,1),
1.2.1.¢ € [a, b),
T11(6, T11 (6, 6)) = T11 (6,0 A g A D) = T11(5,6) = T"(5,6)
=T11(5,¢)
=T11(6AUAD,¢) = Ty1(T11(6, 1), ¢).
122.c € [b,1),
Ty1(6, T2 (0,6)) = T11 (8,0 A¢AD) =Ty, (8,) =0 AbAb =5
=0A¢ADb =Ty1(0,¢)
=T11(6AUAD,¢) = Ty1(T11(6, 1), ¢).

1.23.¢ €13,
T11(6,T11 (4, ¢)) = T (6,0 A ¢ A D) = Ty, (6, A b)
=T*(6,¢cADb)
=T11(6,¢)

=T11(6AUAD,¢) = Ty1(T11(6,1),¢).
1.3. 0 € 1%,
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1.3.1.¢ € [a, b),
Ty1(8, T2 (0,6)) = T11(8, T* (@A b, ¢)) = T*(8, T*(iiAb,¢))
= T*(T*(8,i A b),¢)
=T, (T*(8,i A b),¢) = Ty1(Ty1 (8, 1), ¢).
13.2.¢€[b,1),
Ty1(8, Ty1 (0,6)) = T11(8, W A¢A D) = Ty1 (8, Ab) = T*(8,i A D)
=T*(6,iAb)ACAD
=T, (T*(8, i A b),¢) = Ty1(Ty1 (8, 1), ¢).
133.¢ €14,
Ty1(6, Ty1 (0,6)) = T11(8, T* (@A b, g AD)) = T*(6,T* (A b, ¢ A b))
=T*(T*(6,iADb),cAb)
=T, (T*(6,0 A D),¢c) =T;,1(T;1(6,1),¢).
2.0 € [b,1) olsun.
2.1.1 € [a,b),
2.1.1.¢ € [a, b),
Ty1(6, T2 (0,6)) = T11(8, T*(6,¢)) =8 AT (i, ¢) A b
=T"(i,¢)
=T11 (1, ¢)
=T (6 ATAD,¢) =Ty, (T;1(6,10),0).
2.12.¢€[b, 1),
Ty1(8, T2 (0,6)) = T11 (6,0 AGAD) = T4 (6,1) =0 AUAD =1
=UA¢ADb =T (0,0
=T (6 AiAD,¢) = Ty1(Ti41(6,10),0).
2.13.¢€14,
Ty1(8, T2 (0,6)) = T11(8, T* (i, ¢ AD)) =8 AT (i, ¢ Ab) A D
=T*(4,¢ADb)
=T11 (1, ¢)
=T (6 ATiAD,¢) = Ty1(Ty41(6,10),0).
22.1 € [b,1),
22.1.¢ € [a,b),
Ty11(8, T2 (0,6)) = T11 (8,0 A¢AD) = Ty1(8,6) =0 A¢Ab =¢
=bA¢=Ty;(bg)
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=T (6 ATAD,¢) =Ty (T;1(6,10),0).
222.¢€[b,1),
Ty1(8, T2 (0,6)) = Ty, (8,0 A¢AD) =Ty1(8,b) =6 Ab =b
=bA¢=Ty;(bg)
=T (6 ATiAD,¢) = Ty, (T;41(6,10), ).
223.¢€14,
Ty1(6, T2 (0,6)) = T11 (8,0 A¢AD) =Ty (8,6 AB) =0 A(GAD)AD
=¢Ab=Ty(b,¢)
=T (6 ATAD,¢) =Ty (T;1(6,10),0).
23.0 €1y,
23.1.¢ € [a,b),
Ty1(8, Ty1 (0,6)) = T11(8, T* (A Db, ¢)) =8 AT*(iAD,¢) AD
=T*(GADb,¢)
=T;,(ADb,¢)
=T (6 ATWAD,¢) =Ty (T;1(6,10),0).
232.¢€[b,1),
Ty1(8, T2 (0,6)) = T11 (8,0 AgA D) = Ty1(8,iAb) =0 A(AD)AD
=UAb=(Ab)ACAD
=T,,(ADb,¢)
=T (6 ATAD,¢) =Ty, (T;1(6,10),0).
233.¢c€1¢,
Ty1(8,Ty1(4,2)) = T4 (8, T*(WA b, ¢ AD)) =6 AT*(iAb,¢ AD) A D
=T*(GAb,¢AD)
=T;,(A D, ¢)
=T (6 ATAD,¢) =Ty, (T;41(6,10),0).
3.6 € I} olsun.
3.1.1 € [a, b),
3.1.1.¢c € [a, b),
T11(8, T2 (0,6)) = 11 (8, T*(i,¢)) = T*(6 A b, T*(ii, )
=T*(T*(6 Ab,1),c)
=Ty, (T*(6 A b,11),¢) = Ty1(T;1(6,1),¢).
3.12.¢ € [b, 1),
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Ty1(8, T2 (0,6)) = T11 (8,0 A¢A D) = Ty4(8,1) = T*(8 A b, 1)
=T*(6 Ab,U)ACAD
=T, (T*(6 A b, 1),¢) = Tyy(Ty1(8,10), ¢).
3.13.¢€14,
Ty1(8, T2 (0,6)) = T11(8, T* (i, ¢ AD)) = T*(8 A b, T*(l, ¢ A b))
=T*(T*(6 Ab,10),cADb)
=Ty, (T*(6 A b,11),¢) = T;1(T;,(6,1),¢).
32.1 € [b,1),
3.2.1.¢c € [a,b),
Ty1(8, T2 (0,6)) = T11 (8,0 A ¢ A D) = Ty1(8,¢)
=T*(6ADb,¢)
=T;,(06ADb,¢)
=T (6 ATWAD,¢) =Ty, (T;1(6,10),0).
322.¢€[b,1),
Ty1(8, T2 (0,6)) = T11(8,0A¢AD) =Ty, (8,b) =6 Ab = (BAD)AGAD

=T11(6AD,¢)
=T, (6 ATUAD,¢) =T11(T11(6, 1), ¢).
323.cels,
Ty1(6, Ty1 (0,6)) = T11(8, i A¢ A D) = Ty1 (8,6 A b)
=T*(6 Ab,¢cADb)
=T11(6AD,¢)
=T (0 AUAD,¢) =T 1(T;1(6,1),¢).
33.0€lf,

33.1.¢c € [a,b),
Ty1(6, T2 (0,6)) = T11(8, T* (@A Db, ¢)) =T (8 Ab, T*(iiAD,¢))
=T*(T*(6 Ab,uADb),c)
=T, (T*(6ADb,UAD),¢) =T;;1(T;1(6,1),¢).
332.¢€[b,1),
Ty1(8, T2 (0,6)) = T11 (8,0 A¢A D) = T4 (8,0 Ab) = T*(6 Ab, i Ab)
=T*(6Ab,UAD)ACAD
=T, (T*(6 A b, i AD),¢) = Ty (Ty1(6,1),¢).
333.¢c€el,
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Ty1(8, T2 (0,6)) = T4 (8, T* (@A b, ¢AD)) =T*(6 Ab, T*(iAb, ¢ AD))
=T*(T*(6Ab,uUAD),cAD)
=T (T"(6 Ab,uAD),¢) = Ty1(T11(6,0),¢).
T,, komiitatiftir. Ty, in birim elemani 1'dir. Boylece T, bir t-normdur.

T;1 t-normun yapis1 asagidaki gibi temsil edilebilir.

Iop k k k k k k
Iy k T*(6,i A b) OAUAD k T*(6ADb,UAD) k
i k k k k k k
1

k OATUAD OAUAD k OAUAD k
b

k T*(6,10) OAUAD k T*(6 A b, 1) k
a

k k k k k k
0 a b 1 Ik I Iy

Sekil 2. T4 t-normun yapist

Ornek 2.3. Sekil 3'te verilen (L, = {0,k,a,b,m,s, 1},<,0,1) kafesi alinsin. (L;, <)

kafesinin Teorem 2.2'nin sartlarini sagladigi kolayca goriiliir.

Sekil 3. L, kafes diyagrami
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[a, b] lizerinde T* = T, t-normu seg¢ilirse Teorem 2.2 ile L,'de T;; t-normu Tablo

1'deki gibi bulunur.

Tablo 1. L, tizerinde Ty, t-normu
T., 1 0 kK a b m s 1
0 o 0 o0 o0 0 0O
k 0 kK k k k k k
a 0 k a a k k a
b 0 kK a b k k b
m 0 kK k k k k m
S 0 k k k k k s
1 0 kK a b m s 1

Uyan 2.4. Teorem 2.2 ile verilen insa yontemindeki ilave sartlar kaldirilamaz. Bu
arglimani destekleyen 6rnek asagida verilmistir.
Ornek 2.5. Sekil 4 ile verilen (L, = {0,k,s,a,b,m,n,1},<,0,1) kafesi géz oniine

alinsin.

Sekil 4. L, kafes diyagrami

m € 18 ve k € (0,a) icin m || k olacak sekilde bir m € L, eleman1 oldugu i¢in (L,, <)
kafesinin Teorem 2.2'de belirtilen ilave sartlar1 saglamadigi agiktir. Teorem 2.2 kullanilarak,

Ty1(k,m) =k £m=T;;(1,m) elde edilir. Buradan, T;; fonksiyonu monotonluk
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ozelligini saglamadigi icin L, iizerinde bir t-norm degildir. Ayrica esitsizligin T* t-norm
seciminden bagimsiz elde edildigine dikkat edilmelidir.

Uyarn 2.6.

(i) (22) ile ifade edilen insa metodu (12) ile ifade edilen ingsa metodundan farkl bir
yapiya sahiptir (Bakiniz Ornek 2.7). Ayrica (12) ile ifade edilen insa metodu her durumda
bir tiggensel norm olmayabilir (Bakiniz Teorem 1.40).

(ii) (22) ile ifade edilen insa metodu (16), (17), (18), (19), (20) ve (21) ile ifade
edilen insa metotlarindan farklidir (Bakimz Ornek 2.8).

Ornek 2.7. Kafes diyagramm asagidaki gibi olan (L; = {0,k,a,b,m,z,1},<,0,1)

kafesi gbz Oniine alinsin.

Sekil 5. L3 kafes diyagrami

Bu kafes diyagraminda, Teorem 1.39 ve Teorem 2.2 kullanilarak, T;(m,z) = m #
k =T;1;(m,z) elde edilir ve buradan T; # T;; bulunur. Ayrica farkliligm W ve T*
secimlerinden bagimsiz olduguna dikkat edilmelidir.

Ornek 2.8. Kafes diyagrami asagidaki gibi olan (L, = {0,1,6,a,b,m,t,s,1},<,0,1)

kafesi gbz Oniine alinsin.
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—

S
S
S

~

N/

N

oO——0—8—— o —

Sekil 6. L, kafes diyagrami

Bu kafes diyagraminda, Teorem 1.44, Teorem 1.45, Teorem 1.46, Teorem 1.47,
Teorem 1.48, Teorem 1.49 ve Teorem 2.2 kullanilarak, T5(6,6) = 0 # U = T;,(0, 0),
Te(i,0) =0 # 4 =Ty,(,0), T,(,0) =0 # i =Ty, (14, 0), Tg(6,0) = 6 # 0 = Ty1(6,0),
To(6,0) = 6 # i = T11(6,0) ve Ty4(0,m) = 6 # Ui = T;1(6,m) elde edilir. Buradan, T,
iicgensel normunun Ts, Tg, T;, Tg, T ve Ty, liggensel normlarindan farkli oldugu goriiliir.
Ayrica farkliliklarin T*, W, V;,V, ve V3'in segimlerinden bagimsiz olduguna dikkat
edilmelidir.

Uyan 2.9. (22) formiilinde b = 1 alinsa dahi (22) formiili ile elde edilen T,
tiggensel normu, (13), (14) ve (15) formiilleri ile verilen sirasiyla T,, T5 ve T, tiggensel
normlari esit olmak zorunda degildir. Bu arglimani destekleyen 6rnek asagida verilmistir.

Ornek 2.10. Kafes diyagrami asagidaki gibi olan (Ls = {0,k,n,a,m,1},<,0,1)

kafesi gbz Oniine alinsin.
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Sekil 7. Lg kafes diyagrami

Bu kafes diyagraminda, Teorem 1.41, Teorem 1.42, Teorem 1.43 ve Teorem 2.2
kullanilarak, T,(n,n) =n # k =T;;(n,n), T3(k, k) =0+ k =Ty, (k, k) ve T,(k,m) =
0 # k =Ty, (k,m) oldugu elde edilir. Buradan, T;; # T,, T;; # T3 ve Ty, # T, bulunur.
Ayrica farkliliklarin W ve T* se¢imlerinden bagimsiz olduguna dikkat edilmelidir.

Onerilen insa metotlar: ile literatiirde mevcut olan ydntemler kiyaslandiktan sonra
dogal olarak akla "Teorem 2.2'deki insa yontemi ile literatiirdeki insa yontemleri bazi
kisitlamalar altinda g¢akisabilir mi?” sorusu gelir. Asagidaki uyarida bu soruya cevap
verilmistir.

Uyan 2.11.

(i) (16),(18) ve (22) formiillerinde a = 0 alinirsa (16) ve (18) formiilleri ile
sirastyla elde edilen Ts ve T, iicgensel normlari, (22) formiili ile elde edilen T;; liggensel
normu ile ¢akisir.

(i) (22) formiiliinde a = 0 ve (21) formiilinde a = 0,V; = Ty, ve V, = T* alinirsa
(21)'de verilen Ty, ti¢gensel normu, (22) formiili ile bulunan T, liggensel normu ile
cakasir.

Asagidaki teoremde, licgensel normlar i¢in bir bagka insa metodu verilmistir.

Teorem 2.12. L bir smurh Kafes, a,b € L ve k € L\{0} bir en kiigiik eleman olsun.
T**, L'nin [a,b] alt araliginda tanimli bir tiggensel norm ise asagidaki sekilde verilen

Ty,: L? — L fonksiyonu L'de bir iiggensel normdur:
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(T*(6Ab,iAD) , (6,i) €[a,b)?Ua,b) xI¢
U I X [a,b) UIE X 1E
k ) (6,1) € (0,a) x L\{0,1}
U L\{0,1} x (0, a)
Ula,b) xI2 Ul x [a,b)
UIZ x 12 ulb x 14
UI¢ x T2 ulb x [b,1)
U[b,1) x5 Ul,, x L\{0,1}
U L\{0,1} x I,
OANUAD , (6,1) € [a,b) X [b,1)
U [b,1) X [a, b)
Ul¢ x[b,1)U[b,1) x ¢
oAl ) (6,1) € [b, 1)?
\ ULXx{0,1}u{0,1} X L.

T12(6' i) =< (23)

Ispat: i) Monotonluk: 6,1 € L ve her ¢ € L i¢in 6 < ii olacak sekilde T;,(6,¢) <
Ty, (14, ¢) oldugu gosterilmelidir. Eger 6 € (0,a) veya 6 € 15 veya 6 € 1, ise T15(0,¢) =
k olup esitsizlik saglanir. Benzer sekilde ¢ € (0, a) veya ¢ € I8 veya ¢ € [, , ise esitsizligin
her iki tarafi da k'dir. Ayrica ¢ = 1 ise esitligin saglandig1 agik¢a goriiliir. Ote yandan 6 ve
U ayni aralikta ise 6 < U oldugundan tiim ¢ € L i¢in T}, (0, ¢) < Ty, (1, ¢)'dir. Bu nedenle,
monotonluk 6zelligi gosterilirken yukarida belirtilen durumlar asagida listelenmemistir.
1.6 € [a, b) olsun.
1.1.t € [b, 1),
1.1.1. ¢ € [a, b),

T12(8,¢) =T (6,¢) ST (b,¢) = ¢ = WA¢ADb = Ty,(i,0).
1.1.2.¢ € [b, 1),

T,(0,6) =0A¢Ab=0<b<iA¢=T,(c).
1.1.3.¢ €15,

T1,(6,¢) =T**(6,¢Ab) <T**(b,cAb) =¢cAb=UAc¢cAb =T;,(ic).
1.2.4=1,
1.2.1.¢ € [a, b),

T12(6,¢) =T7(0,¢) =T (b,¢) = ¢ =T12(1,¢) = Ty5(U,¢).
1.22.¢€[b,1),

T12(0,6) =6 A¢Ab=0<b<=<¢=T(1¢) =T(Uc0).
1.23.¢ €15,

T12(0,¢) =T™(0,6Ab) ST (b,¢Ab) =¢Ab <¢=T;(1,¢) =T ().
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1.3. 1 € I,
1.3.1.¢ € [a, b),
T12(6' (;) = T**(O, (;) = T**(u A b' (;) = le(ﬁ' (;)
1.3.2.¢€[b,1),
1.33.¢ €13,
2.0 € [b,1) olsun.
2.1.u=1,
2.1.1.¢ € [a, b),
T12(0,¢) =6 A¢ADb =¢=T;(1,¢) = Ty (4, ¢).
2.1.2.¢ € [b, 1),
T12(0,¢) =6 A¢<¢=T;(1,¢) =Tz (4, ¢).
2.1.3.¢ €1y,
T12(6,¢) =6 A¢Ab=¢ADb<¢=T;(1,¢) =Ty, (0.
3.6 € I} olsun.
3.1.4€[b1),
3.1.1.¢c € [a, b),
T12(8,¢) =T (0ADb,¢) <T™(b,¢) =¢=UA¢AD =Ti,(U0).
3.1.2.¢ € [b, 1),
3.1.3.¢ €1%,
T;,(06,¢) =T**(6Ab,¢cAb) <T*™(b,cAb) =¢cAb=1UAcADb=T,(Qc).
3.2.0=1,
3.2.1.¢c € [a,b),
T12(6,¢) =T (0ADb,¢) <T™(b,¢) = ¢ =T12(1,¢) = Ty, (0, ¢).
322.¢€[b,1),
T12(8,6) =0A¢Ab=06ADb<b<¢=T(1¢) =T,(Uc0)
3.23.¢ €%,
T12(8,¢) =T (0Ab,¢Ab) <T™(b,¢Ab) =¢Ab <¢=T,(1,¢) =T, (¢).
i1) Asosyatiflik: Her 6,1, ¢ € L igin T12(6, Ty, (4, (;)) = T,5(T;,(6,1),¢) olmalidir.

0, U ve ¢ elemanlarindan herhangi birinin 0 veya 1 olmasi durumunda ispat agiktir. Ayrica



29

6, i ve ¢'den herhangi biri (0, @)'da veya I5'da veya I, ,'nin elemant ise esitligin her iki yani
da k'ya esit olur. Yani, Ty, (8, T2 (i, ¢)) = k = Ty5(T12(8, i), ¢)'dir. Ispatta kalan tiim diger
durumlar listelenmistir.
1.6 € [a, b) olsun.
1.1.14 € [a, b),
1.1.1. ¢ € [a, b),
T12(6, T12(6,¢)) = T2 (6,7 (0, ¢)) = T (6, 7™ (i, )
=T"(T"(6,1),¢)
= T2 (T (6, 0), ¢) = T12(T12(6, W), ¢).
1.1.2.¢ € [b, 1),
T15(6, T12(l, 6)) = T12(6, 0 A g Ab) = T15(8, ) = T™(6, 1)
=T"(6,0)A¢cADb
= Ty (T (6,0), ¢) = T12(T12(6, 0), ¢).
1.1.3.¢ €15,
Ty2(8, T12 (U, 6)) = Tyo(8, T (i, ¢ A b)) = T* (8, T** (i, ¢ A b))
= T*(T**(6,1),¢ADb)
= Ty (T (6,0), ¢) = T12(T12(6, 0), ¢).
12,1 € [b, 1),
1.2.1.¢ € [a, b),
T12(8,T12(8,6)) = Ti2(6, U A ¢ A D) = T15(6,6) = T*(5,¢)
= T12(0,¢)
=T12(6 AUAD,¢) = Ti5(T12(6,0),6).
12.2.¢€[b1),
T15(6,T12(6,¢)) = T12(6,0A Q) =6 A (WA AD =0
=0AGAD
= Ty2(0,¢)
=T12(6 AUAD,¢) = Ti5(T12(6,0),6).
1.23.¢ €15,
T12(6,T12(0,¢)) = T12(6, A ¢ A D) =Ti,(6,¢ A D)
=T"(6,¢ADb)
= T12(5,¢)
=T12(6 AUAD,¢) = Ty5(Ty2(6, 1), ¢).
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1.3. 0 €1y,
1.3.1.¢ € [a, b),
Ty2(8, T2 (0,6)) = T2 (8, T (A Db, ¢)) =T (8, T(liAD,¢))
= T*(T*(6,i A b),¢)
= T, (T** (8, i A D), ¢) = Tyo(Ty2(6, 1), ¢).
132.¢€[b,1),
Ty2(8, T12 (U, 6)) = T2 (8,0 A¢ A D) = Ty, (8, Ab) = T*(8,iAb)
=T*(6,0iAb)ACAD
=T, (T** (6,0 ADb),¢) =T,,(T;,(6,1),¢).
133.¢ €14,
Ty2(8, T12 (U, 6)) = Tyo(8, T (@A b, ¢ AD)) = T*(8,T** (A b, ¢ Ab))
= T*(T**(8,i Ab),¢Ab)
= T, (T** (8,0 A D), ¢) = Tyo(Ty2(6, 1), ¢).
2.0 € [b,1) olsun.
2.1.1 € [a,b),
2.1.1.¢ € [a, b),
Ty2(8, T2 (0,6)) = Tyo (8, T (1,6)) =8 AT (i, ¢) Ab = T (i, ¢)
= Ty, (0, ¢)
=T, (6 AL A D, ¢) = Ty, (T2 (6, 1), ¢).
2.12.¢€[b,1),
Ty2(8, T2 (0,6)) = T1o (6,0 AGAD) = T, (6,1) =0 AUAD =1
=UACAD
= T12(0,¢)
=T, (6 AL A D, ¢) = Ty, (T2 (6, 1), ¢).
2.13.¢€14,
Ty2(8, T12 (0, 6)) = Tyo(8, T (i, ¢ AB)) =8 AT (l,¢ Ab) A D
= T*(i, ¢ A b)
= T12(0,¢)
=T, (6 AL A D, ¢) = Ty, (T2 (6, 1), ¢).
22.1 € [b,1),
22.1.¢ € [a,b),
Ty2(8, T2 (0,6)) = T1o (8,0 AGA D) = Ty, (8,6) =0 A¢Ab =¢



31

=(AU)ACAD
= T1,(6 A i, ¢) = Ty, (T (6, 1), ¢).
222.¢€[b,1),
T2 (6, T2 (1,¢) = T, (6,1 A¢) =6 A (iiAC)
=(0AlU)AC
=T, (6 A i, ¢) = Ty, (Ty2(6, 1), ¢).
223.¢€14,
Ty2(8, T12 (0, 6)) = T12 (8,0 A¢A D) = Ty, (8,6 Ab) =0 A(GAD)AD
=¢Ab=(0OAG)AGAD
= T,(6 A i, ¢) = Ty, (T (6, 1), ¢).
23.0 €1y,
23.1.¢ € [a,b),
Ty2(8, T2 (0, 6)) = T2 (8, T (A D,¢)) =8 AT (liADb,¢) A D
= T*(iAb,g)
=T,,(LADb,¢)
=T,(6 AL A D, ¢) = Ty, (T, (6, 1), ¢).
232.¢€[b,1),
Ty2(8, Ty (0, 6)) = T12 (8,0 AgA D) = Ty, (8,iAD) =8 A(AD)AD
=UAb=(UAb)ACAD
=Ty, (i AD,¢)
=T, (6 AL A D, ¢) = Ty, (T2 (6, 1), ¢).

233.¢€l4,
Ty2(8, Ty (0, 6)) = T2 (8, T (@A Db, ¢gAD)) =8 AT (liAb,gAB) A D
=T*(iAb,gADb)
=Ty,(iAD,¢)

=T, (06 AiAD,¢) = Ty, (Ty,(6,10),¢).
3.6 € I} olsun.
3.1.1 € [a, b),
3.1.1.¢c € [a,b),
Ty2(8, T12(0,6)) = T2 (8, T (0,¢)) = T (8 A b, T™(ii,¢))
= T**(T**(6 A b, 11),¢)
=T, (T*(6 Ab,1),¢) =Ty, (Ty,(6,1),¢).
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3.12.¢ € [b, 1),
T2 (6, T2 (11,¢)) = T2 (6, Ag A b) = Ty5(6,10) = T*(6 A b, ii)
=T*(OAb,U)ACAD
=T, (T*(6 A b, 1),¢) = Ty (Ty5 (8, 1), ¢).
3.13.¢€14,
Ty2(8, T2 (0,6)) = T2 (8, T (i, ¢ AD)) =T (8 Ab, T (i, ¢ A b))
=T*(T* (5 Ab,1),¢Ab)
=T, (T* (6 A b, 1), ¢) = Tyo(Ty2(6, 1), ¢).
32.1 € [b,1),
3.2.1.¢c € [a,b),
Ty2(8, Ty2(U,6)) = T12 (8,0 AgA D) = Ty5(8,6) = T (8 A b,¢)
=T;,(06ADb,¢)
=T,(6 AiAD,¢) = Ty, (Ti(6,11), ).
322.¢€[b,1),
T12(6, T, (,¢) = T15(6,iAg) =0A(UAG)Ab=0AD
=(OADb)AN¢ADb =T,(6AD,¢)
=T, (6 AL A D, ¢) = Ty, (T2 (6, 1), ¢).

3.23.¢€elyf,
Ty2(6,T15(1,¢) = T15(6,i AgA D) =T12(6,6Ab) =T** (6 Ab,¢ A D)
=T,,(06ADb,¢)
=T;,(06AUAD,¢) =T;,(T,(0,1),¢).
3.3.0€lj,

33.1.¢c € [a,b),
Ty2(8, Tio(0,¢) = Ty2(6, T (A Db, ¢)) =T (8 Ab,T™(iiAD,¢))
=T*(T**(6 Ab,ii Ab),g)
=T,(T**(6 Ab,iAD),c¢) =T;,(T;,(6,1),c).
332.¢€[b,1),
Ty2(8, T2 (0, 6)) = T12 (8,0 AgA D) = Ty, (8,6 Ab) =T (8 Ab,iAD)
=T*(6Ab,UAD)ACAD
=T ,(T**(6 Ab,iAD),c¢) =T;,(T;,(6,1),c).
333.¢c€el,
Ty2(8, T2 (0, 6)) = Tyo(8, T (@A b, ¢ AD)) =T (6 Ab, T (LA b, ¢ ADb))
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=T*(T*™*(©Ab,UAD),¢cADb)
=Ty2(T™(6 Ab,uAD),¢) = Ti5(T12(6,0),¢).
Agikga, Ty, degismelidir ve 1 birim elemandir.

T;, t-normun yapis1 asagidaki gibi temsil edilebilir.

Iop k k k k k k
Iy k T (6,1 A b) OAULAD k T**(6 Ab,liADb) k
iz k k k k k k
1
k OAUAD OAl k OAUAD k
b
k T (6,1) OAUAD k T*(6 A b, i) k
a
k k k k k k
0 a b i I I¢ Loy

Sekil 8. Ty, t-normun yapis1

Ornek 2.13. Sekil 9'da verilen (L = {0,i,u,n,t,y,s,1},<,0, 1) kafesi alinsin.

(Lg, <) kafesinin Teorem 2.12'nin sartlarin1 sagladigi kolayca goriiliir.

Sekil 9.  Lg kafes diyagrami
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[u, n] tizerinde T** = T, t-normu segilirse Teorem 2.12 ile Lg'da Ty, t-normu Tablo

2'deki gibi bulunur.

Tablo 2. L tizerinde T, t-normu
T, 0 i u n t Yy
0 0 0 0 O
i 0 1 i [ A A A /
u 0O i v u uwu i 1 u
n 0O i uw n n i I n
t 0O i uw n t i 1 t
y 0 1@ i irL Ly
s 0 1 i i i L i s
1 0O i u n t y s 1

Uyar 2.14. Teorem 2.12 ile verilen insa yontemindeki ilave sartlar kaldirilamaz. Bu
arglimani destekleyen 6rnek asagida verilmistir.
Ornek 2.15. Sekil 10 ile verilen (L, = {0,k,n,a,b,y,m,s,1},<,0,1) kafesi goz

Oniine alinsin.

1
\
Y
\
b
\
a
Lo,
-
\
0

Sekil 10. L, kafes diyagrami

s €l vek € (0,a)icin s || k olacak sekilde bir s € L, eleman: oldugu i¢in (L, <)
kafesinin Teorem 2.12'de belirtilen ilave sartlar1 saglamadigi agiktir. Teorem 2.12

kullanilarak, T;,(k,s) =k £ s =T;,(1,s) elde edilir. Buradan, T;, fonksiyonu
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monotonluk 6zelligini saglamadigi i¢in L, {izerinde bir t-norm degildir. Ayrica esitsizligin
T** t-norm se¢iminden bagimsiz elde edildigine dikkat edilmelidir.

Uyarn 2.16.

(i) (23) ile ifade edilen insa metodu (12) ile ifade edilen ingsa metodundan farkl bir
yapiya sahiptir (Bakimz Ornek 2.17).

(ii) (23) ile ifade edilen insa metodu (16),(17),(18),(19),(20) ve (21)
formiilleriyle ifade edilen insa metotlarindan farkli bir yapiya sahiptir (Bakiniz Ornek 2.18).

Ornek 2.17. Kafes diyagram asagidaki gibi olan (Lg = {0,k,s,a,b,t,m,y,1},<

,0, 1) kafesi gbz ontine alinsin.

Sekil 11. Lg kafes diyagrami

Bu kafes diyagraminda, Teorem 1.39 ve Teorem 2.12 kullanilarak, T; (s, t) = s # k =
T;2 (s, t) elde edilir ve buradan T; # T;, bulunur. Ayrica farkliligin W ve T** se¢imlerinden
bagimsiz olduguna dikkat edilmelidir.

Ornek 2.18. Kafes diyagrami asagidaki gibi olan (Lg = {0,i,6,a,b,1,z,s,t,1}, <

,0,1) kafesi goz 6niine alisin.



u/l\z
N
PN

s\a/t

Sekil 12. Lq kafes diyagrami

Bu kafes diyagraminda, Teorem 1.44, Teorem 1.45, Teorem 1.46, Teorem 1.47,
Teorem 1.48, Teorem 1.49 ve Teorem 2.12 kullanilarak, Ts(6,0) = 0 # i = T;,(0,0),
Te(6,0) =0 #1i=T;,(6,06), T,(6,0) =0 #1i="T,,(06,0), Tg(6,0) =06 # i = T;,(6,0),
Tg(6,0) =0 # i = T1,(6,06) ve Tyo(0,1) =0 # i = T;,(6,0) bulunur. Buradan, T,
iicgensel normunun Ts, Tg, T;, Tg, T ve Ty liggensel normlarindan farkli oldugu goriiliir.
Ayrica farkhiliklarm T**,W, V,,V, ve V;'liin segimlerinden bagimsiz olduguna dikkat
edilmelidir.

Uyan 2.19. (23) formiiliinde b = 1 alinsa dahi (23) formiilii ile elde edilen T;,
tiggensel normu, (13), (14) ve (15) formiilleri ile verilen sirasiyla T,, T5 ve T, tiggensel
normlari esit olmak zorunda degildir. Bu arglimani destekleyen 6rnek asagida verilmistir.

Ornek 2.20. Kafes diyagrami asagidaki gibi olan (L;, = {0,i,6,a,n,m,1},<,0,1)

kafesi gdz Oniine alisin.
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Sekil 13. L, kafes diyagrami

Bu kafes diyagraminda, Teorem 1.41, Teorem 1.42, Teorem 1.43 ve Teorem 2.12
kullanilarak, T,(06,0) = 0 # i = T;1,(06,0), T5(i,0) = 0 # i = Ty,(i,0) ve T,(n,n) =0 #
i = T;,(n,n) oldugu elde edilir. Buradan, Ty, # Ty, Ty, # T3 ve Ty, # T, bulunur. Ayrica
farkliliklarin W ve T™* se¢imlerinden bagimsiz olduguna dikkat edilmelidir.

Onerilen insa metotlar: ile literatiirde mevcut olan ydntemler kiyaslandiktan sonra
dogal olarak akla ""Teorem 2.12'deki insa yontemi ile literatiirdeki insa yontemleri bazi
kisitlamalar altinda g¢akisabilir mi?” sorusu gelir. Asagidaki uyarida bu soruya cevap
verilmistir.

Uyan 2.21.

(i) (17),(19),(20) ve (23) formiillerinde a =0 alinirsa (17),(19) ve (20)
formiilleri ile sirastyla elde edilen Ty, Tg ve Ty liggensel normlari, (23) formiili ile elde
edilen T;, ticgensel normu ile ¢akisir.

(ii) (23) formiiliinde a = 0 ve (21) formiiliinde a = 0,V; = A ve V, = T** alinirsa
(21) formiilii ile bulunan T}, iggensel normu, (23) formiilii ile bulunan T;, liggensel normu
ile cakisir.

Uyar1 2.22. Teorem 2.2 ve Teorem 2.12'de verilen insa yontemleri birbirinden
farklidir. Bu argiimani destekleyen 6rnek asagida verilmistir.

Ornek 2.23. Sekil 14'te verilen (L, = {0,k,7,a,b,1i,2,t,1},<,0,1) kafesi goz

Oniine alinsin.
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u/l\z
NS
\t
|~

Sekil 14. L,; kafes diyagrami

Bu kafes diyagraminda, Teorem 2.2 ve Teorem 2.12 kullanilarak, Ty, (4, 4) = b # G =
T;, (1, i) elde edilir. Boylece kolayca goriiliir ki T;; ve Ty, t-normlar1 birbirinden farklidir.

Ayrica farkliliklarin T* ve T** se¢imlerinden bagimsiz olduguna dikkat edilmelidir.

2.2. Smiurh Kafesler Uzerinde U¢gensel Konormlarin insa Yéntemleri

Bu béliimde, Teorem 2.24 ve Teorem 2.25te verilen tiggensel konorm inga metotlari,
Teorem 2.2 ve Teorem 2.12'de verilen tliggensel norm inga metotlarindan dual olarak elde
edilmistir. Bu sebeple ispatlara yer verilmemistir.

Teorem 2.24. L bir sinirli kafes, a,b € L ve k € L\{1} bir en biiyiik eleman olsun.
S* L'nin [a, b] alt araliginda tanimli bir tiggensel konorm ise asagidaki sekilde verilen

S;: L? > L fonksiyonu L'de bir liggensel konormdur:



S§1(6,1) = 4

(S*(6Va,uVa)

k

oviva

ovi

)

)
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U (0,a] xI2 U (0,a]?
U (a,b] x (0,a] U (0,a] x (a, b]
0,1 € {5, i}.

u (b, 1)?

(6,1) € (a,b]? U (a,b] X I?
UI2 x (a,b]U Il x b
(o,1) € (0,a] x (b, 1)

U (a,b] x (b, 1)

U (b, 1) x (0, a]

U (b, 1) x (a, b]

U(b,1) XI2UI? x (b, 1)
UIgx L\ {0,1}
UL\ {0,1} x I¢

Ulgp X L\ {0,1}
UL\{0,1} X I,
(6,1) € I? x (0, a]

Ispat: Teorem 2.2'ye benzer sekilde ispatlanur.

S; t-konormun yapis1 asagidaki gibi temsil edilebilir.

(24)

lop k k k k k
Iy k k k k k
Il sviva | S'Giva) S*"(GVa,iva) k k
1

k k k k k
b
oviva S*(6,0) S*(6V a,i) k k
a
oviva oviva oviva k k
0 a 1 13 1{,1 Ia,b

Sekil 15. S; t-konormun yapist
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Teorem 2.25. L bir sinirli kafes, a,b € L ve k € L\{1} bir en biiyiik eleman olsun.

S$**,L'nin [a, b] alt arahiginda bir liggensel konorm ise asagidaki gibi verilen S,:L? - L

fonksiyonu L'de bir tiggensel konormdur:

(S*™*(OVauVa)

k

oviva

ovua

)

)

(6,1) € (a,b]? U (a,b] x I?
UI2 x (a,b]U Il x I?
(6,1) € (0,a] x (b,1)

U (a,b] x (b, 1)

U (b,1) x (0,qa]

U (b,1) X (a, b]

U (b, 1)?

U, 1) xI12ullx(b1)

UIgx L\ {0,1}
UL\{0,1} x I
Ulyp X L\ {0,1}
UL\{0,1} X I,
(6,11) € IY x (0, al

U (0,a] x I2
U (a,b] x (0,a] U (0,a] x (a, b]
(6,1) € (0,al?,0,1 € {6,1i}.

Ispat: Teorem 2.12'ye benzer sekilde ispatlanir.

S, t-konormun yapis1 asagidaki gibi temsil edilebilir.

(25)

Iop k k k k k
Iy k k k k k
B sviva | S*@iva) S*(6V a0V a) k k
1

k k k k k
b
oviiva §*(6,1) S* (G Va,i) k k
a
Vi oviva oviva k k
g a T Iz s

Sekil 16. S, t-konormun yapis1
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Bu boliimde, [8] ¢alismasi goz Oniine alinarak, Teorem 2.2 ve Teorem 2.12'de 6nerilen

inga metotlari, keyfi sinirh bir L kafesi lizerinde liggensel normlar i¢in modifiye ordinal

toplam ingasina genellestirilmistir.

desteklenmistir.

Dahast genellestirilmis bu metotlar 6rneklerle

Teorem 2.26. L bir sinirli kafes ve 0 = a, < - <a, <a; <b; <b, <+ <b, =

1 olacak sekilde L'nin {a,, by, ..., ay, by} sonlu bir zinciri, k;_; € L \ {a;}'nin en kiigiik

elemant ve T*,[aq, by] lizerinde bir liggensel norm olsun. Bu takdirde, asagidaki gibi

tanimlanan T,: L* — L fonksiyonu bir liggensel normdur, burada T; = T* ve i € {2,...,n}

icin T;: [a;, b;]? = [a;, b;] fonksiyonu asagidaki sekilde verilir:

T;(6,1) = 3

(Ti—l(x/\bi—lﬂy/\bi—l) )

ki—l )
XAy Ab;_4 ,
\ XAy ,

U

(x,y) € [ai—l'bi—l)z
Ula;_q,bi—1) X 13[_‘11
U Igi"_‘j X [a;—1,bi-1)

a; a;
ULt x [t
bi—1 bi_1

(x' )’) € (ai; ai—l) XL \ {ai! bl}

UL\ {a;b;} X (a;,a;—1)
bi_
Ulai_y,bi—1) X1~}
bi_
Ulg, "y X [aj-1,bi-1)
Lo ¥ laf"} Vlal) X 1))
bi—
U Iai_ll X [bi—l’bi)
bi_
V) [bi—ll bl) X Iai_ll
ai— bi—
U Ibi_l1 X Ial,_l1
U Iai_l,bi_l X L \ {al’ bl}
U L \ {al’ bl} X Iai_l,bi_l
(x, y) € I[?ll__ll X [bi—l) bl)
U [bi—g, b)) X I,

U [b;_y,b;) X [a;_1,b;_1)
U [a;_1,bi—1) X [bi_1,b;)
U [b;_1, b;)?

a;, b; € {x,y}.

Ispat: Teorem 2.2'den tiimevarim ydntemiyle kolaylikla elde edilir.

Teorem 2.26'nin bir uygulamasi olarak agagidaki 6rnek verilebilir.

(26)
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Ornek 2.27. Sekil 17'de verilen (L1, = {0,2,, f,q, S, Uy, 21, ¥, L uy, 1,05, 1}, <,0,1)

kafesi gbz Oniine alinsin.

21

s
N
q/
N

Sekil 17. L4, kafes diyagrami

[u,, V] tizerinde Ty = T, t-normu alinirsa Teorem 2.26 yardimiyla T: [u,, v,]% —

[uy, v,] ve Ts: L%, — Lq, t-normlari Tablo 3 ve Tablo 4'teki gibi bulunur.
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Tablo 3. [u,, v,] lizerinde T, t-normu

T, |u, 2z vy I w v, v,

Uy | Uy Uy Uy Uy Uy Uy Uy

Zy | Uy Zy Z3 7 Zy Z1 74

Yy | Uz Zn Zn Zn Z1 27 )Y

L \u, 2z z zo 2z 2z I

U | Uy 24 zZy Z; U U U

Vi | Uy Z3 Zy Zy W Vv Vg

Vo | Uz 2o Y Z U V1 7V

Tablo 4 L4, lizerinde T3 t-normu
Ts zZ, f q s u, zz y l w vy v, 1
0 o 0o o 0 0 0 0O 00 0 o0 O
Z3 Zy Zy Zp Zy Zp Zp Zp Zp Zp Zy Zp Zp
f Zy Zy Zy Zy Zy Zy Zy Zy Zy Z Zy f
q Zy 2y Zz Zp Zp Zy Zz Zp Zp Z; Z; (q
s Zy Zy Zy Zy Zy Zy Zy Zy Zy Zy Zy S
Uy, Zy Zy Zy Zy Uy Uy Uy Uy Uy Uy Uy Uy
Z; Zy Zy Zy Zyp Uy Z1 Zy Z1 Z1 Z1 71 74
y Zy Zp Zz Zz Up Zy 2y 2y Zy Zy Yy )Y
l Zy Zy Zyp Zo Uy Z9 Z; Z; Z; Zy L 1
Uy Zy Zy Zy Zp Uy Zy Zy Z1 U U U U
(2 Zy Zy Zy Zy Uy Z1 Zy Z3 W VU VUV Vg
v, Zy Zy Zy Zy Uy Z; Yy L ouw vy vy, vy
1 zZ, f q s u, zz y l w vy v, 1




Teorem 2.28. L bir sinirli kafes ve 0 = a,, < -+

1 olacak sekilde L'nin {ay, b, ...,
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<a2<a1<b1<b2< "<bn:

@y, by} sonlu bir zinciri, k;_; € L\ {a;}'nin en kiiciik

elemani ve T,

T,: L?> - L fonksiyonu bir t-normdur, burada T; = T** ve j € {2, ...,

[a;, b;] fonksiyonu asagidaki sekilde verilir:

(T (LA (L,m) € [g

V) [aj_

bj_l,m/\bj_l) ,

Ul x
bjl

(1, m)e(
UL\ {a, ]}x(

n} i¢in Tj: |

-1 ] 1)
1 j—1) x1
V) Iaj_l X [aj_l,bj_l)

[
b]1

a;_1) X L\ {a;, b;}

a] 1
bj—l

a-1)

a;, b]

I~

[a4, by] tizerinde bir t-norm olsun. Bu takdirde, asagidaki gibi tanimlanan

T;,m) =

\ IlAm

l/\m/\b]_l

U -1, bj-1) X 12,]-_11

U 12}: x [aj-1, bj-1)

bj_1 aj_1

ul X I

a]-_l

UL, x (b, by)

[] 1 )XIZ,];

b'_1 bj_1
Ul x1
aj_q aj_q bj—l

(27)

ullfjfllxIa]’l1
Ulg, b, X L\{a;, b;}
UL\{a;, b} X 1Ia;_,p;_,
) (l;m)EI{l [] 1'1)
U [bj_1, J)Xlajl
[J 1 ) [] 1’11)
U[all’Jl) [11' )
) (lm)e[ll’J) aj, bj € {l,m}.

Ispat: Teorem 2.12'den tiimevarim yontemiyle kolaylikla elde edilir.

Teorem 2.28'in bir uygulamasi olarak agagidaki 6rnek verilebilir.

Ornek 2.29. Sekil 18'de verilen (Ly3 = {0,2,,¢,n, f, Uy, 21, q, Uy, V1, V5, Y, 2,1}, <

,0,1) kafesi géz 6niine alinsin.
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Sekil 18. L,; kafes diyagrami

[u,,v,] lizerinde T; = Ty, t-normu almirsa Teorem 2.28 yardimiyla Ts: [u,, v,]% —

[uy, v,] ve T3: L%, = L5 t-normlar1 Tablo 5 ve Tablo 6'daki gibi bulunur.

Tablo 5. [u,, v,] lizerinde T, t-normu
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Tablo 6. L5 lizerinde T3 t-normu
T, 10 z, ¢ n f u, zz q uw v, v, y z 1
oo o 0o 0 0 O O O O O O o0 o0 0O
Z, |0 z, 2z, 2z, Zy Zy Zy Zy Zy Zy Zy Zy Zp Zo
c |0 2z, 2z zy Zy Zy Zy Zy Zy Zy Zy Zy Zy C
n|0 z, z, 2z, 2z, Zy, Zy Zy Zy Zy Zy Zp Z; N
f 1O 2z 23 2o zp 2z 2, 2y 2z 2 Zp Z; Zp f
U |0 2o 2z, Zp Zy Uy Uy Uy Uy Uy Uy Uy Uy Uy
21|10 zy, zy, zy, Zy Uy Z; Zi Z1 Z1 Z1 Z1 Z1 Z1
q |0 z 2z, z 2z, Uy 7z 7Z7 Zy Z1 9 q q (q
u |0 2z, z, 2z, z, U, 2z zZ; U; U U U U Uq
vy w10 2z, 2z 2z, 2z, Uy Z; Z; U V; Vg V; Vg Vg
V|0 2z zp Zp Z; Uy Zp q U UV Uy Uy Uy U
Y10 2z z, z, 7z, U, zz q w Vv v, Yy Vv, Y
z |0 z, z, z, Z, U, zy qQ W YV Vy, VUV, Z Z
110 z ¢ n f uwu zz q w v, v, y z 1

2.4. Smrh Kafesler Uzerinde U¢gensel Konormlarin Modifiye Ordinal
Toplam Ingalar

Bu boliimde, [8] ¢alismasi goz Oniine alinarak, Teorem 2.24 ve Teorem 2.25'te 6nerilen
inga metotlari, keyfi siirli bir L kafesi iizerinde t-konormlar i¢in modifiye ordinal toplam
insasina genellestirilmistir.

Teorem 2.30. L bir sinirli kafes ve 0 = a, < <a, <a; <b; <b, <+ <b, =
1 olacak sekilde L'nin {a,, by, ..., ay, by} sonlu bir zinciri, k;_; € L \ {b;}'nin en biiyliik
eleman1 ve S*, [a4, b, ] lizerinde bir t-konorm olsun. Bu takdirde, asagidaki gibi tanimlanan
S,:L? > L fonksiyonu bir t-normdur, burada S; = S* ve i € {2, ...,n} i¢in S;: [a;, b;]* —

[a;, b;] fonksiyonu asagidaki sekilde verilir:
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(Sioi(xVai_,yva._1) (x,¥) € (aj-1,b;—1]?
bi—1

U (aj_1,bi—1] X I,

bi_
Ul =t X (a_q,bi_q]

bi_4 bi_4
U Iai—l X Iai—1

ki1 ) (x,¥) € (a;, a;_1] X (b;—1, b;)
U (a1, bi—1] X (bi-1, b;)
U (bi-1, b;) X (a;, a;—]
U (bi—1, b;) X (a;_1, b;_4]

bi_4q

U (bi—libi)z X (bi—libi) X Iai—l
U lg=t % (bioy, b)) 08)

1

Si(x,y) =+ ;
l It X L\ {a;, by}

aj—1

Ul \ {al’,bi} X Ibi—l
U Iai—1:bi—1 X L \ {al" bl}
UL \ {aiJ bl} X Iai—lrbi—l
bi_
X Vy \% a1 ’ (X, y) € Iai_ll X (ai'ai—l]
bi_
U(a,a;—1] x1,~;
U (a1, bi—1] X (a;, a;_1]
U (a;,a;-1] X (a;—1, bi—4]
U (a;,a;-1]?
\ xVy , a;, b; € {x,y}.

Ispat: Teorem 2.24'ten tiimevarim ydntemiyle kolaylikla elde edilir.

Teorem 2.31. L bir sinirli kafes ve 0 = a, < <a, <a; <b; <b, <+ <b, =
1 olacak sekilde L'nin {ay, by, ..., @y, by} sonlu bir zinciri, k;_; € L \ {b;}'mn en biiyiik
eleman1 ve S**, [a4, b, ] lizerinde bir t-konorm olsun. Bu takdirde, asagidaki gibi tanimlanan

Sp: L?* = L fonksiyonu bir t-normdur, burada S; = $** ve j € {2, ...,n} i¢in S;: [aj, bj]2 -

[a;, b;] fonksiyonu asagidaki sekilde verilir:



§Lm) =
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(Sj—l(l \ aj_l,m \ aj_l) ’ (l m) € ( -1 ] 1]2

U (aj-1, bj_1] x 2,]11

Ul”x( _1,bj4]

y Iaj.‘:; L
ki ) (I, m) € (a;,a;_4] X (bj_1, by)
U( —1,bj_ 1] X (bj-1,b;)
U (bj-1. b)) x (a, 1]

U(bj— bj) x (g 1'11]
U (bj-1,b;)” X (bj1, b )le“
Ulbj'lx(b~_ b;)
UI”XL\{], b;}
UL\ {a, ,}><11‘1
Ulg;_,p;_, X L\ {a;, bj}
UL\{a; b} X 1o  p,_,

lvmvVa;_y , (IL,m) € Iy, b1 . X (@, a54]

U (a, 1]x1a]1
U( 1'11]X( ~1]
(J" J'—] ( 1'11]

lvm , (l,m)e(aj,aj_l] a;,

Ispat: Teorem 2.25'ten tiimevarim ydntemiyle kolaylikla elde edilir.

b; € {L,m}.

(29)

Uyar 2.32. Boliim 2.3te t-normlar igin verilen érnekler dual olarak t-konormlar i¢in

de verilebilir.



3. BULGULAR VE TARTISMA

Ucgensel normlar (konormlar) ilk kez [0, 1]'de tanimlanmus olup birim aralik iizerinde
kapsamli bir sekilde calisilmistir. Ardindan, t-normlar (t-konormlar) sinirli kafesler tizerinde
tanimlanmis ve sinirlt kafesler lizerinde incelenmistir. Bu baglamda, sinirli kafesler tizerinde
t-normlarin (t-konormlarin) ingasi, bir¢ok potansiyel uygulamaya sahip oldugundan,
arastirmacilar tarafindan ilgi ¢eken bir konu olmustur. Bu amagla literatiir incelendiginde, L
simirht kafesinin [0, al, [a,1] ve [a,b] alt araliklarinda tamimli tiggensel normlardan
(tiggensel konormlardan) L'de bir tiggensel norm (liggensel konorm) tiretmek igin insa
yontemlerinin var oldugu goriilmiistiir. Ayrica bahsedilen ingsa metotlarindan bazilar1 ek
kisitlamalar altinda L iizerinde elde edilen insa metotlaridir. Bu bilgilerin 15181 altinda, bu
calismada keyfi bir L sinirhi kafesinin [a, b] alt aralig1 tizerinde tanimli bir iggensel normdan
(ticgensel konormdan), L\ {0}'m en kiigiik elemani (L \ {1}in en biiyiik elemani)
varsayimi altinda, L'de bir tiggensel norm (iliggensel konorm) tiretmek igin insa yontemleri
verilmistir. Daha sonra, bu metotlarin uygulamalar1 yapilmis ve kisitlamalarin 6nemi
vurgulanmistir. Ardindan, elde edilen inga metotlarinin mevcut yontemlerden farkli oldugu
gosterilmis ve hangi durumlarda da ¢akistiklar incelenmistir. Son olarak ise, keyfi sinirl bir
L kafesi iizerinde liggensel normlar (liggensel konormlar) i¢in dnerilen insa metotlarinin

modifiye ordinal toplam insas1 verilmistir.



4. SONUCLAR

Bu caligmada elde edilen bazi sonuglar asagida verilmistir.

1. Sinirh bir L kafesinin [a, b] alt aralig1 tizerinde tanimli bir t-normdan, L \ {0}'in en
kiigiik eleman1 varsayimi altinda, L sinirli kafesi tizerinde bir t-norm elde etmek i¢in iki inga
metodu verildi.

2. Onerilen insa metotlarinda mevcut kisitlamalarin ihmal edilemeyecegi gdsterildi.

3. Onerilen insa metotlarmin (12), (13), (14), (15), (16), (17), (18), (19), (20), (21)
formiilleri ile verilen inga metotlarindan farkli oldugu gdosterildi.

4 Onerilen inga metotlari ile literatiirdeki insa metotlarinin hangi ilave sartlar altinda
cakistig1 ortaya konuldu.

5. Onerilen insa metotlarmin birbirinden farkli oldugu gésterildi.

6. Teorem 2.2 ve Teorem 2.12'de verilen t-norm insa metotlarindan dual olarak t-
konorm inga metotlar1 elde edildi.

7. Teorem 2.2 ve Teorem 2.12'de 6nerilen t-norm inga metotlart modifiye bir ordinal
toplam ingasina genellestirildi.

8. Teorem 2.24 ve Teorem 2.25'te elde edilen t-konorm inga metotlari modifiye bir
ordinal toplam insas1 verildi.

Elde edilen sonuglar, sinirli kafesler tizerindeki t-normlar (t-konormlar) i¢in yeni insa

metotlaridir.



5. ONERILER

1. Yapilan ¢alismada bir L sinirh kafesi iizerinde ek bir kisitlama altinda t-norm ve t-
konorm inga metotlar1 verildi. Sinirl bir L kafesi iizerinde baska kisitlamalar altinda (atom,
koatom vb. gibi) t-norm ve t-konorm inga metotlar1 elde edilebilir mi, arastirilabilir.

2. Keyfi sinirl bir L kafesi lizerinde [a, b] alt aralig1 tizerindeki bir t-normun varliina
dayanilarak onerilen metodun bir genellestirmesi olarak uninormlar i¢in bir inga yontemi

verilebilir mi, aragtirilabilir.
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