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Bu tezde sınırlı kafesler üzerinde üçgensel normları (üçgensel konormları) inşa etmek 

için bazı yeni metotlar vermeyi ve literatürdeki mevcut inşa yöntemleri ile ilişkisini ortaya 

koymayı amaçlıyoruz. 

Bu çalışma iki bölüme ayrılmıştır. Birinci bölümde, bu çalışmada kullanılacak 

sonuçlar verilmiştir. İkinci bölümü dört alt-kısım oluşturur. Birinci kısımda, t-normlar için 

iki yeni inşa metodu verilmiştir. Bu metotlar 𝐿 ∖ {0}′ın en küçük elemanının ve 𝐿′nin [𝑎, 𝑏] 

alt aralığı üzerinde bir t-normun varlığından yararlanılarak elde edilmiştir ve örneklenmiştir. 

Ayrıca, kısıtlamaların önemini vurgulamak için örnekler sunulmuştur. Dahası, tanıtılan inşa 

metotlarının var olan inşa metotlarından farklı olduğu örnekler ile gösterilmiştir. İkinci 

kısımda, t-konormlar için iki yeni inşa metodu verilmiştir. Bu metotlar 𝐿 ∖ {1}′in en büyük 

elemanının ve 𝐿′nin [𝑎, 𝑏] alt aralığı üzerinde bir t-konormun varlığından yararlanılarak elde 

edilmiştir. Üçüncü kısımda, tanıtılan t-norm inşaları için modifiye ordinal toplam inşaları 

elde edilmiş ve bu inşaların uygulamaları birer örnekle gösterilmiştir. Son kısımda ise, 

tanıtılan t-konorm inşaları için modifiye ordinal toplam inşaları elde edilmiştir. 
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In this thesis, we aim to give some new methods to construct triangular norms 

(conorms) on bounded lattice and reveal the relation with the construction methods in the 

literature. 

This study consists of two chapters. The results will be used in this thesis are given in 

the first chapter. The second chapter is consisted of four sub-sections. In the first section, 

two new construction methods for t-norms are given. These methods are obtained by 

exploiting the existence of the smallest element of 𝐿 ∖ {0} and a t-norm on subinterval [𝑎, 𝑏] 

of 𝐿 and these methods are exemplified. In addition, examples are presented to highlight the 

importance of constraints. Moreover, it is shown with examples that the introduced 

construction methods are different from the existing construction methods. In the second 

sub-section, two new construction methods for t-conorms are given. These methods are 

obtained by exploiting the existence of the greatest element of 𝐿 ∖ {1} and a t-conorm on 

subinterval [𝑎, 𝑏] of 𝐿. In the third section, the modified ordinal sum constructions for the 

introduced t-norm constructions are obtained and the applications of these constructions are 

shown with examples. In the last section, the modified ordinal sum constructions for the 

introduced t-conorm constructions are obtained. 
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1. GENEL BİLGİLER 

Üçgensel normların tarihi ′′Statistical Metrics′′ adlı çalışma ile başlamıştır (Menger, 

1942). Daha sonra üçgensel normlar Schweizer ve Sklar (1960) tarafından olasılıksal metrik 

uzaylar çerçevesinde özel birleşmeli fonksiyonların bir çeşidi olarak tanıtılmıştır. Üçgensel 

normlar (kısaca t-normlar) klasik üçgen eşitsizliğinin genelleştirilmesi sırasında daha genel 

bir yapı olarak ortaya çıkmıştır. İlk olarak Klement vd. (2000) tarafından [0, 1] birim reel 

aralık üzerinde tanımlanmıştır. 

Üçgensel normlar çok değerli mantıkta (Gottwald, 2001; Hájek, 1998; Klement, 

Mesiar, & Pap, 2000), fuzzy mantıkta (Nguyen & Walker, 1997; Zadeh, 1965), karar verme 

teorisinde (Fodor & Roubens, 1994; Grabisch, Nguyen, & Walker, 1995), istatistik 

bilimlerinde (Nelsen, 1999), ölçü teorilerinde (Klement & Weber, 1991; Pap, 1995; Sugeno, 

1974; Weber, 1984) ve oyun teorisinde (Butnariu & Klement, 1993) uygulamalara 

sahiptirler. Üçgensel normların birçok alanda önemli uygulamaları ve kullanımları olması 

sebebiyle araştırmacılar tarafından ilgi çeken bir konu olmuş ve çeşitli açılardan ele 

alınmıştır (Aşıcı, 2022; İnce & Karaçal, 2019; Karaçal & Kesicioğlu, 2011; Kesicioğlu & 

Mesiar, 2014; Kesicioğlu, Karaçal, & Mesiar, 2015). 

T-normlar [0, 1] birim aralık üzerinde tanımlanmış olmasına rağmen son zamanlarda 

yaygın olarak sınırlı kafesler üzerinde çalışılmıştır. Böylece sınırlı kafesler üzerinde t-

normların inşası üzerine birçok çalışma yapılmıştır (Aşıcı, 2021; Aşıcı 2021; Aşıcı 2022; 

Çaylı, 2018; Çaylı 2019; Dan, Hu, & Qiao, 2020; Dvořák & Holčapek, 2020; El-Zekey, 

2020; Ertuğrul & Yeşilyurt, 2019; Ertuğrul, Karaçal, & Mesiar, 2015; Ertuğrul, Kesicioğlu, 

& Karaçal, 2019; Karaçal & Şanlı, 2022; Karaçal, Ertuğrul, & Kesicioğlu, 2019; Karaçal, 

Kesicioğlu, & Ertuğrul, 2020; Saminger, 2006). 

Literatür incelendiğinde, Saminger (2006) çalışmasında sınırlı bir 𝐿 kafesinin alt 

aralıklarında tanımlı üçgensel normlardan bir üçgensel norm üretmek için bir inşa yöntemi 

vermiştir ancak bu inşa yöntemi alınan herhangi bir kafes üzerinde her durumda üçgensel 

norm üretmemektedir. Saminger′in bu çalışmasından hareket ederek, Ertuğrul vd. (2015) 

çalışmalarında sınırlı bir 𝐿 kafesinin [𝑎, 1] alt aralığında tanımlı bir üçgensel normdan 𝐿′de 

bir üçgensel norm ve [0, 𝑎] alt aralığında tanımlı bir üçgensel konormdan 𝐿′de bir üçgensel 

konorm üretmek için inşa yöntemi üzerinde durmuşlardır. Yine aynı çalışmada, keyfi sınırlı 

bir 𝐿 kafesi üzerinde üçgensel normlar ve üçgensel konormlar için önerilen inşa 
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yöntemlerinin modifiye bir ordinal toplam inşa tanıtılmıştır. Ardından, Çaylı (2018) 

çalışmasında Ertuğrul vd. nin (2015) inşa yönteminde belirli aralıklarda değişiklikler 

yaparak yeni bir inşa yöntemi sunmuştur. Ertuğrul ve Yeşilyurt (2019) çalışmalarında ise 

sınırlı bir 𝐿 kafesin [0, 𝑎] ve [𝑎, 1] alt aralıklarında tanımlı üçgensel normlarından, 𝐿′de bir 

üçgensel norm üretmek için yeni inşa yöntemleri üzerinde çalışmışlardır. Dahası, 𝐿′nin alt 

aralıklarının sayısını arttırarak bu inşa yöntemini genelleştirmişlerdir. 

Yukarıda bahsedilen tüm çalışmaların ardından, bu çalışmada keyfi bir 𝐿 sınırlı 

kafesinin [𝑎, 𝑏] alt aralığında tanımlı bir üçgensel normdan (üçgensel konormdan), 𝐿 ∖ {0}′ın 

en küçük elemanı olması durumunda (𝐿 ∖ {1}′in en büyük elemanı olması durumunda), 𝐿′de 

bir üçgensel norm (üçgensel konorm) üretmek için yeni inşa yöntemleri üzerinde 

çalışılmıştır. Mevcut inşa yöntemleri ile detaylı bir şekilde karşılaştırılmış ve teoremlerin 

uygulanışı örneklenmiştir. Ayrıca, inşa yöntemlerindeki ilave şartların önemi de örneklerle 

vurgulanmıştır. 

1.1. Kısmen Sıralı Kümeler 

Tanım 1.1. (Birkhoff, 1967) 𝑅 ≠ ∅ ve ≤, 𝑅′de bir bağıntı olsun. 

R1. Tüm 𝑚 ∈ 𝑅 olmak üzere (𝑚,𝑚) ∈	≤                                                                     (Yansıma) 

R2. 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑅 olmak üzere (𝑚, 𝑛) ∈	≤ ve (𝑛,𝑚) ∈	≤ iken 𝑚 = 𝑛             (Ters Simetri) 

R3. 𝑚, 𝑛, 𝑙 ∈ 𝑅 olmak üzere (𝑚, 𝑛) ∈	≤ ve (𝑛, 𝑙) ∈	≤ iken (𝑚, 𝑙) ∈	≤        (Geçişme) 

özelliklerini taşıyan ≤ bağıntısına 𝑅′de bir sıralama (veya kısmen sıralama) denir. Buradaki 

𝑅 kümesine ise sıralı küme (kısmen sıralı küme, poset) denir ve (𝑅,≤) olarak ifade edilir. 

(𝑚, 𝑛) ∈	≤ şeklinde verildiğinde bu durum 𝑚 ≤ 𝑛 olarak da ifade edilir. 

Eğer 𝑚 ≤ 𝑛 ve 𝑚 ≠ 𝑛 olduğunda 𝑚 < 𝑛 yazılır ve ′′𝑚, 𝑛′de öz olarak içerilir′′ 

şeklinde belirtilir. 𝑚 ≤ 𝑛 bağıntısı 𝑛 ≥ 𝑚 olarak da yazılır ve ′′𝑚, 𝑛′de içerilir′′ şeklinde 

belirtilir. 𝑚 < 𝑛, 𝑛 > 𝑚′de benzer şekilde yazılır. 

Örnek 1.2. (Birkhoff, 1967) 𝑋 bir küme ve ℘(𝑋), 𝑋′in güç kümesi olsun. 𝐸, 𝐹 ∈ ℘(𝑋) 

olmak üzere 𝐸 ≤ 𝐹 ⟺ 𝐸 ⊆ 𝐹 bağıntısı tanımlansın. Bu takdirde, (℘(𝑋), ⊆) kısmen sıralı 

bir kümedir. 

Örnek 1.3. (Birkhoff, 1967) 𝑋 = {−2,−1, 0, 1, 2} kümesi üzerinde 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑋 için 𝑚 ≤

𝑛 ⟺ 𝑚 = 𝑛 veya ∣ 𝑚 ∣	<	∣ 𝑛 ∣ bağıntısı tanımlansın. Bu takdirde (𝑋,≤) kısmen sıralı bir 

kümedir. 
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Lemma 1.4. (Birkhoff, 1967) Kısmen sıralı olan herhangi bir kümede hiçbir 𝑚 için 

𝑚 < 𝑚′dir ve 𝑚 < 𝑛 ve 𝑛 < 𝑙 ise 𝑚 < 𝑙′dir. 

Uyarı 1.5. (Birkhoff, 1967) (𝑅,≤) kısmen sıralı bir küme olsun. 

(i) Tüm 𝑝 ∈ 𝑅 için 𝑚 ≤ 𝑝 şartını taşıyan 𝑚 ∈ 𝑅 elemanı varsa bu 𝑚 elemanına 𝑅′nin 

en küçük elemanı denir ve 0 ile belirtilir. 

(ii) Tüm 𝑝 ∈ 𝑅 için 𝑝 ≤ 𝑛 şartını taşıyan 𝑛 ∈ 𝑅 elemanı varsa bu 𝑛 elemanına 𝑅′nin 

en büyük elemanı denir ve 1 ile belirtilir. 

0 ve 1 elemanları varsa tektir ve bu elemanlara 𝑅′nin evrensel sınırları denir. 

Lemma 1.6. (Birkhoff, 1967) (𝑅,≤) kısmen sıralı bir küme ve 𝑚!, 𝑚", … ,𝑚5 ∈ 𝑅 

olsun. Eğer 𝑚! ≤ 𝑚" ≤ ⋯ ≤ 𝑚5 ≤ 𝑚! ise 𝑚! = 𝑚" = ⋯ = 𝑚5 (ters devir)′dir. 

Tanım 1.7. (Birkhoff, 1967) (𝑅,≤) kısmen sıralı kümesinin tüm 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑅 için 𝑚 ≤ 𝑛 

veya 𝑛 ≤ 𝑚 durumunda (𝑅,≤)′ye zincir (lineer sıralı küme, tam sıralı küme) denir. 

Teorem 1.8. (Birkhoff, 1967) (𝑅,≤) kısmen sıralı bir küme ve 𝑆 ⊆ 𝑅 alt kümesi 

olduğunda (𝑆, ≤)′de kısmen sıralı bir kümedir. Özellikle, 𝑅 bir zincir olduğunda 𝑆′de bir 

zincir olur. 

Örnek 1.9. (Birkhoff, 1967) ℝ bir zincir olduğu için ℕ, ℤ ve ℚ da doğal sıralamaya 

göre bir zincir olur. 

Tanım 1.10. (Birkhoff, 1967)	(𝑅, ≤) kısmen sıralı kümesinde 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑅 için 𝑚 ≰ 𝑛 ve 

𝑛 ≰ 𝑚 olduğunda 𝑚 ve 𝑛 elemanlarına kıyaslanamayan elemanlar denir. 

Tanım 1.11. (Birkhoff, 1967) (𝑅,≤) kısmen sıralı bir küme 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 olsun. ′′𝑎 örter 

𝑏6′ denir:⟺ 𝑎 > 𝑏 olup, 𝑝 ∈ 𝑅 öyle ki 𝑎 > 𝑝 > 𝑏 olacak şekilde yoktur. 

Bir 𝑅 kısmen sıralı kümesinin gösterimi şu şekilde belirtilir: 𝑅′nin her bir elemanının 

yerini belirtmek için küçük bir daire çizilir. 𝑎, 𝑏′yi örter iken 𝑎, 𝑏′den üste yazılır ve aralarına 

çizgi çizilir. Böylece ortaya çıkan şekle 𝑅′nin diyagramı denir. Belirtilen koşullara uygun 

bazı diyagram örnekleri aşağıda verilmiştir. 
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               𝑀%                                                𝑁%                                                        𝑃&    

Şekil 1.    Kafes diyagramı 

Tanım 1.12. (Birkhoff, 1967) (𝑅,≤) bir kısmen sıralı küme, 𝑆 ⊆ 𝑅 ve 𝑚 ∈ 𝑆 olsun. 

(i) Her 𝑛 < 𝑚 olacak şekilde bir 𝑛 ∈ 𝑆 elemanı yoksa, buradaki 𝑚 elemanına 𝑆 

kümesinde minimal eleman denir. 

(ii) Her 𝑛 > 𝑚 olacak şekilde bir 𝑛 ∈ 𝑆 elemanı yoksa, buradaki 𝑚 elemanına 𝑆 

kümesinde maksimal eleman denir. 

Teorem 1.13. (Birkhoff, 1967) (𝑅,≤) bir kısmen sıralı küme ve ∅ ≠ 𝑆 ⊆ 𝑅 sonlu bir 

alt küme olsun. Bu durumda, 𝑆′nin minimal ve maksimal elemanları mevcuttur. 

Teorem 1.14. (Birkhoff, 1967) Lineer sıralı kümelerde minimal ve en küçük 

(maksimal ve en büyük) elemanları eşdeğerdir. 

Tanım 1.15. (Birkhoff, 1967) (𝑅,≤) bir kısmen sıralı küme ve 𝑆 ⊆ 𝑅 olsun.  

(i) Tüm 𝑡 ∈ 𝑆 için 𝑡 ≤ 𝑚 olan 𝑚 ∈ 𝑅 elemanına 𝑆 için bir üst sınır denir ve tüm üst 

sınırlarının oluşturduğu küme 𝑆 ile belirtilir. Ayrıca, her 𝑞 ∈ 𝑆 için 𝑚 ≤ 𝑞 olan 𝑚 ∈ 𝑅 

elemanına da 𝑆 için supremum (veya en küçük üst sınır) denir ve 𝑚 = 𝑠𝑢𝑝𝑆 (𝑚 =	∨ 𝑆) ile 

belirtilir.  

(ii) Tüm 𝑡 ∈ 𝑆 için 𝑛 ≤ 𝑡 olan 𝑛 ∈ 𝑅 elemanına 𝑆 için bir alt sınır denir ve tüm alt 

sınırlarının oluşturduğu küme 𝑆 ile belirtilir. Ayrıca, her 𝑟 ∈ 𝑆 için 𝑟 ≤ 𝑛 olan 𝑛 ∈ 𝑅 

elemanına da 𝑆 için infimum (veya en büyük alt sınır) denir ve 𝑛 = 𝑖𝑛𝑓𝑆 (𝑛 =	∧ 𝑆) ile 

belirtilir. 

1.2. Kafesler 

Tanım 1.16. (Birkhoff, 1967) Kısmen sıralı bir (𝐿, ≤) kümesinde tüm ö, ü ∈ 𝐿 için 

𝑠𝑢𝑝{ö, ü} ve inf	{ö, ü} mevcutsa 𝐿 kafes olarak adlandırılır, sırasıyla ö ∨ ü ve ö ∧ ü ile de 

gösterilebilir.  
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Örnek 1.17. (Birkhoff, 1967) Şekil 1 göz önüne alınırsa 𝑀% ve 𝑁% kafestir 𝑃& ise kafes 

değildir. 

Örnek 1.18. (Birkhoff, 1967) (℘(𝑋), ⊆) kısmen sıralı kümesinde 𝐸, 𝐹 ∈ ℘(𝑋) olmak 

üzere 𝐸 ∨ 𝐹 = 𝐸 ∪ 𝐹 ve 𝐸 ∧ 𝐹 = 𝐸 ∩ 𝐹 olup bir kafestir. 

Tanım 1.19. (Birkhoff, 1967) En küçük eleman 0 ve en büyük eleman 1′e sahip olan 

𝐿 kafesine sınırlı kafes denir ve (𝐿, ≤, 0, 1) ile gösterilir. (𝐿, ≤, 0, 1) yerine kısaca 𝐿 de 

yazılabilir.  

Tanım 1.20. (Birkhoff, 1967) 𝐿 bir kafes ve 𝐸 ⊆ 𝐿 olmak üzere tüm ö, ü ∈ 𝐸 için ö ∧

ü ∈ 𝐸 ve ö ∨ ü ∈ 𝐸 olacak şekilde mevcut ise 𝐸′ye 𝐿′nin bir alt kafesi denir. Genel anlamda, 

(𝐿, ≤) bir kafes ve ö, ü ∈ 𝐿 için ö ≤ ü olmak üzere 

         [ö, ü] ≔ {ç ∈ 𝐿 ∣ ö ≤ ç ≤ ü} 

biçiminde verilen [ö, ü] alt aralığı bir alt kafestir. Benzer şekilde (ö, ü], [ö, ü), (ö, ü) alt 

aralıkları da tanımlanabilir.  

Tanım 1.21. (Birkhoff, 1967) (𝑅,≤!) ve (𝑆, ≤") iki kısmen sıralı küme olsun. 𝑅 × 𝑆, 

kartezyen çarpım kümesi olup 𝑅 × 𝑆 = {(ö, ü) ∣ ö ∈ 𝑅, ü ∈ 𝑆} şeklinde ifade edilir. 

(ö!, ü!) ≤ (ö", ü") ⟺ ö! ≤! ö" ve ü! ≤" ü"       ö!, ö" ∈ 𝑅,			ü!, ü" ∈ 𝑆 

bağıntısı göz önüne alındığında 𝑅 × 𝑆 kümesinin kısmen sıralı bir küme olduğu görülür. 

Buradan (𝑅 × 𝑆,≤), 𝑅 ve 𝑆′nin direkt çarpım kümesidir. 

Teorem 1.22. (Birkhoff, 1967) 𝑅 ve 𝑆 birer kafes olsun. Bu durumda, 𝑅 × 𝑆′nin direkt 

çarpımı da bir kafestir. Bu kafeste (ö!, ü!), (ö", ü") ∈ 𝑅 × 𝑆 olmak üzere aşağıdaki eşitlikler 

sağlanır: 

 (ö!, ü!) ∨ (ö", ü") = (ö! ∨ ö", ü! ∨ ü") 

 (ö!, ü!) ∧ (ö", ü") = (ö! ∧ ö", ü! ∧ ü"). 

Kafeslerdeki ∧ ve ∨ aşağıdaki özelliklere sahiptir. 

Lemma 1.23. (Birkhoff, 1967) Kısmen sıralı bir 𝑅 kümesi olmak üzere infimum ve 

supremum işlemleri (mevcutsa) aşağıda belirtilen özelliklere sahiptir: 

L1. ç ∧ ç = ç,       ç ∨ ç = ç,                                                                                        (İdempotent) 

L2. ç ∧ ö = ö ∧ ç,       ç ∨ ö = ö ∨ ç,                                                                              (Komütatif) 

L3. (ç ∧ ö) ∧ ü = ç ∧ (ö ∧ ü),       (ç ∨ ö) ∨ ü = ç ∨ (ö ∨ ü),                                (Birleşme) 

L4. ç ∧ (ç ∨ ö) = ç ∨ (ç ∧ ö) = ç.                                                                   (Yok etme) 

Üstelik ç ≤ ö ifadesi ç ∧ ö = ç ve ç ∨ ö = ö şartlarına eşdeğerdir. 



 
 

 
 

6 

Lemma 1.24. (Birkhoff, 1967) 𝑅 kısmen sıralı kümesinin en küçük elemanı 0 olmak 

üzere tüm ç ∈ 𝑅 için 

         0 ∧ ç = 0 ve 0 ∨ ç = ç 

eşitlikleri sağlanır. Dual olarak, tüm ç ∈ 𝑅 için 

         ç ∧ 1 = ç ve ç ∨ 1 = 1 

eşitlikleri sağlanır. 

Lemma 1.25. (Birkhoff, 1967) Bir 𝐿 kafesinde ç, ö, ü ∈ 𝐿 için 

 ö ≤ ü olacak şekilde ç ∧ ö ≤ ç ∧ ü ve ç ∨ ö ≤ ç ∨ ü 

eşitsizlikleri sağlanır. Bu ise ∧ ve ∨ işlemlerinin sıra koruduğu anlamına gelir. 

Lemma 1.26. (Birkhoff, 1967) 𝐿 kafes olmak üzere her ç, ö, ü ∈ 𝐿 için 

         ç ∧ (ö ∨ ü) ≥ (ç ∧ ö) ∨ (ç ∧ ü) ve ç ∨ (ö ∧ ü) ≤ (ç ∨ ö) ∧ (ç ∨ ü) 

eşitsizlikleri sağlanır. 

1.3. [𝟎, 𝟏] Üzerinde Üçgensel Normlar ve Konormlar 

1.3.1. [𝟎, 𝟏] Üzerinde Üçgensel Normlar 

Aksi bir durum belirtilmedikçe, [0, 1] aralığındaki doğal sıralama ≤ ile ifade edilir. 

Tanım 1.27. (Klement, Mesiar, & Pap, 2000) [0, 1] üzerinde bir ikili işlem olan 

𝑇: [0, 1]" → [0, 1] T1-T4′ü sağlıyorsa 𝑇′ye [0, 1] üzerinde bir üçgensel norm (t-norm) denir. 

T1. ∀	ç, ö ∈ [0, 1] olmak üzere 𝑇(ç, ö) = 𝑇(ö, ç)                                               (Komütatiflik)                                                                  

T2. ∀	ç, ö, ü ∈ [0, 1] olmak üzere 𝑇{ç, 𝑇(ö, ü)| = 𝑇(𝑇(ç, ö), ü)                  (Asosyatiflik)                                                         

T3. ∀	ç, ö, ü ∈ [0, 1] olmak üzere ö ≤ ü iken 𝑇(ç, ö) ≤ 𝑇(ç, ü)                    (Monotonluk)                                                   

T4. ∀	ç ∈ [0, 1] olmak üzere 𝑇(ç, 1) = ç.                                                       (Sınır şartı)                                                 

Örnek 1.28. (Klement, Mesiar, & Pap, 2000) 𝑇+(ç, ö) = 𝑚𝑖𝑛(ç, ö) minimum 

üçgensel norm, 𝑇/(ç, ö) = çö çarpım üçgensel norm, 𝑇0(ç, ö) = 𝑚𝑎𝑥(ç + ö − 1, 0) 

Lukasiewicz üçgensel norm ve 𝑇,(ç, ö) = � 0 , (ç, ö) ∈ [0, 1)"
min(ç, ö) , 𝑎𝑘𝑠𝑖	𝑡𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒 drastik çarpım 

üçgensel norm en çok bilinen üçgensel norm örnekleridir.                                                                    

Uyarı 1.29. (Klement, Mesiar, & Pap, 2000) 𝑇, [0, 1]′de bir üçgensel norm olsun. 

         (i) Tanım 1.27 𝑇 üçgensel normu tüm ö ∈ [0, 1] için 

 

𝑇(0, ö) = 𝑇(ö, 0) = 0 (1) 
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𝑇(1, ö) = ö (2) 
 

sağlar ve bu eşitliklere ilave sınır şartları denir. 

(ii) Bir 𝑇 üçgensel normu (T1) ve (T3) ile ikinci bileşene göre de monotondur. Bu 

monotonluk her iki bileşene göre monotonluğa denktir; yani 

 

ö! ≤ ö" ve ü! ≤ ü" iken 𝑇(ö!, ü!) ≤ 𝑇(ö", ü") (3) 
 

sağlanır. 

1.3.2. [𝟎, 𝟏] Üzerinde Üçgensel Konormlar 

Tanım 1.30. (Klement, Mesiar, & Pap, 2000) [0, 1] üzerinde bir ikili işlem olan 

𝑆: [0, 1]" → [0, 1] S1-S4′ü sağlıyorsa 𝑆′ye [0, 1] üzerinde bir üçgensel konorm (t-konorm) 

denir. 

S1. ∀	ç, ö ∈ [0, 1] için 𝑆(ç, ö) = 𝑆(ö, ç)                                                             (Komütatiflik)                                                                  

S2. ∀	ç, ö, ü ∈ [0, 1] olmak üzere 𝑆{ç, 𝑆(ö, ü)| = 𝑆(𝑆(ç, ö), ü)                    (Asosyatiflik)                                                         

S3. ∀	ç, ö, ü ∈ [0, 1] için ö ≤ ü iken 𝑆(ç, ö) ≤ 𝑆(ç, ü)                                       (Monotonluk)                                                   

S4. ∀	ç ∈ [0, 1] olmak üzere 𝑆(ç, 0) = ç.                                                       (Sınır şartı)                                                 

Tanım 1.27 ve Tanım 1.30′dan açıkça görülür ki, üçgensel normlar ve üçgensel 

konormlar sınırlarda değişiklik gösterirler. 

Örnek 1.31. (Klement, Mesiar, & Pap, 2000) 𝑆+(ç, ö) = max(ç, ö) maksimum 

üçgensel konorm, 𝑆/(ç, ö) = ç + ö − çö istatistiksel toplam, 𝑆0(ç, ö) = min(ç + ö, 1) 

Lukasiewicz üçgensel konorm ve 𝑆,(ç, ö) = � 1 , (ç, ö) ∈ (0, 1)"
max(ç, ö) , 𝑎𝑘𝑠𝑖	𝑡𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒 drastik toplam 

en çok bilinen üçgensel konorm örnekleridir.                                                           

Önerme 1.32. (Klement, Mesiar, & Pap, 2000) 𝑆: [0, 1]" → [0, 1] fonksiyonu bir 

üçgensel konormdur ⟺ tüm ç, ö ∈ [0, 1] için 

 

𝑆(ç, ö) = 1 − 𝑇(1 − ç, 1 − ö)	 (4) 
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sağlayan bir 𝑇 üçgensel normunun mevcut olmasıdır. Buradaki 𝑆 üçgensel konormu, 𝑇 

üçgensel normunun dual üçgensel konormu olarak adlandırılır. Benzer şekilde tüm ç, ö ∈

[0, 1] için,    

          

𝑇(ç, ö) = 1 − 𝑆(1 − ç, 1 − ö) (5) 
 

şeklindeki 𝑇 üçgensel normu, 𝑆 üçgensel konormunun dual üçgensel normu olarak 

adlandırılır. 

 (𝑇+ , 𝑆+), (𝑇/ , 𝑆/), (𝑇0 , 𝑆0) ve (𝑇, , 𝑆,) ikişer tarzda birbirine dual üçgensel norm ve 

üçgensel konorm çiftleridir. 

Uyarı 1.33. (Klement, Mesiar, & Pap, 2000) 𝑆: [0, 1]" → [0, 1] bir üçgensel konorm 

olsun. Tüm ç ∈ [0, 1] 

 

𝑆(1, ç) = 𝑆(ç, 1) = 1 (6) 
 

𝑆(0, ç) = ç (7) 
 

ilave sınır şartları olarak adlandırılan eşitlikler sağlanır. 

1.4. Sınırlı Kafesler Üzerinde Üçgensel Normlar ve Konormlar 

Tanım 1.34. (Karaçal & Khadjiev, 2005) Sınırlı bir 𝐿 kafesi üzerinde bir ikili işlem 

olan 𝑇: 𝐿" → 𝐿 fonksiyonu komütatiflik, asosyatiflik, monotonluk özelliklerini ve 1-birim 

eleman özelliğini sağlıyorsa, 𝑇′ye 𝐿 üzerinde bir üçgensel norm (t-norm) denir. 

Uyarı 1.35. (Karaçal & Khadjiev, 2005) 

(i) 𝑇! ve 𝑇", 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde iki üçgensel norm olmak üzere tüm (ö, ü) ∈

	𝐿 × 𝐿 için 𝑇!(ö, ü) ≤ 𝑇"(ö, ü) olduğunda ′′𝑇!, 𝑇"′den daha zayıf veya 𝑇", 𝑇!′den daha güçlü′′ 

olarak adlandırılır ve 𝑇! ≤ 𝑇" şeklinde ifade edilir. 

(ii) 𝑇! ≤ 𝑇" ve 𝑇! ≠ 𝑇" olursa yani 𝑇! ≤ 𝑇" ve bir (ö*, ü*) ∈ 𝐿 × 𝐿 olacak şekilde   

𝑇!(ö*, ü*) < 𝑇"(ö*, ü*)′dir ve 𝑇! < 𝑇" şeklinde ifade edilir. 

 

𝑇.(ö, ü) = �
ö , ü = 1,
ü , ö = 1,
0 , 𝑎𝑘𝑠𝑖	𝑡𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒

 (8) 
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olsun. O halde 𝑇.	𝐿′de bir üçgensel normdur ve 𝐿 = [0, 1] alınırsa 𝑇. ve 𝑇, aynıdır. Dahası 

𝐿′deki keyfi üçgensel norm 𝑇 için 𝑇. ≤ 𝑇 olduğundan bu üçgensel norm, 𝐿′deki en küçük 

üçgensel norm olur. 

Diğer bir yandan, sınırlı bir 𝐿 kafesindeki en büyük üçgensel norm ise 

 

𝑇∧(ö, ü) = ö ∧ ü (9) 
 

şeklinde ifade edilir ve 𝐿 = [0, 1] alındığında 𝑇∧ ve 𝑇+ aynıdır. 

Tanım 1.36. (Karaçal & Khadjiev, 2005) Sınırlı bir 𝐿 kafesi üzerinde bir ikili işlem 

olan 𝑆: 𝐿" → 𝐿 fonksiyonu komütatiflik, asosyatiflik, monotonluk özelliklerini ve 0-birim 

eleman özelliğini sağlıyorsa, 𝑆′ye 𝐿 üzerinde bir üçgensel konorm (t-konorm) denir. 

Uyarı 1.37. (Karaçal & Khadjiev, 2005) 

(i) 𝑇!, 𝑇" 𝐿 üzerinde üçgensel normlar ve 𝑆!, 𝑆" sırasıyla 𝐿 üzerinde 𝑇! ve 𝑇"′nin dual 

üçgensel normları olsunlar, bu durumda 𝑇! ≤ 𝑇" ise 𝑆" ≤ 𝑆!′dir. Buradan da anlaşıldığı 

üzere duallik sırayı değiştirir. 

(ii) Sınırlı bir 𝐿 kafesi üzerindeki en büyük üçgensel konorm 

 

𝑆.(ö, ü) = �
ö , ü = 0,
ü , ö = 0,
1 , 𝑎𝑘𝑠𝑖	𝑡𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒

 (10) 

 

olup 𝐿 = [0, 1] iken 𝑆, ile çakışır. Sınırlı bir 𝐿 kafesi üzerinde en küçük üçgensel konorm 

ise 	
	

𝑆∨(ö, ü) = ö ∨ ü (11) 
	

 olup	𝐿 = [0, 1]	iken	𝑆+ 	ile çakışır. 

Tanım 1.38. (Birkhoff, 1967; Wang, Zhan, & Liu, 2020) 𝐿 bir sınırlı kafes ve ö ve ü 

𝐿′nin elemanları olmak üzere ö ve ü kıyaslanamaz olduğunda ö ∥ ü şeklinde gösterilirken ö 

ve ü′nün kıyaslanabilir olması durumunda ise ö ∦ ü şeklinde gösterilir. Böylece 

         𝕀ö = {ç ∈ 𝐿 ∣ ç ∥ ö} 

ile tanımlanan 𝕀ö kümesi ö elemanı ile kıyaslanamayan tüm elemanların kümesidir. 

Benzer şekilde, 
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         𝕀öü = {	ç ∈ 𝐿 ∣ ç ∥ ö ve ç ∦ ü}, 

         𝕀üö = {	ç ∈ 𝐿 ∣ ç ∥ ü ve ç ∦ ö}, 

         𝕀ö,ü = {	ç ∈ 𝐿 ∣ ç ∥ ö ve ç ∥ ü} 

kümeleri de tanımlanabilir. 

1.5. Sınırlı Kafesler Üzerinde Üçgensel Normların Bazı İnşa 
Yöntemleri 

Saminger Teorem 1.39 ile sınırlı kafesler üzerinde bazı şartlar altında üçgensel norm 

elde etmek için bir inşa metodu önermiştir. 

Teorem 1.39. (Saminger, 2006) 𝐿 bir sınırlı kafes ve [𝑎, 𝑏] ⊆ 𝐿 olsun. 𝑊 [𝑎, 𝑏] alt 

aralığında bir üçgensel norm iken aşağıdaki şekilde tanımlı 𝑇! = (< 𝑎, 𝑏,𝑊 >): 𝐿" → 𝐿 

ordinal toplamı aşağıdaki gibi tanımlanır. 

 

𝑇!(ö, ü) = �𝑊(ö, ü) , (ö, ü) ∈ [𝑎, 𝑏]"
ö ∧ ü , 𝑎𝑘𝑠𝑖	𝑡𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒. 

(12) 

 

Aşağıdaki teoremde, Teorem 1.39′da önerilen inşa metodunun sınırlı kafesler üzerinde 

her zaman bir üçgensel norm üretmesi için gerekli şartlar verilmiştir. 

Teorem 1.40. (Saminger, 2006) 𝐿 bir sınırlı kafes ve [𝑎, 𝑏] 𝐿′nin bir alt aralığı olmak 

üzere (i) ve (ii) denktir:    

(i) (12) ile tanımlı ordinal toplam 𝑇!: 𝐿" → 𝐿 [𝑎, 𝑏]′de tanımlı keyfi üçgensel norm 𝑊 

için bir üçgensel normdur.  

(ii) ∀	ö ∈ 𝐿 için 

(a) ö ∥ 𝑎 ⇒ ∀	𝑢 ∈ [𝑎, 𝑏) için ö ∥ 𝑢′ dur. 

(b) ö ∥ 𝑏 ⇒ ∀	𝑢 ∈ (𝑎, 𝑏] için ö ∥ 𝑢′ dur. 

Aşağıdaki teoremde, Ertuğrul vd. Saminger′in Teorem 1.39′da önerdiği inşa 

yönteminin her zaman bir üçgensel norm üretmiyor olması gerçeğinden hareket ederek, 

sınırlı kafesler üzerinde ek şarta gerek duymadan üçgensel norm üretmek için bir inşa 

yöntemi önermişlerdir. 

Teorem 1.41. (Ertuğrul, Karaçal, & Mesiar, 2015) 𝐿 bir sınırlı kafes, 𝑎 ∈ 𝐿 ∖ {0, 1} ve 

𝑊′de [𝑎, 1] alt aralığında bir üçgensel norm olsun. Bu takdirde, aşağıdaki şekilde tanımlı 

𝑇": 𝐿" → 𝐿 fonksiyonu 𝐿′de bir üçgensel normdur: 
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𝑇"(ö, ü) = �
ö ∧ ü , ö = 1	𝑣𝑒𝑦𝑎	ü = 1
𝑊(ö, ü) , (ö, ü) ∈ [𝑎, 1)"
ö ∧ ü ∧ 𝑎 , 𝑎𝑘𝑠𝑖	𝑡𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.

 (13) 

 

Aşağıdaki teoremde, Çaylı Teorem 1.41′de önerilen inşa yönteminde bazı değişiklikler 

yaparak yeni bir inşa metodu önermiştir. 

Teorem 1.42. (Çaylı, 2018) 𝐿 bir sınırlı kafes, 𝑎 ∈ 𝐿 ∖ {0, 1} ve 𝑊′de [𝑎, 1] alt 

aralığında bir üçgensel norm olsun. Bu takdirde, aşağıdaki şekilde tanımlı 𝑇#: 𝐿" → 𝐿 𝐿′de 

bir üçgensel normdur: 

 

𝑇#(ö, ü) = �
𝑊(ö, ü) , (ö, ü) ∈ [𝑎, 1)"
ö ∧ ü , 1 ∈ {ö, ü}
0 , 𝑎𝑘𝑠𝑖	𝑡𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.

 (14) 

 

Aşağıdaki teoremde, Çaylı sınırlı kafesler üzerinde üçgensel norm elde etmek için 

alternatif bir inşa metodu daha önermiştir. 

Teorem 1.43. (Çaylı, 2019) 𝐿 bir sınırlı kafes, 𝑎 ∈ 𝐿 ∖ {0, 1} ve 𝑊, [𝑎, 1] üzerinde bir 

üçgensel norm olsun. 𝑇$: 𝐿" → 𝐿 fonksiyonu 𝐿 üzerinde bir üçgensel normdur: 

 

𝑇$(ö, ü) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑊

(ö, ü) , (ö, ü) ∈ [𝑎, 1)"

0 , (ö, ü) ∈ [0, 𝑎)" ∪ [0, 𝑎) × 𝐼2

ö ∧ ü
ö ∧ ü ∧ 𝑎

,
,

∪ 𝐼2 × [0, 𝑎) ∪ 𝐼2 × 𝐼2
1 ∈ {ö, ü}

𝑎𝑘𝑠𝑖	𝑡𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.

 (15) 

 

Aşağıdaki Teorem 1.44, Teorem 1.45 ve Teorem 1.46′da Ertuğrul vd. sınırlı kafesler 

üzerinde üçgensel norm elde etmek için üç inşa metodu önermişlerdir. 

Teorem 1.44. (Ertuğrul, Kesicioğlu, & Karaçal, 2019) 𝐿 bir sınırlı kafes ve 𝑊, [𝑎, 𝑏] 

üzerinde bir üçgensel norm olsun. 𝑇%: 𝐿" → 𝐿 fonksiyonu 𝐿 üzerinde bir üçgensel normdur: 
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𝑇%(ö, ü) =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧𝑊(ö ∧ 𝑏, ü ∧ 𝑏) , (ö, ü) ∈ [𝑎, 𝑏)" ∪ [𝑎, 𝑏) × 𝕀42

, ∪ 𝕀42 × [𝑎, 𝑏) ∪ 𝕀42 × 𝕀42

ö ∧ ü ∧ 𝑎 , (ö, ü) ∈ [0, 𝑎) × 𝐿\{1}
∪ 𝐿\{1} × [0, 𝑎)

∪ [𝑎, 𝑏) × 𝕀24 ∪ 𝕀24 × [𝑎, 𝑏)
∪ 𝕀24 × 𝕀24 ∪ 𝕀24 × 𝕀42 ∪ 𝕀42 × 𝕀24

∪ 𝕀24 × [𝑏, 1) ∪ [𝑏, 1) × 𝕀24

∪ 𝕀2,4 × 𝐿\{1} ∪ 𝐿\{1} × 𝕀2,4	
ö ∧ ü ∧ 𝑏 , (ö, ü) ∈ [𝑏, 1)" ∪ [𝑎, 𝑏) × [𝑏, 1)

∪ [𝑏, 1) × [𝑎, 𝑏) ∪ 𝕀42 × [𝑏, 1)

ö ∧ ü ,
∪ [𝑏, 1) × 𝕀42
1 ∈ {ö, ü}.

 (16) 

 

Teorem 1.45. (Ertuğrul, Kesicioğlu, & Karaçal, 2019) 𝐿 bir sınırlı kafes ve 𝑊, [𝑎, 𝑏] 

üzerinde bir üçgensel norm olsun. 𝑇&: 𝐿" → 𝐿 fonksiyonu 𝐿 üzerinde bir üçgensel normdur: 

 

𝑇&(ö, ü) =

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧𝑊

(ö ∧ 𝑏, ü ∧ 𝑏) , (ö, ü) ∈ [𝑎, 𝑏)" ∪ [𝑎, 𝑏) × 𝕀42

∪ 𝕀42 × [𝑎, 𝑏) ∪ 𝕀42 × 𝕀42

ö ∧ ü ∧ 𝑏 , (ö, ü) ∈ 𝕀42 × [𝑏, 1) ∪ [𝑏, 1) × 𝕀42

ö ∧ ü , (ö, ü) ∈ [𝑏, 1)" ∪ [𝑎, 𝑏) × [𝑏, 1)
∪ [𝑏, 1) × [𝑎, 𝑏), 1 ∈ {ö, ü}

0 , 𝑎𝑘𝑠𝑖	𝑡𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.

 (17) 

 

Teorem 1.46. (Ertuğrul, Kesicioğlu, & Karaçal, 2019) 𝐿 bir sınırlı kafes ve 𝑊, [𝑎, 𝑏] 

üzerinde bir üçgensel norm olsun. 𝑇': 𝐿" → 𝐿 fonksiyonu 𝐿 üzerinde bir üçgensel normdur: 

 

𝑇'(ö, ü) =

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧𝑊

(ö ∧ 𝑏, ü ∧ 𝑏) , (ö, ü) ∈ [𝑎, 𝑏)" ∪ [𝑎, 𝑏) × 𝕀42

∪ 𝕀42 × [𝑎, 𝑏) ∪ 𝕀42 × 𝕀42

ö ∧ ü ∧ 𝑏 , (ö, ü) ∈ 𝕀42 × [𝑏, 1) ∪ [𝑏, 1) × 𝕀42

ö ∧ ü , (ö, ü) ∈ [𝑎, 𝑏) × [𝑏, 1)
∪ [𝑏, 1) × [𝑎, 𝑏), 1 ∈ {ö, ü}

𝑏 , (ö, ü) ∈ [𝑏, 1)"
0 , 𝑎𝑘𝑠𝑖	𝑡𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.

 (18) 

 

Aşağıdaki Teorem 1.47, Teorem 1.48 ve Teorem 1.49′da sırasıyla Karaçal vd., Dan 

vd. ve Ertuğrul ve Yeşilyurt sınırlı kafesler üzerinde üçgensel norm elde etmek için inşa 

metotları önermişlerdir. 

Teorem 1.47. (Karaçal, Ertuğrul, & Kesicioğlu, 2019) 𝐿 bir sınırlı kafes ve 𝑊, [𝑎, 𝑏] 

üzerinde bir üçgensel norm olsun. 𝑇(: 𝐿" → 𝐿 fonksiyonu 𝐿 üzerinde bir üçgensel normdur: 
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𝑇((ö, ü) =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ 𝑊(ö, ü) , (ö, ü) ∈ [𝑎, 𝑏)"
𝑊(ö ∧ 𝑏, ü ∧ 𝑏) , (ö, ü) ∈ [𝑎, 𝑏) × 𝕀42 ∪ 𝕀42 × [𝑎, 𝑏)

∪ 𝕀42 × 𝕀42

ö ∧ ü ∧ 𝑎 , (ö, ü) ∈ [0, 𝑎) × 𝐿\{1}
∪ 𝐿\{1} × [0, 𝑎)

∪ [𝑎, 𝑏) × 𝕀24 ∪ 𝕀24 × [𝑎, 𝑏)
∪ 𝕀24 × 𝕀24 ∪ 𝕀24 × 𝕀42 ∪ 𝕀42 × 𝕀24

∪ 𝕀24 × [𝑏, 1) ∪ [𝑏, 1) × 𝕀24

∪ 𝕀2,4 × 𝐿\{1}
∪ 𝐿\{1} × 𝕀2,4	

ö ∧ ü ∧ 𝑏 , (ö, ü) ∈ 𝕀42 × [𝑏, 1)
∪ [𝑏, 1) × 𝕀42

ö ∧ ü , (ö, ü) ∈ [𝑏, 1)"
∪ [𝑎, 𝑏) × [𝑏, 1) ∪ [𝑏, 1) × [𝑎, 𝑏),

1 ∈ {ö, ü}

 (19) 

 

Teorem 1.48. (Dan, Hu, & Qiao, 2020) 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿\{0, 1}, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑊, [𝑎, 𝑏] üzerinde 

bir üçgensel norm olmak üzere aşağıdaki gibi tanımlanan 𝑇): 𝐿" → 𝐿 𝐿′de bir üçgensel 

normdur: 

 

𝑇)(ö, ü) =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ 𝑊(ö, ü) , (ö, ü) ∈ [𝑎, 𝑏)"

𝑊(ö, ü ∧ 𝑏) , (ö, ü) ∈ [𝑎, 𝑏) × 𝕀42

𝑊(ö ∧ 𝑏, ü) , (ö, ü) ∈ 𝕀42 × [𝑎, 𝑏)
𝑊(ö ∧ 𝑏, ü ∧ 𝑏) , (ö, ü) ∈ 𝕀42 × 𝕀42

ö ∧ ü , (ö, ü) ∈ [𝑏, 1)", 1 ∈ {ö, ü}	
ö ∧ ü ∧ 𝑏 , (ö, ü) ∈ [0, 𝑎) × [𝑏, 1)

∪ [𝑏, 1) × [0, 𝑎)
∪ [0, 𝑎) × 𝕀42 ∪ 𝕀42 × [0, 𝑎)

∪ [𝑎, 𝑏) × [𝑏, 1) ∪ [𝑏, 1) × [𝑎, 𝑏)
∪ [𝑏, 1) × 𝕀42 ∪ 𝕀42 × [𝑏, 1)

ö ∧ ü ∧ 𝑎 ,
∪ [0, 𝑎) × 𝕀2,4 ∪ 𝕀2,4 × [0, 𝑎)

𝑎𝑘𝑠𝑖	𝑡𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.

 (20) 

 

Teorem 1.49. (Ertuğrul & Yeşilyurt, 2019) 𝐿 bir sınırlı kafes, 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 1 olacak 

şekilde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑉!, 𝑉" ve 𝑉# sırasıyla 𝐿′nin [𝑏, 1], [𝑎, 𝑏] ve [0, 𝑎] alt aralıklarında tanımlı 

üçgensel normlar olmak üzere aşağıdaki şekilde verilen 𝑇!*: 𝐿" → 𝐿 𝐿′de bir üçgensel 

normdur: 
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𝑇!*(ö, ü) =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ 𝑉!(ö, ü) , (ö, ü) ∈ [𝑏, 1)"

𝑉"(ö, ü) , (ö, ü) ∈ [𝑎, 𝑏)"

𝑉#(ö, ü) , (ö, ü) ∈ [0, 𝑎)"
ö ∧ ü , (ö, ü) ∈ [𝑏, 1) × [0, 𝑏)

∪ [0, 𝑏) × [𝑏, 1)
∪ [𝑎, 𝑏) × [0, 𝑎) ∪ [0, 𝑎) × [𝑎, 𝑏)

∪ 𝐿 × {1} ∪ {1} × 𝐿
𝑉"(ö ∧ 𝑏, ü ∧ 𝑏) , (ö, ü) ∈ [𝑎, 1) × 𝕀4

𝑉#(ö ∧ 𝑎, ü ∧ 𝑎) ,

∪ 𝕀4 × [𝑎, 1)
∪ 𝕀4 × 𝕀4

𝑎𝑘𝑠𝑖	𝑡𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.

 (21) 

 

Sonuç 1.50. Yukarıdaki inşa metotları göz önüne alındığında aşağıdaki sonuçlara 

varılır: 

(i) (19) ve (20) formülleri ile verilen inşa metotları herhangi bir 𝐿 kafesi üzerinde 

çakışır. 

(ii) (21) formülü ile verilen inşa metodunda 𝑉! =∧, 𝑉" = 𝑊 ve 𝑉# =∧ olarak seçilirse 

elde edilen t-norm (19) ve (20) formülleri ile verilen inşa metotlarıyla çakışır. 

(iii) (21) formülü ile verilen inşa metodunda 𝑉! = 𝑇. , 𝑉" = 𝑊, 𝑉# =∧ olarak seçilirse 

elde edilen t-norm (16) formülü ile verilen inşa metoduyla çakışır



 
2. YAPILAN ÇALIŞMALAR 

Bu bölüm, dört alt kısımdan oluşmaktadır. İlk kısımda sınırlı kafesler üzerinde 

üçgensel normların inşa metotları üzerinde çalışılmıştır. İkinci kısımda sınırlı kafesler 

üzerinde üçgensel konormların inşa metotları üzerinde durulmuştur. Üçüncü kısımda birinci 

kısımda verilen inşa metotları yardımıyla sınırlı bir kafes üzerinde üçgensel normlar için 

ordinal toplam inşa metotları verilmiştir. Son kısımda ise ikinci kısımda verilen inşa 

metotları yardımıyla sınırlı bir kafes üzerinde üçgensel konormlar için ordinal toplam inşa 

metotları verilmiştir. 

2.1. Sınırlı Kafesler Üzerinde Üçgensel Normların İnşa Yöntemleri 

Bu bölümde, Teorem 2.2 ve Teorem 2.12′de sınırlı bir 𝐿 kafesinin [𝑎, 𝑏] alt aralığı 

üzerinde keyfi verilen bir üçgensel normdan, 𝐿 ∖ {0}′ın en küçük elemana sahip olması 

varsayımı altında, 𝐿 üzerinde bir üçgensel norm inşa etmek için iki metot verilmiştir. Daha 

sonra Teorem 2.2 ve Teorem 2.12′nin uygulamaları olarak örnekler verilmiştir. Ardından 

Teorem 2.2 ve Teorem 2.12′deki kısıtlamaların ihmal edilemeyeceği de örneklerle 

vurgulanmıştır. Ayrıca bu inşa metotlarının literatürde var olan inşa metotlarından farklı 

olduğu örnekler ile gösterilmiş olup bu inşa metotlarının birbirleriyle olan ilişkileri bazı 

kısıtlamalar altında detaylı bir şekilde incelenmiştir. 

Teorem 2.2. 𝐿 bir sınırlı kafes, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 ve 𝑘 ∈ 𝐿\{0} bir en küçük eleman olsun. 

𝑇∗, 𝐿′nin [𝑎, 𝑏] alt aralığında tanımlı bir üçgensel norm ise aşağıdaki şekilde verilen 

𝑇!!: 𝐿" → 𝐿 fonksiyonu 𝐿′de bir üçgensel normdur: 
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𝑇!!(ö, ü) =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧𝑇

∗(ö ∧ 𝑏, ü ∧ 𝑏) , (ö, ü) ∈ [𝑎, 𝑏)" ∪ [𝑎, 𝑏) × 𝕀42

∪ 𝕀42 × [𝑎, 𝑏) ∪ 𝕀42 × 𝕀42

𝑘 , (ö, ü) ∈ (0, 𝑎) × 𝐿\{0,1}
∪ 𝐿\{0,1} × (0, 𝑎)

∪ [𝑎, 𝑏) × 𝕀24 ∪ 𝕀24 × [𝑎, 𝑏)
∪ 𝕀24 × 𝕀24 ∪ 𝕀24 × 𝕀42

∪ 𝕀42 × 𝕀24 ∪ 𝕀24 × [𝑏, 1)
∪ [𝑏, 1) × 𝕀24 ∪ 𝕀2,4 × 𝐿\{0,1}

∪ 𝐿\{0,1} × 𝕀2,4	
ö ∧ ü ∧ 𝑏 , (ö, ü) ∈ [𝑏, 1)"

∪ [𝑎, 𝑏) × [𝑏, 1) ∪ [𝑏, 1) × [𝑎, 𝑏)
∪ 𝕀42 × [𝑏, 1) ∪ [𝑏, 1) × 𝕀42

ö ∧ ü , (ö, ü) ∈ 𝐿 × {0, 1} ∪ {0, 1} × 𝐿.

 (22) 

 

İspat: i) Monotonluk: ö, ü ∈ 𝐿 ve her ç ∈ 𝐿 için ö ≤ ü olacak şekilde 𝑇!!(ö, ç) ≤

𝑇!!(ü, ç) olduğu gösterilmelidir. Eğer ö ∈ (0, 𝑎) veya ö ∈ 𝕀24  veya ö ∈ 𝕀2,4 ise 𝑇!!(ö, ç) =

𝑘 olup eşitsizlik sağlanır. Benzer şekilde ç ∈ (0, 𝑎) veya ç ∈ 𝕀24  veya ç ∈ 𝕀2,4 ise eşitsizliğin 

her iki tarafı da 𝑘′dır. Ayrıca ç = 1 ise eşitliğin sağlandığı açıkça görülür. Öte yandan ö ve 

ü aynı aralıkta ise ö ≤ ü olduğundan her ç ∈ 𝐿 için 𝑇!!(ö, ç) ≤ 𝑇!!(ü, ç)′dir. Bu nedenle, 

monotonluk özelliği gösterilirken yukarıda belirtilen durumlar aşağıda listelenmemiştir. 

1. ö ∈ [𝑎, 𝑏) olsun. 

1.1. ü ∈ [𝑏, 1), 

1.1.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!!(ö, ç) = 𝑇∗(ö, ç) ≤ 𝑇∗(𝑏, ç) = ç = ü ∧ ç ∧ 𝑏 = 𝑇!!(ü, ç). 

1.1.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!!(ö, ç) = ö ∧ ç ∧ 𝑏 = ö < 𝑏 = ü ∧ ç ∧ 𝑏 = 𝑇!!(ü, ç). 

1.1.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!!(ö, ç) = 𝑇∗(ö, ç ∧ 𝑏) ≤ 𝑇∗(𝑏, ç ∧ 𝑏) = ç ∧ 𝑏 = ü ∧ ç ∧ 𝑏 = 𝑇!!(ü, ç). 

1.2. ü = 1, 

1.2.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!!(ö, ç) = 𝑇∗(ö, ç) ≤ 𝑇∗(𝑏, ç) = ç = 𝑇!!(1, ç) = 𝑇!!(ü, ç). 

1.2.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!!(ö, ç) = ö ∧ ç ∧ 𝑏 = ö < 𝑏 ≤ ç = 𝑇!!(1, ç) = 𝑇!!(ü, ç). 

1.2.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!!(ö, ç) = 𝑇∗(ö, ç ∧ 𝑏) ≤ 𝑇∗(𝑏, ç ∧ 𝑏) = ç ∧ 𝑏 < ç = 𝑇!!(1, ç) = 𝑇!!(ü, ç). 
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1.3. ü ∈ 𝕀42 , 

1.3.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!!(ö, ç) = 𝑇∗(ö, ç) ≤ 𝑇∗(ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!!(ü, ç). 

1.3.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!!(ö, ç) = ö ∧ ç ∧ 𝑏 ≤ ü ∧ ç ∧ 𝑏 = 𝑇!!(ü, ç). 

1.3.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!!(ö, ç) = 𝑇∗(ö, ç ∧ 𝑏) ≤ 𝑇∗(ü ∧ 𝑏, ç ∧ 𝑏) = 𝑇!!(ü, ç). 

2. ö ∈ [𝑏, 1) olsun. 

2.1. ü = 1, 

2.1.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!!(ö, ç) = ö ∧ ç ∧ 𝑏 = ç = 𝑇!!(1, ç) = 𝑇!!(ü, ç). 

2.1.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!!(ö, ç) = ö ∧ ç ∧ 𝑏 = 𝑏 ≤ ç = 𝑇!!(1, ç) = 𝑇!!(ü, ç). 

2.1.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!!(ö, ç) = ö ∧ ç ∧ 𝑏 = ç ∧ 𝑏 < ç = 𝑇!!(1, ç) = 𝑇!!(ü, ç). 

3. ö ∈ 𝕀42 olsun. 

3.1. ü ∈ [𝑏, 1), 

3.1.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!!(ö, ç) = 𝑇∗(ö ∧ 𝑏, ç) ≤ 𝑇∗(𝑏, ç) = ç = ü ∧ ç ∧ 𝑏 = 𝑇!!(ü, ç). 

3.1.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!!(ö, ç) = ö ∧ ç ∧ 𝑏 = ö ∧ 𝑏 < 𝑏 = ü ∧ ç ∧ 𝑏 = 𝑇!!(ü, ç). 

3.1.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!!(ö, ç) = 𝑇∗(ö ∧ 𝑏, ç ∧ 𝑏) ≤ 𝑇∗(𝑏, ç ∧ 𝑏) = ç ∧ 𝑏 = ü ∧ ç ∧ 𝑏 = 𝑇!!(ü, ç). 

3.2. ü = 1, 

3.2.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!!(ö, ç) = 𝑇∗(ö ∧ 𝑏, ç) ≤ 𝑇∗(𝑏, ç) = ç = 𝑇!!(1, ç) = 𝑇!!(ü, ç). 

3.2.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!!(ö, ç) = ö ∧ ç ∧ 𝑏 = ö ∧ 𝑏 < 𝑏 ≤ ç = 𝑇!!(1, ç) = 𝑇!!(ü, ç). 

3.2.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!!(ö, ç) = 𝑇∗(ö ∧ 𝑏, ç ∧ 𝑏) ≤ 𝑇∗(𝑏, ç ∧ 𝑏) = ç ∧ 𝑏 < ç = 𝑇!!(1, ç) = 𝑇!!(ü, ç). 

ii) Asosyatiflik: Her ö, ü, ç ∈ 𝐿 için 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç) eşitliğinin 

sağlandığı gösterilmelidir. ö, ü ve ç elemanlarından herhangi birinin 0 veya 1 olması 



 
 

 
 

18 

durumunda ispat açıktır. Ayrıca ö, ü ve ç′den herhangi biri (0, 𝑎)′da veya 𝕀24 ′da veya 𝕀2,4′nın 

elemanı ise eşitliğin her iki yanı da 𝑘′ya eşit olur. Yani, 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑘 =

𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç)′dır. İspatta kalan tüm diğer olası durumlar listelenmiştir. 

1. ö ∈ [𝑎, 𝑏) olsun. 

1.1. ü ∈ [𝑎, 𝑏), 

1.1.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!{ö, 𝑇∗(ü, ç)| = 𝑇∗{ö, 𝑇∗(ü, ç)| 

                             = 𝑇∗(𝑇∗(ö, ü), ç) 

                             = 𝑇!!(𝑇∗(ö, ü), ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

1.1.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!!(ö, ü) = 𝑇∗(ö, ü) 

                             = 𝑇∗(ö, ü) ∧ ç ∧ 𝑏 

                             = 𝑇!!(𝑇∗(ö, ü), ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

1.1.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!{ö, 𝑇∗(ü, ç ∧ 𝑏)| = 𝑇∗{ö, 𝑇∗(ü, ç ∧ 𝑏)| 

                             = 𝑇∗(𝑇∗(ö, ü), ç ∧ 𝑏) 

                             = 𝑇!!(𝑇∗(ö, ü), ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

1.2. ü ∈ [𝑏, 1), 

1.2.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!!(ö, ç) = 𝑇∗(ö, ç) 

                             = 𝑇!!(ö, ç) 

                             = 𝑇!!(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

1.2.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!!(ö, 𝑏) = ö ∧ 𝑏 ∧ 𝑏 = ö 

                             = ö ∧ ç ∧ 𝑏		 = 𝑇!!(ö, ç) 

                             = 𝑇!!(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

1.2.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!!(ö, ç ∧ 𝑏) 

                             = 𝑇∗(ö, ç ∧ 𝑏) 

                             = 𝑇!!(ö, ç) 

                             = 𝑇!!(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

1.3. ü ∈ 𝕀42 , 
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1.3.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!{ö, 𝑇∗(ü ∧ 𝑏, ç)| = 𝑇∗{ö, 𝑇∗(ü ∧ 𝑏, ç)| 

                             = 𝑇∗(𝑇∗(ö, ü ∧ 𝑏), ç) 

                             = 𝑇!!(𝑇∗(ö, ü ∧ 𝑏), ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

1.3.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!!(ö, ü ∧ 𝑏) = 𝑇∗(ö, ü ∧ 𝑏) 

                             = 𝑇∗(ö, ü ∧ 𝑏) ∧ ç ∧ 𝑏 

                             = 𝑇!!(𝑇∗(ö, ü ∧ 𝑏), ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

1.3.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!{ö, 𝑇∗(ü ∧ 𝑏, ç ∧ 𝑏)| = 𝑇∗{ö, 𝑇∗(ü ∧ 𝑏, ç ∧ 𝑏)| 

                             = 𝑇∗(𝑇∗(ö, ü ∧ 𝑏), ç ∧ 𝑏) 

                             = 𝑇!!(𝑇∗(ö, ü ∧ 𝑏), ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

2. ö ∈ [𝑏, 1) olsun. 

2.1. ü ∈ [𝑎, 𝑏), 

2.1.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!{ö, 𝑇∗(ü, ç)| = ö ∧ 𝑇∗(ü, ç) ∧ 𝑏 

                             = 𝑇∗(ü, ç) 

                             = 𝑇!!(ü, ç) 

                             = 𝑇!!(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

2.1.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!!(ö, ü) = ö ∧ ü ∧ 𝑏 = ü 

                             = ü ∧ ç ∧ 𝑏 = 𝑇!!(ü, ç) 

                             = 𝑇!!(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 	𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

2.1.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!{ö, 𝑇∗(ü, ç ∧ 𝑏)| = ö ∧ 𝑇∗(ü, ç ∧ 𝑏) ∧ 𝑏 

                             = 𝑇∗(ü, ç ∧ 𝑏) 

                             = 𝑇!!(ü, ç) 

                             = 𝑇!!(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 	𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

2.2. ü ∈ [𝑏, 1), 

2.2.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!!(ö, ç) = ö ∧ ç ∧ 𝑏 = ç 

                             = 𝑏 ∧ ç = 𝑇!!(𝑏, ç) 
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                             = 𝑇!!(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

2.2.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!!(ö, 𝑏) = ö ∧ 𝑏 = 𝑏 

                             = 𝑏 ∧ ç = 𝑇!!(𝑏, ç) 

                             = 𝑇!!(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

2.2.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!!(ö, ç ∧ 𝑏) = ö ∧ (ç ∧ 𝑏) ∧ 𝑏 

                             = ç ∧ 𝑏 = 𝑇!!(𝑏, ç) 

                             = 𝑇!!(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

2.3. ü ∈ 𝕀42 , 

2.3.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!{ö, 𝑇∗(ü ∧ 𝑏, ç)| = ö ∧ 𝑇∗(ü ∧ 𝑏, ç) ∧ 𝑏 

                             = 𝑇∗(ü ∧ 𝑏, ç) 

                             = 𝑇!!(ü ∧ 𝑏, ç) 

                             = 𝑇!!(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

2.3.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!!(ö, ü ∧ 𝑏) = ö ∧ (ü ∧ 𝑏) ∧ 𝑏 

                             = ü ∧ 𝑏 = (ü ∧ 𝑏) ∧ ç ∧ 𝑏 

                                       = 𝑇!!(ü ∧ 𝑏, ç) 

                             = 𝑇!!(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

2.3.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, 𝑧)| = 𝑇!!{ö, 𝑇∗(ü ∧ 𝑏, ç ∧ 𝑏)| = ö ∧ 𝑇∗(ü ∧ 𝑏, ç ∧ 𝑏) ∧ 𝑏 

                             = 𝑇∗(ü ∧ 𝑏, ç ∧ 𝑏) 

                             = 𝑇!!(ü ∧ 𝑏, ç) 

                             = 𝑇!!(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

3. ö ∈ 𝕀42 olsun. 

3.1. ü ∈ [𝑎, 𝑏), 

3.1.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!{ö, 𝑇∗(ü, ç)| = 𝑇∗{ö ∧ 𝑏, 𝑇∗(ü, ç)| 

                             = 𝑇∗(𝑇∗(ö ∧ 𝑏, ü), ç) 

                             = 𝑇!!(𝑇∗(ö ∧ 𝑏, ü), ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

3.1.2. ç ∈ [𝑏, 1), 
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 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!!(ö, ü) = 𝑇∗(ö ∧ 𝑏, ü) 

                             = 𝑇∗(ö ∧ 𝑏, ü) ∧ ç ∧ 𝑏 

                             = 𝑇!!(𝑇∗(ö ∧ 𝑏, ü), ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

3.1.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!{ö, 𝑇∗(ü, ç ∧ 𝑏)| = 𝑇∗{ö ∧ 𝑏, 𝑇∗(ü, ç ∧ 𝑏)| 

                             = 𝑇∗(𝑇∗(ö ∧ 𝑏, ü), ç ∧ 𝑏) 

                             = 𝑇!!(𝑇∗(ö ∧ 𝑏, ü), ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

3.2. ü ∈ [𝑏, 1), 

3.2.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!!(ö, ç) 

                             = 𝑇∗(ö ∧ 𝑏, ç) 

                             = 𝑇!!(ö ∧ 𝑏, ç) 

                             = 𝑇!!(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

3.2.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!!(ö, 𝑏) = ö ∧ 𝑏 = (ö ∧ 𝑏) ∧ ç ∧ 𝑏 

                             = 𝑇!!(ö ∧ 𝑏, ç) 

                             = 𝑇!!(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

3.2.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!!(ö, ç ∧ 𝑏) 

                             = 𝑇∗(ö ∧ 𝑏, ç ∧ 𝑏) 

                             = 𝑇!!(ö ∧ 𝑏, ç) 

                             = 𝑇!!(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

3.3. ü ∈ 𝕀42 , 

3.3.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!{ö, 𝑇∗(ü ∧ 𝑏, ç)| = 𝑇∗{ö ∧ 𝑏, 𝑇∗(ü ∧ 𝑏, ç)|  

                             = 𝑇∗(𝑇∗(ö ∧ 𝑏, ü ∧ 𝑏), ç) 

                             = 𝑇!!(𝑇∗(ö ∧ 𝑏, ü ∧ 𝑏), ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

3.3.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!!(ö, ü ∧ 𝑏) = 𝑇∗(ö ∧ 𝑏, ü ∧ 𝑏) 

                             = 𝑇∗(ö ∧ 𝑏, ü ∧ 𝑏) ∧ ç ∧ 𝑏 

                             = 𝑇!!(𝑇∗(ö ∧ 𝑏, ü ∧ 𝑏), ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

3.3.3. ç ∈ 𝕀42 , 
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 𝑇!!{ö, 𝑇!!(ü, ç)| = 𝑇!!{ö, 𝑇∗(ü ∧ 𝑏, ç ∧ 𝑏)| = 𝑇∗{ö ∧ 𝑏, 𝑇∗(ü ∧ 𝑏, ç ∧ 𝑏)| 

                             = 𝑇∗(𝑇∗(ö ∧ 𝑏, ü ∧ 𝑏), ç ∧ 𝑏) 

                             = 𝑇!!(𝑇∗(ö ∧ 𝑏, ü ∧ 𝑏), ç) = 𝑇!!(𝑇!!(ö, ü), ç). 

𝑇!! komütatiftir. 𝑇!!′in birim elemanı 1′dir. Böylece 𝑇!! bir t-normdur. 

𝑇!! t-normun yapısı aşağıdaki gibi temsil edilebilir. 

 

 

Şekil 2. 𝑇!! t-normun yapısı 
 

Örnek 2.3. Şekil 3′te verilen (𝐿! = {0, 𝑘, 𝑎, 𝑏,𝑚, 𝑠, 1}, ≤, 0, 1) kafesi alınsın. (𝐿!, ≤) 

kafesinin Teorem 2.2′nin şartlarını sağladığı kolayca görülür. 

 

 

Şekil 3. 𝐿! kafes diyagramı 
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[𝑎, 𝑏] üzerinde 𝑇∗ =	𝑇∧ t-normu seçilirse Teorem 2.2 ile 𝐿!′de 𝑇!! t-normu Tablo 

1′deki gibi bulunur. 

 

Tablo 1. 𝐿! üzerinde 𝑇!! t-normu 

𝑇!! 0 𝑘 𝑎 𝑏 𝑚 𝑠 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 

𝑘 0 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 

𝑎 0 𝑘 𝑎 𝑎 𝑘 𝑘 𝑎 

𝑏 0 𝑘 𝑎 𝑏 𝑘 𝑘 𝑏 

𝑚 0 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 𝑚 

𝑠 0 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 𝑠 

1 0 𝑘 𝑎 𝑏 𝑚 𝑠 1 

 

Uyarı 2.4. Teorem 2.2 ile verilen inşa yöntemindeki ilave şartlar kaldırılamaz. Bu 

argümanı destekleyen örnek aşağıda verilmiştir. 

Örnek 2.5. Şekil 4 ile verilen (𝐿" = {0, 𝑘, 𝑠, 𝑎, 𝑏,𝑚, 𝑛, 1}, ≤, 0, 1) kafesi göz önüne 

alınsın.  

 

 

Şekil 4. 𝐿" kafes diyagramı 
 

𝑚 ∈ 𝕀24  ve 𝑘 ∈ (0, 𝑎) için 𝑚 ∥ 𝑘 olacak şekilde bir 𝑚 ∈ 𝐿" elemanı olduğu için (𝐿", ≤) 

kafesinin Teorem 2.2′de belirtilen ilave şartları sağlamadığı açıktır. Teorem 2.2 kullanılarak, 

𝑇!!(𝑘,𝑚) = 𝑘 ≰ 𝑚 = 𝑇!!(1,𝑚) elde edilir. Buradan, 𝑇!! fonksiyonu monotonluk 
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özelliğini sağlamadığı için 𝐿" üzerinde bir t-norm değildir. Ayrıca eşitsizliğin 𝑇∗ t-norm 

seçiminden bağımsız elde edildiğine dikkat edilmelidir. 

Uyarı 2.6. 

(i) (22) ile ifade edilen inşa metodu (12) ile ifade edilen inşa metodundan farklı bir 

yapıya sahiptir (Bakınız Örnek 2.7). Ayrıca (12) ile ifade edilen inşa metodu her durumda 

bir üçgensel norm olmayabilir (Bakınız Teorem 1.40). 

(ii) (22) ile ifade edilen inşa metodu (16), (17), (18), (19), (20) ve (21) ile ifade 

edilen inşa metotlarından farklıdır (Bakınız Örnek 2.8). 

Örnek 2.7. Kafes diyagramı aşağıdaki gibi olan (𝐿# = {0, 𝑘, 𝑎, 𝑏,𝑚, 𝑧, 1}, ≤, 0, 1) 

kafesi göz önüne alınsın. 

 

 

Şekil 5. 𝐿# kafes diyagramı 
 

Bu kafes diyagramında, Teorem 1.39 ve Teorem 2.2 kullanılarak, 𝑇!(𝑚, 𝑧) = 𝑚 ≠

𝑘 = 𝑇!!(𝑚, 𝑧) elde edilir ve buradan 𝑇! ≠ 𝑇!! bulunur. Ayrıca farklılığın 𝑊 ve 𝑇∗ 

seçimlerinden bağımsız olduğuna dikkat edilmelidir. 

Örnek 2.8. Kafes diyagramı aşağıdaki gibi olan (𝐿$ = {0, ü, ö, 𝑎, 𝑏,𝑚, 𝑡, 𝑠, 1}, ≤, 0, 1) 

kafesi göz önüne alınsın. 
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Şekil 6. 𝐿$ kafes diyagramı 
 

Bu kafes diyagramında, Teorem 1.44, Teorem 1.45, Teorem 1.46, Teorem 1.47, 

Teorem 1.48, Teorem 1.49 ve Teorem 2.2 kullanılarak, 𝑇%(ö, ö) = ö ≠ ü = 𝑇!!(ö, ö), 

𝑇&(ü, ü) = 0 ≠ ü = 𝑇!!(ü, ü), 𝑇'(ü, ö) = 0 ≠ ü = 𝑇!!(ü, ö), 𝑇((ö, ö) = ö ≠ ü = 𝑇!!(ö, ö), 

𝑇)(ö, ö) = ö ≠ ü = 𝑇!!(ö, ö) ve 𝑇!*(ö,𝑚) = ö ≠ ü = 𝑇!!(ö,𝑚) elde edilir. Buradan, 𝑇!! 

üçgensel normunun 𝑇%, 𝑇&, 𝑇', 𝑇(, 𝑇) ve 𝑇!* üçgensel normlarından farklı olduğu görülür. 

Ayrıca farklılıkların	𝑇∗,𝑊, 𝑉!, 𝑉" ve 𝑉#′ün seçimlerinden bağımsız olduğuna dikkat 

edilmelidir. 

Uyarı 2.9. (22) formülünde 𝑏 = 1 alınsa dahi (22) formülü ile elde edilen 𝑇!! 

üçgensel normu, (13), (14) ve (15) formülleri ile verilen sırasıyla 𝑇", 𝑇# ve 𝑇$ üçgensel 

normları eşit olmak zorunda değildir. Bu argümanı destekleyen örnek aşağıda verilmiştir. 

Örnek 2.10. Kafes diyagramı aşağıdaki gibi olan (𝐿% = {0, 𝑘, 𝑛, 𝑎,𝑚, 1}, ≤, 0, 1) 

kafesi göz önüne alınsın. 
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Şekil 7. 𝐿% kafes diyagramı 
 

Bu kafes diyagramında, Teorem 1.41, Teorem 1.42, Teorem 1.43 ve Teorem 2.2 

kullanılarak, 𝑇"(𝑛, 𝑛) = 𝑛 ≠ 𝑘 = 𝑇!!(𝑛, 𝑛), 𝑇#(𝑘, 𝑘) = 0 ≠ 𝑘 = 𝑇!!(𝑘, 𝑘) ve 𝑇$(𝑘,𝑚) =

0 ≠ 𝑘 = 𝑇!!(𝑘,𝑚) olduğu elde edilir. Buradan, 𝑇!! ≠ 𝑇", 𝑇!! ≠ 𝑇# ve 𝑇!! ≠ 𝑇$ bulunur. 

Ayrıca farklılıkların 𝑊 ve 𝑇∗ seçimlerinden bağımsız olduğuna dikkat edilmelidir. 

Önerilen inşa metotları ile literatürde mevcut olan yöntemler kıyaslandıktan sonra 

doğal olarak akla ′′Teorem 2.2′deki inşa yöntemi ile literatürdeki inşa yöntemleri bazı 

kısıtlamalar altında çakışabilir mi?′′ sorusu gelir. Aşağıdaki uyarıda bu soruya cevap 

verilmiştir. 

Uyarı 2.11.  

(i) (16), (18) ve (22) formüllerinde 𝑎 = 0 alınırsa (16) ve (18) formülleri ile 

sırasıyla elde edilen 𝑇% ve 𝑇' üçgensel normları, (22) formülü ile elde edilen 𝑇!! üçgensel 

normu ile çakışır. 

(ii) (22) formülünde 𝑎 = 0 ve (21) formülünde 𝑎 = 0, 𝑉! = 𝑇. ve 𝑉" = 𝑇∗ alınırsa 

(21)′de verilen 𝑇!* üçgensel normu, (22) formülü ile bulunan 𝑇!! üçgensel normu ile 

çakışır. 

Aşağıdaki teoremde, üçgensel normlar için bir başka inşa metodu verilmiştir. 

Teorem 2.12. 𝐿 bir sınırlı kafes, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 ve 𝑘 ∈ 𝐿\{0} bir en küçük eleman olsun. 

𝑇∗∗, 𝐿′nin [𝑎, 𝑏] alt aralığında tanımlı bir üçgensel norm ise aşağıdaki şekilde verilen 

𝑇!": 𝐿" → 𝐿 fonksiyonu 𝐿′de bir üçgensel normdur: 
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𝑇!"(ö, ü) =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧𝑇

∗∗(ö ∧ 𝑏, ü ∧ 𝑏) , (ö, ü) ∈ [𝑎, 𝑏)" ∪ [𝑎, 𝑏) × 𝕀42

∪ 𝕀42 × [𝑎, 𝑏) ∪ 𝕀42 × 𝕀42

𝑘 , (ö, ü) ∈ (0, 𝑎) × 𝐿\{0,1}
∪ 𝐿\{0,1} × (0, 𝑎)

∪ [𝑎, 𝑏) × 𝕀24 ∪ 𝕀24 × [𝑎, 𝑏)
∪ 𝕀24 × 𝕀24 ∪ 𝕀24 × 𝕀42

∪ 𝕀42 × 𝕀24 ∪ 𝕀24 × [𝑏, 1)
∪ [𝑏, 1) × 𝕀24 ∪ 𝕀2,4 × 𝐿\{0,1}

∪ 𝐿\{0,1} × 𝕀2,4	
ö ∧ ü ∧ 𝑏 , (ö, ü) ∈ [𝑎, 𝑏) × [𝑏, 1)

∪ [𝑏, 1) × [𝑎, 𝑏)
∪ 𝕀42 × [𝑏, 1) ∪ [𝑏, 1) × 𝕀42

ö ∧ ü , (ö, ü) ∈ [𝑏, 1)"
∪ 𝐿 × {0, 1} ∪ {0, 1} × 𝐿.

 (23) 

 

İspat: i) Monotonluk: ö, ü ∈ 𝐿 ve her ç ∈ 𝐿 için ö ≤ ü olacak şekilde 𝑇!"(ö, ç) ≤

𝑇!"(ü, ç) olduğu gösterilmelidir. Eğer ö ∈ (0, 𝑎) veya ö ∈ 𝕀24  veya ö ∈ 𝕀2,4 ise 𝑇!"(ö, ç) =

𝑘 olup eşitsizlik sağlanır. Benzer şekilde ç ∈ (0, 𝑎) veya ç ∈ 𝕀24  veya ç ∈ 𝕀2,4 ise eşitsizliğin 

her iki tarafı da 𝑘′dır. Ayrıca ç = 1 ise eşitliğin sağlandığı açıkça görülür. Öte yandan ö ve 

ü aynı aralıkta ise ö ≤ ü olduğundan tüm ç ∈ 𝐿 için 𝑇!"(ö, ç) ≤ 𝑇!"(ü, ç)′dir. Bu nedenle, 

monotonluk özelliği gösterilirken yukarıda belirtilen durumlar aşağıda listelenmemiştir. 

1. ö ∈ [𝑎, 𝑏) olsun. 

1.1. ü ∈ [𝑏, 1), 

1.1.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!"(ö, ç) = 𝑇∗∗(ö, ç) ≤ 𝑇∗∗(𝑏, ç) = ç = ü ∧ ç ∧ 𝑏 = 𝑇!"(ü, ç). 

1.1.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!"(ö, ç) = ö ∧ ç ∧ 𝑏 = ö < 𝑏 ≤ ü ∧ ç = 𝑇!"(ü, ç). 

1.1.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!"(ö, ç) = 𝑇∗∗(ö, ç ∧ 𝑏) ≤ 𝑇∗∗(𝑏, ç ∧ 𝑏) = ç ∧ 𝑏 = ü ∧ ç ∧ 𝑏 = 𝑇!"(ü, ç). 

1.2. ü = 1, 

1.2.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!"(ö, ç) = 𝑇∗∗(ö, ç) ≤ 𝑇∗∗(𝑏, ç) = ç = 𝑇!"(1, ç) = 𝑇!"(ü, ç). 

1.2.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!"(ö, ç) = ö ∧ ç ∧ 𝑏 = ö < 𝑏 ≤ ç = 𝑇!"(1, ç) = 𝑇!"(ü, ç). 

1.2.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!"(ö, ç) = 𝑇∗∗(ö, ç ∧ 𝑏) ≤ 𝑇∗∗(𝑏, ç ∧ 𝑏) = ç ∧ 𝑏 < ç = 𝑇!"(1, ç) = 𝑇!"(ü, ç). 



 
 

 
 

28 

1.3. ü ∈ 𝕀42 , 

1.3.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!"(ö, ç) = 𝑇∗∗(ö, ç) ≤ 𝑇∗∗(ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!"(ü, ç). 

1.3.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!"(ö, ç) = ö ∧ ç ∧ 𝑏 ≤ ü ∧ ç ∧ 𝑏 = 𝑇!"(ü, ç). 

1.3.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!"(ö, ç) = 𝑇∗∗(ö, ç ∧ 𝑏) ≤ 𝑇∗∗(ü ∧ 𝑏, ç ∧ 𝑏) = 𝑇!"(ü, ç). 

2. ö ∈ [𝑏, 1) olsun. 

2.1. ü = 1, 

2.1.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!"(ö, ç) = ö ∧ ç ∧ 𝑏 = ç = 𝑇!"(1, ç) = 𝑇!"(ü, ç). 

2.1.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!"(ö, ç) = ö ∧ ç ≤ ç = 𝑇!"(1, ç) = 𝑇!"(ü, ç). 

2.1.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!"(ö, ç) = ö ∧ ç ∧ 𝑏 = ç ∧ 𝑏 < ç = 𝑇!"(1, ç) = 𝑇!"(ü, ç). 

3. ö ∈ 𝕀42 olsun. 

3.1. ü ∈ [𝑏, 1), 

3.1.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!"(ö, ç) = 𝑇∗∗(ö ∧ 𝑏, ç) ≤ 𝑇∗∗(𝑏, ç) = ç = ü ∧ ç ∧ 𝑏 = 𝑇!"(ü, ç). 

3.1.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!"(ö, ç) = ö ∧ ç ∧ 𝑏 = ö ∧ 𝑏 < 𝑏 ≤ ü ∧ ç = 𝑇!"(ü, ç). 

3.1.3. ç ∈ 𝕀42 , 

𝑇!"(ö, ç) = 𝑇∗∗(ö ∧ 𝑏, ç ∧ 𝑏) ≤ 𝑇∗∗(𝑏, ç ∧ 𝑏) = ç ∧ 𝑏 = ü ∧ ç ∧ 𝑏 = 𝑇!"(ü, ç).  

3.2. ü = 1, 

3.2.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

𝑇!"(ö, ç) = 𝑇∗∗(ö ∧ 𝑏, ç) ≤ 𝑇∗∗(𝑏, ç) = ç = 𝑇!"(1, ç) = 𝑇!"(ü, ç).  

3.2.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 	𝑇!"(ö, ç) = ö ∧ ç ∧ 𝑏 = ö ∧ 𝑏 < 𝑏 ≤ ç = 𝑇!"(1, ç) = 𝑇!"(ü, ç). 

3.2.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!"(ö, ç) = 𝑇∗∗(ö ∧ 𝑏, ç ∧ 𝑏) ≤ 𝑇∗∗(𝑏, ç ∧ 𝑏) = ç ∧ 𝑏 < ç = 𝑇!"(1, ç) = 𝑇!"(ü, ç). 

ii) Asosyatiflik: Her ö, ü, ç ∈ 𝐿 için 𝑇!"{ö, 𝑇!"(ü, ç)| = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç) olmalıdır. 

ö, ü ve ç elemanlarından herhangi birinin 0 veya 1 olması durumunda ispat açıktır. Ayrıca 
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ö, ü ve ç′den herhangi biri (0, 𝑎)′da veya 𝕀24 ′da veya 𝕀2,4′nın elemanı ise eşitliğin her iki yanı 

da 𝑘′ya eşit olur. Yani, 𝑇!"{ö, 𝑇!"(ü, ç)| = 𝑘 = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç)′dir. İspatta kalan tüm diğer 

durumlar listelenmiştir. 

1. ö ∈ [𝑎, 𝑏) olsun. 

1.1. ü ∈ [𝑎, 𝑏), 

1.1.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!"{ö, 𝑇!"(ü, ç)| = 𝑇!"{ö, 𝑇∗∗(ü, ç)| = 𝑇∗∗{ö, 𝑇∗∗(ü, ç)| 

                             = 𝑇∗∗(𝑇∗∗(ö, ü), ç) 

                             = 𝑇!"(𝑇∗∗(ö, ü), ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

1.1.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!"{ö, 𝑇!"(ü, ç)| = 𝑇!"(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!"(ö, ü) = 𝑇∗∗(ö, ü) 

                              = 𝑇∗∗(ö, ü) ∧ ç ∧ 𝑏 

                              = 𝑇!"(𝑇∗∗(ö, ü), ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

1.1.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!"{ö, 𝑇!"(ü, ç)| = 𝑇!"{ö, 𝑇∗∗(ü, ç ∧ 𝑏)| = 𝑇∗∗{ö, 𝑇∗∗(ü, ç ∧ 𝑏)| 

                              = 𝑇∗∗(𝑇∗∗(ö, ü), ç ∧ 𝑏) 

                              = 𝑇!"(𝑇∗∗(ö, ü), ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

1.2. ü ∈ [𝑏, 1), 

1.2.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!"{ö, 𝑇!"(ü, ç)| = 𝑇!"(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!"(ö, ç) = 𝑇∗∗(ö, ç) 

                              = 𝑇!"(ö, ç) 

                              = 𝑇!"(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

1.2.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!"{ö, 𝑇!"(ü, ç)| = 𝑇!"(ö, ü ∧ ç) = ö ∧ (ü ∧ ç) ∧ 𝑏 = ö 

                              = ö ∧ ç ∧ 𝑏 

                              = 𝑇!"(ö, ç) 

                              = 𝑇!"(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

1.2.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!"(ö, 𝑇!"(ü, ç)) = 𝑇!"(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!"(ö, ç ∧ 𝑏) 

                             = 𝑇∗∗(ö, ç ∧ 𝑏) 

                             = 𝑇!"(ö, ç) 

                             = 𝑇!"(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 
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1.3. ü ∈ 𝕀42 , 

1.3.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!"{ö, 𝑇!"(ü, ç)| = 𝑇!"{ö, 𝑇∗∗(ü ∧ 𝑏, ç)| = 𝑇∗∗{ö, 𝑇∗∗(ü ∧ 𝑏	, ç)| 

                              = 𝑇∗∗(𝑇∗∗(ö, ü ∧ 𝑏), ç) 

                              = 𝑇!"(𝑇∗∗(ö, ü ∧ 𝑏), ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

1.3.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!"{ö, 𝑇!"(ü, ç)| = 𝑇!"(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!"(ö, ü ∧ 𝑏) = 𝑇∗∗(ö, ü ∧ 𝑏) 

                              = 𝑇∗∗(ö, ü ∧ 𝑏) ∧ ç ∧ 𝑏 

                              = 𝑇!"(𝑇∗∗(ö, ü ∧ 𝑏), ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

1.3.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!"{ö, 𝑇!"(ü, ç)| = 𝑇!"{ö, 𝑇∗∗(ü ∧ 𝑏, ç ∧ 𝑏)| = 𝑇∗∗{ö, 𝑇∗∗(ü ∧ 𝑏, ç ∧ 𝑏)| 

                              = 𝑇∗∗(𝑇∗∗(ö, ü ∧ 𝑏), ç ∧ 𝑏) 

                              = 𝑇!"(𝑇∗∗(ö, ü ∧ 𝑏), ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

2. ö ∈ [𝑏, 1) olsun. 

2.1. ü ∈ [𝑎, 𝑏), 

2.1.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!"{ö, 𝑇!"(ü, ç)| = 𝑇!"{ö, 𝑇∗∗(ü, ç)| = ö ∧ 𝑇∗∗(ü, ç) ∧ 𝑏 = 𝑇∗∗(ü, ç) 

                              = 𝑇!"(ü, ç) 

                              = 𝑇!"(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

2.1.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!"{ö, 𝑇!"(ü, ç)| = 𝑇!"(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!"(ö, ü) = ö ∧ ü ∧ 𝑏 = ü 

                              = ü ∧ ç ∧ 𝑏 

                              = 𝑇!"(ü, ç) 

                              = 𝑇!"(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

2.1.3. ç ∈ 𝕀42 ,  

 𝑇!"{ö, 𝑇!"(ü, ç)| = 𝑇!"{ö, 𝑇∗∗(ü, ç ∧ 𝑏)| = ö ∧ 𝑇∗∗(ü, ç ∧ 𝑏) ∧ 𝑏 

                              = 𝑇∗∗(ü, ç ∧ 𝑏) 

                              = 𝑇!"(ü, ç) 

                              = 𝑇!"(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

2.2. ü ∈ [𝑏, 1), 

2.2.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!"{ö, 𝑇!"(ü, ç)| = 𝑇!"(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!"(ö, ç) = ö ∧ ç ∧ 𝑏 = ç 
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                              = (ö ∧ ü) ∧ ç ∧ 𝑏 

                              = 𝑇!"(ö ∧ ü, ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

2.2.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!"(ö, 𝑇!"(ü, ç) = 𝑇!"(ö, ü ∧ ç) = ö ∧ (ü ∧ ç) 

                            = (ö ∧ ü) ∧ ç 

                            = 𝑇!"(ö ∧ ü, ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

2.2.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!"{ö, 𝑇!"(ü, ç)| = 𝑇!"(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!"(ö, ç ∧ 𝑏) = ö ∧ (ç ∧ 𝑏) ∧ 𝑏 

                              = ç ∧ 𝑏 = (ö ∧ ü) ∧ ç ∧ 𝑏 

                              = 𝑇!"(ö ∧ ü, ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

2.3. ü ∈ 𝕀42 , 

2.3.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!"{ö, 𝑇!"(ü, ç)| = 𝑇!"{ö, 𝑇∗∗(ü ∧ 𝑏, ç)| = ö ∧ 𝑇∗∗(ü ∧ 𝑏, ç) ∧ 𝑏 

                              = 𝑇∗∗(ü ∧ 𝑏, ç) 

                              = 𝑇!"(ü ∧ 𝑏, ç) 

                              = 𝑇!"(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

2.3.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!"{ö, 𝑇!"(ü, ç)| = 𝑇!"(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!"(ö, ü ∧ 𝑏) = ö ∧ (ü ∧ 𝑏) ∧ 𝑏 

                              = ü ∧ 𝑏 = (ü ∧ 𝑏) ∧ ç ∧ 𝑏 

                              = 𝑇!"(ü ∧ 𝑏, ç) 

                              = 𝑇!"(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

2.3.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!"{ö, 𝑇!"(ü, ç)| = 𝑇!"{ö, 𝑇∗∗(ü ∧ 𝑏, ç ∧ 𝑏)| = ö ∧ 𝑇∗∗(ü ∧ 𝑏, ç ∧ 𝑏) ∧ 𝑏 

                              = 𝑇∗∗(ü ∧ 𝑏, ç ∧ 𝑏) 

                              = 𝑇!"(ü ∧ 𝑏, ç) 

                              = 𝑇!"(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

3. ö ∈ 𝕀42 olsun. 

3.1. ü ∈ [𝑎, 𝑏), 

3.1.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!"{ö, 𝑇!"(ü, ç)| = 𝑇!"{ö, 𝑇∗∗(ü, ç)| = 𝑇∗∗{ö ∧ 𝑏, 𝑇∗∗(ü, ç)| 

                              = 𝑇∗∗(𝑇∗∗(ö ∧ 𝑏, ü), ç) 

                              = 𝑇!"(𝑇∗∗(ö ∧ 𝑏, ü), ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 



 
 

 
 

32 

3.1.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!"(ö, 𝑇!"(ü, ç)) = 𝑇!"(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!"(ö, ü) = 𝑇∗∗(ö ∧ 𝑏, ü) 

                             = 𝑇∗∗(ö ∧ 𝑏, ü) ∧ ç ∧ 𝑏 

                             = 𝑇!"(𝑇∗∗(ö ∧ 𝑏, ü), ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

3.1.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!"{ö, 𝑇!"(ü, ç)| = 𝑇!"{ö, 𝑇∗∗(ü, ç ∧ 𝑏)| = 𝑇∗∗{ö ∧ 𝑏, 𝑇∗∗(ü, ç ∧ 𝑏)| 

                              = 𝑇∗∗(𝑇∗∗(ö ∧ 𝑏, ü), ç ∧ 𝑏) 

                              = 𝑇!"(𝑇∗∗(ö ∧ 𝑏, ü), ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

3.2. ü ∈ [𝑏, 1), 

3.2.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!"{ö, 𝑇!"(ü	, ç)| = 𝑇!"(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!"(ö, ç) = 𝑇∗∗(ö ∧ 𝑏, ç) 

                               = 𝑇!"(ö ∧ 𝑏, ç) 

                               = 𝑇!"(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

3.2.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!"(ö, 𝑇!"(ü, ç) = 𝑇!"(ö, ü ∧ ç) = ö ∧ (ü ∧ ç) ∧ 𝑏 = ö ∧ 𝑏 

                            = (ö ∧ 𝑏) ∧ ç ∧ 𝑏 = 𝑇!"(ö ∧ 𝑏, ç) 

                            = 𝑇!"(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

3.2.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!"(ö, 𝑇!"(ü, ç) = 𝑇!"(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!"(ö, ç ∧ 𝑏) = 𝑇∗∗(ö ∧ 𝑏, ç ∧ 𝑏) 

                            = 𝑇!"(ö ∧ 𝑏, ç) 

                            = 𝑇!"(ö ∧ ü ∧ 𝑏, ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

3.3. ü ∈ 𝕀42 , 

3.3.1. ç ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇!"(ö, 𝑇!"(ü, ç) = 𝑇!"{ö, 𝑇∗∗(ü ∧ 𝑏, ç)| = 𝑇∗∗{ö ∧ 𝑏, 𝑇∗∗(ü ∧ 𝑏, ç)| 

                            = 𝑇∗∗(𝑇∗∗(ö ∧ 𝑏, ü ∧ 𝑏), ç) 

                            = 𝑇!"(𝑇∗∗(ö ∧ 𝑏, ü ∧ 𝑏), ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

3.3.2. ç ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇!"{ö, 𝑇!"(ü, ç)| = 𝑇!"(ö, ü ∧ ç ∧ 𝑏) = 𝑇!"(ö, ç ∧ 𝑏) = 𝑇∗∗(ö ∧ 𝑏, ü ∧ 𝑏) 

                              = 𝑇∗∗(ö ∧ 𝑏, ü ∧ 𝑏) ∧ ç ∧ 𝑏 

                              = 𝑇!"(𝑇∗∗(ö ∧ 𝑏, ü ∧ 𝑏), ç) = 𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

3.3.3. ç ∈ 𝕀42 , 

 𝑇!"{ö, 𝑇!"(ü, ç)| = 𝑇!"{ö, 𝑇∗∗(ü ∧ 𝑏, ç ∧ 𝑏)| = 𝑇∗∗{ö ∧ 𝑏, 𝑇∗∗(ü ∧ 𝑏, ç ∧ 𝑏)| 
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                              = 𝑇∗∗(𝑇∗∗(ö ∧ 𝑏, ü ∧ 𝑏), ç ∧ 𝑏) 

                              = 𝑇!"(𝑇∗∗(ö ∧ 𝑏, ü ∧ 𝑏), ç) = 	𝑇!"(𝑇!"(ö, ü), ç). 

Açıkça, 𝑇!" değişmelidir ve 1 birim elemandır. 

𝑇!" t-normun yapısı aşağıdaki gibi temsil edilebilir. 

 

 

Şekil 8. 𝑇!" t-normun yapısı 
 

Örnek 2.13. Şekil 9′da verilen (𝐿& = {0, 𝑖, 𝑢, 𝑛, 𝑡, 𝑦, 𝑠, 1}, ≤, 0, 1) kafesi alınsın. 

(𝐿&, ≤) kafesinin Teorem 2.12′nin şartlarını sağladığı kolayca görülür. 

 

 

Şekil 9. 𝐿& kafes diyagramı 
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[𝑢, 𝑛] üzerinde 𝑇∗∗ =	𝑇∧ t-normu seçilirse Teorem 2.12 ile 𝐿&′da 𝑇!" t-normu Tablo 

2′deki gibi bulunur. 

 

Tablo 2. 𝐿& üzerinde 𝑇!" t-normu 

𝑇!" 0 𝑖 𝑢 𝑛 𝑡 𝑦 𝑠 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
𝑖 0 𝑖 𝑖 𝑖 𝑖 𝑖 𝑖 𝑖 

𝑢 0 𝑖 𝑢 𝑢 𝑢 𝑖 𝑖 𝑢 
𝑛 0 𝑖 𝑢 𝑛 𝑛 𝑖 𝑖 𝑛 
𝑡 0 𝑖 𝑢 𝑛 𝑡 𝑖 𝑖 𝑡 
𝑦 0 𝑖 𝑖 𝑖 𝑖 𝑖 𝑖 𝑦 

𝑠 0 𝑖 𝑖 𝑖 𝑖 𝑖 𝑖 𝑠 
1 0 𝑖 	𝑢 𝑛 𝑡 𝑦 𝑠 1 

 

Uyarı 2.14. Teorem 2.12 ile verilen inşa yöntemindeki ilave şartlar kaldırılamaz. Bu 

argümanı destekleyen örnek aşağıda verilmiştir. 

Örnek 2.15. Şekil 10 ile verilen (𝐿' = {0, 𝑘, 𝑛, 𝑎, 𝑏, 𝑦,𝑚, 𝑠, 1}, ≤, 0, 1) kafesi göz 

önüne alınsın. 

 

 

Şekil 10. 𝐿' kafes diyagramı 
 

𝑠 ∈ 𝕀2,4 ve 𝑘 ∈ (0, 𝑎) için 𝑠 ∥ 𝑘 olacak şekilde bir 𝑠 ∈ 𝐿' elemanı olduğu için (𝐿', ≤) 

kafesinin Teorem 2.12′de belirtilen ilave şartları sağlamadığı açıktır. Teorem 2.12 

kullanılarak, 𝑇!"(𝑘, 𝑠) = 𝑘 ≰ 𝑠 = 𝑇!"(1, 𝑠) elde edilir. Buradan, 𝑇!" fonksiyonu 
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monotonluk özelliğini sağlamadığı için 𝐿' üzerinde bir t-norm değildir. Ayrıca eşitsizliğin 

𝑇∗∗ t-norm seçiminden bağımsız elde edildiğine dikkat edilmelidir. 

Uyarı 2.16.  

(i) (23) ile ifade edilen inşa metodu (12) ile ifade edilen inşa metodundan farklı bir 

yapıya sahiptir (Bakınız Örnek 2.17). 

(ii) (23) ile ifade edilen inşa metodu (16), (17), (18), (19), (20) ve (21) 

formülleriyle ifade edilen inşa metotlarından farklı bir yapıya sahiptir (Bakınız Örnek 2.18). 

Örnek 2.17. Kafes diyagramı aşağıdaki gibi olan (𝐿( = {0, 𝑘, 𝑠, 𝑎, 𝑏, 𝑡,𝑚, 𝑦, 1}, ≤

, 0, 1) kafesi göz önüne alınsın. 

 

 

Şekil 11. 𝐿( kafes diyagramı 
 

Bu kafes diyagramında, Teorem 1.39 ve Teorem 2.12 kullanılarak, 𝑇!(𝑠, 𝑡) = 𝑠 ≠ 𝑘 =

𝑇!"(𝑠, 𝑡) elde edilir ve buradan 𝑇! ≠ 𝑇!" bulunur. Ayrıca farklılığın 𝑊 ve 𝑇∗∗ seçimlerinden 

bağımsız olduğuna dikkat edilmelidir. 

Örnek 2.18. Kafes diyagramı aşağıdaki gibi olan (𝐿) = {0, 𝑖, ö, 𝑎, 𝑏, ü, 𝑧, 𝑠, 𝑡, 1}, ≤

, 0, 1) kafesi göz önüne alısın.  
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Şekil 12. 𝐿) kafes diyagramı 
 

Bu kafes diyagramında, Teorem 1.44, Teorem 1.45, Teorem 1.46, Teorem 1.47, 

Teorem 1.48, Teorem 1.49 ve Teorem 2.12 kullanılarak, 𝑇%(ö, ö) = ö ≠ 𝑖 = 𝑇!"(ö, ö), 

𝑇&(ö, ö) = 0 ≠ 𝑖 = 𝑇!"(ö, ö), 𝑇'(ö, ö) = 0 ≠ 𝑖 = 𝑇!"(ö, ö), 𝑇((ö, ö) = ö ≠ 𝑖 = 𝑇!"(ö, ö), 

𝑇)(ö, ö) = ö ≠ 𝑖 = 𝑇!"(ö, ö) ve 𝑇!*(ö, ü) = ö ≠ 𝑖 = 𝑇!"(ö, ü) bulunur. Buradan, 𝑇!" 

üçgensel normunun 𝑇%, 𝑇&, 𝑇', 𝑇(, 𝑇) ve 𝑇!* üçgensel normlarından farklı olduğu görülür. 

Ayrıca farklılıkların 𝑇∗∗,W, 𝑉!, 𝑉" ve 𝑉#′ün seçimlerinden bağımsız olduğuna dikkat 

edilmelidir. 

Uyarı 2.19. (23) formülünde 𝑏 = 1 alınsa dahi (23) formülü ile elde edilen 𝑇!" 

üçgensel normu, (13), (14) ve (15) formülleri ile verilen sırasıyla 𝑇", 𝑇# ve 𝑇$ üçgensel 

normları eşit olmak zorunda değildir. Bu argümanı destekleyen örnek aşağıda verilmiştir. 

Örnek 2.20. Kafes diyagramı aşağıdaki gibi olan (𝐿!* = {0, 𝑖, ö, 𝑎, 𝑛,𝑚, 1}, ≤, 0, 1) 

kafesi göz önüne alısın. 
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Şekil 13. 𝐿!* kafes diyagramı 
 

Bu kafes diyagramında, Teorem 1.41, Teorem 1.42, Teorem 1.43 ve Teorem 2.12 

kullanılarak, 𝑇"(ö, ö) = ö ≠ 𝑖 = 𝑇!"(ö, ö), 𝑇#(𝑖, ö) = 0 ≠ 𝑖 = 𝑇!"(𝑖, ö) ve 𝑇$(𝑛, 𝑛) = 0 ≠

𝑖 = 𝑇!"(𝑛, 𝑛) olduğu elde edilir. Buradan, 𝑇!" ≠ 𝑇", 𝑇!" ≠ 𝑇# ve 𝑇!" ≠ 𝑇$ bulunur. Ayrıca 

farklılıkların 𝑊 ve 𝑇∗∗ seçimlerinden bağımsız olduğuna dikkat edilmelidir.               

Önerilen inşa metotları ile literatürde mevcut olan yöntemler kıyaslandıktan sonra 

doğal olarak akla ′′Teorem 2.12′deki inşa yöntemi ile literatürdeki inşa yöntemleri bazı 

kısıtlamalar altında çakışabilir mi?′′ sorusu gelir. Aşağıdaki uyarıda bu soruya cevap 

verilmiştir. 

Uyarı 2.21.  

(i) (17), (19), (20) ve (23) formüllerinde 𝑎 = 0 alınırsa (17), (19) ve (20) 

formülleri ile sırasıyla elde edilen 𝑇&, 𝑇( ve 𝑇) üçgensel normları, (23) formülü ile elde 

edilen 𝑇!" üçgensel normu ile çakışır. 

(ii) (23) formülünde 𝑎 = 0 ve (21) formülünde 𝑎 = 0, 𝑉! =	∧ ve 𝑉" = 𝑇∗∗ alınırsa 

(21) formülü ile bulunan 𝑇!* üçgensel normu, (23) formülü ile bulunan 𝑇!" üçgensel normu 

ile çakışır. 

Uyarı 2.22. Teorem 2.2 ve Teorem 2.12′de verilen inşa yöntemleri birbirinden 

farklıdır. Bu argümanı destekleyen örnek aşağıda verilmiştir. 

Örnek 2.23. Şekil 14′te verilen (𝐿!! = {0, 𝑘, 𝑟, 𝑎, 𝑏, ü, 𝑧, 𝑡, 1}, ≤, 0, 1) kafesi göz 

önüne alınsın. 
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Şekil 14. 𝐿!! kafes diyagramı 
 

Bu kafes diyagramında, Teorem 2.2 ve Teorem 2.12 kullanılarak, 𝑇!!(ü, ü) = 𝑏 ≠ ü =

𝑇!"(ü, ü) elde edilir. Böylece kolayca görülür ki 𝑇!! ve 𝑇!" t-normları birbirinden farklıdır. 

Ayrıca farklılıkların 𝑇∗ ve 𝑇∗∗ seçimlerinden bağımsız olduğuna dikkat edilmelidir. 

2.2. Sınırlı Kafesler Üzerinde Üçgensel Konormların İnşa Yöntemleri 

Bu bölümde, Teorem 2.24 ve Teorem 2.25′te verilen üçgensel konorm inşa metotları, 

Teorem 2.2 ve Teorem 2.12′de verilen üçgensel norm inşa metotlarından dual olarak elde 

edilmiştir. Bu sebeple ispatlara yer verilmemiştir. 

Teorem 2.24. 𝐿 bir sınırlı kafes, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 ve 𝑘 ∈ 𝐿\{1} bir en büyük eleman olsun. 

𝑆∗, 𝐿′nin [𝑎, 𝑏] alt aralığında tanımlı bir üçgensel konorm ise aşağıdaki şekilde verilen  

𝑆!: 𝐿" → 𝐿 fonksiyonu 𝐿′de bir üçgensel konormdur: 
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𝑆!(ö, ü) =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧𝑆

∗(ö ∨ 𝑎, ü ∨ 𝑎) , (ö, ü) ∈ (𝑎, 𝑏]" ∪ (𝑎, 𝑏] × 𝐼24

∪ 𝐼24 × (𝑎, 𝑏] ∪ 𝐼24 × 𝐼24
𝑘 , (ö, ü) ∈ (0, 𝑎] × (𝑏, 1)

∪ (𝑎, 𝑏] × (𝑏, 1)
∪ (𝑏, 1) × (0, 𝑎]
∪ (𝑏, 1) × (𝑎, 𝑏]

∪ (𝑏, 1)"

∪ (𝑏, 1) × 𝐼24 ∪ 𝐼24 × (𝑏, 1)
∪ 𝐼42 × 𝐿 ∖ {0, 1}
∪ 𝐿 ∖ {0, 1} × 𝐼42

∪ 𝐼2,4 × 𝐿 ∖ {0, 1}
∪ 𝐿 ∖ {0, 1} × 𝐼2,4

ö ∨ ü ∨ 𝑎 , (ö, ü) ∈ 𝐼24 × (0, 𝑎]
∪ (0, 𝑎] × 𝐼24 ∪ (0, 𝑎]"

∪ (𝑎, 𝑏] × (0, 𝑎] ∪ (0, 𝑎] × (𝑎, 𝑏]
ö ∨ ü , 0, 1 ∈ {ö, ü}.

 (24) 

 

İspat: Teorem 2.2′ye benzer şekilde ispatlanır. 

𝑆! t-konormun yapısı aşağıdaki gibi temsil edilebilir. 

 

 

Şekil 15. 𝑆! t-konormun yapısı 
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Teorem 2.25. 𝐿 bir sınırlı kafes, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 ve 𝑘 ∈ 𝐿\{1} bir en büyük eleman olsun. 

𝑆∗∗, 𝐿′nin [𝑎, 𝑏] alt aralığında bir üçgensel konorm ise aşağıdaki gibi verilen 𝑆": 𝐿" → 𝐿 

fonksiyonu 𝐿′de bir üçgensel konormdur: 

 

𝑆"(ö, ü) =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧𝑆

∗∗(ö ∨ 𝑎, ü ∨ 𝑎) , (ö, ü) ∈ (𝑎, 𝑏]" ∪ (𝑎, 𝑏] × 𝐼24

∪ 𝐼24 × (𝑎, 𝑏] ∪ 𝐼24 × 𝐼24
𝑘 , (ö, ü) ∈ (0, 𝑎] × (𝑏, 1)

∪ (𝑎, 𝑏] × (𝑏, 1)
∪ (𝑏, 1) × (0, 𝑎]
∪ (𝑏, 1) × (𝑎, 𝑏]

∪ (𝑏, 1)"

∪ (𝑏, 1) × 𝐼24 ∪ 𝐼24 × (𝑏, 1)
∪ 𝐼42 × 𝐿 ∖ {0, 1}
∪ 𝐿 ∖ {0, 1} × 𝐼42

∪ 𝐼2,4 × 𝐿 ∖ {0, 1}
∪ 𝐿 ∖ {0, 1} × 𝐼2,4

ö ∨ ü ∨ 𝑎 , (ö, ü) ∈ 𝐼24 × (0, 𝑎]
∪ (0, 𝑎] × 𝐼24

∪ (𝑎, 𝑏] × (0, 𝑎] ∪ (0, 𝑎] × (𝑎, 𝑏]
ö ∨ ü , (ö, ü) ∈ (0, 𝑎]", 0, 1 ∈ {ö, ü}.

 (25) 

 

İspat: Teorem 2.12′ye benzer şekilde ispatlanır. 

𝑆" t-konormun yapısı aşağıdaki gibi temsil edilebilir. 

 

 

Şekil 16. 𝑆" t-konormun yapısı 
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2.3. Sınırlı Kafesler Üzerinde Üçgensel Normların Modifiye Ordinal 
Toplam İnşaları 

Bu bölümde, [8] çalışması göz önüne alınarak, Teorem 2.2 ve Teorem 2.12′de önerilen 

inşa metotları, keyfi sınırlı bir 𝐿 kafesi üzerinde üçgensel normlar için modifiye ordinal 

toplam inşasına genelleştirilmiştir. Dahası genelleştirilmiş bu metotlar örneklerle 

desteklenmiştir. 

Teorem 2.26. 𝐿 bir sınırlı kafes ve 0 = 𝑎5 < ⋯ < 𝑎" < 𝑎! < 𝑏! < 𝑏" < ⋯ < 𝑏5 =

1 olacak şekilde 𝐿′nin {𝑎!, 𝑏!, … , 𝑎5, 𝑏5} sonlu bir zinciri, 𝑘;<! ∈ 𝐿 ∖ {𝑎;}′nın en küçük 

elemanı ve 𝑇∗, [𝑎!, 𝑏!] üzerinde bir üçgensel norm olsun. Bu takdirde, aşağıdaki gibi 

tanımlanan 𝑇5: 𝐿" → 𝐿 fonksiyonu bir üçgensel normdur, burada 𝑇! = 𝑇∗ ve 𝑖 ∈ {2, … , 𝑛} 

için 𝑇;: [𝑎; , 𝑏;]" → [𝑎; , 𝑏;] fonksiyonu aşağıdaki şekilde verilir: 

 

𝑇;(ö, ü) =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧𝑇;<!

(𝑥 ∧ 𝑏;<!, 𝑦 ∧ 𝑏;<!) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎;<!, 𝑏;<!)"

∪ [𝑎;<!, 𝑏;<!) × 𝐼4!"#
2!"#

∪ 𝐼4!"#
2!"# × [𝑎;<!, 𝑏;<!)

∪ 𝐼4!"#
2!"# × 𝐼4!"#

2!"#

𝑘;<! , (𝑥, 𝑦) ∈ (𝑎; , 𝑎;<!) × 𝐿 ∖ {𝑎; , 𝑏;}
∪ 𝐿 ∖ {𝑎; , 𝑏;} × (𝑎; , 𝑎;<!)
∪ [𝑎;<!, 𝑏;<!) × 𝐼2!"#

4!"#

∪ 𝐼2!"#
4!"# × [𝑎;<!, 𝑏;<!)

∪ 𝐼2!"#
4!"# × 𝐼2!"#

4!"# ∪ 𝐼2!"#
4!"# × 𝐼4!"#

2!"#

∪ 𝐼2!"#
4!"# × [𝑏;<!, 𝑏;)

∪ [𝑏;<!, 𝑏;) × 𝐼2!"#
4!"#

∪ 𝐼4!"#
2!"# × 𝐼2!"#

4!"#

∪ 𝐼2!"#,4!"# × 𝐿 ∖ {𝑎; , 𝑏;}
∪ 𝐿 ∖ {𝑎; , 𝑏;} × 𝐼2!"#,4!"#

𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑏;<! , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼4!"#
2!"# × [𝑏;<!, 𝑏;)

∪ [𝑏;<!, 𝑏;) × 𝐼4!"#
2!"#

∪ [𝑏;<!, 𝑏;) × [𝑎;<!, 𝑏;<!)
∪ [𝑎;<!, 𝑏;<!) × [𝑏;<!, 𝑏;)

∪ [𝑏;<!, 𝑏;)"
𝑥 ∧ 𝑦 , 𝑎; , 𝑏; ∈ {𝑥, 𝑦}.

 (26) 

 

İspat: Teorem 2.2′den tümevarım yöntemiyle kolaylıkla elde edilir. 

Teorem 2.26′nın bir uygulaması olarak aşağıdaki örnek verilebilir. 



 
 

 
 

42 

Örnek 2.27. Şekil 17′de verilen (𝐿!" = {0, 𝑧", 𝑓, 𝑞, 𝑠, 𝑢", 𝑧!, 𝑦, 𝑙, 𝑢!, 𝑣!, 𝑣", 1}, ≤, 0, 1) 

kafesi göz önüne alınsın. 

 

 

Şekil 17. 𝐿!" kafes diyagramı 
 

[𝑢!, 𝑣!] üzerinde 𝑇! =	𝑇∧ t-normu alınırsa Teorem 2.26 yardımıyla 𝑇": [𝑢", 𝑣"]" →

[𝑢", 𝑣"] ve 𝑇#: 𝐿!"" → 𝐿!" t-normları Tablo 3 ve Tablo 4′teki gibi bulunur. 
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Tablo 3. [𝑢", 𝑣"] üzerinde 𝑇" t-normu 

𝑇" 𝑢" 𝑧! 𝑦 𝑙 𝑢! 𝑣! 𝑣" 

𝑢" 𝑢" 𝑢" 𝑢" 𝑢" 𝑢" 𝑢" 𝑢" 

𝑧! 𝑢" 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 

𝑦 𝑢" 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑦 

𝑙 𝑢" 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑙 

𝑢! 𝑢" 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑢! 𝑢! 𝑢! 

𝑣! 𝑢" 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑢! 𝑣! 𝑣! 

𝑣" 𝑢" 𝑧! 𝑦 𝑧 𝑢! 𝑣! 𝑣" 

 

Tablo 4. 𝐿!" üzerinde 𝑇# t-normu 

𝑇# 0 𝑧" 𝑓 𝑞 𝑠 𝑢" 𝑧! 𝑦 𝑙 𝑢! 𝑣! 𝑣" 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

𝑧" 0 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 

𝑓 0 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑓 

𝑞 0 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑞 

𝑠 0 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑠 

𝑢" 0 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑢" 𝑢" 𝑢" 𝑢" 𝑢" 𝑢" 𝑢" 𝑢" 

𝑧! 0 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑢" 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 

𝑦 0 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑢" 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑦 𝑦 

𝑙 0 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑢" 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑙 𝑙 

𝑢! 0 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑢" 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑢! 𝑢! 𝑢! 𝑢! 

𝑣! 0 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑢" 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑢! 𝑣! 𝑣! 𝑣! 

𝑣" 0 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑢" 𝑧! 𝑦 𝑙 𝑢! 𝑣! 𝑣" 𝑣" 

 1 0 𝑧" 𝑓 𝑞 𝑠 𝑢" 𝑧! 𝑦 𝑙 𝑢! 𝑣! 𝑣"  1 
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Teorem 2.28. 𝐿 bir sınırlı kafes ve 0 = 𝑎5 < ⋯ < 𝑎" < 𝑎! < 𝑏! < 𝑏" < ⋯ < 𝑏5 =

1 olacak şekilde 𝐿′nin {𝑎!, 𝑏!, … , 𝑎5, 𝑏5} sonlu bir zinciri, 𝑘=<! ∈ 𝐿 ∖ {𝑎=}′nın en küçük 

elemanı ve 𝑇∗∗, [𝑎!, 𝑏!] üzerinde bir t-norm olsun. Bu takdirde, aşağıdaki gibi tanımlanan 

𝑇5: 𝐿" → 𝐿 fonksiyonu bir t-normdur, burada 𝑇! = 𝑇∗∗ ve 𝑗 ∈ {2, … , 𝑛} için 𝑇=: �𝑎= , 𝑏=�
" →

[𝑎= , 𝑏=] fonksiyonu aşağıdaki şekilde verilir: 

 

𝑇=(𝑙,𝑚) =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧𝑇=<!{𝑙 ∧ 𝑏=<!, 𝑚 ∧ 𝑏=<!| , (𝑙,𝑚) ∈ �𝑎=<!, 𝑏=<!|

"

∪ �𝑎=<!, 𝑏=<!| × 𝐼4$"#
2$"#

∪ 𝐼4$"#
2$"# × �𝑎=<!, 𝑏=<!|

∪ 𝐼4$"#
2$"# × 𝐼4$"#

2$"#

𝑘=<! , (𝑙, 𝑚) ∈ {𝑎= , 𝑎=<!| × 𝐿 ∖ {𝑎= , 𝑏=}
∪ 𝐿 ∖ {𝑎= , 𝑏=} × {𝑎= , 𝑎=<!|

∪ �𝑎=<!, 𝑏=<!| × 𝐼2$"#
4$"#

∪ 𝐼2$"#
4$"# × �𝑎=<!, 𝑏=<!|

∪ 𝐼2$"#
4$"# × 𝐼2$"#

4$"# ∪ 𝐼2$"#
4$"# × 𝐼4$"#

2$"#

∪ 𝐼2$"#
4$"# × �𝑏=<!, 𝑏=|

∪ �𝑏=<!, 𝑏=| × 𝐼2$"#
4$"#

∪ 𝐼4$"#
2$"# × 𝐼2$"#

4$"#

∪ 𝐼2$"#,4$"# × 𝐿 ∖ {𝑎= , 𝑏=}
∪ 𝐿 ∖ {𝑎= , 𝑏=} × 𝐼2$"#,4$"#

𝑙 ∧ 𝑚 ∧ 𝑏=<! , (𝑙, 𝑚) ∈ 𝐼4$"#
2$"# × �𝑏=<!, 𝑏=|

∪ �𝑏=<!, 𝑏=| × 𝐼4$"#
2$"#

∪ �𝑏=<!, 𝑏=| × �𝑎=<!, 𝑏=<!|
∪ �𝑎=<!, 𝑏=<!| × �𝑏=<!, 𝑏=|

𝑙 ∧ 𝑚 , (𝑙,𝑚) ∈ �𝑏=<!, 𝑏=|
", 𝑎= , 𝑏= ∈ {𝑙,𝑚}.

	 (27) 

 

İspat: Teorem 2.12′den tümevarım yöntemiyle kolaylıkla elde edilir. 

Teorem 2.28′in bir uygulaması olarak aşağıdaki örnek verilebilir. 

Örnek 2.29. Şekil 18′de verilen (𝐿!# = {0, 𝑧", 𝑐, 𝑛, 𝑓, 𝑢", 𝑧!, 𝑞, 𝑢!, 𝑣!, 𝑣", 𝑦, 𝑧, 1}, ≤

, 0, 1) kafesi göz önüne alınsın. 
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Şekil 18. 𝐿!# kafes diyagramı 
 

[𝑢!, 𝑣!] üzerinde 𝑇! = 𝑇. t-normu alınırsa Teorem 2.28 yardımıyla 𝑇": [𝑢", 𝑣"]" →

[𝑢", 𝑣"] ve 𝑇#: 𝐿!#" → 𝐿!# t-normları Tablo 5 ve Tablo 6′daki gibi bulunur. 

  

Tablo 5. [𝑢", 𝑣"] üzerinde 𝑇" t-normu 

𝑇" 𝑢" 𝑧!   𝑞  𝑢! 𝑣!  𝑣" 

𝑢" 𝑢" 𝑢" 𝑢" 𝑢" 𝑢" 𝑢" 

𝑧! 𝑢" 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 

𝑞 𝑢" 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑞 

𝑢! 𝑢" 𝑧! 𝑧! 𝑢! 𝑢! 𝑢! 

𝑣! 𝑢" 𝑧! 𝑧! 𝑢! 𝑣! 𝑣! 

𝑣" 𝑢" 𝑧! 𝑞 𝑢! 𝑣! 𝑣" 
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Tablo 6. 𝐿!# üzerinde 𝑇# t-normu 

𝑇# 0 𝑧" 𝑐 𝑛 𝑓 𝑢" 𝑧! 𝑞 𝑢! 𝑣! 𝑣" 𝑦 𝑧 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

𝑧" 0 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 

𝑐 0 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑐 

𝑛 0 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑛 

𝑓 0 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑓 

𝑢" 0 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑢" 𝑢" 𝑢" 𝑢" 𝑢" 𝑢" 𝑢" 𝑢" 𝑢" 

𝑧! 0 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑢" 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 

𝑞 0 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑢" 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑧! 𝑞 𝑞 𝑞 𝑞 

𝑢! 0 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑢" 𝑧! 𝑧! 𝑢! 𝑢! 𝑢! 𝑢! 𝑢! 𝑢! 

𝑣! 0 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑢" 𝑧! 𝑧! 𝑢! 𝑣! 𝑣! 𝑣! 𝑣! 𝑣! 

𝑣" 0 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑢" 𝑧! 𝑞 𝑢! 𝑣! 𝑣" 𝑣" 𝑣" 𝑣" 

𝑦 0 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑢" 𝑧! 𝑞 𝑢! 𝑣! 𝑣" 𝑦 𝑣" 𝑦 

𝑧 0 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑧" 𝑢" 𝑧! 𝑞 𝑢! 𝑣! 𝑣" 𝑣" 𝑧 𝑧 

1 0 𝑧" 𝑐 𝑛 𝑓 𝑢" 𝑧! 𝑞 𝑢! 𝑣! 𝑣" 𝑦 𝑧 1 

 

2.4. Sınırlı Kafesler Üzerinde Üçgensel Konormların Modifiye Ordinal 
Toplam İnşaları 

Bu bölümde, [8] çalışması göz önüne alınarak, Teorem 2.24 ve Teorem 2.25′te önerilen 

inşa metotları, keyfi sınırlı bir 𝐿 kafesi üzerinde t-konormlar için modifiye ordinal toplam 

inşasına genelleştirilmiştir. 

Teorem 2.30. 𝐿 bir sınırlı kafes ve 0 = 𝑎5 < ⋯ < 𝑎" < 𝑎! < 𝑏! < 𝑏" < ⋯ < 𝑏5 =

1 olacak şekilde 𝐿′nin {𝑎!, 𝑏!, … , 𝑎5, 𝑏5} sonlu bir zinciri, 𝑘;<! ∈ 𝐿 ∖ {𝑏;}′nın en büyük 

elemanı ve 𝑆∗, [𝑎!, 𝑏!] üzerinde bir t-konorm olsun. Bu takdirde, aşağıdaki gibi tanımlanan 

𝑆5: 𝐿" → 𝐿 fonksiyonu bir t-normdur, burada 𝑆! = 𝑆∗ ve 𝑖 ∈ {2, … , 𝑛} için 𝑆;: [𝑎; , 𝑏;]" →

[𝑎; , 𝑏;] fonksiyonu aşağıdaki şekilde verilir: 
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𝑆;(𝑥, 𝑦) =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧𝑆;<!

(𝑥 ∨ 𝑎;<!, 𝑦 ∨ 𝑎;<!) , (𝑥, 𝑦) ∈ (𝑎;<!, 𝑏;<!]"

∪ (𝑎;<!, 𝑏;<!] × 𝐼2!"#
4!"#

∪ 𝐼2!"#
4!"# × (𝑎;<!, 𝑏;<!]

∪ 𝐼2!"#
4!"# × 𝐼2!"#

4!"#

𝑘;<! , (𝑥, 𝑦) ∈ (𝑎; , 𝑎;<!] × (𝑏;<!, 𝑏;)
∪ (𝑎;<!, 𝑏;<!] × (𝑏;<!, 𝑏;)
∪ (𝑏;<!, 𝑏;) × (𝑎; , 𝑎;<!]
∪ (𝑏;<!, 𝑏;) × (𝑎;<!, 𝑏;<!]

∪ (𝑏;<!, 𝑏;)" × (𝑏;<!, 𝑏;) × 𝐼2!"#
4!"#

∪ 𝐼2!"#
4!"# × (𝑏;<!, 𝑏;)

∪ 𝐼4!"#
2!"# × 𝐿 ∖ {𝑎; , 𝑏;}

∪ 𝐿 ∖ {𝑎; , 𝑏;} × 𝐼4!"#
2!"#

∪ 𝐼2!"#,4!"# × 𝐿 ∖ {𝑎; , 𝑏;}
∪ 𝐿 ∖ {𝑎; , 𝑏;} × 𝐼2!"#,4!"#

𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑎;<! , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼2!"#
4!"# × (𝑎; , 𝑎;<!]

∪ (𝑎; , 𝑎;<!] × 𝐼2!"#
4!"#

∪ (𝑎;<!, 𝑏;<!] × (𝑎; , 𝑎;<!]
∪ (𝑎; , 𝑎;<!] × (𝑎;<!, 𝑏;<!]

∪ (𝑎; , 𝑎;<!]"
𝑥 ∨ 𝑦 , 𝑎; , 𝑏; ∈ {𝑥, 𝑦}.

 (28) 

 

İspat: Teorem 2.24′ten tümevarım yöntemiyle kolaylıkla elde edilir. 

Teorem 2.31. 𝐿 bir sınırlı kafes ve 0 = 𝑎5 < ⋯ < 𝑎" < 𝑎! < 𝑏! < 𝑏" < ⋯ < 𝑏5 =

1 olacak şekilde 𝐿′nin {𝑎!, 𝑏!, … , 𝑎5, 𝑏5} sonlu bir zinciri, 𝑘=<! ∈ 𝐿 ∖ {𝑏=}′nın en büyük 

elemanı ve 𝑆∗∗, [𝑎!, 𝑏!] üzerinde bir t-konorm olsun. Bu takdirde, aşağıdaki gibi tanımlanan 

𝑆5: 𝐿" → 𝐿 fonksiyonu bir t-normdur, burada 𝑆! = 𝑆∗∗ ve 𝑗 ∈ {2, … , 𝑛} için 𝑆=: �𝑎= , 𝑏=�
" →

[𝑎= , 𝑏=] fonksiyonu aşağıdaki şekilde verilir: 



 
 

 
 

48 

𝑆=(𝑙,𝑚) =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧𝑆=<!{𝑙 ∨ 𝑎=<!, 𝑚 ∨ 𝑎=<!| , (𝑙,𝑚) ∈ {𝑎=<!, 𝑏=<!�

"

∪ {𝑎=<!, 𝑏=<!� × 𝐼2$"#
4$"#

∪ 𝐼2$"#
4$"# × {𝑎=<!, 𝑏=<!�

∪ 𝐼2$"#
4$"# × 𝐼2$"#

4$"#

𝑘=<! , (𝑙, 𝑚) ∈ (𝑎= , 𝑎=<!] × (𝑏=<!, 𝑏=)
∪ {𝑎=<!, 𝑏=<!� × (𝑏=<!, 𝑏=)
∪ {𝑏=<!, 𝑏=| × (𝑎= , 𝑎=<!]
∪ {𝑏=<!, 𝑏=| × {𝑎=<!, 𝑏=<!�

∪ {𝑏=<!, 𝑏=|
" × {𝑏=<!, 𝑏=| × 𝐼2$"#

4$"#

∪ 𝐼2$"#
4$"# × {𝑏=<!, 𝑏=|

∪ 𝐼4$"#
2$"# × 𝐿 ∖ {𝑎= , 𝑏=}

∪ 𝐿 ∖ {𝑎= , 𝑏=} × 𝐼4$"#
2$"#

∪ 𝐼2$"#,4$"# × 𝐿 ∖ {𝑎= , 𝑏=}
∪ 𝐿 ∖ {𝑎= , 𝑏=} × 𝐼2$"#,4$"#

𝑙 ∨ 𝑚 ∨ 𝑎=<! , (𝑙, 𝑚) ∈ 𝐼2$"#
4$"# × (𝑎= , 𝑎=<!]

∪ (𝑎= , 𝑎=<!] × 𝐼2$"#
4$"#

∪ {𝑎=<!, 𝑏=<!� × (𝑎= , 𝑎=<!]
∪ {𝑎= , 𝑎=<!� × {𝑎=<!, 𝑏=<!�

𝑙 ∨ 𝑚 , (𝑙,𝑚) ∈ {𝑎= , 𝑎=<!�
", 𝑎= , 𝑏= ∈ {𝑙,𝑚}.

 (29) 

 

İspat: Teorem 2.25′ten tümevarım yöntemiyle kolaylıkla elde edilir. 

Uyarı 2.32. Bölüm 2.3′te t-normlar için verilen örnekler dual olarak t-konormlar için 

de verilebilir. 

 

 



 

 

3. BULGULAR VE TARTIŞMA 

Üçgensel normlar (konormlar) ilk kez [0, 1]′de tanımlanmış olup birim aralık üzerinde 

kapsamlı bir şekilde çalışılmıştır. Ardından, t-normlar (t-konormlar) sınırlı kafesler üzerinde 

tanımlanmış ve sınırlı kafesler üzerinde incelenmiştir. Bu bağlamda, sınırlı kafesler üzerinde 

t-normların (t-konormların) inşası, birçok potansiyel uygulamaya sahip olduğundan, 

araştırmacılar tarafından ilgi çeken bir konu olmuştur. Bu amaçla literatür incelendiğinde, 𝐿 

sınırlı kafesinin [0, 𝑎], [𝑎, 1] ve [𝑎, 𝑏] alt aralıklarında tanımlı üçgensel normlardan 

(üçgensel konormlardan) 𝐿′de bir üçgensel norm (üçgensel konorm) üretmek için inşa 

yöntemlerinin var olduğu görülmüştür. Ayrıca bahsedilen inşa metotlarından bazıları ek 

kısıtlamalar altında 𝐿 üzerinde elde edilen inşa metotlarıdır. Bu bilgilerin ışığı altında, bu 

çalışmada keyfi bir 𝐿 sınırlı kafesinin [𝑎, 𝑏] alt aralığı üzerinde tanımlı bir üçgensel normdan 

(üçgensel konormdan), 𝐿 ∖ {0}′ın en küçük elemanı (𝐿 ∖ {1}′in en büyük elemanı) 

varsayımı altında, 𝐿′de bir üçgensel norm (üçgensel konorm) üretmek için inşa yöntemleri 

verilmiştir. Daha sonra, bu metotların uygulamaları yapılmış ve kısıtlamaların önemi 

vurgulanmıştır. Ardından, elde edilen inşa metotlarının mevcut yöntemlerden farklı olduğu 

gösterilmiş ve hangi durumlarda da çakıştıkları incelenmiştir. Son olarak ise, keyfi sınırlı bir 

𝐿 kafesi üzerinde üçgensel normlar (üçgensel konormlar) için önerilen inşa metotlarının 

modifiye ordinal toplam inşası verilmiştir. 

 

 

 

 

 

 



 

 

4. SONUÇLAR 

Bu çalışmada elde edilen bazı sonuçlar aşağıda verilmiştir. 

1. Sınırlı bir 𝐿 kafesinin [𝑎, 𝑏] alt aralığı üzerinde tanımlı bir t-normdan, 𝐿 ∖ {0}′ın en 

küçük elemanı varsayımı altında, 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde bir t-norm elde etmek için iki inşa 

metodu verildi. 

2. Önerilen inşa metotlarında mevcut kısıtlamaların ihmal edilemeyeceği gösterildi. 

3. Önerilen inşa metotlarının (12), (13), (14), (15), (16), (17), (18), (19), (20), (21) 

formülleri ile verilen inşa metotlarından farklı olduğu gösterildi. 

4 Önerilen inşa metotları ile literatürdeki inşa metotlarının hangi ilave şartlar altında 

çakıştığı ortaya konuldu. 

5. Önerilen inşa metotlarının birbirinden farklı olduğu gösterildi. 

6. Teorem 2.2 ve Teorem 2.12′de verilen t-norm inşa metotlarından dual olarak t-

konorm inşa metotları elde edildi. 

7. Teorem 2.2 ve Teorem 2.12′de önerilen t-norm inşa metotları modifiye bir ordinal 

toplam inşasına genelleştirildi. 

8. Teorem 2.24 ve Teorem 2.25′te elde edilen t-konorm inşa metotları modifiye bir 

ordinal toplam inşası verildi. 

Elde edilen sonuçlar, sınırlı kafesler üzerindeki t-normlar (t-konormlar) için yeni inşa 

metotlarıdır. 

 

 

 

 



 

 

5. ÖNERİLER 

1. Yapılan çalışmada bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde ek bir kısıtlama altında t-norm ve t-

konorm inşa metotları verildi. Sınırlı bir 𝐿 kafesi üzerinde başka kısıtlamalar altında (atom, 

koatom vb. gibi) t-norm ve t-konorm inşa metotları elde edilebilir mi, araştırılabilir. 

2. Keyfi sınırlı bir 𝐿 kafesi üzerinde [𝑎, 𝑏] alt aralığı üzerindeki bir t-normun varlığına 

dayanılarak önerilen metodun bir genelleştirmesi olarak uninormlar için bir inşa yöntemi 

verilebilir mi, araştırılabilir. 
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