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SONLU BOYUTLU CEBIRLERDE AYRISTIRILAMAZ TEMSILLER

OZET

Bu calismanin amaci, A3 tipli quiver temsilinin ayristirilamaz temsillerinin diktoplami
olacak sekilde bir pargalanisini bulmak ve Python programinda bulunan parcalanis i¢in
kod elde etmektir.

Birinci boliimde, modiil teorisi hakkinda temel bilgiler verilmis olup quiverlar i¢in
gerekli olan bazi temel bilgiler yer almaktadir.

Ikinci boliimde, quiverlar ve quiver temsillerinin tamimi ve temel &zelliklerine
deginilmistir.

Ucgiincii béliimde, quiver tipleri tamitilmistir. Sonlu temsil tipli olan A,,, I,,, E,, E,,
Eg tipli quiverlarin temsillerinin ayristirilamaz temsillerine deginilmistir.

Dordiincii  boliimde, modiillerin ayristirilamaz alt modiilleri ve parcalaniglari
verilmistir. Ayrica parcalanislar i¢in 6nemli olan eskare kavrami ve bazi 6zelliklerine
deginilmistir.

Besinci boliimde, bir quiverin kuadratik formu ve kokleri tanitilmistir ve ardindan

kuadratik form ve kok kavramui arasindaki iliski incelenmistir. Ayrica quiverlarin
smiflandirmasmda 6nemli rol oynayan Gabriel teoremi ve ispatina yer verilmistir.

Altinc1 boliimde, Aj tipli quiver temsili i¢in pargalanislar elde edilmistir ve Python
programinda bu parcalanislar i¢in kod verilmistir.

Anahtar kelimeler: Quiver, Quiver temsili, Quiver tipleri, Ayristirilamaz temsil
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INDECOMPOSABLE REPRESENTATIONS IN FINITE DIMENSIONAL
ALGEBRAS

SUMMARY

The aim of this study is to examine the decompositions of indecomposable
representations of A type quivers and to develop Python code that computes these
decompositions.

In the first chapter, basic information about module theory is provided, including some
basic concepts necessary for quivers.

In the second chapter, the definitions and fundamental properties of quivers and their
representations are discussed.

In the third chapter, the types of quivers are introduced. The indecomposable
representations of quivers of finite type, namely A,,, D,, E¢, E;, Eg.

In the fourth chapter, the indecomposable submodules of modules and their
decompositions are presented. Also, the concept of idempotent which is important for
decompositions ve some of its properties are discussed.

In the fifth chapter, the quadratic form of a quiver and roots are given and followed by
the relationship between the quadratic form and the concept of roots. This chapter also
includes Gabriel's theorem, which plays a significant role in the classification of
quivers, along with its proof.

In the sixth chapter, decompositions are obtained for the representations of A; and
Python code is provided for this decomposition.

Keywords: Quiver, Quiver representations, Quiver type, Indecomposable
representations
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1.GiRiS

Bu boliimde tez i¢cin gerekli olan tanimlar ve bazi cebirsel yapilar verilecektir. Bu

boliimdeki tiim bilgiler [1] nolu kaynaktan alinmistir.

1.1 Halkalar

‘G.Q,

Tanim 1.1.1. (R, +) degismeli bir grup ve R iizerinde “-” ¢arpma islemi verilmis olsun.

Eger
(1)R’ de ¢arpma islemi birlesme 6zelligine sahip ise,

(2)R’ de ¢arpma islemi toplama lizerinde soldan ve sagdan dagilma 6zelligine sahip

ise, o zaman (R, +,.) iicliisiine bir halka (ring) denir.

Tanmm 1.1.2. (R,+, .) bir halka olsun. Eger e € R olmak iizere her x € R i¢in

ise o zaman e’ ye R’ de birimli halka (identity ring) denir.

Tanim 1.1.3. R birimli bir halka, x belirsiz ve n,m € N icin
f(x) =apx®+a;x* + -+ a,x™ € R[x]
g(x) = box° + byx* + -+ + bypx™ € R[x]

olsun. k = maks{m,n} ve ¢; = Z;'.:O ajb;_; olmak tizere

k m+n
) +900 = ) (@ +b)xl, f().g) = ) e

seklinde tanimli iglemlerle (R[x],+, .) birimli bir halkadir. Bu halkaya R iizerindeki

polinomlar halkast (polynomial ring) denir.

Tanim 1.1.4. R bir halka ve N, R’ nin sag ideali olsun. Eger N © T S R olacak sekilde
R’ nin T sag ideali yoksa N’ ye R halkasinda sag maksimal ideal (right maximal ideal)

denir.

Tanim 1.1.5. R bir halka olsun. R’ nin biitiin maksimal sag ideallerinin kesisimine R’
nin Jacobson radikali (Jacobson radical) denir. Rad(R) ile gosterilir.

1



Yardimci Teorem 1.1.6. R bir halka ve b € R olsun. O zaman asagidakiler birbirine

denktir:

(1)b € Rad R

(2) Her ¢ € R icin 1 — bc elemani sag terse sahiptir.

(3) Her ¢ € R i¢in 1 — bc eleman1 hem sag terse hem de sol terse sahiptir.

(4) b, R’ deki tiim sol maksimal ideallerin kesisiminin elemanidir.

(5) Her ¢ € R i¢in 1 — cb eleman sol terse sahiptir.

(6) Her ¢ € R i¢in 1 — cb elemani hem sag terse hem de sol terse sahiptir.
Tamum 1.1.7. R ve R' iki halka olsun. f: R — R’ fonksiyonu her a, b € R i¢in
() fla+b) = f(a) + f(b)

(i) fla-b) =f(a)- f(b)

sartlarini saglarsa f’ ye bir halka homomorfizmasi (ring homomorphism) denir.

Tanim 1.1.8. A bir halka olsun. A’ dan A’ ya giden tiim halka homomorfizmalarinin

kiimesi
End A = {f: A - A|f bir halka homomorfizmasi}

ile gosterilir ve A’ nin endomorfizmalarinin kiimesi olarak adlandirilir. End A ile

gosterilir.

Tamm 1.1.9. R birimli halka, x bilinmeyen, n pozitif bir tamsay1 olmak iizere R
lizerinde tanimli sabit olmayan f(x) polinomu verilmis olsun. Eger f(x) = g(x) -
h(x) sartmi saglayan her g(x), h(x) € R[x] i¢in g(x) ya da h(x) tersinir ise 0 zaman

f (x) polinomuna R iizerinde indirgenemez polinom (irreducible polynomial) denir.

Tanum 1.1.10. R bir halka ve x € R i¢in x™ = 0 olmasi durumunda bir n > 1 tamsayis1

bulunabiliyorsa x elemanina iistel sifir (nilpotent) denir.

Tanim 1.1.11. F bir cisim olmak iizere;

I. der(g) = 1 olacak sekilde her g € F[x] polinomunun F’ de bir kokii vardir.
IL. F iizerindeki her indirgenemez polinomun derecesi 1’ dir.

III. der(g) = 1 ozelligine sahip her g € F|[x] polinomunun, a,ay,a,, ...,a, € F

olmak uizere



g=alx—a)(x—az)..(x —ay)

bi¢iminde bir yazilig1 vardir.

Bu kosullardan birini saglayan F cismine cebirsel kapali cisim (algebraically closed

field) denir.

1.2 Modiiller

Tamm 1.2.1. R birimli bir halka, T bir toplamsal abel grup olmak iizere .:R X T —
T;(r,t) — r -t ile tamimlanan dis islem, her r,v € R vet,s € T i¢in;
(THr-(t+s)=r-t+r-s

(T2)(r+v)-t=7r -t+v -t

(T3 (rv)-t=r-(v-t)

(T4) 1z -t =t

kosullar1 saglaniyor ise T’ ye bir sol R-modiil (left R-module) denir.

Sag R-modiil de benzer sekilde tanimlanir. Bir T kiimesi hem sol hem sag R-modiil

ise T’ ye kisaca R-modiil (R-module) denir.

R ve V birer halka olsun. T bir sol R-modiil, bir sa§ V-modiil ve her r € R,t €
T,v € Vigin (rt)v = r(tv) oluyorsa T’ ye bir (R, V)-bimodiil (bimodule) denir.

Tamm 1.2.2. G ve H birer R-modiil olsun. Her g,h € G ve her r € R i¢in
Lf(g+h)=f(g)+f(h)
IL f(r.g) =7.f(9)

ozelliklerini saglayan f:G — H fonksiyonuna bir R-modiil homomorfizmast (module

homomorphism) denir.

Eger Tanim 1.2.1” deki modiil taniminda R halkasi1 yerine F cismi alinirsa bu yapiya

vektor uzayi (vector space) denir.

Tamm 1.2.3. Ap ve B iki vektor uzayr olsun. Bir L: A — B arasinda taniml bir

fonksiyonu her a,b € A ve A € F igin

() L(a + b) = L(a) + L(b)



(I L(A.a) = A.L(a)

ozellikleri saglanirsa L’ ye bir lineer doniistim (linear transformation) denir.
Tanmim 1.2.4. k bir cisim, A ve B birer k-vektor uzay1 olmak tizere bir f: A — B lineer
doniisiimii icin;

L.cekf ={a € A| f(a) =0} € A altkiimesi f’ nin ¢ekirdegi (kernel)

II. gorf = f(A) ={f(a) | a € A} S B altkiimesi f’ nin goriintiisii (image)
IIL. cokerf = B/ gorf kiimesi B’ nin es¢ekirdegi (cokernel)

IV.Eger A = B ise f lineer doniisimii endomorfizma

V. f lineer doniigiimii birebir ise monomorfizma

VL. f lineer doniistimii 6rten ise epimorfizma

VIL. f lineer doniisiimii birebir ve orten ise izomorfizma olarak isimlendirilir.

Ozel olarak f:A— A lineer doniisimii izomorfizma ise otomorfizma

(automorphism) denir.

Tamm 1.2.5. A bir F-vektor uzayi olsun. A, F-vektor uzaymin taban vektorlerinin

sayisina V F-vektor uzaymin boyutu (dimension) denir ve dimg (V) ile gosterilir.

Tamm 1.2.6. A, n x n tipinde bir matris olsun. f(1) = det(A — Al,,) seklinde verilen

f (1) fonksiyonuna karakteristik polinom (chacteristic polynomial) denir.

Tamm 1.2.7. A, n boyutlu bir vektor uzayi ve L: A — A bir lineer doniisiim olsun. Eger

A’ nin sifirdan farkli herhangi bir a vektorii icin
L(a) =Aa (L.1)

ise, bu durumda A € F skalerine L’ nin bir ozdegeri (eigenvalue) denir. (1.1)
denklemini saglayan sifirdan farkli her a vektoriine de L’ nin A 6zdegerine karsilik

gelen ozvektorii (eigenvector) denir.

Teorem 1.2.8. A ve B birer vektor uzay1 olsun. f: A — B bir lineer doniisiim olmak

izere dim A = dimgek f +dim gor f~ dir.

Tanim 1.2.9. k cebirsel kapali bir cisim olsun. R birimli bir halka ve ayn1 zamanda

b,c €R ve A € k i¢in

A(bc) = (Ab)c = b(Ac)
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ozelligini saglayan bir k-vektdr uzayi yapisina sahipse R’ ya bir k-cebir (k-algebra)

denir.

Tanim 1.2.10. P bir R-modiil olmak iizere her ¢ : C — D epimorfizmasi ve her

g: P — D R-morfizmasi i¢in

Sekil 1.1: Tanim 1.2.10. i¢in diyagram
diyagramini degismeli yapan, yani g = @h olacak sekilde, bir h : P — C R-morfizmi

varsa P’ ye bir projektif modiil (projective module) denir.

Tanim 1.2.11. { S, |n € Z } modiillerin bir ailesi olmak iizere f,:S, — S,4+1 R-modiil

homomorfizmalarindan olusan bir

f n—1 fn

—> Sn—l > S'n. > S'n.—l—l —>

Sekil 1.2: Tanim 1.2.11. i¢in diyagram
dizisi verilsin. Her bir n € Z i¢in gorf,, = c¢ekf, 1 oluyor ise bu diziye her bir S,,” de
tam dizi (exact sequence) denir.

Tanmim 1.2.12. S bir R-modiil olsun. Herhangi i > 0 i¢in P;’ ler projektif olmak iizere
bir

Sekil 1.3: Tanim 1.2.12. i¢in diyagram

tam dizisi vardwr. fy: Py — S epimorfizmi ile birlikte yukaridaki tam diziye S’ nin

projektif ¢oziiciisii (projective resolution) denir.

Tanmim 1.2.13. f birebir, g orten ve gor f = ¢ek g olmak iizere



0—85Lsss 4o
Sekil 1.4: Tanim 1.2.13. i¢in diyagram

formunda bir tam diziye kisa tam dizi (short exact sequence) denir. Bu kisa tam diziye
ayni zamanda S niin S’ ile tiim genislemelerinin grubu £(S’,S") ile gosterilir ve

Ext1(S’,S") grubuna izomorftur.

Teorem 1.2.14.

Sekil 1.5: Teorem 1.2.14 i¢in diyagram
kisa tam dizisi i¢in asagidakiler birbirine denktir:
(1) af = 1, olacak sekilde bir @ : B — A homomorfizmasi vardir.
(2) gor f; B’ nin dik toplananidir.
(3) gB = 1 olacak sekilde bir g : C — B homomorfizmasi vardir.

Tanim 1.2.15. Teorem 1.2.14” deki denk olan kosullardan biri gergeklestiginde

03ALBSHC—0

Sekil 1.6: Tanim 1.2.15 i¢in diyagram
kisa tam dizisine parcalanan dizi (split sequence) denir.
Tanmim 1.2.16. M bir sag R-modiil ve N, M’ nin bos olmayan bir altkiimesi olsun.
() Herx,y e Nicinx —y €N
(II) Herx e N,r € Ricinxr € N
kosullar1 saglaniyorsa N’ ye M’ nin bir R-altmodiilii (submodule) denir.

Tanim 1.2.17. M bir R-modiil, N ve T, M’ nin altmodiilleri olmak tizere N altmodiili
N NT = 0 6zelligine gore maksimalse N’ ye T’ nin M’ deki tamlayani (complement)

denir.



1.3 Kategoriler

Tanmm 1.3.1. Bir C kategorisi;

(I) Kategoriye ait objelerin smnifi ObC,

(ID) iki farkli (4, B) # (A', B") obje cifti igin
Hom.(A,B) n Hom.(A',B') = @

ozelligine sahiptir ve morfizmlerin olusturdugu sinif Hom.(4, B),

(IIT) Her bir f € Hom.(A,B) ve g € Hom.(B,C) i¢in (g, f) » g o f ile tamml
Hom.(B,C) x Hom.(A,B) — Hom.(4, C)

yukaridaki 6zelligi saglayan bileskesinden olusur. Oyle ki:

(i) Birim eleman: Her f € Hom.(A,B) , g € Hom.(B, A) ve her A € ObC objesi ve
morfizmi i¢in f o 1, = f ve 1, o g = g olmasi durumunda bir 1, € Hom.(4, A)

birim morfizmas1 vardir.

(ii) Birlesme: Her f € Hom.(A,B), g € Hom.(B,C), h € Hom.(C,D) ve her
A,B,C objesi icinh o (g o f) = (h o g) o f esitligi saglanur.

Tamm 1.3.2. D ve € iki kategori olsun. D’ nin her A objesine £’ nin bir F(A) objesini,
D’ deki her f € Hom(A, B) morfizmasina &€ deki bir F(f) € Hom(F(A),F(B))
morfizmasini karsilik getiren;

(1) f e Homp(A,B),g € Homp(B,C) i¢in F(gf) = F(g)F(f)

(2) Her A € ObD icin F(1,) = 1,4

yukaridaki kosullar1 saglayan F:D — £ fonksiyonuna bir kovaryant functor

(covariant functor) denir.

Tamm 1.3.3. D ve € iki kategori olsun. D’ nin her A objesine €’ nin bir F(A) objesini,
D’ deki her f € Hom(A, B) morfizmasina £ deki bir F(f) € Hom(F(B),F(A))
morfizmasini karsilik getiren;

(1) f e Homp(B,C) ,g € Homp(B,D) i¢in F(gf) = F(f)F(g)

yukaridaki kosullar1 saglayan F:D — &£ fonksiyonuna bir kontravaryant functor

(contravariant functor) denir.



Tanim 1.3.4. Herhangi bir C kategorisinde f : B — C ve g:B — D morfizmalar1

verilsin. f ile g * nin ileri itmesi (push out) yg = @f olmasi durumunda ¢ : C — E,

y : D — E morfizmalar1 ile beraber (E ,y , @) iicliisiidiir.

| ;
B—24D fl
fl Oty
C

Sekil 1.7: Tanim 1.3.4 i¢cin diyagram

Oyle ki y'g = ¢'f olmas1 durumundaki her (V,y’,¢") iglisii i¢in yukaridaki
ticgensel diyagramlar1 degismeli yapan, yani y' = 9y ve ¢’ = 9¢ olacak sekilde bir

tek 9 : E — V morfizmasi vardir.

1.4 Cizgeler

Cizgeler 18. Yiizyilda Leonhard Euler’in iinlii “Konigsberg Kopriileri” problemi
iizerine yaptig1 calismayla dogmustur. Euler, bu problemde sehrin nehir {izerindeki
yedi kopriisiiniin her birinden yalnizca bir kez gegerek bir yiirliylis yapilip
yapilamayacagmi matematiksel olarak incelemis ve bu siirecte ¢izge kuraminin
temelini atmistir. O glinden bu yana ¢izgeler, nesneler (diiglimler) ve bunlar arasindaki
iligkiler (kenarlar) iizerinden karmasik sistemleri anlamak ve modellemek igin
gelistirilmistir. Bir ¢izge, diigiim (veya kose) adi verilen varliklar ile bu diigiimler
arasindaki baglantilar1 temsil eden kenarlardan olusur. Kenarlar yonlii ya da yonsiiz

olabilir.

Tanmim 1.4.1. Elemanlar1 kose olarak adlandirilan sonlu, bos olmayan kdse kiimesi V =
{vy,v,, ..., } ve elemanlar1 kenar olarak adlandirilan sonlu kenar kiimesi E =
{eq, ey, ..., e} kiimelerinden olusan (V, E) ikilisine ¢izge (graph) denir. G = (V, E)

ile gosterilir.



Tamm 1.4.2. Bir G ¢izgesinde her iki kdse arasinda bir yol varsa buna baglantili ¢izge

(connected graph) denir.

Sekil 1.8: Baglantili ¢izge 6rnegi



2.QUIVER TEMSILLERIi

Bu boliimde [2] nolu kaynak temel alinarak quiverlar, quiverlarin temsilleri tanitilip

baz1 ornekler verilecektir.

2.1 Quiver Temsilleri ve Aynistirllamaz Temsilleri

Quiverlar, sonlu ve yonlendirilmis olmasi haliyle bir ¢izgenin 6zel halidir. Quiverlar
modern matematikte olduk¢a dnemli yer tutar ¢iinkii cebirsel yapilar1 gorsellestirerek
anlamay1 kolaylastirir. Ozellikle temsil teorisinde, vektdr uzaylari ve bu uzaylar
arasindaki lineer doniisiimleri bir quiver iizerinden ifade etmek, karmasik yapilari
sadelestirmeye olanak tanir. Tiim bu yonleriyle quiverlar, hem teorik ¢aligmalarda hem
de uygulamali matematik ve fizik problemlerinde merkezi bir ara¢ haline gelmistir.
Quiver kavrami ilk kez 1940’ ta Thrall [3] tarafindan ortaya atilmistir. 1970° li
yillardan sonra Peter Gabriel [4],[6] ve [7] tarafindan gelistirilen bu kavram “Quiver”
adi1 altinda incelenmistir. Bu boliimde ilk olarak quiver tanimi verilecektir. Sonrasinda

quiver temsili ve morfizmleri kavramlari tanitilip birkag 6rnek verilecektir.
Tamm 2.1.1. Kbse (vertex) lerden olusan kiime Q,, ok (arrow) lardan olusan kiime Q,
ve s: Q1 — @, her oku baslangi¢ (source) noktasina gotiiren fonksiyon, t: Q; — Q,

her oku bitis (terminal) noktasma gotiiren fonksiyon olmak iizere Q = {Q,, @3, s, t}

sistemi bir quiver (quiver) olarak adlandirilir. Bir & oku

s(@) > t(a)

biciminde gosterilebilir.

Ornek 2.1.2. Q, = {4,5,6,7} , Q, ={a,b,c,d,e,f} olmak iizere;
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Sekil 2.1: Ornek 2.1.2 icin diyagram
s(a)=4,s(b)=6,s(c)=6,s(d)=7,s(e)=4,s(f) =6 ; t(a)=5,t(b) =
5,t(c)=7,t(d) =4,t(e) =4,t(f) =6 ile tanimlanan quiverin diyagrami
yukaridaki bi¢imindedir.

Tamm 2.1.3. Bir quiverdaki oklar i¢in yonlendirilme kaldirildigi zaman Q; koseleri ve
Q, kenarlarinin olusturmus oldugu cizge quiverin altinda yatan yénlendirilmemis

cizge (underling undirected graph) denir. Q ile gosterilir.

Bir Q quivermm altinda kalan Q g¢izgesi baglantiliysa Q quiverina baglantil:

(connected) denir.
Tanmim 2.1.4. Q; ve Q, sonlu kiimeler ise Q quiver1 sonlu (finite) olarak isimlendirilir.
Bu ¢aligmada tiim quiverlar sonlu ve baglantili varsayilacaktir.

Tanmim 2.1.5. Q bir quiver olsun. Q’ daki her i € Q; kosesi icin bir k—vektor uzayi
S; ve her a € Q, okuna karsilik gelen y,: Sgq) — Si(q) k-lineer doniigtimii ile

olusan S = (Si, Ya)i € ¢, ac o, iKilisine bir temsil (representation) denir.

Not 2.1.6. Bir S temsilinin elemani; s; € S; olmak lizere s = (S;);ecq, swralisi

seklindedir.

Tamm 2.1.7. S = (Si,Va)i€ ,ac g, temsilinde her i € Q; kosesine kargilik gelen
S; vektor uzayr 0 = {0} olursa bu temsile sifir temsili (zero representation) denir ve
S =0 ile gosterilir. Buradaki y, lineer doniisiimlerinin sifir déniisimu oldugu

asikardir. S temsili sifirdan farkli bir temsilse, en az bir i € Q i¢in S; # 0’ dir.

Tamm 2.1.8. i kosesinde bir boyutlu, diger koselerde sifir boyutlu olan vektor
uzaylarindan ve tamamu sifir olan lineer doniisiimlerden olusan temsile i kdsesindeki
basit temsil (simple representation) denir ve S(i) ile gosterilir. Boylece i kdsesindeki

basit temsil;

11



] k,i=j
s =420 e ro=o

olmak tizere S(i) = (S(i);, Va)ico, acq, Dicimindedir.

Tamm 2.1.9. i’ den j’ ye giden tiim yollarin kiimesini taban kabul eden vektor uzaylar1
ve I’ den j’ ye giden bir d yoluna j* den h’ ye giden bir a okunun eklenmesi olarak
tanimli lineer doniisiimlerinin olusturdugu P(i) = (P(i);, Ya)icq,acq, temsiline i
kosesindeki projektif temsil (projective representation) denir. Boylece i kosesindeki

projektif temsilde; d , i’ den j* ye giden bir yol ve A; € k olmak iizere P(i);” nin

elemanlar1 ),4; A,d formundadir. y, lineer doniisiimleri; j 5 hoku yardimiyla P(i);’

nin bir tabaniyla P (i)’ in bir tabani arasinda asagidaki gibi tanimlidir:
P(i); tabanm1 — P(i), tabam

d= (l |(,01, P2,y (pnl_]) = da = (il(pll(le'“' (pnlh)

olmak tuizere

v (Zd: Add) - zd: Ayde

seklinde tanimlanir.

Tanmim 2.1.10. Her bir S; vektdr uzaymin boyutunun olusturdugu sirali bir @ quivermin
bir S temsilinin boyut vektorii (dimension vector) olarak adlandirilir. Séyle ki; her i €

Q,icin dimS; =t; ise S; = k% olup S temsilinin boyut vektorii su sekildedir:
dimS =t=(dimS;);ecq, = (tieo,

Bir S temsilindeki her S; vektor uzayi sayet sonlu boyutluysa S temsiline sonlu boyutlu
(finite dimensional) denir. Her bir yu: Sgq) — St(a) lineer donlisimii de €54y X te(q)

tipinde bir matris olarak gosterilir.

Ornek 2.1.11.

(): 4 —— 5

Sekil 2.2: Ornek 2.1.11. igin diyagram
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Q quivert ele alinsin.

LL.-J'l S ﬂ —_— .ﬂ."

Sa: k—>k

_ . [10]

o't R k2 — = k
111

] N RN

Si: kY A g2

Sekil 2.3: Ornek 2.1.11. i¢in diyagram

Q quivermin boyut vektorleri Sy, S, S3, S, olan temsillerine bakilsin.

dim (51) =(0,1) dim (52) =(1,1)

dim (S3) = (2,1) dim (S,) = (3,2)
olur.
Tamum 2.1.12. Q bir quiver olsun. A = (4;,¥,) ve A" = (4},y,), Q quivermm iki
temsili olsun. Q,’ daki her y:j — m oku i¢in asagida verilen diyagrami degismeli
yapan bir g: A — A’ fonksiyonuna bir temsil morfizmi (representation morphism)

denir.

A 4] - > A m

ly,‘r 9m
!

/ Yo /
A

m
Sekil 2.4: Temsil morfizmi i¢in diyagram
Soyle ki bir g: A — A’ temsil morfizmi; her a € A; i¢in
;0 Ya(a) = Ya0gm(a)
olacak sekilde g;:A; — A; lineer doniisiimlerinin bir (g;) jeq, srahisidir.

Tanim 2.1.13. Bir k cismi iizerinde bulunan bir Q quiverinin sonlu boyutlu temsilleri
temsil morfizmleri ile beraber bir kategori meydana getirir. Bu olusan kategori rep, Q

ile gosterilir.
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Tanim 2.1.14. Herhangi bir (g;)icq,:A — A’ temsil morfizmindeki her g; hem
birebir hem de orten ise g bir izomorfizmadir. Soyle ki her i € Q; icin g; lineer
doniisimlerinin tersinir (izomorfizm) olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart g’ nin
izomorfizm olmasidir. g bir izomorfizma ise A temsili A’ temsiline izomorf
(isomorphic) denir ve A = A" ile gosterilir. Bir A temsiline izomorf olan tiim
temsillerin sinifina A’ nm izosinifi (isoclass A) denir. A, A" € rep,Q temsilleri

icin Hom(A,A") = {g|g: A — A’ temsil morfizmasi } olarak ifade edilecektir.

Onerme 2.1.15. A,A’ € rep,Q olsun. Tiim temsil morfizmlerinin kiimesi olan

Hom (A,A");her g,h € Hom (A,A’),a € Ave u € k i¢in

(g®h) = g(a) + h(a)
UOg) = pg(a)

ile tanimlanan toplama ve skalerle carpma islemlerine gore bir k-vektor uzayidir.

Ornek 2.1.16.

Q: 4—— 5

Sekil 2.5: Ornek 2.1.16. icin diyagram

quiver1 olsun.
S 0 —— &k
S : k—— k

Sekil 2.6: Ornek 2.1.16. icin diyagram

alnsin. g = (g4, 9,): S1 — S, temsil morfizmi g,; sifir doniisiimii ve g, ; x € kile

skaler ¢arpim ile belirlidir. Soyle ki;

¥ n)
o

5]
(]
=

Sekil 2.7: Ornek 2.1.16. icin diyagram
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diyagrami degismeli olur. Boylelikle Hom(S;,S;) = {(x,0)|x € k} olur. Simdi

asagidaki diyagrami degismeli yapacak h: S, — S; morfizmleri belirlenecektir.

b —s k
|h hy=0 lh
-

S, 0 -2 k

Sekil 2.8: Ornek 2.1.16. icin diyagram

Her y € k i¢in (h, o 1)(y) = (0 o hy)(y) olmalidir. Burada h, = 0 olur. h; sifir
doniistimiidiir. Sonugta h = (hq, h,) = (0, 0) olur. Dolayisiyla Hom (S,,S;) = 0 ’dur.

Ornek 2.1.17. Q quiver: asagidaki gibi alinsin.
G
/ |
L1
R \

Sekil 2.9: Ornek 2.1.17 icin diyagram

Q’ nun S;, S, ve S5 temsilleri asagidaki bicimde goz Oniine alinsin.
A.
1 /
# \

Sekil 2.10: Ornek 2.1.17. i¢in diyagram

el
 —
/\T =T
—_ = 3
C o
iz

Sekil 2.11: Ornek 2.1.17. igin diyagram
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Sa:: k———— 10
]

Sekil 2.12: Ornek 2.1.17. i¢in diyagram
Hom(S,,S,) =k Hom(S,,5;) =0

Hom(S,,S;) =0 Hom(S5,5;) =0

olur. Simdi Hom(S;,S,) = k oldugu gosterilecektir. S; — S, temsil morfizmi

asagidaki diyagrami degismeli yapacak sekilde x,y,z,t,u,v,y € k skalerlerinin

secimi ile tespit edilir.

Sekil 2.13: Ornek 2.1.17. i¢in diyagram

diyagram degismeli oldugunda asagidaki esitlikleri elde edilir.

x:y:t:u:v:y:z
Boylece
Hom (S;,S;) ={([c])| c € k} =k

olur. Benzer sekilde Hom(S;,S3) =0 = Hom(S,,S;) = Hom(S3,S;) oldugu

gosterilebilir.
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2.2 Dik Toplam ve Aynistirllamaz Temsiller

Bu boliimde dik toplam ve ayristirilamaz temsil tanimi verilecektir.

Tamim 2.2.1. Q bir quiver olsun. A = (4;,v,) ve A" = (4},v,) temsilleri @’ nun

temsilleri olsun.
, y Yo O
ABA = (A® Ay |y . Picorace,
Ya

ile tanimlanmis olan Q’ nun temsiline A ve A’ temsillerinin dik toplami (direct sum)

denir.

Not 2.2.2. Iki temsilin dik toplammm tanimi sonlu sayida temsil igin tekrarlanarak

sonlu sayida Ay, Ay, ..., A, € rep, Q temsilleri igin

41040 - OAp = (A1DA,D - ©Ap_1)DAy

ile tanimlanir.

Ornek 2.2.3. Q quiver1 asagidaki gibi almsn.
Q: l— 2 —— 3

Sekil 2.14: Ornek 2.2.3 i¢in diyagram

Asagidaki temsiller alinsin.

8F Bk
5. g2 loil ol

Sekil 2.15: Ornek 2.2.3 igin diyagram
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O zaman S; @S, dik toplam1 su sekilde yazilir:

—
oo
el fen]

——
[

O
O
—

ko k? > kP k2 »0dk

Sekil 2.16: Ornek 2.2.3 icin diyagram

Yukaridaki dik toplam asagidaki temsile izomorftur:

—
oo
oo

=0
| I

[011]

\ A
P

Sekil 2.17: Ornek 2.2.3 icin diyagram

Tanim 2.2.4. A € rep,Q bir temsil olsun. Eger A # 0 ve A iki sifirdan farkl temsilin
bir dik toplami olarak yazilamazsa; yani R, P € rep,Q olmak iizere A = R @ P iken
R = 0veya P = O olursa A’ ya ayristirtlamaz temsil (indecomposoble representation)

denir.

Ornek 2.2.5. Ornek 2.2.3° deki S; temsili ayristirilamazdir fakat S, degildir.

S, asagidaki temsile izomorftur (esit degildir):

(k——=k—5k)alk——k—"50

Sekil 2.18: Ornek 2.2.5. icin diyagram

Ornek 2.2.6. iki kose ve n > 1 tamsayis: i¢in n tane oktan olusan quivera

n —oklu Kronecker quiver denir. T,, ile gosterilir.

Sekil 2.19: Ornek 2.2.6. icin diyagram

Yukarida ¢izilen quiverm bir T temsili; sira ile 1 ve 2 koselerine karsilik gelen vektor

uzaylart T,(1),T,(2) ve her i=12,..,n icin ug :T,(1) — T,(2) lineer
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dontisiimleriyle (T,(1)®T,(2),{ug,}p,er,) seklindedir. Bu temsilin boyut vektorii
p,r € Z* olmak iizere (p,r) = (dimT,(1),dimT,(2)) seklinde tanimlanur.

Ornek 2.2.7. Koselerin kiimesi n > 1 tamsayisi i¢in {1,2, ..., n, e} ve oklarmin kiimesi

{B1, B2, ---, Br} olan quiver yildiz (star) quiver denir. B,, ile gosterilir.

Sekil 2.20: Ornek 2.2.7. i¢in diyagram

Yukarida ¢izilen quiverin temsili; A4, 4,, ..., 4, srasi ile 1,2, ..., n koselerine karsilik

gelen vektor uzaylari ve T; e kosesine karsilik gelen vektor uzayr ve
her i=12,..,n ig¢in up:A; — T lineer doniigimleri ile (AléBAZEB
DALDT, (115, }pes,, ) seklindedir. Her i = 1,2, .., n igin dim A; = a; ve dimT = ¢t

olmak lizere A; = k% ve T = k® olur. Bu temsilin boyut vektorii (aq, a,, ..., a,, t)

seklindedir.
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3. QUIVER TiPLERIi

Bu boliimde quiverlerin tiplerinden ve 6zel olarak A,, D, E¢, E;, Eg tipli quiverlarin
ayristirilamaz temsillerinden bahsedilecektir. Quiverlar; altinda yatan cizgelere gore
isimlendirilir ve sonlu (finite), evcil (tame), vahsi (wild) olmak {iizere iic gruba

ayrilirlar. Bu boliimdeki bilgiler [2] nolu kaynaklardan almmustir.

Tamm 3.1. Bir quiver; ayrigtirilamaz temsillerinin yalnizca sonlu sayida izomorfizm

siifina sahipse, sonlu tip (finite type) olarak adlandirilir.

Tanim 3.2.
A, o1 > 2 > 3 n—1———n
B,: 1l ———2 s 3 n—1———n
C,:1 > 2 > 3 o »n—1=————=n
n—1
”J)H 1 2 3 — 2 i
T
Eg 1 2 3 4 5
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fi
Es : 1 2 3 4 5 6 7
8
Fy: 1 2 3 4
Go: 1=2

Sekil 3.1: Dynkin diyagramlari

Yukarida gosterilen (Sekil 3.1) diyagramlara Dynkin diyagramlar: (Dynkin diagrams)

denir.
Tanim 3.3.
n+1
./21,, 1 2 3 44—+ —n—1—=n
il n—1
N N -
L2 2—3—4—---—n-2
7/ Mg
n+1 n
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By 1 2 3 4 5
6
7
B 8 1 2 3 4 5 6
7
Ey 1]—2—3—14 5 6—7—9

Sekil 3.2: Oklidyen diyagramlar:
Yukarida gosterilen (Sekil 3.2) diyagramlara Oklidyen diyagramlar: (Euclidean
diagrams) denir.
N 0 0
Ornek 3.4. A, tipli quiverlarin ayristirilamaz temsilleri sadece k=0 , 0 -k
1
k = k oldugundan bu quiver sonlu tiptedir. A, tipli bir quiverin bir temsili M olsun.
f
nq,n, € N olmak iizere M: k™t — k™2 temsili i¢in, ¢ek f’ nin k™’ deki tamlayan1 V,
gor f 7 in k™2 deki tamlayan1 W olsun. Tamlayanlarin 6zelligi geregi k™t = cekf @V
ve k™ = gorf@Wolur. O zaman
f 0 - 0
k™ = k™ = (¢ek f = 0) ®(V — gor f) (0~ W)
0 0
olur. Dolayisiyla M: k™ — k™2 temsilinin ayristirilamaz temsilleri k = 0, 0 = k,

1
k — k olur.

Tanmim 3.5. Bir quiverin sonsuz sayida ayristirilamaz temsili var ve bu temsillerdeki
vektor uzaylarinin boyutu en fazla 1 ise, bu quiver evcil tipli quiver (tame type quiver)

denir.
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Ornek 3.6.

I

1 3

~

Sekil 3.3: Evcil tipli quiver 6rnegi

Tanim 3.7. Yonlii dongii icermeyip ne Dynkin ne de Oklidyen olan diyagramlara vahsi

tipli quiver (wild type quiver) denir.

Ornek 3.8.

Lo OO

Sekil 3.4: Vahsi tipli quiver 6rnegi

o

Sekil 3.5: Vabhsi tipli quiver 6rnegi

3.1 A, Tipli Quiverlarin Aynistirllamaz Temsilleri

Bu boliimde A, tipli quiverlar i¢in ayristirilamaz temsilleri verilecektir.

Ornek 3.9. ny,n, € N olmak iizere A, tipli bir quiverin bir temsili M: k™ 5 k™ g0z

oniine almsin. A, tipli quiverlar i¢in ayristirilamaz temsiller verilecektir. Ornek 3.4°

de ispat1 verildigi gibi; M: k™ 5 k™ olmak iizere M’ nin ayristirilamaz temsilleri su

sekildedir:

0

Sitk =0
0

S,:0 =k

1
Mi,:k -k
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Ornek 3.10. As tipli quiverin bir temsili M olsun. n;,mn,,n; € N olmak iizere M: k™

£1> k™2 £2> k™ gbz oniline alinsin. A, tipli quiverlarda oldugu gibi ¢ekf;’ in k™’ deki
tamlayan1 almarak kerf; — 0 = 0 elde edilebilir. Bu parcaya karst gelen
ayristirilamaz temsil ise k = 0 = 0’ dir. Gorf,” nin k™3’ deki tamlayan1 Y’ olsun. O
zaman tamlayanlarin = Ozelliklerinden k" = gorf, @Y’ olur. Boylece bu
pargalaniglar 0 - 0 = Y’ elde edilir ve bu ise 0 - 0 = k ayristirilamaz temsile
karsilik gelir. X = ¢ek(f, o f;) olarak alnirsa k™’ deki X’ in tamlayan1 X’ olsun.
fi(X") € W' olacak sekilde f; (X)’ in k™2’ deki tamlayan1 W' olsun. Boylece

m Bgme By x B r o Boye oo Bw Bimsy
parcalanis1 elde edilir. Ik pargadan k — k — 0 ayristirilamaz temsili elde edilir. A =
gor(fy o f1)’ in k™’ deki tamlayan1 A’ olsun. f, *(4") = T' olsun ve T', f;(X’) ‘nin
W' ‘daki tamlayanidir. Boylece
xBw B Loy BmeoirBa

parcalanis1 elde edilir. ilk parcadan k — k — k ayristirilamaz temsili elde edilir.
Benzer sekilde cekf,” nin tamlayam1 almmarak da 0 -k —->k ve 05k -0
ayristirilamaz temsilleri elde edilir.

0 0
S1:k—-0-0

0.0
S5:0-k—-0

0 0
S3:0-0-k

1.0
Mi,:k—->k—-0
0o 1
My,3:0->k—k
11
Mis:k—->k—k
Benzer sekilde A4, As tipli quiverlarin temsilleri icin de yapilir. nq, ny, n3,n4,n5 € N

olmak iizere;

Mk B Bgns B s

olmak iizere M temsilinin ayristirilamaz temsilleri su sekildedir:
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0.0 0
S,:0-k—-0-0
0 0 0

A tipli bir quiverin T temsili asagidaki gibi olsun.
T: k™ 5 k™ o k™3 s k"4E> ks
olmak iizere T temsilinin ayristirilamaz temsilleri su sekildedir:

0 0 0 0
S1:k—-0-0-0 -0

0.0 0 0
S:0-k—>0-0 -0

0 0 0 0
$53:0-0-k->0 -0
0 0 0 0
$5,:0-0-0-k -0
0 0 0 0
S5:0-0-0-0 -k
1 0 0 0
Miy:k—>k—->0-0 -0
0 1 0 0
M,3:0->k—->k—>0 -0
0 0 1 0
M;,:0-0-k—>k -0
0 0 0 1
Mys:0-0-0-k—>k

1 1 0 0
Mis3:k—>k—->k—=0 -0
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0 1 1 0
My:0->k—>k->k -0
0 0 1 1
M35:0->0—-k->k -k
1 1 1 0
Mis:k—-k—-k->k -0
0 1 1 1
M,,:0->k—->k—-k -k

1 1 1 1
Mis:k—>k—-k->k -k

3.2 D,, Tipli Quiverlarin Aynistirilamaz Temsilleri

Bu bolimde D, tipli quiverlarmm (n = 4) ayristirilamaz temsilleri verilecektir.

mq, m,, m3,m, € N olmak iizere

D:k™ — k™2 «— k™3
T
k™

D temsili yukaridaki sekilde olmak iizere ayristirilamaz temsilleri asagidaki gibidir:

k — 0 «— 0, 100 olarak ifade edilsin. Bu gdsterim kullanilarak
T 0
0

100,010,001,000,110,011,010,110,111,011,111,121
0 O 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1

ayristirilamaz temsilleri yazilir.

3.3 E¢ Tipli Quiverlarin Aynistirnlamaz Temsilleri

Bu boliimde Eg tipli quiverlarin ayristirilamaz temsilleri verilecektir. m, m,, ms,
my, Ms, Mg € N olmak lizere
E:k™ — M2 — ™3 — ™ — k™5
T
k™s

E temsili yukaridaki gibi olmak iizere ayristirilamaz temsilleri asagidaki gibidir:
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k—0—0—0—0 , 10000 olarak gosterilsin.

T 0
0
10000,00001,00011, 11000,00010,01000, 11111,01111
0 0 0 0 0 0 0 0
01110 ,11100,01100, 00111, 00100,00100,00110,11100
0 0 0 0 1 1 1 1
00111,01110,11110,01111,11111,01221, 01211,01210
1 1 1 1 1 1 1 1

11211,12211, 12210,11221,12221,11210,12321,12321
1 1 1 1 1 1 1 2

00000

3.4 E, Tipli Quiverlarin Aynistirllamaz Temsilleri
Bu boliimde E- tipli quiverlar ayristirilamaz temsilleri verilecektir.
my, My, M3, My, Mg, Mg, M, € N olmak iizere

K:k™ — k™2 — ™3 — ™ — k™5 — k™e

T

k™7

K temsili yukaridaki gibi olmak iizere ayristirilamaz temsilleri asagidaki gibidir:

k—0—>0—>0—0—0, 100000 olarak ifade edilecektir.
T 0
0

100000, 010000, 001000, 000000, 000100, 000010, 000001,110000
0 0 0 0 0 0 0 0
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011000, 001100, 000110, 000011,111000,011000, 001100, 001110

0 0 0 0 0 0 1 0
0oo111,011100,111000, 011100, 001110,001111,011110,111100
0 0 1 1 1 0 0 0
111100,111100,011110,001111,111110, O11111,111111, 011111
1 1 1 1 1 0 0 0
111110, 111111,012111, 012110, 012100, 012211, 012210, 012210
1 1 1 1 1 1 1 1
012221,112111,112110,112100,112211,112210,112221,122221
1 1 1 1 1 1 1 1
122221, 122110, 122111,122100,122211,123221, 123210, 123211
1 1 1 1 1 1 1 2
123321, 123221,123210, 123211, 124321 ,134321, 234321
2 2 2 2 2 2 2

3.5 Eg Tipli Quiverlarin Ayristirllamaz Temsilleri

Bu boliimde Eg tipli quiverlarmn ayristirilamaz temsilleri verilecektir.
my, My, M3, My, Mg, Mg, My, Mg € N olmak iizere
L:k™ — kM2 — ™3 — ™ — ™Ms — kM6 — ™7
T
k™s
L temsili yukaridaki gibi olmak iizere ayristirilamaz temsilleri asagidaki gibidir:
k—0—>0—>0—>0—0—0 , 1000000 olarak ifade edilecektir.

T 0
0

0011000, 0110000, 0011000,0010000, 0001110, 0011100, 0011000

0 0 0 1 0 0 1
0110000, 0011110,0111100,0111000,0011100,0111110, 0111100
1 0 0 1 1 0 1
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0011110, 0111110,0121110, 0121100, 0121000, 0122110, 0122100

1 1 1 1 1 1 1
0122210, 1100000,1110000,1111000,1110000,1111100, 1111000
1 0 0 1 0 1 0
1111110, 1111100,1111110, 1121110,1121100,1121000, 1102110
1 1 1 1 1 1 1
1122100, 1122210, 2343210, 1222210, 1232210, 1233210,1232210
1 1 2 1 1 2 2
1233210, 1243210, 1232100, 1221100,1221110,1221000, 1343210
1 2 1 1 1 1 2
0oooooo0, 0000011, 0000111,0001111,0011111,0111111,0011111
1 0 0 0 0 0 1
0111111, 0121111,0122111,0122211,1111111,1111111, 1121111
1 1 1 1 0 1 1
1122111, 2343211,1222211, 1232211, 1232210, 1232210, 1233211
1 2 1 1 2 2 1
1233211, 1243211 ,1221111,1222111,1232111,1232111, 1343211
2 1 1 2 2 1 2
2464321 ,2354321, 1354321, 2343321, 1343221, 1343321, 1344321
3 3 3 2 2 2 2
1244321, 2344321, 2465421, 2465321 ,1233221, 1232221 ,1243321
2 2 3 3 2 2 2
0122221,122221,1354321,2354321 , 1454321, 2454321 ,1232221
1 1 2 2 2 3 1
1233321,1233321,1233321, 2343221, 1243221, 1122221, 2465431
1 2 1 2 2 1 3
2465431,0000001
3 0
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4. ESKARELER VE DiK PARCALANISLARI

Bu boliimde, bir cismin lizerinde tanimli modiillerin ayristirilamaz altmodiilleri ve
parcalanislari ile ilgili genel bilgiler verilecektir. Pargalanislar i¢in 6nemli olan eskare
kavrami ve bazi 6zellikleri verilecektir. Bu boliimdeki tiim bilgiler [2] nolu kaynaktan

alinmustir.

4.1 Eskareler

Bu boliimde eskare tanimi ve bazi teoremler verilecektir.

B bir k-cebir olsun.

Tamm 4.1.1. e € B icin eer e? = e kosulunu sagliyorsa e’ ye eskare (idempotent)
ad verilir. e, e, iki eskare olmak iizere eger e, e, = e,e; = 0 esitlikleri saglantyorsa
e, ve e, ortogonal (orthogonal) olarak adlandmrilir. Her b € B icin eb = be
saglaniyorsa e eskare elemanina merkezil eskare (central idempotent) denir. Eger e
sifirdan farkli ortogonal eskareler e; ve e, eskarelerinin e = e; + e, toplami olarak

yazilamazsa e’ ye ilkel eskare (primitive idempotent) denir.

Ornek 4.1.2. 0 ve 1 eskaredir. Bunlara agsikar eskareler (trivial idempotent) denir.

Diger tiim eskarelere asikar olmayan eskareler (non-trivial idempotent) denir.

Tanim 4.1.3. Q bir quiver ve i,j € @ olsun. Q” da i’ den j’ ye giden ! uzunlugunda

bir ¢ yolu (path); oy € Q, olmak {izere
s(ay) =1,
s(ay) = tlap_1),h = 2,3, ..., 1,
tla) =j

olacak sekilde bir ¢ = (ilay, @y, ..., a;|j) dizisidir.
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Tanim 4.1.4. i kosesindeki [ = 0 uzunluklu (i||7) yoluna sabit yol (lazy path) denir ve
e; ile gosterilir.
Tanim 4.1.5. Q bir quiver olsun. Q nun yol cebri (path algebra) kQ; Q quiverindaki

tiim yollar1 taban kabul eden ve ¢, ¢’ iki taban eleman1 olmak tizere

ol = {c - c',eger s(c’) = t(s) ise
B 0, aksi tadirde

ile tanimlanan ¢arpma islemi ile bir k-cebirdir ve kQ ile gosterilir. Boylece kQ’ nin

keyfi iki elemani olan ¥.; A.c , X7 As ¢'” nin garpimu Y.c.r AcALs cc” seklindedir.

Ornek 4.1.6. Eger B = kQ bir yol cebiri ise, o zaman her e; sabit yolu bir eskaredir.
Lemma 4.1.7. Eger B = kQ bir yol cebiri ise, o zaman her e; sabit yolu bir ilkel

eskaredir.

Kanit: e ve e’ ortogonal eskare elemanlar olmak iizere e; = e + e’ varsayilsin ve

quiverdaki tiim yollar {izerindeki toplam
e=Y.A.Cc,e’ =Y. A.c

seklinde almsm. e? = e ve e = Y. A.c bir eskare oldugundan dolayi,

0=e’—e=YrAAcc’ =EenAgnc” = Beermer(Ader = Aen)e” (41
elde edilir.
Ozellikle /19]./19]. = /19].’ dir. Boylece herhangi bir j kosesi i¢in Aej =0 veya 1’ dir.
Ote yandan ee’ = 0 oldugundan Ae]- = 0 olur ve boylece A’ej =1"dir. e+e' =g
oldugu i¢in eger i #j ise Aej =0 ve A’ej =0 olmahdrr ve 4, , A, *den biri 0,
digeri 1 olmalidir. A,, =1 ve A';; = 0 olarak alinsm. Simdi herhangi bir ¢ yolu igin

(4.1)’ den A.» = 0 olur. Boylece e’ = 0’ dur.

Not 4.1.8. B bir k —cebir olsun. Ayni zamanda B, bir B —modiildiir.

Yardimci Teorem 4.1.9. e asikar olmayan bir eskare olsun. O zaman 1 = e + (1 — e)
olacak sekilde e ve (1 —e) ortogonal eskarelerdir ve sag B-modiil B, asagidaki dik

toplama esittir:

B =eB®(1—e)B
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Ek olarak e merkezil bir eleman ise, o zaman B’nin bir, k-cebir olarak B =

eB®(1 — e)B seklinde bir pargalanisi vardir.
Kanit: (1—e)>=1—e—e+e?=1—e—e+e =1-— e oldugundan,

(1 — e)’nin bir eskare eleman olur. Ancak, e(1 —e) = e —e? = e — e = 0 ve ayrica
(1 —e)e = 0 ’dir. Bu sayede e ve (1 — e) ortogonal eskarelerdir. Simdi B modiilii
distiniilsiin. Herhangi bir b € B i¢in b=eb+b—eb=eb+ (1 —e)b € eB +
(1 —e)B seklinde yazilabilir. Bu toplam vektor uzaylarinin dik toplami oldugunu
gostermek i¢in, eB N (1 — e) B kesisiminin yalnizca 0 igermesini gostermek yeterlidir.
b € eB N (1—e)B olsun. O zaman baz1 b’,b"” € B igin b = eb’ = (1 —e)b""” dir.
Bu nedenle eb’ — (1 —e)b” =0 olur. Son denklemden e? =¢e ve e(1—e) =0
oldugu i¢in buradan 0 = e0 = e(eb’ — (1 —e)b"") = eb’ olur. Buradan 0 = eb’ =
b’ yi gosterir ve boylelikle eB N (1 —e)B = 0’ dir. Bu dik toplam ayrisimi, bc =
eb + (1 —e)b)c = ebc + (1 — e)bc oldugu i¢in B’ nin sag B-modiil yapisini korur.

Ayrica e merkezil ise ebeb’ = ebb’ ve (1—e)b(1—e)b' = (1 —e)bb’ — (1 —
e)ebb’ = (1 — e)bb’ oldugu icin bilesenlere gore ¢arpma ile,

(eb,(1 —e)b).(eb',(1 —e)b') = (ebeb’,(1 —e)b(1 —e)b")
eB®(1 — e)B bir k-cebir olur.

Ornek 4.1.10.
Q: 4—2% 5

Sekil 4.1: Ornek 4.1.10 icin diyagram

Q quiverinin bir yol cebiri B olsun. O zaman e, ve e, = 1 — e, sabit yollar1 ortogonal
eskarelerdir ve sag B-modiil e; B@e,B olarak parcalanir. e; merkezil degildir ¢linkii
ae; = 0 iken e;a = a’ dir. Bu yiizden e; B®e, B dik toplam1 B’ nin halka par¢alanisi
degildir. Aslinda herhangi bir e,b € e,B icin a(e,b) € e;B’ dir. Yardimc1 Teorem
4.1.9’ dan, toplam1 birim olan iki ortogonal eskare sag B-modiilii B’ nin dik toplam

ayrigimina yol acar.

Yardimci _Teorem 4.1.11. B = §;@S, sag B-modiillerin dik toplami olsun. O zaman

(1)1 = e; + e, olacak sekilde e; €S; ve e, €S, ortogonal eskareleri vardir.

(2) §; ayristirilamazdir gerek ve yeter kosul i = 1, 2 i¢in e; ilkeldir.
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Kanit: (1) B = S§;®S, oldugu icin, B’ deki her eleman, S,’ deki bir eleman ve S;’
deki bir elemanin bir toplami olarak tek tiirlii yazilir. Boylece, 1=-e; +
e, olacak sekilde e; € §; vardir. Sag B-modiil yapis1 sebebiyle her b € B i¢in e;b €
S;> dir. Ozellikle e,e, € S;” dir. Ayrica 1 = e; + e, ise e, = e;e, + e2’ dir ve bu
yiizden e;e, = e, —e? €S,’ dir. Bu nedenle e;e, €S, NS, olur. B=S®S,
oldugundan S; NS, =0 ve e;e;, =0’ dir. Benzer sekilde e,e; = 0 oldugunu
gostermek miimkiindiir. Bu ortogonalite oldugunu da kanitlar. O zaman e, = e e, +
e2 oldugundan e, = e?’ dir ve dolayisiyla e, bir eskaredir. Ayn1 sekilde, e, bir eskare

oldugu gosterilir.

(2) (=) e, ilkel olmasin. O zaman e, e’ € B iki agikar olmayan ortogonal eskareler

icine; = e+ e’ dir.

Yardimci Teorem 4.1.9” un ispatinda oldugu gibi S; = eS; @e’S; olur. Ancak, eS; #
0 ¢iinkii ee; = ee +ee’ = e # 0 elemanmi igerir. e'S; # 0 ¢iinkii e’ elemanmi
icerir. Sonug olarak e, ilkel degilse S; ayristirilamaz degildir.

(&) S; aynigtirilamaz olmasin. S;” in uygun sifirdan farkli S;, S;" alt modiilleri igin
S; = S5;@S;" olur. O zaman bazi e;’ € S{' ve e €S| elemanlari igin e; = e; + e

seklinde yazilir. e, e;’ asikar olmayan ortogonal eskareler oldugu gosterilecektir.
l=e,+e,=¢e;+e] +e,

ifadesi e;’ ile ¢arpilarak

e, =eje] +ele) +eyef (4.2)
elde edilir. Boylece e,e;’ € S; olur. Fakat S, bir sag B-modiil ve e, € S, oldugu i¢in
eye;, Sy’ nin bir elemanidir. §; N S, = 0 oldugu i¢in e;e;’ = 0’ dir. Bu yiizden (4.2)
’den

eje; =e —e/e] €5/

rn

elde edilir. Fakat S; sag B-modiil oldugu i¢in eje; € S; oldugundan boylelikle
e;e; €5, NS, ={0} olur. Baska bir deyisle, e; = e; +e;’; e;* €S ve e]/* € S/
olacak sekilde e; = ef = e;* +e;* olur. Fakat S; =S @S, yazihmmin tek

"2

2 _ g/ — s _: .
1 =evee ™ =e; olur. €1 nm aslkar

tirliligiinden e; = e; + ey"” dir ve boylece e

olmadigimi gostermek icin e; = 0 oldugu kabul edilsin. s" € S; , s" # 0 olsun ve
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e;s' €S, ve eys’' €S, olmak iizere s’ = (e;+e,)s’' =e;s' +e,s” dir. Fakat

S=5:®S, ves' €85 oldugu igin s’ = e;s’ olur. Dolayisiyla s’ € S; N S;" icin

./

s'=es"=e;s'+e's' =efs" €S/
olur. Buradan s’ € S N S;' = 0 ve s’ = 0 olur. Bu ise bir ¢eliskidir. Boylece e; ilkel
degildir.
Simdi B’ nin sonlu boyutlu oldugunu varsayilsin. O zaman B-modiilii asagidaki

bicimde ayristirilamaz modiillerin dik toplami olarak yazilabilir:

B =S50S0 - BS;

Yardimci Teorem 4.1.11° den, e; € S; olmak {izere e, ey, ..., e; ikiserli ilkel olarak
ortogonal eskare elemanlar vardir 6yle ki 1 =e; +e, +---+ e, ve S; = ¢;B’ dir.
Bunun aksine, eq, ey, ..., e; ilkel ise 1 = e; + e, + -+ + e; olacak sekilde ikili olarak
ortogonal eskare elemanlar ise o zaman Yardimci Teorem 4.1.10° dan, her bir e;B

ayristirilamaz bir modiil olmak tizere:
B = e,B®e,B - Pe,B

parcalanis1 vardir.

Ornek 4.1.12. Q, = {1,2, ...,t} koselerinin kiimesi ile Q yonlii dongiileri olmayan bir
quiver ve B = kQ bir yol cebri olsun. Yardimci Teorem 4.1.7° den e; sabit yolu ilkel
ortogonal eskaredir. Ancak 1 =e; + e, + -+ ¢, dir. Bu yiizden B sag B-modiil
asagidaki sekilde yazilabilir:

B = 61B®62B® e @etB

ve her bir e; B bir ayristirilamaz modiildiir.

4.2 Aynistirilmazhk I¢in Kriter

Bu béliimde, bir modiiliin ayristirilamaz olup olmadigi sorusunun, onun endomorfizm

cebirleri agisindan ele alinacaktir.

Tanim 4.2.1. B tek bir maksimal sag ideale sahip ise bir B cebirine yerel (local) denir.
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Yardimci Teorem 4.2.2. B bir k —cebir olsun. O zaman asagidakiler birbirine denktir:

(1) B yereldir.

(2) B tek maksimal sol ideale sahiptir.

(3) B’ nin tersinir olmayan elemanlarinin kiimesi idealdir. (hem sag ideal hem sol

ideal)
(4) Vb € Bigin b yada (1 — b) tersinirdir.
(5) B/RadB k-cebiri bir cisimdir.

Kanit:(1) = (3) B yerel ise Rad B tek maksimal sag idealdir. Radikal 6z ideal
oldugundan tersinir elemanlari iceremez. Ote yandan, eger x tersinir degilse, o zaman
X € RadB’ dir. Ciinkii x’ in olusturdugu sag ideal B’ ye esit degildir ve dolayisiyla
tek maksimum ideal olan RadB’ye dahildir. BoOylece B’nin tersinir olmayan

elemanlarinin kiimesi Rad B’ ye esittir ki bu ise bir idealdir.
(2) = (3) Benzer sekilde yapilir.

(3) = (4) b ve (1 — b) tersinir olmayan elemanlar ise o zaman (3)'ten 1 = b +

(1 — b) tersinir olmayandir. Bu ise ¢eliskidir.

(4) = (5) B/RadB’ deki sifirdan farkli her elemanmin tersinir oldugu
gosterilecektir. Her b € B \ RadB igin (1 — bc) € RadB olacak sekilde ¢ €
B vardir. Simdi b € RadB oldugu i¢in Yardimci Teorem 1.1.6° dan (1 — bd) olacak
sekilde d, B’ de tersi yoktur. O zaman (4)’ ten bd’ nin tersi d’ olur. Boylelikle 1 =
bdd' olur. c = dd' alinirsa ispat biter.

(5) = (1)&(2) (5)’ ten RadB’ nin maksimal (iki yonlii) bir ideal oldugunu gosterir.

Sonu¢ 4.2.3. Eger B sonlu boyutlu yerel bir k-cebir ise B/RadB = k’ dur.
Kanit: Yardimci Teorem 4.2.2° den B/RadB’ nin k lizerinde bir cisim geniglemesi
oldugu sonucuna variir. B sonlu boyutlu oldugu icin bu genislemede sonlu
boyutludur. Dolayistyla bu bir cebirsel genislemedir. k cebirsel kapali oldugu i¢in
asikardir. B/RadB = k olur.

Sonu¢ 4.2.4. B yerel ise B sadece 1 ve 0 asikar eskarelerine sahiptir.
Kanit: e bir eskare oldugunu varsayilsin. O zaman Yardimci Teorem 4.1.9° dan
e(1 —e) = 0’ dir. Diger taraftan Yardimci Teorem 4.2.2” iin (4) kosulundan e ya da
(1 — e) tersinirdir. Bu yiizden e = 0 yada (1 —e) = 0’ dir.
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Sonug 4.2.5. e € B olmak iizere bir eskare ilkeldir gerek ve yeter kosul eBe cebiri

sadece 0 ve 1 birim eskarelerine sahiptir.

Kamit: 11k olarak, e’ nin eBe cebirinde birim elemandir.

(=) e bir ilkel eskare olsun. e’, eBe’ de bir eskare eleman olsun. Boylece, baz1 b € B
icin e’ = ebe’ dir. Oyleyse (e — e’) ayn1 zamanda bir eskaredir. Yardimc1 Teorem
419 dane'(e—e') =0"dir ve e = e’ + (e — e')’ dir. Ciinkii e ilkel oldugu igin

e’ =0yadae —e' = 0olmalhdir. Buradan e — e’ = 0 olur. Yani e’ asikar eskaredir.
Dolayisiyla eBe’ nin tiim eskareleri asikar olur.

(&) e’, e"; B’ de ortogonal eskareleri icin e = e’ + e’ olsun. O zaman

r,rn 7

(ee’'e)(ee’e) = ee'ee’e = ee'(e' +e")e’e =ee'e +ee’'e’e’'e =ee'e

"dir. e’e” = 0 oldugundan (ee’e) bir eskaredir. eBe’ de (ee’e) bir eskare elemandir.
Kabulden ee’e = 0 ya da ee’e = e olur. Ilk durumda e’e” = e”e’ = 0 oldugu i¢in
0=ce'e=(e'+e")e'(e' +e")=e’ olur. ikinci durumda e’ +e” = e =ee'e =
(e’ +e")e'(e' +e") =e' olur. Boylece e’ = 0 olur. Bu, e ’ nin iki agikar olmayan

ortogonal eskarenin toplami olarak yazilamayacagini gosterir. Dolayisiyla e ilkeldir.

Sonug¢ 4.2.6. B bir k-cebir olsun. S sonlu boyutlu bir B-modiil ve End S endomorfizm

cebiri olsun. O zaman asagidakiler denktir:
(1) S ayristirilamazdir.

(2) Her f € End S, her endomorfizmi 1 € k ve g € End S iistel sifir (nilpotent)

olmak tizere f = Alg + g formundadir.
(3) End S yereldir.

Kanit: (1) = (2) f, S’ nin bir endomorfizmasi oldugundan f:S — S sonlu boyutlu
k-vektor uzaylar1 arasindaki k-lineer doniisiimiidiir. Ciinkli k-cismi cebirsel olarak
kapali oldugu i¢in f’ nin karakteristik polinomu asagidaki sekilde yazilabilir:

t

xr@ =] [a-2m

=1

Boylece 4;, f’ nin 6zdegerleri olmak iizere S’ nin C tabanma kasilik gelen f’ nin
matrisi liggensel matristir ve kosegen elemanlar1 v;, A; seklindedir. S; = cek(f —

Ai15)% olsun. O zaman dim S; = v; ve S vektor uzayi asagidaki sekilde ayrisir:
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S=S,0S,®..0S, (4.3)

Simdi h; = (f — A;15)"¢ olsun. Dolayisiyla h;, f’de bir polinomdur. Yani dyle b; €
k icin

hi = fUi+ by, 1 f"" + -+ by f + byl

f € EndS oldugu icin h; € EndS olur ve bu yilizden c¢cek S; = ¢ek h; bir B-
modiiliidiir. (4.3)’ ten aslinda B-modiiliindeki S’ nin bir pargalanisidir. S ayristirilamaz
oldugu i¢in t = 1’ dir ve dolayisiyla f’ nin sadece bir A 6zdegeri vardir. Bu yiizden
C bazina gore f’ nin matrisi, kosegen elemanlar1 tiggensel matris olan tiimii A° ya
esittir. Boylece g iistel sifir olacak sekilde f = A15 + g € EndS’ dir.

(2) = (3) f =215+ g € EndS olsun . Eger f tersinir degilse ya f = g iistel sifir
yada A = 0’ dir. Boylece f' = 0 olacak sekilde [ > 0 vardur.

Fakat

Is=1s—fl=Uy+f+f2+—+MDHA-f)

oldugundan (1 — f)’ nin tersinir olur. Yardimci Teorem 4.2.2° den End S yerel olur.

(3) = (1) EndS yerel ve S=S5, @S, oldugu kabul edilsin. i =1,2 igin
p;: S — S; dogal projeksiyon ve u;:S; — S dogal injeksiyon olsun. Dolayisiyla u; o
p; € EndS ve (u;op;)? =u;op; olur. Ciinkii End S yereldir. Boylece u; ° p;,
End S’ de eskare eleman ve u; op; = 0yadau; op; =1 olur. Eger u; o p; = 0 ise

S;i = 0 olur ve eger u; op; = 1ise S; = S olur. Buradan S ayristirilamazdir.

Ornek 4.2.7. Q quiver1 asagidaki gibi alinsin.

i

==

8

Sekil 4.2: Ornek 4.2.7. i¢in diyagram

Q’ nun bir S temsili agagidaki gibi olsun.
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10
01

k2 — k?

Sekil 4.3: Ornek 4.2.7. icin diyagram

S’ nin bir endomorfizmi bir f:S — § temsil morfizmidir. Yani § ’ nin @4, g iki
doniisiimiiyle degismeli olan f7, f>: k? — k? iki lineer doniisiimlerinden olusur. ¢,
birim matris ile verildigi i¢cin f; ve f, ayni matris olmak zorundadir. Bu matrisi

asagidaki gibi gosterilsin.

Ancak, f,¢p = @pf; oldugu i¢in

RS

“dir. Eger A # 0 ise bu esitlikten ya ¢ = 0 ya da a = d olur. Boylece End S asagidaki
matris formundaki tiim matrislerin cebiridir.

a b]

0 a

End S’ nin bir elemant tersinirdir gerek ve yeter kosul a # 0’ dir. Bagka bir deyisle

eger a = 0 ise

o 1l d

tersinirdir. Yardimci Teorem 4.2.2° den End S yereldir. Sonu¢ 4.2.6° dan S
ayristirilamazdir.
Yani, eger A = 0 ise End S, tiim 2 X 2 tipindeki matrislerin cebirine izormorftur. Bu

cebir yerel degildir.
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Ciinkii

s ol 90

her ikisi de tersinir degildir.
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5. KOKLER

Bu boliimde bir quiverinin kuadratik formu ve kokleri incelenecektir. Bir quiver,
Dynkin tipli ise tiim temsilleri tam olarak kokler yoluyla siiflandirilabilir. Bu nedenle;
kuadratik formlar ve kokler, cebirsel yapilar1 anlamada, siniflandirmada ve sonlu ve
sonsuz durumlar1 ayirt etmede temel araglardir. Bu béliimdeki tiim bilgiler [2] nolu

kaynaktan alinmistir.

5.1 Temsil Cesitliligi

Bu boliimde kuadratik form tanimi ve bazi teoremler verilecektir.

Tamm 5.1.1. Q = (Q4,Q,) yonlendirilmis dongii icermeyen bir quiver olsun ve
koselerin sayis1 n olsun. Her i i¢in d; = 0 olacak sekilde d = (d;) € Z™ olsun. O

zaman d’ ye bir boyut vektorii (dimension vector) denir.

Ey, Q@ nun d = (d;) boyut vektorlii tim S = (S;, Va)icg,acq, temsillerinin uzayi
olsun. Boylece her i € Q, i¢cin S; = k% olur. Baska bir deyisle; E,;” deki S temsillerinin
S; vektor uzaylar1 izomorfizma farkiyla bellidir ve E;’ deki temsiller y, dogrusal

doniisiimleri ile tamamen tanimlanir ve boylece;
b= D om e s
QEQ;
"dir. Her bir Homy, (k% @, k%@), bilesenleri k’ dan gelen ds(a)X dy(q) tipindeki
matrisler uzaymna izomorftur. Ozellikle; E;, Y, ds(a)dt (o) boyutlu bir k-vektor

uzayidir. O zaman GLg, (k), k%> den kendine giden tersinir lineer ddniisiimlerin grubu

olmak uizere

Ga=| | 6La o

1€Qq
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seklinde tanimlansin. G4 grubunun, E; uzayi iizerinde grup hareketi vardir. Eger g =
(g;) EGgise S = (S;,vy) €E Egvei ij, Q’ dabir ok ise (g.¥)q = g;¥og; " olur. Bu
hareket altindaki bir S temsilinin ydriingesi (orbit)

$s =19 Slg € Ga}

ile tanimlidir ve o ile gosterilecektir.

kri i i > kd-’
gi g;

Sekil 5.1: Grup hareketi diyagrami

Ornek 5.1.2. Eger Q : 4 — 5 quiver ve d = (d4, d,) ise o zaman E,, d,x d, tipindeki
matrisin uzayma izomorftur. S € E; temsili y ile verilir. G grubunun (g4, 9,)
elemanlar1 d; ve d, boyutundaki tersinir kare matrislerin ikilileridir ve g =
{92791 1091, g2) € G4} yoriingesi ranki, ¥’ nin rankina esit olan tiim matrislerden

olusan kiimedir.

Yardimci Teorem 5.1.3. § 4 yoriingesi A temsilinin tam bir izosmifidir. Yani

94 =1{A" €rep,Q|A" = A}
olur.

Kanit: A = (A-,)/a) ve A' = (A]'-,)/O'() ayn1 yoriingede olsun. O zaman asagidaki
diyagrami degismeli yapacak sekilde her bir j 5 m okuicin g-A = A olacak sekilde
bir g = (g;) jeq, vardir.

Jg g 9m

r
/ Yo /
Ao

Sekil 5.2: Yardimci Teorem 5.1.3. i¢in diyagram

Boylece g bir temsil morfizmasidir. Fakat her bir g;, GLdj (k)’ nmn bir elemanidur.

Boylelikle bir izomorfizmadir. Dolayisiyla A ve A’ izomorfik temsillerdir. Diger

41



yandan, eger g: A — A’ temsillerin bir izomorfizmasi ise 0 zaman her bir g;, G Lg; (k)

> nin bir elemanidir ve boylece A’ = g(A) = g - A olur.

Tamim 5.1.4. Bir A temsili olmak iizere Stab A ={g € G4lg - A = a} kiimesine A’

nin sabitleyicisi (stablizer) denir.

Yardimci Teorem 5.1.5. d € Z™ olsun. O zaman

(1) d boyut vektorlii A temsili i¢in

dimgp, =dimG; —dim Aut A
dir.
(2) E;’ de esboyutu 0 olan en ¢ok bir g yoriingesi vardir.

Kanit: (1) G,;/StabA — §,,g » g.A ile tanimlanan doniisiim birebir ve 6rtendir.
Dolayisiyla G,;/Stab A ve §, ayni boyuta sahip olur. Stab A = Aut A oldugundan

sonug elde edilir.

(2) Cebirsel gesitlilik olan E; indirgenemezdir (yani, herhangi bir bos olmayan agik

alt kiimenin yogun) ve esboyutu sifir olan bir yoriinge E; i¢inde agiktir.

5.2 Bir Quiverin Kuadratik Formu

Bu boliimde Q ile iliskili olan kuadratik form, kok kavrami ve aralarindaki iliskiler

incelenecektir.

Tanim 5.2.1. Q yonlendirilmis dongii icermeyen bir quiver olsun. Xq,xy,..., X,
degiskenler olmak iizere katsayilar1 Z’ den gelen 2. dereceden homojen polinomlara
n-li integral kuadratik form (n-ary integral quadratic form) denir. Boylece b;; € Z
icin
n
q(xy,Xg, ey Xp) = Z bj x;x;
ij=1
formundadir.
Burada kuadratik form bir doniisiim olarak su sekilde diisiinebilir:

q:Zn — 7 ,x = (xl;xz; ---;xn) = q(x)
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Ayrica her v € Zigin q(rx) = r?q(x) olur.

q bir kuadratik form olsun. O zaman asagidaki simetrik bilineer formu (symmetric

bilinear form) (-,-) tanimlanabilir:
(6 y) =qlx+y)—qlx) —q() (5.1
Basit bir hesaplama ile (x,y) = X b;; (xl-x]- + x]-xl-) olur. Tersine simetrik bilineer
form verildiginde kuadratik form;
1
q(x) = (x,x)
formiil ile gosterilebilir.

Tanmim 5.2.2. Q yonlendirilmis dongii icermeyen bir quiver olsun. Kuadratik form

asagidaki sekilde tanimlanir:
qQ:7" — 7, q(x) = ZiEQl xiz - ZaEQZ Xs(a)Xt(a)

Ornek 5.2.3. Q quiver: asagidaki sekilde almsin.

Sekil 5.3: Ornek 5.2.3. icin diyagram

Kuadratik formu su sekildedir:
q(x) = X7 + x5 + x5 — x1%, — X3
Teorem 5.2.4. Q’ nun herhangi bir A temsili alinsm.

Asagidaki sekilde A’ nin projektif ¢oziiciisii vardir:

1] y Py » Py » A 0

Sekil 5.4: Teorem 5.2.4. i¢in diyagram

Onerme 5.2.5. d boyut vektorlii bir A temsili igin

q(d) = dimHom (A4,A) — dim Ext1(A4, A)

olur.

Kanit: Standart projektif ¢oziiclisii goz Oniine alinsin.
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0— @ dyey P(t(@)) 5 @ 4P 54— 0

Q€EQ; i€Q

Hom(—, A) funktorunu uygulayarak, asagidaki tam dizi elde edilir:

0 — Hom(A,A) — @ d;Hom(P(i),A)

i€Qq

— @ dsyHomP (t(a)),A) — Ext'(4,4) — 0

aEeQ,

Her bir P(i) projektif oldugu igin bu dizideki son terim 0’ dir. Boylece
dim Hom (4, A) — dim Ext'(A, A) asagidaki denkleme esit olur:

Z d; dim Hom(P(i),A) — Z ds(a) dimHom(P(t(a)), A).

iEQl aeQ;

Dolayisiyla bu ifade

Z df — Z ds()de(a)

iEQl aEQz

esit olur.

Tanmim 5.2.6. A,D ya da E tipli Dynkin diyagramlarina bir kdsenin (ve bazi
kenarlarm) eklenmesiyle elde edilen ve Oklidyen diyagramlari (Euclidean diagrams)
veya afin Dynkin diyagramlar (affine Dynkin diagrams) olarak adlandirilan (Sekil
3.1) diyagramlardir. Oklidyen diyagrammin kendisi bir Dynkin diyagrami degildir
fakat Oklidyen diyagramindan herhangi bir kose silinirse Dynkin diyagramlarinm bir
birlesimi elde edilir. Bdylece Oklidyen diyagramlarma genisletilmis Dynkin

diyagramlar: (extended Dynkin diagrams) denir.
Tanim 5.2.7. q bir kuadratik form olsun.

(1) Her x # O i¢in eger q(x) > 0 ise q’ ya pozitif tanimli (positive definite) denir.
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(2) Eger her x i¢in q(x) = 0 ise q’ ya pozitif yari-tanimli (positive semi-definite) denir.

Yardimct Teorem 5.2.8. Q baglantili quiver olsun. Her x € Z" i¢in (d, x) = 0 olacak
sekilde d = (d;) € Z™\{0} olsun. O zaman

(1) q pozitif yari- tanimlidir.

(2) Her i i¢in d; # 0 olur.

(3) g(x) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul a, b tamsayilar1 i¢in x = %d olmasidir.
Kanit: (2) n;; gosterimini; j* den i’ ye ok vardir dyle ki i’ den j’ ye olan oklarin

sayisinin toplami olarak kullanilacaktir. Bagka bir deyisle; n;;, @ nun altinda yatan

cizgedeki kenarlarm sayisi olur. Ayrica kdseleri 1,2, ..., n olacak sekilde etiketleyerek

(rastgele) bir siralansin. Bu gosterim ile

i=1 i=1 j:j<i
ve
n n
(x,y) = Z 2x;x; — E nijXiX;
i=1 i=1 j:j+i

olur. Simdi, d’ nin Yardimci Teoremin 5.2.8” nin hipotezlerini sagladig1 varsayilsin
ve ¢; = (0,...,0,1,0, ...,0) ifadesinin Z™’ deki i. standart baz vektorii oldugunu kabul

edilsin. O zaman 0 = (d, ;) = 2d; — X.;.j; N;;d; elde edilir.
Boylece

di = Xj.j<iNijd; (5.2)

“dir. n;; = 0 oldugundan, eger d; = 0 olacak sekilde bir i kdsesi varsa, o halde tim
komgular1 j igin de d; = 0 olur. Q baglantili oldugundan, bu durum her j € Q; i¢in

d; = 0 oldugunu gosterir. Bu da bir geligkidir.
(1) Simdi x € Z" olsun. O zaman (5.2) kullanarak asagidaki esitlik elde edilir:
X2
St =SS
. — O L.
=1 i Ji<i
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Son ifade diizenlenerek asagidaki ifade elde edilir:

2
n 2 _ X
i=1Xi = ZiZj:j<inijdjd_i

Tlijdj x?

= i Xj.ji 5 d—ii (5.3)
nijdjx} | ngjd; X5
B IR ey (5.4)

2
Tli]'did]' ﬁ-l-x—J
= Xilpj<iT 2 \a? a?

(5.3) ifadesi saglanir ¢iinkii j < i ciftlerinden j # i swrali ¢iftlerden toplamdaki
degisiklik 2 ile boliinerek kolaylastirilir ve (5.4) ifadesi saglanir, ¢linkii toplamdaki
J # i ¢iftlerinden sirali ciftler j < i’ ye yapilan degisiklik, ikinci terimin eklenmesiyle

telafi edilir.

Boylece,

qx) = xiz - 2i2j:j<inijxixj

2
_ mijdidj (xf | X)L xix)
= Xi Xjij<i —to—2—

2 ai = df did;
nijdid; _x; Xj
=il G =)’ (5.5)
i J

d;, dj > 0ven;; = 0 oldugundan q(x) = 0 elde edilir.

(3) Ayrica, (5.5) ifadesi q(x) = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart n; ; # 0 oldugunda

% = % olmasidir. Q baglantili oldugundan, q(x) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
i j

. X X
her i,j € Q; icin —d‘ = —d’ olmasidir.
i J

Teorem 5.2.9. Q baglantili bir quiver olsun. O zaman

(1) ¢ pozitif tamimhidir ancak ve ancak @, A,D,E Dynkin tipindedir.
(2) g’ nun pozitif yari-tanimh olmasi igin gerek ve yeter kosul Q, A, D, E Oklidyen
tipinde ya da A, D, E Dynkin tipinde olmasidir.

Kanit: (1) ve (2)° nin ispat1 aym anda yapilacaktir. Q Oklidyen tipli bir quiver olsun.

q’ nun pozitif yari-tanimli oldugu gosterilecektir. Yardimci Teorem 5.2.8° den her bir
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Oklidyen diyagram her x icin (8,x) = 0 olacak sekilde bir § vektorii bulmak

yeterlidir. § vektorleri Sekil 3.1 de gosterilmistir.
Her x l(;lIl (6, X) = Z?zl 2619(] - Z?zl Zj:j:#i nu5lx] = 0’ drr.

Ornegin; E; icin

(8,x) = 2x; + 4x, + 6x3 + 4x, + 2x5 + 4xg + 2,
—2X1 — Xy — 2X3 — 3X4 — 2X5 — 3Xg — 2%,
—3Xy — 2X3 — X4 — Xg
—2x3

=0.

Tersine, Q pozitif yari-tanimli olsun ve kabul edilsin ki Q ne Oklidyen ne de Dynkin
olsun. Bu durumda Q, Oklidyen tipte 6z bir Q' alt quiver1 igerir. q’,
Q" nun kuadratik formu ve &, Sekil 3.1’ deki verilen bir boyut vektorii olsun. Eger Q
ve Q' ayn1 kose kiimesine sahipse o zaman Q, Q' dan daha fazla ok icerir. Dolayisiyla
0 =q'(6) > q(6) olur bu da bir geliskidir. Baska bir deyisle; eger Q, Q' dan daha
fazla koseye sahipse Q' da bulunan bir kdse i;’ e bir ok ile bagli olan Q daki bir kdse
j1 segilsin ve her i € Q i¢in x” i x; = 24; , x;, = 1 ve tiim diger j € Q i¢in x; = 0
tanimlansm. O zaman q(x) = q'(26) +1 —26;, =1—25;, <0 olur. Bu da bir
celiskidir. Bu g’ nun pozitif yari-tamimli olursa Q° nun Oklidyen ya da Dynkin
oldugunu gosterir. Ancak, eger q pozitif tanimli ise o halde Q Dynkin olmalidir, ¢linkii
her Oklidyen diyagram icin &, q(§) = 0 olmalidir.

Sadece sunu gdstermek kalir: Eger Q; A, D, E Dynkin tipinde bir quiver ise o zaman

q pozitif tanimlidur.

Q, n+ 1 ile etiketlenmis bir kose ekleyerek elde edilen Oklidyen bir quiver olarak

almsmn ve g, Q nun kuadratik formu olarak tanimlansin. q(x) < 0 olacak sekilde x €

Z™\{0} var oldugu kabul edilsin. x € Z"*1, x; = x; ile tanimlanan vektor eger i #
n+1ve x,,1 =0 ise q(x) = q(x) <0 olur ve boylece gq(x) = 0 olur, ¢iinkii q
pozitif yari-tanimlidir. Yardimci Teorem 5.2.8° den baz1 a, b tamsayilar1 icin x = %6

vardir. Ancak bu miimkiin degildir, ¢linkii x,,,; = 0 verilmistir. Bu ¢eliskidir. Boylece

q pozitif tanimhdir.
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5.3 Kok Tanim ve Ozellikleri

Bu boliimde Gabriel teoreminin ispat1 i¢in gerekli olan pozitif ve negatif kok tanimi
yapilacaktir. Pozitif yari-tanimli kuadratik bir form i¢in iki tiir kok vardir : gercek kok

ve sanal kok.

Tamm 5.3.1. x € Z™\{0} bir eleman olmak iizere eger q(x) = 1 ise gercek kik (real
root) ve eger q(x) = 0 ise sanal kok (imaginary root) olarak adlandirilir. ¢, tiim

koklerin kiimesi olarak verilsin.

e; = (0,...,0,1,0, ...,0) € Z" olsun. Yani Z" ’ nin her elemani (6zellikle her kok ) b; €
Z olmak iizere ); b;e; formundadir. @ = }}; b;e; icin eger tiim b; > 0 ise pozitif kok
(positive root ) ve a, her b; < 0 ise negatif kok (negative root) olarak adlandirilir. ¢,

pozitif koklerin kiimesi ve ¢_ negatif koklerin kiimesini ifade etsin.

Yardimci Teorem 5.3.2.

(1) Her i € Q, i¢in e; gercek koktiir.
(2) Eger a bir kok ise —a’ da bir koktiir.

(3) Eger a bir Oklidyen quiverm kokii ve a, Sekil 3.1 deki § sanal kok degil ise o

zaman a — A bir kok olur.

(4) Eger q pozitif yari-tanimli ise her kok ne pozitif ne de negatiftir ve ¢ = ¢p_ U ¢,
ve p_ = —¢,’ dir.

Kanit: (1) g tamimindan agiktir.

(2) g(—a) = q((-Da) = (-1)?q(a) = q(«) oldugundan agiktir.

(3) ifadesini gostermek icin (5.1) esitliginden q(a — &) = q(a) + q(—=6) + (a,—6)
olur. Bu da g(a — §) = q(a) sonucunu verir, ¢iinkii §” nin tanimi geregi q(a — §) =

(a,6) = 0’ dur.

(4) a=X;be; bir kok olsun ve @ = X;psobie; ve P =X, <ob;e; olarak

tanimlansin. Boylece a = ¢ + 1 olur. Eger ¢ ve ¢ sifirdan farkli kabul edilsin.

¢:2<Piei ) lpzzlpiei
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olarak yazilir. Sunu not edelim ki ¢;1; = 0 ve @;3; < 0’ dir. Dolaysiyla (@, y) >
0 olur. Simdi q(a) =q(p +¥) =q(p)+q@) + (¢, ) oldugundan g(a) >
q(p) + q(¥) elde edilir. Fakat g(a), ya 0 ya da 1’ dir. Boylece q(¢) + q(¥) <0
olur. g pozitif yari-tanimli oldugundan q(¢@) = q(y) = 0 elde edilir. Boylece

Yardimci1 Teorem 5.2.7° den bazi ¢, d tamsayilari icin ¢ = 2/1 olur. Ozellikle tiim i

koseleri icin ¢; # 0 olur. Bu nedenle ¥ = 0 ve a = ¢ pozitif olur.

Sonu¢ 5.3.3. Eger Q, Dynkin tipli ise o zaman sonlu sayida kok vardir ve her kok
gercek bir koktiir.

Kanit: g pozitif taniml1 bir kok oldugu i¢in sanal kdk yoktur. @, ¢” nun pozitif bir kokii
olsun. Q, Q° yu genisletilerek elde edilen bir Oklidyen quiver: olsun ve yeni kose i

ile gosterilsin. O zaman g, Q’ nun kuadratik formu olsun ve &, Sekil 3.1’ de verilen
@’ nun sanal koki olsun. O zaman a — §, Yardimc1 Teorem 5.3.2.” den i, kdsesinde
oldugundan negatif bir kok olur. Bu da her bir i € Q; i¢in a; < §; olur ve « i¢in
yalnizca sonlu sayida olasilik vardir. Bu sonug ile; bir Dynkin diyagraminin her pozitif
kokii, ona karsilik gelen Oklidyen diyagraminin sanal kokiinden daha kiiciik olur. Bu
durum, Dynkin diyagramlarmda tiim pozitif koklerin tam bir listesini yapmamiza

olanak saglar.

5.3.1. A, tipindeki quiverlarin pozitif kokleri

A,, tipinde, pozitif kok a, A,, tipindeki sanal kokii 6> dan daha kiiciiktiir. Bu yiizden
her i € Q; icin a; <1 olur. Eger a pozitif bir kok ise o zaman a; = 1 olmasi
durumunda i kdselerinin kiimesi, @ nun bagli bir altquiverlarinin formunda olmalidir.

Boylece pozitif kokler 1 < ¢ < d <n olacak sekilde c,d ciftleri ile indekslenir.

Pozitif koklerinin sayis1 @’ dir.

Ornegin , A tipindeki pozitif kokler sunlardir:

100,010,001,110,011,111
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5.3.2. D, tipindeki quiverlarin pozitif kokleri

D,, tipindeki, pozitif kok a, ID,, tipindeki sanal kokii 8 dan daha kiiciiktiir. Bu
yiizden 1,n — 1, n etiketlenen ti¢ dis kdse hari¢c her i € Q; icin a; < 2’ dir. Ancak Q’
nun A tipindeki altquiverlari, Q” nun A tipindeki koklerine karsilik gelir. D tipinde

olan fakat A tipinin alt quiverlarina karsilik gelmeyen pozitif kokler:

1 1 1 1
11..11, 11..12, 11..122,..., 12..22.
1 1 1 1
> dir.
Pozitif koklerin sayisi n(n — 1)’ dir.

Ornegin; D5’ in pozitif kokleri sunlardir:

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
100 , 010 , 0O1 , 00O , 000 , 110 , 011 , 001 , 001 , 111
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0
1 0 1 1 0 1 1 1 1 1
o1r , o1r , oor , 111 , 111 , O11 , 111 , O12 , 112 , 122
0 1 1 0 1 1 1 1 1 1

D,’ in pozitif kokleri sunlardir:

100,010,001,000,110,011,010,110,111,011,111,121
0 0 O 1 0 0 1 1 0 1 1 1

50



5.3.3. E, tipindeki quiverlarin pozitif kokleri

E, tipindeki, pozitif kok a, Eg tipindeki sanal kok 8 dan daha kiiciiktiir. Boylece

a < 12321 olur.
2

Ancak Q’ nun A ve D tipindeki alt quiverlari, Q° nun A tipindeki ve D tipindeki
koklerine ortaya ¢ikar. 36 pozitif kok vardir; A ya da D de olmayan kokler sunlardir:

o, 1i12ir o, 12211 , 11221 , 12221 , 12321 , 12321
1 1 1 1 1 1 2

5.3.4. E, tipindeki quiverlarin pozitif kokleri

E, tipindeki, pozitif kok a, E, tipindeki sanal kokii 8” dan daha kiigiiktiir.
Boylece a < 234321 olur.
2

63 tane pozitif kok vardir. A, D ya da E; olmayan kokler sunlardir:

1111l , 112111, 112211, 122111 , 112221 , 122211 , 122221 , 123211
1 1 1 1 1 1 1 1
123221 , 123211 , 123321 , 123221 , 123321 , 124321 , 134321 , 234321
1 2 1 2 2 2 2 2

5.3.5. Eg tipindeki quiverlarin pozitif kokleri

Eg tipindeki, pozitif kok @, Eg tipindeki sanal kokii 6> dan daha kiiciiktiir.
Boylece o < 2465432 olur.
3

120 tane pozitif kok vardir. A, D ya da E; olmayan kokler sunlardir:
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11t o, 1121111, 1221111 , 1122111 , 1222111 , 1122211 , 1232111
1 1 1 1 1 1 1

1222211 , 1122221 , 1232111 , 1232211 , 1222221 , 1232211 , 1233211
1 1 2 1 1 2 1

1232221 , 1233211 , 1232221 , 1233221 , 1243211 , 1233221 , 1233321
1 2 2 1 2 2 1

1343211 , 1243221 , 1233321 , 2343211 , 1343221 , 1243321 , 2343221
2 2 2 2 2 2 2

1343321 , 1244321 , 2343321 , 1344321 , 1354321 , 2344321 , 1354321
2 2 2 2 2 2 3

2354321 , 2354321 , 2454321 , 2454321 , 2464321 , 24654321 , 2465421
2 3 2 3 3 3 3

2465431 , 2465432

3 3

5.4 Gabriel Teoremi

Gabriel Teoremi, 1972 yilinda Alman matematik¢i Peter Gabriel tarafindan
yayimlanan makalede [4] ortaya konmustur. Makale temsil teorisinin smiflandirma
problemini ¢ozmeye yonelik ilk tam sonuglardan biri verilmistir. Bu ¢alisma sonlu
boyutlu cebirlerin temsilleri iizerine bir sonuctur. Ilk olarak, bir quiverin temsillerinin
cebirsel olarak yol cebrinin modiilleriyle nasil iliskili oldugunu kurarak bu iki
kuramsal yapiy1 birbirine baglamistir. Ardindan, ayristirilamaz temsillerin yapilarmi
derinlemesine incelemis ve hangi quiverlarin yalnizca sonlu sayida temsile sahip
oldugunu belirlemistir. Temel sonug olan Gabriel Teoremi’ nde, yalnizca altinda yatan
yonsiiz cizgeleri bir Dynkin diyagrami (A, D, E¢, E;, Eg) olan quiverlarin sonlu
sayida ayristirilamaz temsile sahip oldugunu ispatlamistir. Bu boliimde, sonlu temsil
tiiriine sahip quiverlar1 siiflandirmasinda 6nemli rol olan Gabriel’ in Teoremi ve bu

teorem i¢in gerekli olan bilgiler [6]-[18] verilecektir.
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Onerme 5.4.1. Q quiver: baglantili olsun ve A, d boyut vektorlii bir temsili olsun.

O zaman

codimgp, = dimEnd A — q(d) = dim Ext'(4,A)

olur.

Kanit: Yardimci Teorem 5.1.5° den dimgp, = dim G, — dim Aut(A)’ dir. A’ nin
otomorfizm gruplari endomorfizm gruplarinin agik bir alt grubudur. Boylece
dim Aut(A4) = dim End(A). Baska bir deyisle; GLq, , df’ nin boyutudur. Bu yiizden

dim G, = Y;eq, df olur.
Dolayisiyla
codimgp, = dimE; — dimg,

aEQ, iEQl

Boylece codimgp, = dimEnd A — q(d)’ dir. Onerme 5.2.6° dan dimEnd A —
q(d) = dimEnd (A, A)’ dur.

Sonug 5.4.2. Eger q(d) < 0 ise o zaman d boyut vektoriine sahip Q’ nun temsillerinin

sonsuz sayida izosinif1 vardir.

Kanit: dim S = d olmasi durumunda q(d) < 0 olsun. O zaman Onerme 5.4.1° den
codimgps = dim End S = 1’ dir. Bdylece E;’ nin boyutu, yoriingelerinin boyutundan

daha biiytiktiir. Boylece yoriingelerin sayisi sonsuz olur.

Yardimci Teorem 5.4.3. Eger

Sekil 5.5: Yardime1 Teorem 5.4.3 i¢in diyagram
temsillerinin par¢alanamayan kisa tam dizisi ise o zaman
dim @ gy < dim g

> dir.
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Teorem 5.4.4. (Gabriel’s Teoremi) Q baglantil quiver olsun.

(1) @’ nun sonlu temsil tipinde olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Q, A, D ya da E
Dynkin tipindedir.

(2) Eger Q , A, D yadaE Dynkin tipinde ise o zaman boyut vektorii yardimiyla, Q’
nun ayristirilamaz temsillerinin  izosmifi ile pozitif kokler kiimesi arasinda birebir

esleme vardir.

x:indQ — ¢, , x(S)=dimSs

Kanit: {lk olarak (2)’ i gdsterilecektir. y iyi tanimlidir:

S bir ayristirilamaz temsil olsun. g(dim S) = 1 oldugunu gosterilecektir. Dolayisiyla
Onerme 5.2.6° dan EndS =k ve dimExt!(S,S) = 0oldugunu gostermek
yeterlidir. End S = k oldugunu gostermek i¢in, S° nin boyutu iizerinde tiimevarim
yapilacaktir. Eger S basit bir temsil ise sonug¢ agiktir. Simdi S’ nin boyutunun 1’ den
biiyiik oldugunu ve S’ nin tiim 0z ayristirilamaz alt temsili olan L icin End L = S

oldugu varsayilsin.

End S # k oldugu kabul edilsin. S ayristirilamaz oldugu i¢in Sonug 4.2.6° dan bazi
A€k ve g istel sifir endomorfizmler i¢in S’ nin her endomorfizmi Alg+ g
formundadir. Ancak End S # k oldugu i¢cin 0 # g € EndS bir istel sifir
endomorfizm vardwr. Bu yiizden bazi n > 2 icin g" =0 olur. Fakat genelligi
bozmaksizin n = 2 oldugunu varsayilsin. Aksi halde g’ yi g™~ ! endomorfizmasi ile
degistirmek yeterlidir. Ancak, karesi sifir olan sifirdan farkli endomorfizmler
arasmdan goriintiisii minimum boyuta sahip olacak sekilde g’ yi segilebilir. g2 = 0
oldugu i¢cin gor g € cek g olur.

Dolayisiyla gor g N L sifirdan farkli olacak sekilde ¢ek g’ nin ayristirilamaz dik

toplanan1 L temsili vardir. w : ¢ek g — L projeksiyon fonksiyonu olsun. gor g c

cek g’ den meydana gelen i¢erim doniisiim ile 7’ nin bileskesi i ile gosterilsin.

icerim ™

gorg > cekyg > [

w

i
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Sekil 5.6: Gabriel Teoremi i¢in diyagram

O zaman bileske islemi ile,

g g {]Uf‘g i J icerim g

Sekil 5.7: Gabriel Teoremi i¢in diyagram
bu doniisiim S’ nin sifirdan farkli karesi 0 olan bir endomorfizmasi ve goriintii kiimesi
i(gor g)’ dir. g’ nin minimalligi ve dimi( gor g) = dim gor g oldugundan i

birebir olur. Dolayisiyla asagidaki kisa tam dizi olusur.

00— gdry . L coker i ———— ()

Sekil 5.8: Gabriel Teoremi i¢in diyagram

Hom(—, L) funktorunu uygulayarak bir 6rten morfizm elde edilir:
Ext*(L,L) ——— Euzt’(gorg,L) ——— 0 (5.6)

Sekil 5.9: Gabriel Teoremi icin diyagram

Tiimevarim varsayimindan dim Hom (L,L) =1 ve q pozitif tanimli oldugundan
Sonu¢ 5.2.5.° den dimExt!(L,L) =0 elde edilir. Bu nedenle (5.6) dan
Extl(gor g,L) = 0 oldugunu gosterir. Simdi asagidaki degismeli diyagram ele
almsm. Bu diyagramda diziler tamdir ve alt dizi iist dizinin T morfizmas1 boyunca

itme fonksiyonu ( push out ) alinarak elde edilmistir.

0 cekg § —L— girg —— 0

0 L X ghing —=

Sekil 5.10: Gabriel Teoremi i¢in diyagram

Ext'(gor g, L) = 0 oldugundan alt dizi pargalanir. Boylece hk,; = 1, olacak sekilde
h: X — L morfizmas1 vardwr. L, ¢ekg’ nin dik toplanani oldugundan v:L — ¢ek g

icerim (inclusion) doniistimii vardr ve mv = 1, olur. hk,:S — L ve yv:L — S
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morfizmalart vardir ve bu morfizmalar hk,yv = hkynv = 1,1, = 1; 0zelligini
saglar. Bu L’ nin, S’ nin ayrigtirilamaz temsillerinin bir dik toplanani oldugunu
gosterir. Boylelikle L = 0 yada L = S olur. Ancak L # 0 ¢iinkii gér g N L sifirdan
farklidir. Ayrica L # S ciinkii L < ¢ek g ve g sifirdan farkli bir doniistimdiir. Bu bir
celiskidir. Boylece dim End S = 1 oldugunu gosterir. g pozitif tanimli oldugundan
dim Ext'(S,S) = 0 ve q(dim S) = 1 olur. Boylece dim S porzitif bir koktiir ve y iyi

tanimlidir.

x birebirdir: dim S = dim S’ olacak sekilde S,S’ ayristirilamaz temsiller olsun.
Yukarida gosterildi ki Dynkin tipinde ayristirilamaz temsillerinde kendileriyle 6z
genislemesi yoktur. Bu nedenle ¢ ve g+ yoriingelerinin her ikisinde esboyutu 0’ dir.
Dolayisiyla Yardimcr Teorem 5.1.5° den S = S’ olur. Bu, y fonksiyonun birebir

oldugunu gosterir.

x ortendir: Q, Dynkin tipli olsun. dim S = d olacak sekilde d pozitif kok olacak
sekildeki S temsili i¢in g, E;’ deki en biiylik boyuta sahip olsun. S’ nin
ayristirilamaz temsil oldugunu gosterilecektir. S = S; @ S, oldugunu varsayilsin. Ilk
olarak, Ext1(S;,S,) = Ext1(S,,S;) =0 oldugunu gosterilecektir. Ext1(S;,S,) # 0

varsayilsin. O zaman su sekilde par¢alanmayan kisa tam dizisi olusur:

0 > Sy ¥ S1 > ()

Sekil 5.11: Gabriel Teoremi i¢in diyagram

Not edilsin ki dim E = dim S olur. Sonug¢ 5.4.4° den dimgg < dim g olur. Bu da
s> nin maksimal olmasi ile ¢elisir. Béylece Ext'(S;,S,) = 0 olur. Simetrik olarak

Ext1(S,,S;) = 0 olur. Sonug 5.2.4.” den su sonug ortaya ¢ikar:
1 =q(d) = dimHom (S;®S,,5,®DS,) = 2

olur. Bu ise ¢eligkidir. Boylece S ayristirilamaz ve y(S) = d olur. Dolayisiyla y
ortendir. Bu (2)’ yi gosterir.

(1) Q’ nun Dynkin olmadigini varsayilsin. O zaman q(d) < 0 olacak sekilde d # 0
olan dyle bir boyut vektdrii vardir. Sonug 5.4.2.” den boyut vektorii d olan temsillerin
sonsuz sayida izosinifi vardir. Bu temsillerin her biri, ayristirilamaz temsillerin sonlu

dik toplamidir ve dolayistyla ayristirilamaz temsille izosniflarinin sayisi sonsuzdur.
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6. A, TiPLi BiR QUIVER TEMSILININ PARCALANISI

Bu boliimde ilk olarak her bir temsilin ayristirilamaz temsillerin tek tiirlii sekilde dik
toplanabilecegi ifade eden Krull-Schmidt teoreminden s6z edilecektir. Hans Derksen
ve Jerzy Weyman [5] yayimladiklari 6nemli calismalari ile quiver temsilleri teorisine
biiylik katkilarda bulundular. Bu ¢alismada 6zellikle quiver invaryantlar1 ve temsil
kategorileri tizerinde yogunlastilar. Ana hedefleri, bir quivera karsilik gelen temsillerin
modiil uzaylarindaki geometrik yapilar1 ve bu yapilarin cebirsel invaryantlarla nasil
tanimlanabilecegini anlamaktir. Daha sonrasinda Derksen ve Weyman den yola
cikarak A temsilleri i¢in pargalanig elde edilecek ve Python programinda bu

parcalanislar i¢in elde edilen kodlar 6rneklerle birlikte verilecektir.

Teorem 6.1(Krull — Schmidt Teoremi): Q bir quiver olsun. M € rep; Q olmak iizere

her M; € rep,Q ayristirilamaz temsiller

M=M®&M,®d - &M,
seklinde tek tiirlii yazilir.

Kanit: M’ nin boyutu iizerinde tiimevarim uygulanacaktir. M ayristirilamaz temsil
olsun. O halde agiktir. Bu yiizden M ayristirilabilir temsil varsayilsm. M’ ve M"', M’
nin boyutundan kesin olarak daha kii¢iik boyutta olacak sekilde M = M'@&M""’ dir.
Timevarim kabuliinden M' ve M" i¢in su sekilde pargalanis vardir. M]f, ,M]f,',
ayristirilamaz olmak tizere M’ = M, @M,/ @® -+ &M, M" = M @M, ® - ®M/n

olur. Boylece pargalanigin varligi gosterilmis olur.
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Ornek 6.2. (Derksen ve Weyman) (2005):

X

Q: 1 —— 2

Sekil 6.1: Ornek 6.2. icin diyagram

quivermin

1

ﬂ_{lg:k—>;{-

Sekil 6.2: Ornek 6.2. icin diyagram
ayristirilamaz temsilleri yardimiyla bu quiverin herhangi bir S temsili;
n, =dimsS; ,n, =dimS,,r = rank a olmak iizere;

S=S"T@®S, T dMl,

Kanat:
Q kM %y

Sekil 6.3: Ornek 6.2. icin diyagram
almsm. O zaman
S gy g2
fl fll lfz
s’ p—
faof !

Sekil 6.4: Ornek 6.2. icin diyagram
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f =(f1,f,) izomorfizma olmak iizere f;:k™ — k™ ve f:k™ — k™

izomorfizmdir. foa fi1 in matris formu [Ir 0] tipindedir. f, o f71* in
0 0 NyXnq

morfizmi ile Q” nun diger temsili olan S’ alinsm. Dolayisiyla f, a f;"* blok diyagonal

bir forma sahiptir.

S= (@M T7S)B(@TS,)D(D My,) .

Ornek 6.3. nq,n,,n3 € Z* olmak lizere A, tipli quivermda
M: ke B gne B gns

temsili goz Oniline alinsin. rankf; = ry,, rankf, = ry3, rankf, f; = ry3 olsun.

M L1 fi Lna2 f2 Lna

boln s |
g2 fig; ! gafafs’

JI’ ][;,1'31 y k,n-)_ y kng
Sekil 6.5: Ornek 6.3 i¢in diyagram
olacak sekilde g = (g1, g2, g3) izomorfizmasi olsun.

gi1: k™ = k™ | g,i k™2 - k™2, ga: k™ — k™3 izomorfizmadir.

07’1 X(n1—712)

s _ I,
g2f191" in matris formu B; = [0 .
(na—T12)X7T12 (n2=7r12)X(M1—T12) 4y 3,

I 0 _
g3f2f2—1’ in matris formu B2 = [0 723 0 123X (Ny—123) ]
(n3—123) X123 (n3—r23)X(N3—713) -
15 : . Ir13 07”13><(Tl1—r13)
9s(ff1)g1 "’ in matris formu B; = [0 0 ]
(n3—r13) X713 (n3—r13)xX(M1—113) -

B; matrisinden elde edilen parcalanis;
(k - k)T12 @ (k - 0)"1—7“12@(0 - k)nz—ﬁz
B, matrisinden elde edilen parcalanis;

(k - k)Tzs @ (k - 0)"2—7”23@(0 - k)n3—r23
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B matrisinden elde edilen parcalanis;

(k- k)@ (k->0)"1""3g(0 - k)"s7"13

olur.

Boylece
S;i:k—0—0
S,:0 —>k—0
S3:0—>0—k

M,k —k—0
My3:0 >k — k
Mis:k—k —k

ayristirilamaz temsilleri olmak tizere
ny—r Ny—T12—T23+T Nn3—r- T12—T To3—T T
M = Sl 1 12 @SZ 2 12 23 13 @Ss 37123 @Mléz 13 @MZ:Z; 13 @Mléﬁ

elde edilir.

Ornek 6.4. Astipli bir quiverin

Mk B2 Bk

temsili ele alinsin. f; = [ﬂ ve f, = [1 O] olsun. rankf; = r;, = 1, rankf, = ry3 =

1, rankf,f; = r;3 = 1 olur. Dolayisiyla M temsili su sekilde olur:
M = Sil@sE I esi oMl oM oMy,

M = S,®M,,

M=0—k— 00k —ok—k)
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A, tipli bir quiverm bir temsili i¢in elde edilmis pargalanis i¢in diizenlenmis Python

kodu asagidaki gibidir:

def decompose_a3_representation(nl, n2, n3, {1, {2):

mnn

Decomposes an A3 quiver representation into a direct sum of indecomposable
representations.

Args:
nl: Dimension of V1.
n2: Dimension of V2.
n3: Dimension of V3.
r12: Rank of the map f1: V1 -> V2.
r23: Rank of the map f2: V2 -> V3.
r13: Rank of the composite map f2 o fl: V1 -> V3.

Returns:
A dictionary containing the indecomposable components and their dimensions.

# Compute dimensions of the simple modules (S1, S2, S3)
S1=nl-rl2 # Simple module at V1

S2=n2-r12-123 +rl13 # Simple module at V2

S3 =n3 - r23 # Simple module at V3

# Compute dimensions of the string modules (M12, M23, M13)
MI12 =112 -r13 # String module from V1 to V2

M23 =123 - r13 # String module from V2 to V3

M13 =113 # String module from V1 to V3

# Collect the non-zero components

components = { }
if S1 > 0:
components["S1"] = S1

if S2 > 0:
components["S2"] = S2

if S3> 0:
components["S3"] = S3

if M12 > 0:
components["M12"] = M12

if M23 > 0:
components["M23"] = M23
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if M13 > 0:
components["M13"] = M13

return components

# Example usage
nl, n2, n3 =3, 4, 2 # Dimensions of V1, V2, V3
r12,r23,r13=2,1, 1 # Ranks of f1, f2, and f2 o f1

# Decompose the representation
decomposition = decompose_a3_representation(nl, n2, n3, r12, 123, r13)

# Print the decomposition

print("Decomposition of the A3 representation:")

for component, dimension in decomposition.items():
print(f"{component }: {dimension}")
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