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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalar1 verilmek tizere

asagida listelenmistir.

Simgeler Aciklama

N Dogal Sayilar Kiimesi

Z Tam Sayilar Kiimesi

Q Rasyonel Sayilar Kiimesi

Sn Simetrik Grup

A, Alterne Grup

G = (V(G),E(Q)) G Grafi

V(G) G Grafinin Kose Kiimesi
E(G) G Grafinin Kenar Kiimesi
u~v Komsu Koseler

d’) V Kosesinin Derecesi

A(G) G Grafinin Komsuluk Matrisi
Kf(G) G nin Kirchhoff indeksi
d(u,v) u ve v Arasindaki En Kisa Uzaklik
WW(G) G nin Hyper-Wiener Indeksi
R(G) G nin Randic Indeksi

Sz(G) G nin Szeged Indeksi

Sz,(G) G nin Kenar Szeged indeksi
PI(G) G nin Pi Indeksi

PI,(G) G nin Kenar Pi indeksi



1. GENEL BILGILER

Bu kisimda g¢alismamizda yer verecegimiz kadariyla 6nemli tanim ve teoremler, graf
teorisinin tanimi ve ¢ikis noktasi ile ilgili bilgiler (Nisanci1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021),
(Biiyiikkose, 2021), (Tasci, 2017), (Vasantha, 2009) ve (Biggs, 1986) dan faydalanilarak

sunulmustur.

1.1. Tanim (G,*) cebirsel yapisi (G4) kapalilik 6zelligi ve (G,) birlesme 6zelligi olarak
adlandirilan

(G1):a,bEGigin axb €G

(Gy):a,b,c €Gigin a*x(bxc)=(ax*xb)*c

iki kosulu sagliyorsa (G,*) ikilisine yar1 grup denir.

1.2. Ornek 7t={1,2,---} carpma islemi altinda bir yar1 gruptur.

1.3. Ornekn € Z* i¢in Z, = {0,1,2,---,n — 1} carpma altinda bir yar1 gruptur.

1.4. Tanim (G,*) yar1 grubunda her a € G i¢in a *xe = e *a = a esitligini saglayan

1 1

e €G elemam var ve a*a~! = a~! * a = e olacak sekilde a~! € G eleman1 mevcutsa
(G,*) ikilisine grup denir. a,b € Gicina *b =b xa ise G ye degismeli (abel) grup adi

verilir.

1.5. Ornek G ={-1, 1} kiimesi ¢arpim islemine gére bir gruptur.

1.6. Ornek G,Z7 tamsayilar kiimesi olsun. G, toplama altinda bir degismeli gruptur.

1.7. Ornek Z, ={0,1,2,---,n— 1} fizerinde tanimli toplama islemine gore bir degismeli

gruptur.

1.8. Ornek p # 2 olan bir asal say1 olmak iizere G = Zp \ {0} = {1, 2, ..., p — 1}, kiimesi
carpma altinda bir gruptur.



1.9. Ornek S,, {1,2,..,n} kiimesi iizerindeki permiitasyonlarin kiimesi olsun. S,
permiitasyonlar iizerinde tanimli olan bileske islemine gore bir grup yapisina sahiptir. S,, e
n. mertebeden permiitasyon grubu veya simetrik grup adi verilir. S, simetrik grubunun

mertebesi n! dir.

1.10. Ornek Tiim cift permiitasyonlarin kiimesi 4,, olsun. 4,, S, ’in bir alt grubu olup

A, ’e alterne alt grup denir. Ayrica o(A,,) :n?! dir.

1.11. Ornek D,, = {a,bla? = b™ = 1;bab = a}; D,,, dihedral grubudur. D,, grubu
degismeli grup degildir.

1.12. Ornek G = {(g|g™ = 1), G, n mertebeli devirli bir gruptur.

1.13. Tamim (G,*) bir grup olsun. H, G nin bir alt kiimesi ve (H,*) bir grup ise, H G nin alt

grubu olarak adlandirilir ve H < G yazilis1 kullanilir.

1.14. Ornek 7.9 = {0, 1,2, ..., 9} toplama altinda bir grup olsun. H = {0,2,4,6,8}, Z;, "un

bir 6z alt kiimesidir ve H, G nin bir alt grubudur.

1.15. Ornek Dyg = {a,b|a® = b® = 1,bab = 1}, 12. dereceden dihedral bir gruptur.
H = {1,b,b?,b3,b* b>}, D, alt grubudur. Ayrica H; = {1, ab} de D,4 alt gruptur.

1.16. Tanim (S, o) bir yar1 grup olsun. H, S nin alt kiimesi olsun. Eger (H, 0) bir grup ise, o
zaman (S, o) Smarandache yar1 grubu (S-yar1 grubu)’u olarak adlandirilir. Bu durumu bazi

orneklerle aciklayalim.

1.17. Ornek Z,5 = {0, 1, 2, ..., 14} carpma altinda bir yar1 gruptur. H = {1, 14} € Z:
alalim, H bir gruptur. Béylece (H,") Z,s yar1 grubu olur. Ayrica P = {5,10} € Z;5 Z;s

yar1 grubudur.

1.18. Tanim G bos olmayan bir kiime ve " * " G tizerinde ikili islem olsun.

1) Hera,b € Gigin a*xb € G ve
2) Her a,b,ceGicinax*(bxc)=(axb)*c



3) Hera,b € G iginaxb=>bx*a

oluyorsa (G,*) ye grupoid ad1 verilir.

1.19. Ornek Asagida verilen tabloda G grupoid olsun.

*10]1]12]3(4
0/[0)2]4]1]|3
112]4[1]3]0
2411302
311131024
41310121410

1.20. Uyar1 0 € G olmak iizere a,b € G \ {0} i¢ina * b = 0 ise G sifir b6lenli grupoid olur.

1.21. Tamim Egerhera € Gigin a * e = e * a = a esitligi saglayan e € G varsa G

ye monoid adi verilir.

1.22.UyariEgera € Gigina * b = b * a = e olacak sekilde b € G var ise 0 zaman b,
G de tektir.

1.23. Ornek G =1{0,1,2,...,9}, G iizerinde * islemi tanimlasimn. a, b € G \ {0} ve
a*b = 8a + 4b (mod10) igin (G,*) bir grupoiddir.

1.24. Tanim Bos olmayan bir L kiimesinin, L iizerinde * ile gosterilen carpim olarak
adlandirilan L ye * ikili islemi altinda bir dongii denir.

1. Hera,b € Licinaxb €L.

2.Here € Ligina * e =e x a=aesitligini dogrulayan bir a € L eleman1 mevcuttur. e, L'nin
birim eleman1 olarak adlandirilir.

3. Her (a, b) € L x L siral ikilisi i¢in, ax = b ve ya = b olacak sekilde tek bir tane (x,y) €

L ¢ifti vardir.

1.25. Ornek: L ={e, 1, 2, 3, 4, 5} olsun. L i¢in kullanan dongii asagidaki tabloda verilmistir.



*le|l1 2345
ele|l 213|145
1 {1 |le|5|4 |32
212 13|e|l1 |54
31354 |le|2]|1
414121 |5|e|3
5154|3121 ]e

1.26. Tanim L,(m) = {e, 1,2, ...,n} verilsin. n > 3 {in tek ve m'nin pozitif bir tam say1
oldugu (m, n) = 1 olacak sekilde ve ( m -1, n) = 1, olacak sekilde m < n tamsayi ¢iftini
alalim. Bu takdirde L,, () lizerinde bir ikili islem “0” asagidaki gibi tanimlanir.
1.VieL,(m)icineoi=ioe=1i

2. Vi€ L,(m)i¢gini?=ioi=¢e

3.Vi,jeL,(m);i#j;i+evej+eiginioj =t.

Buradan t = (mj — (m — 1)i)(modn) olup L,,(m) , o islemi altinda bir dongiidiir.

1.27.0rnek: L,(3) = {e, 1,2, ...,7} i¢in L,(3), o islemi altinda bir dongiidiir.

ole|l]2|3]4]5]6]|7
ele|l1[2]3]|4]|5]6]|7
I/1]e|d4|7|3]6]2]5
2/2|6]e|5[1]4]7]|3
3|3[4|7|e|6]2]5]1
414125/ 1]e|T7]|3]6
5/5|7[3]6]2]|e|l]|4
6651 |4]7]3]e]|2
T1713]6/2[5]1]4]e

Yukaridaki tablo ¢oziimlenirse;

1) Viel,(3)i¢ineoi=1ioe =i vardir ve birim eleman e dir.

2) Vi € L,(3) igin i? = i 0 i = e esitliginin kontrolii asagidaki gibi yapilir.
12=101=e 22=202=¢,3°=303=¢, 4°=404=¢, 5°=505=¢, 6=
6ob=¢, 7°=707=e.

3)Vi,jeEL,(3);i#j;i+#evej+#eiginioj=toldugu goriliir.

Buradan t = (3j — (3 — 1)i)(mod7) olup L,(3), o islemi altinda bir dongiidiir.

i =2, j=3 alalm. 203 =5 olup buradan 5 = (3.3 — 2.2) mod(7) bulunur. Boylece

esitlik dogrulanir.



1.28. Tanim R bostan farkli kiimesi lizerinde + ve - ikili igslemleri i¢in
1. (R, +) bir degismeli gruptur.
2. (R,”) bir yar1 gruptur.

(1324

3.Hera,b,c € R elemen iiglisii i¢in nin “+” iizerine sagdan ve soldan dagilim
ozellikleri saglaniyorsa (R, +,-) cebirsel tigliisiine halka denir.
(R,-) birim elemanh bir yar1 grup (yani, bir monoid) ise, 0 zaman (R, +,-) ye birimli bir

halka denir. Tim a,b €R i¢in a-b=>b-a ise (R,+,) a degismeli halka denir.
1.29. Ornek (Z,+,") tamsayilar kiimesi bir halkadir.

1.30. Ornek (Q,+,") rasyonel sayilar kiimesi bir halkadur.

1.31. Ornek 30 moduna gére kalan sinifi Zo = {0, 1,2, ..., 29} olan bir halkadur.

1.32.Tanim Bostan farkli F kiimesinde + ve - ikili islemleri verilsin. Asagidaki kosullari
dogrulayan (F, +,-) tgliistine cisim ad1 verilir.
1. (F,+) bir degismeli gruptur.

(F \ {0},") bir degismeli gruptur.

(134

2
3. VaeFigina-1=1-a = a esitligini saglayan 1 € F eleman1 mevcuttur.
4. F nin her eleman tgliisii i¢in “.” nin “+” iizerine sagdan ve soldan dagilma &zellikleri

saglanir.
1.33.0rnek (Q,+,") rasyonel sayilar bir cisimdir.
1.34. Ornek Zs = {0, 1, 2, 3, 4} bir cisimdir.

1.35. Ornek I = (x? + x + 1), Z,[x] polinomlar halkasimn bir ideali olmak iizere F =

Z5[x]

——=———bir cisimdir.
(x24+x+1)=I

1.36. Tamim (R, +,-) halkasi1 verilsin. R, uygun bir (P,+,.) cismi igeriyorsa, R ye bir
Smarandache halkasi (S-halkasi) denir.



1.37. Ornek Q[x] bir polinom halkas1 olsun. Q € Q[x] oldugundan, Q[x] igin bir S
halkasidir.

1.38. Ornek My, = {(? Z) |a, b, c,d € Q} matris toplama ve carpma islemine gore bir

halka olsun. P = {(g 8) |a € Q} bircisim olan M,,'nin uygun bir alt kiimesidir. Boylece

My, bir S-halkasidir.

1.39. Ornek R = Z;q X 741 X Zy; , bilesen bazinda 11 moduna gore toplama ve carpma
islemleri altinda halka olsun. P = Z;; X {0} X {0} R de bulunan bir cisimdir. Dolayisiyla
R, bir S-halkasidur.

Genel olarak tiim halkalarin S halkas1 olmadigini siradaki 6rnekten goriilmektedir.
1.40. Ornek: 7. tamsayilarin halkasi bir S-halkasi degildir.
1.1 GRAFLARIN TARIHCESI

Graf teori, Leonhard Euler tarafindan 1736 yilinda ortaya atilmis bir ¢aligma alanidir. Euler,

Konigsberg kasabasinin “Yedi Koprii” problemini ¢dzmek i¢in ugrasirken bu teori

temellenmistir.

3 g Dgmsid S
gl 3 s o 2 ZZ Lz

Sekil 1: Konigsberg ve 7 kopriisii

Konigsberg Kasabasinda yer alan Pregel nehri, Kneigh adli adacigin etrafindan akarak Sekil

1 de goriildiigii tizere iki kola ayriliyordu. Sekil 1deki 7 koprii, kentin 4 pargasini birbirine



bagliyordu. Kasaba halki eglenmek maksadiyla kentin farkli noktalarindan hareket ederek 7
kopriiyli birer kez gegip basladiklari noktaya donmeyi denemis ancak kimse geziyi bu kurala
gore tamamlayamamistir. Kentte merak uyandiran bu problem o zamanin iinlii matematikgisi
Leonhard Euler’in ilgisini ¢gekmis ve Euler, problemi tizerinde daha rahat oynayabilecek bir
sekille temsil ederek ise baslamis ve graf teorisinin temeli bu sekilde atilmistir (Biggs ve
Lloyd ve Wilson 1986).

Euler Konigsberg ve 7 kopriisiine ait problemin ¢éziimii i¢in yeni bir uygulama alanin
gelistirmistir. Sonraki yillarda graf teori olarak bilinen bu yeni uygulama alani sadece
matematikle sinirli kalmayan birgok bilimsel problemin de ¢oziimiine katkilar sunmaktadir.
Graflarin, fizikten cografyaya, bilgisayar biliminden bulmacalara ve oyunlara bir ¢ok

uygulama alan1 mevcuttur.
1.2. Grafin Tamimi ve Graf icin Temel Kavramlar
1.2.1 Tanmim Bir G grafi V ile gosterilen nokta kiimeleri yardimiyla bu nokta kiimelerini

birbirine baglayan ve kenar ad1 verilen elemanlardan olusan E kiimesinden meydana gelir ve
G graf (V, E) seklinde gosterilir. (Hall, 1961)

1 e, Vs

.U6

Uz €y US

Sekil 2: 6 noktal1 graf

Sekil de verilen grafta e, = (v4, v,) oldugundan v,, v, komsu noktalardir. e, ve e, kenarlar

ortak v, noktasi ile bagl olduklarindan bitisik kenarlar olarak adlandirilir.

1.2.2. Tanim G grafinda v noktasina baglh kenarlarin sayis1 v noktasinin derecesi olarak

adlandirilir ve d° (V) seklinde gosterilir. G grafinda herhangi bir noktanin derecesi sifir ise



bu nokta ayrik (izole) nokta, herhangi bir noktanin derecesi 1 ise bu noktaya u¢ nokta adi

verilir.

& & v *

Sekil 3: v; u¢ nokta v, ayrik (izole) nokta

1.2.3. Tanim (Zy,*) yart grubu verilsin. x,y € Z,, olmak iizere x * y = 0 ise islemini
gosteren graf sifir graf olarak adlandirilir. x * y = 1 iken islemini ifade eden graf ise birim
graf olarak adlandirilir. Ornegin; Z; = {0,1,2} yar1 grubu bir sifir graftir. Burada = ikili

islemi Z5 tizerindeki adi toplama islemidir.

i) 1 g4

o

Sekil 4: Sifir graf Sekil 5: Birim graf

Sekil 4 ve M; = (g:g® = 1) carpimsal islemine gore birim graf yapisi Sekil 5 ile

gosterilmistir.



2. MATERYAL ve YONTEM

Bu kisimda gruplar1 graf olarak ifade etmeye calisarak graflarin yapisindan gruplarin
ozellikleri incelenmeyecektir. Grubu bir graf olarak tanimlamak i¢in gruptaki birim eleman
kavramindan yararlanilir, bu nedenle grupla iligkili graf birim graf olarak adlandirilir. Birim
graf birim elemani e olan bir G grubundaki iki x, y elemaninin komsu olmasini x - y = e ile
gosterilir. Benzer sekilde bu graftaki x,y elemanlarinin bir kenarla birlestirilebilecegini
soyler. x - y = y - x = e esitligi sebebiyle gruplarda ¢alisacagimiz igin degismeli 6zelligini
kullanmamiz gerekmez. Toplama sayesinde biitiin elemanlar G grubunun birim elemaniyla
iligkilendirilir.

Eger G ={ g, 1| g = 1} ise 0 zaman bunu g? = 1 olarak bir dogru ile temsil edilir. Bu
esitlik, bir grubu graf olarak temsil etmeye ¢alisirken kullanilan bir kuraldir. Noktalar grubun
elemanlarina karsilik gelir, dolayisiyla G grubunun elemanlari, birim graftaki noktalarin

sayisina karsilik gelir.

Asagidaki bilgilerin kaynagi igin kaynakc¢ada bulunan (Akbari, 2007), (Anderson,1999),
(Biiytikkose, 2021), (Tasci, 2017) ve (Vasantha, 2009) referanslarina bakilabilir.

2.1. Gruplarin Graflarn

2.1.1. Ornek 2 moduna gore kalan smiflarin kiimesi olan Z,= {0, 1} toplama altinda bir

grup olup bu grubun birim grafi su sekildedir:

Sekil 2.1

1+ 1 = 0(mod(2)) 0, Z, nin birim grafidir.

2.1.2. Ornek 3 moduna gore kalan smiflarin kiimesi olan Zz; = {0,1,2} burada toplama

altinda grup olup bu grubun birim grafi;
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ile gosterilir.

2.1.3. Ornek 4 moduna gore kalan smiflarin kiimesi olan Z, = {0, 1, 2, 3} grup olup

bu grubunun birim grafi,

0

[ 5%

Sekil 2.3

ile gosterilir.

2.1.4. Ornek G = (g| g® = 1) carpma altinda 6. mertebeden devirli grup olup G nin birim
grafi

ile gosterilir.

2.1.5.0rnek S3 = {e = (1 2 3),p1 = (
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m=( 5 Prers=(3 1 )

simetrik grubu verilsin . S5 ile iligkili birim grafi,

3 Ps

ile gosterilir. S; ve G gruplari altinct mertebeden gruplar olmasina ragmen S ve G nin birim

graflarinin ayni olmadigini goriiyoruz.

2.1.6. Ornek D3 = {a,b |a? = b3 = 1; bab = a} dihedral grubun mertebesi o(D;) = 6

olup D5 ile iligkili birim grafi asagida verilmistir.

ab
& &

=]

D3 ve S3 iin birim grafinin ayni oldugunu gérmekteyiz.

2.1.7. Ornek G = (g|g® = 1) olsun. G nin birim grafi su sekilde verilir:
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2.1.8. Ornek 7. mertebeden G = (h|h” = 1) devirli grup olsun. G birim grafi su sekilde

verilir:

h" h°

2.1.9. Ornek 7 moduna gore kalan siniflarin kiimesi olan Z, = {0, 1, 2, ..., 6} abel grubu
olup bu grubun birim grafi asagidaki gibidir.

{EE
[
o b

Ornek 2.1.8 de Z, ve G nin birim grafinin ayn1 oldugunu gézlemlemekteyiz.

2.1.10. Ornek 12. mertebeden G = (g|g*? = 1) devirli grubu verilsin. G nin birim grafi;

seklindedir.
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I &

N EEE I RS

. = 3 5 =0 3 5 3)
2.1.11. Ornek A, = | ;
rnex Ay h6:(; é i Lll)’h7:(éll ; i ;L)

1 2 1 2
SR RS B AAR
kth:(Z 3 1 4)'h11:(3 1 2 4)J

12. mertebeden alterne grubunun iliskili birim grafi,

seklindedir.
A, ve G 'nin 12. mertebeden oldugunu gézlemlemekteyiz, ancak hem A, hem de G 'nin

birim grafi ayni degildir. Simdi Z;,'nin birim grafin1 buluyoruz.

2.1.12. Ornek 7.,,=A{0, 1, 2, ..., 11} abel grubunun birim grafi,
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seklindedir. Ornek 2.1.10'da verilen G nin birim grafi oldugunu gérmekteyiz. Simdi D;,nin

birim grafini bulalim.

2.1.13.0rnek Dy, = {a,bla® = b® = 1,bab = a}
= {1,a,b,ab,ab?, ab?,ab* ab®, b?, b3, b*, b°} dihedral grubunun birim grafi,

0(D;5) = 12 olmasina ragmen, D,,'nin birim grafinin A,, Z,, Ve G ninkinden farkli oldugunu

gormekteyiz.

2.1.14. Ornek G = (g|g** = 1) devirli grubunun birim grafi asagidaki gibidir.

2.1.15. Ornek Dy, = {a,bla? = b7 = 1, bab = a } dihedral grubunun birim grafi asagidaki
gibidir:



0(D14) = 0(G) = 14 iken, Dy, iin birim grafinin ve G nin birim grafi 6zdes olmadigi

goriilmektedir.

2.1.16. Ornek Z.,,= {0, 1,2, ...,16} abel grubu toplama islemi altinda bir grup olsun.

Z47 nin birim graft,

1 5
16 4 13 12
2 0]
15 11
3 8
14 g
10 7
Sekil 2.16

seklindedir.
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2.1.17. Ornek G = 74, \ {0} = {1,2,+++,16} abel grubunun ¢arpma altinda bir grup olsun.

G ile iliskili birim grafi,



seklindedir.

2.1.18. Ornek 16. mertebeden G’ = (g|g*® = 1) devirli grubunun birim grafi;

G ve G' birim graflariyla 6zdes oldugunu gormekteyiz.

2.1.19. Ornek
G=HXxK={1,g|lg? =1} x (h|n® = 1)
= {(1L,D),(1,h),(1,h*),(1,h%),(1,h*),(1,k°%),(1,k°%),(1,h7),(g, h), (g, h?), (g, h*)
(9.1, (9,h°),(9,h%), (g, 1), (g, h")}

16
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(g, h°) (1, h)

(2. h’) (1,h)

(1, |.|3} (g, h)
(1,h") (2.h')
(2. h') (1, h?)

(g, 1) (1, h%
(g hh) (gD

Sekil 2.19

G = H X K nin 16. mertebeden oldugunu goriiyoruz, ancak birim grafi G'nin, drneklerde

verilen G ve G' nin birim graflar 6zdes degildir.

2.1.20. Ornek 16. mertebeden K = P x Q = {1,g,9% g°lg* = 1} x {1, h, k3, h3|h* = 1}
grubunu g6z oniine alalim.

K ={(11),(1,h),(1,h%),(1,1%), (g h), g 1), g h),

(9,h%), (g% 1), (g% h*), (g% 1), (g%, h*), (g°, 1), (g°, h), (g%, h®), (g°, )}

K nin birim grafi asagidaki gibidir.

(1.h) (LB

g )

o(K) = 0(G) = 16 olup K ve G nin birim graflarmin 6zdes oldugu goriilmektedir.
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2.1.21. Ornek Dg = {a,bla? = b® = 1,bab = a}
={1,a,b,b? b3,b* b b® b7, ab,ab?, ab3, ab*, ab®, ab® ab’}

16. mertebeden dihedral grup olsun. Dg in birim grafi,

seklindedir. 0(Dg) = 0(G) = o(K) = 0(G) = 16 iken Dg grubunun birim grafi belirgin bir

sekilde drneklerde verilen G ve K gruplarinin birim graflarina dzdes degildir.

2.1.22. Ornek G = {glg? = 1} x {h|h® = 1} x {p|p? = 1}
= {(1’1’1)P (9P1P1)F (11 h'i 1)1 (11 h'zi 1)1 (gﬁ h'l 1)I (g! hzl 1)! (1F1F p); (g: h: p)r
(9,1,p),(g,h? p),(1,h,p), (1, K%, p)} grubunun birim grafi

(g.1.1)
(1.h.p) (1,h,1)

(1,h°,p) (Lh%1)
(g.1.p) (g.h,p)
(1,1,p) (g.h%.p)
(g,h,1) (g.,h",1)
Sekil 2.22

seklinde olup bu grubun birim grafi A, {in birim grafina 6zdestir.
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2.1.23. Grnek G = {glg? = 1} x (hlh® = 1} = {(1,1), (g, 1), (1, k), (1, h?),
(1,h3), (1,1, (1, k%), (g, h), (g, h?), (g, h3), (g, h*), (g, h®)} 12. mertebeden bir grup

olsun. H nin birim grafi su sekildedir:

(1,h%)

(g.1)

(g,h%)
(g.h°)
(g.h")

(1,h)
(1.h°)

(1,h%)
(LhYy  (gh)

Sekil 2.23

G nin birim grafi A, grubunun birim grafina 6zdestir.

2.1.24. Ornek G =7Z3,=10, 1,2, ...,29} abel grubunun iliskili birim grafi asagidaki gibidir.
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Bundan bdyle her G grubunu, G nin birim elemanindan ¢ikan dogru ve tiggenlerden olusan
birim grafi olarak ifade edebiliriz. Dogrular, gruptaki kendi kendine ters cevrilmis

elemanlarin sayisim verir. Uggenler, kendi kendine ters cevrilmemis dgeleri temsil eder.

2.1.25. Tanim G bir grup ve H < G alt grup olsun. H alt grubu i¢in ¢izilen birim grafi , G

nin birim 6zel alt grafi olarak tanimlanur.
2.1.26.0rnek 8. mertebeden G = {g|g® = 1} grubunun alt gruplar
Hl = {1,g4}, H2 = {1,g2,g4,g6}, H3 = {1} ve H4 =G dlI‘. Hl' H2, H3 ve H4_ =G nln blrim

graflar asagidaki gibidir:

H; iin birim 6zel alt grafi sadece bir noktadir.

® |

asikar birim grafi olarak bilinir.

H, in birim grafi:

Seldl 2.25

seklindedir, g* in bir ¢izgi grafi , G nin kendi kendine ters ¢evrilmis bir elemanidir.

H, nin birim grafi:

seklindedir. H, = G nin birim grafi agagidaki gibidir.
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Hy, H, ,H; ve H, in birim graflarini agik¢a goriiyoruz. Bunlar G nin birim alt graflaridir.

2.1.27. Ornek 14. mertebeden D,, = {a,bla? = b7 = 1,bab = a} 14. mertebeden dihedral

grubunun birim grafi asagidaki gibidir.

L]
aby

D;4 tin Hy= {1, a}alt grubunun birim grafi;

o———o
1 a

D, in bir alt grubu olan H; = {1, ab'} alt grubunun birim grafi su sekildedir.

o0
1 ab’

i=1,2,3,4,5 ve 6 i¢in bu tiir alt gruplar yukaridaki gibidir.
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H, ={1,b,b? b3, b* b® b®}, D nin bir alt grubu olup bu alt grubun birim grafi asagidaki
gibidir:

2.1.18 Teorem G bir grup ve G, G ile iliskilendirilmis birim grafi olsun. Bu takdirde G nin
her alt grubunun bir birim grafi G; nin her birim alt grafinin 6zel bir birim alt grafidir ve

genel olarak bir G alt grubuyla iliskilendirilmesine gerek yoktur.

Kanit Verilen G bir gruptur. G; , G nin birim grafi ile iliskilidir. Diyelim ki H, G nin bir alt
grubu o zaman H nin kendisi bir grup ve H ile iliskilendirilmis birim grafi olan G nin bir alt

kiimesi olan H, G; nin 6zel bir birim alt grafi olacaktir.

Eger H;,G; nin birim alt grafi iSe o zaman genel olarak onunla iliskili bir alt grup

bulunmayabilir.

G = {glg** = 1} 11. mertebeden devirli grup olsun. G ile iliskilendirilmis G; birim grafi
asagidaki gibi olsun:
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Bunlar

G;'nin bazi birim alt graflarina sahiptir. o(G) = 11 asal ya da G nin uygun alt gruplari

olmadigindan, agikc¢a higbir alt grup bunlarla iliskilendirilemez.

2.1.29 Ornek A4 = {1, hli hz, h3, h4_, h5, hs, h7, hg, hg, h’lOI hll}l 54 un alterne alt grubu
olsun. A, ile iligkilendirilmis G; birim grafi asagidaki gibidir:

hy hyg

Sekil 2.30

A4 alt gmblarl {1} = Pl ) PZ = A4' P3 = {1,h2},P4 = {1,h1},P5 = {1’h3};
P6 = {1' hlr hZ! h3}' P7 = {1' h4, hS}' P8 = {1' h6' h7}' P9 = {1' h8' h9} ve
Pio = {1, hyp, hy1} seklindedir.

P;in 6zel birim alt grafi Hy,

e |

P, nin 6zel birim alt grafi Sekil 2.30 da verilmistir. Bu P; alt grubunun 6zel birim alt grafi



P, alt grubunun 6zel birim alt grafi

o—0
1 hy

Ps alt grubunun 6zel birim alt grafi,

—
=
(%)

Pg nin 6zel birim alt grafi,

h,
hy
1
by

A, in alt grubu olan P, nin 6zel birim alt grafi,

hy
1 hs

Pg alt grubunun 6zel birim alt grafi,
hg 1
h; I

Py alt grubunun 6zel birim alt grafi,

24



hy

Py alt grubunun 6zel birim alt grafi,

[a—

hy
hjo

seklindedir.

25

Ancak G; nin birim grafinin baz alt graflarinin asagidaki sekildeki gibi oldugunu goériiyoruz.

hy
1 hs
h;
hll
hlU
h;
h, h,
h] h4
1 h
5
1 hs .
3
s h hy,
hy, hy  hy
hyy

Bunlar, kendisiyle iliskilendirilmis hi¢gbir A, alt grubuna sahip degildir.

2.1.29. Ornek G = {(glg® = 1), 5. mertebeden devirli grup olsun. G ile iliskilendirilmis G;

birim grafi,
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"

seklindedir. Bu birim grafin, 6zel bir birim alt grafi olmadig1 agiktir.

2.1.30. Ornek 19. mertebeden G = (g|g*® = 1), devirli grubuyla iliskilendirilmis birim grafi

§ g

Sekil 2.32

olup bu birim grafinda da birim 6zel alt grafi yoktur.

2.1.31. Ornek G = {g|g*® = 1), 15. mertebeden devirli grup olsun. G nin birim grafi

asagida verilmistir.



27

G'nin alt gruplart H; = {1}, H, = G,H; = {1,453, 9% 9°, g**} , H, = {1, g°, g*°} dur. G; nin

iligkili 6zel birim alt grafi sunlardir:

9
g
gs
6
gm g
1
12
g
3
1 g

2.1.32. Teorem p asal mertebeli devirli G = (g|gP = 1), grubunun olusturdugu birim

grafinda sadece (p — 1)/2 ii¢gen vardir.

Kanmit G = (g|g? = 1), p asal mertebeli bir devirli gruptur. G asal mertebeli oldugundan G
nin birim altgrup ve kendisinden farkli alt grubu yoktur. Dolayisiyla G deki hi¢bir eleman
kendi kendine ters cevrilmis bir eleman degildir. Cauchy teoremi geregince , (g;)% =1
olacak sekilde g; € G yoktur. Dolayisiyla Vg* € G icin gi.gj = 1 olacak sekilde Elgj EG
vardir. Burada j=(p-i) yani bir iicgenin 1, g%, g°~* elemanlaridir. Bu nedenle, birim grafin
herhangi bir tek dogru graflari olmayacaktir. Boylece, bu G nin bir birim grafi asagidaki

bi¢imde olacaktir.
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Sekil 2.34

2.1.33. Sonu¢ G mertebesi tek olan devirli bir grup ise G, sadece dogrulari olmayan

iicgenlerden olusan G; birim grafina sahiptir.

Kanit n tek tamsay1 olmak tizere G = {g|g™ = 1} verilsin. O halde G ile iliskilendirilmis

birim grafi asagidaki gibidir.

Bunu 6rneklerle gosterelim.

2.1.34. Ornek 13. mertebeden G = (g|g*® = 1) devirli grubuyla iliskilendirilmis G; birim
grafi asagidaki gibidir:
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Sekil 2.36

Bu grafin 6zel bir birim alt grafi yoktur.

2.1.35 Ornek G = (g|g*® = 1), 16. mertebeden devirli grup olsun. G nin birim grafi G, 'dir.

G nin alt gruplart H; = {g?, g% 9° ¢° 9%, 9'% 9'* 1} , H, = {g* 9% g'*, 1} ve H; =
{1,9°%.

H; in 6zel birim alt grafi,
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@

seklindedir.

2.2 Graf Cesitleri

2.2.1 Basit Graf

2.2.1.1 Tanim Herhangi iki noktas1 arasinda en fazla bir kenar bulunan ve ilmek icermeyen

grafa basit graf denir.
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2.2.1.2. Ornek

Sekil 1: G Sekil 2: G,

sekilde verilen G, ve G, grafi katli kenar ve ilmek igermediginden basit graftir.

2.2.1.3. Ornek

Sekil 3: G

Sekilde verilen G grafi katli kenar ve ilmek icerdigi i¢in basit graf degildir.

2.2.2 Baglantih Graf

2.2.2.1. Tanim Herhangi iki noktas1 arasinda bir yol bulunan grafa baglantili graf adi verilir.

2.2.2.1. Ornek

Sekil 4: G
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Sekilde verilen G grafinin herhangi iki noktas1 arasinda bir yol bulundugundan G baglantili

bir graftir.

2.2.2.2. Ornek

3 &
J

Sekil 5: G

Sekilde verilen G grafi igin 5 noktasi bir izole nokta olup 5 noktasi diger noktalar arasinda

bir yol bulunmadigindan G baglantili bir graf degildir.
2.3 Graflarin Matris Gosterimi
Bu boliimde graflarin komsuluk matrisi ile gosterimi lizerinde duracagiz.

2.3.1. Komsuluk Matrisi

G, n noktali basit bir graf olsun. G nin komsuluk matrisi, A(G) = (ai j)nxn ile gosterilir ve

elemanlar,

@ = {1; i~] ise
U 7 |0; aksi halde

seklinde tanimlanir.



2.3.1. Ornek

grafinin komsuluk matrisi

[0
1
AG) =1
lo
0
olarak bulunur.
2.3.2. Ornek
grafinin komsuluk matrisi
0 1
10
AG) =0 1
0 0
0 1

olarak bulunur.

R R OO R

_m O RO

SO OO

SO L, OO

_ o oo

SO r PRk O
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2.4, Indeksler

Bu béliimde ¢alismamizda kullanacagimiz Kirchhoff indeksi, Hyper-Wiener indeksi, Randic
indeksi, Szeged indeksi, Pi indeksi tanimlamalar1 verilecektir. Bu tanimlar (Biiyiikkose,
2021) adli kaynaktan alinmistir.

2.4.1 Kirchhoff indeks

2.4.1.1. Tanim G basit, baglantili ve n noktali graf olmak iizere G nin Kirchhoff indeksi,

KF©) =) 1y

i<j

seklinde tanimlanir. Burada 7; jaivej noktalar1 arasindaki resistans uzakliktir.

2.4.1.2. Yardimc1 Teorem n > 2 i¢in G, noktali baglantili graf olsun. O halde,

dir.

2.4.1.3. Ornek G grafi asagidaki gibi verilsin

G grafinin Kirchhoff indeksini hesaplamak igin 6ncelikle G grafinin komsuluk matrisi

hesaplanir. Gerekli hesaplamalarla



0100 1
1010 0
AG) =lo 1 0 1 0
00 10 1
i 0 0 1 o
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oldugu goriilir. Bu komsuluk o6zdegerleri A, = —1,6180, A, = —1,6180,A; =

+0,6180 ve A, = 40,6180 dir. O halde G grafinin Kirchhoff indeksi,

n—-1
Kf(G) = 1
f(G)=n /1—1
y 1
a A

—(1+ + +1>
— 2\ Xa

1 1
N (16180 -1,6180 = 0,6180 0,6180)
2,0001

bulunur.
2.4.2. Hyper-Wiener indeksi

2.4.2.1. Tanim G basit, baglantili bir graf olsun. G nin Hyper-Wiener indeksi

WW(G)=% Z d(u,v)+% z d2(w, v)

ZVEV (G
u,veV(G) uvev(e)

seklinde tanimlanir. (")yle ki d(u,v), u ve v arasindaki en kisa uzakliktir.

2.4.2.2. Ornek G grafi asagidaki gibi verilsin.



36

G grafinin Hyper-Wiener indeksini hesaplamak i¢in Tanim2.4.2.1 deki formillerden

faydalanalim. Boylece

1 d(,2) +d(1,3) + d(1,4) + d(2,3) + d(2.4) + d(3.4)
IMWQD_5(+w21)+dBJ)+dMJ)+d82)+d@ﬂ)+dMSQ

1( d?(1,2) + d?(1,3) + d?(1,4) + d?(2,3) + d?(2,4) + d?(3,4) )

To\4d2(21) + d2(31) + d2(41) + d2(3,2) + d2(4.2) + d2(4,3)

1
=s(1+2+3+1+2+1+1+243+1+2+1)

1
+§(12+22+32+12+22+12+12+22+32+12+22+12)

=10+ 20

elde edilir.
2.4.3. Randic Indeksi

2.4.3.1. Tamim G basit, baglantili bir graf olsun. d; , G nin v; noktasinin derecesini géstermek

tizere, Randic Indeksi

1
SCEY
did'
i~j !

Seklinde tanimlanir. Burada, toplami bir grafin komsu nokta giftleri belirler.
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2.4.3.2. Ornek G grafi asagidaki gibi verilsin.

G grafinin Randic indeksi Tanim 2.4.3.1 deki formiillerden yararlanarak

1 1 1

+ + +

Jdid;  Jdids  \Jdpds  (/dsd,
1+ 1 . 1 N 1

2 V6 V6 3

= 1,8938

R(G) =

seklinde hesaplanir.
2.4.4. Szeged Indeksi

2.4.4.1. Tanim G basit, baglantili bir graf olsun. e = uv , G grafinin bir kenar1 olsun. n,, (e)
ile u noktasina v noktasindan daha yakin nokta sayisini, n,(e) ile v noktasina u
noktasindan daha yakin nokta sayisini1 gostersin. m,, (e) ile u noktasina v noktasindan daha
yakin kenar sayisini, m,(e) ile v noktasina u noktasindan daha yakin kenar sayisini

gostersin. Boylece G nin Szeged Indeksi ve kenar Szeged Indeksi

526) = ) (mu(eny(e)

eeE

52(6) = ) (mu(eImy(e))

eeE

seklinde tanimlanur.
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2.4.4.2. Ornek G grafi asagidaki gibi verilsin.

G grafinin Szeged indeksi Tanim2.4.4.1 deki formiiller kullanilarak

e=uv nyle)={xevV:dxu) <dlxv)}
ny(e) + ny(e) = v| =n
e=12 icinny(e) = {x € v: d(x,1) <d(x,2)} = {1} =1
ny(e) = {x € v: d(x,2) <d(x,1)}| = {2,3,4}| =3
e =23ic¢cinn,(e) = |[{x € v: d(x,2) <d(x,3)}| =1{1,2}| =2
nz(e) = |{x e v: d(x,3) <d(x,2)}| =|{3,4}| =2
e =34icinng(e) = |{x € v: d(x,3) <d(x,4)} =1{2,1,3} =3
ny(e) = [{x ev: d(x,4) <d(x,3)}| = {4} =1
5z(G) = ny(e)ny(e) + ny(e)nz(e) + nz(e)n,(e)
=13+2.2+3.1=10
52,(G) = my(e)my(e) + my(e)ms(e) + mz(e)my(e)
=01+11+1.0
=1

olarak bulunur.

2.4.5. Pi indeksi

2.4.5.1. Tanim G basit, baglantili bir graf olsun. e = uv, G grafinin bir kenar1 olsun. n, (e)
ile u noktasina v noktasindan daha yakin nokta sayisini, n,(e) ile v noktasina u
noktasindan daha yakin nokta sayisini gostersin. m,, (e) ile u noktasina v noktasindan daha
yakin kenar sayisini, m,(e) ile v noktasmna u noktasindan daha yakin kenar sayisini

gostersin. Boylece G nin Pi indeksi ve kenar Pi indeksi sirasiyla
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PIG) = ) (my(e) +my(e)

eEeE

PL(G) = ) (nu(e) +my(e))

eEeE

formtilleri ile hesaplanur.

2.45.2. Omek G grafi asagidaki sekilde verilsin.

Pi indeksini ve Pi kenar indeksi Tanim 2.4.5.1deki formiilleri kullanarak sirasiyla

PI(G) = (ml(e) + mz(e)) + (ml(e) + m3(e)) + (ml(e) + m4(e))
=2+0+R2+0+2+0)=6
PI,(G) = (ny(e) + ny(e)) + (ny(e) + nz(e)) + (ny(e) + nule))
=2+0+@2+0+((2+0)=6
elde edilir.
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3. BULGULAR VE TARTISMALAR

Bu kisimda gruplarin 6zelde birim graflarini kullanarak 2.4. kisminda bahsedilen indeks

hesaplamalarini verdik.
3.1 SONLU DEVIRLIi BiRIM GRAFLARIN INDEKS HESAPLAMALARI

3.1.1.0rnek 7,={0, 1} grubunun birim grafmnin

0 1

bi¢iminde oldugunu biliyoruz. Bu grafin Krichhoff indeksi hesaplayalim.
G grafinin komsuluk matrisi

S

1 0

dir. Komsuluk matrisinin 6zdegerleri ise

det(4 — ALy) = 0

-1 1

1 —J=0

2-1=0
Al = 1,/12 = _1

olarak bulunur. O halde G grafinin Kirchhoff indeksi,



olarak bulunur. Hyper-Wiener indeksi ise

WW(G) = %z d(u,v) + %Z d%(u, v)

WW(G) = %(d(o,n +d(1,0)) + % (d2(0,1) + d*(1,0))

= 1+ 1D +501%+12)
=2

bulunur. Son olarak sirasiyla Randic, Szeged ve Pi indeksleri hesaplanirsa sirasiyla

1
R =R(G) = E
i~j

1

\/dodl
=1

Sz(G) =

]

ny (e)ny(e)

eeE

=no(e)ny(e) =0
ve

PIG) = ) my(e) +my(e)

eeE

=my(e) + my(e) =0
degerine ulagilir.
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3.1.2. Ornek 7, = {0, 1, 2, 3} grubunun birim grafinin

0 2

AND

1 3

seklinde oldugunu hatirlayalim. Bu grafin Krichhoff indeksini bulmak i¢in hesaplama

yapilirsa ilk olarak G = Z, grafinin komsuluk matrisini

[
[ = N R
coomR
©COR R

bulunur. Bu komsuluk matrisinin 6zdegerleri

det(A—AL,) =0

-1 1 1 1
1 -1 0 1
1 0 -4 0
1 1 0 -4

M —422-21+1=0
A+1DA3-22-31+1)=0

A =-1,481 , A, =0,311 ,A3 = 2,170 olur. Bdylece denkleminin ¢6ziim kiimesini
kokler belirler Krichhoff indeksi

_4( 1 N 1 N 1 )
B —-1,481 2,170 0,311

= 4.(0,460 — 0,675 + 3,125) = 4.3 =12



elde edilir. G grafinin Hyper-Wiener indeksi ise

WW(G) = %z d(u,v) + %Z 42 (u, v)

= %(d(o,n +d(0,2) +d(0,3) + d(1,2) + d(1,3) + d(2,3))

+%(d2(0,1) + d?(0,2) +d?(0,3) + d*(1,2) + d?(1,3) + d?(2,3))

S+ 1+1+2+142) 4212+ 12+ 12+ 22 +12 4 27)

1 1
=-(®) +5(12) =4+6=10

seklindedir. G grafinin Randic indeksi

1
R =R(G) = z
,/did'
i~j !

S DR SRR SR
Vdodr  dod, dods /dids
1 1 1 1

G BV Vi
2 1

2449 T 1,732

= 0,5+ 0,816 + 0,577

= 1,893

2

bulunur. G grafinin Szeged ve kenar Szeged indeksleri sirasiyla

e=uv nyle)={xevV:dlxu) <d(xv)}
ny(e) +ny(e) = vl =n
e =01 iginng(e) = [{x € v: d(x,0) <d(x,1)}| =1{0,2}] = 2
n(e) =|{xev: d(x,1) <d(x,0)} =|{1}| =1
e = 02icinny(e) = |{x € v: d(x,0) < d(x,2)} =1{0,1,3} =3

43
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na(e) = l{x €v: d(x,2) <d(x,0)} =[{2}| =1
e = 03 i¢inny(e) = |{x € v: d(x,0) <d(x,3)}| =1{0,2}| =2
nz(e) = [{x € v: d(x,3) <d(x,0)} =[{3} =1

e=13i¢cinn,(e) = |[{x € v: d(x,1) <d(x,3)}| = |{1}| =1
nz(e) =[{x €v: d(x,3) <d(x, D} =[{3} =1

52(6) = ) nu(e)m(e)

ecE
5z(G) = ny(e)ny(e) + ny(e)n,(e) + ny(e)ns(e)
+n, (e)nz(e)
=21+31+21+21+1.1
=10

ve

52(6) = ) my(emy(e)

e€eE

52,(G) = mo(e)my (e) + mo(e)my(e) + mo(e)ms(e)
+my (e)ms(e)
=21+20+21+21
=6
olarak hesaplanir. G grafinin Pi indeksi ise

PIG) = ) my(e) +my(e)

eeE
PI(G) = (mo(e) + m1(9)) + (mo(e)+m2(e)) + (mo(e) + m3(e))
+(m1(e) + mgy (e))
=Q2+D+B+DH+R2+1D+(1+1)
=11

olarak bulunur.
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4. SONUC VE ONERILER

4.1 Sonu¢ Bu tezde, sonlu devirli gruplarin birim graflar1 yeniden ele alinmis ve bu
graflardaki iiggen sayisi, kenar sayisi belirlenmistir. Ornekler {izerinde sonlu iiretilmis
(devirli) birim graflarinin Kirchhof, Hyper-Wiener, Randic, Szeged ve Pi indeks
hesaplamalari1 yapilmis ve bazi sonlu devirli gruplarin siniflandirilmasi yapilmistir ve bu

stireg graf teorisi yardimiyla ilerletilmistir.

4.2. Oneri Oneriler iki sonlu devirli grubun direkt carpiminin olusturdugu birim graflar igin
grafiglemleri goz Oniine alinarak olusan graflarin iggen sayilari, kenar sayilari ve Kirchhof,

Hyper-Wiener, Randic, Szeged ve Pi indeks hesaplanabilir.
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