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Bu tezde abelyen monoid teorisinin klasik sonuclarinin bir derlemesi yapilmistir. Ayri-
ca bu derlemede yer alan temel algoritmalarin program olarak hayata gecirilebilmeleri icin
MS Visual Basic dilinde bir nesnel yapnerilmistir. Bu derlemede yer alan baslica teorem
ve algoritmalar sunlardir:

M, Z" nin invaryant fakorlerids, ..., d; olan bir alt grubu ise

Z"IM = Zg, X ... X Lg, x Z""

oldugu ve M nin bir doyuray kKimesinden veya denklemlerinden bir bazinin nasil hesap-
landigi gosterilmistir.

Sonlu d@urayli monoidlerin sadelesmeli olma, burulmasiz olma, indirgenmis olma
ve sonlu olma gibbzellikleri ve buna b@li bazi sonuclar incelenmistir. Grillet’in, sonlu
dogurayh monoidleiizerindeki bir teoremine de gmilmistir.

Minkowski-Farkas lemma ve bunun sonlugimayli monoidlefizerindeki uygulamala-
rindan bahsedilmistir. Bu lemma kullanilara®? nin bir alt uzayinin; ger varsa, belirli
Ozellikteki negatif olmayan elemanlarini veya kuvvetli pozitif elemanlarini bulacak algo-
ritmalar ileN"/ ~y nin bir grup olup olmadjina veya bir afin yarigrubu olup olmajgina
karar veren algoritmalar verilmistit (N"/ ~y) nin hesaplanmasi i¢in yine bir algoritma
verilmistir. Rasyonel katsayili bir homojen lineer denklem sisteminim koordinatlari
negatif olmayan tamsayi olacak sekilde bir asikar olmayaime sahip olup olmaginin
kontrolu igin bir algoritma verilmistirN" nin iki sonlu dd@urayl alt monoidinin kesisiminin
asikar olup olmadjyinin belirlenmesi, ger asikar dgilse kesisimindeki bir elemanin bulun-
masi i¢in bir metod verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sonlu d@urayli dgismeli monodiler, sadelesmeli olma, burulmasiz
olma, indirgenmis olma, kuvvetli pozitif eleman.
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In this thesis we give an exposition of the fundamental results in abelian monoid theory.
In addition to this we give a description of some classes in MS Visual Basic that can be uses
to implement the algorithms which take place in this exposition. Following is a list of some
important theorems and algorithms in this thesis.

If M is a subgroup of" with invariant factorsy, .. .,d, then it is shown that

Z"IM =~ Zg, % ... x Lg, x 2"

Furthermore, we give an algorithm to compute a basis of a subgro#p fobm one of its
systems of generators or its defining equations.

We discuss the properties of finitely generated monoids such as of being cancellative,
torsion free, reduced and finite and give some results. We mention a result by Grillet on
finitely generated monoids.

Minkowski-Farkas lemma and some of its consequences on finitely generated monoids
are given. Especially we apply this lemma to decide when a subspé&thafs a non neg-
ative or strongly positive elements, if any. We give algorithms to find out whéthér
is a group or an affine semigroup. We describe an algorithm to caldul&&'/ ~y).

An algorithmic method deciding whether a linear homogeneous system of equations has a
nontrivial nonnegative solution and another algorithmic method deciding whether two sub-
monoids ofN" have nontrivial intersection and if so then finding an element in intersection

is given.

Key Words: Finitely generated commutative monoids, being cancellative, being torsion
free, being reduced, strongly positive element.



TESEKK UR

Gerek bu calismanin hazirlanmasi sirasinda gereks@limb lisansogrenci olarak
geldigim 1998 yilindan bu yana yardimlarini hi¢c bir zaman esirgemeyigekk destek
olan, fikirleriyle her zamarrnek aldgim dderli danismanim Prof. Dr. YusWNLU'’ye
cok tesekkir ederim.

Genel olarak calismalarim sirasinda bana her zaman destek olan Dog¢. Dr.
Hayrullah AYIK ve Yrd. Dog¢. Dr. Gonca AYIK'a da tesekiklerimi bir borg bilirim.
Ayrica CU. Fizik bdlimi 6gretim elemani @zide UNLUye, C.U. Matematik Blimii
emekli ogretim tyesi Prof. Dr. Melih BORALa, Tez iki Uyesi Yrd. Dog¢. Dr. Ersin
KIRALa ve C.U. Matematik limiinin diger iim dgretim elemanlarina destekleri icin
tesekkir ederim.

Yasamim boyunca, gerek maddi gerekse manevi indiil zorlukla micadele ederek,
yetismemde byik emdji olan ddjerli ailem; babam Ahmet GNMEZ’e, annem Naile

SONMEZ’e ve kardesim NurhanGNMEZ’e de cok tesekikr ederim.



ICINDEK ILER SAYFA

OZ |
ABSTRACT . . . Il
TESEKKUR . . . o oot e e e 1l
ICINDEKILER . . . . . oot \Y,
1 TEMEL TANIMLARVE SONUCLAR . . . . . ... . ... .. . . .. ..., 1
2 SONLU DOGURAYLIDEGISMELIGRUPLAR . . . . . . v i oo, 8
2.1 Z"nin Alt Gruplarinin Bazlarive Ranki . . . . . .. ... ... ...... 8
2.2 Tamsay! Bilesenli Matrislerin Denglive invaryant Fakbrleri . . . . . . . 11
2.3 Bazlarin Hesaplanie ligili Bazi Kullanish Sonuclar . . . . . ... ... 22
2.3.1 Z" nin Bir Alt Grubunun Bir Dd@yuray Kiimesinden Bir Bazinin
Hesaplanist . . . . . . . . . . . 22
2.3.2  Z" nin Bir Alt Grubunun Denklemlerinden Bir Bazinin Hesaplanisi 23
3 SONLU DOGURAYLI SADELESMELI MONOIDLER . . . . .. . ... ... 26
3.1 Sonlu Dgurayh Sadelesmeli Burulmasiz Monoidler . . . . .. ... ... 28
3.2 Sonlu Dgurayli Sadelesmelndirgenmis Monoidler . . . . ... ... .. 30
3.3 Sonlu SadelesmeliMonoidler . . . . . ... ... ... ... ..., 34
4 MINKOWSKI-FARKAS LEMMASI VE MONOIDLERDEKI

UYGULAMALARI . . . s e e e e e 36
4.1 Temel Sonuglar ve Algoritmalar . . . . . . ... .. ... ... ...... 36
4.2 Monoidlere Uygulaniglari . . . . . . .. .. .. ... .. .. ... ..... 45

4.2.1 N"/ ~pn Formundaki Bir Monoidin Grup Olup Olmagiinin Kontroli 45
4.2.2 N"/~pn Formundaki Bir Monoidin Afin Olup Olmadinin Saptan-
masl, Bjer Afinise S~ N"/ ~ Olacak Sekilde Bik € N\ {0} ve
NK nin Bir Sonlu D@urayli S Alt Monoidinin Bulunmasi . . . . . . 45
423 N'/~y=U(N"/~m)+CveU (N"/ ~y)NC={0} Olacak Sekilde

N"/ ~m nin Birimlerinin Kiimesille Bir C Alt Monoidinin Hesaplanisi 47



4.2.4 Rasyonel Katsayili Bir Homojen Lineer Denklem SisteminiimT
Koordinatlari Negatif Olmayan Tamsayi Olacak Sekilde Bir Asikar
Olmayan @ziime Sahip Olup Olmadinin Belirlenmesi . . . . . . 50

4.25 N nin Iki Sonlu Dogurayh Alt Monoidinin Kesisiminin Asikar
Olup Olmadginin Belirlenmesi, Ber Asikar Dgjilse Kesisimindeki

Bir Elemanin Bulunmasi . . . . . . . . .. ... ... . 51

5 ALGORITMALAR VE AR ITMETIK ISLEMLERICIN

NESNEL YAPL . . . ., 52
KAYNAKLAR . . . oo 59
OZGECMS . . o o e 60



1. TEMEL TANIMLAR VE SONUCLAR Orhan ®NMEZ

1. TEMEL TANIMLAR VE SONUCLAR

Gruplarda BIum grubunu elde etmek icin onun bir normal altgrubuna, halkalarda
ise onun bir idealine gerek vardir. Monoidlerde ise bu gereksinimi kongruanslar karsilar.
Gerekli ditin tanimlari yaptiktan sonra dikkatimizi sonlugdwayli monoidleriizerinde
yogunlastiracgiz ve her sonlu dgurayli monoidinN" nin bir bdlimi olduju durumlarda
bir temsil verecgiz.

Bu tezdeZ ile tamsayilar veN ile negatif olmayan tamsayilariiiknesi gsterilecektir.

Denklik bagintilari ile ilgili temel bilgileri burada kisaca hatirlayalinX herhangi bir
kiime iseX x X nin o gibi bir alt kimesineX tzerinde bitbadinti denir. (a,b) € o yerine
aob gosterimini de kullanadfz.

X Uzerindeki biro bagintisina; hea € X i¢in aca oluyorsayansimall hera,b € X
icin acb iken boa oluyorsasimetrik hera,b,c € X icin acb ve boc iken acc oluyorsa
gecismelidenir. Ejer X Uzerindeki biro bagintisi yansimali, simetrik ve gecisken ise
ya bir denklik bajintisidenir. o bir denklik bajinitisi vea € X ise [a]; = {b € X | aob}
ya a nin denklik sinifidenir. Yanlis anlagiimaya yol agmayan durumlafag yerine [a]
kullanacdiz. Bilindigi gibi a,b € X ise[a] N [b] # 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosja| = [b]
olmasidir. O halde denklik siniflaxi in bir parcalanisini verir. Herhangi iki elemanin denk

olmasi icin gerek ve yeter kosul elemanlarin bu parcalanisin @mneki icinde olmasidir.

Tanim 1.1 Sbostan farkh bir Kme ve+, Suzerinde birlesmézelligini sajlayan bir ikili

islem ise(S,+) ikilisine bir yarigrupdenir.

Tanim 1.2 Bir (S,+) yangrubunda hea € Sigin a+ 0= 0+a= aolacak sekilde bid € S

varsa(S, +) ikilisine bir monoiddenir.

Not 1.3 Aksi belirtiimedikce bu tezdekiiitin monoidleri ve yarigruplari dgsmeli olarak

alacdyiz.

Tanim 1.4 Bir Smonoidinde her, b,c € Si¢in a+ ¢ = b+ ¢ oldujundaa = b oluyorsaS

monoidisadelesmelididenir.

Tanim 1.5 Bir (S +) monoidinde hea € Sicin a+ b = 0 olacak sekilde bib € Svarsa
(S,+) ikilisine bir grup denir.
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Eger bir monoidde bir elemaninin tersi varsa tektir. Bzgen bira elemaninin tersini

—alle gosterecgiz. Bir grubun daima sadelesmeli bir monoid olgcagciktir.

Tanim 1.6 Sbir monoid veH C Solsun.0 € H ve herajbc H icina+becH iseH ye S

nin bir alt monoididenir.

Verilen bir Smonoidinin ittin alt monoidlerinin kesisiminin de§ nin bir alt monoidi
oldugu aciktir. BirS monoidinin birA alt kiimesi verilsin. O hald& nin A yi iceren tim
alt monoidlerinin arakesiti de bir monoiddir. Bu monoiddarafindan dgurulan monoid
denir ve (A) ile gosterilir. (A) monoidi S nin A yi iceren (kapsamayabge) en Kigik alt

monoididir. Dahasi@rOa=0ve0 < nicin (n+1)a=na+aise
r
(A) = Zlnia; lreNveherl<i<rigcinneN, g €A
i=

oldugu kolayca ispatlanabilir. Agada aksi 8ylenmedik¢eS semboll bir monoidi gste-

recektir.

Tanim 1.7 S= (A) ise Sye A tarafindan dgurulmus veA ya daSnin bir dojuray Kimesi

denir.

S= (S olacd) aciktr.

Tanim 1.8 S= (A) ve A nin Syi doguracak sekilde hi¢bidzalt kimesi yok iseS ye A

tarafindarminimal olarak dg@urulmusve A ya daSnin bir minimal d@yuray kiimesi denir.

Tanim 1.9 Eger S nin, S= (A) olacak sekilde sonlu biA alt kiimesi varses ye sonlu

dogurayli denir.

A, Sgrubunun bir alt kmesi isg/A) monoidi aslind&nin bir alt grubudurA tarafindan
dogurulan bu alt grubus (A) ile gosterecgiz. Eder herne N ve ac A icin n(—a)

elemanin(—n) a seklinde @sterirsek,
r
G(A) = Zzia,- lreNveherl<i<riginz €Z,a €A
i=
olduju kolayca @sterilebilir.

Tanim 1.10 EgerA sonlu veS= G (A) ise Sye sonlu d@urayh grupdenir.
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S, ..., S bir monoidler (gruplar) dizisi olsuns, ..., S, kimelerinin kartezyen carpimi

olanS; x ... x §, kiimesiuizerinde

(a1,...,80) + (b, ..,bn) = (@1 +bu...., @+ bn)

seklinde bir islem tanimlarsalS; x ... x §,,+) bir monoid (grup) olur. Bundy,...,S,
nin direk carpimidenir. Eger § ler sadelesmeli monoid isg, x ... x §, de sadelesmeli

monoiddir.§ ler sonlu d@urayli iseS, ..., S, nin direk carpimi da sonlu duiraylidir.
Gosterim 1.11 Sx ... x Syi S ile gosterecgiz.

Tanim 1.12 o, Suzerinde bir bginti olsun. Eer heracb ve herc € Sicin (a+c)o(b+c)

oluyorsac ya Suizerindeuyumlu bir bainti denir.

0, S Uzerinde uyumlu bir b@nti ise, kolayca @rilecdyi gibi herach, cod icin

(a+c)o(b+d) dir.
Tanim 1.13 Suzerindeki uyumlu bio denklik bajintisinaStizerinde bikongruansdenir.

Gosterim 1.14 Bir S monoidi Uzerindeki verilen bito kongruansi i¢inS/o ile S nin tum

elemanlarinin denklik siniflariniriknesini gsterecgiz.

S/o Uzerindet islemi[a] + [b] = [a+ b] olarak tanimlanirs&S/o, +) nin bir dgismeli
monoid old@u kolayca @sterilebilir. S/o monoidineSnin o modiliine @rebdlim monoidi
denir. Benzer sekild& bir grup iseS/o nin bir grup veS sonlu d@urayli iseS/o nin de

sonlu dgyurayl olduu kolayca @rulebilir.

Tanim 1.15 S S iki monoid olsun. f : S— S bir fonksiyon vef (0) = 0, Va,b € Sigin
f(a+b)=f(a)+ f (b) ise f ye monoidmorfizmidenir. Eger f bire-bir {orten [hem bire-

bir hemorten]} ise f ye monomorfizm{epimorfizm [izomorfizm} denir.

Egerf : S— S izomorfizm isef : S~ S veya kisac&~ S yazllir.

Eger f izomorfizm isef nin f~1 tersi de izomorfizmdir. Eer herhangi iki monoid
arasinda bir izomorfizm varsa bu iki mond@bmorfiktir denir. Sadelesmeli olma, grup
olma, sonlu dgurayh olmatzellikleri izomorfizmalar altinda korunur.

f : S— S bir monoid morfizmi olsunSizerindeker( f) bagintisini

ker(f) ={(a,b) e Sx S| f(a)=f(b)}
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seklinde tanimlayalimf bir monoid morfizmi oldgundarker( f) nin bir kongruans oldgu
kolayca gsterilebilir. Bu kongruang$ nin ¢ekirdek kongruanslarak bilinir.
f nin gorunt kimesi
Im(f)={f(a)|]ae S}

ile gosterilir. f bir monoid morfizmi oldgundanim (f) de bir monoid olur.

Teorem 1.16 f : S— S bir monoid morfizmi olsun. O zaman

f:S/ker(f) — Im(f)
f(a&)="f(@

bir izomorfizmdir. O

Teorem 1.17 S {s1,...,S} tarafindan dgurulan bir monoid olsun. O zama#' monoidi

uzerindeS~ N"/o olacak sekilde bio kongruansi vardir.

ispat: f:N'"— S f(a...,an) = E a;s fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyon bir
epimorfizmdir.o y1 ker(f) olarak alllzrlsak bibnceki teoremder izomorfizm olur. [

N" Uzerindeki kongruanslaribzelliklerini ¢alismak, sonlu djurayli monoidlerin
ozelliklerini calismakla hemen hemen aynidir.

Once sadelesniizelligi ile baslayalim. Bu amacld” nin her alt grubuna bir kongruans,

her kongruansa dé&" nin bir alt grubunu karsilik getiregéz.

Tanim 1.18 o, N" tzerinde bir kongruans olsuMs = {a—b | (a,b) € 6} C Z" tanim-
layalim. Buradaa—b € Z", a € N" denb € N" nin bilesen bilesen cikariimasi sonucu elde

edilen elemandio bir kongruans oldgundanMg, Z" nin bir alt grubu olur.

Tanim 1.19 H, Z" nin bir alt grubu olsun~y= {(a,b) e N"xN"|a—b e H} tanimla-

yalim. ~y, N" Gizerinde bir kongruansdir.

C')ncelikleMNH In yapisini inceleyelim.
X € M., olsun. Bu durumda en az bia,b) e~y i¢in x=a—b olur. O halde
(a,b) e N"x N"vex=a—beH dir. Karsit olarakx=a—b e H ise(a,b) e~y olup,

X € M., olur. O haldeM..,, = H dir. Fakato ile ~\, her zaman birbirine esit gédir.

Lemma 1.20 o, N" izerinde bir kongruans olsun. O halde;
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1. 0 C~p, dir,
2. Her(a,b) e~p, icin (a+c,b+c) € o olacak sekilde € N" vardir.

Ispat: (a,b) € o ise Mg nin tanimindara— b € Mg olur. Dolayisiyla(a,b) €~y olur.
Simdi (a,b) e~pm, alalim. a—b € Mg olup Mg nin tanimindan bifx,y) € o igin
x—y=a—bdir. o bir kongruans oldgundan(x+a,y+a) € o olur. x+b=y+aolup
(x+a,x+b) € o elde edilir.x = c alirsak istenen elde edilmis olur. [

Bu sonug sadelesmeli olmaydanin ~y, ya esit olmasi arasindaki iliskiyi ortaya koy-

maktadir.
Onerme 1.21 o, N" iizerinde bir kongruans olsun. O zaman
N"/o sadelesmelidik= 0 =~y,

Ispat: =:  N"/o sadelesmeli olsurs C~y, oldugunu zaten biliyoruz(a,b) €~m,
alalim. Birdonceki lemmadan bt € N"icin (a+ c,b+c) € o dir. Boylece[a+ c] = [a] +[c]
ile [b+c] = [b] + [c] nin N"/o da birbirine esit oldgu grulur. Sadelesmézelliginden
[a] = [b] yani(a,b) € o elde edilir. Dolayisiylas =~, dir.

<=: 0 =n~\, Olsun. Hera] + [c] = [b] + [c] ise (a+c,b+c) € o dir. Buradan
(a+c) — (b+c) € Mg dolayisiylaa— b € Mg elde edilir. Bdylece(a,b) e~u,= o olur. O
halde[a] = [b] dir. BoyleceN"/o nin sadelesmeli oldyu gorilr. |

Tanim 1.22 Z" nin bir H alt grubu verilsinZ" tizerinde
a=pb <= a—-beH
olarak tanimlayalim=y bagintisi daha acik olarak
=nu={(a,b)€Z"xZ"|a—beH}
dir.

~y da oldu gibi =4 nin de bir kongruans oldju kolayca dsterilebilir. Bdylece
Z"/ = bir monoid olur. Ayricda—al_,, = [al_, +[-a_, = [0]_, oldugundanZ"/ =y
bir grup olur. Genellikle bu gru"/H ile gosterilir veZ" nin H tizerindekibdlum grubu
olarak adlandinlir. Bu gruba birnek olarakn=1vel<d e Nigin H = (d) = G({d})

olsun. (a,b) € Z x Z i¢in a =4 b olmasi icin gerek ve yeter kosal—b € H = (d) veya
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d | a— b olmasidir. O haldesy bagintisinin esdgerlik siniflari,d modiliine dre kalan
siniflaridir.Z/ =n de toplamanin tanimigg oniine alinirs&/ == Zq oldugu gorulur.

Asagidaki sonugvy ile =y arasindaki buntiyr vermektedir.
Onerme 1.23 H, Z" nin bir alt grubu olsuni ([a] _,,) = [a]_,, olarak tanimlanan
i:N"/ ~y—Z"/ =y
donigimi bir monoid monomorfizmidir.

Ispat: [a]_, = [b]_,, olsun. O zamara—b € H olup [a]

_, = [bl_,dir. O haldei, iyi
tanimhdir.

i nin monoid morfizmi oldgu aciktir. O halde nin birebir oldunu gsterelim.
a,b € N" olmakizerelal_,, = [b]_, olsun. O halde—b € H ve buradara]._, = [b] _,,

elde edilir. Bdylecei nin bir monomorfizm oldgu gorulur. [

Sonug 1.24 S sonlu d@urayli bir monoid olsun. O zama®,nin sadelesmeli olmasi icin

gerek ve yeter kosu® nin, bir grubun alt monoidine izomorfik olmasidir.

ispat: Teorem 1.17 dem € N ve o, N" Gizerinde bir kongruans olmakzere,S N" /o ya
izomorfiktir. Onerme 1.21 den d@=~y, elde edilir. O zama, N"/ ~y, ya izomorfiktir.
Onerme 1.23 isB"/ ~m, NINZ"/ =u,= Z" /Mg nin bir alt monoidine izomorfik oldjunu

sbyler ki bu da ispati bitirir. |

Tanim 1.25 x € Z" nin her koordinati pozitif ise 'e kuvvetli pozitifdenir. Benzer sekilde

x € Z" nin her koordinati sifir yada sifirdariijiiksex 'e negatif olmayardenir.

Onerme 1.26 S, sonlu ddurayli bir monoid olsun. O halde ggdakiler birbirine denktir.
1. Sbir gruptur.
2. ne NveZ" nin kuvvetli pozitif eleman iceren bid alt grubu icinS~ N"/ ~; dir.
3. ne NveZ" nin birH alt grubu i¢inS~ Z"/H = Z"/ =y dir.

Ispat: 1= 2: Sbir grup iseS sadelesmeli bir monoiddir. Sonug 1.24 nin ispatindan

n € N ve o, N" Uizerinde bir kongruans olmakzereS~ N"/ ~\_ dir. Sgrup old@yundan
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N"/ ~m, da gruptur. O zamaffl,...,1)]
O halde

_ nintersivardir[(as,...,an)] ., tersiolsun.

~M ~M

[(a1+1,...,an-l-1)]NM0 = [(1,...,1)]~Mcy + [(al,...,an)]NM0 = [(0,...,0)]~Mcy
olur. Sonug olaraka; + 1,...,an+1) ~m, (0,...,0) dir. Tanimdan dolay!
(a1+1,...,an+1)—(0,...,0) € Mg

olur. Dolayisiyla(a; +1,...,an+1) € Mg olur ki zaten bu bir kuvvetli pozitif elemandir.
O halde istenen elde edilmis olurii@kil Mg, Z" nin bir alt grubudur.

2—3: Onerme 1.23 dekiddnisimiiniin drten old@unu gstermemiz yeterlidir.
a € H bir kuvvetli pozitif eleman olsun{x]_ , € Z"/H alalim. a nin bitiin koordinatlar

pozitif olduju icinka+ x € N" olacak sekildé € N vardir.ka e H oldugundan

ka+x_, = [X-

=H

elde edilir.i ([ka+X ., ) = [ka+X|_,, = [x|_,, oldujundani 6rtendir.
3=—=1: Z" /H bir grup old@u i¢in Sde bir gruptur. |
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2. SONLU DOGURAYLI DE GiSMEL i GRUPLAR

Burada Grup teorinin klasik sonuclarindan biri olan sonlguwayh dgismeli gruplarin

temel teoremi ile ilgilenedsiz. Once bu teoremi ifade edelim.

Teorem 2.1 Sonlu d@urayh her dgismeli grup,d,...,dr,kherl <i <r—1igind;, di;1
i bolecek sekilde bir takim pozitif tamsayilar olmékereZgq, x ... X Zg, x ZX grubuna

izomorftur.

Burada daZ, ile n modiline gre kalan siniflarinin toplama altindaki grubu
gosterilmektedir.

Temel teoremin kanitinda kullanilan fikirler sunlardir:

1. H, Z" nin bir alt grubu olmakizere her sonlu djurayli grupZ"/H formundadir.

2. {f1,...,fn}, Z"nin bir bazi olsun. Here {1,...,r} icin d; pozitif bir tamsayi olmak
uzereH = G ({dyfy,...,d fr}) olsun. O zamai."/H ~ Zg, x ... X Zg, x Z"~" dir.

3. {f1,..., fn}, Z" nin bir bazi olsun. O zama#" nin her alt grubunudds f1,....d; f;}

formunda bir bazi vardir.
2.1 Z" nin Alt Gruplarinin Bazlari ve Ranki

Tanim 2.2 M, Z" nin bir alt grubu olsun. EerM deki her elemanz, ...,z € Z olmak

r
uzerem= Y zm seklinde tekirlt yazilabiliyorsa{my,...,m } C M kiimesineM nin bir
i=1

bazidenir.(z,...,z) € Z" ye demnin {my,...,m} sirali bazina gre koordinatlari denir.
Sonug 2.3{my,...,m:} nin M nin bir bazi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

r
1. Herme Migin z, ...,z € Z olmaklizerem= S zm seklinde yazilabilir,
i=1

r
2. Herz,...,z € Z olmakizerey zm =0ise heri € {1,...,r}icinz =0
i=1
olmasidir.
Birinci kosul {my,...,my} kiimesininM i¢in bir dojuray kKimesi old@unu yani

M = G ({my,...,m}) oldudunu, ikinci kosul ise bir bakimdan lineer dnansizlg ifade
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etmektedir. Bu son ifadeye kesinlik kazandirmak igin
my,...,m € Z" lineer b&imsizdir<= my,...,m , Q" de lineer bgimsizdir
olduguna dikkat edelim.

Gosterim 2.4 g, N" nini—inci koordinatil, diger kitin koordinatlar0O olan elemanidir,

{e1,...,en} nin Z" nin bir bazi old@una dikkat edelim.

Onerme 2.5 M, Z nin bir alt grubu iseM = G ({z}) olacak sekilde biz € M vardir.

Ispat: M = {0} iseM = G ({0}) dir.

M # {0} varsayalim.

M bir grup old@undanM de pozitif elemanlar vardir. O haldé € M | h > 0} kiimesi
bostan farkhdir. Bu yzden bu Kmenin bir minimum elemani vardir. Burzadiyelim.
Simdi M = G ({z}) oldugunu @sterelim. G ({z}) C M oldugu asikar. O zamah € M
alalim. Z deki bdlme algoritmasi get®; q,r € Z vardir dylekih=qz+r, 0<r <z
Dolayisiyla0 <r = h—qz< zdir. FakatM deki sifirdan kiyuk elemanlarin engigu z
idi. O halder = 0 dir. Dolayisiylah=qze G ({z}) dir. |

{0} C Z" in bir bazinin bos&tme old@una dikkat edelim. Simdi" nin bir alt grubunun

bir bazinin eleman sayisinin en fazla ne olabigtiesdyleyeceiz.

Onerme 2.6 M, Z" nin bir alt grubu olsun. O zamavi nin bir bazi en fazla eleman icerir.

Ispat: Herj € {1,...,n} icin M; =MNG ({e,...,e}) tanimlayalim.
Mp=M , M CMCMzC...

ve M; lerin Z" nin birer alt grubu oldguna dikkat edelim. @mevarim kullanaral; nin
bir bazinin en fazlaeleman icerebile@@ni gosterelim.

M, = {0} iseMy in bazi bos kmedir.

M1 # {0} iseH = {k€ Z | key € M1} kiimesini diginelim. H, Z nin alt grubudur ve
onerme 2.5dem e Z\ {0} icin H = G ({z}) dir. BuradanM1 = G ({ze }) olaca aciktir.
Sonug olarakze } , My igin bir baz olur. O hald®nerme = 1 icin dogru olur.

Varsayalim kir < k olmaktizere{my,...,m}, M i¢in bir baz olsun. GerMy;1 = {0}

iseMy = {0} dir. Dolayisiylar = 0 ve My, 1 in bazi bos kme olur.
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My, 1 # {0} varsayalim véd = {z€ Z |y + z&, 1 € M1, Y € G ({ey,...,&})} tanim-
layalim. YineH, Z nin alt grubu olur. O zaman bire Z icin H = G ({z}) olur. EJerz=0
ise My 1 = M olur. BoyleceMy_ 1, r elemanli bir baza sahiptir ve< k < k+ 1 dir.

Ederz# 0isew =y+ 2.1 € Mg, 1 olacak sekildey € G ({ey,...,e}) vardir. Simdi

{my,...,m,w} nunMy, 1 i¢in bir baz old@unu dsterelim.m € My ; alalim.

k+1
i) me G({e1,...,&41}) oldugundanzy,...,zy1 € Z icin m= Y zg dir. O halde
i=1

Z. 1 € H olur. Dolayisiylaz, 1 = zt olacak sekilde bit € Z vardir. Buradan

k
m= leia —ty+tw
i=

ve sonugc olarak

m—twe MNG ({e,...,&l}) =

elde edilir.{my,...,m } , Mg nin bir bazi oldgundan dolay!
r
m—tw=">»% tm
2,
r
olacak sekildey,...,tr € Z vardir. O halden= 3 tjm +twdir.
i=1

i) s1,...,5+1 € Z olmak uizere Z sm + S 1w = 0 olsun. Z sm € G({ey,...,&}) ve

w, (k4 1)-inci koordlnatl S|f|rdan farkh olan tek eIeman offlundans ;1 = 0 elde

edilir. Dolayisiyla Z sm; = 0 dir ve Byleces; = --- = 5 = 0 elde edilir (@Iinkd
i=1
{m,...,m}, My nin bazi). Dolayisiyl& = --- =5 =511 =0dir.
{m,...,m, W} nunMy, 1 igin bir baz old@unu dsterdik ¢ +1 < k+1). [

Tanim 2.7 Q" nin A tarafindan gerilen alt uzay

n
Lo(A) = {Ziqiai IneNveherl<i<nicing €Q, g EA}
i=
seklinde tanimlanir.

Onerme 2.8 M, Z" nin alt grubu olsun. O zamal nin hiitiin bazlarinda ayni sayida

eleman bulunur.

10
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Ispat: B={m|icl}veB ={n|icl’}, M nin iki farkli bazi olsun.B nin elemanlari
Q" de lineer bgimsiz olduklarindarB| en fazlan olabilir. Benzer seyB'| icinde gecerlidir.
B,V =L (B) nin bir bazi ve

BCcM=G({m,...,m})CLg(B)

V nin lineer b&imsiz vekdrlerinin kimesi old@gundanB'| < |B| olmak zorundadir. Tersini

de benzer sekildedyleyebiliriz. |

Tanim 2.9 Z" nin bir M alt grubununranki, M nin herhangi bir bazindaki eleman sayisi

olarak tanimlanir veank(M) ile gosterilir. rank(M) < n olduguna dikkat edelim.

Onerme 2.10 M, Z" nin rankik olan bir alt grubu isévl ~ ZX dir.

ispat: B = {my,...,m}, M nin bir bazi olsun.M nin her elemaniniB sirali bazina gre

koordinati tek oldgundan
f:7Zk M
k
f(z,...,%) = _zlzm
1=

donigimi bir izomorfizmdir. |
Sonug 2.11M ve M/, Z" nin iki alt grubu olsun. O zaman
M~M" <= rank(M) = rank(M’)

dir.
2.2 Tamsay! Bilesenli Matrislerin Denkligi ve invaryant Fakt orleri

Dahaonce belirtt§imiz amaclara ulasmak igin, bilesenleri tamsayi olan matrislerle ilgili
bir ka¢ sonucu tekrar ele almamiz gerekiyor. Temel fiit;nin verilen bir alt grubunun
bazini, elementer islemlerle, bu konunun basindaki sekilde olan bir liswgidrmektir.
Satirlari, verilen bir alt grubun bazinin elemanlari olan matrislerin transformasyonundan
bahseded#z. Bu prosese Gauss eliminasyonu diyoruz.

Verilen birntamsayisi icirl <i,j <n, (i # j) olmakizere sunlari tanimlayalm.

1. Rij, In nini-inci satirt ile j-inci satirinin yer dgistirmesiyle elde edilen matristir.

11
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2. R—_j, Iy nini-inci satirinin—1 ile ¢carpiimasiyla elde edilen matristir.

3. Rj—j+zi, In nin i-inci satirinz € Z ile ¢arpilip j-inci satirina eklenmesiyle elde

edilen matristir.

Ci—j,C—_i,Cj_j+zi de yukaridakine benzer sekilde sadece satir yetiensyaz-

makla tanimlanmis olur.

Tanim 2.12 R.j, R—_j, Rj—jz matrislerineelementer satir matrisleriCi...j, G _j,

Cj—j+zi matrislerine deslementer gtun matrisleridenir.

Onerme 2.13i, j iki pozitif tamsayi,z € Z, A bilesenleri tamsay! olan x n tipinde bir

matris vedet(B) de B matrisinin determinantini@stersin. O zaman

1. det(R..j) =det(Cij) = -1,

2. (Rej) " =Rjeive (Giej) " =Cje,

3. det(R__i) = det(Ci_;) = —1,

4. (R ) *=R__jveC_ ) t=C_,

5. det(Rj—j1z) = det(Cjjzi) = 1,

6. (Ri—j+z) = Rj—jziVe (Cjjsz) = Cij-z

7. Ri.jA matrisi, A matrisinini-inci satiri ile j-inci satirinin yer d@gistirilmesi sonucu
elde edilen matristirAG .. j matrisi de A matrisinini-inci siitunu ile j-inci siitununun

yer dajistiriimesi sonucu elde edilen matristir.

8. R.__jAmatrisi,Amatrisinini-inci satirinin—1 ile carpiimasi ile elde edilen matristir.
AG . _j matrisi de,A matrisinini-inci sutununun—1 ile ¢arpilmasi ile elde edilen

matristir.

9. Rj—j+ziA matrisi, A matrisinini-inci satirininz ile garpimininj-inci satirina eklen-
mesiyle elde edilen matristiACj_ j zj matrisi deA matrisinini-inci situnununzile

carpimininj-inci sitununa eklenmesiyle elde edilen matristir.

12
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Tanim 2.14 Bilesenleri tamsay! olaA ve B gibi iki matris verildiginde

olacak sekilddy,. .., P elementer satir matrisleri V@i, ..., Qs elementer gtun matrisleri

varsaA ve B ye denktirlerdenir.

Onerme 2.13 kullanilarak
A~ B < AveB denktirler
bagintisinin bir denklik b@intisi old@u kolayca gsterilebilir.

Not 2.15 R, tipindeki matrisler carpilirken verilen matrisin satirldrzerinde elementer
islemler yapihr. C, tipindeki matrisler carpilirken de verilen matrisiiitanlari izerinde

elementer islemler yapilir.

Tamsayilar ve rasyonel sayilar veya herhangi bir cisamrinde calisirkenki temel fark
sudur;q, cisimin sifirdan farkh bir elemani olmakizereR_q veCi_g de elementer
matrisler olur.

Gauss-Jordan eliminasyon metodunu bilesenleri cisimden gelen maiastande gyle
yapariz.

Ik adim olarak matrisin solist kbsesinin sifirdan farkli olacak sekilde islem yapariz.
BunuR.j ve G j elementer matrislerinin kullanarak yapariz. Yani matrisimizin (ssil
kosesi sifirdan farkl olacak sekilde satir g dgjisimleri yapariz. Sonra birinci satir
veya birinci gitunu bu solust kbsedeki sayilyadierek solist kbseyil yapariz. Bu kez
sadec&Rj_ji1 veCj_j+» elementer matrislerini kullanarak orjinal matrisimize denk olan
solust kbsesi harig birinci satirdaki veéitundaki dger kitiin bilesenleri sifir olan bir matris
elde ederiz. Birinci satiri ve birincigunu kapatip bu prosédi yeni matrise de uygulariz.
Bu prosese bu sekilde devam ederiz.

Fakat tamsayilarda bu prosedou kadar kolay islemiyor. @hkil genellikle bir satiri
veya situnul veya—1 den farkl bir tamsayiyadiemiyor ve dolayisiyla denk matrisi elde
edemiyoruz.

Bu prosedriin tamsayilardaki halini agedaki sekilde tanimlayabiliriz.

13
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Onerme 2.16 A, bilesenleri tamsay! olas x t tipinde bir matris olsun.r < min{s,t},

{d1,...,dr} C N\ {0} ve heri € {1,...,r — 1} i¢in d; | di1 olmakiizereA matrisi

d 0 --- 0 0 --- 0
0 d - 00--0
0 O d O 0
0 O 00 0
0 O 00 0

matrisine denktir.

Ispat: A bir sifir matrisi iser = 0 olduguna dikkat edelim(i, j); i-inci satir, j-inci situnda
bulunan elemani@stersin.A matrisine elementer islemler uygulanmasi soniicd) deki
elemani mutlak dgerce en lciik olacak sekilde ayarlayabiliriz. Elde d@itmiz B matrisiA

ya denk bir matristir. Simdi birinci satirda bu eleman tarafindaliifremeyen bir eleman
var mi ona bakalim. &er varsa genelli kaybetmeksizin bu elemafi,2) deki eleman
olsun. Euclid algoritmasindan dolagcd{b;1,b12} = d (b11 ile b2 nin en hiyuk ortak
boleni) bulabiliriz. d hesaplanirkenki islemleri elementer operasyonlara cevirebilir ve
matrisimizionceCi. 1,2 ve sonrd;. . ile ¢carparak yine orjinal matrisimize denk olan bir
matris elde ederiz ve elde &imiz bu matriste1, 1) deki eleman(1,2) deki elemani bler.

Bu prosedirii devam ettirdjimizde heti igin c11 | ¢yj olacak sekilde\ ya denk birC matrisi
elde ederiz. Birinci 8tunu uygun sayilarla carpipgér situnlara ekledjimizde (1, 1) deki
bilesen haric¢ birinci satirdakiuitm bilesenleri sifirlamis oluruz. Benzer pro&dd birinci
situn icin de uygulayabiliriz. Fakat bu sirada birinci satir bozulabilir (sifirlarin bir kismi
kaybolabilir). Bu durumda proséd birinci satir icin tekrarlanmalidir. Benzer sey birinci

sutun icinde gecerlidir. Sonlu adim sonunda

fir O 0
0 fx for
0 fs2 : fst

matrisini elde ederiz.

14
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f111 fij olacak sekildei, j varsai-inci satiri birinci satira ekleyip biradnce uygu-
ladigimiz prosedrii tekrarlarsak het, j icin f1q | fj; elde ederiz. Sonlu adim sonunda
(1,1) deki elemanA nin butin bilesenlerinin en dytk ortak Wleni olur. Simdid; =

gcd{gij | Vi, j icin} olmakuzere orjinal matrisimize denk

g 0 - 0
0 g2 -+ Ox
0 O -+ Ost

matrisini elde etmis olduk. Benzer yolla
922 - O

Os2 -+ Ost

alt matrisini de bu forma getirebiliriz.

Sonlu adim sonunda istéfiniz sonuca ulasmis oluruz. |

Tanim 2.17 d,...,d, elemanlaring nininvaryant fakbrleri denir.

Bunlarin tek (unique) oldjunu kanitlayaaaz.

Tanim 2.18 Bir A matrisinink x k tipindeki bir alt matrisinin determinantinra nin bir

k-mindril denir. A nin bitiin k-mindrlerinin en lyik ortak blenini Dy (A) ile gosterecgiz.
Onerme 2.19 A bilesenleri tamsay! olan bir matris olsun. O zaman

1. Dx (Ri~jA) = Dk (A) =Dk (AG..j)

2. Dx(Ri——jA) =Dy (A) = Dk (AG—_j),

3. Dk (Rj—j+2iA) = Dk (A) = Dk (ACj—j4z) dir.

Bunun bir sonucu olarak sunu elde ederiA Ve B matrisleri denk ise hek igin
Dk (A) = Dy (B) dir.”

Onerme 2.20 A ve B bilesenleri tamsayi olan iki matris olsun. O zan#aite B nin denk

olmasi icin gerek ve yeter kosAlile B nin ayni invaryant fakirlere sahip olmasidir.

15
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Ispat: ~ bajintisi bir denklik bgintisi old@undandnerme 2.16 kullanilarak

d 0 - 0 0 --- 0 d 0 .- 00 - 0
0 d - 00 -.--0 O d, - 00 -0
0 = O 0 - d 0 --- 0 |,0= 0O 0 .- d 0 -- 0
0 O 0 0 0 0 O 0 O 0
0 O 0 0 0 0 O 0 0 0

ve{dy,...,dr,dy,...,ds} C N\ {0}, heriicind; | di1,d |df, , olmakiizere
81 ve &, denktir < r = sve heri igin d; = d

oldugunu gistermek yeterlidir.

Egerr = sve heri icin di = d/ ised; ve &, denktir. Tersine gerd; ve &, denk iseler
di---dr =Dk (81) =Dk (&) = d’l---dg

den dolayi sonug aciktir. [

Simdi bitiin bu sonuclarZ" nin alt gruplarina uygulayabiliriz.

Onerme 2.21 {ml,...,m,...,mj,...,m}, Z" nin bir M alt grubunun bir bazi olsun. O

zaman
1. {m,...,mj,...,m,....,m } deM nin bir bazidur.
2. {mq,...,—m;,...,m;,....m } deM nin bir bazidur.
3. {mg,....,m,...,mj+zm,...,m } deM nin bir bazidrr.
Bu islemler, bazlar icin elementer islemler olarak bilinir.

Onerme 2.22 Bilesenleri tamsay!1 olan

matrisi verilsin. b; = (bj1,...,bjy) € Z" alahim. O zamarby,...,by} nin Z" nin bir bazi

olmasi icin gerek ve yeter kosdet(B) € {—1,1} olmasidir.

16
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. n
Ispat: —-: Herie {1,...,n}i¢in S zjbj = g olacak sekilde1,...,zn € Z vardr.
i=1

10 -- 00
Z11 -+ Zn bll bln 01 --- 00
Znl ' Znn bnl bnn OO0 --- 10
00 -- 01

dir. Boylecedet((zj)) det(B) = 1, dolayisiyladet(B) € {—1,1} dir.

p— det(B) € {—1,1} olsun. O haldeB tersinirdir ve buradan
(X1,...,X)B=12

denklem sistemi tek birdziime sahiptir ve o da (here Z" icin) zB™*  dir. Yani her
eleman{by,...,by} sirasinda tek bir koordinata sahiptir. Dolayisiyla,...,b,}, Z" nin

bazidir. [ |

Teorem 2.23 M, rank(M) =r olacak sekild&Z" nin bir alt grubu olsun. O zaman hiegin
di | diy1 ve {dif1,...,d fr}, M icin bir baz olacak sekild&" nin bir {fy,..., f,..., fa}
bazive{ds,...,d } C N\ {0} kimesi vardir.

ispat: Her i icin m = (mi1,...,my,) olmak tzere{m,....,m}, M icin bir baz olsun.

Onerme 2.16 deB < s < min{r,n} ve heri i¢in d; | di+1 ve {dy,...,d;} C N\ {0} ol-

makizere
d 0 --- 0 0 - 0
0O d --- 00 -0
My -+ Mp :
P Q= o 0 - ds O 0
mr1 Min 0 0 00 0
0 0 00 0

17
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olacak sekildd® ve Q matrisleri vardir.P ve Q tersinir olduklarindan

d 0 .- 0 0 --- 0
0d - 00 -0
My Mo . . :
lel o 0 --- ds 0 --- 0
mrq Men 0 O 0 O 0
0 O 0 0 0
nin ranki ayni olur nerme 2.21 den).
Dolayisiylas = r dir. Ek olarak
Ci1 -+ Cin My -+ M
=P
G1 -+ GCmn My -+ M

alahm vec; = (¢, ..., Cin) koyalim.{cy,...,c } kimesi,{my,...,m } bazindan sonlu ele-
menter islemler uygulanarak elde edilmistir. O ha{de,...,c;} deM icin bir bazdir.

Son olarakQ~1 i hesaplar ve

fnl e fnn

seklinde @sterirsekfi = (fi1,.. ., fin) olmakuzere{fy,..., fn}, Z"i¢cin bir baz olur Bnerme

2.22 den), ve

d O -0 0 -0
Ci1 -+ Cin fi1 -+ fin
0 dy 0O 0 ---0
Cr -+ Cm . . - o fin -+ fon
0 0 ---d 0 ---0
bulunur. Dolayisiyla here {1,...,r} icin ¢; = d; f; dir. [ ]

{d1,...,d; } invaryant fakbrlerin kimesi beklendji gibi M nin bir alt grubudur.
{f1,..., fr,..., fn}, Z" nin bir bazi ve{d; f1,...,d; f;} de M nin bir bazi oldgundan

X = (X1,...,X) € Z" nin M nin elemani olmasi i¢in gerek ve yeter koguh {fy,..., f,}

18
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sirall bazina gre koordinatlari olariz, .. .,z,) nin

Al

0 (modds)

z = 0 (modd,)

zy = 0

denklemlerini sglamasidir.
Teorem 2.23 nin ispatinda oldu gibi heri icin fi = (fi1,..., fin) alalim. (z,...,z,),

xin {f1,..., fn} siral bazina gre koordinatlari oldgundan

n
X=(X1,...,%1) = Y Zfi
2

ve buradan
f11 fin
(X1, X0) = (21,-..,20) |
fnl fnn
yazabiliriz. Dolayisiyla
by -+ bin
(z1,...,Z0) = (X1,. .-, %Xn) Lo
bna -+ bpn

dir (buradaki(bij) matrisi Teorem 2.23 nin ispatindakfij) matrisinin tersi olan matris
yani Q matrisidir).

Buradan,

b11X14--- +bruxa =0 (moddy)

biXi+- +buX =0 (modd
X:(X17"'>Xn)€Zn,|\/| dedir — 1r AL nrXn ( r)

bl(r+1)xl +- bn(r+1)xn =0

P1nX1+ -+ bnp¥n =0
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elde edilir. Bu denklemler genelliklges, . .., ey} sirali bazina gre M nin denklemleryada

daha basitc# nin denklemlerblarak bilinir.

Egerd, = 1ise bud; nin gectdi denklem elimine edilebilir (@gnkil her tamsayinid ile

boliminden kalar® dir).

M nin tim invaryant fakibrleri 1 ise M ye homojendirdenir.

Ornek 2.24 M = G ({(2,-1,1),(3,2,—1)}) C Z® alalim. Situnlarinda yapgimiz ele-

menter islemleri sgdaki matrise, satirlarinda yagtmiz elementer islemleri soldaki

matrise uyguluyoruz.

1 00
10 2 -1 1
010 —
01 3 2 -1
0 01
0 01
10 1 -1 2
010 —
01 -1 2 3
1 00
0 01
10 1 -1 2
010 —
11 0O 1 5
1 00
1
10 1 0 2
0O —
11 015
0
0 1
10 1 00
1 0 —
11 015
1 -2
0 1
10 1 00
1 -5
11 010
11 -7
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elde edilir. Buradan

00 1

10 2 -1 1 100
01 -5 |=

11 3 2 -1 010
11 -7

elde edilir. Bu nedenl& nin denklemleri

x3 = 0 (modl)
X2+X3 = 0 (modl

X1 —5%—7x3 = 0
dir. Ik iki denklemi elimine edebileagimizden
(X1,%2,X3) EM <= X1 —5xp—7x3=0

elde ederiz. O

Asagidaki teorem, sonlu drayl dgjismeli gruplarin temel teoreminogtermek icin

gerekli son kismi verir.

Teorem 2.25 M, Z" nin invaryant fakirlerids, ..., d; olan bir alt grubu ise
Z"IM =~ Zg, X ... X Lg, X Z""

dir.

Ispat: Teorem 2.23 den{fi,...,fr,...,fn}, Z" nin baz olacak sekildeM nin
{dif1,...,d: f} formunda bir bazi oldgunu biliyoruz. Notasyonu basitlestirmek

icin Zg, = Z/G ({di }) deki [z] elemaniniz], ile gosterip

=6({d})
¢ :Z"/M — Zg, X ... X Ly, X Z""

¢ (L%iji} :M> = ([z)g, s [Z]g 12112 Z0)

donigimuni tanimlayalim.

¢ iyi tanimhdir ved bir izomorfizmdir. |
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2.3 Bazlarin Hesaplanisile ilgili Bazi Kullanish Sonuclar
2.3.1 Z" nin Bir Alt Grubunun Bir Do guray Kimesinden Bir Bazinin Hesaplanisi

EgerQ, bilesenleri tamsayi ve determinanti sifirdan farkh olan bir matri§ ve
f . z"-2z"
f(Xg,.os%) = (X1,---,%) Q

seklinde tanimlanan bir fonksiyon isey, ..., m nin lineer b&imsiz olmasi icin gerek ve

yeter kosulf (my), ..., f (my) nin lineer b&imsiz olmasidir.
g : Q"-Q"
g(x) = xQ

donugimi bir izomorfizmdir. Dolayisiylay, lineer baimsizigi korur.
Heri € {1,...,s} icin mi = (mj1,...,my) olmakizereZ" nin {my,...,ms} tarafindan
dojurulanM alt grubunu alalim.A, satirlart m,...,ms olan bir matris olsun.

di,...,dr € N\ {0} olmakiizereA matrisinin

d 0 --- 0 0 - 0
0 d - 00 -0
D=] 0 O d O 0
0 0 0 0
0 O 0 0 0

diagonal matrisine denk oldunu biliyoruz. DolayisiyldPAQ = D olacak sekildeP ve Q
matrisleri vardir. Ustelik P nin satir elementer matrislerin bir carpimi @enun da §tun
elementer matrislerin bir carpimi olgunu biliyoruz. ByylecePA = DQ? oldujuna ve

buradan agadakilerin sglandgina dikkat edelim.

1. Q sadeceD nin ditunlari (izerinde elementer islemler yapindan vePA = DQ !
oldugundan ve d® nin sons—r satirindaki iitiin bilesenler sifir oldgundanPAnin

sons—r satirindaki [attiin bilesenler sifirdir.
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2. P matrisi sadec@& nin satirlariizerinde elementer islemler yapindanPAnin satirlari
M nin bir dajuray Kimesi olur. BuradafPA nin ilk r satirninM nin bir dojuray

kiimesi old@unu $ylemis oluruz.

3. D ninilk r satir lineer bgimsiz vedet(Q) # 0 oldugundanPA nin ilk r satiri lineer

bagimsiz olur.

BuradanPAyi hesaplayip onun ilk satirini alarakM nin bir bazini elde etmis oluruz.
2.3.2  Z" nin Bir Alt Grubunun Denklemlerinden Bir Bazinin Hesaplanisi

Once homojen olma durumunu (yarnitbin invaryant fakbrlerin 1 oldugu durumu) in-
celeyecgiz. Sonra genel duruma bak#@ea (aslinda genel durumun homojen olma duru-
muna indirgenebiled@gni goreceyiz).

M, Z" nin homojen bir alt grubu vé, bilesenleri tamsay! olan bir matris olsun.
Varsayalimki

XeM «<— Ax=0

olsun. P,Q sirasiyla elementer satir matrislerinin ve elemenifiéurs matrislerinin ¢arpim-
lar1 olmakiizerePAQ= D olacak sekildd® ve Q matrislerini bulabiliriz O bir dnceki say-
fada verilen diagondD matrisidir). DolayisiylaAQ = P~D dir ve byleceAQ matrisinin
sonn —r stitunundaki@im bilesenler sifirdir. O hald® nun som —r stitunuAx = 0 denk-
lemini sajlar. Boylece bu som—r situnM nin elemanidir. Bu elemanlar determinanti sifir
olmayan bir matrisin bir parcasi olduklarindan lineegimasizdir. O haldeQ nun som—r
situnuM nin lineer b&imsiz elemanlaridir demis olduk. Simdi bunlaviryi dogurdwjunu
gosterelim.x € M alalim. O zamaix = 0 dir. DolayistylaP~1DQ~x = 0 dir. det(P) # 0
olduundarD (Q~x) = 0 dir. BdyleceQ~xin ilk r koordinati sifirdir. O hald® x

0

Yr+1

Yn
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formundadir ve buradan

Yr+1

Yn
olur. Dolayislylax, Q nun som—r sitununun bir lineer kombinasyonu seklinde yazilabilir.

Ozetle,Q nun som —r siitunununM icin bir baz old@unu dstermis olduk.

Simdi genel duruma bakahnM kiimesi,Z" nin

a1X1+--+amXs = 0 (modby)

aaX1+ - +aXn = 0 (modby)

kXLt Fakiynn = 0

asXi+--t+asmn = 0
denklemlerini sglayacak sekildeki elemanlariniikesi olsun.

aXr+ - +amXn—bixny1 = 0

aaXs+ -+ ankn —bXnsik = 0

AkryXit -+ akiynXn = 0

X+ +an = O

denklemlerini sglayacak sekildekixy, ...,Xn, Xni1,- - -, Xnsek) € Z"K elemanlarinin olus-
turduju kimeyeM’ diyelim. M’ homojen oldgu i¢in B’ = {m,....m} gibi bir bazini
bulabiliriz. m{ = (mi,...,Mni) olarak varsayalim vey = (my, ..., my) alalim. Simdi
B={my,...,m} nin M icin bir baz old@unu gsterelim.

e X=(X1,...,X) € M alalim. Heri € {1,...,k} i¢in

aXy+--+anXn =0 (modhy)
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oldugunu biliyoruz. Bu nedenle
&1X1 + -+ + @inXn = biXnyi

olacak sekilde, i € Z vardir. Dolay|5|ylax’ (X1, ---,Xn, xn+1, - Xn1k) € M/ dir
ve hdyleceay,...,a € Zicin X = z gy dir. Buradanx = z aym; olacaj aciktir.
O haldeB, M ic¢in bir doguray kJmeS|d|r

° ., 8 €Znin Z aim; = 0 denklemini sgladgini varsayalm.
i=1

;
oldugunu g@stermek icinB’ baz old@undan,z aim = 0 oldugunu gstermek yeter-

lidir. z aim = 0 oldugundan sadece, h¢e {1,...,k} icin Z amyn j) = 0 oldugu-

nu g)stermellylz m,...,m € M’ oldugundan bunlai’ n|n denklemlerini sglar.

Dolayisiyla
bjmMynyj) = jzMi1+ - +ajnMin
dir. O halde
 (ajamia+---+ajnmn)
Min+j) = b
j
dir. Boylece

i;aam(n+,-) = iZaa(zaurm)/bj
= () aj Zamu )/bj

:n
= Za”O/b,
= 0

dir. DolayisiylaB deki vekbrler lineer bgimsizdir.
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3. SONLU DOGURAYLI SADELESMEL | MONO IDLER

Birinci bolumde, sonlu dgurayl sadelesmeli bir monoidin, sonlugloaylh bir grubun
bir alt monoidine izomorfik oldgunu gsterdik. Ikinci bolimde de sonlu durayl dejis-
meli gruplar igin temel teoremi ispatladik. Bunlari kullanadak. . ., d;,k € N\ {0} olmak
Uzere her sonlu drayll sadelesmeli monoidifig, x ... x Zg, X ZX nin bir alt monoidi
oldugunu $yleyebiliriz.

Sonlu d@jurayli sadelesmeli monoidleri burulmasiz olanlar, indirgenmis olanlar ve sonlu
olanlar olmakiizere kendi icinddic sinifa ayiradgaz. Bu tblumde asgidaki ¢ temel

sonucu ispatlayacgz.

1. Her sonlu d@urayli sadelesmeli burulmasiz monoiu bir pozitif tamsayl olmak

tizereZ" nin bir alt monoidine izomorfiktir.

2. Her sonlu dgurayl sadelesmeli burulmasiz indirgenmis monaidbir pozitif

tamsay1 olmakizere N" nin bir alt monoidine izomorfiktir.

3. Her sonlu sadelesmeli monoid bir gruptur.

Teorem 1.17 vénerme 1.21 deM, Z" nin bir alt grubu olmakizere her sonlu dpurayh
sadelesmeli monoiti"/ ~y ye izomorfiktir. Sonraki sonug isBg, x ... x Zg, X Z¥ninS
ye izomorfik bir alt monoidininM nin denklemlerinin “situnlari” tarafindan dgurulmus

oldugunu $yler.

Onerme 3.1 Z" nin

X1+ +aXn=0 (moddl)

X1+ --+anxy =0 (modd
(X1,...,%) EM <= e S’ ( 2
r41)1Xa+ -+ 1n¥n =0

kX1t + &ryknXn =0

olacak sekildeki bitM alt grubu verilsin. O zamang]y , a nin Zq deki denklik sinifini

gostermekizereN"/ ~y , Zg, X ... x Zg, x ZX nin

S= <{ ([all]dl ey [arl]dr »yA(r41)15 - - - 7a(r+k)1) ey ([aln]dl ey [arn]d, »Q(r+1)ns - - - aa(r+k)n) }>

olacak sekildeki alt monoidine izomorfiktir.
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Ispat:
¢ Nn/NM%Zdlx...XZerZk

¢ ([(as,...,an)].,) = ([i;aiali]dl,---, i;aiari dr,i;aia(url)iv“-»i;aia(wk)i)

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyon iyi tanimh bir monomorfizmdir. O halde
S=1Im(¢) alinirsaN"/ ~y~ Sdir. |

Ornek 3.2 M = G ({(2,0,0),(0,1,—1)}) C Z3 verilsin. M nin invaryant fakirlerini bu-

lalim.

~/
o
= O
v
/
o N
= O
|
AN )
~_
o O -
o = o
= O O

olur. Dolayisiyla
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dir. O haldeM nin denklemleri
y = 0 (mod)
X = 0 (mod2
y+z = 0

olur. Boylece
x=0 (mod2
y+z=0

(X,y,2) eM —

elde edilir. O hald&N3/ ~y, Z> x Z nin

{([112,0),(102,1),([0]2, 1)} = {([1}2,0), ([0}, 1)}

tarafindan dgurulan alt monoidine izomorfiktir. O

3.1 Sonlu D@urayh Sadelesmeli Burulmasiz Monoidler

Tanim 3.3 Her a,b € Sve k € N\ {0} i¢in ka = kb iken a = b oluyorsaS monoidine

burulmasizenir.

Burulmasiz olmanin izomorfizmalar altinda korugdau ve bir burulmasiz monoidin
alt monoidinin de yine burulmasiz oldu kolayca @sterilebilir. O haldézel olarakz" nin
her alt monoidi burulmasizdiizomorfizmalar altinda, timkiin olan kitiin sonlu dgurayl
sadelesmeli ve burulmasiz monoidlerin bunlardan ibaretpldu gsterecgiz. Bunu yap-
mak icin dnce,N"/ ~y formundaki bir monoid burulmasiz igé nin homojen olmak

zorunda kaldjini gosterelim.

Onerme 3.4 M, Z" nin bir alt grubu olsun. O halde agaakiler birbirine denktir.

1. M homojendir.
2. N"/ ~n , k pozitif bir tamsay! olmakizere Z¥ nin bir alt monoidine izomorfiktir.

3. N"/ ~m burulmasizdir.
Ispat; 1=—2: Tanimdan dolayM nin denklemleri

X1 +--+amXn = 0

amiXy+ - +amn = 0
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seklindedir védnerme 3.1 de\"/ ~wm , ((a11,---,8m1) ;- -, (&1n,---,@mn)) € ZMye izomor-
fiktir.

2—3: Z" nin her alt monoidi burulmasiz olgundan ve burulmasiz olngaelligi
izomorfizmalar altinda korundundanN"/ ~y de burulmasiz olur.

3—1: M nin homojen oldgunu yaniM nin bitin invaryant fakbrlerinin
1 oldugunu @sterelim. di,...,d; , M nin invaryant fakbrleri olsun. Teorem 2.23 den
{dif1,...,d fr} , M nin bazi olacak sekild&" nin bir {f1,..., f;,..., f,} bazi vardird; > 1

olacak sekilde € {1,...,r} oldugunu varsayalim vé; = (fi1,..., fiy) koyalim.

ft = (max{fi1,0},...,max{fi,0})
f~ = (max{—fi1,0},...,max{—fi,,0})

alahm. fi = f* — f; ve {7, f; € N" oldujuna dikkat edelimd; > 1 olduundanf;” — f;~ =
fi ¢ M ve buradar{f"] _ # [fi"] _ elde edilir. Bununla birlikted; fi = di f;" —difi” € M
ve buradart; [f;"] = d; [f;"] elde edilir. Bu iseN"/ ~y nin burulmasiz olmasi ile gelisir.

~M

O halde her icin d; = 1 dir. DolayisiylaM homojendir. |

Sonug 3.5 S sonlu d@urayh bir monoid olsun. O zam&®nin sadelesmeli ve burulmasiz
olmasi icin gerek ve yeter kosdl bir pozitif tamsay! olmakiizereS nin ZX nin bir alt

monoidine izomorfik olmasidir.

Ispat; =: S sonlu d@urayh old@undann € Z* ve o, N" tizerinde bir kongruans
olmakuzere, S~ N"/o dir (teorem 1.17 den)Ssadelesmeli oldjundanpnerme 1.21 den
dolaylo =~ dir. Sburulmasiz oldgundandnerme 3.4 den dolay! pozitif birtamsayisi
icin N/ ~\, dolayisiylaS, ZX nin bir alt monoidine izomorfiktir.

— Asikardir. |

Ornek 3.6 M = G({(4,1,-3),(1,-2,1)}) C Z3 verilsin. M nin invaryant fakbrlerini

hesaplarsak

1 -2 5

0 1 4 1 -3 100
0 -3 7 |=

1 -4 1 -2 1 010
0O -4 9

oldugunu giriiriz. M nin denklemleri sadecg + 7y + 9z = 0 dir. DolayisiylaN3/ ~y, Z

nin {5,7,9} tarafindan dgurulan alt monoidine izomorfiktir. O
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3.2 Sonlu Ddjurayli Sadelesmelindirgenmis Monoidler

Tanim 3.7 S bir monoid olsun.a € Sigin a+ b = 0 olacak sekildéb € S varsaa ya bir

birim denir. Snin birimlerinin kimesiniU (S) ile gosterecgiz.
U (S) nin, Snin bir alt monoidi; dahasi bir grup olduna dikkat edelim.
Tanim 3.8 EgerU (S) = Oise Syeindirgenmisdenir.

indirgenmis olmak izomorfizmalar altinda korunandmelliktir. Bir indirgenmis mono-
idin her alt monoidinin de indirgenmis oldu kolayca @sterilebilir. Ozel olarakn bir
pozitif tamsayi olmaKizereN" nin tim alt monoidleri indirgenmistir. Budiimdeki amac;
her sonlu dgurayh sadelesmeli burulmasiz indirgenmis monoidirhir pozitif tamsay

olmakiizereN" nin sonlu dg@urayli bir alt monoidine izomorfik oldjunu gstermektir.

Onerme 3.9 M, Z"ninMnN{ey,...,en} = 0 olacak sekildeki bir alt grubu olsun. O zaman

N"/ ~m nin indirgenmis olmasi icin gerek ve yeter ko®NN" = {0} olmasidir.

Ispat: = (a1,...,an) € MNN" alalim. Biri € {1,...,n} i¢in & > 0 varsayalim.

(a1,...,an) € M oldugundan

[(a1,..-,an)] =[0] = [&] +[(a1,..-,& —1,...,an)]

olur. & ¢ M oldugundan[g] # [0] olur ki bu daN"/ ~y nin indirgenmis olmasi ile ¢elisir.
O haldeM NN" = {0} dir.

e N"/ ~m nin indirgenmis olmadjini varsayalim. O zaman
[a+Db] = [a] + [b] = [0]

olacak sekildéal, [b] € N"/ ~y \ {[0]} vardir.a,b € N"\ {0} oldugundan0 £ a+be M
olur ki buM NN" = {0} olmasindan dolay! imkansizdir. O halié/ ~y indirgenmigtirlll

O haldeSsonlu d@urayli ve sadelesmeli ig§"/ ~y formundadir. §erSnin indirgen-
mis olup olmadjini bilmek istiyorsakM N {ey,...,en} = 0 kosulu altindav "N" = {0}
olup olmadgini kontrol etmek zorundayiz. Bir sonrakdlimde bunun kontrdl icin bir
prosedir verec@iz. Her ne kadaM N {ey,...,en} = 0 kosulu garip gibi @runse de, bu
kosulunSnin dajuraylari cinsinden bir anlami vardirger biri icin g € M iseN"/ ~y=
([e1],-..,[en]) nin [g] dogurayi sifira esittir. O halde bunu dikkate almayabiliriz. Bu fikri
asd@idaki sonucta aciklayage.
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Onerme 3.10 M, Z" nin M N {e1,...,en} = {e11,...,en} olacak sekildeki bir alt grubu
olsun.

M = {(Xq,...,%) €Z" | (X1, .., %, Xr41,---,%) € M}

alalim. O zaman
1. M/, Z" nin alt grubudur.

2. N/ oy NT/ ~opy dlir.

3. Eer
M =G ({(m1,...,Mn),..., (M1, ...,Mkn) })
ise
M =G ({(mg,...,mar),..., (Mkg,...,Mr)})
dir.
Ispat:
¢ @ N ~u— N/~
¢ ([(ag,.. an)l.,) = [(@a....a)].
donugiminin bir izomorfizm oldgunu $ylemek ispat icin yeterlidir. |

Ornek 3.11 M = G ({(1,-1,1,1),(0,1,—1,—1),(—1,1,0,—1)}) C Z* verilsin. M nin
invaryant fakbrlerini hesaplarsak hepsininoldugunu veM nin sadecex + X4 = 0 denk-
lemine sahip oldgunu drebiliriz. Bu denklemdeM N {e;, e, e3,e4} = {€1,e3} oldugu
sonucuna variriz. DolayisiyM’, Z? nin {(—1,1),(1,-1), (1, —1)} tarafindan dgurulan
alt grubudur. (—-1,1) = —(1,—1) oldugundanM’ = G ({(1,—1)}) dir. O haldeM’ nin
denklemleri olarak; + x, = 0 elde edilir. Onerme 3.1 deiN?/ ~yy, Z nin {1,1} = {1}
tarafindan dgurulan alt monoidine izomorfiktinM nin denklemlerinin kolonlarindaki kat-
sayilar1 oldugu icin). DolayisiylaN?/ ~y , N ye izomorfiktir. O haldeN*/ ~y~ N
dir. O

Simdi, N"/ ~ indirgenmis oldgundaM nin denklemlerinin formuna bakalim. Bu
durumda kitiin katsayilar sifirdanityiik bir denklem elde edebilegenizi gorecdjiz. Bu
sayedek pozitif bir tamsay1 olmakKizere her sonlu durayh sadelesmeli burulmasiz indir-

genmis monoiditNK nin bir sonlu dgurayl alt monoidine izomorfik oldjunu gsterecgiz.
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Tanim 3.12 Q" nin birV alt uzayininortogonal uzay!

n
Vi = {(xl,...,xn) € Q" | Her (y1,...,Yn) €V icin leiyi = 0}
i=
dir.

Q" nin negatif olmayan elemaniitiin koordinatlar0 yadaO dan hiyiik olan elemandir.

Q" nin kuvvetli pozitif elemani btiin koordinatlar0 dan kiyiik olan elemandir.

Lemma 3.13 V, Q" nin bir alt uzay olsun. O zamavi* in bir kuvvetli pozitif elemani

olmasi icin gerek ve yeter kosulnin negatif olmayan elemaninin sad€cglmasidir.

ispat: = Heri icin & > 0 olmaklizere(ay, .. ,an) e V+ alalim. Heriicin b; >0
olacak sekildekiby,...,by) € V oldugunu varsayalim. Z aib; = 0 ve heri icin ajbj > 0
oldugundan her icin ajb; = 0 elde edilir. Dolayisiyla helre {1,...,n}icin bj =0dir.

<~ Bir sonraki lumde Minkowski-Farkas lemmanin bir sonucu olarak teorem

4.2 de verilecektir. [ |

Onerme 3.14 M NN" = {0} olacak sekildeZ" nin bir M alt grubu verilsin. O zaman her
(X1,..-,%1) € M igin a;xg + --- + anXy = O olacak sekilde bir(ay,...,a,) € N" kuvvetli

pozitif elemani vardir.

Ispat: V, Q" nin M tarafindan gerilen alt uzay! olsutM NN" = {0} oldugundanV nin
tek negatif olmayan elema® dir. Lemma 3.131 kullanarakV+ de (paydalari elimine
ederekN" Uizerinde varsayabiliriz) bifas, . .. ,an) kuvvetli pozitif elemani vardir. O halde

her(xi,...,Xn) € M CV igin ajx1 + - - - + anXn = 0 elde etmis olduk. [ ]

Teorem 3.15 (Grillet) Ssonlu d@jurayh bir monoid olsunS nin sadelesmeli burulmasiz
ve indirgenmis olmasi icin gerek ve yeter kosul pozitif biamsayisi icirS nin N nin bir

alt monoidine izomorfik olmasidir.

Ispat: = S sadelesmeli oldjundan,Z" nin bir M alt grubu icin,S N"/ ~y for-
mundadir.Onerme 3.4 den dolaywl homojendir. Onerme 3.1 i kullanarakyl nin denk-

lemleri

QX1 +--+amxy = 0

Xyt +an¥n = 0

32



3. SONLU DOGURAYLI SADELESMELI MONOIDLER Orhan NMEZ

olmakiizereSnin, ZXnin{(as1,...,ax),..., (@, ...,an) } tarafindan dgurulan alt mono-
idine izomorfik old@unu $yleriz. DahassS indirgenmis oldgundan dolaybnerme 3.9
ve dnerme 3.14 den @&r (X1,...,Xn) € M iseaixg +--- +anxn = 0 olacak sekilde

ai,...,an € N\ {0} vardir. O zaman

X1+ +amnXh =0
(X1y.-yXn) EM <=

X1+ + & = O

aqXy+ -+ an¥n =0

dir. Bu ise sunu@ylemeye denktir;

(a11+tag)x1+---+ (amn+tan) xn =0
(X1,...,X) €M <= WVt e Nigin
(A ttar) X1+ -+ (&kn+tan) X =0
aX1+--+anXn=0
Yeteri kadar fiyuk t icin g > 0 oldugundan het, j icin &j +ta;j bir pozitif tamsay olur.

Onerme 3.1 deiN"/ ~y monoidi ve sonug olaraf, 7K Lin

{(anrttay,..., & +tag,a1), ..., (@in+1tan,...,a&n+tan,an)}

tarafindan dgurulan alt monoidine izomorfiktir.
Butiinajj +ta; elemanlari pozitif oldgundan bu alt monoiti*+ in bir alt monoididir.

— Asikar. |

Tanim 3.16 NK nin bir alt monoidine izomorfik olan sonlu garayli bir monoide biafin
yarigrubu denir.
O zaman Teorem 3.15,

Smonoidi bir afin yarigruptur <= Smonoidi sonlu dgurayl, sadelesmeli,
burulmasiz ve indirgenmistir

olur.

Ornek 3.17 M =G ({(1,-2,2,—-1),(—3,1,1,1)}) C Z* verilsin. O zaman

1 0 1 1
10 1 -2 2 -1 0-11-2] (1000
31 -3 1 1 1 0010_0100
0 2 1 5
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dir. Boylece

(X] X2X3X4)€|\/| <= xR X
) 9 )
X1 —2% +5x4=0

elde edilir. Birinci denkleme ile ¢arpip ikinci denkleme eklersek

X1 +Xo+X3+X4=0
(X1,X2,X3,X4) €M =

X1+ 23+ 7% =0

elde ederiz. Dolayisiyl&i*/ ~y , N2 nin {(1,3),(1,0),(1,2),(1,7)} tarafindan dgurulan

alt monoidine izmorfiktir. O
3.3 Sonlu Sadelesmeli Monoidler

Onerme 3.18 Ssonlu bir monoid olsun. O zam&nin bir grup olmasi icin gerek ve yeter

kosulSnin sadelesmeli olmasidir.

Ispat: =>:  Asikar.

~—: se S\ {0} alalim.Ssonlu old@undan{ns| n € N\ {0} } C Skiimesi de sonlu
olmak zorundadir. O zamam < n i¢cin ms= nsolacak sekilden,n € N\ {0} vardir. S
sadelesmeli oldjundan(n—m)s = 0 olur. n—m > 0 oldugundan(n—m—1)s+s=20
olur. Yanisnin bir tersi vardir. O hald& bir gruptur. |

S sadelesmeli ise bin € Z* ve Z" nin bir M alt grubu i¢inS nin N"/ ~y formunda
oldugunu biliyoruz. Eer S burulmasiz veya indirgenmis idd nin denklemlerinindzel
formlarda oldg@unu gisterdik. Sonlu olma durumunda da benzezelligin var oldigunu

gosterelim.
Teorem 3.19 M, Z" nin bir alt grubu olsun. O zaman dgdakiler birbirine denktir.

1. N/ ~\ sonludur.

2. rank(M) = ndir.

3. M homojen bir denkleme sahip giédir. Yani M nin denklemlerinin icinde
aiXy+---+apXn =0

formunda bir denklem yoktur.
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Ispat; 1=—>2: Onerme 3.18In ispatindaki argmani kullanarak heiricin k; ] =0
olacak sekildey, ..., kn € N\ {0} elde edebiliriz. Bunun anlami ise heigin kig € M
olmasidir. Bu iseank(M) = n anlamina gelir.

2=—3: Burada iseV = Lg (M) alt uzayiQ" ile ¢akisir. Eer M bir homojen

denkleme sahipse bum@ax; + - - - + anxn = 0 diyelim, o zaman

(a1,...,a0) €VE = (Q")" ={0}

ve oylece hei icin g = 0 elde edilir.
3—1: Eger M nin denklemleriniikinci Boliimdeki gibi hesaplarsak heéricin

d; | di+1 olmakizere

X1+~ +anX = 0 (modd;)

ar1X1 + - - 4+ arnXn 0 (modd,)

olmak zorunda oldgunu biliyoruz. Her icin d.g € M oldujuna dikkat edelim. Bylece
N"/ ~m ded, [e] = [0] olur. O zamarg; € {0,...,d — 1} olmakiizereN"/ ~ nin butin

n
elemanlany a [g] formunda olmak zorunda oldundanN"/ ~y nin eleman sayiid; )"
i=1
den Kigiik yada(d,)" ye esittir. |

Sonug 3.20M, Z" nin rankin ve invaryant fakibrleri ds, . .., d, olan bir alt grubu olsun. O

Zaman;

1. N/~ sonlu bir gruptur.
2. M, bir kuvvetli pozitif eleman icerir.
3. Nn/ NMZZle...XZdn dir. 0

Ornek 3.21 M = G({(2,—4,2),(—6,2,2),(—2,2,4)}) alt grubunun (ki rank8 tiir) in-

varyant fakbrlerini hesaplarsall; = d, = 2 ve d3z = 22 bulunur. O halde
Nn/ ~M ZZ X Zz X Zzz

dir. O

35



4. MINKOWSKI-FARKAS LEMMASI VE MONOIDLERDEKI )
UYGULAMALARI Orhan SONMEZ

4. MINKOWSKI-FARKAS LEMMASI VE MONO  IDLERDEK |
UYGULAMALARI

Uclindl bdlumde, Q" nin bir V alt uzayinin tek negatif olmayan elemafi ise V+-
in bir kuvvetli pozitif elemaninin var oldyunu d@rdik. Bu Minkowski-Farkas Lem-
manin uygulamalarindan biridir. Buwhimde Minkowski-Farkas Lemmayi ifade ve ispat
edec@diz. Ayrica bu sonucun dalénce verilen sonuclari elde etmekte nasil kullanigca
gosterecgiz. Ek olarak,Q" nin bir alt uzayinin asikar olmayan negatif olmayan eleman-
larinin olup olmadiini karar vermede kullanilacak bir dizi algoritma vergze Bu al-
goritmalarin bir ka¢ uygulamasindan dazsedecgiz. Ozellikle as@idaki listede verilen

hesaplama islemlerinde uygulamalarin nasil yapgauaprecediz.

|_\

. N"/ ~pn formundaki bir monoidin bir grup olup olmayag@a karar vermek.

2. N"/ ~\ formundaki bir monoidin afin olup olmayagema karar vermek veger afin
ise S~ N"/ ~ olacak sekilde bik € N\ {0} ve NX nin sonlu d@urayl bir S alt

monoidini hesaplamak.

3. N/ ~y=U(N"/~y)+CveU (N"/ ~y)NC = {0} olacak sekildekN"/ ~ nin

birimlerinin grubunu veN"/ ~\ nin bir C alt monoidini hesaplamak.

4. Rasyonel katsayili bir homojen lineer denklem sistemiritijtokoordinatlari negatif
olmayan tamsayI olacak sekilde asikar olmayan d#igne sahip olup olmayagana

karar vermek.

5. N" nin iki sonlu dajurayl alt monoidinin kesisiminin asikar olup olmaygaaa karar

vermek, asikar dglse kesisimde sifirdan farkli bir eleman bulmak.
4.1 Temel Sonugclar ve Algoritmalar

Bu bodlum boyunca, verilen bix € Q" icin x > 0 gosterimix elemaninin her bir koordi-
natinin sifir yada sifirdanilytik oldujunu,x > 0 gosterimi de &im koordinatlarinin sifirdan

blyuk oldugunu ifade edecektir. Ayni sekilde< 0 ve x < 0 da benzer anlamlara sahiptir.

Teorem 4.1 (Minkowski-Farkas’ lemma) Aveb sirasiylanx nvemx 1 tipinde rasyonel

katsayill matrisler olsunx ve y de sirasiylan x 1 ve 1 x m tipinde bilinmeyen matrisler
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olsun. O zaman agedakiler birbirine denktir.

Ax=Db
1. { } sistemi rasyonelleiizerinde bir ¢ziime sahiptir.
x>0

YA>Z0 | : L - o
2. sistemi rasyonelleiizerinde bir ¢ziime sahip dgildir.
yb< 0

Ispat: 1=-2: Herye Q" icin yb=yAxolur. yA> 0iseyb> 0 olur. Bu ise

A>0
{ ya= } sisteminin rasyonelldiizerinde bir ¢ziminin olmadg! anlamina gelir.
yb< 0

Ax=b | _ - : :
2—1.: sisteminin rasyonelleéizerinde bir ¢zumi olmasin. O
x>0

halde yaAx= b nin rasyonelletizerinde bir ¢zimi yoktur ya daAx= b nin her @ziminin

en az bir koordinati negatiftir.

A>0
A nini-inci kolonunuA ile gosterelim. Her iki durumda d YAz sisteminin

yb< 0
rasyonellerizerinde bir ¢zuminin oldwu gosterilerek celiski elde edilecektir.

n
1. Durum: Eger Ax = b nin rasyonellefizerinde bir §zimi yoksa, S xA =b
i=1
olacak sekilde bir(xs,...,xn) € Q" elemani yoktur. Dolayisiyla, Q™ nin {Aq,...,An}

tarafindan gerilel alt uzayinin elemani olamaz. O haldée V oldugundanyb # O olacak

A=0
sekilde biry € V- secebiliriz. Simdiyb < 0yadayb > 0 olabilir. yb< Qise,y, y }
yb< 0

sistemi icin bir @zim olur. yb > O ise,y yerine —y alarak yine{ Y

sistemi igin
yb< 0

yA>0

bir ¢cozim bulunmus olur. Her iki durumdad% } sistemi, rasyonelleiizerinde

yb< 0
bir coziime sahip olur.

2. Durum: Ax= b nin bir ¢gbziime sahip oldgunu fakat her @zimin en az bir ko-

A>0
ordinatinin negatif oldgunu varsayalim yR= } sisteminin bir @zuminin oldwWunu
yb< 0

gostermek icinA nin kolon sayisiizerindeniimevarim yapacaz.
n= 1 olsun. Bu durumd&x = xA; = b denkleminin bir koordinati sifirdaniiciik
olacak sekilde en az bibglimi vardir. Fakat bu durumda yegane koordixatdugundan

x < 0dir.y= —balarak
yA= —bA = (—)—1() b’ >0
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veyb= —b? < 0 elde ederizl§?, bile b nin i¢ carpimidir).

n
n—1 i¢cin donerme dgru olsun. Ber S xA = Ax= b denklem sistemk > 0
- i=1

n—1
seklinde bir §ziime sahip dgilse S x A = b denklem sistemi de bir negatif olmayan
i=1

i >0
¢coziime sahip olamazn— ligin varsayimimiz gegnce herl <i <n-—1icin { YA 2 }
yb< 0

A>0
olacak sekilde biy € Q™ vardir. EjeryA, > Oise yR= olur ki bu bizim aradjimiz
yb< 0

sonuctur. DolayisiylgA, < 0 varsayalim. Bu durumda

1)ao——m<0veher1<|<n 1|g|na4——)3,’—2"120
2)V1<i<n-1licin A=A +ahA,
3) b =b+apA,

tanimlayalim.
n-1 _ o on-1 n-1 _
S XA = b’ denklem sistemininy XA + (( S ax{) —ao> A, = b denklem siste-
i=1 i=1 i=1

n-1
mine denk oldguna dikkat edelim.y XAl = b’ denklem sisteminin hek <i < n—1igin

X' > 0 olacak sekilde bir §zimu varsa

b’ = b+aghAn=x3A1 A0+ X 1A, 1
= XA +%A+ -+ X 1An- 1+ X@1A0 + X8R0 + -+ + X _18n-1An

dolayisiyla

b = XAL+XA2+ -+ X_1An—1+ Xj@1A0 + X082A0 + - - - + X5_18n—1An — 30An

/ A /
— XA XKoot X An 1+( z/;— %_ X 1VA“ L yAn)An
X YAL+XoyPo + -+ X yAq 1, yb
WA A, R 2 1 )
1AL XA+ -+ X, 1Aq 1+( VA, yAn An

g

>0
oldugundanmAx= b nin x > 0 formunda bir §ziminin oldwu gosterilmis olur. O halde her
1<i<n-1licinag < 0vea > 0oldugundanAx = b nin x > 0 formunda bir $ziminin

n-1
olmadgini kabul edersekz XAl = b/ sisteminin de hell <i <n-—1icin x > 0 olacak

sekilde bir @ziml yoktur. Tumevarim varsayimini bu def{ XA = b’ icin kullanacak
olursak; herl <i<n-1igin YA >0veyb <0 olacak §eklldey’ € QM var oldwu

gorulir. Simdiy=y — ( >ykoyallm
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~ (v& va - yAL vA)

(ylal'a‘n"r VAL YA }/azAn-l- YRoyho o Yan 1An+ LRoyAa 1 %yAn)
= (v ym - yA, yAn)

(%%(alerAl) yfAn<a2+yAz> yAn(an +yAﬂ 1) y,An)
(e s Tm) (00 0 )
- (VA& YA, - YA 0)20

= YA>0
yb <0=Y (b+a)A) < 0= yb+ayA, <0=Yyb— (iﬁ:)yb< 0
—Yyb<0
Boylece timevarim ve dolayisiyla ispat tamamlanmis olur. |

3. bolumde lemma 3.13 un tersini yapmak i¢cin Minkowski-Farkas Lemma’ya ihtiyac

duydwumuzu $ylemistik. Simdi lemma 3.13 un tersini yapabiliriz.

Teorem 4.2 V, Q" nin bir alt uzayi olsunV nin tek negatif olmayan elemafiiseV-= in

bir kuvvetli pozitif elemani vardir.

ispat: m = (M1,..., M) olmakizereB = {my,...,m },V nin bir bazi olsun.

Mg M2 -+ My 0
A= veb=
M1 M2 -+ My 0
1 o --- 0 1
yA>0 | . L e L :
olsun. sisteminin rasyonelldiizerinde bir $zuminin olmadgini gosterelim.
yb< 0

Egery= (y1,...,Yr+1) bu sistemicin bir 9zim iseyb < O oldugundary; ;1 < Oolur. yA> 0

(izymh +Yr+1, iZyimg, ey iZyimn> >0

oldugundan
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olur ve buradan

r r r
yimis, § yimz, o, S Yimin | > (=¥r+1,0,...,0)

,
olur. Boylece ¥ yim nin ilk koordinati sifirdan bytk, geri kalanlarin ise sifira esit yada
i=1

sifirdan kyuk alur.V, (0,...,0) dan baska negatif olmayan eleman icerrgaaien dolay!

Ax=Db
bu bir celigkidir. Minkowski Farkas Lemma’dan dolay, sisteminin rasyo-
x>0

neller izerinde bir ¢zimi vardir. a3 = (a11,...,a1n) bu sistemin bir §zumi olsun. O
zamana; > 0 ve matris carpimindan dolagy € V-, a;; = 1 dir.

Benzer sekilde devam ditmizde,

Mg -~ My -~ M
A=

Myp -+ My -+ My

o --- 1 --- 0

matrisi ilea; = (aj1,...,aj;n) elemanini elde ederizyle kia; € V*, aj = 1vea > 0dir. O
haldea = § a , V! de bir kuvvetli pozitif elemandir. |

Q" ninT)%rV alt uzayinin, (ger varsa) ilk koordinati sifirdarillgiik bir negatif olmayan
elemanini bulacak bir islemler zincirini verebilmek icin Minkowski-Farkas’ lemmanin is-
patindaki fikri kullanacgiz.

m = (M1, ...,Min) olmakiizere @erB={my,...,m}, V nin bir bazi isex= (X, ..., %n)
ninV nin elemani olmasi icin gerek ve yeter koguk iil)/im olacak sekilde

y=(y1,...,Yr) € Q" elemaninin var olmasidir. Matri®gterimini kullanarak bunu

M1 -+ M

M1 - M

olmakiizereyA = x seklinde ifade edebiliriz.
A nin i—inci kolonunuA; ile gosterelim. x; = yA oldujundan, ger x ilk koordinati

sifirdan kilyiik olan bir negatif olmayan eleman ise hégin

YA >0
yA1 >0
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dir. Bu nedenle/ nin ilk koordinati sifirdan byuk bir negatif olmayan elemana sahip
olmasi icin gerek ve yeter kosyly > 0 ve heri € {2,...,n} icin yA > 0 olacak sekilde
biry € Q" olmasidir. O zaman dikkatimizid; > Ove heri € {2,...,n} icin yA > 0 olacak
sekilde biry € Q" bulmaya y@unlastiralim.

Asagidakilere dikkat edelim;

1. EQer problemimiz( A ... Ana ) matrisi i¢in bir @ziime sahip dgilse Aicin de

bir cbzime sahip olamaz,

2. Eger problemimiz( Al ... An1 > icin z gibi bir cozime sahip vaA, > 0isezA

V nin ilk koordinati sifirdan byuk olan bir negatif olmayan elemanidir.

3. Bir dnceki durumda oldyu gibi €er z , ( Al ... A1 ) icin bir ¢ozim fakat
zA, < 0 ise Minkowski Farkas’ lemmanin ispatindaki gégive A’ (1<i<n-1)

tanimlanir. Burada iki alt durumu irdeleyejie (detaylarla ilgilenmeyedgz);

(a) EgerZA| >0veViec {2,...,n—1} icin ZA > O olacak sekilde bir € Q' varsa
y=7—((ZAn)/ (zA)) ztanimlar veyA; > 0, Vi € {2,....n} icin yA > O elde
ederiz.

(b) EGerZA; > 0veVie {2,...,n—1} icin ZA! > 0 olacak sekilde biiZ € Q"
yoksayA; > 0veVi € {2,...,n} icin yA > 0 olacak sekilde biy € Q" yoktur.

Algoritma 4.3 (FP) Algoritmanin girdisi, satirlarQ" nin bir V altuzayi icin bir baz olan
A matrisi, ¢iktisi ise/ de ilk koordinati sifirdan iyiik olan bir negatif olmayan elemandir.

Eger yle bir eleman yoksa algoritma “yanlis” sonucuimetir. Adimlar;

1. Bjern= lisei = min{k | a1 # 0} olmakuzerey = (0,...,0,a71,0,...,0) alinir ve
sonug olarak = yA = yA; yapilir. Eger A1 in butin bilesenleri sifir ise problemin

¢cozUmi yoktur ve dolayisiyla “yanlis” sonudiretilir.

2. Egern > 1ise problem( Al ... Al ) icin ¢ozulur. Egjer( Al ... A )
icin bir ¢dziim yoksaA icin de bir @ziim yoktur, aksi halde , Q" nin zA; > 0 ve

Vi e {2,...,n—1} icin zA > 0 olacak sekildeki bir elemani olsun.

(a) EjerzA, > 0isezA, V nin ilk koordinati sifirdan byuk bir negatif olmayan

elemanidir. O halde ¢ikti olara@alinir.
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(b) EgerzA,<0iseA =A—((zA)/(zA)))Analinirve problen( A A )
icin ¢cozular.
I. EQer( A LA ) icin bir cozim yoksapzgin problemin de @zimi

yoktur ve dolayisiyla “yanlis” sonudiretilir.

ii. EgerZ , ( AN ) icin bir cozim isey = Z — ((ZAn) / (zA))) Z

tanimlanir ve ¢ikti olarak = yAalinir. O

Bu algoritmay! birdrnekle aciklayalim.

Ornek 4.4 V = Lo({(1,-1,1,1),(0,1,-1,-1),(—1,1,0,—1)}) verilsin. O zaman

1 -1 1 1
A= O 1 -1 -1
-1 1 0 -1

dir. Biz,V nin ilk koordinati sifirdan byiik olan bir negatif olmayan eleman ariyoruz. Bu
ise

yAL > 0,yAo > 0,yAz > 0,yAr > 0
olacak sekilde biy € Q3 bulmaya denktir. Algoritmayi izlersek, probler(ﬂA1 A Az )
( Al A ) icin dolayisiyla ilkdnceA; icin ¢cozmeliyiz. Problemi bu sekilde indirgeye-
bildigimize dikkat edelim.a;1 # 0 oldugundanz = (1,0,0) alarakzA; = 1 > 0 oldugunu
gorebiliriz. FakatzA = —1 < 0 oldugundanz , ( AL A ) icin bir ¢dzum olamaz. O

zaman
0

A=A —((zh) [ (ze)) Ao = | 1
0
olusturulur.Z = (0,1,0) , A} icin bir ¢dzimdir. Buradan

y= Z- ((Z,AZ) /(ZAQ)> Z= (171>0)

tanimlariz. yAy =1 >0 veyA =02>0 olduguna dikkat edelim. Bu elemanin
( Al A Az ) icin bir ¢c6zim olup olamayadgani kontrol edelimyAg = 0 > 0 oldugun-
dany , ( AL A Az ) icin bir ¢ozimdir.  Son olarakyAs = 0> 0 dir. Boylece
yA=(1,0,0,0), V nin ilk koordinati sifirdan byuk bir negatif olmayan elemanidir. ¢
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EgerV nin i—inci koordinati sifirdan tyik olan bir negatif olmayan elemaninin olup

olmadgiyla ilgileniyorsak, biradnce tanimladyimiz algoritmayi

(A A oo A0 AL AL

matrisine uygulamaliyiz. &ylece heiri icin, i—inci koordinati sifirdan tyuk bir negatif
olmayan eleman (var olmasi kosuluyla) bulabiliriz.

Eger heri icin boyle elemanlar varsa, bunlarin hepsini toplayavakin bir kuvvetli
pozitif elemanini elde etmis oluruz. Ancak, Algoritma FP nirinci koordinati sifirdan
buylk bir negatif olmayan eleman bulmakta basarisiz @ldoiri varsaV nin bir kuvvetli
pozitif elemani yoktur. Bu algoritmanin gelistirilebilegiae de dikkat edelimise ik ko-
ordinati sifirdan byuk olan bir negatif olmayan eleman aramakla baslariertbulduyu-
muz eleman bir kuvvetli pozitif eleman ise dururuzgdse bunun koordinatlarinda sifirin
ilk bulunduju yere bakariz ve sonra burasi icin algoritmayi tekrar ederiz. Bijilaxca yeni
elemanancekini ekler ve bu isleme devam ederiz. Bir kuvvetli pozitif eleman bydeouz-
da veya Algoritma FP, gereken bir koordinati sifirdadlyltk olan bir negatif olmayan
eleman bulmakta basarisiz offitnda dururuz. Bu nedenle algoritmayi @qugkaki gibi de

tanimlayabilirdik.

Algoritma 4.5 (SP) Algoritmanin girdisi; satirlarQ" nin birV altuzayi icin bir baz olai
matrisi, ¢iktisi ise/ nin x gibi (var olmasi kosuluyla) bir kuvvetli pozitif elemanidirgér

boyle bir eleman yoksa algoritma “yanlis” sonucuimetir. Adimlar;

1. Algoritma FP,A matrisine uygulanir. Algoritma basarisiz olursa “yanlis” sonucunu

uretir. Aksi haldey, algoritma FP nin ¢iktisi ise= yAalinir.

2. Egerx in butin koordinatlari sifirdan ibyiik ise ¢ikti olarakx alinir. Aksi haldex
in koordinatlari icindeki ilk sifir bulunur. Bu sifirin bulundu koordinatina ise
Algoritma FP,( A ... AV AL ... A ) matrisine uygulanir. ger Algoritma
FP hata verirse “yanlis” sonudiretilir. Eger Algoritma FP nin c¢iktisiz isex ,

X+ (zAg,...,zA) seklinde yeniden tanimlanir ve bu adim tekrar edilir. O

Ornek 4.6 Ornek 4.4 dg1,0,0,0) € V bulmustuk. AncakzAg = —1 < 0 oldujundanz,
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( Ao Az > matrisine indirgenen problemimiz i¢irdogim olamaz. O zaman

0
Ao =R —((zhe) [ (zP8))As=| O
1

ve ZA, > 0 olacak sekilde' yi hesaplamaliyizZ = (0,0, 1) alarak

y=27-((ZAs) / (zAs)) 2= (0,0,1)

elde ederizyA, = 1 > 0 veyAg > 0 fakatyA, = —1 < 0 oldugundan bir adim daha tekrar-

ladigimizda
0
Ao = Po—((zhe)/(zA)) A= | ©
0
1
Ay = As—((zhe)/(zA))Aa=| -1
0

elde ederiz A, nin tum bilesenleri sifir oldgundan, algoritmaz A, > 0 olacak sekilde bir
Z bulmakta basarisiz olur.
Bu yuzdenV de ikinci koordinati sifirdan loyuk olacak sekilde bir negatif olmayan

eleman yoktur. Dolayisiyl® de kuvvetli pozitif bir eleman yoktur. O

Eger bu algoritmada, Algoritma FP nin “yanligirettigi yerde durmasaydik, sonucta
bulac@gimiz elemany nin maksimum sayida sifirdaruyik koordinati olan bir elemani

olacakti.

Algoritma 4.7 (MCP) Algoritmanin girdisi; satirlar@Q" nin bir V altuzayi i¢in bir baz
olan A matrisi, c¢iktisi is&/ nin maksimum sayida sifirdarujiik koordinati olarx gibi bir

negatif olmayan elemanidir. Adimlar;
1. x=0ahnir.

2. Tumi ler i¢cin Algoritma FP,( A ... AL A L A ) matrisine uygulanir.
Eger Algoritma FP “yanlis” sonucuniretirse hicbirsey yapiimazger ciktizisex,

X+ (zAg,...,zAy) seklinde yeniden tanimlanir ve devam edilir. O
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Bu algoritmada ikinci adimin heiicin tekrarlanmak zorunda olmagina dikkat edelim.

Sadece in koordinatlari icindeki her sifir igin yapilimalidir.

Ornek 4.8 Ornek 4.4 ’e geri dnelim. Bildigimiz gibi ( A A A A ) icin X =
(1,0,0,0) elde etmis ve( A Az Ar A ) icin Algoritma FP “yanlis” sonucuniiret-
misti. Algoritma FP yi( Az Av A1 A )ye uygularsaly = (1,0, 1) elde ederiz. DolayI-
siyla

x=(1,0,0,0) + (0,0,1,0) = (1,0,1,0)

dir. ( Ar AL Ao Az > icin Algoritma FP “yanlis” ciktisi verir. Bu yizden sonug olarak

aradgimiz elemanx= (1,0,1,0) dir. O
4.2 Monoidlere Uygulanislari

Burada, bu blumde verdjimiz algoritmalari, sadelesmeli monoidlere uygulaypza
4.2.1 N"/ ~yn Formundaki Bir Monoidin Grup Olup Olmadi ginin Kontrol

M =G ({my,...,m}) C Z" verilsin. N"/ ~y nin grup olup olmadjini bilmek istiyo-
ruz. Onerme 1.26 den bu ancak ve andakin bir kuvvetli pozitif eleman icermesi duru-
munda olurQ" ninV = Lg ({my,...,m}) alt uzayini tanimlayalim. Dolayisiy\ nin bir
kuvvetli pozitif eleman icermesi icin gerek ve yeter kosuhin bir kuvvetli pozitif eleman
icermesidir. O hald®/ nin bir kuvvetli pozitif eleman icerip icermegiini saptamak igin

Algortima SP yi kullanabiliriz.

4.2.2 N"/ ~y Formundaki Bir Monoidin Afin Olup Olmadi ginin Saptanmasi, Eer
Afin ise S~ N"/ ~ Olacak Sekilde Bir k € N\ {0} ve Nk nin Bir Sonlu

Dogurayli SAIt Monoidinin Bulunmasi

M =G ({m,...,m}) C Z" verilsin. N"/ ~\ nin bir afin yarigrubu olup olmagdini
bilmek istiyoruz. Bu sebeple teorem 3.15 den dolay! bunun sadelesmeli, buruimasiz ve

indirgenmis olup olmadjini saptamak zorundayiz.

1. Onerme 1.21 deN"/ ~y nin sadelesmeli oldju asikardir.
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2. MN{ey,...,en} = 0varsayabiliriz pnerme 3.10 a bakiniz) nin invaryant fakbrle-
rini ve M nin denklemlerini hesaplayalim.gérM homojen dgilse N"/ ~y burul-

masiz dgildir ve bu yiizdenNK nin bir alt monoidine izomorfik olamaz. Aksi halde

X1+ +amXys = 0

Xy +---+anxn = 0
M nin denklemleri olsun.
3. EjerN"/ ~y indirgenmis iseM,
aiX1+---+anXya =0, heriicing >0

formunda bir denkleme sahip olmak zorundadinérme 3.9 ve 3.14 dan). Bu ise

ancak ve ancak" nin

V=Lo({(as,---@mn),-.-,(a&1,-.-,amn)})

alt uzayinin bir kuvvetli pozitif elemana sahip olmasi durumundankiindir. V

ye Algoritma SP yi uygulayalim. @er sonucta “yanhslretilirse yarigrubumuz afin
degildir. Aksi halde(ay,...,ay) ,V nin bir kuvvetli pozitif elemani olsun. Paydalari
elimine edebilecgmizden hei icin & € N\ {0} varsayabiliriz. Bu denklemi yeteri

kadar liylk pozitif tamsayilarla carpar ve@gr denklemlere eklerseM icin

bixag+---+bixan = 0

baXy+-+ +bsn = 0
(heri, j icin by; € N) seklinde yeni denklemler elde ederiz. Dolayisiifanin

{(b11,...,bs1),..., (b1n,...,bsn)}

tarafindan dgurulan alt monoidN"/ ~y ye izomorfik olur (teorem 3.15 in ispatinda

oldugu gibi).
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Ornek 49 M=G({(1,-1,1,-1),(3,2,0,—2),(2,3,—1,—1),(1,4,—2,0)}) verilsin. In-
varyant fakbrlerini hesaplarsal; = d, = 1 elde ederiz. Bylece,M nin denklemleri
2X1+X3+3x¢¢ = 0

—4X1+X2—5% = 0
olur. Birinci denklemi2 ile carpip ikinci denkleme eklersek

21 +X3+3x4 =0
(X1,X2,X3,%4) €M =
Xo+2X3+X4=0
buluruz. Bu durumda Algoritma SP yi uygulamaya gerek yoktur. Dolayiifia~y
monoidiN? nin
S=((2,0),(0,1),(1,2),(3,1))

alt monoidine izomorfiktir. O
Ornek 4.10 M =G ({(2,-1,-1),(1,1,-3),(1,—2,—1)}) grubunu diginelim. M nin in-

varyant fakbrleri d; = d = 1 ve d3 = 9 dur. Bu yiizdenN3/ ~y burulmasiz dgildir ve

buradariN3/ ~y bir afin yarigrubu dgildir. Bu durumdaM nin denklemleri
X1—X+3x3=0 (mod9)
dur ve bu yizdenN3/ ~y monoidi([1]g, [8]q, [3]g) = Zg 'a izomorfik olur. O

Ornek 4.11 M = G ({(2,—3,1),(—1,1,—4)}) verilsin. Invaryant fakbrleri d; = dp = 1
ve denklemleri

11X, + 7% —x3=0

bulunur.Q®’tnV =Lg ({(11,7,—1)}) alt uzayinin kuvvetli pozitif elemani yoktur. Bunun
anlami iseN3/ ~ indirgenmis dgildir ve bu yiizdenN3/ ~y bir afin yarigrubu dgildir.
N3/ ~m nin Z nin {11,7, -1} tarafindan dgurulan alt monoidine izomorfik oldunu

dolayisiylaN3/ ~y nin Z ye izomorfik old@una dikkat edelim. O

423 N"/~y=U(N"/~m)+CveU (N"/ ~y)NC = {0} Olacak SekildeN"/ ~

nin Birimlerinin K Gimesille Bir C Alt Monoidinin Hesaplanisi

Egerx,y € Svex+yeU (§)ise

z+ (X+Yy) = (z+X) +y=y+(z+x) =0
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olacak sekilde biz € Svardir. Bu yizdenx vey nin her ikisi deU (S) nin elemanidir. Bu

fikir kullanilarak asgidaki sonug kolayca ispatlanabilir.

Onerme 4.12S, U (S)N{st,...,S} = {s1,...,5} olacak sekilde{sy,...,s,} tarafindan

dogurulan bir monoid olsun. O zaman,
LU(S=(s,.--,S),
2. (S+1,---,S) monoidi indirgenmigtir ,
3. (s1,--,5)N{S41,.--,S) = {0} ve S=(s1,...,5) + (S+1,---,5n) dir, O

Snin dajuray Kimesinin secimine lig olarakU (S) tek tirlt bellidir, fakat(s;+1, . . ., Sn)
tek trld belli d&jildir. Bu yuzden(s.i1,...,Sy) alt monoidineU (S) nin komplementi

(timleyeni) diyecgiz.
Onerme 4.13M , Z" nin bir alt grubu olsun. O zaman
UN"/ ~m)n{led],... [en]} = {[en],-.. [& ]}
olmasi icin gerek ve yeter kosul
1. eger(ys,...,yn) e MNN"ise heri ¢ {iq,...,i;}iciny; =0,

2. aeri € {i1,...,ir} isex; > 0 aksi halde = 0 olacak sekilde bifx,...,X,) € M var

olmasidir.
Ispat: =:  (a1,...,a,) € MNN" alahm. Ejera; > Oise
(a,...,an) —0€M = ((ay,...,an),0) E~u=>[(as,...,an)] = [0]
ve dolayisiyla
@]+ (ar[er] +---+ (& —1)[a] + - +an[en]) = [(as,...,an)] = [0]

dir. Buradarig] € U (N"/ ~\) dir. Bu, birinci kosulun ispatidir.
r
(@], (6] €U (N"/ ~u) oldujundan’y [&;] €U (N"/ ~m) dir. Bu ylizden
=1

zl o] +i_§lai &l =[0]

]
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n
olacak sekildey a [g] € N"/ ~\ vardir.

(X1,...,%) = (a1,...,a, +1,...,a,+1,...,an)

elemani da ikinci kosulu gergekler.
<~ (X1,...,%n) € M, Vi €{i1,...,ir } icin x; > O ve geri kalan koordinatlari sifir

olacak sekilde bir eleman olsun. Dabyace oldgu gibi,

{[al] 7"'7[eir]} cu (Nn/ NM)

olur. Ejer [g] bir birim ise[e]+[(a1,...,an)] =[0] olacak sekilde bir

[(a1,...,8n)] € N"/ ~\ vardir. Buise
(ag,...,a+1,...,ap) e MNN"

anlamina gelir. Birinci hipotezimizden dolaye {i1,...,i,} dir. O
Bu iki sonug ileN"/ ~y formundaki bir monoidin birimleri grubunu ve bunun komple-
mentini hesaplayabiliyorua/ , Q" nin M tarafindan gerilen alt uzayinbgtermekiizerex,

Algoritma MCP ninV ye uygulanmasi sonucu elde edilen eleman olsun.
e Egerx=(0,...,0)iseU (N"/ ~y) = {0} ve sonug olaraki"/ ~\ indirgenmistir.

e Eger{is,...,ir} ={i|x #0}iseU (N"/ ~n) = ([&,],-.-,[6,]) veU (N"/ ~m) nin
komplementi({[e] | i ¢ {i1,...,ir}}) dir.

Ornek 4.14 M =G ({(1,1,1,—1),(1,2,2,—1)}) verilsin.V nin bir baz
{(1,1,1,-1),(1,2,2,-1)}

dir. Algoritma MCP ninV ye uygulanmasi sonucundaki ¢iK0,1,1,0) dir. Buradan
U (N*/ ~m) = ([e2], [e3]) ve bunun komplementi dge], [e4]) dir. O

Onerme 4.15 S sonlu dd@urayl bir monoid veC de U (S) nin komplementi olsun.t ,
U (S) x C Uizerinde
xY)T(X,Y) <= x+y=X+Y

seklinde tanimlanan bir kongruans olsun. O zafan(U (S) xC) /T drr.
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Ispat:
$:U(S)xC—S
O (Xy) =X+y

tanimlanir ver = ker(¢) alinirsa ispat biter. [

4.2.4 Rasyonel Katsayili Bir Homojen Lineer Denklem Sisteminin, Tm
Koordinatlari Negatif Olmayan Tamsayi Olacak Sekilde Bir Asikar Olmayan

C0oziime Sahip Olup Olmadginin Belirlenmesi

X1+ +agXa = 0

1X1+---+anXy = 0

rasyonel katsayili homojen lineer denklem sistemi verilx, . .., xn) € N"\ {0} seklinde
bir ¢oziim olup olmadjini bilmek istiyoruz. Bu iseQ" nin bu denklemler tarafindan
tanimlanan alt uzayinin sifirdan farkli bir negatif olmayan elemaninin olup ofmadbil-
meye esdgerdir. Bu yizden lineer cebir metodlarini kullanardkcin bir B bazini bulmali
ve satirlariB nin elemani olan matrise Algoritma MCP yi uygulamaliyiz. Algoritmanin

ciktisinin paydalarini elimine edince ortaya ¢ikan eleman @uadz elemandir.
Ornek 4.16 Bir negatif olmayan tamsaybgiime sahip olan

X1+X4 = 0

X2—x3 = 0
denklem sistemini @z 6niine alalim. Bu denklemler tarafindan tanimlaiaaltuzay
V=Lo({(1,1,1,-1),(1,2,2,-1)})

dir. V ye Algoritma MCP uygulanmasi sonucu elde edilen ¢iktifri, 1,0) oldugunu
biliyoruz ve dolayisiyla bu, verilen denklem sistemi igimt koordinatlari sifir yada sifirdan

buyuk bir asikar olmayan@zimdir. O

50



4. MINKOWSKI-FARKAS LEMMASI VE MONOIDLERDEKI )
UYGULAMALARI Orhan SONMEZ

4.2.5 N nin Iki Sonlu Dogurayl Alt Monoidinin Kesisiminin Asikar Olup
Olmadiginin Belirlenmesi, Eger Asikar Degilse Kesisimindeki Bir Elemanin

Bulunmasi

S ve S, N" nin, sirasiyla{ay,...,a } ve {by,...,bs} tarafindan dgurulan iki alt
monoidi olsun.$; ve S nin asikar olmayan bir ortak elemana sahip olup olrgadibilmek

istiyoruz. Eger

a = (a1,...,an) 1<i<r

bj = (bjl,...,bjn) 1<j<s
ise bu problem
aXy+ -+ a1X —biaXt1— - —baXs = 0
X1+ +amX — binXr 11— —bsXris = 0

denklem sisteminin en az iki koordinati (bunlardan bidisle r-inci koordinat arasinda,
digeri 1 ile s-inci koordinat arasinda olmakzere) sifirdan farkli olan bir negatif olmayan
tamsayi ¢zuminin olup olmadji problemine énigir.

Boylece,5 NS, # {0} olup olmadgini, eger yleyse kesisimdeki bir elemani bulmak
icin Algoritma MCP yi uygulayabiliriz.
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5. ALGORITMALAR VE AR ITMET IK ISLEMLER ICIN
NESNEL YAPI

Bu bdlimde tezde verilen algoritmalar icin bilgisayar programi yazmak amaciyla kul-
lanilabilecek nesneler (object) icin bir takidmeriler verecgiz. Bu tir programlar, cqu
kezC veyaPascallisanlari kullanilarak yazilir. Burada yapdgmizdneri MS Visual Basic
icin olacaktir.

Once aritmetikle ise baslayalim. Bu konuda litérae pek cok program vardir. Asa-
gida tanitacgumiz clsTamSayi aritmetik icin islevsdlliyuksek bir nesnedir. Bu nesne icin
kodlar yazilmistir. Burada kullanilan algoritma yeni olmamakla beraber, programin kendisi,
erisilebilir acik kod olmasi bakimindan bir katkigsayacaktir.

Bu nesnedeilyiik tam sayilarla ilgili aritmetik islemler yapiimaktadir. Bu tezde acikla-
nan algoritmalarda hesaplar yapilirken ortaya ¢ikan tam sayilar, bir ¢cok bilgisayarin tam
sayllari temsil etmekte kullangli 16 bit veya 32 bitlik normal say! sinirini kolaylikla asabil-
mektedir. Bu olgu, gndeme Bylk sayilarla aritmetik islemler yapma gégiei getirmek-
tedir. Buyuk sayilarla ilgili pek ¢ok kaynak vardir. Biz Gary Darby tarafindan yazilan ve
bolme algoritmasi icin  Hansen’in (Hansen, 1994) v@rdfikri kullanan Tinteger
bilesenindeki fikirleri kullanaggiz.  Gary Darby’'nin  programi  Delphi kullanilarak
yazilmistir. Bu fikirleri kullanarak bizim yazgimiz programda pek cok iyilestirme ve
farklilik vardir. Belki de en temel farkhlik “gikarma” isleminde olacaktir. Bunu kisaca
aciklayalim.

Bilgisayar dinyasindakinin timleyeni(two’s complement) olarak bilinen islem bir
sayinin toplamsal tersinin yazilmasinda kullanilir. Aslinda buna toplamsal ters demek
yanlis olur. Durumu daha kolay aciklayabilmek icin tam sayilarin 8 bit olarak temsil
edildigini varsayalim. Bu bitleri sgdan sola d@ru O,...,7 olarak adlandiralim.7—inci
bit isaret biti olup,1 ise say negatifp ise say! pozitif veya dir. Ikinin tumleyenini
alabilmek igin bir sayininitm bitleri teryiiz edilir ve elde edilen sayiyheklenir. O halde
0000001 3sayisinin ikinin fimleyenini bulmak icironcel1111100ve daha sonrd1111101

elde edilir. Bu iki sayi iki modliine gire toplaninca
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00000011
11111101

100000000

elde edilir. Fakat bilgisayarimiz 8 bitlik oldgundan en basta durdhkaybedilecektir.
Dolayisiyla sonu@000000Mlur. O haldel1111103sayis0000001Isayisinin tam sayilarin
temsil edilebildgi dl¢lide toplamsal tersidir.

Aslinda bu fikir sadec@ tabani icin gecerli dgldir. 1 <b herhangi bir tam sayi
ve n = (C,Ck_1,...,Co)p SayIsin pozitif tam sayisinirb tabanina gre temsili olsun. Her

0<i<kicin0<¢ <b—1oldugundar0<b—1-c¢ <b-—1dir.
m=1+4+(b-1-c,b—-1-c1,...,b—1-0Co),
sayini disinelim. Bu durumda

k .
n+m = 1+ Z}(ciqtb—l—ci)b'
i=

K .
= 1+i;(b—1)b'
kil ko
)

— pktl

= (1,0,0,...,0)
N—_——
k tane b

elde edilir. O halde tam sayilarin saddceakam ile ifade edilebildji bir bilgisayardam

saylisin nin toplamsal tersidir. Bundan faydalanarak

X = (Xi; Xk—1,---,X0)p VEY = (Ys,Ys-1,---,Y0)p

iki tam sayl ves < k olsun.x—y sayisininb tabanina gre bir temsilini yazacak bir

algoritmay1 yukaridaki fikirden faydalanarak yazalim. Burada aslinda ¢cikarma yapmak
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yerine toplama yapmak istiyoruz. Toplama islemi i¢in alisilagelmis toplama algoritmasina
sadece yukaridaki fikir eklenecektir.oilece ¢ikarma isleminin ¢ok daha kolay program-

lanabilir oldwu gorulecektir.

Algoritma 5.1 x>y oldujuna gre asgidaki algoritmax—y sayisini hesaplayip sonugu

saylisina atayan bir algoritmadir.

i=0
elde=1
do whilei <=k
if i <sthenz=x(i)+b—1-y(i)+eldeelsez=x(i)+b—1+elde
if z>=Dbthenelde=1elseelde=0
X(i) = zmodb
i=i+1
loop

O

Program taban olaralt = base= 100 kullanmaktadir. Kullanici sayilad0 tabanina
gore girmekte ve bu sayilar program tarafind#® tabanina ¢evrilmektedir. Kullanici bir
cikti istedfinde, istenen sonucld0 tabanina cevrilerek verilmektedir,

Simdi siniflari tantyahm.

clsTamSayi sinifi : Bu sinifin4 tane temel unsurisaret, tRakamlar, tRakamSay, tMax
dir. Isaret public bibzellikdir ve bu sinif ile temsil edilen sayinin isaretini saklamak
icin kullanilmaktadir.0 sayisinin isaretil olarak alinmaktadir. tRakamlar bu
sinifin defaultozelligidir ve boyutudnceden verilmeyen bir byte dizisidir. Bu dizi
verilen tamsayiniri00 tabanina gre temsilini tutmaktadirx, # 0 olmak Uzere
verilen sayix = (X, X-_1,-..,X0), ise tRakamSay k+1 dir. Egerx=0 ise
tRakamSay =1 olur. Isaret ise asikar anlamdadir. Yeni bir sinif elemani, bir baska
deyisle clsTamSayi tipinde bk tamsayisi olusturulunca bu diz6 eleman icerecek
sekilde boyutlandiriimaktadir. ger hesaplar sirasinda veya ilk atama asamasinda
sayis! icinl6 dan daha cok eleman gerekiyorsa o zaman tRakamlar dizisin
bu gerekli sayiy! ilk gecen kati kadar eleman icerecek sekilde boyutlandiriimaktadir.

tMax bu dizinin alabilecgi bu maksimum eleman sayisirogiermektedir.
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clsTamSayi sinifinin metodlari :

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Public Property Get Item(ByVal ilndex As Integer) As Byte

Public Property Get RakamSay() As Integer

Public Sub SetRakamSay(ByVal YeniRakamSay As Integer)
Public Sub Trasla() 'bastaki sifirlari sil

Public Sub Sifirla()

Public Sub Putltem(ByVal iindex As Integer, ByVal IData As Byte)
Public Sub YeniRakamEkle(ByVal IData As Byte)

Public Function SayiStr() As String

Public Sub MetinSayiAta(s As String)

Public Sub SayiAta(i2 As clsTamSayi)

Public Sub KucukSayiAta(i2 As Integer)

Public Function MutlakKarsilastir(i2 As clsTamSayi) As Integer
Public Sub MutlakCikar(i2 As clsTamSayi)

Public Sub MutlakTopla(i2 As clsTamSayi)

Public Sub Topla(i2 As clsTamSayi)

Public Sub Cikar(i2 As clsTamSayi)

Public Sub RakamlaCarp(ByVal m As Integer)

Public Sub RakamaBol(ByVal m As Integer)

Public Function RakamlaBolumdenKalan(ByVal m As Integer) As Integer
Public Sub SolaKaydir(miktar As Integer)

Public Sub Carp(i2 As clsTamSayi)
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22. Public Sub Modulo(i2 As clsTamSayi)
23. Public Function SifiraEsit() As Boolean
24. Public Sub EBOB(ByVal u As clsTamSayi)

25. Public Function trial(r As clsTamSayi, d As clsTamSayi, k As Integer, m As Integer)

As Integer

26. Public Function smaller(r As clsTamSayi, dgq As clsTamSayi, k As Integer, m As

Integer) As Boolean

27. Public Sub difference(r As clsTamSayi, dg As clsTamSayi, k As Integer, m As Inte-
ger)

28. Public Sub longdivide(y As clsTamSayi, g As clsTamSayi, r As clsTamSayi)

29. Public Sub Bolme(y As clsTamSayi, q As clsTamSayi, r As clsTamSayi)

Z" nin alt kimeleritizerinde yapilacak islemler icin daraylarin satir veigun islem-
lerine gerek olacaktir. Bunun icin agda yazili siniflari kullanmak uygun olacaktir. Bu

siniflarin metodlari vézelliklerinin ne anlama geldi ¢cok agiktir.

clsGenarator sinifinin metodlari :

[EEN

. Public Property Let Boyut(ByVal vData As Integer)

N

. Public Property Get Boyut() As Integer
3. Public Property Get Koordinat(ByVal ilndex As Integer) As clsTamSayi
4. Public Sub SetKoordinat(ByVal iindex As Integer, ByVal IData As clsTamSayi)

TIslem enum tipi

Public Enum Tlslem

DegisTokus =0

EksilleCarp =1
LineerEkle = 2
End Enum
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clslslem sinifinin metodlari :

1. Public Property Let Kat(ByVal vData As clsTamSayi)
2. Public Property Get Kat() As clsTamSayi
3. Public Property Let Kullanilanindex(ByVal vData As Integer)
4. Public Property Get Kullanilanindex() As Integer
5. Public Property Let isimDegisenindex(ByVal vData As Integer)
6. Public Property Get isimDegisenindex() As Integer
7. Public Property Let Isim(ByVal vData As TlIslem)
8. Public Property Get Islm() As Tislem
9. Public Property Get Boyut() As Integer
10. Public Property Get Koordinat(ByVal ilndex As Integer) As clsTamSayi

11. Public Sub SetKoordinat(ByVal ilndex As Integer, ByVal IData As clsTamSayi)

clsGenaratorSet sinifinin metodlari :

H

. Public Property Let Boyut(ByVal vData As Integer)
2. Public Property Get Boyut() As Integer

3. Public Property Get GenMatris(ByVal ilndex As Integer, ByVal jindex As Integer)

As clsTamSayi
4. Public Sub SetGenarator(ByVal ilndex As Integer, ByVal IData As clsGenarator)
5. Public Sub YeniGeneratorEkle(ByVal IData As clsGenarator)
6. Public Sub MetinGeneratorEkle(s As String)
7. Public Sub YeniSatirlslemEkle(ByVal IData As clsIslem)

8. Public Sub YeniSutunlslemEkle(ByVal IData As clslslem)
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Public Sub SatirlslemUygula(ByVal Isim As Tislem, K As Integer, r As Integer, X
As clsTamSayi)

Public Sub SutunislemUygula(ByVal Isim As TIslem, K As Integer, r As Integer, X
As clsTamSayi)

Public Sub GeneratorleriDosyayaYaz(ByVal Path As String)
Public Sub GeneratorleriDosyadanOku(ByVal Path As String)
Public Property Get Kat() As clsTamSayi

Public Property Let Kullanilanindex(ByVal vData As Integer)
Public Property Get Kullanilanindex() As Integer

Public Property Let isimDegisenindex(ByVal vData As Integer)
Public Property Get isimDegisenindex() As Integer

Public Property Let Isim(ByVal vData As Tislem)

Public Property Get Isim() As Tislem

Public Property Get Boyut() As Integer

Public Property Get Koordinat(ByVal ilndex As Integer) As clsTamSayi

Public Sub SetKoordinat(ByVal iindex As Integer, ByVal IData As clsTamSayi)
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