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ÜYE
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ÖZ

YÜKSEK L İSANS TEZİ

SONLU DOĞURAYLI DE ĞİŞMEL İ MONO İDLER VE UYGULAMALARI

Orhan SÖNMEZ

ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ

FEN BİL İMLER İ ENSTİT ÜSÜ

MATEMAT İK ANAB İL İM DALI

Danışman: Prof.Dr. Yusuf̈UNLÜ

Yıl: 2005, Sayfa: 60

Jüri: Prof.Dr. YusufÜNLÜ
Doç.Dr. Hayrullah AYIK
Yrd.Doç.Dr. Ersin KIRAL

Bu tezde abelyen monoid teorisinin klasik sonuçlarının bir derlemesi yapılmıştır. Ayrı-
ca bu derlemede yer alan temel algoritmaların program olarak hayata geçirilebilmeleri için
MS Visual Basic dilinde bir nesnel yapıönerilmiştir. Bu derlemede yer alan başlıca teorem
ve algoritmalar şunlardır:

M, Zn nin invaryant fakẗorleri d1, . . . ,dr olan bir alt grubu ise

Zn/M ' Zd1× . . .×Zdr ×Zn−r

olduğu veM nin bir dŏguray k̈umesinden veya denklemlerinden bir bazının nasıl hesap-
landı̆gı gösterilmiştir.

Sonlu dŏguraylı monoidlerin sadeleşmeli olma, burulmasız olma, indirgenmiş olma
ve sonlu olma gibïozellikleri ve buna băglı bazı sonuçlar incelenmiştir. Grillet’in, sonlu
doğuraylı monoidler̈uzerindeki bir teoremine de değinilmiştir.

Minkowski-Farkas lemma ve bunun sonlu doğuraylı monoidler̈uzerindeki uygulamala-
rından bahsedilmiştir. Bu lemma kullanılarak,Qn nin bir alt uzayının; ĕger varsa, belirli
özellikteki negatif olmayan elemanlarını veya kuvvetli pozitif elemanlarını bulacak algo-
ritmalar ileNn/ ∼M nin bir grup olup olmadı̆gına veya bir afin yarıgrubu olup olmadığına
karar veren algoritmalar verilmiştir.U (Nn/∼M) nin hesaplanması için yine bir algoritma
verilmiştir. Rasyonel katsayılı bir homojen lineer denklem sisteminin, tüm koordinatları
negatif olmayan tamsayı olacak şekilde bir aşikar olmayan çözüme sahip olup olmadığının
kontrolü için bir algoritma verilmiştir.Nn nin iki sonlu dŏguraylı alt monoidinin kesişiminin
aşikar olup olmadı̆gının belirlenmesi, ĕger aşikar dĕgilse kesişimindeki bir elemanın bulun-
ması için bir metod verilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Sonlu dŏguraylı dĕgişmeli monodiler, sadeleşmeli olma, burulmasız
olma, indirgenmiş olma, kuvvetli pozitif eleman.
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In this thesis we give an exposition of the fundamental results in abelian monoid theory.
In addition to this we give a description of some classes in MS Visual Basic that can be uses
to implement the algorithms which take place in this exposition. Following is a list of some
important theorems and algorithms in this thesis.

If M is a subgroup ofZn with invariant factorsd1, . . . ,dr then it is shown that

Zn/M ' Zd1× . . .×Zdr ×Zn−r .

Furthermore, we give an algorithm to compute a basis of a subgroup ofZn from one of its
systems of generators or its defining equations.

We discuss the properties of finitely generated monoids such as of being cancellative,
torsion free, reduced and finite and give some results. We mention a result by Grillet on
finitely generated monoids.

Minkowski-Farkas lemma and some of its consequences on finitely generated monoids
are given. Especially we apply this lemma to decide when a subspace ofQn has a non neg-
ative or strongly positive elements, if any. We give algorithms to find out whetherNn/∼M

is a group or an affine semigroup. We describe an algorithm to calculateU (Nn/∼M).
An algorithmic method deciding whether a linear homogeneous system of equations has a
nontrivial nonnegative solution and another algorithmic method deciding whether two sub-
monoids ofNn have nontrivial intersection and if so then finding an element in intersection
is given.

Key Words: Finitely generated commutative monoids, being cancellative, being torsion
free, being reduced, strongly positive element.
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İÇİNDEKİLER . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . IV
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4.2 Monoidlere Uygulanışları . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.2.1 Nn/∼M Formundaki Bir Monoidin Grup Olup Olmadığının Kontrol̈u 45
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1. TEMEL TANIMLAR VE SONUÇLAR Orhan S̈ONMEZ

1. TEMEL TANIMLAR VE SONUÇLAR

Gruplarda b̈olüm grubunu elde etmek için onun bir normal altgrubuna, halkalarda

ise onun bir idealine gerek vardır. Monoidlerde ise bu gereksinimi kongruanslar karşılar.

Gerekli b̈utün tanımları yaptıktan sonra dikkatimizi sonlu doğuraylı monoidlerüzerinde

yoğunlaştıracăgız ve her sonlu dŏguraylı monoidinNn nin bir bölümü oldŭgu durumlarda

bir temsil verecĕgiz.

Bu tezdeZ ile tamsayılar veN ile negatif olmayan tamsayıların kümesi g̈osterilecektir.

Denklik băgıntıları ile ilgili temel bilgileri burada kısaca hatırlayalım.X herhangi bir

küme iseX×X nin σ gibi bir alt kümesineX üzerinde birbağıntı denir. (a,b) ∈ σ yerine

aσb gösterimini de kullanacăgız.

X üzerindeki birσ băgıntısına; hera ∈ X için aσa oluyorsayansımalı, her a,b ∈ X

için aσb iken bσa oluyorsasimetrik, her a,b,c ∈ X için aσb ve bσc iken aσc oluyorsa

geçişmelidenir. Ĕger X üzerindeki birσ băgıntısı yansımalı, simetrik ve geçişken iseσ

ya bir denklik băgıntısıdenir. σ bir denklik băgınıtısı vea ∈ X ise [a]σ = {b∈ X | aσb}
ya a nın denklik sınıfıdenir. Yanlış anlaşılmaya yol açmayan durumlarda[a]σ yerine [a]

kullanacăgız. Bilindiği gibi a,b∈X ise[a]∩ [b] 6= /0 olması için gerek ve yeter koşul[a] = [b]

olmasıdır. O halde denklik sınıflarıX in bir parçalanışını verir. Herhangi iki elemanın denk

olması için gerek ve yeter koşul elemanların bu parçalanışın aynı kümesi içinde olmasıdır.

Tanım 1.1 Sboştan farklı bir k̈ume ve+, S üzerinde birleşmëozelliğini săglayan bir ikili

işlem ise(S,+) ikilisine bir yarıgrupdenir.

Tanım 1.2 Bir (S,+) yarıgrubunda hera∈Siçin a+0= 0+a= a olacak şekilde bir0∈S

varsa(S,+) ikilisine bir monoiddenir.

Not 1.3 Aksi belirtilmedikçe bu tezdeki b̈utün monoidleri ve yarıgrupları değişmeli olarak

alacăgız.

Tanım 1.4 Bir Smonoidinde hera,b,c∈ S için a+c = b+c olduğundaa = b oluyorsaS

monoidisadeleşmelidirdenir.

Tanım 1.5 Bir (S,+) monoidinde hera∈ S için a+ b = 0 olacak şekilde birb∈ S varsa

(S,+) ikilisine bir grupdenir.
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1. TEMEL TANIMLAR VE SONUÇLAR Orhan S̈ONMEZ

Eğer bir monoidde bir elemanının tersi varsa tektir. Bu yüzden bira elemanının tersini

−a ile gösterecĕgiz. Bir grubun daima sadeleşmeli bir monoid olacağı açıktır.

Tanım 1.6 Sbir monoid veH ⊆ Solsun.0∈ H ve hera,b∈ H için a+b∈ H iseH ye S

nin bir alt monoididenir.

Verilen bir Smonoidinin b̈utün alt monoidlerinin kesişiminin de,Snin bir alt monoidi

olduğu açıktır. BirS monoidinin birA alt kümesi verilsin. O haldeS nin A yı içeren ẗum

alt monoidlerinin arakesiti de bir monoiddir. Bu monoideA tarafından dŏgurulan monoid

denir ve〈A〉 ile gösterilir. 〈A〉 monoidi S nin A yı içeren (kapsamaya göre) en k̈uçük alt

monoididir. Dahası ĕger0a = 0 ve0≤ n için (n+1)a = na+a ise

〈A〉=

{
r

∑
i=1

niai | r ∈ N ve her1≤ i ≤ r için ni ∈ N, ai ∈ A

}

olduğu kolayca ispatlanabilir. Aşağıda aksi s̈oylenmedikçeS sembol̈u bir monoidi g̈oste-

recektir.

Tanım 1.7 S= 〈A〉 iseSye A tarafından dŏgurulmuş veA ya daSnin bir doğuray k̈umesi

denir.

S= 〈S〉 olacăgı açıktır.

Tanım 1.8 S= 〈A〉 ve A nın S yi doğuracak şekilde hiçbir̈ozalt k̈umesi yok iseS ye A

tarafındanminimal olarak dŏgurulmuşveA ya daSnin bir minimal dŏguraykümesi denir.

Tanım 1.9 Eğer S nin, S= 〈A〉 olacak şekilde sonlu birA alt kümesi varsaS ye sonlu

doğuraylıdenir.

A, Sgrubunun bir alt k̈umesi ise〈A〉monoidi aslındaSnin bir alt grubudur.A tarafından

doğurulan bu alt grubuG(A) ile gösterecĕgiz. Eğer her n ∈ N ve a ∈ A için n(−a)

elemanını(−n)a şeklinde g̈osterirsek,

G(A) =

{
r

∑
i=1

ziai | r ∈ N ve her1≤ i ≤ r için zi ∈ Z, ai ∈ A

}

olduğu kolayca g̈osterilebilir.

Tanım 1.10 EğerA sonlu veS= G(A) iseSyesonlu dŏguraylı grupdenir.
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1. TEMEL TANIMLAR VE SONUÇLAR Orhan S̈ONMEZ

S1, . . . ,Sn bir monoidler (gruplar) dizisi olsun.S1, ...,Sn kümelerinin kartezyen çarpımı

olanS1× . . .×Sn kümesiüzerinde

(a1, . . . ,an)+(b1, . . . ,bn) = (a1 +b1, . . . ,an +bn)

şeklinde bir işlem tanımlarsak(S1× . . .×Sn,+) bir monoid (grup) olur. BunaS1, . . . ,Sn

nin direk çarpımıdenir. Ĕger Si ler sadeleşmeli monoid iseS1× . . .×Sn de sadeleşmeli

monoiddir.Si ler sonlu dŏguraylı iseS1, . . . ,Sn nin direk çarpımı da sonlu doğuraylıdır.

Gösterim 1.11 S× . . .×Syi Sn ile gösterecĕgiz.

Tanım 1.12 σ, Süzerinde bir băgıntı olsun. Ĕger heraσb ve herc∈ S için (a+c)σ(b+c)

oluyorsaσ yaS üzerindeuyumlu bir băgıntıdenir.

σ, S üzerinde uyumlu bir băgıntı ise, kolayca g̈orülecĕgi gibi her aσb, cσd için

(a+c)σ(b+d) dir.

Tanım 1.13 Süzerindeki uyumlu birσ denklik băgıntısınaSüzerinde birkongruansdenir.

Gösterim 1.14 Bir S monoidi üzerindeki verilen birσ kongruansı içinS/σ ile S nin tüm

elemanlarının denklik sınıflarının kümesini g̈osterecĕgiz.

S/σ üzerinde+ işlemi [a]+[b] = [a+b] olarak tanımlanırsa(S/σ,+) nın bir dĕgişmeli

monoid oldŭgu kolayca g̈osterilebilir.S/σ monoidineSnin σ modülüne g̈orebölüm monoidi

denir. Benzer şekildeS bir grup iseS/σ nın bir grup veS sonlu dŏguraylı iseS/σ nin de

sonlu dŏguraylı oldŭgu kolayca g̈orülebilir.

Tanım 1.15 S, S′ iki monoid olsun. f : S→ S′ bir fonksiyon ve f (0) = 0, ∀a,b ∈ S için

f (a+b) = f (a)+ f (b) ise f ye monoidmorfizmidenir. Ĕger f bire-bir{örten [hem bire-

bir hemörten]} ise f ye monomorfizm{epimorfizm [izomorfizm]} denir.

Eğer f : S→ S′ izomorfizm isef : S' S′ veya kısacaS' S′ yazılır.

Eğer f izomorfizm ise f nin f−1 tersi de izomorfizmdir. Ĕger herhangi iki monoid

arasında bir izomorfizm varsa bu iki monoidizomorfiktir denir. Sadeleşmeli olma, grup

olma, sonlu dŏguraylı olmaözellikleri izomorfizmalar altında korunur.

f : S→ S′ bir monoid morfizmi olsun.S üzerindeker( f ) băgıntısını

ker( f ) = {(a,b) ∈ S×S| f (a) = f (b)}

3



1. TEMEL TANIMLAR VE SONUÇLAR Orhan S̈ONMEZ

şeklinde tanımlayalım.f bir monoid morfizmi oldŭgundanker( f ) nin bir kongruans oldŭgu

kolayca g̈osterilebilir. Bu kongruansf nin çekirdek kongruansıolarak bilinir.

f nin görüntü kümesi

Im( f ) = { f (a) | a∈ S}

ile gösterilir. f bir monoid morfizmi oldŭgundanIm( f ) de bir monoid olur.

Teorem 1.16 f : S→ S′ bir monoid morfizmi olsun. O zaman

f : S/ker( f )→ Im( f )

f ([a]) = f (a)

bir izomorfizmdir. ¤

Teorem 1.17 S, {s1, . . . ,sn} tarafından dŏgurulan bir monoid olsun. O zamanNn monoidi

üzerinde,S' Nn/σ olacak şekilde birσ kongruansı vardır.

İspat: f : Nn → S, f (a1, . . . ,an) =
n
∑

i=1
aisi fonksiyonunu tanımlayalım. Bu fonksiyon bir

epimorfizmdir.σ yı ker( f ) olarak alırsak bir̈onceki teoremdenf izomorfizm olur. ¥
Nn üzerindeki kongruansların̈ozelliklerini çalışmak, sonlu dŏguraylı monoidlerin

özelliklerini çalışmakla hemen hemen aynıdır.

Önce sadeleşmëozelliği ile başlayalım. Bu amaçlaZn nin her alt grubuna bir kongruans,

her kongruansa daZn nin bir alt grubunu karşılık getireceğiz.

Tanım 1.18 σ, Nn üzerinde bir kongruans olsun.Mσ = {a−b | (a,b) ∈ σ} ⊆ Zn tanım-

layalım. Buradaa−b∈ Zn, a∈ Nn denb∈ Nn nin bileşen bileşen çıkarılması sonucu elde

edilen elemandır.σ bir kongruans oldŭgundanMσ, Zn nin bir alt grubu olur.

Tanım 1.19 H, Zn nin bir alt grubu olsun.∼H= {(a,b) ∈ Nn×Nn | a−b∈ H} tanımla-

yalım.∼H , Nn üzerinde bir kongruansdır.

ÖncelikleM∼H ın yapısını inceleyelim.

x ∈ M∼H olsun. Bu durumda en az bir(a,b) ∈∼H için x = a− b olur. O halde

(a,b) ∈ Nn×Nn ve x = a−b ∈ H dir. Karşıt olarakx = a−b ∈ H ise (a,b) ∈∼H olup,

x∈M∼H olur. O haldeM∼H = H dir. Fakatσ ile ∼Mσ her zaman birbirine eşit değildir.

Lemma 1.20 σ, Nn üzerinde bir kongruans olsun. O halde;

4



1. TEMEL TANIMLAR VE SONUÇLAR Orhan S̈ONMEZ

1. σ⊆∼Mσ dır,

2. Her(a,b) ∈∼Mσ için (a+c,b+c) ∈ σ olacak şekildec∈ Nn vardır.

İspat: (a,b) ∈ σ ise Mσ nın tanımındana− b ∈ Mσ olur. Dolayısıyla(a,b) ∈∼Mσ olur.

Şimdi (a,b) ∈∼Mσ alalım. a− b ∈ Mσ olup Mσ nın tanımından bir(x,y) ∈ σ için

x− y = a−b dir. σ bir kongruans oldŭgundan(x+a,y+a) ∈ σ olur. x+ b = y+ a olup

(x+a,x+b) ∈ σ elde edilir.x = c alırsak istenen elde edilmiş olur. ¥
Bu sonuç sadeleşmeli olmaylaσ nın∼Mσ ya eşit olması arasındaki ilişkiyi ortaya koy-

maktadır.

Önerme 1.21 σ, Nn üzerinde bir kongruans olsun. O zaman

Nn/σ sadeleşmelidir⇐⇒ σ =∼Mσ

İspat: =⇒: Nn/σ sadeleşmeli olsun.σ ⊆∼Mσ olduğunu zaten biliyoruz.(a,b) ∈∼Mσ

alalım. Birönceki lemmadan birc∈Nn için (a+c,b+c)∈σ dir. Böylece[a+c] = [a]+[c]

ile [b+c] = [b] + [c] nin Nn/σ da birbirine eşit oldŭgu g̈orülür. Sadeleşmëozelliğinden

[a] = [b] yani (a,b) ∈ σ elde edilir. Dolayısıylaσ =∼Mσ dır.

⇐=: σ =∼Mσ olsun. Ĕger [a] + [c] = [b] + [c] ise (a+c,b+c) ∈ σ dır. Buradan

(a+c)− (b+c) ∈Mσ dolayısıylaa−b∈Mσ elde edilir. B̈oylece(a,b) ∈∼Mσ= σ olur. O

halde[a] = [b] dir. BöyleceNn/σ nin sadeleşmeli oldŭgu g̈orülür. ¥

Tanım 1.22 Zn nin bir H alt grubu verilsin.Zn üzerinde

a≡H b ⇐⇒ a−b∈ H

olarak tanımlayalım.≡H băgıntısı daha açık olarak

≡H= {(a,b) ∈ Zn×Zn | a−b∈ H}

dir.

∼H da oldŭgu gibi ≡H nin de bir kongruans oldŭgu kolayca g̈osterilebilir. B̈oylece

Zn/≡H bir monoid olur. Ayrıca[a−a]≡H
= [a]≡H

+[−a]≡H
= [0]≡H

olduğundanZn/≡H

bir grup olur. Genellikle bu grupZn/H ile gösterilir veZn nin H üzerindekibölüm grubu

olarak adlandırılır. Bu gruba bir̈ornek olarakn = 1 ve 1 < d ∈ N için H = (d) = G({d})
olsun. (a,b) ∈ Z×Z için a≡H b olması için gerek ve yeter koşula−b ∈ H = (d) veya
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d | a− b olmasıdır. O halde≡H băgıntısının eşdĕgerlik sınıfları,d modülüne g̈ore kalan

sınıflarıdır.Z/≡H de toplamanın tanımı göz önüne alınırsaZ/≡H= Zd olduğu g̈orülür.

Aşăgıdaki sonuç∼M ile ≡H arasındaki băgıntıyı vermektedir.

Önerme 1.23 H, Zn nin bir alt grubu olsun.i
(
[a]∼H

)
= [a]≡H

olarak tanımlanan

i : Nn/∼H→ Zn/≡H

dönüş̈umü bir monoid monomorfizmidir.

İspat: [a]∼H
= [b]∼H

olsun. O zamana− b ∈ H olup [a]≡H
= [b]≡H

dir. O haldei, iyi

tanımlıdır.

i nin monoid morfizmi oldŭgu açıktır. O haldei nin birebir oldŭgunu g̈osterelim.

a,b∈ Nn olmak üzere[a]≡H
= [b]≡H

olsun. O haldea−b∈ H ve buradan[a]∼H
= [b]∼H

elde edilir. B̈oylecei nin bir monomorfizm oldŭgu g̈orülür. ¥

Sonuç 1.24S sonlu dŏguraylı bir monoid olsun. O zaman,S nin sadeleşmeli olması için

gerek ve yeter koşulSnin, bir grubun alt monoidine izomorfik olmasıdır.

İspat: Teorem 1.17 denn∈ N ve σ, Nn üzerinde bir kongruans olmak̈uzere,S, Nn/σ ya

izomorfiktir. Önerme 1.21 den deσ =∼Mσ elde edilir. O zamanS, Nn/∼Mσ ya izomorfiktir.

Önerme 1.23 iseNn/∼Mσ nınZn/≡Mσ=Zn/Mσ nın bir alt monoidine izomorfik oldŭgunu

söyler ki bu da ispatı bitirir. ¥

Tanım 1.25 x∈ Zn nin her koordinatı pozitif isex ’e kuvvetli pozitifdenir. Benzer şekilde

x∈ Zn nin her koordinatı sıfır yada sıfırdan büyüksex ’e negatif olmayandenir.

Önerme 1.26 S, sonlu dŏguraylı bir monoid olsun. O halde aşağıdakiler birbirine denktir.

1. Sbir gruptur.

2. n∈ N veZn nin kuvvetli pozitif eleman içeren birH alt grubu içinS' Nn/∼H dir.

3. n∈ N veZn nin bir H alt grubu içinS' Zn/H = Zn/≡H dir.

İspat: 1 =⇒ 2 : Sbir grup iseSsadeleşmeli bir monoiddir. Sonuç 1.24 nın ispatından

n∈ N ve σ, Nn üzerinde bir kongruans olmak̈uzereS' Nn/ ∼Mσ dır. Sgrup oldŭgundan
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Nn/∼Mσ da gruptur. O zaman[(1, . . . ,1)]∼Mσ
nın tersi vardır.[(a1, . . . ,an)]∼Mσ

tersi olsun.

O halde

[(a1 +1, . . . ,an +1)]∼Mσ
= [(1, . . . ,1)]∼Mσ

+[(a1, . . . ,an)]∼Mσ
= [(0, . . . ,0)]∼Mσ

olur. Sonuç olarak(a1 +1, . . . ,an +1)∼Mσ (0, . . . ,0) dır. Tanımdan dolayı

(a1 +1, . . . ,an +1)− (0, . . . ,0) ∈Mσ

olur. Dolayısıyla(a1 +1, . . . ,an +1) ∈ Mσ olur ki zaten bu bir kuvvetli pozitif elemandır.

O halde istenen elde edilmiş olur. Çünkü Mσ, Zn nin bir alt grubudur.

2 =⇒ 3 : Önerme 1.23 dekii dönüş̈umününörten oldŭgunu g̈ostermemiz yeterlidir.

a ∈ H bir kuvvetli pozitif eleman olsun.[x]≡H
∈ Zn/H alalım. a nın b̈utün koordinatları

pozitif olduğu içinka+x∈ Nn olacak şekildek∈ N vardır.ka∈ H olduğundan

[ka+x]≡H
= [x]≡H

elde edilir.i
(
[ka+x]∼H

)
= [ka+x]≡H

= [x]≡H
olduğundani örtendir.

3 =⇒ 1 : Zn/H bir grup oldŭgu içinSde bir gruptur. ¥
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2. SONLU DOĞURAYLI DE ĞİŞMEL İ GRUPLAR

Burada Grup teorinin klasik sonuçlarından biri olan sonlu doğuraylı dĕgişmeli grupların

temel teoremi ile ilgilenecĕgiz. Önce bu teoremi ifade edelim.

Teorem 2.1 Sonlu dŏguraylı her dĕgişmeli grup,d1, . . . ,dr ,k her1≤ i ≤ r−1 için di , di+1

i bölecek şekilde bir takım pozitif tamsayılar olmaküzereZd1 × . . .×Zdr ×Zk grubuna

izomorftur.

Burada daZn ile n modülüne g̈ore kalan sınıflarının toplama altındaki grubu

gösterilmektedir.

Temel teoremin kanıtında kullanılan fikirler şunlardır:

1. H, Zn nin bir alt grubu olmak̈uzere her sonlu dŏguraylı grupZn/H formundadır.

2. { f1, . . . , fn} , Zn nin bir bazı olsun. Heri ∈ {1, . . . , r} için di pozitif bir tamsayı olmak

üzereH = G({d1 f1, . . . ,dr fr}) olsun. O zamanZn/H ' Zd1× . . .×Zdr ×Zn−r dir.

3. { f1, . . . , fn} , Zn nin bir bazı olsun. O zamanZn nin her alt grubunun{d1 f1, . . . ,dr fr}
formunda bir bazı vardır.

2.1 Zn nin Alt Gruplarının Bazları ve Rankı

Tanım 2.2 M, Zn nin bir alt grubu olsun. Ĕger M deki her eleman,z1, . . . ,zr ∈ Z olmak

üzerem=
r
∑

i=1
zimi şeklinde tek ẗurlü yazılabiliyorsa{m1, . . . ,mr} ⊂M kümesineM nin bir

bazıdenir.(z1, . . . ,zr) ∈ Zr ye dem nin {m1, . . . ,mr} sıralı bazına g̈ore koordinatları denir.

Sonuç 2.3{m1, . . . ,mr} nin M nin bir bazı olması için gerek ve yeter koşul

1. Herm∈M için z1, . . . ,zr ∈ Z olmaküzerem=
r
∑

i=1
zimi şeklinde yazılabilir,

2. Eğerz1, . . . ,zr ∈ Z olmaküzere
r
∑

i=1
zimi = 0 ise heri ∈ {1, . . . , r} için zi = 0

olmasıdır.

Birinci koşul {m1, . . . ,mr} kümesininM için bir doğuray k̈umesi oldŭgunu yani

M = G({m1, . . . ,mr}) olduğunu, ikinci koşul ise bir bakımdan lineer bağımsızlı̆gı ifade
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etmektedir. Bu son ifadeye kesinlik kazandırmak için

m1, . . . ,mr ∈ Zn lineer băgımsızdır⇐⇒ m1, . . . ,mr ,Qn de lineer băgımsızdır

olduğuna dikkat edelim.

Gösterim 2.4 ei , Nn nin i−inci koordinatı1, diğer b̈utün koordinatları0 olan elemanıdır.

{e1, . . . ,en} ninZn nin bir bazı oldŭguna dikkat edelim.

Önerme 2.5 M, Z nin bir alt grubu iseM = G({z}) olacak şekilde birz∈M vardır.

İspat: M = {0} iseM = G({0}) dır.

M 6= {0} varsayalım.

M bir grup oldŭgundanM de pozitif elemanlar vardır. O halde{h∈M | h > 0} kümesi

boştan farklıdır. Bu ÿuzden bu k̈umenin bir minimum elemanı vardır. Bunaz diyelim.

Şimdi M = G({z}) olduğunu g̈osterelim. G({z}) ⊆ M olduğu aşikar. O zamanh ∈ M

alalım. Z deki bölme algoritması gerĕgi; q, r ∈ Z vardır öyleki h = qz+ r, 0 ≤ r < z.

Dolayısıyla0≤ r = h−qz< z dir. FakatM deki sıfırdan b̈uyük elemanların en k̈uçüğü z

idi. O halder = 0 dır. Dolayısıylah = qz∈G({z}) dir. ¥
{0}⊆Zn ın bir bazının boş k̈ume oldŭguna dikkat edelim. ŞimdiZn nin bir alt grubunun

bir bazının eleman sayısının en fazla ne olabileceğini söyleyecĕgiz.

Önerme 2.6 M, Zn nin bir alt grubu olsun. O zamanM nin bir bazı en fazlan eleman içerir.

İspat: Her j ∈ {1, . . . ,n} için M j = M∩G
({

e1, . . . ,ej
})

tanımlayalım.

Mn = M , M1⊆M2⊆M3⊆ . . .

ve M j lerin Zn nin birer alt grubu oldŭguna dikkat edelim. T̈umevarım kullanarakMi nin

bir bazının en fazlai eleman içerebilecĕgini gösterelim.

M1 = {0} iseM1 in bazı boş k̈umedir.

M1 6= {0} ise H = {k∈ Z | ke1 ∈M1} kümesini d̈uş̈unelim. H, Z nin alt grubudur ve

önerme 2.5 denz∈ Z\{0} için H = G({z}) dir. BuradanM1 = G({ze1}) olacăgı açıktır.

Sonuç olarak{ze1} , M1 için bir baz olur. O haldëOnermei = 1 için doğru olur.

Varsayalım kir ≤ k olmaküzere{m1, . . . ,mr} , Mk için bir baz olsun. ĔgerMk+1 = {0}
iseMk = {0} dır. Dolayısıylar = 0 veMk+1 in bazı boş k̈ume olur.
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Mk+1 6= {0} varsayalım veH = {z∈ Z |y+zek+1 ∈Mk+1, y∈G({e1, . . . ,ek})} tanım-

layalım. YineH, Z nin alt grubu olur. O zaman birz∈ Z için H = G({z}) olur. Eğerz= 0

iseMk+1 = Mk olur. BöyleceMk+1, r elemanlı bir baza sahiptir ver ≤ k < k+1 dir.

Eğerz 6= 0 isew = y+ zek+1 ∈Mk+1 olacak şekildey∈ G({e1, . . . ,ek}) vardır. Şimdi

{m1, . . . ,mr ,w} nunMk+1 için bir baz oldŭgunu g̈osterelim.m∈Mk+1 alalım.

i) m∈ G({e1, . . . ,ek+1}) olduğundanz1, . . . ,zk+1 ∈ Z için m =
k+1
∑

i=1
ziei dir. O halde

zk+1 ∈ H olur. Dolayısıylazk+1 = zt olacak şekilde birt ∈ Z vardır. Buradan

m=
k

∑
i=1

ziei− ty+ tw

ve sonuç olarak

m− tw∈M∩G({e1, . . . ,ek}) = Mk

elde edilir.{m1, . . . ,mr} , Mk nın bir bazı oldŭgundan dolayı

m− tw =
r

∑
i=1

timi

olacak şekildet1, . . . , tr ∈ Z vardır. O haldem=
r
∑

i=1
timi + tw dır.

ii) s1, . . . ,sr+1 ∈ Z olmak üzere
r
∑

i=1
simi + sr+1w = 0 olsun.

r
∑

i=1
simi ∈ G({e1, . . . ,ek}) ve

w, (k+1)-inci koordinatı sıfırdan farklı olan tek eleman olduğundansr+1 = 0 elde

edilir. Dolayısıyla
r
∑

i=1
simi = 0 dır ve b̈oyleces1 = · · · = sr = 0 elde edilir (ç̈unkü

{m1, . . . ,mr} , Mk nın bazı). Dolayısıylas1 = · · ·= sr = sr+1 = 0 dır.

{m1, . . . ,mr ,w} nunMk+1 için bir baz oldŭgunu g̈osterdik (r +1≤ k+1). ¥

Tanım 2.7 Qn nin A tarafından gerilen alt uzayı

LQ (A) =

{
n

∑
i=1

qiai | n∈ N ve her1≤ i ≤ n için qi ∈Q, ai ∈ A

}

şeklinde tanımlanır.

Önerme 2.8 M, Zn nin alt grubu olsun. O zamanM nin bütün bazlarında aynı sayıda

eleman bulunur.
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İspat: B = {mi | i ∈ I} ve B′ = {ni | i ∈ I ′} , M nin iki farklı bazı olsun.B nin elemanları

Qn de lineer băgımsız olduklarından|B| en fazlan olabilir. Benzer şey|B′| içinde geçerlidir.

B, V = LQ (B) nin bir bazı ve

B′ ⊂M = G({m1, . . . ,mr})⊂ LQ (B)

V nin lineer băgımsız vekẗorlerinin kümesi oldŭgundan|B′| ≤ |B| olmak zorundadır. Tersini

de benzer şekilde söyleyebiliriz. ¥

Tanım 2.9 Zn nin bir M alt grubununrankı, M nin herhangi bir bazındaki eleman sayısı

olarak tanımlanır verank(M) ile gösterilir. rank(M)≤ n olduğuna dikkat edelim.

Önerme 2.10 M, Zn nin rankık olan bir alt grubu iseM ' Zk dır.

İspat: B = {m1, . . . ,mk} , M nin bir bazı olsun.M nin her elemanınınB sıralı bazına g̈ore

koordinatı tek oldŭgundan

f : Zk →M

f (z1, . . . ,zk) =
k
∑

i=1
zimi

dönüş̈umü bir izomorfizmdir. ¥

Sonuç 2.11M veM′, Zn nin iki alt grubu olsun. O zaman

M 'M′ ⇐⇒ rank(M) = rank
(
M′)

dir.

2.2 Tamsayı Bileşenli Matrislerin Denkliği ve İnvaryant Fakt örleri

Dahaönce belirttĭgimiz amaçlara ulaşmak için, bileşenleri tamsayı olan matrislerle ilgili

bir kaç sonucu tekrar ele almamız gerekiyor. Temel fikir;Zn nin verilen bir alt grubunun

bazını, elementer işlemlerle, bu konunun başındaki şekilde olan bir baza dönüşẗurmektir.

Satırları, verilen bir alt grubun bazının elemanları olan matrislerin transformasyonundan

bahsedecĕgiz. Bu prosese Gauss eliminasyonu diyoruz.

Verilen birn tamsayısı için1≤ i, j ≤ n, (i 6= j) olmaküzere şunları tanımlayalım.

1. Ri↔ j , In nin i-inci satırı ile j-inci satırının yer dĕgiştirmesiyle elde edilen matristir.
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2. Ri←−i , In nin i-inci satırının−1 ile çarpılmasıyla elde edilen matristir.

3. Rj← j+zi , In nin i-inci satırınınz ∈ Z ile çarpılıp j-inci satırına eklenmesiyle elde

edilen matristir.

Ci↔ j , Ci←−i , Cj← j+zi de yukarıdakine benzer şekilde sadece satır yerine sütun yaz-

makla tanımlanmış olur.

Tanım 2.12 Ri↔ j , Ri←−i , Rj← j+zi matrislerineelementer satır matrisleri, Ci↔ j , Ci←−i ,

Cj← j+zi matrislerine deelementer s̈utun matrisleridenir.

Önerme 2.13 i, j iki pozitif tamsayı,z∈ Z, A bileşenleri tamsayı olann× n tipinde bir

matris vedet(B) deB matrisinin determinantını g̈ostersin. O zaman

1. det
(
Ri↔ j

)
= det

(
Ci↔ j

)
=−1,

2.
(
Ri↔ j

)−1 = Rj↔i ve
(
Ci↔ j

)−1 = Cj↔i ,

3. det(Ri←−i) = det(Ci←−i) =−1,

4. (Ri←−i)
−1 = Ri←−i ve (Ci←−i)

−1 = Ci←−i ,

5. det
(
Rj← j+zi

)
= det

(
Cj← j+zi

)
= 1,

6.
(
Rj← j+zi

)−1 = Rj← j−zi ve
(
Cj← j+zi

)−1 = Cj← j−zi,

7. Ri↔ jA matrisi,A matrisinin i-inci satırı ile j-inci satırının yer dĕgiştirilmesi sonucu

elde edilen matristir.ACi↔ j matrisi de,A matrisinini-inci sütunu ile j-inci sütununun

yer dĕgiştirilmesi sonucu elde edilen matristir.

8. Ri←−iA matrisi,A matrisinini-inci satırının−1 ile çarpılması ile elde edilen matristir.

ACi←−i matrisi de,A matrisinin i-inci sütununun−1 ile çarpılması ile elde edilen

matristir.

9. Rj← j+ziA matrisi, A matrisinin i-inci satırınınz ile çarpımının j-inci satırına eklen-

mesiyle elde edilen matristir.ACj← j+zi matrisi deA matrisinini-inci sütunununz ile

çarpımınınj-inci sütununa eklenmesiyle elde edilen matristir.
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Tanım 2.14 Bileşenleri tamsayı olanA veB gibi iki matris verildiğinde

B = P1 . . .PrAQ1 . . .Qs

olacak şekildeP1, . . . ,Pr elementer satır matrisleri veQ1, . . . ,Qs elementer s̈utun matrisleri

varsaA veB yedenktirlerdenir.

Önerme 2.13 kullanılarak

A∼ B ⇐⇒ A veB denktirler

băgıntısının bir denklik băgıntısı oldŭgu kolayca g̈osterilebilir.

Not 2.15 R∗ tipindeki matrisler çarpılırken verilen matrisin satırlarıüzerinde elementer

işlemler yapılır. C∗ tipindeki matrisler çarpılırken de verilen matrisin sütunları üzerinde

elementer işlemler yapılır.

Tamsayılar ve rasyonel sayılar veya herhangi bir cisimüzerinde çalışırkenki temel fark

şudur;q, cisimin sıfırdan farklı bir elemanı olmak̈uzereRi←qi ve Ci←qi de elementer

matrisler olur.

Gauss-Jordan eliminasyon metodunu bileşenleri cisimden gelen matrislerüzerinde ş̈oyle

yaparız.

İlk adım olarak matrisin sol̈ust k̈oşesinin sıfırdan farklı olacak şekilde işlem yaparız.

Bunu Ri↔ j ve Ci↔ j elementer matrislerinin kullanarak yaparız. Yani matrisimizin solüst

köşesi sıfırdan farklı olacak şekilde satır ve sütun dĕgişimleri yaparız. Sonra birinci satırı

veya birinci s̈utunu bu solüst k̈oşedeki sayıya b̈olerek solüst k̈oşeyi1 yaparız. Bu kez

sadeceRj← j+z1 veCj← j+z1 elementer matrislerini kullanarak orjinal matrisimize denk olan

sol üst k̈oşesi hariç birinci satırdaki ve sütundaki dĭger b̈utün bileşenleri sıfır olan bir matris

elde ederiz. Birinci satırı ve birinci sütunu kapatıp bu prosedürü yeni matrise de uygularız.

Bu prosese bu şekilde devam ederiz.

Fakat tamsayılarda bu prosedür bu kadar kolay işlemiyor. Ç̈unkü genellikle bir satırı

veya s̈utunu1 veya−1 den farklı bir tamsayıya b̈olemiyor ve dolayısıyla denk matrisi elde

edemiyoruz.

Bu prosed̈urün tamsayılardaki halini aşağıdaki şekilde tanımlayabiliriz.

13
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Önerme 2.16 A, bileşenleri tamsayı olans× t tipinde bir matris olsun. r ≤ min{s, t},
{d1, . . . ,dr} ⊂ N\{0} ve heri ∈ {1, . . . , r−1} için di | di+1 olmaküzereA matrisi




d1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 d2 · · · 0 0 · · · 0
...

...
.. .

...
...

.. .
...

0 0 · · · dr 0 · · · 0

0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
.. .

...
...

.. .
...

0 0 · · · 0 0 · · · 0




matrisine denktir.

İspat: A bir sıfır matrisi iser = 0 olduğuna dikkat edelim.(i, j); i-inci satır, j-inci sütunda

bulunan elemanı g̈ostersin.A matrisine elementer işlemler uygulanması sonucu(1,1) deki

elemanı mutlak dĕgerce en k̈uçük olacak şekilde ayarlayabiliriz. Elde ettiğimiz B matrisiA

ya denk bir matristir. Şimdi birinci satırda bu eleman tarafından bölünemeyen bir eleman

var mı ona bakalım. Ĕger varsa genelliği kaybetmeksizin bu eleman(1,2) deki eleman

olsun. Euclid algoritmasından dolayıgcd{b11,b12} = d (b11 ile b12 nin en b̈uyük ortak

böleni) bulabiliriz. d hesaplanırkenki işlemleri elementer operasyonlara çevirebilir ve

matrisimiziönceC1←1+z2 ve sonraC1↔2 ile çarparak yine orjinal matrisimize denk olan bir

matris elde ederiz ve elde ettiğimiz bu matriste(1,1) deki eleman(1,2) deki elemanı b̈oler.

Bu prosed̈urü devam ettirdĭgimizde heri için c11 | c1i olacak şekildeA ya denk birC matrisi

elde ederiz. Birinci s̈utunu uygun sayılarla çarpıp diğer s̈utunlara ekledĭgimizde(1,1) deki

bileşen hariç birinci satırdaki tüm bileşenleri sıfırlamış oluruz. Benzer prosedürü birinci

sütun için de uygulayabiliriz. Fakat bu sırada birinci satır bozulabilir (sıfırların bir kısmı

kaybolabilir). Bu durumda prosedür birinci satır için tekrarlanmalıdır. Benzer şey birinci

sütun içinde geçerlidir. Sonlu adım sonunda



f11 0 · · · 0

0 f22 · · · f2t
...

...
. ..

...

0 fs2 · · · fst




matrisini elde ederiz.

14
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f11 - fi j olacak şekildei, j varsa i-inci satırı birinci satıra ekleyip biraz̈once uygu-

ladığımız prosed̈urü tekrarlarsak heri, j için f11 | fi j elde ederiz. Sonlu adım sonunda

(1,1) deki elemanA nın b̈utün bileşenlerinin en b̈uyük ortak b̈oleni olur. Şimdid1 =

gcd
{

gi j | ∀i, j için
}

olmaküzere orjinal matrisimize denk




d1 0 · · · 0

0 g22 · · · g2t
...

...
. ..

...

0 gs2 · · · gst




matrisini elde etmiş olduk. Benzer yolla



g22 · · · g2t
...

. ..
...

gs2 · · · gst




alt matrisini de bu forma getirebiliriz.

Sonlu adım sonunda istediğimiz sonuca ulaşmış oluruz. ¥

Tanım 2.17 d1, . . . ,dr elemanlarınaA nın invaryant fakẗorleri denir.

Bunların tek (unique) oldŭgunu kanıtlayacăgız.

Tanım 2.18 Bir A matrisinink× k tipindeki bir alt matrisinin determinantınaA nın bir

k-minörü denir.A nın b̈utünk-minörlerinin en b̈uyük ortak b̈oleniniDk (A) ile gösterecĕgiz.

Önerme 2.19 A bileşenleri tamsayı olan bir matris olsun. O zaman

1. Dk
(
Ri↔ jA

)
= Dk (A) = Dk

(
ACi↔ j

)
,

2. Dk (Ri←−iA) = Dk (A) = Dk (ACi←−i) ,

3. Dk
(
Rj← j+ziA

)
= Dk (A) = Dk

(
ACj← j+zi

)
dir.

Bunun bir sonucu olarak şunu elde ederiz: “A ve B matrisleri denk ise herk için

Dk (A) = Dk (B) dir.”

Önerme 2.20 A ve B bileşenleri tamsayı olan iki matris olsun. O zamanA ile B nin denk

olması için gerek ve yeter koşulA ile B nin aynı invaryant fakẗorlere sahip olmasıdır.

15
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İspat: ∼ băgıntısı bir denklik băgıntısı oldŭgundanönerme 2.16 kullanılarak

δ1 =




d1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 d2 · · · 0 0 · · · 0
...

...
.. .

...
...

. . .
...

0 0 · · · dr 0 · · · 0

0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
.. .

...
...

. . .
...

0 0 · · · 0 0 · · · 0




, δ2 =




d′1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 d′2 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

. ..
...

0 0 · · · d′s 0 · · · 0

0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

. ..
...

0 0 · · · 0 0 · · · 0




ve{d1, . . . ,dr ,d′1, . . . ,d
′
s} ⊂ N\{0}, heri için di | di+1 , d′i | d′i+1 olmaküzere

δ1 ve δ2 denktir ⇐⇒ r = s ve heri için di = d′i

olduğunu g̈ostermek yeterlidir.

Eğerr = s ve heri için di = d′i iseδ1 ve δ2 denktir. Tersine ĕgerδ1 ve δ2 denk iseler

d1 · · ·dr = Dk (δ1) = Dk (δ2) = d′1 · · ·d′s

den dolayı sonuç açıktır. ¥
Şimdi bütün bu sonuçlarıZn nin alt gruplarına uygulayabiliriz.

Önerme 2.21
{

m1, . . . ,mi , . . . ,mj , . . . ,mr
}

, Zn nin bir M alt grubunun bir bazı olsun. O

zaman

1.
{

m1, . . . ,mj , . . . ,mi , . . . ,mr
}

deM nin bir bazıdır.

2.
{

m1, . . . ,−mi , . . . ,mj , . . . ,mr
}

deM nin bir bazıdır.

3.
{

m1, . . . ,mi , . . . ,mj +zmi , . . . ,mr
}

deM nin bir bazıdır.

Bu işlemler, bazlar için elementer işlemler olarak bilinir.

Önerme 2.22 Bileşenleri tamsayı olan

B =




b11 · · · b1n
...

. ..
...

bn1 · · · bnn




matrisi verilsin. bi = (bi1, . . . ,bin) ∈ Zn alalım. O zaman{b1, . . . ,bn} nin Zn nin bir bazı

olması için gerek ve yeter koşuldet(B) ∈ {−1,1} olmasıdır.
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İspat: =⇒: Her i ∈ {1, . . . ,n} için
n
∑
j=1

zi j b j = ei olacak şekildezi1, . . . ,zin ∈ Z vardır.




z11 · · · z1n
...

.. .
...

zn1 · · · znn







b11 · · · b1n
...

. . .
...

bn1 · · · bnn


 =




1 0 · · · 0 0

0 1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 · · · 1 0

0 0 · · · 0 1




dir. Böylecedet
((

zi j
))

det(B) = 1, dolayısıyladet(B) ∈ {−1,1} dir.

⇐=: det(B) ∈ {−1,1} olsun. O haldeB tersinirdir ve buradan

(x1, . . . ,xn)B = z

denklem sistemi tek bir ç̈ozüme sahiptir ve o da (herz∈ Zn için) zB−1 dir. Yani her

eleman{b1, . . . ,bn} sırasında tek bir koordinata sahiptir. Dolayısıyla{b1, . . . ,bn} , Zn nin

bazıdır. ¥

Teorem 2.23 M, rank(M) = r olacak şekildeZn nin bir alt grubu olsun. O zaman heri için

di | di+1 ve {d1 f1, . . . ,dr fr} , M için bir baz olacak şekildeZn nin bir { f1, . . . , fr , . . . , fn}
bazı ve{d1, . . . ,dr} ⊂ N\{0} kümesi vardır.

İspat: Her i için mi = (mi1, . . . ,min) olmak üzere{m1, . . . ,mr} , M için bir baz olsun.

Önerme 2.16 den0≤ s≤ min{r,n} ve her i için di | di+1 ve {d1, . . . ,dr} ⊂ N \ {0} ol-

maküzere

P




m11 · · · m1n
...

. ..
...

mr1 · · · mrn


Q =




d1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 d2 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

. . .
...

0 0 · · · ds 0 · · · 0

0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

. . .
...

0 0 · · · 0 0 · · · 0



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2. SONLU DOĞURAYLI DEĞİŞMELİ GRUPLAR Orhan S̈ONMEZ

olacak şekildeP veQ matrisleri vardır.P veQ tersinir olduklarından




m11 · · · m1n
...

. . .
...

mr1 · · · mrn


 ile




d1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 d2 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

. ..
...

0 0 · · · ds 0 · · · 0

0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

. ..
...

0 0 · · · 0 0 · · · 0




nin rankı aynı olur (̈onerme 2.21 den).

Dolayısıylas= r dir. Ek olarak



c11 · · · c1n
...

. ..
...

cr1 · · · crn


 = P




m11 · · · m1n
...

.. .
...

mr1 · · · mrn




alalım veci = (ci1, . . . ,cin) koyalım.{c1, . . . ,cr} kümesi,{m1, . . . ,mr} bazından sonlu ele-

menter işlemler uygulanarak elde edilmiştir. O halde{c1, . . . ,cr} deM için bir bazdır.

Son olarakQ−1 i hesaplar ve

Q−1 =




f11 · · · f1n
...

.. .
...

fn1 · · · fnn




şeklinde g̈osterirsekfi =( fi1, . . . , fin) olmaküzere{ f1, . . . , fn} , Zn için bir baz olur (̈onerme

2.22 den), ve




c11 · · · c1n
...

.. .
...

cr1 · · · crn


 =




d1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 d2 · · · 0 0 · · · 0
...

...
.. .

...
...

. . .
...

0 0 · · · dr 0 · · · 0







f11 · · · f1n
...

.. .
...

fn1 · · · fnn




bulunur. Dolayısıyla heri ∈ {1, . . . , r} için ci = di fi dir. ¥
{d1, . . . ,dr} invaryant fakẗorlerin kümesi beklendĭgi gibi M nin bir alt grubudur.

{ f1, . . . , fr , . . . , fn} , Zn nin bir bazı ve{d1 f1, . . . ,dr fr} de M nin bir bazı oldŭgundan

x = (x1, . . . ,xn) ∈ Zn nin M nin elemanı olması için gerek ve yeter koşulx in { f1, . . . , fn}
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sıralı bazına g̈ore koordinatları olan(z1, . . . ,zn) nin

z1 ≡ 0 (modd1)
...

zr ≡ 0 (moddr)

zr+1 = 0

...

zn = 0

denklemlerini săglamasıdır.

Teorem 2.23 nin ispatında olduğu gibi heri için fi = ( fi1, . . . , fin) alalım. (z1, . . . ,zn) ,

x in { f1, . . . , fn} sıralı bazına g̈ore koordinatları oldŭgundan

x = (x1, . . . ,xn) =
n

∑
i=1

zi fi

ve buradan

(x1, . . . ,xn) = (z1, . . . ,zn)




f11 · · · f1n
...

.. .
...

fn1 · · · fnn




yazabiliriz. Dolayısıyla

(z1, . . . ,zn) = (x1, . . . ,xn)




b11 · · · b1n
...

.. .
...

bn1 · · · bnn




dir (buradaki
(
bi j

)
matrisi Teorem 2.23 nin ispatındaki

(
fi j

)
matrisinin tersi olan matris

yaniQ matrisidir).

Buradan,

x = (x1, . . . ,xn) ∈ Zn, M dedir ⇐⇒

b11x1 + · · ·+bn1xn≡ 0 (modd1)
...

b1rx1 + · · ·+bnrxn≡ 0 (moddr)

b1(r+1)x1 + · · ·+bn(r+1)xn = 0
...

b1nx1 + · · ·+bnnxn = 0
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2. SONLU DOĞURAYLI DEĞİŞMELİ GRUPLAR Orhan S̈ONMEZ

elde edilir. Bu denklemler genellikle{e1, . . . ,en} sıralı bazına g̈oreM nin denklemleriyada

daha basitçeM nin denklemleriolarak bilinir.

Eğerdi = 1 ise budi nin geçtĭgi denklem elimine edilebilir (ç̈unkü her tamsayının1 ile

bölümünden kalan0 dır).

M nin tüm invaryant fakẗorleri 1 iseM yehomojendirdenir.

Örnek 2.24 M = G({(2,−1,1) ,(3,2,−1)}) ⊆ Z3 alalım. S̈utunlarında yaptı̆gımız ele-

menter işlemleri săgdaki matrise, satırlarında yaptığımız elementer işlemleri soldaki

matrise uyguluyoruz.


 1 0

0 1





 2 −1 1

3 2 −1







1 0 0

0 1 0

0 0 1


 →


 1 0

0 1





 1 −1 2

−1 2 3







0 0 1

0 1 0

1 0 0


 →


 1 0

1 1





 1 −1 2

0 1 5







0 0 1

0 1 0

1 0 0


 →


 1 0

1 1





 1 0 2

0 1 5







0 0 1

0 1 0

1 1 0


 →


 1 0

1 1





 1 0 0

0 1 5







0 0 1

0 1 0

1 1 −2


 →


 1 0

1 1





 1 0 0

0 1 0







0 0 1

0 1 −5

1 1 −7



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elde edilir. Buradan


 1 0

1 1





 2 −1 1

3 2 −1







0 0 1

0 1 −5

1 1 −7


 =


 1 0 0

0 1 0




elde edilir. Bu nedenleM nin denklemleri

x3 ≡ 0 (mod1)

x2 +x3 ≡ 0 (mod1)

x1−5x2−7x3 = 0

dir. İlk iki denklemi elimine edebilecĕgimizden

(x1,x2,x3) ∈M ⇐⇒ x1−5x2−7x3 = 0

elde ederiz. ♦

Aşăgıdaki teorem, sonlu dŏguraylı dĕgişmeli grupların temel teoremini göstermek için

gerekli son kısmı verir.

Teorem 2.25 M, Zn nin invaryant fakẗorleri d1, . . . ,dr olan bir alt grubu ise

Zn/M ' Zd1× . . .×Zdr ×Zn−r

dir.

İspat: Teorem 2.23 den,{ f1, . . . , fr , . . . , fn} , Zn nin bazı olacak şekilde,M nin

{d1 f1, . . . ,dr fr} formunda bir bazı oldŭgunu biliyoruz. Notasyonu basitleştirmek

için Zdi = Z/G({di}) deki [zi ]≡G({di})
elemanını[zi ]di

ile gösterip

ϕ : Zn/M → Zd1× . . .×Zdr ×Zn−r

ϕ

([
n
∑

i=1
zi fi

]

≡M

)
=

(
[z1]d1

, . . . , [zr ]dr
,zr+1, . . . ,zn

)

dönüş̈umünü tanımlayalım.

ϕ iyi tanımlıdır veϕ bir izomorfizmdir. ¥
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2.3 Bazların Hesaplanışı̇Ile İlgili Bazı Kullanışlı Sonuçlar

2.3.1 Zn nin Bir Alt Grubunun Bir Do ğuray Kümesinden Bir Bazının Hesaplanışı

EğerQ, bileşenleri tamsayı ve determinantı sıfırdan farklı olan bir matris vef

f : Zn→ Zn

f (x1, . . . ,xn) = (x1, . . . ,xn)Q

şeklinde tanımlanan bir fonksiyon isem1, . . . ,mr nin lineer băgımsız olması için gerek ve

yeter koşulf (m1) , . . . , f (mr) nin lineer băgımsız olmasıdır.

g : Qn→Qn

g(x) = xQ

dönüş̈umü bir izomorfizmdir. Dolayısıylag , lineer băgımsızlı̆gı korur.

Her i ∈ {1, . . . ,s} için mi = (mi1, . . . ,min) olmak üzereZn nin {m1, . . . ,ms} tarafından

doğurulanM alt grubunu alalım.A, satırları m1, . . . ,ms olan bir matris olsun.

d1, . . . ,dr ∈ N\{0} olmaküzereA matrisinin

D =




d1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 d2 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

. ..
...

0 0 · · · dr 0 · · · 0

0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

. ..
...

0 0 · · · 0 0 · · · 0




diagonal matrisine denk olduğunu biliyoruz. DolayısıylaPAQ= D olacak şekildeP ve Q

matrisleri vardır. Üstelik P nin satır elementer matrislerin bir çarpımı veQ nun da s̈utun

elementer matrislerin bir çarpımı olduğunu biliyoruz. B̈oylecePA = DQ−1 olduğuna ve

buradan aşăgıdakilerin săglandı̆gına dikkat edelim.

1. Q sadeceD nin s̈utunları üzerinde elementer işlemler yaptığından vePA = DQ−1

olduğundan ve deD nin sons− r satırındaki b̈utün bileşenler sıfır oldŭgundanPAnın

sons− r satırındaki b̈utün bileşenler sıfırdır.
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2. Pmatrisi sadeceAnın satırları̈uzerinde elementer işlemler yaptığındanPAnın satırları

M nin bir dŏguray k̈umesi olur. BuradanPA nın ilk r satırınınM nin bir dŏguray

kümesi oldŭgunu s̈oylemiş oluruz.

3. D nin ilk r satırı lineer băgımsız vedet(Q) 6= 0 olduğundanPA nın ilk r satırı lineer

băgımsız olur.

Buradan,PAyı hesaplayıp onun ilkr satırını alarak,M nin bir bazını elde etmiş oluruz.

2.3.2 Zn nin Bir Alt Grubunun Denklemlerinden Bir Bazının Hesaplanışı

Önce homojen olma durumunu (yani bütün invaryant fakẗorlerin 1 olduğu durumu) in-

celeyecĕgiz. Sonra genel duruma bakacağız (aslında genel durumun homojen olma duru-

muna indirgenebilecĕgini görecĕgiz).

M, Zn nin homojen bir alt grubu veA, bileşenleri tamsayı olan bir matris olsun.

Varsayalımki

x∈M ⇐⇒ Ax= 0

olsun. P,Q sırasıyla elementer satır matrislerinin ve elementer sütun matrislerinin çarpım-

ları olmaküzerePAQ= D olacak şekildeP ve Q matrislerini bulabiliriz (D bir önceki say-

fada verilen diagonalD matrisidir). DolayısıylaAQ= P−1D dir ve b̈oyleceAQ matrisinin

sonn− r sütunundaki ẗum bileşenler sıfırdır. O haldeQ nun sonn− r sütunuAx= 0 denk-

lemini săglar. Böylece bu sonn− r sütunM nin elemanıdır. Bu elemanlar determinantı sıfır

olmayan bir matrisin bir parçası olduklarından lineer bağımsızdır. O halde,Q nun sonn− r

sütunuM nin lineer băgımsız elemanlarıdır demiş olduk. Şimdi bunlarınM yi doğurdŭgunu

gösterelim.x∈M alalım. O zamanAx= 0 dır. DolayısıylaP−1DQ−1x = 0 dır. det(P) 6= 0

olduğundanD
(
Q−1x

)
= 0 dır. BöyleceQ−1x in ilk r koordinatı sıfırdır. O haldeQ−1x




0
...

0

yr+1
...

yn



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formundadır ve buradan

x = Q




0
...

0

yr+1
...

yn




olur. Dolayısıylax, Q nun sonn− r sütununun bir lineer kombinasyonu şeklinde yazılabilir.

Özetle,Q nun sonn− r sütunununM için bir baz oldŭgunu g̈ostermiş olduk.

Şimdi genel duruma bakalım.M kümesi,Zn nin

a11x1 + · · ·+a1nxn ≡ 0 (modb1)
...

ak1x1 + · · ·+aknxn ≡ 0 (modbk)

a(k+1)1x1 + · · ·+a(k+1)nxn = 0

...

as1x1 + · · ·+asnxn = 0

denklemlerini săglayacak şekildeki elemanlarının kümesi olsun.

a11x1 + · · ·+a1nxn−b1xn+1 = 0

...

ak1x1 + · · ·+aknxn−bkxn+k = 0

a(k+1)1x1 + · · ·+a(k+1)nxn = 0

...

as1x1 + · · ·+asnxn = 0

denklemlerini săglayacak şekildeki(x1, . . . ,xn,xn+1, . . . ,xn+k) ∈ Zn+k elemanlarının oluş-

turdŭgu kümeyeM′ diyelim. M′ homojen oldŭgu için B′ = {m′1, . . . ,m′r} gibi bir bazını

bulabiliriz. m′i =
(
mi1, . . . ,mi(n+k)

)
olarak varsayalım vemi = (mi1, . . . ,min) alalım. Şimdi

B = {m1, . . . ,mr} nin M için bir baz oldŭgunu g̈osterelim.

• x = (x1, . . . ,xn) ∈M alalım. Heri ∈ {1, . . . ,k} için

ai1x1 + · · ·+ainxn≡ 0 (modbi)
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olduğunu biliyoruz. Bu nedenle

ai1x1 + · · ·+ainxn = bixn+i

olacak şekildexn+i ∈ Z vardır. Dolayısıylax′ = (x1, . . . ,xn,xn+1, . . . ,xn+k) ∈ M′ dir

ve b̈oylecea1, . . . ,ar ∈ Z için x′ =
r
∑

i=1
aim′i dir. Buradanx =

r
∑

i=1
aimi olacăgı açıktır.

O haldeB, M için bir doğuray k̈umesidir.

• a1, . . . ,ar ∈ Z nin
r
∑

i=1
aimi = 0 denklemini săgladı̆gını varsayalım.

a1 = · · ·= ar = 0

olduğunu g̈ostermek için,B′ baz oldŭgundan,
r
∑

i=1
aim′i = 0 olduğunu g̈ostermek yeter-

lidir.
r
∑

i=1
aimi = 0 olduğundan sadece, herj ∈ {1, . . . ,k} için

r
∑

i=1
aimi(n+ j) = 0 olduğu-

nu g̈ostermeliyiz. m′1, . . . ,m
′
r ∈ M′ olduğundan bunlarM′ nin denklemlerini săglar.

Dolayısıyla

b jmi(n+ j) = a j1mi1 + · · ·+a jnmin

dir. O halde

mi(n+ j) =

(
a j1mi1 + · · ·+a jnmin

)

b j

dir. Böylece

r

∑
i=1

aimi(n+ j) =
r

∑
i=1

ai(
n

∑
l=1

a jl mil )/b j

= (
n

∑
l=1

a jl (
r

∑
i=1

aimil ))/b j

= (
n

∑
l=1

a jl 0)/b j

= 0

dır. DolayısıylaB deki vekẗorler lineer băgımsızdır.
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3. SONLU DOĞURAYLI SADELEŞMEL İ MONO İDLER

Birinci bölümde, sonlu dŏguraylı sadeleşmeli bir monoidin, sonlu doğuraylı bir grubun

bir alt monoidine izomorfik oldŭgunu g̈osterdik.İkinci bölümde de sonlu dŏguraylı dĕgiş-

meli gruplar için temel teoremi ispatladık. Bunları kullanarakd1, . . . ,dr ,k∈ N\{0} olmak

üzere her sonlu dŏguraylı sadeleşmeli monoidinZd1 × . . .×Zdr ×Zk nın bir alt monoidi

olduğunu s̈oyleyebiliriz.

Sonlu dŏguraylı sadeleşmeli monoidleri burulmasız olanlar, indirgenmiş olanlar ve sonlu

olanlar olmaküzere kendi içindëuç sınıfa ayıracăgız. Bu b̈olümde aşăgıdaki üç temel

sonucu ispatlayacağız.

1. Her sonlu dŏguraylı sadeleşmeli burulmasız monoid,n bir pozitif tamsayı olmak

üzere,Zn nin bir alt monoidine izomorfiktir.

2. Her sonlu dŏguraylı sadeleşmeli burulmasız indirgenmiş monoid,n bir pozitif

tamsayı olmak̈uzere,Nn nin bir alt monoidine izomorfiktir.

3. Her sonlu sadeleşmeli monoid bir gruptur.

Teorem 1.17 vëonerme 1.21 den,M, Zn nin bir alt grubu olmak̈uzere her sonlu dŏguraylı

sadeleşmeli monoidNn/ ∼M ye izomorfiktir. Sonraki sonuç iseZd1× . . .×Zdr ×Zk nın S

ye izomorfik bir alt monoidininM nin denklemlerinin “s̈utunları” tarafından dŏgurulmuş

olduğunu s̈oyler.

Önerme 3.1 Zn nin

(x1, . . . ,xn) ∈M ⇐⇒

a11x1 + · · ·+a1nxn≡ 0 (modd1)
...

ar1x1 + · · ·+arnxn≡ 0 (moddr)

a(r+1)1x1 + · · ·+a(r+1)nxn = 0
...

a(r+k)1x1 + · · ·+a(r+k)nxn = 0

olacak şekildeki birM alt grubu verilsin. O zaman;[a]d , a nın Zd deki denklik sınıfını

göstermek̈uzereNn/∼M , Zd1× . . .×Zdr ×Zk nın

S=
〈{(

[a11]d1
, . . . , [ar1]dr

,a(r+1)1, . . . ,a(r+k)1
)
, . . . ,

(
[a1n]d1

, . . . , [arn]dr
,a(r+1)n, . . . ,a(r+k)n

)}〉

olacak şekildeki alt monoidine izomorfiktir.
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İspat:

ϕ : Nn/∼M→ Zd1× . . .×Zdr ×Zk

ϕ
(
[(a1, . . . ,an)]∼M

)
=

([
n

∑
i=1

aia1i

]

d1

, . . . ,

[
n

∑
i=1

aiari

]

dr

,
n

∑
i=1

aia(r+1)i , . . . ,
n

∑
i=1

aia(r+k)i

)

fonksiyonunu tanımlayalım. Bu fonksiyon iyi tanımlı bir monomorfizmdir. O halde

S= Im(ϕ) alınırsaNn/∼M' Sdir. ¥

Örnek 3.2 M = G({(2,0,0) ,(0,1,−1)}) ⊆ Z3 verilsin. M nin invaryant fakẗorlerini bu-

lalım.


 1 0

0 1





 2 0 0

0 1 −1







1 0 0

0 1 0

0 0 1


 →


 0 1

1 0





 0 1 −1

2 0 0







1 0 0

0 1 0

0 0 1


 →


 0 1

1 0





 1 0 −1

0 2 0







0 1 0

1 0 0

0 0 1


 →


 0 1

1 0





 1 0 0

0 2 0







0 1 0

1 0 1

0 0 1




olur. Dolayısıyla


 0 1

1 0





 2 0 0

0 1 −1







0 1 0

1 0 1

0 0 1


 =


 1 0 0

0 2 0



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dir. O haldeM nin denklemleri

y ≡ 0 (mod1)

x ≡ 0 (mod2)

y+z = 0

olur. Böylece

(x,y,z) ∈M ⇐⇒ x≡ 0 (mod2)

y+z= 0

elde edilir. O haldeN3/∼M, Z2×Z nin

{([1]2 ,0) ,([0]2 ,1) ,([0]2 ,1)}= {([1]2 ,0) ,([0]2 ,1)}

tarafından dŏgurulan alt monoidine izomorfiktir. ♦

3.1 Sonlu Dŏguraylı Sadeleşmeli Burulmasız Monoidler

Tanım 3.3 Her a,b ∈ S ve k ∈ N \ {0} için ka = kb iken a = b oluyorsaS monoidine

burulmasızdenir.

Burulmasız olmanın izomorfizmalar altında korunduğunu ve bir burulmasız monoidin

alt monoidinin de yine burulmasız olduğu kolayca g̈osterilebilir. O haldëozel olarakZn nin

her alt monoidi burulmasızdır.İzomorfizmalar altında, m̈umkün olan b̈utün sonlu dŏguraylı

sadeleşmeli ve burulmasız monoidlerin bunlardan ibaret olduğunu g̈osterecĕgiz. Bunu yap-

mak için önce,Nn/ ∼M formundaki bir monoid burulmasız iseM nin homojen olmak

zorunda kaldı̆gını gösterelim.

Önerme 3.4 M, Zn nin bir alt grubu olsun. O halde aşağıdakiler birbirine denktir.

1. M homojendir.

2. Nn/∼M , k pozitif bir tamsayı olmak̈uzere,Zk nın bir alt monoidine izomorfiktir.

3. Nn/∼M burulmasızdır.

İspat: 1 =⇒ 2 : Tanımdan dolayıM nin denklemleri

a11x1 + · · ·+a1nxn = 0

...

am1x1 + · · ·+amnxn = 0
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şeklindedir vëonerme 3.1 den,Nn/∼M , 〈(a11, . . . ,am1) , . . . ,(a1n, . . . ,amn)〉⊆Zm ye izomor-

fiktir.

2 =⇒ 3 : Zn nin her alt monoidi burulmasız olduğundan ve burulmasız olmaözelliği

izomorfizmalar altında korunduğundanNn/∼M de burulmasız olur.

3 =⇒ 1 : M nin homojen oldŭgunu yaniM nin bütün invaryant fakẗorlerinin

1 olduğunu g̈osterelim. d1, . . . ,dr , M nin invaryant fakẗorleri olsun. Teorem 2.23 den

{d1 f1, . . . ,dr fr} , M nin bazı olacak şekildeZn nin bir { f1, . . . , fr , . . . , fn} bazı vardır.di > 1

olacak şekildei ∈ {1, . . . , r} olduğunu varsayalım vefi = ( fi1, . . . , fin) koyalım.

f +
i = (max{ fi1,0} , . . . ,max{ fin,0})

f−i = (max{− fi1,0} , . . . ,max{− fin,0})

alalım. fi = f +
i − f−i ve f +

i , f−i ∈Nn olduğuna dikkat edelim.di > 1olduğundanf +
i − f−i =

fi /∈M ve buradan
[

f +
i

]
∼M

6= [
f−i

]
∼M

elde edilir. Bununla birliktedi fi = di f +
i −di f−i ∈M

ve buradandi
[

f +
i

]
= di

[
f−i

]
elde edilir. Bu iseNn/ ∼M nin burulmasız olması ile çelişir.

O halde heri için di = 1 dir. DolayısıylaM homojendir. ¥

Sonuç 3.5Ssonlu dŏguraylı bir monoid olsun. O zamanSnin sadeleşmeli ve burulmasız

olması için gerek ve yeter koşulk bir pozitif tamsayı olmak̈uzereS nin Zk nın bir alt

monoidine izomorfik olmasıdır.

İspat: =⇒: S sonlu dŏguraylı oldŭgundann ∈ Z+ ve σ, Nn üzerinde bir kongruans

olmaküzere,S' Nn/σ dir (teorem 1.17 den).Ssadeleşmeli oldŭgundan,̈onerme 1.21 den

dolayıσ =∼Mσ dır. Sburulmasız oldŭgundanönerme 3.4 den dolayı pozitif birk tamsayısı

için Nn/∼Mσ dolayısıylaS, Zk nın bir alt monoidine izomorfiktir.

⇐=: Aşikardır. ¥

Örnek 3.6 M = G({(4,1,−3) ,(1,−2,1)}) ⊆ Z3 verilsin. M nin invaryant fakẗorlerini

hesaplarsak


 0 1

1 −4





 4 1 −3

1 −2 1







1 −2 5

0 −3 7

0 −4 9


 =


 1 0 0

0 1 0




olduğunu g̈orürüz. M nin denklemleri sadece5x+7y+9z= 0 dır. DolayısıylaN3/∼M, Z

nin {5,7,9} tarafından dŏgurulan alt monoidine izomorfiktir. ♦
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3.2 Sonlu Dŏguraylı Sadeleşmeli̇Indirgenmiş Monoidler

Tanım 3.7 S bir monoid olsun.a ∈ S için a+ b = 0 olacak şekildeb ∈ S varsaa ya bir

birim denir.Snin birimlerinin kümesiniU (S) ile gösterecĕgiz.

U (S) nin, Snin bir alt monoidi; dahası bir grup olduğuna dikkat edelim.

Tanım 3.8 EğerU (S) = 0 iseSye indirgenmişdenir.

İndirgenmiş olmak izomorfizmalar altında korunan birözelliktir. Bir indirgenmiş mono-

idin her alt monoidinin de indirgenmiş olduğu kolayca g̈osterilebilir. Özel olarakn bir

pozitif tamsayı olmak̈uzereNn nin tüm alt monoidleri indirgenmiştir. Bu b̈olümdeki amaç;

her sonlu dŏguraylı sadeleşmeli burulmasız indirgenmiş monoidin,n bir pozitif tamsayı

olmaküzereNn nin sonlu dŏguraylı bir alt monoidine izomorfik oldŭgunu g̈ostermektir.

Önerme 3.9 M, Zn nin M∩{e1, . . . ,en}= /0 olacak şekildeki bir alt grubu olsun. O zaman

Nn/∼M nin indirgenmiş olması için gerek ve yeter koşulM∩Nn = {0} olmasıdır.

İspat: =⇒: (a1, . . . ,an) ∈ M ∩Nn alalım. Bir i ∈ {1, . . . ,n} için ai > 0 varsayalım.

(a1, . . . ,an) ∈M olduğundan

[(a1, . . . ,an)] = [0] = [ei ]+ [(a1, . . . ,ai−1, . . . ,an)]

olur. ei /∈M olduğundan[ei ] 6= [0] olur ki bu daNn/∼M nin indirgenmiş olması ile çelişir.

O haldeM∩Nn = {0} dir.

⇐=: Nn/∼M nin indirgenmiş olmadı̆gını varsayalım. O zaman

[a+b] = [a]+ [b] = [0]

olacak şekilde[a] , [b] ∈ Nn/ ∼M \{[0]} vardır. a,b∈ Nn\{0} olduğundan0 6= a+b∈M

olur ki buM∩Nn = {0} olmasından dolayı imkansızdır. O haldeNn/∼M indirgenmiştir.¥
O haldeSsonlu dŏguraylı ve sadeleşmeli iseNn/∼M formundadır. ĔgerSnin indirgen-

miş olup olmadı̆gını bilmek istiyorsakM ∩{e1, . . . ,en} = /0 koşulu altındaM ∩Nn = {0}
olup olmadı̆gını kontrol etmek zorundayız. Bir sonraki bölümde bunun kontrolü için bir

prosed̈ur verecĕgiz. Her ne kadarM ∩{e1, . . . ,en} = /0 koşulu garip gibi g̈orünse de, bu

koşulunSnin dŏgurayları cinsinden bir anlamı vardır. Eğer bir i için ei ∈M iseNn/∼M=

〈[e1] , . . . , [en]〉 nin [ei ] doğurayı sıfıra eşittir. O halde bunu dikkate almayabiliriz. Bu fikri

aşăgıdaki sonuçta açıklayacağız.
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Önerme 3.10 M, Zn nin M ∩ {e1, . . . ,en} = {er+1, . . . ,en} olacak şekildeki bir alt grubu

olsun.

M′ = {(x1, . . . ,xr) ∈ Zr | (x1, . . . ,xr ,xr+1, . . . ,xn) ∈M}

alalım. O zaman

1. M′, Zr nin alt grubudur.

2. Nn/∼M' Nr/∼M′ dir.

3. Eğer

M = G({(m11, . . . ,m1n) , . . . ,(mk1, . . . ,mkn)})

ise

M′ = G({(m11, . . . ,m1r) , . . . ,(mk1, . . . ,mkr)})

dir.

İspat:

ϕ : Nn/∼M→ Nr/∼M′

ϕ
(
[(a1, . . . ,an)]∼M

)
= [(a1, . . . ,ar)]∼M′

dönüş̈umünün bir izomorfizm oldŭgunu s̈oylemek ispat için yeterlidir. ¥

Örnek 3.11 M = G({(1,−1,1,1) ,(0,1,−1,−1) ,(−1,1,0,−1)}) ⊆ Z4 verilsin. M nin

invaryant fakẗorlerini hesaplarsak hepsinin1 olduğunu veM nin sadecex2 + x4 = 0 denk-

lemine sahip oldŭgunu g̈orebiliriz. Bu denklemdenM ∩{e1,e2,e3,e4} = {e1,e3} olduğu

sonucuna varırız. DolayısıylaM′, Z2 nin {(−1,1) ,(1,−1) ,(1,−1)} tarafından dŏgurulan

alt grubudur. (−1,1) = −(1,−1) olduğundanM′ = G({(1,−1)}) dir. O haldeM′ nin

denklemleri olarakx1 + x2 = 0 elde edilir. Önerme 3.1 denN2/ ∼M′ , Z nin {1,1} = {1}
tarafından dŏgurulan alt monoidine izomorfiktir (M nin denklemlerinin kolonlarındaki kat-

sayılar1 olduğu için). DolayısıylaN2/ ∼M′ , N ye izomorfiktir. O haldeN4/ ∼M' N
dir. ♦

Şimdi, Nn/ ∼M indirgenmiş oldŭgundaM nin denklemlerinin formuna bakalım. Bu

durumda b̈utün katsayıları sıfırdan b̈uyük bir denklem elde edebileceğimizi görecĕgiz. Bu

sayedek pozitif bir tamsayı olmak̈uzere her sonlu dŏguraylı sadeleşmeli burulmasız indir-

genmiş monoidinNk nın bir sonlu dŏguraylı alt monoidine izomorfik oldŭgunu g̈osterecĕgiz.
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Tanım 3.12 Qn nin bir V alt uzayınınortogonal uzayı

V⊥ =

{
(x1, . . . ,xn) ∈Qn | Her (y1, . . . ,yn) ∈V için

n

∑
i=1

xiyi = 0

}

dır.

Qn nin negatif olmayan elemanı bütün koordinatları0 yada0 dan b̈uyük olan elemandır.

Qn nin kuvvetli pozitif elemanı b̈utün koordinatları0 dan b̈uyük olan elemandır.

Lemma 3.13 V,Qn nin bir alt uzayı olsun. O zamanV⊥ in bir kuvvetli pozitif elemanı

olması için gerek ve yeter koşulV nin negatif olmayan elemanının sadece0 olmasıdır.

İspat: =⇒: Her i için ai > 0 olmak üzere(a1, . . . ,an) ∈V⊥ alalım. Heri için bi ≥ 0

olacak şekildeki(b1, . . . ,bn) ∈ V olduğunu varsayalım.
n
∑

i=1
aibi = 0 ve heri için aibi ≥ 0

olduğundan heri için aibi = 0 elde edilir. Dolayısıyla heri ∈ {1, . . . ,n} için bi = 0 dır.

⇐=: Bir sonraki b̈olümde Minkowski-Farkas lemmanın bir sonucu olarak teorem

4.2 de verilecektir. ¥

Önerme 3.14 M∩Nn = {0} olacak şekildeZn nin bir M alt grubu verilsin. O zaman her

(x1, . . . ,xn) ∈ M için a1x1 + · · ·+ anxn = 0 olacak şekilde bir(a1, . . . ,an) ∈ Nn kuvvetli

pozitif elemanı vardır.

İspat: V,Qn nin M tarafından gerilen alt uzayı olsun.M ∩Nn = {0} olduğundanV nin

tek negatif olmayan elemanı0 dır. Lemma 3.13̈u kullanarakV⊥ de (paydaları elimine

ederekNn üzerinde varsayabiliriz) bir(a1, . . . ,an) kuvvetli pozitif elemanı vardır. O halde

her(x1, . . . ,xn) ∈M ⊂V için a1x1 + · · ·+anxn = 0 elde etmiş olduk. ¥

Teorem 3.15 (Grillet) S sonlu dŏguraylı bir monoid olsun.S nin sadeleşmeli burulmasız

ve indirgenmiş olması için gerek ve yeter koşul pozitif birk tamsayısı içinSninNk nın bir

alt monoidine izomorfik olmasıdır.

İspat: =⇒: S sadeleşmeli oldŭgundan,Zn nin bir M alt grubu için,S, Nn/ ∼M for-

mundadır.Önerme 3.4 den dolayıM homojendir. Önerme 3.1 i kullanarak,M nin denk-

lemleri

a11x1 + · · ·+a1nxn = 0

...

ak1x1 + · · ·+aknxn = 0
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olmaküzereSnin,Zk nın{(a11, . . . ,ak1) , . . . ,(a1n, . . . ,akn)} tarafından dŏgurulan alt mono-

idine izomorfik oldŭgunu s̈oyleriz. DahasıS indirgenmiş oldŭgundan dolayı̈onerme 3.9

ve önerme 3.14 den eğer (x1, . . . ,xn) ∈ M ise a1x1 + · · ·+ anxn = 0 olacak şekilde

a1, . . . ,an ∈ N\{0} vardır. O zaman

(x1, . . . ,xn) ∈M ⇐⇒

a11x1 + · · ·+a1nxn = 0
...

ak1x1 + · · ·+aknxn = 0

a1x1 + · · ·+anxn = 0

dır. Bu ise şunu s̈oylemeye denktir;

(x1, . . . ,xn) ∈M ⇐⇒ ∀t ∈ N için

(a11+ ta1)x1 + · · ·+(a1n + tan)xn = 0
...

(ak1 + ta1)x1 + · · ·+(akn+ tan)xn = 0

a1x1 + · · ·+anxn = 0

Yeteri kadar b̈uyük t için ai > 0 olduğundan heri, j için ai j + ta j bir pozitif tamsayı olur.

Önerme 3.1 denNn/∼M monoidi ve sonuç olarakS, Zk+1 in

{(a11+ ta1, . . . ,ak1 + ta1,a1) , . . . ,(a1n + tan, . . . ,akn+ tan,an)}

tarafından dŏgurulan alt monoidine izomorfiktir.

Bütünai j + ta j elemanları pozitif oldŭgundan bu alt monoidNk+1 in bir alt monoididir.

⇐=: Aşikar. ¥

Tanım 3.16 Nk nın bir alt monoidine izomorfik olan sonlu doğuraylı bir monoide birafin

yarıgrubu denir.

O zaman Teorem 3.15,

Smonoidi bir afin yarıgruptur ⇐⇒ Smonoidi sonlu dŏguraylı, sadeleşmeli,

burulmasız ve indirgenmiştir

olur.

Örnek 3.17 M = G({(1,−2,2,−1) ,(−3,1,1,1)})⊆ Z4 verilsin. O zaman


 1 0

3 1





 1 −2 2 −1

−3 1 1 1







1 0 1 1

0 −1 1 −2

0 0 1 0

0 2 1 5




=


 1 0 0 0

0 1 0 0



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dir. Böylece

(x1,x2,x3,x4) ∈M ⇐⇒ x1 +x2 +x3 +x4 = 0

x1−2x2 +5x4 = 0

elde edilir. Birinci denklemi2 ile çarpıp ikinci denkleme eklersek

(x1,x2,x3,x4) ∈M ⇐⇒ x1 +x2 +x3 +x4 = 0

3x1 +2x3 +7x4 = 0

elde ederiz. DolayısıylaN4/∼M ,N2 nin {(1,3) ,(1,0) ,(1,2) ,(1,7)} tarafından dŏgurulan

alt monoidine izmorfiktir. ♦

3.3 Sonlu Sadeleşmeli Monoidler

Önerme 3.18 Ssonlu bir monoid olsun. O zamanSnin bir grup olması için gerek ve yeter

koşulSnin sadeleşmeli olmasıdır.

İspat: =⇒: Aşikar.

⇐=: s∈S\{0} alalım.Ssonlu oldŭgundan{ns| n∈ N\{0}}⊆Skümesi de sonlu

olmak zorundadır. O zamanm < n için ms= ns olacak şekildem,n ∈ N \ {0} vardır. S

sadeleşmeli oldŭgundan(n−m)s = 0 olur. n−m > 0 olduğundan(n−m−1)s+ s = 0

olur. Yanisnin bir tersi vardır. O haldeSbir gruptur. ¥
S sadeleşmeli ise birn ∈ Z+ ve Zn nin bir M alt grubu içinS nin Nn/ ∼M formunda

olduğunu biliyoruz. Ĕger S burulmasız veya indirgenmiş iseM nin denklemlerininözel

formlarda oldŭgunu g̈osterdik. Sonlu olma durumunda da benzer birözelliğin var oldŭgunu

gösterelim.

Teorem 3.19 M, Zn nin bir alt grubu olsun. O zaman aşağıdakiler birbirine denktir.

1. Nn/∼M sonludur.

2. rank(M) = n dir.

3. M homojen bir denkleme sahip değildir. Yani M nin denklemlerinin içinde

a1x1 + · · ·+anxn = 0

formunda bir denklem yoktur.
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İspat: 1 =⇒ 2 : Önerme 3.18̈un ispatındaki arg̈umanı kullanarak heri için ki [ei ] = 0

olacak şekildek1, . . . ,kn ∈ N \ {0} elde edebiliriz. Bunun anlamı ise heri için kiei ∈ M

olmasıdır. Bu iserank(M) = n anlamına gelir.

2 =⇒ 3 : Burada iseV = LQ (M) alt uzayıQn ile çakışır. Ĕger M bir homojen

denkleme sahipse bunaa1x1 + · · ·+anxn = 0 diyelim, o zaman

(a1, . . . ,an) ∈V⊥ = (Qn)⊥ = {0}

ve b̈oylece heri için ai = 0 elde edilir.

3 =⇒ 1 : Eğer M nin denklemleriniİkinci Bölümdeki gibi hesaplarsak heri için

di | di+1 olmaküzere

a11x1 + · · ·+a1nxn ≡ 0 (modd1)
...

ar1x1 + · · ·+arnxn ≡ 0 (moddr)

olmak zorunda oldŭgunu biliyoruz. Heri için drei ∈ M olduğuna dikkat edelim. B̈oylece

Nn/∼M dedr [ei ] = [0] olur. O zamanai ∈ {0, . . . ,dr −1} olmaküzereNn/∼M nin bütün

elemanları
n
∑

i=1
ai [ei ] formunda olmak zorunda olduğundanNn/∼M nin eleman sayısı(dr)

n

den k̈uçük yada(dr)
n ye eşittir. ¥

Sonuç 3.20M, Zn nin rankın ve invaryant fakẗorleri d1, . . . ,dn olan bir alt grubu olsun. O

zaman;

1. Nn/∼M sonlu bir gruptur.

2. M , bir kuvvetli pozitif eleman içerir.

3. Nn/∼M' Zd1× ...×Zdn dir. ¤

Örnek 3.21 M = G({(2,−4,2) ,(−6,2,2) ,(−2,2,4)}) alt grubunun (ki rankı3 tür) in-

varyant fakẗorlerini hesaplarsakd1 = d2 = 2 ved3 = 22bulunur. O halde

Nn/∼M' Z2×Z2×Z22

dir. ♦
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4. MINKOWSKI-FARKAS LEMMASI VE MONO İDLERDEK İ

UYGULAMALARI

Üçünc̈u bölümde,Qn nin bir V alt uzayının tek negatif olmayan elemanı0 ise V⊥

in bir kuvvetli pozitif elemanının var oldŭgunu g̈ordük. Bu Minkowski-Farkas Lem-

manın uygulamalarından biridir. Bu bölümde Minkowski-Farkas Lemmayı ifade ve ispat

edecĕgiz. Ayrıca bu sonucun dahäonce verilen sonuçları elde etmekte nasıl kullanılacağını

gösterecĕgiz. Ek olarak,Qn nin bir alt uzayının aşikar olmayan negatif olmayan eleman-

larının olup olmadı̆gını karar vermede kullanılacak bir dizi algoritma vereceğiz. Bu al-

goritmaların bir kaç uygulamasından da söz edecĕgiz. Özellikle aşăgıdaki listede verilen

hesaplama işlemlerinde uygulamaların nasıl yapılacağını g̈orecĕgiz.

1. Nn/∼M formundaki bir monoidin bir grup olup olmayacağına karar vermek.

2. Nn/∼M formundaki bir monoidin afin olup olmayacağına karar vermek ve eğer afin

ise S' Nn/ ∼M olacak şekilde birk ∈ N\{0} ve Nk nın sonlu dŏguraylı bir S alt

monoidini hesaplamak.

3. Nn/ ∼M= U (Nn/∼M)+C veU (Nn/∼M)∩C = {0} olacak şekildekiNn/ ∼M nin

birimlerinin grubunu veNn/∼M nin bir C alt monoidini hesaplamak.

4. Rasyonel katsayılı bir homojen lineer denklem sisteminin, bütün koordinatları negatif

olmayan tamsayı olacak şekilde aşikar olmayan bir çözüme sahip olup olmayacağına

karar vermek.

5. Nn nin iki sonlu dŏguraylı alt monoidinin kesişiminin aşikar olup olmayacağına karar

vermek, aşikar dĕgilse kesişimde sıfırdan farklı bir eleman bulmak.

4.1 Temel Sonuçlar ve Algoritmalar

Bu bölüm boyunca, verilen birx∈Qn için x≥ 0 gösterimix elemanının her bir koordi-

natının sıfır yada sıfırdan büyük oldŭgunu,x > 0 gösterimi de ẗum koordinatlarının sıfırdan

büyük oldŭgunu ifade edecektir. Aynı şekildex≤ 0 vex < 0 da benzer anlamlara sahiptir.

Teorem 4.1 (Minkowski-Farkas’ lemma) A veb sırasıylam×n vem×1 tipinde rasyonel

katsayılı matrisler olsun.x ve y de sırasıylan× 1 ve 1×m tipinde bilinmeyen matrisler
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olsun. O zaman aşağıdakiler birbirine denktir.

1.





Ax= b

x≥ 0



 sistemi rasyoneller̈uzerinde bir ç̈ozüme sahiptir.

2.





yA≥ 0

yb< 0



 sistemi rasyoneller̈uzerinde bir ç̈ozüme sahip dĕgildir.

İspat: 1 =⇒ 2 : Her y ∈ Qn için yb = yAx olur. yA≥ 0 ise yb≥ 0 olur. Bu ise



yA≥ 0

yb< 0



 sisteminin rasyoneller̈uzerinde bir ç̈ozümünün olmadı̆gı anlamına gelir.

2 =⇒ 1 :





Ax= b

x≥ 0



 sisteminin rasyoneller̈uzerinde bir ç̈ozümü olmasın. O

halde yaAx= bnin rasyoneller̈uzerinde bir ç̈ozümü yoktur ya daAx= bnin her ç̈ozümünün

en az bir koordinatı negatiftir.

A nın i-inci kolonunuAi ile gösterelim. Her iki durumda da





yA≥ 0

yb< 0



 sisteminin

rasyoneller̈uzerinde bir ç̈ozümünün oldŭgu g̈osterilerek çelişki elde edilecektir.

1. Durum: Eğer Ax = b nin rasyoneller̈uzerinde bir ç̈ozümü yoksa,
n
∑

i=1
xiAi = b

olacak şekilde bir(x1, . . . ,xn) ∈ Qn elemanı yoktur. Dolayısıylab, Qm nin {A1, . . . ,An}
tarafından gerilenV alt uzayının elemanı olamaz. O haldeb /∈V olduğundanyb 6= 0 olacak

şekilde biry∈V⊥ seçebiliriz. Şimdiyb< 0 yadayb> 0 olabilir. yb< 0 ise,y,





yA= 0

yb< 0





sistemi için bir ç̈ozüm olur. yb> 0 ise,y yerine−y alarak yine





yA= 0

yb< 0



 sistemi için

bir çözüm bulunmuş olur. Her iki durumda da





yA≥ 0

yb< 0



 sistemi, rasyoneller̈uzerinde

bir çözüme sahip olur.

2. Durum: Ax= b nin bir çözüme sahip oldŭgunu fakat her ç̈ozümün en az bir ko-

ordinatının negatif oldŭgunu varsayalım.





yA≥ 0

yb< 0



 sisteminin bir ç̈ozümünün oldŭgunu

göstermek içinA nın kolon sayısı̈uzerinden ẗumevarım yapacăgız.

n = 1 olsun. Bu durumdaAx= xA1 = b denkleminin bir koordinatı sıfırdan küçük

olacak şekilde en az bir çözümü vardır. Fakat bu durumda yegane koordinatx olduğundan

x < 0 dır. y =−b alarak

yA=−bA1 =
(
−1

x

)
b2≥ 0
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veyb=−b2 < 0 elde ederiz (b2, b ile b nin iç çarpımıdır).

n−1 için önerme dŏgru olsun. Ĕger
n
∑

i=1
xiAi = Ax = b denklem sistemix ≥ 0

şeklinde bir ç̈ozüme sahip dĕgilse
n−1
∑

i=1
xiAi = b denklem sistemi de bir negatif olmayan

çözüme sahip olamaz.n−1 için varsayımımız gerĕgince her1≤ i≤n−1 için





yAi ≥ 0

yb< 0





olacak şekilde biry∈Qm vardır. ĔgeryAn≥ 0 ise





yA≥ 0

yb< 0



 olur ki bu bizim aradı̆gımız

sonuçtur. DolayısıylayAn < 0 varsayalım. Bu durumda

1) a0 =− yb
yAn

< 0 ve her1≤ i ≤ n−1 için ai =− yAi
yAn

≥ 0

2) ∀1≤ i ≤ n−1 için A′i = Ai +aiAn

3) b′ = b+a0An

tanımlayalım.
n−1
∑

i=1
x′iA

′
i = b′ denklem sisteminin

n−1
∑

i=1
x′iAi +

((
n−1
∑

i=1
aix′i

)
−a0

)
An = b denklem siste-

mine denk oldŭguna dikkat edelim.
n−1
∑

i=1
x′iA

′
i = b′ denklem sisteminin her1≤ i ≤ n−1 için

x′i ≥ 0 olacak şekilde bir ç̈ozümü varsa

b′ = b+a0An = x′1A′1 +x′2A′2 + · · ·+x′n−1A′n−1

= x′1A1 +x′2A2 + · · ·+x′n−1An−1 +x′1a1An +x′2a2An + · · ·+x′n−1an−1An

dolayısıyla

b = x′1A1 +x′2A2 + · · ·+x′n−1An−1 +x′1a1An +x′2a2An + · · ·+x′n−1an−1An−a0An

= x′1A1 +x′2A2 + · · ·+x′n−1An−1 +
(
−x′1

yA1

yAn
−x′2

yA2

yAn
−·· ·−x′n−1

yAn−1

yAn
+

yb
yAn

)
An

= x′1A1 +x′2A2 + · · ·+x′n−1An−1 +
(
−x′1yA1 +x′2yA2 + · · ·+x′n−1yAn−1

yAn
+

yb
yAn

)

︸ ︷︷ ︸
≥0

An

olduğundanAx= b nin x≥ 0 formunda bir ç̈ozümünün oldŭgu g̈osterilmiş olur. O halde her

1≤ i ≤ n−1 için a0 < 0 ve ai ≥ 0 olduğundanAx= b nin x≥ 0 formunda bir ç̈ozümünün

olmadı̆gını kabul edersek
n−1
∑

i=1
x′iA

′
i = b′ sisteminin de her1≤ i ≤ n−1 için x′i ≥ 0 olacak

şekilde bir ç̈ozümü yoktur. T̈umevarım varsayımını bu defa
n−1
∑

i=1
x′iA

′
i = b′ için kullanacak

olursak; her1 ≤ i ≤ n− 1 için y′A′i ≥ 0 ve y′b′ < 0 olacak şekildey′ ∈ Qm var oldŭgu

görülür. Şimdiy = y′−
(

y′An
yAn

)
y koyalım.
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UYGULAMALARI Orhan SÖNMEZ

yA = y′A−
(

y′An

yAn

)
yA

=
(

y′A′1 y′A′2 · · · y′A′n−1 y′An

)

−
(

y′a1An + y′An
yAn

yA1 y′a2An + y′An
yAn

yA2 · · · y′an−1An + y′An
yAn

yAn−1
y′An
yAn

yAn

)

=
(

y′A′1 y′A′2 · · · y′A′n−1 y′An

)

−
(

y′An

(
a1 + yA1

yAn

)
y′An

(
a2 + yA2

yAn

)
· · · y′An

(
an−1 + yAn−1

yAn

)
y′An

)

=
(

y′A′1 y′A′2 · · · y′A′n−1 y′An

)
−

(
0 0 · · · 0 y′An

)

=
(

y′A′1 y′A′2 · · · y′A′n−1 0
)
≥ 0

=⇒ yA≥ 0

y′b′ < 0 =⇒ y′ (b+a0An) < 0 =⇒ y′b+a0y′An < 0 =⇒ y′b−
(

y′An

yAn

)
yb< 0

=⇒ yb< 0

Böylece ẗumevarım ve dolayısıyla ispat tamamlanmış olur. ¥
3. bölümde lemma 3.13 un tersini yapmak için Minkowski-Farkas Lemma’ya ihtiyaç

duydŭgumuzu s̈oylemiştik. Şimdi lemma 3.13 un tersini yapabiliriz.

Teorem 4.2 V,Qn nin bir alt uzayı olsun.V nin tek negatif olmayan elemanı0 iseV⊥ in

bir kuvvetli pozitif elemanı vardır.

İspat: mi = (mi1, . . . ,min) olmaküzereB = {m1, . . . ,mr} , V nin bir bazı olsun.

A =




m11 m12 · · · m1n
...

...
. ..

...

mr1 mr2 · · · mrn

1 0 · · · 0




veb =




0
...

0

1




olsun.





yA≥ 0

yb< 0



 sisteminin rasyoneller̈uzerinde bir ç̈ozümünün olmadı̆gını g̈osterelim.

Eğery= (y1, . . . ,yr+1) bu sistem için bir ç̈ozüm iseyb< 0olduğundanyr+1 < 0 olur. yA≥ 0

olduğundan (
r

∑
i=1

yimi1 +yr+1,
r

∑
i=1

yimi2, . . . ,
r

∑
i=1

yimin

)
≥ 0
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olur ve buradan
(

r

∑
i=1

yimi1,
r

∑
i=1

yimi2, . . . ,
r

∑
i=1

yimin

)
≥ (−yr+1,0, . . . ,0)

olur. Böylece
r
∑

i=1
yimi nin ilk koordinatı sıfırdan b̈uyük, geri kalanların ise sıfıra eşit yada

sıfırdan b̈uyük olur.V, (0, . . . ,0) dan başka negatif olmayan eleman içermediğinden dolayı

bu bir çelişkidir. Minkowski Farkas Lemma’dan dolayı,





Ax= b

x≥ 0



 sisteminin rasyo-

neller üzerinde bir ç̈ozümü vardır. a1 = (a11, . . . ,a1n) bu sistemin bir ç̈ozümü olsun. O

zamana1≥ 0 ve matris çarpımından dolayıa1 ∈V⊥ , a11 = 1 dir.

Benzer şekilde devam ettiğimizde,

A =




m11 · · · m1i · · · m1n
...

. ..
...

.. .
...

mr1 · · · mri · · · mrn

0 · · · 1 · · · 0




matrisi ileai = (ai1, . . . ,ain) elemanını elde ederiz̈oyle ki ai ∈V⊥, aii = 1 ve ai ≥ 0 dır. O

haldea =
n
∑

i=1
ai , V⊥ de bir kuvvetli pozitif elemandır. ¥

Qn nin birV alt uzayının, (ĕger varsa) ilk koordinatı sıfırdan büyük bir negatif olmayan

elemanını bulacak bir işlemler zincirini verebilmek için Minkowski-Farkas’ lemmanın is-

patındaki fikri kullanacăgız.

mi =(mi1, . . . ,min) olmaküzere ĕgerB= {m1, . . . ,mr} , V nin bir bazı isex=(x1, . . . ,xn)

nin V nin elemanı olması için gerek ve yeter koşulx =
r
∑

i=1
yimi olacak şekilde

y = (y1, . . . ,yr) ∈Qr elemanının var olmasıdır. Matris gösterimini kullanarak bunu

A =




m11 · · · m1n
...

. ..
...

mr1 · · · mrn




olmaküzereyA= x şeklinde ifade edebiliriz.

A nın i−inci kolonunuAi ile gösterelim. xi = yAi olduğundan, ĕger x ilk koordinatı

sıfırdan b̈uyük olan bir negatif olmayan eleman ise heri için

yAi ≥ 0

yA1 > 0
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dır. Bu nedenleV nin ilk koordinatı sıfırdan b̈uyük bir negatif olmayan elemana sahip

olması için gerek ve yeter koşulyA1 > 0 ve heri ∈ {2, . . . ,n} için yAi ≥ 0 olacak şekilde

bir y∈Qr olmasıdır. O zaman dikkatimiziyA1 > 0 ve heri ∈ {2, . . . ,n} için yAi ≥ 0 olacak

şekilde biry∈Qr bulmaya yŏgunlaştıralım.

Aşăgıdakilere dikkat edelim;

1. Eğer problemimiz
(

A1 . . . An−1

)
matrisi için bir ç̈ozüme sahip dĕgilseA için de

bir çözüme sahip olamaz,

2. Eğer problemimiz
(

A1 . . . An−1

)
için zgibi bir çözüme sahip vezAn≥ 0 isezA,

V nin ilk koordinatı sıfırdan b̈uyük olan bir negatif olmayan elemanıdır.

3. Bir önceki durumda oldŭgu gibi ĕger z ,
(

A1 . . . An−1

)
için bir çözüm fakat

zAn < 0 ise Minkowski Farkas’ lemmanın ispatındaki gibiai ve A′i (1≤ i ≤ n−1)

tanımlanır. Burada iki alt durumu irdeleyeceğiz (detaylarla ilgilenmeyeceğiz);

(a) Eğerz′A′1 > 0 ve∀i ∈ {2, . . . ,n−1} için z′A′i ≥ 0 olacak şekilde birz′ ∈Qr varsa

y = z′− ((z′An)/(zAn))z tanımlar veyA1 > 0 , ∀i ∈ {2, . . . ,n} için yAi ≥ 0 elde

ederiz.

(b) Eğer z′A′1 > 0 ve ∀i ∈ {2, . . . ,n−1} için z′A′i ≥ 0 olacak şekilde birz′ ∈ Qr

yoksayA1 > 0 ve∀i ∈ {2, . . . ,n} için yAi ≥ 0 olacak şekilde biry∈Qr yoktur.

Algoritma 4.3 (FP) Algoritmanın girdisi, satırlarıQn nin bir V altuzayı için bir baz olan

A matrisi, çıktısı iseV de ilk koordinatı sıfırdan b̈uyük olan bir negatif olmayan elemandır.

Eğer b̈oyle bir eleman yoksa algoritma “yanlış” sonucunuüretir. Adımlar;

1. Eğern = 1 ise i = min{k | ak1 6= 0} olmaküzerey = (0, . . . ,0,ai1,0, . . . ,0) alınır ve

sonuç olarakx = yA= yA1 yapılır. Ĕger A1 in bütün bileşenleri sıfır ise problemin

çözümü yoktur ve dolayısıyla “yanlış” sonucüuretilir.

2. Eğer n > 1 ise problem
(

A1 . . . An−1

)
için çözülür. Eğer

(
A1 . . . An−1

)

için bir çözüm yoksaA için de bir ç̈ozüm yoktur, aksi haldez , Qr nin zA1 > 0 ve

∀i ∈ {2, . . . ,n−1} için zAi ≥ 0 olacak şekildeki bir elemanı olsun.

(a) Eğer zAn ≥ 0 ise zA , V nin ilk koordinatı sıfırdan b̈uyük bir negatif olmayan

elemanıdır. O halde çıktı olarakzAalınır.
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(b) EğerzAn < 0 iseA′i = Ai−((zAi)/(zAn))An alınır ve problem
(

A′1 . . . A′n−1

)

için çözülür.

i. Eğer
(

A′1 . . . A′n−1

)
için bir çözüm yoksa,̈ozg̈un problemin de ç̈ozümü

yoktur ve dolayısıyla “yanlış” sonucüuretilir.

ii. Eğer z′ ,
(

A′1 . . . A′n−1

)
için bir çözüm isey = z′− ((z′An)/(zAn))z

tanımlanır ve çıktı olarakx = yAalınır. ♦

Bu algoritmayı birörnekle açıklayalım.

Örnek 4.4 V = LQ ({(1,−1,1,1) ,(0,1,−1,−1) ,(−1,1,0,−1)}) verilsin. O zaman

A =




1 −1 1 1

0 1 −1 −1

−1 1 0 −1




dir. Biz, V nin ilk koordinatı sıfırdan b̈uyük olan bir negatif olmayan eleman arıyoruz. Bu

ise

yA1 > 0,yA2≥ 0,yA3≥ 0,yA4≥ 0

olacak şekilde biry∈Q3 bulmaya denktir. Algoritmayı izlersek, problemi
(

A1 A2 A3

)
,(

A1 A2

)
için dolayısıyla ilk önceA1 için çözmeliyiz. Problemi bu şekilde indirgeye-

bildiğimize dikkat edelim.a11 6= 0 olduğundanz= (1,0,0) alarakzA1 = 1 > 0 olduğunu

görebiliriz. FakatzA2 = −1 < 0 olduğundanz ,
(

A1 A2

)
için bir çözüm olamaz. O

zaman

A′1 = A1− ((zA1)/(zA2))A2 =




0

1

0




oluşturulur.z′ = (0,1,0) , A′1 için bir çözümd̈ur. Buradan

y = z′− ((
z′A2

)
/(zA2)

)
z= (1,1,0)

tanımlarız. yA1 = 1 > 0 ve yA2 = 0 ≥ 0 olduğuna dikkat edelim. Bu elemanın(
A1 A2 A3

)
için bir çözüm olup olamayacăgını kontrol edelim.yA3 = 0≥ 0 olduğun-

dan y ,
(

A1 A2 A3

)
için bir çözümdür. Son olarakyA4 = 0 ≥ 0 dır. Böylece

yA= (1,0,0,0) , V nin ilk koordinatı sıfırdan b̈uyük bir negatif olmayan elemanıdır. ♦
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EğerV nin i−inci koordinatı sıfırdan b̈uyük olan bir negatif olmayan elemanının olup

olmadı̆gıyla ilgileniyorsak, biraz̈once tanımladı̆gımız algoritmayı

(
Ai Ai+1 . . . An A1 . . . Ai−1

)

matrisine uygulamalıyız. B̈oylece heri için, i−inci koordinatı sıfırdan b̈uyük bir negatif

olmayan eleman (var olması koşuluyla) bulabiliriz.

Eğer heri için böyle elemanlar varsa, bunların hepsini toplayarakV nin bir kuvvetli

pozitif elemanını elde etmiş oluruz. Ancak, Algoritma FP nini−inci koordinatı sıfırdan

büyük bir negatif olmayan eleman bulmakta başarısız olduğu bir i varsa,V nin bir kuvvetli

pozitif elemanı yoktur. Bu algoritmanın geliştirilebileceğine de dikkat edelim.̇Işe ilk ko-

ordinatı sıfırdan b̈uyük olan bir negatif olmayan eleman aramakla başlarız. Eğer buldŭgu-

muz eleman bir kuvvetli pozitif eleman ise dururuz, değilse bunun koordinatlarında sıfırın

ilk bulundŭgu yere bakarız ve sonra burası için algoritmayı tekrar ederiz. Bulacağımız yeni

elemanäoncekini ekler ve bu işleme devam ederiz. Bir kuvvetli pozitif eleman bulduğumuz-

da veya Algoritma FP, gereken bir koordinatı sıfırdan büyük olan bir negatif olmayan

eleman bulmakta başarısız olduğunda dururuz. Bu nedenle algoritmayı aşağıdaki gibi de

tanımlayabilirdik.

Algoritma 4.5 (SP) Algoritmanın girdisi; satırlarıQn nin birV altuzayı için bir baz olanA

matrisi, çıktısı iseV nin x gibi (var olması koşuluyla) bir kuvvetli pozitif elemanıdır. Eğer

böyle bir eleman yoksa algoritma “yanlış” sonucunuüretir. Adımlar;

1. Algoritma FP,A matrisine uygulanır. Algoritma başarısız olursa “yanlış” sonucunu

üretir. Aksi haldey , algoritma FP nin çıktısı isex = yAalınır.

2. Eğer x in bütün koordinatları sıfırdan b̈uyük ise çıktı olarakx alınır. Aksi haldex

in koordinatları içindeki ilk sıfır bulunur. Bu sıfırın bulunduğu koordinatınai ise

Algoritma FP,
(

Ai . . . An A1 . . . Ai−1

)
matrisine uygulanır. Ĕger Algoritma

FP hata verirse “yanlış” sonucüuretilir. Eğer Algoritma FP nin çıktısız ise x ,

x+(zA1, . . . ,zAn) şeklinde yeniden tanımlanır ve bu adım tekrar edilir. ♦

Örnek 4.6 Örnek 4.4 de(1,0,0,0) ∈V bulmuştuk. AncakzA3 = −1 < 0 olduğundanz ,
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(
A2 A3

)
matrisine indirgenen problemimiz için çözüm olamaz. O zaman

A′2 = A2− ((zA2)/(zA3))A3 =




0

0

1




vez′A′2 > 0 olacak şekildez′ yi hesaplamalıyız.z′ = (0,0,1) alarak

y = z′− ((
z′A3

)
/(zA3)

)
z= (0,0,1)

elde ederiz.yA2 = 1≥ 0 veyA3≥ 0 fakatyA4 =−1 < 0 olduğundan bir adım daha tekrar-

ladığımızda

A′2 = A2− ((zA2)/(zA4))A4 =




0

0

0




A′3 = A3− ((zA3)/(zA4))A4 =




1

−1

0




elde ederiz.A′2 nin tüm bileşenleri sıfır oldŭgundan, algoritma,z′A′2 > 0 olacak şekilde bir

z′ bulmakta başarısız olur.

Bu yüzdenV de ikinci koordinatı sıfırdan b̈uyük olacak şekilde bir negatif olmayan

eleman yoktur. DolayısıylaV de kuvvetli pozitif bir eleman yoktur. ♦

Eğer bu algoritmada, Algoritma FP nin “yanlış”ürettiği yerde durmasaydık, sonuçta

bulacăgımız eleman,V nin maksimum sayıda sıfırdan büyük koordinatı olan bir elemanı

olacaktı.

Algoritma 4.7 (MCP) Algoritmanın girdisi; satırlarıQn nin bir V altuzayı için bir baz

olanA matrisi, çıktısı iseV nin maksimum sayıda sıfırdan büyük koordinatı olanx gibi bir

negatif olmayan elemanıdır. Adımlar;

1. x = 0 alınır.

2. Tüm i ler için Algoritma FP,
(

Ai . . . An A1 . . . Ai−1

)
matrisine uygulanır.

Eğer Algoritma FP “yanlış” sonucunüuretirse hiçbirşey yapılmaz, eğer çıktız isex ,

x+(zA1, . . . ,zAn) şeklinde yeniden tanımlanır ve devam edilir. ♦
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Bu algoritmada ikinci adımın heri için tekrarlanmak zorunda olmadığına dikkat edelim.

Sadecex in koordinatları içindeki her sıfır için yapılmalıdır.

Örnek 4.8 Örnek 4.4 ’e geri d̈onelim. Bildiğimiz gibi
(

A1 A2 A3 A4

)
için x =

(1,0,0,0) elde etmiş ve
(

A2 A3 A4 A1

)
için Algoritma FP “yanlış” sonucunüuret-

mişti. Algoritma FP yi
(

A3 A4 A1 A2

)
ye uygularsaky=(1,0,1) elde ederiz. Dolayı-

sıyla

x = (1,0,0,0)+(0,0,1,0) = (1,0,1,0)

dir.
(

A4 A1 A2 A3

)
için Algoritma FP “yanlış” çıktısı verir. Bu ÿuzden sonuç olarak

aradı̆gımız elemanx = (1,0,1,0) dir. ♦

4.2 Monoidlere Uygulanışları

Burada, bu b̈olümde verdĭgimiz algoritmaları, sadeleşmeli monoidlere uygulayacağız.

4.2.1 Nn/∼M Formundaki Bir Monoidin Grup Olup Olmadı ğının Kontrol ü

M = G({m1, . . . ,mr}) ⊆ Zn verilsin. Nn/ ∼M nin grup olup olmadı̆gını bilmek istiyo-

ruz. Önerme 1.26 den bu ancak ve ancakM nin bir kuvvetli pozitif eleman içermesi duru-

munda olur.Qn nin V = LQ ({m1, . . . ,mr}) alt uzayını tanımlayalım. DolayısıylaV nin bir

kuvvetli pozitif eleman içermesi için gerek ve yeter koşulM nin bir kuvvetli pozitif eleman

içermesidir. O haldeV nin bir kuvvetli pozitif eleman içerip içermediğini saptamak için

Algortima SP yi kullanabiliriz.

4.2.2 Nn/∼M Formundaki Bir Monoidin Afin Olup Olmadı ğının Saptanması, Ĕger

Afin İseS' Nn/∼M Olacak Şekilde Bir k∈ N\{0} veNk nın Bir Sonlu

Doğuraylı SAlt Monoidinin Bulunması

M = G({m1, . . . ,mr}) ⊆ Zn verilsin. Nn/ ∼M nin bir afin yarıgrubu olup olmadığını

bilmek istiyoruz. Bu sebeple teorem 3.15 den dolayı bunun sadeleşmeli, burulmasız ve

indirgenmiş olup olmadığını saptamak zorundayız.

1. Önerme 1.21 denNn/∼M nin sadeleşmeli oldŭgu aşikardır.
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2. M∩{e1, . . . ,en}= /0 varsayabiliriz (̈onerme 3.10 a bakınız).M nin invaryant fakẗorle-

rini ve M nin denklemlerini hesaplayalım. EğerM homojen dĕgilseNn/ ∼M burul-

masız dĕgildir ve bu ÿuzdenNk nın bir alt monoidine izomorfik olamaz. Aksi halde

a11x1 + · · ·+a1nxn = 0

...

ar1x1 + · · ·+arnxn = 0

M nin denklemleri olsun.

3. EğerNn/∼M indirgenmiş iseM,

a1x1 + · · ·+anxn = 0 , heri için ai > 0

formunda bir denkleme sahip olmak zorundadır (önerme 3.9 ve 3.14 dan). Bu ise

ancak ve ancakQn nin

V = LQ ({(a11, . . . ,a1n) , . . . ,(ar1, . . . ,arn)})

alt uzayının bir kuvvetli pozitif elemana sahip olması durumunda mümkünd̈ur. V

ye Algoritma SP yi uygulayalım. Ĕger sonuçta “yanlış”̈uretilirse yarıgrubumuz afin

dĕgildir. Aksi halde(a1, . . . ,an) , V nin bir kuvvetli pozitif elemanı olsun. Paydaları

elimine edebilecĕgimizden heri için ai ∈ N\{0} varsayabiliriz. Bu denklemi yeteri

kadar b̈uyük pozitif tamsayılarla çarpar ve diğer denklemlere eklersekM için

b11x1 + · · ·+b1nxn = 0

...

bs1x1 + · · ·+bsnxn = 0

(her i, j için bi j ∈ N) şeklinde yeni denklemler elde ederiz. DolayısıylaNs nin

{(b11, . . . ,bs1) , . . . ,(b1n, . . . ,bsn)}

tarafından dŏgurulan alt monoidiNn/∼M ye izomorfik olur (teorem 3.15 in ispatında

olduğu gibi).
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Örnek 4.9 M = G({(1,−1,1,−1) ,(3,2,0,−2) ,(2,3,−1,−1) ,(1,4,−2,0)}) verilsin. İn-

varyant fakẗorlerini hesaplarsakd1 = d2 = 1 elde ederiz. B̈oylece,M nin denklemleri

2x1 +x3 +3x4 = 0

−4x1 +x2−5x4 = 0

olur. Birinci denklemi2 ile çarpıp ikinci denkleme eklersek

(x1,x2,x3,x4) ∈M ⇐⇒ 2x1 +x3 +3x4 = 0

x2 +2x3 +x4 = 0

buluruz. Bu durumda Algoritma SP yi uygulamaya gerek yoktur. DolayısıylaN4/ ∼M

monoidiN2 nin

S= 〈(2,0) ,(0,1) ,(1,2) ,(3,1)〉

alt monoidine izomorfiktir. ♦

Örnek 4.10 M = G({(2,−1,−1) ,(1,1,−3) ,(1,−2,−1)}) grubunu d̈uş̈unelim.M nin in-

varyant fakẗorleri d1 = d2 = 1 ve d3 = 9 dur. Bu ÿuzdenN3/ ∼M burulmasız dĕgildir ve

buradanN3/∼M bir afin yarıgrubu dĕgildir. Bu durumdaM nin denklemleri

x1−x2 +3x3≡ 0 (mod9)

dur ve bu ÿuzdenN3/∼M monoidi
〈
[1]9 , [8]9 , [3]9

〉
= Z9 ’a izomorfik olur. ♦

Örnek 4.11 M = G({(2,−3,1) ,(−1,1,−4)}) verilsin. İnvaryant fakẗorleri d1 = d2 = 1

ve denklemleri

11x1 +7x2−x3 = 0

bulunur.Q3 ’ ünV = LQ ({(11,7,−1)}) alt uzayının kuvvetli pozitif elemanı yoktur. Bunun

anlamı ise,N3/∼M indirgenmiş dĕgildir ve bu ÿuzdenN3/∼M bir afin yarıgrubu dĕgildir.

N3/ ∼M nin Z nin {11,7,−1} tarafından dŏgurulan alt monoidine izomorfik olduğunu

dolayısıylaN3/∼M ninZ ye izomorfik oldŭguna dikkat edelim. ♦

4.2.3 Nn/∼M= U (Nn/∼M)+C veU (Nn/∼M)∩C = {0} Olacak ŞekildeNn/∼M

nin Birimlerinin K ümesi İle Bir C Alt Monoidinin Hesaplanışı

Eğerx,y∈ Svex+y∈U (S) ise

z+(x+y) = (z+x)+y = y+(z+x) = 0
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olacak şekilde birz∈ Svardır. Bu ÿuzdenx ve y nin her ikisi deU (S) nin elemanıdır. Bu

fikir kullanılarak aşăgıdaki sonuç kolayca ispatlanabilir.

Önerme 4.12 S , U (S)∩{s1, . . . ,sn} = {s1, . . . ,sr} olacak şekilde{s1, . . . ,sn} tarafından

doğurulan bir monoid olsun. O zaman,

1. U (S) = 〈s1, . . . ,sr〉 ,

2. 〈sr+1, . . . ,sn〉 monoidi indirgenmiştir ,

3. 〈s1, . . . ,sr〉∩ 〈sr+1, . . . ,sn〉= {0} veS= 〈s1, . . . ,sr〉+ 〈sr+1, . . . ,sn〉 dir. ¤

Snin dŏguray k̈umesinin seçimine bağlı olarakU (S) tek türlü bellidir, fakat〈sr+1, . . . ,sn〉
tek türlü belli dĕgildir. Bu yüzden〈sr+1, . . . ,sn〉 alt monoidineU (S) nin komplementi

(tümleyeni) diyecĕgiz.

Önerme 4.13 M , Zn nin bir alt grubu olsun. O zaman

U (Nn/∼M)∩{[e1] , . . . , [en]}= {[ei1] , . . . , [eir ]}

olması için gerek ve yeter koşul

1. ĕger(y1, . . . ,yn) ∈M∩Nn ise heri /∈ {i1, . . . , ir} için yi = 0 ,

2. ĕger i ∈ {i1, . . . , ir} isexi > 0 aksi haldexi = 0 olacak şekilde bir(x1, . . . ,xn) ∈M var

olmasıdır.

İspat: =⇒: (a1, . . . ,an) ∈M∩Nn alalım. Ĕgerai > 0 ise

(a1, . . . ,an)−0∈M =⇒ ((a1, . . . ,an) ,0) ∈∼M=⇒ [(a1, . . . ,an)] = [0]

ve dolayısıyla

[ei ]+ (a1 [e1]+ · · ·+(ai−1) [ei ]+ · · ·+an [en]) = [(a1, . . . ,an)] = [0]

dır. Buradan[ei ] ∈U (Nn/∼M) dır. Bu, birinci koşulun ispatıdır.

[ei1] , . . . , [eir ] ∈U (Nn/∼M) olduğundan
r

∑
j=1

[
ei j

] ∈U (Nn/∼M) dir. Bu yüzden

r

∑
j=1

[
ei j

]
+

n

∑
i=1

ai [ei ] = [0]
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olacak şekilde
n

∑
i=1

ai [ei ] ∈ Nn/∼M vardır.

(x1, . . . ,xn) = (a1, . . . ,ai1 +1, . . . ,air +1, . . . ,an)

elemanı da ikinci koşulu gerçekler.

⇐=: (x1, . . . ,xn) ∈M , ∀i ∈ {i1, . . . , ir} için xi > 0 ve geri kalan koordinatları sıfır

olacak şekilde bir eleman olsun. Dahaönce oldŭgu gibi,

{[ei1] , . . . , [eir ]} ⊆U (Nn/∼M)

olur. Eğer [ei ] bir birim ise [ei ] + [(a1, . . . ,an)] = [0] olacak şekilde bir

[(a1, . . . ,an)] ∈ Nn/∼M vardır. Bu ise

(a1, . . . ,ai +1, . . . ,an) ∈M∩Nn

anlamına gelir. Birinci hipotezimizden dolayıi ∈ {i1, . . . , ir} dir. ¤
Bu iki sonuç ileNn/∼M formundaki bir monoidin birimleri grubunu ve bunun komple-

mentini hesaplayabiliyoruz.V ,Qn nin M tarafından gerilen alt uzayını göstermek̈uzerex,

Algoritma MCP ninV ye uygulanması sonucu elde edilen eleman olsun.

• Eğerx = (0, . . . ,0) iseU (Nn/∼M) = {0} ve sonuç olarakNn/∼M indirgenmiştir.

• Eğer{i1, . . . , ir}= {i | xi 6= 0} iseU (Nn/∼M) = 〈[ei1] , . . . , [eir ]〉 veU (Nn/∼M) nin

komplementi〈{[ei ] | i /∈ {i1, . . . , ir}}〉 dir.

Örnek 4.14 M = G({(1,1,1,−1) ,(1,2,2,−1)}) verilsin.V nin bir bazı

{(1,1,1,−1) ,(1,2,2,−1)}

dir. Algoritma MCP ninV ye uygulanması sonucundaki çıktı(0,1,1,0) dır. Buradan

U
(
N4/∼M

)
= 〈[e2] , [e3]〉 ve bunun komplementi de〈[e1] , [e4]〉 dir. ♦

Önerme 4.15 S sonlu dŏguraylı bir monoid veC de U (S) nin komplementi olsun.τ ,

U (S)×C üzerinde

(x,y)τ
(
x′,y′

) ⇐⇒ x+y = x′+y′

şeklinde tanımlanan bir kongruans olsun. O zamanS' (U (S)×C)/τ dır.
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İspat:

ϕ : U (S)×C−→ S

ϕ(x,y) = x+y

tanımlanır veτ = ker(ϕ) alınırsa ispat biter. ¥

4.2.4 Rasyonel Katsayılı Bir Homojen Lineer Denklem Sisteminin, T̈um

Koordinatları Negatif Olmayan Tamsayı Olacak Şekilde Bir Aşikar Olmayan

Çözüme Sahip Olup Olmadı̆gının Belirlenmesi

a11x1 + · · ·+a1nxn = 0

...

ar1x1 + · · ·+arnxn = 0

rasyonel katsayılı homojen lineer denklem sistemi verilsin.(x1, . . . ,xn) ∈Nn\{0} şeklinde

bir çözüm olup olmadı̆gını bilmek istiyoruz. Bu ise,Qn nin bu denklemler tarafından

tanımlanan alt uzayının sıfırdan farklı bir negatif olmayan elemanının olup olmadığını bil-

meye eşdĕgerdir. Bu ÿuzden lineer cebir metodlarını kullanarakV için bir B bazını bulmalı

ve satırlarıB nin elemanı olan matrise Algoritma MCP yi uygulamalıyız. Algoritmanın

çıktısının paydalarını elimine edince ortaya çıkan eleman aradığımız elemandır.

Örnek 4.16 Bir negatif olmayan tamsayı çözüme sahip olan

x1 +x4 = 0

x2−x3 = 0

denklem sistemini g̈oz önüne alalım. Bu denklemler tarafından tanımlananV altuzayı

V = LQ ({(1,1,1,−1) ,(1,2,2,−1)})

dir. V ye Algoritma MCP uygulanması sonucu elde edilen çıktının(0,1,1,0) olduğunu

biliyoruz ve dolayısıyla bu, verilen denklem sistemi için tüm koordinatları sıfır yada sıfırdan

büyük bir aşikar olmayan ç̈ozümdür. ♦
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4.2.5 Nn nin İki Sonlu Doğuraylı Alt Monoidinin Kesişiminin Aşikar Olup

Olmadığının Belirlenmesi, Ĕger Aşikar Değilse Kesişimindeki Bir Elemanın

Bulunması

S1 ve S2 , Nn nin, sırasıyla{a1, . . . ,ar} ve {b1, . . . ,bs} tarafından dŏgurulan iki alt

monoidi olsun.S1 veS2 nin aşikar olmayan bir ortak elemana sahip olup olmadığını bilmek

istiyoruz. Ĕger

ai = (ai1, . . . ,ain) 1≤ i ≤ r

b j =
(
b j1, . . . ,b jn

)
1≤ j ≤ s

ise bu problem

a11x1 + · · ·+ar1xr −b11xr+1−·· ·−bs1xr+s = 0

...

a1nx1 + · · ·+arnxr −b1nxr+1−·· ·−bsnxr+s = 0

denklem sisteminin en az iki koordinatı (bunlardan birisi1 ile r-inci koordinat arasında,

diğeri 1 ile s-inci koordinat arasında olmak̈uzere) sıfırdan farklı olan bir negatif olmayan

tamsayı ç̈ozümünün olup olmadı̆gı problemine d̈onüş̈ur.

Böylece,S1∩S2 6= {0} olup olmadı̆gını, ĕger b̈oyleyse kesişimdeki bir elemanı bulmak

için Algoritma MCP yi uygulayabiliriz.
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NESNEL YAPI Orhan S̈ONMEZ

5. ALGORİTMALAR VE AR İTMET İK İŞLEMLER İÇ İN

NESNEL YAPI

Bu bölümde tezde verilen algoritmalar için bilgisayar programı yazmak amacıyla kul-

lanılabilecek nesneler (object) için bir takım̈oneriler verecĕgiz. Bu ẗur programlar, çŏgu

kezC veyaPascallisanları kullanılarak yazılır. Burada yapacağımızöneri MS Visual Basic

için olacaktır.

Önce aritmetikle işe başlayalım. Bu konuda literatürde pek çok program vardır. Aşa-

ğıda tanıtacăgımız clsTamSayi aritmetik için işlevselliği yüksek bir nesnedir. Bu nesne için

kodlar yazılmıştır. Burada kullanılan algoritma yeni olmamakla beraber, programın kendisi,

erişilebilir açık kod olması bakımından bir katkı sağlayacaktır.

Bu nesnede b̈uyük tam sayılarla ilgili aritmetik işlemler yapılmaktadır. Bu tezde açıkla-

nan algoritmalarda hesaplar yapılırken ortaya çıkan tam sayılar, bir çok bilgisayarın tam

sayıları temsil etmekte kullandığı 16 bit veya 32 bitlik normal sayı sınırını kolaylıkla aşabil-

mektedir. Bu olgu, g̈undeme b̈uyük sayılarla aritmetik işlemler yapma gereğini getirmek-

tedir. Büyük sayılarla ilgili pek çok kaynak vardır. Biz Gary Darby tarafından yazılan ve

bölme algoritması için Hansen’in (Hansen, 1994) verdiği fikri kullanan TInteger

bileşenindeki fikirleri kullanacăgız. Gary Darby’nin programı Delphi kullanılarak

yazılmıştır. Bu fikirleri kullanarak bizim yazdığımız programda pek çok iyileştirme ve

farklılık vardır. Belki de en temel farklılık “çıkarma” işleminde olacaktır. Bunu kısaca

açıklayalım.

Bilgisayar d̈unyasındaikinin tümleyeni(two’s complement) olarak bilinen işlem bir

sayının toplamsal tersinin yazılmasında kullanılır. Aslında buna toplamsal ters demek

yanlış olur. Durumu daha kolay açıklayabilmek için tam sayıların 8 bit olarak temsil

edildiğini varsayalım. Bu bitleri săgdan sola dŏgru 0, . . . ,7 olarak adlandıralım.7−inci

bit işaret biti olup,1 ise sayı negatif,0 ise sayı pozitif veya0 dır. İkinin tümleyenini

alabilmek için bir sayının ẗum bitleri terÿuz edilir ve elde edilen sayıya1 eklenir. O halde

00000011sayısının ikinin ẗumleyenini bulmak için̈once11111100ve daha sonra11111101

elde edilir. Bu iki sayı iki mod̈ulüne g̈ore toplanınca
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00000011

11111101

+

100000000

elde edilir. Fakat bilgisayarımız 8 bitlik olduğundan en başta duran1 kaybedilecektir.

Dolayısıyla sonuç00000000olur. O halde11111101sayısı00000011sayısının tam sayıların

temsil edilebildĭgi ölçüde toplamsal tersidir.

Aslında bu fikir sadece2 tabanı için geçerli dĕgildir. 1 < b herhangi bir tam sayı

ve n = (ck,ck−1, . . . ,c0)b sayısın pozitif tam sayısınınb tabanına g̈ore temsili olsun. Her

0≤ i ≤ k için 0≤ ci ≤ b−1 olduğundan0≤ b−1−ci ≤ b−1 dir.

m= 1+(b−1−ck,b−1−ck−1, . . . ,b−1−c0)b

sayını d̈uş̈unelim. Bu durumda

n+m = 1+
k

∑
i=0

(ci +b−1−ci)bi

= 1+
k

∑
i=0

(b−1)bi

=
k+1

∑
i=0

bi−
k

∑
i=0

bi

= bk+1

=


1,0,0, . . . ,0︸ ︷︷ ︸

k tane




b

elde edilir. O halde tam sayıların sadecek rakam ile ifade edilebildĭgi bir bilgisayardam

sayısın nin toplamsal tersidir. Bundan faydalanarak

x = (xk,xk−1, . . . ,x0)b vey = (ys,ys−1, . . . ,y0)b

iki tam sayı ves≤ k olsun. x− y sayısınınb tabanına g̈ore bir temsilini yazacak bir

algoritmayı yukarıdaki fikirden faydalanarak yazalım. Burada aslında çıkarma yapmak
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yerine toplama yapmak istiyoruz. Toplama işlemi için alışılagelmiş toplama algoritmasına

sadece yukarıdaki fikir eklenecektir. Böylece çıkarma işleminin çok daha kolay program-

lanabilir oldŭgu g̈orülecektir.

Algoritma 5.1 x≥ y olduğuna g̈ore aşăgıdaki algoritmax−y sayısını hesaplayıp sonucux

sayısına atayan bir algoritmadır.

i = 0

elde= 1

do while i <= k

if i ≤ s thenz= x(i)+b−1−y(i)+eldeelsez= x(i)+b−1+elde

if z>= b thenelde= 1 elseelde= 0

x(i) = zmodb

i = i +1

loop

♦

Program taban olarakb = base= 100 kullanmaktadır. Kullanıcı sayıları10 tabanına

göre girmekte ve bu sayılar program tarafından100tabanına çevrilmektedir. Kullanıcı bir

çıktı istedĭginde, istenen sonuçlar10 tabanına çevrilerek verilmektedir.

Şimdi sınıfları tanıyalım.

clsTamSayi sınıfı : Bu sınıfın4 tane temel unsuruIsaret, tRakamlar , tRakamSay, tMax

dır. Isaret public bir̈ozellikdir ve bu sınıf ile temsil edilen sayının işaretini saklamak

için kullanılmaktadır.0 sayısının işareti1 olarak alınmaktadır. tRakamlar bu

sınıfın defaultözelliğidir ve boyutuönceden verilmeyen bir byte dizisidir. Bu dizi

verilen tamsayının100 tabanına g̈ore temsilini tutmaktadır.xk 6= 0 olmak üzere

verilen sayıx = (xk,xk−1, . . . ,x0)b ise tRakamSay =k+ 1 dir. Eğer x = 0 ise

tRakamSay =1 olur. Isaret ise aşikar anlamdadır. Yeni bir sınıf elemanı, bir başka

deyişle clsTamSayi tipinde birx tamsayısı oluşturulunca bu dizi16 eleman içerecek

şekilde boyutlandırılmaktadır. Ĕger hesaplar sırasında veya ilk atama aşamasındax

sayısı için16 dan daha çok eleman gerekiyorsa o zaman tRakamlar dizisi16 nın

bu gerekli sayıyı ilk geçen katı kadar eleman içerecek şekilde boyutlandırılmaktadır.

tMax bu dizinin alabilecĕgi bu maksimum eleman sayısını göstermektedir.
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clsTamSayi sınıfının metodları :

1. Public Property Get Item(ByVal iIndex As Integer) As Byte

2. Public Property Get RakamSay() As Integer

3. Public Sub SetRakamSay(ByVal YeniRakamSay As Integer)

4. Public Sub Trasla() ’bastaki sifirlari sil

5. Public Sub Sifirla()

6. Public Sub PutItem(ByVal iIndex As Integer, ByVal lData As Byte)

7. Public Sub YeniRakamEkle(ByVal lData As Byte)

8. Public Function SayiStr() As String

9. Public Sub MetinSayiAta(s As String)

10. Public Sub SayiAta(i2 As clsTamSayi)

11. Public Sub KucukSayiAta(i2 As Integer)

12. Public Function MutlakKarsilastir(i2 As clsTamSayi) As Integer

13. Public Sub MutlakCikar(i2 As clsTamSayi)

14. Public Sub MutlakTopla(i2 As clsTamSayi)

15. Public Sub Topla(i2 As clsTamSayi)

16. Public Sub Cikar(i2 As clsTamSayi)

17. Public Sub RakamlaCarp(ByVal m As Integer)

18. Public Sub RakamaBol(ByVal m As Integer)

19. Public Function RakamlaBolumdenKalan(ByVal m As Integer) As Integer

20. Public Sub SolaKaydır(miktar As Integer)

21. Public Sub Carp(i2 As clsTamSayi)
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22. Public Sub Modulo(i2 As clsTamSayi)

23. Public Function SifiraEsit() As Boolean

24. Public Sub EBOB(ByVal u As clsTamSayi)

25. Public Function trial(r As clsTamSayi, d As clsTamSayi, k As Integer, m As Integer)

As Integer

26. Public Function smaller(r As clsTamSayi, dq As clsTamSayi, k As Integer, m As

Integer) As Boolean

27. Public Sub difference(r As clsTamSayi, dq As clsTamSayi, k As Integer, m As Inte-

ger)

28. Public Sub longdivide(y As clsTamSayi, q As clsTamSayi, r As clsTamSayi)

29. Public Sub Bolme(y As clsTamSayi, q As clsTamSayi, r As clsTamSayi)

Zn nin alt kümeleriüzerinde yapılacak işlemler için doğurayların satır ve s̈utun işlem-

lerine gerek olacaktır. Bunun için aşağıda yazılı sınıfları kullanmak uygun olacaktır. Bu

sınıfların metodları vëozelliklerinin ne anlama geldiği çok açıktır.

clsGenarator sınıfının metodları :

1. Public Property Let Boyut(ByVal vData As Integer)

2. Public Property Get Boyut() As Integer

3. Public Property Get Koordinat(ByVal iIndex As Integer) As clsTamSayi

4. Public Sub SetKoordinat(ByVal iIndex As Integer, ByVal lData As clsTamSayi)

TIslem enum tipi

Public Enum TIslem

DegisTokus = 0

EksiIleCarp = 1

LineerEkle = 2

End Enum
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clsIslem sınıfının metodları :

1. Public Property Let Kat(ByVal vData As clsTamSayi)

2. Public Property Get Kat() As clsTamSayi

3. Public Property Let KullanilanIndex(ByVal vData As Integer)

4. Public Property Get KullanilanIndex() As Integer

5. Public Property Let islmDegisenIndex(ByVal vData As Integer)

6. Public Property Get islmDegisenIndex() As Integer

7. Public Property Let Islm(ByVal vData As TIslem)

8. Public Property Get Islm() As TIslem

9. Public Property Get Boyut() As Integer

10. Public Property Get Koordinat(ByVal iIndex As Integer) As clsTamSayi

11. Public Sub SetKoordinat(ByVal iIndex As Integer, ByVal lData As clsTamSayi)

clsGenaratorSet sınıfının metodları :

1. Public Property Let Boyut(ByVal vData As Integer)

2. Public Property Get Boyut() As Integer

3. Public Property Get GenMatris(ByVal iIndex As Integer, ByVal jIndex As Integer)

As clsTamSayi

4. Public Sub SetGenarator(ByVal iIndex As Integer, ByVal lData As clsGenarator)

5. Public Sub YeniGeneratorEkle(ByVal lData As clsGenarator)

6. Public Sub MetinGeneratorEkle(s As String)

7. Public Sub YeniSatirIslemEkle(ByVal lData As clsIslem)

8. Public Sub YeniSutunIslemEkle(ByVal lData As clsIslem)
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5. ALGOṘITMALAR VE AR İTMETİK İŞLEMLER İÇİN
NESNEL YAPI Orhan S̈ONMEZ

9. Public Sub SatirIslemUygula(ByVal Islm As TIslem, K As Integer, r As Integer, X

As clsTamSayi)

10. Public Sub SutunIslemUygula(ByVal Islm As TIslem, K As Integer, r As Integer, X

As clsTamSayi)

11. Public Sub GeneratorleriDosyayaYaz(ByVal Path As String)

12. Public Sub GeneratorleriDosyadanOku(ByVal Path As String)

13. Public Property Get Kat() As clsTamSayi

14. Public Property Let KullanilanIndex(ByVal vData As Integer)

15. Public Property Get KullanilanIndex() As Integer

16. Public Property Let islmDegisenIndex(ByVal vData As Integer)

17. Public Property Get islmDegisenIndex() As Integer

18. Public Property Let Islm(ByVal vData As TIslem)

19. Public Property Get Islm() As TIslem

20. Public Property Get Boyut() As Integer

21. Public Property Get Koordinat(ByVal iIndex As Integer) As clsTamSayi

22. Public Sub SetKoordinat(ByVal iIndex As Integer, ByVal lData As clsTamSayi)
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ÖZGEÇM İŞ
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60


