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Yiksek Lisans Tezi

OZET

SONLU FARK YAKLASIMLARIYLA SAYISAL TUREV IFADELERININ
URETILMESI, DEGERLENDIRILMESI VE DOKUMANTASYONU

Ibrahim Ugur YILMAZ

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Bilgisayar Miihendisligi Anabilim Dali
Danigman: Dog. Dr. Hiiseyin Pehlivan
2024, 73 Sayfa

Sonlu fark denklemleri, analitik ¢dzlimlerin uygulanamadigi cesitli bilimsel ve
miithendislik problemleri i¢in yaygin olarak kullanilan matematiksel araglardir.
Miihendislik  disiplinlerindeki etkili uygulama alanlarindan biri sayisal tiirev
hesaplamalaridir. Bu tez calismasinda, sonlu fark yaklasimlari kullanilarak sayisal tiirev
ifadelerinin tiiretimi, belirli bir noktalar kiimesi i¢in degerlendirmesi ve islem adimlarinin
dokiimantasyonunu gergeklestiren bir yazilim uygulamasi gelistirilmistir. Uygulama
bilesenleri Java programlama g¢evrelerine entegre edilerek sayisal tiirev hesaplamalarina
destek verilebilmektedir. Tiirev verileri formal yapida bir dosya icerisinden okunabilecegi
gibi bagka bir uygulama ¢evresinden de gonderilebilmektedir. Bu veriler bir LL(k)
ayristiricisi ile analiz edildikten sonra Taylor serisi agilimlari i¢in soyut sézdizim agaci
denilen bir veri yapisi olusturulmustur. Her bir noktanin yoniine uygun olarak se¢ilen sonlu
fark yaklasiminin tiiriine gore s6zdizim agacinin farkli bir diizenlemesi yapilmistir. Agag
diizenlemeleri ile ortaya c¢ikan sonsuz ¢ozliimlii dogrusal denklem sistemine Gauss
eliminasyon ydntemi uygulanarak coziimlerden biri elde edilmistir. Tiirevin mertebesine
gore belirlenen ifadelerin tiiretim adimlar1 bir PDF dokiimanina, degerlendirme sonucu ise

diger uygulamalara aktarilabilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Sayisal tiirev, bigimsel gramerler, simgesel hesaplama, belgeleme
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Master Thesis

ABSTRACT

GENERATION, EVALUATION AND DOCUMENTATION OF NUMERICAL
DERIVATIVE EXPRESSIONS USING FINITE DIFFERENCE APPROXIMATIONS

[brahim Ugur YILMAZ

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Computer Engineering Graduate Program
Supervisor: Assoc. Prof. Hiiseyin Pehlivan
2024, 73 Pages

Finite difference equations are widely used mathematical tools for a variety of
scientific and engineering problems for which analytical solutions cannot be applied. One
of the influential application areas in engineering disciplines is numerical derivative
calculations. In this thesis, using finite difference approaches, a software application is
developed that performs the derivation of numerical differentiation expressions, their
evaluation for a specific set of points, and their documentation of the operation steps.
Application components can be integrated into Java programming environments to support
numerical derivative calculations. Derivative data can be either read from a formal file or
sent from another application environment. After these data are analyzed with an LL(Kk)
parser, a data structure called abstract syntax tree is created for Taylor series expansions. A
different arrangement of the syntax tree is made depending on the type of finite difference
approximation chosen in accordance with the direction of each point. One of the solutions
IS obtained by applying the Gauss elimination method to the system of linear equations
with infinite solutions, which emerge with tree arrangements. The derived steps of the
expressions determined according to the order of the derivative can be transferred to a PDF

document, and the evaluation result can be done to other applications.

Keywords: Numerical differentiation, formal grammars, symbolic calculation,

documentation
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Bilimsel hesaplamanin temel taslarindan biri olarak kabul edilen sayisal yaklagimlar,
miihendislik ve diger birgok bilimsel disiplinde kritik bir role sahiptir. Ozellikle karmasik
sistemlerin analizi ve kontroliine yonelik gelistirilen matematiksel modeller, analitik
yontemlerle degerlendirilemeyen ¢esitli fonksiyonlar igerebilmektedir. Bu durum, sistem
modellerinin bilesenleri lizerinde gergeklestirilecek matematiksel hesaplamalarda sayisal
yaklasim tekniklerinin kullanimini zorunlu kilmaktadir. Sayisal yontemler, genel olarak
problemlerin belirli bir hata payini karsilayan yaklagik ¢ozlimlerine ulagmak i¢in kullanilir.
Analitik ¢6ziim yontemlerinin matematiksel modellere uygulanmasinin miimkiin olmadig1
durumlarda, sayisal yontemler yardimiyla alternatif ¢oziimler sunulabilmektedir.

Sayisal yaklagimlarin uygulandigi matematiksel model ¢oziimlemelerinde kesme,
hassasiyet ve yuvarlama hatalar1 ortaya ¢ikmaktadir. Bu hatalar, bilgisayarlarin sinirlt
bellek ve islem kapasitesi nedeniyle meydana gelir. Kesme hatasi, sayisal verilerin belirli
bir hassasiyet diizeyinde sinirlandirilmast gerektiginde olusur. Hassasiyet hatasi, sayisal
hesaplamalarin dogrulugunu etkileyen kiigiik farklardan kaynaklanir. Yuvarlama hatasi ise,
sayisal degerlerin belirli bir noktada yuvarlanmasindan kaynaklanir ve bu da hesaplama
sonuclarini etkileyebilir. Bu hatalar, zellikle tiirev hesaplamalarinda biiylik 6nem tasir,
clinkii tiirev hesaplamalari, kiiglik degisikliklerin etkilerini belirlemek i¢in hassas degerlere
ihtiya¢ duyar. Kesme ve yuvarlama hatalari, tiirev hesaplamalarinin dogrulugunu ciddi
sekilde etkileyebilir ve sonuglarin giivenilirligini azaltabilir. Bu nedenle, sayisal tiirev
hesaplamalarinda bu tiir hatalarin minimize edilmesi biiylik 6nem tagir.

Glinlimiizde, tiirev hesaplamasi yapabilen pek c¢ok ara¢ bulunmaktadir. Bu araglar
arasinda bazilar1 dogrudan tiirev hesaplama hizmeti sunarken, digerleri programlama
dillerinin kiitiiphaneleri olarak daha kii¢ilk matematiksel problemler i¢in destek saglar.
Ornegin, matematiksel problemleri ¢dzmek igin gii¢lii bir ara¢ olan Wolfram, dogrudan
hizmet sunan bir servistir. Ote yandan, Gradient gibi bir kiitiiphane, bir programlama diline
entegre edilerek tiirev alma problemleri i¢in kullanilmaktadir. Ancak, bu kiitiiphaneler
belirli matematiksel hesaplamalar1 gergeklestirmede yetersiz kalabilir ve Wolfram gibi

kapsamli araglar ise 6zel problemler i¢in tasarlanmis uygulamalarla entegre edilemeyebilir



(Pehlivan, 2019). Bu durum miihendisler ve matematik araglar1 kullanan gelistiriciler i¢in
sorunlar yaratmaktadir. Bu eksiklikleri gidermek ve daha dogru tiirev hesaplamalari
yapabilmek i¢in bir Java araci gelistirilmesi gereklidir. Bu arag, kesme, hassasiyet ve
yuvarlama hatalarin1 en aza indirmek i¢in 6zel algoritmalar ve tasarim yapilar1 kullanir.
Ozellikle miihendislik ve bilimsel arastirma projelerinde sayisal tiirev hesaplamalarinin
dogrulugunu artirmayr amacglayan bu arag, kullanicilara yiiksek dogrulukta tiirev
hesaplamalar1 yapma imkani sunar ve mevcut araglarin kisitlamalarini agar.

Sayisal yaklasimlarin simgesel hesaplama yontemleri ile birlesimi, matematiksel
problemleri ¢o6zme konusunda faydalar sunmaktadir. Bu birlesim, problemlerin
anlagilmasin1 ve c¢oziilmesini kolaylastirabilmektedir. Matlab, Maple, Mathematica ve
Maxima gibi simgesel hesaplama da yapabilen genel amacgli hesaplama araclari, bircok
problemin iistesinden gelebilmektedir. Fakat bu hesaplama araglar1 ¢6ziimii istenen
problemin bazi 6zel durumlarmi ihmal edebilmektedir. Ornegin, sonlu fark yaklasimlarinin
uygulandig1 bir problemin ¢6ziimii, ilgili noktalar kiimesinin ydnlerine uygun ve tiimiinii
kapsayacak bir yontem ile yapilmayabilmektedir.

Matematiksel problemlerin simgesel alana tasinmasi, 6zellikle tiirev problemlerinin
ele alinmasinda biiyiik 6nem tasir. Simgesel programlama araglari, sayisal yontemlerin
aksine, tiirev iglemlerini tam ve kesin bir sekilde ¢dzebilme avantajina sahiptir. Bu araglar,
cok degiskenli fonksiyonlar veya yliksek dereceli tlirevler gibi karmagik tiirev problemleri
iizerinde calisma kapasitesine sahiptir. Ancak, literatiir incelendiginde sayisal tiirev
problemlerinin Java programlama cevrelerinde simgesel yontemler ile desteklenmedigi
goriilmektedir. Bu eksikligin giderilmesi, bilimsel hesaplamalarda sayisal tiirev
problemlerine yonelik ¢ozlimlerin etkinligini artiracaktir. Tezin konusu olan sayisal tiirev
hesaplamasi yapabilen Java araci gelistirilirken literatiirdeki bu c¢alismalar g6z Oniine
alinmis ve sayisal tiirev hesaplamalarinda daha yiiksek dogruluk ve giivenilirlik saglamay1
amaclamaktadir. Kullanicilar, bu araci kullanarak kesme, hassasiyet ve yuvarlama

hatalarin1 minimize edebilir ve daha dogru sonuglar elde edebilirler.

1.2. Tezin Amaci

Simgesel yaklasim, matematiksel ifadelerin temsil edilmesi ve degerlendirilmesinde
sayilardan ziyade sembollerin kullanilabildigi bir ¢6ziimleme teknigidir. Bu teknikte,

harfler ve semboller bir matematiksel ifadenin veya denklemin bilesenlerini temsil eder.



Sembolik yapi, matematik problemlerini anlama ve ¢dzme siirecinde yaygin olarak
kullanilir (Kramarski vd., 2003). Simgesel yaklasimlar, matematiksel problemleri
cozmede, algoritma gelistirmede, yazilim tasarim siireclerinde, bilgisayar cebir
uygulamalarinda ve bilimsel arastirmalarda kendine yer bulmustur (URL-6, 2024). Ayrica
sembolik hesaplama, sayisal hesaplama ve yazilim gelistirme siireglerinin gerektirdigi
matematiksel islemlerin gergeklestirilmesinde de yaygin olarak kullanilmaktadir.

Bu tezin amaci, bir bicimsel gramer yardimiyla olusturulan JavaCC ayristiricisina
sunulacak noktalar kiimesini kullanarak sayisal tiirev hesaplamasi yapabilen ve bu
hesaplamalar1 matematiksel notasyonlara uygun olarak bir dokiimana aktarabilen bir aracin
gelistirilmesidir. Bu arag, matematiksel ifadelerin simgesel olarak islenmesi ve tiirev
hesaplamalarinin simgesel yaklasimlarla gergeklestirilmesi agisindan onemli bir yenilik
sunmaktadir. Sembolik yaklasimlar, fonksiyonlarin tiirev ifadelerinin noktalar kiimesi
tizerinden tiiretilmesinde de giiglii bir yontem olarak kullanilmaktadir. Bu kapsamda,
sembolik hesaplama yontemleriyle elde edilen sonuglarin dogrulugu ve verimliligi, sayisal
analiz ve mithendislik uygulamalari i¢in biiylik 6nem tagimaktadir.

Ayrica, ileri, geri ve merkezi farklar yontemleri kullanilarak aym tiirev probleminin
farkli hesaplama teknikleri ile ele alinmasi hedeflenmistir. Bunun sonucu olarak, sayisal
tirev hesaplamalar1 i¢in en uygun teknigin kullanilmasi amaglanmistir. Sayisal tiirev
probleminin se¢ilmesindeki amag, Java igerisinde problemi simgesel olarak isleyebilen ve
sayisal tiirev hesaplayabilen herhangi bir aracin bulunmamasidir.

Bu genel amag¢ dogrultusunda caligmanin asagida listelenen alt amaclar1 ortaya
cikmustir.

¢ Fonksiyon noktalarinin yonlerine (ileri ve/veya geri) en uygun tiirev formiillerinin

belirlenmesi,

¢ Nokta sayisina bagli olarak yiiksek dereceli tiirev ifadelerinin tiiretilmesi,

e Tiiretilen ifadelerin uygun matematiksel notasyonlar kullanilarak gosterimlerini

yapabilen kullanici platformlarinin gelistirilmesi,

e Tiiretilen ifadeler iizerinde noktasal verilerin degerlendirilmesi,

e Sonlu fark yaklasimlarinin Taylor serisine dayali olarak kullanilmasi,

e Hesaplama islemlerinde farkli say1 tiplerinin desteklenmesi

e Yuvarlama hatalar1 olmadan sayisal tiirev hesaplamasi yapabilen bir Java aracinin

olusturulmasi,



e Tiirev hesaplamalarin1 iceren bir dokiimanin {iretilmesi ve bu dokiimanin
miithendislik alaninda, oOzellikle sayisal analiz derslerinde yardimci bir kaynak

olarak kullanilabilmesi.

1.3. Literatiir Taramasi

Bilgisayar bilimi, veri isleme, algoritma tasarimi ve bilgisayar sistemlerinin ¢aligma
prensipleri ile ilgilenen bir disiplindir. Sayisal analiz, matematiksel problemleri sayisal
olarak ¢6zmek i¢in kullanilan yontemlerin ve algoritmalarin incelendigi bir matematik
dalidir. 1950 yilindan itibaren kapasite artisinin yaninda maliyeti azalan bilgisayarlarin
teknolojik gelisimi, sayisal analiz alaninda yapilan ¢alismalari hizlandirmistir (Chapra,
2010). Ogzellikle tiirev hesabinmn bilgisayarlar yardimiyla daha kolay yapilabilmesi
nedeniyle sayisal analiz yontemlerine basvurulmus ve birgok bilgisayar destekli
uygulamada tercih edilmistir. Son yillarda yiiksek hesaplama kapasiteli dijital
bilgisayarlarin gelismesiyle birlikte sayisal yontemlerin miithendislik problemi ¢ozmedeki
roli artmigtir (Chapra, 2010).

Sayisal ¢oziimleme yontemleri, matematik¢ilerin yani sira miihendisler tarafindan da
bir¢cok bilimsel hesaplamada 6nemli bir problem ¢6zme araci olarak kullanilmaktadir.
Ozellikle analitik yaklasimlarin uygulanamadigi veya yetersiz kaldig1 durumlarda anahtar
bir rol oynarlar (Vatansever, 2018). Ayrica cesitli matematiksel denklemlerde ve sayisal
analiz islemlerinde etkin islevler icra ederler. Bu yaklagimlar, fonksiyonlar1 belirlenen bir
dogruluk seviyesinde ve mevcut hesaplama kapasiteleri dahilinde temsil etmeye yonelik
karmagik matematiksel islemlerden olusur. Ayrica, zor ve anlagilmasi gii¢ yapilarin ile
sistemlerin daha iyi anlasilmasini saglar ve teorik modellerin pratikte uygulanabilirligini
artirir, boylece bilim ve miithendislik alanlarindaki yeniliklere kap1 agar.

Sayisal analiz, miihendislik problemlerinin ¢oziimiine yardimci olan ve farkl
matematiksel teknikleri igeren bir hesaplama disiplinidir. Bu disipline yonelik birgok
caligma bulunmaktadir, fakat bilimsel alanlara bakildiginda, yalnizca kendi kapsami ile
siirlt ¢alismalar degil, ayn1 zamanda farkli bilimsel alanlardaki problemlerin ¢6ziim
siirecine destek vermek iizere c¢esitli arastirmalarin da yapildigi goriilmektedir. Sayisal
yaklagimlar bir¢ok ¢aligmada yardimci arag¢ olarak kullanilmaktadir. Bu acidan, s6z konusu

yaklagimlar karmasik matematiksel problemlerin ¢oziimiinde mihendislerin ve



arastirmacilarin temel hesaplama araclar1 arasinda bulunmaktadir (Deuflhard & Hohmann,
2003).

Caligmalarda kullanilan sayisal yaklasimlar problemi ele alis sekli itibariyle
aragtirmacilara kolaylik saglamaktadir. Sonlu fark yontemleri, diferansiyel denklemleri ve
diger matematiksel problemleri ¢6zmek icin kullanilir (URL-11, 2024). Bu yaklasim,
denklem ¢6ziimii i¢in gereken matematik islemleri basitlestirir ve 6zellikle bilgisayarlarla
yapilan hesaplamalar i¢in uygun sayisal sonuglar elde etmeye olanak saglar.
Arastirmacilar, yerel olmayan difiizyon, modelleme ve dinamik sistemler de dahil olmak
lizere bircok problem tiiriinii ¢ozebilecek sayisal yontemler ortaya ¢ikarmistir (Du vd,
2012).

Programlama dilleri iki ana kategoriye ayrilir; genel amacgh ve 6zel amaclh diller.
Genel amagl diller, ¢esitli bilgisayar uygulamalarini yiiksek seviyeli programlama yapilari
ile gelistirmek icin olusturulmustur. Ancak, bu diller matematiksel hesaplamalar i¢in her
zaman uygun olmayabilir. Ozel amach diller ise, matematiksel notasyonlardan farkli soz
dizimleri ve fonksiyonel davranislari nedeniyle, kod gelistirme ve dogrulama siireclerini
karmasik hale getirebilir (Pehlivan, 2019).

Bilgisayar cebir sistemleri, fonksiyonlar, integraller, denklem sistemleri, vektor ve
matris manipiilasyonlar1 gibi matematiksel nesnelerin sembolik olarak islenmesi i¢in
tasarlanmig yazilimlardir (Belu vd., 2009). Bu sistemler, ¢esitli matematiksel gorevleri
bilgisayar yardimiyla ¢6zmeyi ve hesaplamalarin tiim asamalarii gorsellestirmeyi saglar
(Velychko vd., 2019). Ayrica, bu sistemler sayisal hesaplamalar i¢in algoritmalar iireterek,
hesaplamali bilimlerde 6nemli araglar haline gelmistir (Gander, 2007). Sayisal tiirev
hesaplamalarini yapabilen bir¢ok uygulama ve platform gelistirilmistir (Pehlivan, 2019).
Bu uygulamalar, zor problemleri ¢6zmenin yani sira, diger bircok matematik islemini de
gergeklestirebilen genel amacli yazilimlardir.

Matematik problemlerine ¢oziim iireten programlar arasinda 6zel amagli olanlar da
bulunmaktadir. Ornegin, AMPL, Lingo, GAMS, Gurobi ve CPLEX gibi programlar, belirli
matematiksel ve optimizasyon problemlerini ¢ozmek i¢in gelistirilmistir. AMPL,
matematiksel modelleme ve optimizasyon problemlerini ¢é6zmek icin kullanilan bir dildir
ve lineer programlama, karmasik programlama, tamsayir programlama gibi ¢esitli
problemleri ¢ozebilir. Farkli optimizasyon motorlartyla entegre olabilen bir arayiiz sunar
(Fourer vd., 1990). Lingo, lincer, karisik tamsayr ve dogrusal olmayan programlama

problemlerini ¢6zmek i¢in kullanilan bir program olup, ag§ modelleme, zaman serisi analizi



ve simiilasyon gibi problemleri de ¢6zebilir. Kullanic1 dostu bir araylize sahiptir ve gesitli
optimizasyon tekniklerini destekler (Schrage, 2006). GAMS, matematiksel modelleme ve
optimizasyon problemlerini ¢6zmek icin kullanilan bir dil ve ¢evredir. Lineer
programlama, karar verme analizi ve karma tamsay1 programlama gibi ¢esitli matematiksel
problemleri ¢6zebilir (Rosenthal, 2007). Gurobi, yiiksek performansli matematiksel
modelleme ve optimizasyon yazilimidir. Lineer programlama, karisik tamsayi
programlama ve dogrusal olmayan programlama gibi problemleri ¢6zebilir, kullanict dostu
araglar ve API'ler sunar (Anand vd., 2017). IBM tarafindan gelistirilen CPLEX, gii¢lii
optimizasyon algoritmalar1 ve kullanici dostu arayiiziiyle matematiksel modelleme ve
optimizasyon problemlerini ¢6zmek icin kullanilir (Bliek, 2014).

Literatiirde bircok algoritma, bilgisayarlar aracilifiyla matematik problemlerini
¢dzmek icin gelistirilmistir. M.O. 3. yiizyilda Euclides tarafindan kesfedilen tamsayilarm
en blyiik ortak bolenini hesaplama yontemi, giinlimiizdeki simgesel hesaplama
algoritmalarina temel teskil eden ilk drneklerden biri olarak kabul edilebilir (Aydogdu,
2016). Simgesel hesaplama, cebir gibi matematiksel yapilar1 analiz etmek ve
siniflandirmak i¢in matematikte de uygulanmaktadir (Kutsenko, 2021). Bu ydntemler,
temel olarak matematiksel islemlerin bilgisayarlar araciligiyla kesin olarak ¢oziilebilmesi
amactyla tasarlanmistir. Etkin bir sekilde kullanilabilmeleri igin ilk adim, iizerinde
calisilacak matematiksel problemlerin agik ve net bir sekilde tanimlanmasidir (Yilmaz,
2019). Daha sonra, ¢oziimler bilgisayar algoritmalari olarak formiile edilmelidir.

Matematik problemleri iizerine literatiirde genis bir arastirma yelpazesi mevcuttur.
Bu problemlerin ¢oziim yollari, simgesel programlama veya genel amacli programlama
gibi alanlarda ele alinmigtir. Simgesel ¢6ziim iireten bircok ara¢ bulunmaktadir; bu araglar
arasinda Maple (URL-7, 2024), Mathematica (URL-8, 2024), Matlab (URL-9, 2024) ve
Maxima (URL-10, 2024) gibi onde gelen programlar yer almaktadir. Simgesel ¢oziim
iiretemeyen genel amagli programlama dillerine 6rnek olarak Python (Lutz, 2001), R
(Crawley, 2012) ve C++ (Josuttis, 2012) gosterilebilir.

Programlama dili olusturma siireci, dilin s6z diziminden yorumlamaya veya
dogrudan makine diline ¢evirme islemine kadar bircok karmasik bileseni kapsar. Bu
siiregte O6nemli bir yer tutan YACC, SableCC ve JavaCC gibi araglar, otomatik dil
ayristiricilar tiretmektedir (Pehlivan, 2019). Bu tiir araglar, programlama dilinin gramerine
dayali olarak islev goriir ve her biri dilin s6z dizimini tanimlamak i¢in 6zglin formatlar

kullanir. Ornegin, JavaCC, Java dilinin s6z dizimini, dil gramerinden elde edilen cesitli



tanim bicimleri kullanarak igler. Bu araclar, programlama dillerinin gelisiminde hayati bir
rol oynar, zira dilin temel 6gelerini otomatik olarak tanimlama yetenegine sahiptirler.
Bilgisayar bilimlerindeki temel sinirlamalardan biri, tamsayilar ve reel sayilarin tam
bir temsilinin miimkiin olmamasidir. Bu durum, kesme, hassasiyet ve yuvarlama
hatalariin 6nemli oldugu senaryolarda biiyiik bir 6nem kazanmaktadir. Bilimsel alanlarda
hatalarin etkilerini azaltmaya yonelik cesitli ¢aligmalar yapilmistir. Yeni bir otomatik
yontem, sayisal algoritmalarin dogrulugunu ve kararhiligini artirmak icin algoritmik
farklilagsmayi, temel yuvarlama hatasi hesaplamasint ve calistirma hatast analizini
kullanarak kayan nokta yuvarlama hatalarin1 diizeltir (Langlois, 2001). Yuvarlama
hatalarin1 en aza indirmek ve rastgele yiirliylis gibi yayilmak i¢in simetrik ¢ok adimh
yontemler uygulanabilir (Console & Hairer, 2014). Gradyan minimizasyon yontemleri i¢in
bir durdurma kriteri olustururken yuvarlama hatalarin1 dikkate almak, gercek uygulamali
problemler ve hesaplama acisindan kiiciik problemler i¢in ¢oziimlerin kalitesini artirabilir
(Lukyanenko vd., 2022). Bu c¢alismalar, hatalarin azaltilmasi ve dogrulugun artirilmasina

yonelik 6nemli katkilar saglamaktadir

1.4. Sayisal Tiirev ve Uygulamalar

Tiirev, matematigin en temel kavramlarindan biridir ve hem matematigin cesitli
dallarinda hem de uygulamali matematikte genis bir kullanim alanina sahiptir. Ayrica,
bir¢cok arastirmaci ve miihendis tarafindan da onemli bir ara¢ olarak kabul edilmektedir.
Tirevlerin, bir fonksiyonun degisim hizim1 aciklamak i¢in kullanildigi bilinmektedir
(Pandey & Singh, 2021). Bir¢ok pratik problemde, fiziksel sistemlerin anlasilmasi, orijinal
fonksiyonun tiirevlerinin hesaplanmasini  gerektirir. Ancak, tiirev alma teknikleri
miithendisler arasinda yaygin olarak kullanilsa da siire¢ icerisinde karsilagilan karmasik ve
zor problemlerin tlirevinin alinmas1 miihendislere problem olusturmaktadir. Hatta yiiksek
dereceli tiirevlerin hesaplamasi1 gerektiren bir durumla karsilagilirsa isler iyice ¢ikmaza
girebilmektedir. Bu zorluk, bazen basit problemlerin bile olduk¢a karmasik hale gelmesine
neden olarak, tiirev hesaplamasindan ka¢inilmasina yol agabilmektedir. Analitik tiirev alma
problemini ortadan kaldirmak i¢in miihendisler projelerinde genellikle sayisal tiirev
yaklagimlarini tercih etmektedir.

Sayisal tiirev, bir fonksiyonun veya fonksiyonun bilinen noktasal degerlerinden

degisim hizinin yaklasik olarak hesaplanmasi islemidir. Bu islem herhangi bir analitik



tiirev alma siireci gerektirmez. Boylece karmasik fonksiyonlarin tiirevlerini hesaplamak
veya deneysel verilerden tiirev elde etmek miimkiin hale gelir. Sayisal tiirev, 6zellikle
analitik ¢oziimlemelerin zor veya imkansiz oldugu durumlarda biiylik avantaj saglar.
Ayrica, deneysel veriler iizerinde dogrudan ¢alismaya olanak taniyarak, g¢esitli bilimsel ve
miihendislik problemlerinin ¢dziimiine destek verir. Bu yaklasim, bilgisayarlarin yiiksek
hesaplama giicii sayesinde hizl1 ve etkili bir sekilde gerceklestirilebilir. Boylece, gergek
diinya verileri iizerinde analiz yapmak ve bu verilere dayali tahminler ve optimizasyonlar
gerceklestirmek miimkiin hale gelir. Sayisal tiirevi daha etkili kullanabilmek i¢in bazi yeni
ve kararli algoritmalar gelistirilebilirse, miihendisler i¢in ¢ok daha gii¢lii bir ara¢ haline
gelebilir (Cheng, 2007). Ayrica sayisal tiirevi hesaplayabilen bir arag gelistirilmesi de
miihendislerin bir¢ok problemi kolaylikla agsmasini saglayabilir.

Sayisal tiirev hesaplama i¢in birgok yontem bulunmaktadir. En yaygin ve en basit
olarak kullanilan yontem sonlu farklar yontemidir (Cheng, 2007). Sonlu farklar yontemi,
fonksiyonun belirli noktalarindaki degerlerini kullanarak tiirev hesaplamayi saglar. Bu
yontem, analitik tiirev almadan fonksiyon noktalari arasindaki farklari kullanarak tiirev
hesaplar. Ancak, dogru sonuglar elde etmek i¢in secilen noktalarin 6nemi biyiiktiir.
Ozellikle vyiiksek dereceli tiirev hesaplamalarinda, denklem sistemlerinden cesitli
katsayilarin elde edilmesi gereklidir.

Sayisal tiirev hesaplamasinda bir diger yontem olan interpolasyon yontemleri de
siklikla tercih edilmektedir. interpolasyon, verilen bir fonksiyonun belirli noktalardaki
degerlerine dayanarak, bilinmeyen bir noktadaki degeri bulmamizi saglayan fonksiyonlar
tretme islemidir. Bu yontem, verilen noktalar1 iizerinde bulunduran bir fonksiyonun
belirlenmesine ve elde edilen fonksiyona istenilen tiirev islemi uygulanarak yiiksek
dereceli tiirevlerin hesaplamasina dayanir. Ancak, fonksiyonun tiirevini alma islemi bir
analitik tlirev alma islemidir ve bu, sayisal tiirev hesaplamadan farkli bir yaklasimdir.

Diger sayisal tiirev hesaplama yontemleri arasinda diferansiyel quadrature yontemi
ve spektral yontemler de bulunmaktadir. Diferansiyel quadrature yontemi, yiiksek
hassasiyet gerektiren problemlerde kullanilir ve tiirev hesaplamalarin1 daha az noktada
yiiksek dogrulukla yapar (Bert & Malik,1996). Spektral yontemler ise Fourier ve
Chebyshev serilerini kullanarak sayisal tiirev hesaplamada yiiksek dogruluk saglar.
Chebyshev serisi sayisal tiirev hesaplama noktasinda Fourier serisine gore daha hizli ve
etkili ¢dziimler sunar. Ornegin Chebyshev spektral yontemi, dogrusal olmayan dinamik

modeller i¢in uzayda verimli bir sekilde ayriklastirma yapar, periyodik sinir kosullarindan



kaginir ve Fourier trigonometrik fonksiyonlara kiyasla dogrulugu ve yiiriitme siiresini
artirir (Saad, 2019).

Bir baska yaklagim ise, sayisal tiirevin dogrulugunu artirabilen Richardson
ekstrapolasyonudur (Richardson, 1910). Ayrica, sayisal tlirev, daha ileri teknikler
kullanilarak da gergeklestirilebilir, 6rnegin kompleks adim tiirev yaklagimi (Martins et al.,
2003) ve adaptif sonlu fark yontemi (Fornberg, 1996). Bu yontemler daha dogru sonuglar
saglayabilir ve genellikle hesaplamali akigkanlar dinamigi ve diger alanlarda kullanilir. Ek
olarak, sayisal tlirev, makine Ogrenimi ve veri analizinde de uygulamalara sahiptir.
Ornegin, bir fonksiyonun gradyanini hesaplamak igin kullanilabilir, bu da optimizasyon
algoritmalarinda esastir (Goodfellow et al., 2016).

Sonlu fark yontemleri literatiirde bir¢ok alanda tercih edilmektedir. Sayisal tiirev
teknikleri, cesitli alanlarda énemli uygulamalara sahiptir. Ornegin, goriintii islemekte
siireksiz noktalarin belirlenmesi ve Abel integral denkleminin ¢oziimii gibi islemlerde
kullanilir (Gorenflo & Vessella, 1991). Ayrica matematiksel ve fiziksel denklemlerden
kaynaklanan bazi zor problemlerin ¢oziimiinde de siklikla tercih edilmektedir (Hanke &
Scherzer, 2001).

Dadashi ve Sari (2022) dogal potansiyel verilerinin ikinci ve dordiincii mertebeden
tirev analizini kullanarak gomiilii yapilarin derinligini ve seklini belirlemek i¢in sayisal
tirev degerlerini degerlendirmenin Onemine vurgu yapar. Bu durum, sayisal tlirevin
jeofizik alaninda nasil kullanilabilecegini gostermektedir. Hussain ve digerleri (2023)
ikinci dereceden bulanik adi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢6ziimiinli iliglincii ve
dordiincii tiirevlerle iki adimli bir blok yontemi kullanarak tartismakta ve karmasik
modellere yaklagik ¢oziimler saglamada sayisal tekniklerin uygulanmasini gostermektedir.
Pooseh ve digerleri (2012) kesirli tiirevlerin sayisal yaklagimlarina ve bunlarin
uygulamalarina odaklanarak, 1ilgili yaklasimlarin fonksiyonlarin kesirli tiirevlerini
hesaplamak i¢in nasil degerli araglar oldugunu gostermistir. Ek olarak, Qureshi ve digerleri
(2019) Caputo-Fabrizio kesirli tiirev operatoriiniin yeni sayisal yonlerini kesfederek, hata
analizi ve deneysel testler yoluyla difiizyon dalga denklemleri de dahil olmak {izere
matematiksel modellerin sayisal ¢oziimiinii gostermektedir.

Yiiksek mertebeden tiirevler, bir fonksiyonun degisim hizi veya egriligi hakkinda
ayrintih bilgi gerektiren cesitli alanlarda gereklidir. Ornegin, Secmen & Turhan-Sayan
(2008), farkli alan dereceleriyle sonuglanan dogrudan yansima ve siiriinen dalgalarin

kombinasyonu nedeniyle elektromanyetik hedef tanima yontemlerinde yiiksek dereceli
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tirevlerin nasil 1ilgili oldugunu tartigmaktadir. Ayrica, malzeme bilimi ve yap1
miihendisliginde, yiiksek dereceli tiirevler ¢ok onemli bir rol oynamaktadir. Ornegin,
Kotan (2018) katki maddelerinin mekanik alasimlama ile iiretilen nano kristal &stenitik
paslanmaz celik alagimlarinin tane biiyiimesi ve sertligi {izerindeki etkilerini aragtirarak
tane boyutunun azaltilmasinin malzeme uygulamalarini nasil genisletebilecegini
gostermistir. Kotan (2018), yiiksek korozyon direnci, mukavemeti ve sertligi nedeniyle
endiistriyel uygulamalarda yiiksek dereceli Ostenitik paslanmaz c¢eliklerin kullanimini
vurgulamakta ve c¢esitli miihendislik uygulamalarinda yiiksek dereceli malzemelerin
Oneminin altini1 ¢izmektedir.

Son olarak bir fonksiyonun yaklasik olarak temsil edilmesini saglayan Taylor
aciliminda gergek degere daha yakindan yaklasabilmek icin yiiksek mertebeden tiirev
ihtiyact vardir. Fizik alaninda Jerk hesaplamalarinda, yiiksek dereceli dalga denklemlerin
hesaplanmasinda ve kuantum mekanigi alaninda dogrusal olmayan Schrédinger
denklemleri hesaplamalarinda da yiiksek dereceden tiirev alma ihtiyact bulunur. Ayrica

elastik kirislerin egilme analizi igin 4. dereceden tiirev hesabi gerekmektedir.

1.5. Taylor Serisi

Bir¢gok bilim adami seriler ile ilgilenmistir. Filozoflar baslangicta sonlu bir sonug
elde etmek i¢in sonsuz seriyi toplama problemini diisiinmiis fakat reddetmistir (Url-3,
2023). 1715 yilma dek, fonksiyonlarin bu tiir serilere doniistiiriilmesi i¢in bir yontem
Brook Taylor tarafindan tanimlanmistir ve bu seriye onun adi verilmistir. 18. yiizyilda,
Taylor'm bu sonucunun bir 6zel durumu olan Maclaurin serisi, Edinburgh'da gbrev yapan
Profesor Colin Maclaurin tarafindan tanitilmistir (URL-2, 2023).

Taylor serisi ise bir Taylor teoreminin genellestirilirmis halidir. Fonksiyonun agilim1
ne kadar genisler ise tirev alma is yiikiini beraberinde getirir fakat dogru sonuca
yaklasimda bir o kadar artar. Eger fonksiyon bir kuvvet serisi olarak gosterilebiliyorsa,
Taylor serisinin toplamina esit oldugunu gosterilebilir. Ancak Taylor serilerinin toplamina
esit olmayan fonksiyonlar da vardir (Stewart, 2007). Bu yiizden segilecek olan fonksiyon
onem arz etmektedir. Taylor serisinin fonksiyon agilimi asagida gosterilmistir.

f@=f@+f@e-0+ e i @
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Taylor serisinin uygulama alanlar1 ¢ok genistir. Birgok navigasyon uygulamasinda
tipik olan ¢ok Ol¢iimlii karisik modlu konum belirleme problemlerinin  ¢6ziimiinde
kullanighdir. Yakinsama kanitlanmamis olmasina ragmen, 6rnekler ¢gogu problemin makul
baglangic tahminlerinden dogru ¢éziime yakinsadigini gostermektedir (Foy, 1976). Yontem
ayrica ¢oziim hatalarinin istatistiksel yayilimin1 da saglamaktadir. Bir diger ¢alismada bir
iletim kanalindaki bilinmeyen katki giiriiltiisiiniin ve bilinmeyen dogrusal filtrelemenin
konusma istatistikleri tizerindeki etkilerini verimli ve dogru bir sekilde karakterize etmek
icin bir vektor Taylor serisi genislemesinin kullanimi tanitilmistir (Moreno vd., 1996).
Diferansiyel denklemlerin sayisal yontemlerle ¢dziilmesinde ve optimizasyon
algoritmalarinda da yeri bulunmaktadir (Bai, 1992; He, 2023). Ayrica mekanik ve
miihendislikte, 6zellikle elastik manipiilatorlerin diferansiyel denklemlerinin dogrusal hale
getirilmesinde kullanilir (Khang vd., 2019). Bilgisayar alaninda makine 6grenimi ve
optimizasyon algoritmalarinda, 6zellikle politika optimizasyonunda kullanilir (Tang vd.,
2020). Goriintii analizi ve isleme alaninda, goriintii 6zelliklerinin analizi ve renk transferi
gibi islemler igin kullanilir (Liu vd.,2004). Radar sistemlerinde ise goriintiilemede sinyal
ozelliklerinin analizinde ve goriintiileme algoritmalarinin gelistirilmesinde kullanilir (Xie
vd., 2009). Finans ve ekonomi alaninda iflas tahmin modellerinde, ozellikle lojistik
regresyon modellerinde kullanilarak simiflandirma dogrulugunu artirir (Laitinen &
Laitinen, 2000). Matematik ve teorik alanlarda Taylor agilimi, analitik fonksiyonlarin ¢ok
noktali agilimlarinda ve integral asimptotik acilimlarinda kullanilir (Lopez & Temme,
2002). Cok boyutlu vektér fonksiyonlarmin GPU iizerinde verimli hesaplanmasinda
kullanilir (Skala, 2021).

Sonu¢ olarak Taylor ag¢ilimi, fizik, miihendislik, bilgisayar bilimi, finans ve
matematik gibi cesitli alanlarda genis bir uygulama alanina sahiptir. Bu yontem, karmasik
fonksiyonlarin daha basit fonksiyonlarla temsil edilmesini saglayarak, sayisal yontemler,
optimizasyon, goriintii isleme ve iflas tahmini gibi bircok alanda oOnemli katkilar
sunmaktadir. Taylor agilimmin bu genis kullanim alanlari, onun bilimsel ve miihendislik
problemlerinin ¢6ziimiinde ne kadar 6nemli oldugunu gostermektedir.

Sonlu farklar yaklagimi, analitik olarak tiirevi alinmasi zor olan fonksiyonlarin veya
bilinmeyen bir fonksiyon tarafindan iiretilen 6rneklenmis verinin tiirevini bulmak igin
yaygin olarak kullanilir (Khan & Ohba, 2000). Sonlu farklar yontemi, Taylor agilimini
iceren matematiksel ifadelerden tiiretilmistir. Taylor serisi, bir fonksiyonun belirli bir

noktadaki degerini ve tiirevlerini kullanarak o fonksiyonun yakin ¢evresindeki degerlerini
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yaklagik olarak hesaplamamizi sagladigi i¢in sayisal tiirev yontemleri genellikle Taylor

serisi kullanilarak tiiretilir. (Collatz, 2012).

1.6. Sonlu Fark Yontemleri

Sayisal analizin teorik yonlerinin bilgisayar programlama ve ilgili konularla olan
hesaplariyla birlestigi, farkli oranlarda birgok makale bulunmaktadir (Hildebrand, 1987).
Bunlar iizerinde ¢alisma yapanlara Moursund ve Duris, Pennington ve Arden ve Astill
dahildir (Hildebrand, 1987). Sayisal yontemler, matematiksel problemlerin aritmetik
islemlerle ¢oziilebilecek sekilde formiile edildigi tekniklerdir.

Sonlu fark yontemleri, fonksiyonun tiirevini analitik olarak elde etmenin zor oldugu
durumlarda kullanilan yaklasik hesaplama yapabilen yontemlerdir. Sayisal tiirev,
matematiksel fonksiyonlarin tiirevlerini, analitik yontemlerle degil de sayisal verilere
dayanarak yaklasik olarak hesaplamak igin kullanilan bir yontemdir (Kagiwada vd., 2013).
Sayisal tiirevler, belirli bir noktada fonksiyonun egimini, hesaplamak i¢in onemli bir
aragtir. Ornegin optimizasyon algoritmalarinda sonlu fark araliklarinin dikkatlice secildigi
durumlarda tiirevler igin sonlu fark yaklagimlariyla oldukga iyi performans gosterebilir
(Barton, 1992).

Fonksiyon ve fonksiyonlarin sayisal tiirevlerinin hesaplanmasinda ti¢ temel sonlu
fark yaklasimi vardir; ileri farklar yontemi, geri farklar yontemi ve merkezi farklar yontemi
(Url-1, 2023).

1.6.1. 1lleri Farklar Yontemi

Ileri farklar ydntemi, bir fonksiyonun tiirevini hesaplamak igin kullanilan basit bir
sayisal tirev yontemidir. Bu yontemde, bir noktada x ve bir sonraki noktada x+h
konumunda bulunan iki noktadan elde edilen fonksiyon degerleri kullanilir. ileri farklar

yonteminde, h ad1 verilen kiigiik bir artim degeri kullanilir.

Fx+h)—f)}

o )

fl(x) =
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Forward difference
f(x)4

Approximated
slope L

Sekil 1. Ileri farklar hesaplamasi ile yaklasik egim (Url-4, 2024)

Sekil 1’deki grafikte, yatay eksen x eksenini, dikey eksen ise f(x) eksenini temsil
etmektedir. Fonksiyonun degerlerinin bilindigi ardisik noktalar xj-1, x; ve xj1 ile
gosterilmigtir. Mavi egri, fonksiyonun gergek egrisini temsil ederken, kirmizi noktalar
fonksiyonun bu noktalardaki degerlerini gostermektedir. Kirmizi noktalar, ileri farklar
yontemi ile hesaplanan yaklasik tiirevi ifade ederken, siyah ¢izgi gergek tiirev degerini
gostermektedir.

Denklem 2’de, f'(xj), x; noktasindaki tiirevin yaklasik degerini temsil etmektedir.
Grafikte kirmiz1 noktalar ile gosterilen yaklasik egimi ileri farklar yontemi ile elde edilen
tirev degeridir. Gergek egim ise fonksiyonun gercek tiirev degerini ifade eder ve siyah
cizgi ile gosterilmistir. Ileri farklar yontemi, xj noktasindaki tiirevi hesaplarken, x;j ve Xj+1

noktalarindaki fonksiyon degerlerini kullanir.

1.6.2. Geri Farklar Yontemi

Geri farklar yontemi, fonksiyonun tiirevini hesaplamak icin bir diger basit sayisal
tirev yontemidir. Bu yontemde, bir noktada x ve bir 6nceki noktada x-h konumunda
bulunan iki noktadan elde edilen fonksiyon degerleri kullanilir. Geri farklar yonteminde, h
ad1 verilen kiiciik bir azalma degeri kullanilir. Asagidaki formiilde, f(x-h) fonksiyonun bir

onceki noktadaki degerini temsil eder.

) = flx=h)}

f100) ==

©)
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Backward difference

A
f(x) True

slope

Approximated
slope

Sekil 2. Geri farklar hesaplamasi ile yaklasik egim (Url-5, 2024)

Sekil 2’deki grafikte, yatay eksen x eksenini, dikey eksen ise f(x) eksenini temsil
etmektedir. Fonksiyonun degerlerinin bilindigi ardisik noktalar xj-1, x; ve xj+1 ile
gosterilmistir. Mavi egri, fonksiyonun gergek egrisini temsil ederken, kirmizi noktalar
fonksiyonun bu noktalardaki degerlerini gostermektedir. Kirmizi noktalar, geri farklar
yontemi ile hesaplanan yaklasik egimi ifade ederken, siyah ¢izgi gergek tiirev degerini
gostermektedir.

Denklem 3’te, f'(xj), x; noktasindaki tiirevin yaklagik degerini temsil etmektedir.
Grafikte kirmiz1 noktalar ile gosterilen yaklasik egimi geri farklar yontemi ile elde edilen
tirev degeridir. Gergek egim ise fonksiyonun gercek tiirev degerini ifade eder ve siyah
cizgi ile gosterilmistir. Geri farklar yontemi, x; noktasindaki tiirevi hesaplarken x; ve xj-1

noktalarindaki fonksiyon degerlerini kullanir.

1.6.3. Merkezi Farklar Yontemi

Merkezi farklar yontemi, daha hassas bir tiirev tahmini saglamak igin kullanilan bir
sayisal tliirev yontemidir. Bu yontemde, bir noktada x-h ve bir noktada x+h konumunda
bulunan iki noktadan elde edilen fonksiyon degerleri kullanilir. Merkezi farklar
yonteminde hem ileri hem de geri farklar yontemlerinde oldugu gibi h ad1 verilen kiigiik bir
artim degeri kullanilir. Asagidaki formiilde, f(x+h) ve f(x-h) fonksiyonun bir sonraki ve

bir 6nceki noktadaki degerlerini temsil eder.
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P+ —fx—h)

f') 2n

(4)

Central difference
f(x)4

Approximated

Sekil 3. Merkezi farklar hesaplamasi ile yaklagik egim (Url-4, 2024)

Sekil 3’teki grafikte, yatay eksen x eksenini, dikey eksen ise f(x) eksenini temsil

etmektedir. Fonksiyonun degerlerinin bilindigi ardisik noktalar xj-1, x; ve xj+1 ile

gosterilmistir. Mavi egri, fonksiyonun gercek egrisini temsil ederken, kirmizi noktalar

fonksiyonun bu noktalardaki degerlerini gostermektedir. Kirmizi noktalar, merkezi farklar

yontemi ile hesaplanan yaklasik tiirevi ifade ederken, siyah ¢izgi gergek tiirev degerini yani

egimi gostermektedir.

1.7. Dogrusal Denklem Sistemleri

Dogrusal denklem sistemleri, birden fazla degisken iceren ve bu degiskenler arasinda

dogrusal iligkiler kuran denklemlerden olusur. Bu tiir sistemler genellikle su sekilde ifade

edilir;

anxX: +anxe t ...+ agx,=b

a21X1 + a2Xz + ... + aX, = b2

amlxl + am2X2 + vos + aman = bm

Burada xi, X2, ..., X bilinmeyenleri, a;; katsayilar1 ve b; sabit terimleri temsil eder.

Sistemin genel formu matris notasyonu kullanilarak AX = B bi¢iminde yazilabilir.
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Dogrusal denklem sistemlerini ¢6zmek igin c¢esitli yontemler kullanilabilir. Bu
yontemlerin kullanimu ile ilgili birgok kitap ve kaynak bulunmaktadir. Bu kaynaklarda 6ne
cikan baslica yontemler asagida verilmistir.

o Gauss Eliminasyon Yontemi: Gauss eliminasyonu, dogrusal denklem
kiimelerinin ¢6ziilmesinde kullanilan yaygin bir sayisal algoritmadir ve bilimsel
hesaplama alaninda temel bir 6neme sahiptir. Lineer cebirde Gauss eliminasyon,
bir lineer sistemin tiim ¢oziimlerini bulma, determinant hesaplama ve bir matrisin
derecesini belirleme gibi ¢esitli amaglar i¢in kullanilir. Matris analizi ve
hesaplamalarinda da Gauss eliminasyonunun 6nemi vurgulanir (Higham, 2011).
Ayrica pratik uygulamalarda, Gauss eliminasyonunun matematiksel problemleri
¢ozmedeki faydasi gosterilmistir (Johar, 2020). Gauss eliminasyon metodu
giiniimiizde bir¢ok alanda da kullanildig1 gibi en kiiciik kareler yontemi ile uyum
icerisinde c¢alismaktadir (Gratton, 2007). Bu iki yontem giiniimiizde &zellikle
zorlu matematik problemlerini igeren uygulamalar yapay zeka, veri bilimi, makine
Ogrenmesi ve derin 6grenme gibi birgok alanda kullaniimaktadir. Gauss
eliminasyon metodu problemin tiiriine gore baz1 degisiklikler eklenerek zamanla
degisime ugramistir. Sonug olarak farkli gauss metotlar1 ortaya ¢ikmuistir.

e Gauss-Jordan Yontemi: Gauss-Jordan yontemi, Gauss eleme yonteminin bir
modifikasyonudur. Gauss eleme islemi, matristeki her pivot elementinin altin
sifirlarla doldurarak, tstten baslayip asagiya dogru ilerler. Buna karsin Gauss-
Jordan eleme yontemi, her pivot elementinin hem altini hem de dstiinii sifirlarla
doldurarak bir adim daha ileri gider. Her matrisin bir satir indirgenmis basamak
formu vardir ve Gauss-Jordan yontemiyle bu forma ulasilmasi garanti edilir. (Mon
vd.,2014). Bu yontem, Gauss eleme yonteminden daha fazla hesaplama gerektirir,
ancak matrisin tersi hesaplanmadan ¢6ziim sunma avantajina sahiptir. Gauss
eliminasyon yonteminin bir ¢esidi olan Gauss-Jordan eliminasyonu, fotovoltaik
sistemlerde giic akisi ve ariza analizinde uygulanmistir (Zhang vd., 2023). Bu
uygulamalar, Gauss eliminasyon yonteminin ¢esitli alanlardaki ¢ok yonliliigiini ve
onemini vurgulamakta ve yaygin kullanimini géstermektedir.

e Basit Gauss Eleme Yontemi: [A][X] = [C] formundaki lineer denklem sisteminin
¢ziimii igin gelistirilmistir. ileriye dogru eleme ve geriye dogru yerine koyma gibi

iki agsamasi vardir. Bilinen gauss eliminasyon yontemini ifade eder (Strang, 2022).
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e Secimli Eleme Yontemi: Se¢imli eliminasyon yontemi ise basit gauss eliminasyon
yontemine benzer fakat gauss eliminasyon yonteminin ilk adimi olan genisletilmis
katsay1 matrisi olusturulduktan sonra her adimda, pivot eleman olarak en biiyiik
mutlak degeri olan elemani segilir. Kalan iglemler aynidir (Gohberg, 1995).

e Ters Matris Yontemi: Eger matrisin tersi alinabiliyorsa, lineer denklem
sistemlerinin  ¢oziimii matrisin tersi ile katsayr matrisinin ¢arpimi olarak
bulunabilir. Bu yontem, matrisin tersi mevcut oldugu durumlarda kullanilabilir ve
hesaplama agisindan olduk¢a dogrudur. Gauss-Jordan eleme yontemi, bir matrisin
tersini bulmak i¢in kullanilan giiclii bir tekniktir. Matematik, bilgisayar bilimleri ve
miihendislik dahil olmak {izere ¢esitli alanlarda kapsamli bir sekilde ¢alisilmis ve
uygulanmustir (Ji, 2012).

e Cramer Kurali: Cramer kurali, dogrusal cebirde, sistemin benzersiz bir ¢6ziimii
oldugu siirece bir dogrusal denklem sistemini ¢dzmek icin bir yontem saglayan
temel bir kavramdir (Strang, 2022). Determinantlar yardimiyla denklem sisteminin
tek bir ¢oziimiiniin olup olmadigini belirler ve ¢éziimleri hesaplar. Cramer kurali n
degiskenli bir dogrusal denklem sistemi i¢in, katsayr matrisinin determinantinin
sifirdan farkli olmas1 durumunda sistemin tek bir ¢6ziimii oldugunu ve bu ¢6ziimiin
ilgili matrislerin determinantlar1 kullanilarak ifade edilebilecegini belirtir. Cramer
kurali, matrislerin determinantlarinin hesaplanmasini igerdiginden, hesaplama
karmasiklig1 nedeniyle 6zellikle kiigiik denklem sistemleri i¢in kullanighdir.

Dogrusal denklem sistemleri, miithendislik, fizik, ekonomi ve bilgisayar bilimleri gibi

bircok alanda yaygin olarak kullanilir. Ornegin:

e Elektrik devre analizlerinde, akim ve gerilim degerlerinin hesaplanmasinda.

e Mekanik sistemlerde, kuvvet ve moment dengelerinin belirlenmesinde.

e Ekonomik modellemelerde, arz-talep dengelerinin analizinde.

e Veri analizi ve istatistikte, regresyon analizlerinde.

Dogrusal denklem sistemlerinin ¢oziimleri, bu sistemlerin dogru modellenmesi ve

uygun ¢oziim yontemlerinin segilmesiyle etkin ve hizli bir sekilde bulunabilir. Bu, ¢ok

degiskenli ve ¢cok denklemli sistemlerin analiz ve ¢oziimiinde biiyiik bir avantaj saglar.
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1.7.1. Gauss Eliminasyon Yontemi

Gauss eliminasyon yonteminin hesaplama yontemi adim adim ag¢iklanmistir. Bu

yontemlerin her bir adimi yazilim ile kodlanmistir

e Matrisin Hazirlanmasi: Verilen katsayilar matrisi A ve sonuglar vektorii b alinir. Bu
iki yap1 kullanilarak artirtlmig matris [A | b] olusturulur. Artirilmig matris,
katsayilar matrisi ve sonuglar vektoriiniin yan yana konulmus halidir (Stoer
vd,1980).

e Ust Ucggensel Forma Déniistiirme: Algoritma, matrisin en {ist satirindan baslar ve
her kolon i¢in pivot olarak adlandirilan 6geyi secer. Pivot, genellikle o siitundaki en
biliyiik mutlak degere sahip elemandir. Pivot altindaki tim elemanlar O olacak
sekilde islemler yapilir. Bunun igin, pivot satir1, alt satirlardan ¢ikarilir. Bu islem,
alt satirlarin pivot eleman1 0 olana kadar tekrarlanir. Her siitun i¢in bu islem
uygulandiginda, matris st iiggensel forma diger bir deyisle tiim alt kism1 sifirlar
olan bir matrise dondsiir (Stoer vd,1980).

e Geriye Dogru Yerine Koyma: Ust iicgensel matris formunda, en alt satirdan
baglayarak her bir satir i¢in, bilinmeyenler geriye dogru ¢oziiliir. Her satir, sadece
bir bilinmeyen igerecek sekilde diizenlenir ve bu bilinmeyen, diger tiim bilinenler
cinsinden ifade edilir. Bu islem, matrisin en {ist satirina kadar devam eder (Stoer
vd.,1980).

e Sonuglarin Hesaplanmasi: Algoritmanin bu son adiminda, tiim bilinmeyenler
sirastyla hesaplanmig olur. Eger matriste sifirdan farkli bir satir tamamen sifir ise,
bu durum sistemin ¢dziimiiniin olmadigini gosterir. Eger matriste sifir olan bir satir
tamamen sifir ise, bu durum sistemin sonsuz sayida ¢6ziime sahip oldugunu
gosterir (Stoer vd.,1980).

1.8. Bicimsel Gramerler

Bigimsel gramerler, dillerin s6zdizimsel yapisini tanimlamak ig¢in kullanilan
matematiksel sistemlerdir. Bu sistemler, bir dildeki tiim olas1 dizeleri olusturmak igin bir
dizi kurallar saglar ve bu kurallar, dilin kendisini tanimlayan temel yap1 taslaridir. Bigimsel
gramerler, dilbilim ve bilgisayar bilimi alanlarinda, o6zellikle dogal dil isleme,
programlama dillerinin tasarimi1 ve yapay zeka gibi disiplinlerde genis bir uygulama

yelpazesine sahiptir.
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Bu karmasik siireg, gramerin derinlemesine anlasilmasimi ve gesitli {iretim
yontemlerinin kullanilmasini gerektirir. Gramerlerin bu denli 6nemli olmasinin temel
nedeni, dilin yapisal Ozelliklerini belirlemeleri ve bu yapiy1 bigimsel olarak ifade
etmeleridir. Ornegin, CFG (Baglamdan Bagimsiz Gramer), dilin s6zdizimsel kurallarini
belirlerken belirli bir baglama ihtiya¢ duymazlar ve bu sayede dilin yapisinin daha genel ve
esnek bir sekilde tanimlanmasini saglarlar (Chomsky, 1959).

Bigimsel gramerlerin uygulanabilirligi, farkli dil yapilarmin ve karmasiklik
seviyelerinin modellenmesine olanak tanir. Bu baglamda, gramerlerin genellestirilmesi,
olasiliksal ve bulanik gramerler gibi ¢esitli tiirlerin tiiretilmesine olanak tanir. Bu tiir
gramerler, dilin belirsizliklerini ve degiskenliklerini modelleyerek daha gerceke¢i ve
kullanish dil modelleri olusturur (Mizumoto, Toyoda, & Tanaka, 1972).

Ozellikle bilgisayar dilbilimi ve dogal dil isleme alanlarinda, bigimsel gramerler,
dilin yapa taslarin1 belirlemek ve analiz etmek i¢in kullanilir. Bu gramerler, bilgisayarlarin
dogal dili anlamasim1 ve islemesini saglayarak, dil tabanli uygulamalarda yiiksek

performans ve dogruluk saglar (Johnson, 1994).

Unrestricted
(recursively enumerable)

context-sensitive

context-free

Sekil 4. Gramer hiyerarsisi (URL-18, 2024)

Sekil 4’te dil smiflarinin  Chomsky hiyerarsisini  gostermektedir. Chomsky
hiyerarsisi, formal dillerin simiflandirilmasinda kullanilan bir modeldir ve dort ana dil
sinifini igerir. I¢ ice gegmis bu dort ana sinif, giic ve ifade yetenekleri acisindan hiyerarsik

bir yap1 olusturur.

1.8.1. Diizenli Gramer

Diizenli Gramer bilgisayar bilimlerinde genellikle diizenli gramer olarak bilinir ve

otomat teorisi ve formal gramer teorisinin temel kavramlarindan biridir (Yu, 1997).
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Diizenli gramerler, basit kurallara dayanan ve sonlu otomatlar ya da diizenli ifadeler ile
tanimlanabilen gramerdir. Bunlar, belirli bir gramerin yapi taslari olan karakterlerin belirli
kurallar gergevesinde birlestirilmesiyle olusturulan karakter dizileri kiimesidir. Ornegin,
"ab*" diizenli ifadesi 'a' karakteri ile baslayan ve ardindan sifir veya daha fazla 'b* karakteri
igeren tiim karakter dizilerini kapsar (6rnegin, "a", "ab", "abb", "abbb" vs.). Diizenli diller,

genellikle basit metin isleme, kod analizi ve bilgisayar bilimleri gibi alanlarda kullanilir.

1.8.2. Baglamdan Bagimsiz Gramer

Bilgisayar bilimlerinde 6nemli bir kavram olan CFG belirli kurallar kiimesi ile
tanimlanan gramer yapilarini ifade eder. Bu kurallar, bir gramerin s6zdizimini olusturan
yapilarin nasil tiretilecegini belirler ve dilbilgisi kurallar1 seklinde ifade edilir.

CFG, bicimsel diller teorisinde bir gramer yapisidir. Bu gramer tiiriiniin en 6nemli
ozelligi, tretim kurallarmin herhangi bir sembol dizisinden olusan bir sembol dizisi
iiretebilmesidir (Cremers,1975). Bu gramer tiirii, dil isleme, doniisiimii ve iiretiminde
siklikla kullantlir.

CFG, iretim kurallar1 veya c¢ikarim kurallari denilen yapilar kullanarak gramer
tiyelerini tiretir. Bu kurallar genellikle "A --> B" seklinde gosterilir. Burada "A", bir sonlu
olmayan sembol ve "B", bu degiskenin yerine gegebilecek sembol veya semboller dizisidir.

Ornek olarak, basit bir CFG su sekilde olabilir:

S— AB

A—»a

B—>b

Bu dilbilgisi, "ab" karakter dizisini tiretir. "S" baslangi¢ semboliidiir ve CFG'deki
kurallar kullanilarak A ve B’ye ¢6ziimlenir; A a' ya ve B b'ye donisiir, boylece "ab"
karakter dizisini olusturur.

CFG'ler, daha karmagsik dillerin yapisin1 modellemek i¢in kullanilir ve o6zellikle
programlama dillerinin s6zdizimini tanimlamak i¢in yaygin olarak kullanilir. Ayrica, bazi
dogal dil isleme uygulamalarinda da dilin sozdizimsel yapisin1 analiz etmek igin
CFG'lerden yararlanilir. CFG'lerin temel 6zelligi, baglamdan bagimsiz olmalaridir; yani bir

tiretim kuralinin uygulanabilirligi, kuralin uygulandigi ¢cevresel sembollerden bagimsizdir.
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1.8.3. Baglama Duyarh Gramer

CSG (Baglama Duyarli Gramer) teorisi ve formal dilbilgisi alanlarinda kullanilan bir
kavramdir ve Chomsky dil hiyerarsisinde CFG'lerin tizerinde yer alir (Hopcroft vd., 2001).
CSG, dilbilgisi kurallarinin uygulanabilmesi igin belirli bir baglamin gerektigi durumlar
tanimlamak i¢in kullanilir. Bu dilbilgileri daha giiglidiir ve daha karmasik dilleri
tanimlayabilir, ancak bu gii¢ artisi, genellikle daha biiyiik hesaplama maliyetiyle birlikte

gelir.

1.8.4. Smirsiz Gramer

Sinirsiz gramer, Chomsky dil hiyerarsisinde en genel ve kapsayict dil sinifin1 temsil
eder. Bu diller, sinirsiz dilbilgisi veya Tip-0 dilbilgisi olarak da bilinen kurallarla
tamimlanir. Sinirsiz dilbilgileri, formal dil teorisinde en az kisitlamaya sahip dilbilgileridir
ve Turing makineleri tarafindan taninabilen dilleri ifade eder (Hopcroft vd., 2001). Bu,

siirsiz dilbilgilerinin herhangi bir hesaplanabilir dilin temsil edilebilecegi anlamina gelir.

1.9. Gramer Notasyonlar

Gramer tanimlamak i¢in kullanilan g¢esitli notasyonlar vardir, bunlar genellikle

dilbilimciler ve yazilim gelistiricileri tarafindan kullanilir.

1.9.1. Backus-Naur Formu (BNF)

BNF (Backus-Naur Formu), bir dilin gramerini tanimlamak i¢in kullanilan bir meta-
dildir. Daha teknik olarak, BNF, bir dildeki tiim sentaks yapisin1t veren bir
formalizasyondur (McCracken, 2003). John Backus ve Peter Naur tarafindan gelistirilmis
olan bu form, bilgisayar bilimlerinde ve dilbilimde genis bir kullanim alanina sahiptir.
BNF, programlama dillerinin, veri bicimlerinin ve iletisim protokollerinin sdzdizimini
tanimlamak i¢in yaygin olarak kullanilir. BNF, sozdizimsel analiz araglar1 ve derleyici
tasarimi gibi alanlarda 6nemli bir rol oynar. Derleyiciler, BNF tanimlarin1 kullanarak
kaynak kodunu analiz eder ve bu kodun gegerli olup olmadigini belirler. Bu analiz siireci,

dilin kurallarina uygun olup olmadigini kontrol etmek i¢in kritik neme sahiptir.
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BNF'nin temel bilesenleri sunlardir:

e Sonlu (Terminal) Semboller: Dilin en kiiciik yap1 taslaridir ve daha fazla
boliinemezler. Ornegin, anahtar kelimeler ve semboller.

e Sonlu olmayan (Non-terminal) Semboller: Diger semboller araciligiyla tanimlanan
yapi taslaridir. Ornegin, ifadeler veya ciimleler.

e Uretim Kurallari: Sonlu olmayan sembollerin, sonlu ve diger sonlu olmayan

semboller kullanilarak nasil iiretilecegini gosterir.

Tablo 1. BNF gramer tanimlama

<expression> ::= <term> | <expression> "+" <term> | <expression> "-
" <term>

<term> ::= <factor> | <term> "*" <factor> | <term>"/" <factor>
<factor> ::= <number> | "(" <expression>")"

<number> ::= [0-9]+

Tablo 1’de belirtilen BNF gramer kurallari, aritmetik ifadelerin so6zdizimini belirler.
En iist diizeyde, bir <expression> (ifade) ya bir <term> (terim) ya da iki <term> arasinda +
veya - operatorleriyle olusan bir yapi olabilir. Bir <term>, ya bir <factor> (faktor) ya da iki
<factor> arasinda * veya / operatorleriyle birlesen bir yapi olabilir. Bir <factor>, ya bir
<number> (say1) ya da parantez i¢inde bir <expression> olabilir. <number>, bir veya daha
fazla [0-9] araligindaki rakamlar1 igeren bir dizidir. Bu kurallar, aritmetik ifadelerin dogru
ve tutarli bir sekilde yapilandirilmasini saglar ve operatorlerin ve sayilarin nasil bir araya

getirilmesi gerektigini tanimlar.

1.9.2. Extended Backus-Naur Formu (EBNF)

EBNF (Extended Backus-Naur Form), BNF'nin genisletilmis bir stirimiidiir. EBNF,
daha karmagik dilbilgisi yapilarii tanimlamak i¢in daha esnek bir yapi sunar. EBNF,
BNF'ye ek olarak daha fazla sozdizim ozelligi sunar (Aliyu, 2019). Ornegin tekrarl
yapilari, opsiyonel yapilari ve gruplamay1 ifade etmek igin daha fazla operator igerir.

EBNF'nin temel 6zelliklerinden biri, tiretim kurallarin1 daha ayrintili bir sekilde
belirtmek igin siislii parantezler, koseli parantezler ve agiklama metinleri gibi ek

sembollerin kullanilmasidir. BNF, bilgisayar bilimcilerinin diizenli gramerleri tanimlamak
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i¢in kullandiklar1 bir notasyon teknigidir. EBNF, BNF'yi genisleterek daha agiklayici ve
giclii bir gramer haline getirir.

EBNF'nin sundugu ek 6zellikler arasinda sunlar bulunur:

e Koseli Parantezler ([]): Opsiyonel 6geleri belirtir.

e Kiime Parantezler ({}): Sifir veya daha fazla tekrar eden 6geleri belirtir.

e Parantezler (()): Gruplama yapmak i¢in kullanilir.

e Alternatifler (|): Secenckleri belirtir.

Tablo 2. EBNF gramer tanimlama

expression ::=term {("+" | "-") term}

term ::= factor {("*" | "/") factor}

factor ::= number | "(" expression ")"

number ::= digit {digit}

digit::="0" | "1" | "2" | "3" | "4" | "5" | "6" | "7" | "8" | "9"

Tablo 2’de belirtilen gramer kurallari, aritmetik ifadelerin bigimlendirilmesini
tanimlar. En st diizeyde, bir expression (ifade) bir veya daha fazla term (terim) igerebilir
ve bu terimler ‘+’ veya ‘-’operatorleriyle ayrilabilir. Her term, bir veya daha fazla factor
(faktor) igerebilir ve bu faktorler * veya / operatorleriyle ayrilabilir. Bir factor, bir number
(say1) veya parantez ic¢inde bir expression olabilir. number bir veya daha fazla digit
(basamak) igerir ve her digit 0'dan 9a kadar bir rakam olabilir. Bu gramer kurallari,
aritmetik ifadelerin yapi taglarini ve bu yapi taslarinin birlesim kurallarini tanimlayarak,

ifadelerin dogru ve tutarli bir sekilde olusturulmasini saglar.

1.10. Aynistiricilar

Simgesel hesaplama yapan bir ara¢ gelistirirken ayristirict se¢imi 6nemlidir. Ciinkii
secilecek olan ayristiricinin islevselligi, programin girdi verisinin s6zdizimsel ve anlamsal
olarak analiz edilmesini ve hesaplamalarin yapilabilirligini miimkiin kilar. S6zdizim analizi
i¢in ¢esitli araglar gelistirilmistir. Bunlar ANTLR (Parr & Quong, 1995), Lex/Yacc(Levine
vd,1992), Bison(Levine vd, 2009), Flex(Levine vd, 2009), Ragel(Thurston,2003), Python
Lex-Yacc (Beazley, 2003) ve Gold (Filannino & Di Bari, 2015) ve JavaCC(Java Compiler
Compiler) (Kodaganallur, 2004)’dir. Bu araglardan ayristirma islemi yapacak olan arag

ihtiyaca gore segilebilir.
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Ayristirict olusturma araglari, bigimsel bir gramer tanimina dayanarak calisir ve
sozdizim analizi sonucunda AST (Soyut So6zdizim Agaci) iretir. Bu agag, simgesel
hesaplamalar icin gerekli olan girdi verisini saglar ve bu sayede simgesel hesaplama
stireglerinde kullanilan temel veri yapisini olusturur. Bu sayede yeni bir gramer iretimi
saglanabilir.

Asagida gesitli ayristiricilar ve bu ayristiricilarin 6zelliklerini belirten bilgiler yer
almaktadir.

JavaCC: JavaCC, Java programlama dilinden LL (Soldan Saga Soldan Tiiretim)
gramerleri kullanarak ayristirici iiretmek igin kullanilan bir aractir. JavaCC kullanimi
kolaydir ve giiclii bir ayristirici tiretebilir. Ancak, JavaCC ile olusturulan ayristiricilar diger
ayristiricilara kiyasla daha yavas olabilir.

ANTLR: ANTLR, C++ ve Java programlama dillerinden ayristiric1 tiretmek igin
kullanilan bir aragtir. ANTLR, JavaCC'ten daha gii¢lii ve esnek bir ayristirict tiretebilir.
Ancak, ANTLR kullanim1 JavaCC'e kiyasla zordur.

Bison: Bison, C ve C++ programlama dillerinden ayristiricist tiretmek i¢in kullanilan
bir aractir. Bison, ANTLR'den daha hizli ve daha verimli bir ayristirict iiretebilir. Ancak,

Bison kullanim1 ANTLR'e kiyasla daha zordur.

1.10.1. Kelimesel Analiz

LL’de belirtilen ilk "L", girdi verisinin soldan saga dogru bir sekilde birim
sozciiklere ayristirilacagini ifade eder. Bu islem, programlama dillerindeki kelimesel analiz
tarafindan gerceklestirilir ve girdi metnini, dilin s6zdizimsel yapilarmma uygun anlamli
pargalar olan birim sozciiklere doniistiirme islemidir. ikinci "L" ise, sdzciiksel analiz
sonucu elde edilen birim soézciik dizisinin, sézdizim kurali ¢ikarimimin yine soldan saga
dogru yapilacagini gosterir (Efendioglu, 2017). Bu siire¢ genellikle ayristirici veya
sozdizim analizcisi tarafindan yiriitiliir ve birim sozciik dizilerini kullanarak dilin gramer
kurallarina uygun agac yapilart olusturur. Bu tiir bir ayristirma, genellikle “yukaridan
asagiya ayristirma” olarak bilinir ve belirli bir baslangi¢ semboliinden baslayarak girdi
birim sozciiklerini kullanarak dilin tiretim kurallarini1 takip eder. Bu metot, sézdizim
agacinin kokiinden yapraklarina dogru insa edilmesini saglar.

LR (Soldan Saga Sagdan Tiiretim)’de gegen ilk "L", okunan girdi verisinin soldan

saga dogru birim sozciiklere ayristirilacagini ifade eder. Bu siire¢ genellikle s6zciiksel
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analiz tarafindan gergeklestirilir ve girdi verisi, dilin gramer yapisina uygun anlamli birim
sOzciiklere donustirtlir. "R™ ise, sozciiksel analizden elde edilen birim s6zciik dizisinden
s6zdizim kurali tiiretiminin sagdan sola dogru yapilacagini gosterir (Efendioglu, 2017). Bu,
ayristirict veya s6zdizim analizcisi tarafindan yiiriitiilen bir siiregtir ve "asagidan yukariya
ayristirma" olarak da bilinir. Bu yontemde, birim sozciikler en diisiik diizeydeki yapidan
baglayarak yukar1 dogru, ist diizey yapilari olusturacak sekilde birlestirilir. S6zdizim agaci,
yapraklardan koke dogru insa edilir ve bu, girdi dizisinin sonundan baslayarak ilerler. Bu
tiir bir ayristirma yontemi, genellikle daha karmasik yapilarin ve gramerlerin islenmesinde

kullanilir.

1.10.2. Sézdizim Analizi

Ayristirict tarafindan ilk olarak islenen ve metindeki temel s6zciiksel birimleri temsil
eden bir dilbilgisi birimidir. Bu birimler, kelimeler, noktalama isaretleri veya bosluklar gibi
daha kiiciik anlaml pargalardir. Ayristirici, metni ayristirirken birim sozciikleri tanir ve
analiz eder ve bu da dilbilgisi kurallarina uygunlugunu belirlemesine ve metnin anlamin
¢ikarmasina olanak tanir.

Birim sozciikler, programlama dilleri ve dogal dil isleme gibi ¢esitli alanlarda
kullanilir. Programlama dillerinde, birim sozciikler genellikle anahtar kelimeler,
tanimlayicilar, sabitler ve operatorler gibi 6geleri temsil eder.

Birim sozciiklerin baz1 6nemli 6zellikleri sunlardir:

e Tip: Birim sozciiklerin degisik tiirleri vardir; kelime, noktalama isareti veya bosluk

gibi.

e Deger: Bazi birim sozciiklerin bir degeri vardir, 6rnegin bir kelimenin metni veya

bir saymin degeri.

e Konum: Her birim s6zciigiin metinde bir konumu vardir.

Ayristiric, birim sozciikleri islerken bunlarin tiiriinii, degerini ve konumunu dikkate
alir. Bu bilgiler, dilbilgisi kurallarina uygunlugunu belirlemek ve metnin anlamini
¢ikarmak i¢in kullanilir. Birim sozciikler, dilbilgisi analizcileri ve diger dogal dil isleme
araglar1 i¢in temel bir yapi tasidir. Metnin yapisin1 ve anlamini analiz etmek igin

kullanilirlar ve dil ile ilgili ¢esitli gorevlerde 6nemli bir rol oynarlar.
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Tablo 3. Birim sozciikleri iceren gramer kurallar

TOKEN: {

< #DIGIT: ["0"-"9"] >

< NUMBER: (<DIGIT>)+ >

< #LETTER: ["a"-"z", "A"-"Z"] >

< IDENTIFIER: (<LETTER>)+ >}

Tablo 3’te tanimlanan birim sézciikler sunlari igerir:

e DIGIT: 0'dan 9'a kadar olan tek bir rakam.

e NUMBER: Bir veya daha fazla rakam iceren bir dizi.

e LETTER: Kiigiik veya biiyiik harflerden olusan tek bir harf.

o IDENTIFIER: Bir veya daha fazla harf iceren bir dizi.

Her bir birim sozciik tirii igin uygun olan girigleri belirlemek, dilin kurallarina
baglidir. Tablo 3’te yer alan birim sozciikleri JavaCC dosyasinin igerisinde yer alan ve dili
ayristirmamiza yardimei olan fonksiyonlar sayesinde analiz edilecek dilin karmasikligi ve

islevselligi artirilabilir.

1.10.3. LL(k) Gramerleri: First Set ve Follow Set

Derleyici tasariminda kullanilan kritik bilesenlerden olan "First Set" ve "Follow Set"
kavramlari, sozdizimsel analiz asamasinda biiyiik 6nem tagir. Bu kavramlar, belirli bir dilin
gramerini analiz ederken ve ayrstiricilart tasarlarken kullanilir. Asagida bu iki temel
kavram detayli bir sekilde agiklanmaktadir:

Bir dilin gramerindeki her sonlu olmayan simge i¢in, First Set, bu simgeden tiiretilen
ciktt dizilerinin bagslangic sonlu simgelerini igerir. Bu set, belirli bir sonlu olmayan
sembollerin tiiretilebilecegi ilk sonlu simgelerin belirlenmesinde kullanilir. Matematiksel
olarak, bir sonlu olmayan X i¢in First Set, X’ten baslayarak tiiretilen sonlu dizilerinin ilk
simgelerini igerir. Eger X bos bir iiretim epsilon {iretebiliyorsa, epsilonda First Set iginde
yer alir.

Ornek gramer:
A—aBA—aB
B—b| € B—b| €
Bir dilin gramerinde her sonlu olmayan simge i¢in, Follow Set, o sonlu olmayan

simgenin gramer kurallar1 i¢indeki pozisyonlarindan sonra gelen sonlu simgeleri igerir. Bu
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set, ozellikle LL ve LR gibi ayristirma yontemlerinde, hangi ayristirma kuralinin
uygulanacagini belirlemede kullanilir.

Matematiksel olarak, bir sonlu olmayan X icin Follow Set, X'in gramer
kurallarindaki herhangi bir pozisyonundan sonra dogrudan gelen sonlu simgelerini igerir.
Eger X gramerin sonunda yer aliyorsa ve ardindan baska bir simge gelmiyorsa, bu
durumda girdi dizisinin sonunu belirten 6zel bir simge genellikle $ isareti Follow Set'e
dahil edilir.

First ve Follow Set'in Kullanim Alanlari:

o LL (1) Aynstirict: LL (1) aynistiricilar, kaynak kodu soldan saga ve tek bir sembole
bakarak ayristirir. First Set ve Follow Set’ler, ayristiricinin bir sonraki sembolii
tahmin ederek ayristirma islemini kararl bir sekilde yiiriitmesine yardimci olur.

e Semantik Analiz: Semantik analizde, kaynak kodun anlami incelenir. First ve
Follow Set’ler, bu analiz sirasinda degiskenlerin kullanimi ve degerlerinin atanmasi

gibi islemlerde kullanilir.

Tablo 4. First Set ve Follow Set iiretim kurallari

A->BA’
A'->+BAJE
B->CPB
B'->*CB’'| €
C->(A)|id

FIRST set

FIRST(A) = FIRST(B) = { (, id }

FIRST(A") = { +, € }JFIRST(B) = FIRST(C) = { (, id }
FIRST(B') = { * € }

FIRST(C) ={ (,id }

FOLLOW Set

FOLLOW(A) ={$,)}"’

FOLLOW(A") = FOLLOW(A) ={$,)}

FOLLOW(B) = { FIRST(A") - € } U FOLLOW(A") U FOLLOW(A) ={ +,$,) }
FOLLOW(B") = FOLLOW(B) = { +,$,) }

FOLLOW(C) = { FIRST(B’) - € } U FOLLOW(B’) U FOLLOW(B) = { *, +, $,)

Tablo 4’te yer alan setlerin hesaplanmasi, ayristiricilarin sézdizim kurallarint dogru

bir sekilde uygulamasini saglar ve derleyicilerin dil yapilarii daha etkin bir sekilde
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islemesine olanak tanir. Ozellikle karmasik programlama dillerinin ayristirilmasinda, First

Set ve Follow Set’in dogru hesaplanmasi, dil isleme siirecinin temel taslarindan biridir.

1.10.4. Soyut Sozdizim Agaci

AST dilin sdzdizimsel yapisini temsil eden ve semantik agidan 6nemli bilgileri igeren
bir soyut agag yapisidir. Bu agag, programin temel bilesenlerini (ifadeler, deyimler, islegler
vb.) igeren bir hiyerarsi olusturur ve her diigiimde belirli bir dil 6gesini (ifade, deyim, isleg
vb.) temsil eder. AST, programin igerdigi operatorlerin ve bu islemlerin birbiriyle
etkilesimde bulundugu o6gelerin (operand) iliskilerini gosterir. Onemli bir dzelligi, dil
bagimsiz bir yapiya sahip olmasidir; yani, aynt AST yapisi farkli bir programlama dilinde
yazilmig kodun soyut yapisini da dogru bir sekilde yansitabilir.

Bu veri yapisi genellikle derleyiciler ve yorumlayicilar tarafindan kullanilir ve
kaynak kodun analiz asamasinda olusturulur. AST, programin anlasilmasi, optimize
edilmesi ve yiiriitiilmesi gibi siireclerde 6nemli bir rol oynar. Ayrica, yazilim gelistirme
araglarinda, kod analizi, doniistiirme ve yeniden kod diizenleme gibi islemlerde de etkili bir
sekilde kullanilabilir.

Sozdizimi agaci ise kaynak verilerin aga¢ veri yapisi seklinde temsil edildigi bir
yapidir. S6zdizim siniflarindan tiiretilen nesnelerin birbirine baglanmasiyla olusturulan bu
agag, sozdizimindeki 6geleri dogru bir sekilde temsil ederek ayri bir hiyerarsi olusturur.
Agacin ara diiglimleri, islem bilesenlerini, yapraklari ise veri bilesenlerini temsil eder. Bu
sayede, her diigiim ilgili kod bileseninin tiiriine bagli olarak farkli bir s6zdizimi sinifindan
bir nesneyi icerebilir. S6zdizimi agaglari, kaynak verilerin tip kontrolii ve kod yorumlama
gibi 6nemli iglemlerini gerceklestirmek igin kullanilir. Bu yapilar, genellikle s6zdizimi
analizi sirasinda kullanilan JavaCC gibi araglarla tiretilebilir. Ayristirict metotlarina 6zel
kod bloklar1 eklenerek, agacin ilgili diigiim verilerini tiretecek Java ifadeleri diizenlenir ve
boylece sozdizimi agaci olusturulur. Bu agaglar, yazilim gelistirme siireglerinde kodun
anlamlandirilmasi, donistiiriilmesi ve optimize edilmesi gibi birgok 6nemli gorevde etkin
bir sekilde kullanilir.
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Sekil 5. AST nin yapisi

Ornegin int x = 10 + 5 * 6 + 9 / 4; ifadesinin AST'sini olusturmaya dair basit bir
ornek Sekil 5’te yer almaktadir. Bir matematiksel ifadenin AST’de nasil temsil edildigi
gostermektedir. Bu agagta, operatorler belirli siniflar ile temsil edilmektedir; toplama
islemleri igin Plus, ¢ikarma iglemleri i¢in Minus, ¢arpma islemleri igin Times ve bdlme
islemleri i¢in Divide smiflar1 bulunmaktadir. Her bir operator sinifi Exp adi verilen soyut
bir siniftan tiiretilmistir. Bu yap1, farkli matematiksel islemleri temsil etmek ve islemek

icin kullanilan nesne yonelimli programlama prensiplerine dayanmaktadir.

1.10.5. Soyut Sozdizim Siniflar

ASC (Soyut Sozdizim Sinifi), derleyiciler ve programlama dili tasarimi baglaminda
temel bir kavramdir. Bu smiflar, kaynak verinin bilgisayar programlari tarafindan daha
kolay islenebilmesini saglayacak temsili bir yapisal verinin olusturulabilmesine imkan
Verir.

Soyut s6zdizimi siniflart, AST'nin yapi taglarini olusturur. Her bir sinif, dildeki belirli
bir yapi tiirtinii temsil eder. Kaynak bilesenler igin de Assignment ve Expression gibi soyut
sozdizimi smiflart tanimlanmigtir. Bu smiflar, her bir yapmin temel o6zelliklerini ve
davraniglarint tanimlar. Soyut sézdizimi smiflari genellikle kalitim ilkesini kullanarak
hiyerarsik bir yap1 olusturur. Bu sayede, ilgili yapilarin ortak 6zelliklerini tek bir tist sinifta
tanimlamak ve alt siniflarda bu 6zellikleri dzellestirmek miimkiin olur. Ornegin, Divide,
Times ve Plus gibi farkli deyim tiirleri, genel bir islem sinifindan tiireyebilir. Bu sayede,
her iki deyim tiiri de ortak 6zelliklere sahip olurken, kendi tiirlerine 6zgii davranislar1 da

tanimlayabilir.
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Soyut sozdizimi siniflarinin temel amaci, derleyiciler ve yorumlayicilar tarafindan
kaynak kodunu analiz etmeyi ve islemeyi kolaylastirmaktir. Ornegin, bir derleyici
ayristirilmis koddan AST'yi olusturmak igin Soyut sozdizimi siniflarint kullanir. Daha
sonra, AST semantik analiz, optimizasyon ve kod firetimi gibi asamalarda kullanilir.
Uygulamada, soyut sézdizimi smiflar1 genellikle yiiksek seviyeli bir programlama dilinde
tanimlanir ve derleyicinin ¢esitli bilesenleri tarafindan kullanilir. Ayristirici, kaynak
kodunu ayristirarak AST'yi olusturur. Daha sonra, AST'yi isleyen diger bilesenler (6rnegin,
semantik analizci, kod optimizasyonu ve kod iireticisi) bu siniflarin sundugu arayiizleri ve
islevleri kullanarak goérevlerini yerine getirir. Ayrica dilin s6zdizimi kurallarina uymayan
kodlar1 tespit edip hatalar1 raporlayarak programcilara hata diizeltme ve kod yazma
konusunda yol gosterir. Soyut sézdizimi smifi, dilin gramer kurallarini igeren Ve
programcilarin  dilin dogru kullanimini saglamada ©&nemli rol oynayan bir yapidir
(Pehlivan, 2018).

Sonug olarak soyut sézdizimi siniflari, derleyicilerin ve yorumlayicilarin temel bir
yapi tagidir. Bu siniflar, kaynak kodun ayrintilarin1 daha kolay analiz ve manipiilasyon i¢in
yapilandirilmis bir formata soyutlamada yardimci olur. Bu sayede, derleyiciler ve

yorumlayicilar kaynak kodu daha verimli ve hatasiz bir sekilde isleyebilir.

Tablo 5. Soyut s6zdizim Siniflar

class Exp{} class plus_Exp extends Exp{
class num_Exp extends Exp{ int num; public plus_Exp(){}
public num_Exp(int al){ num=al; public String toString(){return "plus_Exp";
} } }class minus_Exp extends Exp{ public
public String toString(){ minus_Exp(){ }
return "num_Exp("+ num + ")"; } } public String toString(){

return "minus_Exp()";}}

Tablo 5’te yer alan ASC kullanima ait ornek tanimlamalar gosterilmistir. ASC
programlama dilindeki ifadelerin ve komutlarin siniflar halinde tanimlanmasi ve bu
smiflarin tiiretilmesi i¢in kullanilir. Bu yapr dilin s6zdizimsel yapisini tanimlamak ve

smiflar araciligryla bu yapinin 6gelerini modellemek igin kullanilir.

1.10.6. Ziyaret¢i Tasarim Deseni

Giliniimlizde tasarim kaliplari, yazilim gelistirme ve uygulamada temel bir rol

oynamakta ve tekrar eden problemler igin genis bir yelpazede tasarim c¢oziimleri
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sunmaktadir (Hussein & Mehanna, 2020). Tasarim kaliplari, yazilim gelistirmede sikca
karsilagilan sorunlar1 ¢6zmek icin yaygin olarak kullanilan tekrarlanabilir ¢ézlimler sunar.
Bu kaliplar, yazilimin daha modiiler, esnek ve bakimi kolay hale gelmesini saglar. Ug ana
kategoriye ayrilir: yaratici, yapisal ve davranigsal tasarim kaliplart. Yaratict kaliplar nesne
olusturma mekanizmalarini iyilestirir, yapisal kaliplar nesneler ve siniflar arasindaki
iliskileri tanimlar ve davranigsal kaliplar nesneler arasindaki iletisim ve sorumluluklari
belirler.

Davranissal kalip olan Ziyaret¢i (Visitor) tasarim deseni, bir nesne hiyerarsisindeki
cesitli nesne tiirleri tizerinde farkli islemleri ger¢eklestirmek igin kullanilan bir davranigsal
tasarim desenidir. Bu desende, her bir nesne tiirii i¢in ayri bir ziyaret¢i sinifi tanimlanir ve
her ziyaret¢i sinifi, her nesne tiirii igin bir ziyaret yontemi igerir. Bu yontemler, ziyaret
edilen nesne tizerinde istenilen islemi gerceklestirir. Ziyaret¢i tasarim deseninin 6zellikleri
asagida aciklanmustir.

e Kod Tekrarin1 Azaltir: Ziyaretgi deseni, kod tekrarini1 azaltmak igin idealdir. Birden
fazla islem i¢in ayn1 kodu tekrar yazmak yerine, her islem i¢in ayr1 bir ziyaretgi
smift tanimlayabilirsiniz. Bu sayede, kodunuz daha kolay okunabilir ve
yonetilebilir hale gelir.

e Esneklik Saglar: Ziyaretci deseni, yeni islemler eklemeyi kolaylastirir. Mevcut bir
ziyaret¢i smifin1 degistirmenize veya yeni bir ziyaret¢i sinifi olusturmaniza gerek
kalmadan yeni islemler ekleyebilirsiniz.

e AST olusturulduktan sonra, AST iizerindeki islemler ziyaret¢i tasarim deseni
kullanilarak gerceklestirilir. Bu desen, AST'nin her diigiimiinde farkli islemler
yapmay1 kolaylastirir.

Ziyaret¢i tasarim deseni, AST digiimleri lizerinde yapilan islemleri tanimlamak ve
uygulamak icin kullanilir. AST diigiimleri genellikle ¢esitli tiirlerde olabilir (6rnegin,
ifadeler, deyimler, fonksiyon tanimlari), ve her diigiim tiirii i¢in farkli islemler gerekebilir.
Ziyaret¢i deseni, bu iglemleri diigiim siniflarindan soyutlayarak, kodun esnekligini ve
modilerligini artirir.

Ziyaret¢i tasarim deseni, yazilim programlarinda, dzellikle ayristirici sonrasi islemler
icin biiylik faydalar saglar. Ayristirict tarafindan gergeklestirilen ayristirma islemi bittikten
sonra, elde edilen veri yapisi tizerinde gesitli islemler ger¢eklestirmek igin ideal bir aragtir.

Ziyaretci deseninin kullanimi, ayrigtirict sinifinin temel yapisina dokunmadan esnek ve ¢ok
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yonli islem secenekleri sunar. Bu sayede, mevcut kodun tizerine yeni islevler kolayca
eklenir ve mevcut yapinin genisletilmesi sirasinda karmasiklik azalir.

Ziyaret¢i tasarim deseni 6zellikle AST smif yapisina sahip sistemler i¢in basarili bir
sekilde kullanilir. Ornegin yazilan bir gramer iizerinde anlamsal analiz, kod analizi ve
sonug iiretimi yapabilmek farkli Ziyaretci siniflar tanimlanabilmektedir (Gamma vd,1995).
Bu tip faydalar, yazilim gelistirme siirecini daha verimli, nesnel ve yonetilebilir hale
getirir. Bu yaklagim, yazilimin esnekligini ve genisletilebilirligini artirirken, ayn1 zamanda

kodun bakimini kolaylastirir, boylece gelistirme siireci daha verimli ve etkili hale gelir.

Tablo 6. Ziyaret¢i tasarim deseni

// Ziyaretgi arayiizii tanimlama

interface ExpVisitor { String visitNumExp(num_Exp exp);

String visitPlusExp(plus_Exp exp);

String visitMinusExp (minus_Exp exp);} }

// Temel Exp sinifi

abstract class Exp { public abstract String accept(ExpVisitor visitor);}//
class num_Exp extends Exp { num_Exp sinifi

int num;

public num_Exp(intal) { num = al; }

@Override

public String accept(ExpVisitor visitor) {

return visitor.visitNumExp (this); }

public String toString() { return "num_Exp(" + num + ")"; }}
public String toString() { return "plus_Exp"; }}

// minus_Exp sinifi

class minus_Exp extends Exp {

public minus_Exp() { } @Override

public String accept(ExpVisitor visitor) {

return visitor.visitMinusExp(this); }

public String toString() {

return "minus_Exp()"; }}// Bir ziyaretci uygulamasi
class ConcreteVisitor implements ExpVisitor { @Override
public String visitNumExp(num_Exp exp) {

return exp.toString(); }

@Override

public String visitPlusExp(plus_Exp exp)

{ return exp.toString(); }

@Override

public String visitMinusExp(minus_Exp exp) { return exp.toString();

13

Tablo 6'da gosterilen kod, AST ve ziyaret¢i desenini kullanarak matematiksel

ifadelerin nasil islenecegini tanimlamaktadir. ExpVisitor arayiizii, ziyaret¢i deseninin
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temelini olusturur ve num_Exp, plus_Exp ve minus_Exp gibi farkl ifade tiirlerini ziyaret
eden metotlar1 igerir. EXp smifi, tiim ifadelerin tiiretildigi soyut bir simiftir ve her ifade
smifinin, belirli bir ziyaretciyi kabul etmesi gerektigini belirtir. Bu yapi, ifadelere eklenen
yeni iglemlerin kolayca genisletilmesini saglar, ¢iinkii yeni bir ziyaret¢i eklemek sadece
ExpVisitor arayiiziine ve ziyaretgi sinifina yeni metotlar eklemeyi gerektirir.

Kodun devaminda, num_Exp, plus_ Exp ve minus_Exp siniflari, EXp sinifindan
tiretilmis ve her biri belirli bir matematiksel ifadeyi temsil etmektedir. num_Exp simiufi, bir
sayisal ifadeyi temsil ederken, plus_Exp ve minus_Exp siniflar1 sirasiyla toplama ve
¢ikarma islemlerini temsil eder. Bu siniflar, kendi kabul (accept) metotlarin1 uygulayarak,
kendilerini ziyaret eden ziyaret¢iyi kabul ederler. ConcreteVisitor smifi, ExpVisitor
arayiizinii uygular ve her bir ifade tiiriinii islemek i¢in ViSitNUMEXp, visitPlusExp ve
VisitMinusExp metotlarini igerir. Bu ziyaretgi deseni, ifadelerin tiiriine bagl olarak farkli
islemlerin gergeklestirilmesini saglar ve kodun genisletilebilirligini artirir. Bu yapi,
ozellikle sayisal tiirev hesaplamalarinda kullanilan matematiksel ifadelerin islenmesi ve

degerlendirilmesi agisindan esneklik ve modiilerlik saglar.

1.11. Javada Matematik Kiitiiphaneleri

Java’da birgok matematiksel islem yapabilen kiitiiphane aract mevcuttur. Bu araglar
her biri c¢esitli zorluklarin dstesinden gelebilmek igin iretilmistir. Java’yr kullanan
miithendisler, yazilimcilar ve programcilar caligmalarinin  bazi yerlerinde belirli
matematiksel problemleri hizli bir sekilde ele alan ve ¢6ziim iiretebilen boyle araglara
ihtiya¢ duymaktadir. Java’da kod yazan bir¢ok kullanici kendi ihtiyaglar1 dogrultusunda bu
araglar1 projelerinde kullanmiglardir.

Java’da yer alan kiitiiphanelerin her birinin amaci farklilik gostermektedir. Java
kiitiiphanelerinin bu farkliliklar1 asagida ifade edilmistir.

e Apache Commons Math: Commons Math kiitiiphanesi, Java programlama dilinde
veya Commons Lang'de olmayan yaygin sorunlar1 ele alan, matematik ve istatistik
bilesenlerinden olusan bir kiitiiphanedir (URL-12, 2024). Ayrica rastgele sayi
tiretimi ve olasilik dagilimlar1 ve sayisal ¢éziimleme ile ilgili yardimci aragtir.

e JScience: Fizik, matematik ve astronomi alanlarinda ihtiya¢ olan matematiksel
fonksiyonlar1 i¢eren kiitiiphanedir (URL-13, 2024). Bir¢ok vektdr ve matris yapilari

barindirir. Uygulamalarin gogunlugundan miihendisler tarafindan tercih edilirler.
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e Colt: Yiiksek seviyede lineer cebir islemleri igeren problemlerin ¢6ziimiinde
kullanilirlar. Ayrica istatiksel veri analizi uygulamalarinda bu kiitiiphane tercih
edilebilir (URL-14, 2024).

e Algib: Lineer denklem sistemlerinin ¢oztiimiinde sayisal yaklasim hesaplamalarinda
tek boyutlu veya c¢ok boyutlu sayisal optimizasyonda kullanilir. Ayrica sayisal
tirev, sayisal integral hesaplamada ve diferansiyel denklemleri ¢6zebilen
fonksiyonlar1 icermektedir (URL-15, 2024).

e ND4J: Derin 6grenme problemlerinin ele alinmasi siirecinde gerekli olan
matematik fonksiyonlari igeren aragtir. Lineer cebir, matris islemleri ve ¢ok boyutlu
dizilerde hesaplama yapabilen fonksiyonlar1 barindirmaktadir (URL-16, 2024).

e JAMA: Ozvektor ve dzdeger hesaplayabilen, matris olusturabilen, matrisi manipiile
edebilen, matrisin tersini alabilen ve matris carpimi yapabilen aragtir. Lineer cebir
problemleri igin kolaylik saglamaktadir (URL-17, 2024).



2. YAPILAN CALISMALAR

Bu c¢alismada simgesel hesaplama yaklasimlar1 yardimiyla Sayisal tiirev
problemlerine yonelik bir yazilim uygulamasiin gelistirilmesine odaklanilmistir. Bu yeni
yontem, baglamdan bagimsiz dilbilgisi yapisi ile tasarlanmig ve sayisal tiirev ifadelerinin
iiretimini miimkiin kilmakta olup, asagidaki 6zellikleri barindirmaktadir.

* Yiiksek Sayisal Hassasiyet: Sayisal hassasiyete 6zen gostermeli ve hatalari en aza
indirmelidir.

* Verimlilik: Sayisal tiirev problemlerini ¢6zmek icin optimize edilmelidir. Bu
amagla, verimli sayisal algoritmalar ve veri yapilar1 kullanilmalidir.

» Genis Islevsellik: Saysal tiirev problemlerinde ihtiyag¢ duyulan tiim noktasal yénlii
islevleri sunmalidir.

« Kullanic1 Dostlugu: Kullanict dostu bir arayiize ve ayrintili bir dokiimantasyona
sahip olmalidir.

Uygulamanin girdi verisinin yapisi segilecek ayristirici tiiriinii etkileyen énemli bir
faktordiir. Genis ve karmasik sozdizim bilesenlerine sahip kaynak veri, daha esnek ve
giiclii ayrigtirict mekanizmalarinin kullanimini gerektirir. Bu baglamda, otomatik araglar
kullanarak CFG’ye benzer notasyonlarla tanimlanabilen ayristiricilar daha yiiksek ¢aligma
performansi gosterebilmektedir. Ornegin, JavaCC, EBNF notasyonuna dayali bir ayristirici
uretecidir. EBNF gramerleri kullanilarak tanimlanan sézdizim bilesenlerini Java koduna
déniistiirerek ayristirma metotlarim diizenler. Ozellikle, EBNF gramerlerinin dogrudan
Java koduna doniistiiriilmesi, ayristirma isleminin hizli ve etkili bir sekilde

gergeklestirilmesini saglar.

2.1. Sayisal Tiirevin Programlanmasi

Matematik ve bilgisayar bilimlerinde, analitik yontemlerle bir fonksiyonun tiirevini
hesaplamak oldukca karmasik ve zaman alici olabilmektedir. Ozellikle fonksiyonlarin
terim sayilar1 ve dereceleri, analitik yontemlerle yapilacak tiirev hesaplamasinin maliyetini
artirabilmektedir. Fonksiyonun sadece belirli noktalardaki degerlerinin bilindigi
durumlarda tiirev hesaplamalar1 daha da karmasik hale gelebilmektedir. Bu tiir durumlarda,

standart tiirev alma yontemleri pratik veya yeterince dogru olmayabilir.
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Java, genis kullanim alani olan bir programlama dili olmasina ragmen, sayisal tiirev
hesaplamalari i¢in yeterli diizeyde destek sunmamaktadir. Bu durum, tiirev hesaplamalar1
yapmak isteyen gelistiriciler ve aragtirmacilar i¢in 6nemli bir engel teskil etmektedir.
Mevcut matematiksel kiitliphanelerin ¢ogu, noktalar kiimesine bagli olarak tiirev
hesaplamasi yapma yetenegine sahip degildir. Tiirev hesaplamasi yapabilen kiitiiphaneler
ise, bu hesaplamalarin nasil gerceklestirildigine dair yeterli agiklama ve kilavuz
sunmamaktadir. Bu eksiklikler, Java ¢evrelerinde sayisal tiirev programlamalarina destek
verecek yeni araglara olan gereksinimi agikca ortaya koymaktadir.

Bu baglamda, Java'da sayisal tiirev hesaplamalar1 yapabilen, kolay kullanilabilir ve
adimlart iyi bir sekilde raporlayabilen bir kiitiiphane veya ara¢ gelistirilmesi, arastirmacilar
ve gelistiriciler icin O6nemli bir katki saglayacaktir. Bu arag, sonlu fark yontemlerini
kullanarak tiirev hesaplamalarini gerceklestirebilir ve nokta sayisina bagli olarak dogrulugu
artirma olanagina sahip olabilir. Boylece, analitik tiirev almanin zorluklarindan kaginilarak,
pratik ve dogru sonuglar elde edilebilir.

Uygulama girdi verisinin soézdizimi basit ve anlasilir olup, aynt zamanda esnek
yapilar1 destekleyecek sekilde genisletilebilir. Bu sayede, miihendisler, arastirmacilar ve
ogrenciler, sayisal tlirev hesaplamalarmin yontemleri hakkinda derinlemesine bilgi
edinebilir. Ayrica, uygulama sonucu elde edilen tiirev degerlerini kendi ¢aligmalarinda
kullanma imkanina sahip olacaklardir. Tezde, EBNF notasyonu kullanilarak bir bi¢imsel
gramerin tanimlanmasi ile AST veri yapisinin iiretimine kadar tiim programlama siirecinin
islem adimlar1 agiklanmistir. AST {izerinden yapilacak hesaplamalarda Ziyaret¢i (Visitor)
tasarim deseni kullanilmistir. Hesaplama asamalariin belgelenmesi ve gorsellestirilmesi
icin LaTeX metin formatlayicis1 kullanilarak kapsamli bir belgelendirme yapilmistir. Bu
sekilde hem teorik hem de uygulamali olarak tiim hesaplama adimlarinin matematiksel bir

betimlemesi saglanmustir.

2.2. Sayisal Tiirev Formiilleri

Tablo 7'de formiil siitununda yer alan y[d,b,f] ifadesi, sayisal tiirev hesaplamasinin
girdi parametreleri temsil edilmistir.; burada d, tiirev derecesini, b, geriden alinacak nokta

sayisini ve f, ileriye dogru alinacak nokta sayisini ifade etmektedir.
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Tablo 7. 3 noktal: tiirev formiilleri

Tiirev Tiirii Formiil y [d, b, f] Aciklama
-4 3 . L
1. Tiirev y[1,2,0] = W + 0(h?) Ileri fark formiilii: Ileri yonlii 2 nokta
—y_ .+ Merkez fark formiilii: fleri ve geri yonlii
1. Tiirev y11,1] = 22T o(n2)
2h 1’er nokta
-3 4y, — .
1. Tiirev y[1,0,2] = 20 +2hy 17Y2 L 0(h?)  Geri fark formilii: Geriden 2 nokta
-2 . .
2. Tiirev y[2,2,0] = yzh—);r*'J’o + 0(h) Ileri fark formiilii: Ileriden 2 nokta
L —2ya 4+ Merkez fark formiilii: Geriden ve
2. Tiirev y[21,1] = 227200 TN L oy o
h ileriden 1’er nokta.
-2 . .
2. Tiirev y[2,0,2] = yoh—y;'i'J’z +0(h) Geri fark formiilii: Geriden 2 nokta
3 nokta kullanarak ti¢iincii tiirev
3. Tiirev Yy [3,0,3]= Formiil yok

hesaplanamaz.

Tablo 7°de 3 noktal1 6rnek tiirev formiilleri listelenmistir.
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Tablo 8. 4 noktal: tirev formulleri

Tiirev
Formiil y [d, b, f] Aciklama
Tiirii
-2 9y, — 18 11 . .
y[1,3,0] = Y3 + 92 Y1+ 1o + 0(h3) Ileri fark formiilii: Ileriden 3
1. Tiirev 6h
nokta
y[1,2,1] = Y2~ 6y1# 3y0 + 2 +0(h?) Merkez fark formiilii: Geriden 2
1. Tiirev 6h o
nokta ve ileriden 1 nokta
—2y; — 3y, + 6y, — :
y[1,1,2] = Y1~ SYo+ Oy 7 Ys + 0(h3) Merkez fark formiilii: Geriden 1
1. Tiirev 6h o
nokta ve ileriden 2 nokta
-11 18y, — 9 2 . .
y[1,0,3] = Yo+ 16V, = 9% ¥ 2ys | 0(h3) Geri fark formiilii: Geriden 3
1. Tiirev 6h
nokta
- 4y, — 5 2 . .
y[2,3,0] = Yz + 2V Y1t 2Yo + 0(h?) Ileri fark formiili: Ileriden 3
2. Tiirev h?
nokta
-2 .
y[2,2,1] = Y1~ 2%t + 0(h?) Merkez fark formiilii: Geriden 1
2. Tiirev h?

nokta ve ileriden 2 nokta

Merkezi fark formuli:
2. Tiirev y [2,1,2] = formiil yok

Hesaplanamadi.
2y — 5y, + 4y, — . .
y[2,0,3] = 222N T Y, 0(h?) Geri fark formiilii: Geriden 3
2. Tiirev h?
nokta
~ys + 3y, = 3 : .
Y[3,3,0] = 2222 ZN ¥ Yo, 5y fleri fark formiilii: ileriden 3
3. Tiirev h3
nokta
—y, + 3y1 — 3y + .
y[3,21] = 2212V "3V T py Merkez fark formiilii: Geriden 2
3. Tiirev h3 o
nokta ve ileriden 1 nokta
y[3,1,2] = 2 3o~ 3yt ya 0(h) Merkez fark: Geriden 1 nokta ve
3. Tiirev h3
ileriden 2 nokta
J3,03] = et =3yt Y Geri fark formiilii: 3 nokta
3. Tiirev h3 )
geriye

Tablo 8’de belirtilen drnek noktalara gore hesaplama yapilabilmektedir. Ornegin, b

degeri 2 ise, geriden alimacak noktalar -2 ve -1 olacaktir. Benzer sekilde, f degeri 3 ise,
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ileriye dogru alinacak noktalar 1, 2 ve 3 olacaktir. Bu durumda, y [1, 2, 3] formiilii, geriden
-2 ve -1, ileriden ise 1, 2 ve 3 noktalarimi kullanarak birinci tiirev hesaplamasi yapilacagin
belirtmektedir. Yani, bu formiilde kullanilan noktalar -2, -1, 1, 2 ve 3 olup, bu noktalar
kullanilarak merkezi fark yontemi ile 5. tiireve kadar hesaplamalar yapilabilir. Eger b
degeri sifir ve f degeri 2 veya daha biiyiik pozitif tam say1 ise, bu formiil ileri yonlii
farklar1 temsil etmektedir. Benzer sekilde, b degeri 2 veya daha biiyiik bir tam say1 ise, bu
durum geri farklar formiiliinii temsil etmektedir. b ve f degerlerinin en az 2 veya daha

biiyiik olmasinin nedeni, tiirev hesab1 yapabilmek icin en az iki noktanin gerekli olmasidir.

2.3. Uygulamanin Akis Semasi

Sekil 6’da yer alan akis semasi, sayisal tlirev uygulamasinin genel adimlarim
ozetlemektedir. Islem, gerekli veri noktalarmin toplanmasiyla baslar. Bu veri noktalari,
sonraki hesaplamalarda kullanilacaktir ve cesitli kaynaklardan elde edilebilir; 6rnegin
deneysel olgiimler, 6nceden tanimlanmis veri setleri veya kullanici girdileri. Giris verileri

toplandiktan sonra, JavaCC ile olusturulan bir LL (1) ayristirict kullanilir.

Giris Bilgilerinin Alinmasi

v
JavaCC LL(1) Ayristiricisinin
L Kullanimi )
' ¢ ™y

AST'nin Olusturulmasi

l

Denklemlerin Uretilmesi

l

Denklem Sisteminin Cozllmesi

v

Sayisal Tirevin Hesaplanmasi

v

ifadelerin D&kiimana Aktariimasi

e y

Sekil 6. Islem basamaklari
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Giris verileri ayristirildiktan sonra, AST olusturulur ve formiil hesaplama ig¢in
gereken denklemler iiretilir. Bu denklemler, daha sonra ¢oziilmek iizere bir denklem
sistemine doniistiiriiliir. Denklem sistemi ¢oziildiikten sonra, sayisal tiirev hesaplamalari
yapilir. Son olarak, tiim ifadeler dokiimana aktarilir ve siire¢ tamamlanir. Bu sekilde, giris
verilerinden baglayarak nihai dokiimana kadar tiim adimlar sistematik bir sekilde

gerceklestirilmistir.

2.4. Tiirev Formiilii Hesaplama Adimlari

Sayisal tiirev formiillerini hesaplama adimlar1 asagida 6zetlenmistir.

1. Adim: Giris Parametreleri

Bu adimda, sayisal tlirev hesaplamalari i¢in gerekli olan giris parametreleri belirlenir.

Bu parametreler sunlardir:

h: Adim biyiikligi

d: Tiirevin derecesi

mi, My, ..., mg: Nokta yonleri (geri ve/veya ileri)

Yo, Y1, Y2, ..., Yk: Fonksiyon noktalari

Giris: h, d, mg ve yk degerleri

2. Adim: Taylor Serisi A¢ilim1

Taylor serisi agilimi, bir fonksiyonun belirli bir noktadaki degerini ve tilirevlerini
kullanarak yaklasik bir deger hesaplamak i¢in kullanilir.

FUNCTION TaylorSeries(h):

3. Adim 3: Ornek Fonksiyon Noktalarmin Uretimi: xi=Xo+mi*h

Bu adimda, Taylor serisi agilimi kullanilarak 6rnek noktalar iiretilir. Her bir 6rnek
nokta, Xk=Xo+my*h formiilii kullanilarak hesaplanir.

y1 = TaylorSeries(mi*h)

y» = TaylorSeries(mz*h)

Yk = TaylorSeries(mg*h)

4. Adim: Katsayi ile Carpim

Bu adimda, 6rnek noktalar katsayilarla ¢arpulir.

tyi1=ti*y:

ty2 =t *y»
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tyk =t * Yk

5. Admm: Denklemlerin Birlestirilmesi

Bu adimda, katsayilarla ¢arpilan denklemler birlestirilir.

combined_equation (ty1 + tyo + ... + tyk)

6. Adim: Katsayi Ifadelerinin Denklemden Cikarilmasi

Bu adimda, katsay1 ifadeleri denklemlerden ¢ikarilir.

EXpo=ti+t2+ ... +1&

Expi=ti+2*tr+ ... + k*

Expo=ti+4*tr+.. .+ k>*t

Expe =t + 2K >ty + ...+ Kk* t

7. Adim: Denklem Sisteminin Coziimii

Bu adimda, denklem sistemi ¢oziimlenir. Matris formunda katsayilar asagidaki gibi
gosterilir. Ancak Expo ve giristen alinan d degiskeninin degerine gore ilgili Expq ifadesi
harig, geri kalan Exp ifadelerinin katsayilar1 matrise atilir.

[tita ... t|=]12... k]|

[tite...t|=]14... K|

[ttty ... t|=|12K... KK

8. Adim: Gauss Eliminasyon Adimlari

Bu adimda, Gauss eliminasyon yontemi kullanilarak katsayilar hesaplanir.

SolveCoefficients(matrix)

9. Admm: Katsayilar i¢in Tamsay1 Degerlerini Hesaplama

Bu adimda, katsayilarin en kiigiik ortak kati1 hesaplanarak tam say1 degerleri bulunur;
k=4 i¢in asagidaki degerler hesaplanir.

t4 = LCM(1, 1, 3) (En kiigiik ortak kat)

t1=-16*t4,t12=12*1t4,t3=-16/3*t4

10. Adim: Katsayilara Deger Atama

Bu adimda, katsayilara hesaplanan degerler atanir.

yo=t1+t2+t3+1t4

yl=tl,y2=1t2,y3=t3,y4=1t4

11. Adim: Tiirevi Hesapla
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Son adimda, tlirev hesaplanir.
y d=(-25*y0+48*yl1-36*y2+16*y3-3*y4)/(12*h)
2.5. Girdi Bilgilerinin Alinmasi

Bu ¢alismanin ilk asamasinda tasarlanan gramer, uygulamanin baslangi¢ asamasini
olusturur. Gramer tanimlama siirecinde, girdi verileri i¢in belirlenen sézdizimine uygun

kurallar dizenlenir.

Tablo 9. Girdi ifadelerini igeren txt dosyasi

n_diff=1;

h_size=0.001;

m_list={1,2,3}
y_vals={0.7071,0.7078,0.7085,0.7092 };

Tablo 9’da yer alan girdi dosyasi, TXT formatinda olup, sayisal tiirev i¢in gerekli
parametreleri tedarik eder. Bu dosyadan elde edilen veriler, 'm_list' ad1 verilen bir dizide
saklanir; bu dizi, fonksiyonun nokta sayisini temsil eder ve hesaplamalarin ileri farklar,
geri farklar veya merkezi farklar yontemiyle yapilmasini saglar. Ornegin, 0’dan kiiciik
sirali degerler igeren bir 'm_list' dizi, geri farklar yonteminin kullanilacagini gosterirken;
0’dan biiyiik sirali degerler igeren bir ‘'m_list' dizi, ileri farklar yontemini isaret eder. Eger
‘m_list’dizisinde her iki araliktan sirali degerler varsa, bu durum merkezi farklar yontemini
belirtir. Dosyadaki 'y _vals' dizisi ise, bu noktalara karsilik diisen fonksiyon degerlerini
barmdirir. 'n_diff' degiskeni fonksiyonun tiirev derecesini, 'h_size' degiskeni ise hesaplama
sirasinda kullanilacak adim boyutunu ifade eder.

Girdi dosyasindaki 'y vals' dizisinin uzunlugu, 'm_list' dizisinin uzunlugundan daima
bir fazla olmalidir. Bu kural, tiim sonlu fark yontemleri i¢in gegerlidir. 'y _vals' dizisinin ilk
degeri, fonksiyonun hesaplanmak istenen noktadaki degerini temsil eder. Ornegin, nokta a
ise, fonksiyonun degeri f(a) olarak belirtilir. 'y vals' dizisinin diger degerleri ise, 'm_list'
dizisindeki noktalara karsilik gelen fonksiyon degerlerini ifade eder; yani
f(a+m_list[i]-h_size) seklindedir. Bdylece, 'y _vals' dizisi, 'm_list' dizisinden bir eleman
fazla olur.

Programin igleyisi sirasinda, girdi dosyasindaki veriler soézdizimi ve anlamsal

analizlerle incelenir. Herhangi bir uyumsuzluk tespit edildiginde, program hatanin sebebini
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ve yerini kullaniciya bildirir. Ayrica, 'm_list' ve 'y_vals' dizilerinin uygun uzunlukta olup
olmadig1 kontrol edilir ve herhangi bir hata durumunda kullaniciya detayli geri bildirim
saglanir.

Girdi dosyasindaki verilerin tiirleri gesitlilik gosterebilir; 'm_list' ve 'y_vals' dizileri
double, float, integer ve rasyonel say tiiriinde ifadeler igerebilir. Ozellikle integer, double
ve float say1 tiirlerindeki islemlerde ortaya ¢ikabilecek yuvarlama hatalarini 6nlemek igin
kullanicilar rasyonel ifadeler tercih edebilir. Rasyonel ifadeler, islemlerin sonucunda
olusabilecek hassasiyet kayiplarini minimize eder ve matematiksel islemlerde daha dogru
sonuglar alinmasini saglar. Adim boyutunun kii¢iik tutulmasi, fonksiyonun sayisal
yaklagimla elde edilen sonucunun ger¢ek degere daha yakin olmasini saglar; kiiciik adim
boyutlar1 daha hassas sonuglar elde etmeyi miimkiin kilar. Sayisal tiirev islemleri, verilen
fonksiyonun daha detayli analiz edilmesini ve sonuglarinin elde edilmesini saglar, bu

yontemler matematiksel hesaplamalarda ve ¢esitli bilimsel alanlarda 6nemlidir.

2.6. JavaCC’de Kural Bildirimi

Gramer kurallarinin JavaCC belirtim formatina gore tanimlandigi asamadir. Bu
asamada bir ifadeyi ayristirmak ve islemek i¢in JavaCC kodlar1 yazilmistir. Kod, 6ncelikle
JavaCC'nin sozdizimsel analiz yeteneklerini kullanarak girdi ifadeleri ayristirabilecek
metotlardan olusmaktadir. Bu ayristirma islemi, tanimlanan birim sozciikler ve tiiretim
kurallar1 araciligiyla gergeklestirilmektedir. Girdi ifadelerindeki sayilar, operatorler ve
diger sozdizimsel 6geler belirlenerek karsiligi olan birim sézciikler tiretilir. Ayristirma

stirecinde, birim sozciiklere dayali islem tiirleri belirtilir.

2.6.1. Uretim Kurallarimin Olusturulmasi

JavaCC'de ‘options’ boliimii, ayristiricinin dzelliklerini belirlemek i¢in kullanilir. Bu
boliimde yapilan ayarlar, JavaCC tarafindan olusturulan kodun nasil ¢alisacaginin

bildirimini yapar.

Tablo 10. Static ve lookahead tanimlamalari

options { STATIC = true; // Ayristiricl metotlarini statik yapar
LOOKAHEAD = 1; // Lookahead degerini 1 olarak ayarlar}
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Tablo 10°da yer alan STATIC degiskeni, ayristirict metotlarinin statik (sinif
metotlar1) ya da dinamik (nesne metotlarr) olarak tanimlanmasini saglar. Ornegin, STATIC
= true; ayari, ayristirict metotlarinin statik olarak olusturulacagini ve bdylece smifin bir
ornegi olmadan dogrudan sinif adi tizerinden ¢agrilabilecegi anlamina gelir.

LOOKAHEAD segenegi ise ayristiricinin ayristirma sirasinda ne kadar ileriye
bakacagini belirler. Ornegin, LOOKAHEAD = 1; ayari, ayristiricinin her adimda yalmizca
bir birim sozciik ileriye bakacagini gosterir. LOOKAHEAD = 2; segenegi ise iki adim ileri
bakilacagini belirtilir. LOOKAHEAD’in 1 veya 2 olmasi basit durumlar i¢in yeterlidir,
ancak daha karmasik gramer yapilar1 i¢in daha biiyilk bir LOOKAHEAD degeri
gerekebilir.

JavaCC'de tanimlanan ayristirici Sinifi, ayristirma isleminin merkezinde yer alan bir
Java sinifidir. Ayristirict smift ile metin dosyalarinin yonetimi saglanir. Bu sinif iretim
kurallarin1 uygular ve karsilasilabilen hatali durumlarla ilgilenebilir. Girdi verisi, belirtilen
dil bilgisi kurallarina uygun degilse, hata mekanizmasi devreye girer ve kullaniciya
anlasilir hata mesajlar1 saglanir. Ornegin hata mesaji hatanin satir numarasini, hatanin
kaynagmni, beklenen birim sozciik tipini ve kullanicinin girdigi birim sozciik tipini
gosterebilmektedir. Bu ayristirma mekanizmasi sayesinde, kullanici hatasini hizli bir

sekilde diizeltebilir.

Tablo 11. Gramer kurallar:

void Command() :

{H{ (<M_LIST> "=""{" el=Elements() "}" ";"
| <Y_LIST> "=""{" e2=Elements2() "}"";"

| <N_DIFF> "=" e3=Integer() ";"

| <H_SIZE> "="e4=Rational() ";" )*

<EOF>

}
void Elements() : {} { Integer() ("," Integer() ) * }
void Elements2() : {}{ Rational()( "," Rational() ) *}
void Integer() :{}{ t=<INTEGER>{}}

void Rational() :{}{ <INTEGER>

(<SLASH> <INTEGER>)?

| <FLOAT_LITERAL>}

Tablo 11'de yer alan gramer kurallari, nokta sayisina bagl olarak sayisal tiirev
hesaplamasi yapabilmek amaciyla tanimlanmigtir. Bu gramer kurallari, belirli bir dilin

komutlariin ve elemanlarinin sézdizimsel yapisini temsil etmek i¢in kullanilir. Command
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ismindeki iretim kurali, dort farkli komut bi¢imini icermektedir: M_LIST, Y _LIST,
N_DIFF ve H_SIZE. M_LIST ve Y_LIST komutlari, sirasiyla Elements ve Elements2
gramer kurallarina uygun elemanlardan olusan listeler igerirken, N_DIFF bir tam say1 ve
H_SIZE ise bir double tiirtinde say1 ifadeleri igerir. Elements kurali, bir veya daha fazla
tam say1 degerinden olusan bir listeyi tanimlarken, Elements2 kurali, bir veya daha fazla
double tiirtinde say1 degerinden olusan bir listeyi tanimlar. Bu kurallar, dosyadan alinan
nokta sayisi, tiirev degerleri ve adim biiyiikliiklerine bagl olarak sayisal tiirevlerin dogru
bir sekilde hesaplanmasi igin dilin s6zdizimini belirlemek ve yapilandirilmig ifadeler

olusturmak amaciyla kullanilmaktadir.

2.6.2. Birim Sozciik Tanimlamalari

Ayrigtirict  tarafindan  kaynak verinin temel bilesenlerine ayrilabilmesi igin
tanimlanan ifadeler biitiintidiir. Bu temel bilesenler dilin kabul edecegi birim sozciiklerden
olusmaktadir. Tablo 12°de, EBNF notasyonunda birim sézciik tanimlamasini gosteren bir
kod oOrnegi gorilmektedir. Bu sinifa ait birim sozciik ifadeleri tiirev hesaplamasinin

boyutuna gore arttirilip azaltilabilmektedir.

Tablo 12. Birim sdzciik tanimlamalari

TOKEN:

{ <FLOAT_LITERAL: (<DIGIT>)+ "."
<DIGIT>)+>}

TOKEN :

{ <INTEGER:("-")2(["0"-"9"]D+ >
| <DIGIT : ("-")?(["0"-"9"D)+ >

| <SLASH:"/" >

| <M_LIST : "m_list" >

| <Y_LIST : "y_vals" >

| <N_DIFF : "n_diff" >

| <H_SIZE : "h_size" >}

Tablo 12'de yer alan sozciik tanimlamalari, bir dilin s6zdizimsel birimlerini temsil
etmek amaciyla kullanilan birim sozciik ¢esitlerini igerir. Bu tanimlamalar, dilin kaynak
kodunu belirli anlamli birimlere ayirmak i¢in kullanilir. Gramerde, FLOAT_LITERAL
ondalik sayilari, INTEGER ve DIGIT tam sayilari, SLASH egik ¢izgi karakterini, M_LIST
nokta sayilarimmi belirten anahtar kelimeyi, Y LIST noktalara karsilik gelen degerlerin

listesini, N_DIFF tiirev derecesini ve H SIZE adim biyiikliigiini tanimlar. Bu birim
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sozcuk tanimlari, girdi dosyasimi ayristirarak her bir bileseni dogru bir sekilde tanimlayip

islemenizi saglar, boylece tiirev hesaplamalari i¢in gerekli olan veriler programa aktarilir.

2.7. Soyut Sozdizim Agaci

JavaCC kullanilarak, metin icerisinde yer alan verilerin énceden belirlenmis gramer
kurallar1 g¢ergevesinde birim sozciiklere ayrilmasini ve bu birim sozciiklerin bir agag
yapisinda organize edilmesiyle soyut sdzdizim agaglari insa edilir. Ayristirilan her bir
birim sozciik, JavaCC tarafindan olusturulan soyut sézdizimi agaci'nin bir diigiimii olarak
atanir. Ornegin n_diff, h_size, m_list ve y vals gibi degiskenler ve bunlarin degerleri,

belirlenen gramer kurallar1 ile tanimlanir ve her biri i¢in uygun bir AST digimi

olusturulur.
Root

n_diff h_éize m_list y_vals

: ‘ integer —ArrayInteger Arraylnteger
. ‘ rational —ArrayRational ArrayRational
integer

= double Arraydouble Arraydouble
—ArrayMix ArrayMix

Sekil 7. Agac yapis1

Sekil 7°de yer alan AST’nin alabilecegi diigiimler ve her diigiimiin alabilecegi
degisken tiplerine yer verilmistir.

Bir AST olusturmanin ardindaki sozdizim simiflarinin islevselligini ve Onemini
anlamak onemlidir. AST, programlama dilindeki ifadelerin ayristiritlmasindan sonra elde
edilen, dilin gramer yapisina uygun hiyerarsik bir aga¢ yapisidir. Bu yapimnin olusturulmasi,
s06zdizim sinift nesnelerinin bagl listeler bigimine iliskilendirilmesini gerektirir. S6zdizim
smiflari, dilin gramer kurallarina dayali olarak analiz edilen giris metni bilesenlerini temsil
eder ve bu birim sozciikleri mantiksal bir yapida diigtimlere doniistiirtir.

Kok digiimii, AST'nin ana diigiimiidiir ve diger tiim diigiimleri igerir. n_diff, h_size,

m_list, ve y_vals diglimleri, bu kok diigiim altinda uygun bir hiyerarsiyle siralanir.
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Uygulamada, Tablo 9’da belirtilen girdi parametrelerine gore soézdizim siiflarinin

iliskilendirilme stireci:

e n_diff diglimii, igerisinde 1 olan tiirev degerini barindiran bir Num simifi ile

iligkilendirilir.

e h_size digiimii, 0.001 adim biiyiikliik degerini barindiran baska bir double sinifi

igerir.

e m_list igcerisinde Num, RNum ve dNum ile iliskilendirilir.

e y vals, icerisinde Num, RNum ve dNum ile iliskilendirilir.

Tablo 13. Uygulamanin $6zdizim Sinifi

abstract class Exp {

public abstract Object accept(Visitor v);}
class Taylor extends Exp{

Exp el=null,e2=null,e3=null,e4=null;
public Taylor(Exp a, Exp b, Exp c¢,Exp d)
{el=a; e2=b; e3=c; e4=d;

}

public String toString()

{
return "Taylor(" +el+" " +e2+" "+e3+""
+e4+")"; }

public Object accept(Ziyaretgi v) {

return v.visit(this); }}

class Yeni_Taylor extends Exp{ Object[][]
el;

public Yeni_Taylor(Object[][] a){
el=a;}

public String toString(){

return "Yeni_Taylor("+el+")";

} public Object accept(Visitor v) {
return v.visit(this); }}

class Num extends Exp{

int sayi;

public Num(int a){ sayi=a; }public String
toString(){ return "Num(" +sayi+")"; }
public Object accept(Visitor v) { return
v.visit(this); }}

Tablo 14. Ziyaretgi yapisi

interface Visitor {

public Object visit(Exp e);

public Object visit(Taylor e);
public Object visit(m_List e);
public Object visit(y_List e);
public Object visit(Num e);

public Object visit(RNum e);
public Object visit(DRNum e);
public Object visit(Yeni_Taylor e);
public Object visit(Denklem e);
public Object visit(Gauss e);}

Tablo 13 ve 14’te uygulamanin bazi Java tanimlamalar1 ve arayiizii yer almaktadir.

Bu kodlar ziyaret¢i tasarim deseni kullanarak tiirev islemlerinin temsil edilmesini saglar.

Exp soyut sinifi, tiim ifadeler igin temel sinif olarak tanimlanir ve kabul yontemiyle bir
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ziyaret¢iyi kabul eder. Taylor sinifi, dort alt ifadeyi (el, e2, e3, e4) temsil eder ve bu
ifadeleri birlestirerek Taylor serisini olusturur. Yeni_Taylor sinifi ise, iki boyutlu bir nesne
dizisi (Object [][] el) ile calisir ve bu diziyi temsil eder. Her iki sinif da toString yontemini
bastirarak kendi igerigini metin formatinda dondiiriir. Num sinifi, bir tam say1 degeri igerir
ve bu degeri temsil eder. Tiim bu siniflar, kabul yontemiyle bir ziyaretgi (visitor) nesnesini
kabul ederek, ziyaretginin ilgili sinifta tanimli olan ziyaret¢i yontemini ¢agirmasini saglar.
Bu yapi, gesitli ifade tiirlerinin ayni hiyerarside islenmesine olanak tanir ve genisletilebilir

bir yap1 sunar.

2.8. Sonlu Fark Semalar1 ile Denklemlerin Uretilmesi

Sayisal tiirev hesaplamalarinin dogru bir sekilde gergeklestirilmesi igin Oncelikle
ilgili denklemlerin iiretilmesi gerekmektedir. Bu siiregte Taylor serisi genisletmelerinden
faydalanilarak sonlu fark denklemleri olusturulmus ve bu denklemler kullanilarak tiirev
formiilleri hesaplanmistir. Taylor serisi genisletmeleri, bir fonksiyonun belirli bir noktadaki
davranisini ¢evresindeki noktalar cinsinden ifade eder ve boylece tiirevler ve integraller
gibi diferansiyel islemleri hesaplamak i¢in kullanigli hale gelir. Sonlu fark denklemleri ise
bu genisletmelerin sonlu bir dizi terimle yaklasik olarak temsil edilmesiyle elde edilir.

Taylor serisi genisletmeleri kullanilarak elde edilen sonlu fark denklemleri, tirev
hesaplamalarinda yiiksek dogruluk saglamaktadir (Burden & Faires, 2010). Bu
genisletmeler, fonksiyonun daha yiiksek dereceden tiirevlerini igerir ve bu sayede daha
kesin sonuglar elde edilmesini saglar.

Sonlu fark denklemlerinin dogrulugunu artiran bir diger 6nemli faktdr ise hata
terimlerinin  (O(h)) dogru bir sckilde ele alinmasidir. Taylor serisi genisletmeleri,
fonksiyonun tiirevlerini i¢eren terimlerin yani sira, bu terimlerin ihmal edilmesi durumunda
ortaya ¢ikan hata terimlerini de igerir. Bu hata terimlerinin kiigiltiilmesi, tlirev
hesaplamalarinin  dogrulugunu Onemli oOlgiide artirir.  Yiiksek dogruluk gerektiren

uygulamalarda, daha fazla terim kullanilir.

2.8.1. Noktalara Gore Denklemlerin Uretilmesi

Tezde yer alan uygulamada m_list igerisinde belirtilen noktalarda Taylor serisi
acilimlarinin yapilmasi, ¢ok degiskenli denklemlerin olusturulmasi i¢in 6nemlidir. Bu

denklemler sayesinde problemin konusu niimerik alana tasinabilmistir. Bu ¢alismada 6rnek
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olarak, yi, y2 ve yz olarak adlandirilan ¢ farkli denklem, sirasiyla h, 2h ve 3h adim

biiyiikliikleri ile xo noktasindan itibaren hesaplanmuistir.

Tablo 15. Denklemlerin uretilmesi

h? h3
y1=fCo) +hx f1(x0) + o0+ f7 (o) + 57+ f7 (x0)
2

h h3
yz=f(x0)+2*h*f’(x0)+22*i*f”(xo)+23*§*f”’(x0)
h? h3
Y3 = f(x0) +3 % hx f'(x0) + 3% x5 x £ (x0) + 3% % op % £ (x0)

Tablo 15’te verilen denklemler, Taylor serisi genislemesi kullanilarak farkli
noktalardaki fonksiyonun denklemi iiretilmistir. Her yi degeri, Xo noktasinda hesaplanan
fonksiyon degerine ve tiirevlerine baglidir. Genel olarak, y: terimi, Xo noktasindaki
fonksiyon degeri f(Xo) ve ardindan gelen tiirevler (f'(xo), f"(xo0), f'"(x0), vb.) kullanilarak
ifade edilir. Her terim, % ile ¢arpilan ve artan derecelerdeki tiirevlerin katsayilari ile
kullanilarak hesaplanir. Katsayilar, tiirevin derecesine ve i sayisina bagl olarak belirlenir.
Bu genislemeler, xo noktasina olan mesafenin 4 birimi ile ¢arpilmasiyla, xo noktasinin
etrafindaki fonksiyon degerlerini tahmin etmek igin kullamilir. Ozetle, y: terimleri xo

noktasindaki fonksiyon ve tiirev degerlerinin agirlikli toplami olarak ifade edilmistir.

2.8.2. Denklemlerin Katsay1 Degiskenleri ile Carpim

Degiskenlerin uygun Kkatsayilarla ¢arpilmasi ve denklemlerin genel bir formata
donitistiiriillmesi, matematiksel islemleri kolaylastirmak ve denklemler ile lineer cebir

ortamlarinda ilgilenebilmeyi saglar.

Tablo 16. Katsay1 ile ¢arpilmis denklemler

h? h3
ty *y1 =tl*f(x0)+t1*h*f'(x0)+t1*?*f”(xo)+t1*§*f”'(x0)
h? h3
ty * Yy =tz*f(x0)+t2*2*h*f’(x0)+t2*22*?*f”(x0)+t2*23*§*f’”(x0)
e B
t3 *y3 =t3*f(x0)+t3*3*h*f’(x0)+t3*32*?*f”(x0)+t3*33*§*f”’(x0)
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Tablo 16°da verilen denklemler, her y: teriminin bir agirlik faktorii ¢ ile ¢arpilmasini
ifade etmektedir. Bu ¢arpimlar, Taylor serisi genislemesinin her bir bilesenine uygulanir.
Her tixy: terimi, f(xo0), f'(xo), f"(xo0), vb. gibi xo noktasindaki fonksiyon ve tiirev
degerlerinin agirlikli toplami olarak ifade edilir. Bu genislemeler, xo noktasina belirli bir
mesafede yer alan fonksiyon degerlerinin, bu mesafenin farkli agirliklarla ¢arpilmasiyla

hesaplanmasini saglar.

2.8.3. Denklemlerin Birlestirilmesi

Denklemlerin sol ve sag taraflarinin toplanmasi adimi, farkli denklemlerden olusan
bir sistemden tek bir denklem elde etmeyi amaglar. Bu yontem, ayn1 derecede ve ayni

noktada olan tiirev ifadesine ait katsayilar1 bir araya toplar.

Tablo 17.Denklemin toplanmasi

tixyr it *xy, +t3*xYy3
= (t; + t; +t3) * f(x0)
+(t1+t2*2+t3*3)*h*f’(xo)
2

h
+ (ty +ty * 22 + t3 % 32) *;*f”(xo)

h3
+ (ty +ty x 23 + 3 % 33) *a*f’”(xo)

Tablo 17°de yer alan denklem, farkli t: degiskenleri ile ¢arpilan denklemlerin
terimlerinin toplamin1 gostermektedir. Sol tarafta, her y: terimi kendi t: katsayisi ile ¢arpilir
ve bu terimlerin toplami alinir. Sag tarafta ise, xo noktasindaki fonksiyon degeri ve farkli

derecedeki tiirevleriyle ¢arpilan katsayilarin toplami bulunur.

2.8.4. Denklemden Katsay: Ifadelerinin Cikarim

Birlestirilen denklemlerden katsayili ifadelerine dayali bir denklem sisteminin
olusturuldugu agamadir. Bu agsamada, Tablo 17’de belirtilen denklemlerden tiirev ifadeleri,
h degerleri ve paydadaki ifadelerin atilarak t katsayilarindan olusan denklemler elde edilir.
Her bir denklem Expi seklinde adlandirilan ifadeyi olusturur. Bu sekilde, denklem

sistemine niimerik alan islemlerini uygulamak miimkiin olur.
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Tablo 18. Katsay1 ifadelerine dayali denklemler

Expo:t1 + tz + t3

Expiity +t,x2+t3 %3
Expy:ty +ty * 22 + t3 * 32
Exps:t; +ty %23 4+ t5 %33

Tablo 18°de verilen ifadeler, her bir t; katsayisunin belirli kuvvetlerinin alinmasiyla
olusan toplamlar1 ifade eder ve fonksiyonun xo noktasindaki belirli tiirevlerini hesaplamada
kullanilir. Ornegin, Expo: ti+tz2+t3 ifadesi, tiim agirhk faktorlerinin toplamini ifade eder
ve f(xo) katsayili degiskenlerin toplamidir. Expi: ti+tz2x2+4t3+3 ifadesi, her bir agirlik
faktoriiniin swrasiyla 1, 2 ve 3 ile carpilmasiyla elde edilir ve bu, f’(xo) katsayili

degiskenlerin toplamidir.

2.8.5.  Yeni Denklem Sisteminin Olusturulmasi

Bu asamada tretilen denklemler, c¢esitli denklem sistemi ¢6zme tekniklerini
uygulamak amaciyla sifira esitlenir. Bu siireg, elde edilen denklemlerin, sayisal

yontemlerle ¢oziilebilir hale getirilmesi i¢in zorunludur.

Tablo 19. Denklemlerin sifira esitlenmesi

ty +ty 22 +t3%x3%2=0
t1+t2*23+t3*33=0

Tablo 18’de verilen denklem kiimesinde istenilen tiirev derecesinin hesaplamasini
yapabilmek igin bazi ifadeler ¢ikartilarak Tablo 19°da verilen denklem sistemi
olusturulmustur. Belirli bir tiirev ifadesini bulabilmek i¢in, bu tiirevin derecesini igeren
katsay: ifadesi ile fonksiyonun xo noktasindaki degerini igeren katsayi ifadesi diginda kalan
katsay1 ifadelerinin sifirlanmasin1  saglamak i¢indir. Birinci tlirevi hesaplamak
istedigimizde, denklem serisinde yer alan ifadelerden Expo ve Exp: ifadelerini ¢ikartiriz.
Bu islem sonucunda geriye Exp. ve Exps ifadeleri kalir ve birinci tiirevin hesaplanmasi bu
denklemler iizerinden gergeklestirilir. Benzer sekilde, ikinci tlirevi hesaplamak
istedigimizde, denklem serisindeki Expo ve Exp; ifadelerini ¢ikartiriz. Bu durumda geriye

kalan ifadeler Exp: ve Exp3 olur ve ikinci tiirevin hesaplanmasi bu denklemler iizerinden
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yapilir. Bu sekilde, tiirev hesaplamalarinda hangi ifadelerin ¢ikarilmasi gerektigini ve

hangi ifadelerin kullanilacagin belirleyerek islem yapabiliriz.

t1 ta t3
1 22 32
1 2% 3

Sekil 8. Genel katsayis1 matrisi

Gauss eliminasyon yontemi, ¢alismada iiretilen denklem sistemini ¢ézmek igin
kullanilmaktadir. Denklemler, bu yontem uygulanmadan once katsayilari bir matrise

yerlestirilir, boylece lineer denklem sistemlerinin ¢6ziimiine olanak taninir.

i1 to i3
1 4 -9
1 8| =27

Sekil 9. Yeni katsay1 matrisi

Sekil 8’de yer alan Katsay1r matrisi olusturulduktan sonra Gauss eliminasyon islemi
icin bagimsiz degisken sag tarafa cekilerek Sekil 9’da goriildiigii gibi yeni matris
olusturulur. Boylece matris genisletilmis katsayilar matrisi formuna doniistiriiliir ve Gauss

eliminasyon yontemini uygulanmak tizere hazirlanir.

2.8.6.  Dogrusal Denklem Sisteminin Coziimii

Onceki boliimde anlatilan denklem sistemini ¢ozebilmek icin katsayilar matrise
atilmistir. Bu kisimda ise denklem sisteminin niimerik alanda ¢6ziimii ele alinacaktir. Bu
stireg, katsayr matrisi tizerinde Gauss eliminasyon yontemini uygulayarak, sistemin
¢Oziimiinii adim adim ilerletir. Gauss eliminasyonu, matrisi st tiggensel, alt iggensel veya
birim matris formuna doniistiiriir ve ardindan yerine koyma gibi islem adimlariyla
sistemdeki bilinmeyenlerin belirlenmesini saglar. Bu adim, matematiksel ifadeleri daha

basit bir formda ifade ederek, lineer cebir teknikleriyle sistemin ¢oziimiini elde etmeyi
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amaclar. Sekil 10’da birim matris donlisimiiyle denklem sisteminin  ¢oziimii

gosterilmektedir.

Sekil 10. Denklem sisteminin ¢oziimii

Sekil 10’da yer alan matristen de anlasilacag: iizere degiskenlerin degerleri, t3
bagimsiz degisken yapilarak hesaplanir.

t1=9 *t3

t2=-9/2 x t3

2.8.7. Tamsay Degerleri Icin Katsayl Degerlerinin Hesaplanmasi

Bolim 2.8.6’da bulunan ti, to ve t3 degiskenlerine en uygun tamsayi1 degerinin
atanabilmesi i¢in EKOK hesaplama yonteminden faydalanilmistir. Bu sayede degisken
degerleri tamsayi cinsinden ifade edilmistir. EKOK hesaplamak i¢in hizli olmasi hasebiyle
oklid algoritmasi tercih edilmistir.

Tamsay1 degeri elde edebilmek i¢in t; ve to degiskenlerinin paydalarinin EKOK’u
hesaplanmistir. Bulunan EKOK degeri t3 degiskenine atanmistir; bdylelikle tiim
degiskenler tamsay tiirtinden ifade edilmistir.

ts = EKOK (1,2) =2

EKOK degeri goriildiigii iizere 2 olarak bulunmustur. Diger hesaplamalar ise
asagidaki gibidir.

t1=9% 2 =18,

t2=-9/2+x2=-9

t3=2
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2.9. lifadenin Hesaplanmasi ve Diizenlenmesi

Ifadenin diizenlenmesi ve hesaplanmasi asamasinda bulunan degiskenlerin degerleri
Bolim 2.8.3’te yer alan birlestirilmis denklem sisteminde yerine koyulur ve denklemler

yeniden diizenlenir.

Tablo 20. Sayisal hesaplama iglemleri

—11*xy,+18*xy; =9y, + 2 %y,
yW = o +0(h%)
y(l) _ —11%0.7071 + 18 x0.7078 — 9 * 0.7085 + 2 * 0.7092 Lo
6 x0.001
y(l) _ 0.04242616 — 07071
0.06
y® =0.7071 + 0(h3)

Elde edilen katsayilar denklemde yerine konulmustur ve Tablo 20’de gériildiigii gibi

bir 6rnek fonksiyonun tiirev ifadesi elde edilmistir.

2.10. Islem Adimlarimn Dokiimana AKktarilmasi

Tirev ifadelerinin tiretimleri LaTeX dilinde formatlanarak PDF dokiimani olarak
kaydedilmektedir. LaTeX, bilimsel ve matematiksel belgelerin estetik bir bigcimde
diizenlenmesi i¢in yaygin olarak kullanilan bir yazim sistemidir. LaTeX dilindeki yazim,
matematiksel semboller, ifadeler ve denklemlerin dogru ve etkili bir sekilde
bicimlendirilmesini saglar. Ozellikle matematiksel igeriklerin sunumunda, LaTeX dilinin

sundugu olanaklarmn giiglii ve esnek oldugu unutulmamalidir.

Tablo 21. Latex kaynak kodu

f(x) = f(x0) + F(xO)\times(xx0) + F"(xO)\times \frac{(x-x0)"2}{2!}+ F"(x0)\times

Latex \frac{(x-x0)"3}{3!}+ F(x0)\times \frac{(x-x0)"4}{4!}

— 2 _ 3
Matematiksel S &) =f(x0) + f'(x0) x (x — x0) + " (x0) X % + f'""(x0) x w
Notasyon + 7 (x0) x (x — x0)*

4!
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Tablo 21'deki matematiksel ifadelerin LaTeX diline doniisiim islemi, her adimda
sistemli bir sekilde gergeklestirilmistir ve bu siireg, bir PDF belgesi olusturmak amaciyla
kullanilacak olan tex uzantili dosyanm icerigine entegre edilmistir. Ilk etapta, AST ve
ziyaretgi tasarim deseni kullanilarak matematiksel ifadelerin temsil edildigi bir yapi
olusturulmustur. Daha sonra bu agag tizerinde gezinilerek Taylor serisi agilim1 hesaplanmis
ve sonrasinda elde edilen ifadeler LaTeX diline ¢evrilmistir. Taylor serisinin agilimindan
yararlanarak lineer denklem sistemi olusturulmus ve bu sistem Gauss eliminasyon yontemi
ile ¢ozilmiustiir.

Her bir adim, LaTeX dokiimaninin ilgili boliimlerine eklenerek, adim adim
agiklamali bir LaTeX dokiimani olusturulmustur. Bu tex dosyasi, bir LaTeX derleyicisi
kullanilarak PDF formatina donistiiriiliir. Boylece, matematiksel notasyon doniisiim

stirecini igeren kapsamli bir ¢ikt1 elde edilir.



3. BULGULAR

Yazilimin  dretim siirecinde tiirev ifadelerinin  belirlenmesinde  kullanilan
matematiksel hesaplamalar, AST ve ziyaret¢i tasarim deseni yer almaktadir. Bu
hesaplamalar, Taylor serisinin genisletilmesi, lineer denklem sistemlerinin olusturulmasi,
Gauss eliminasyon yontemi ile ¢oziilmesi ve tiirev ifadelerinin tiretilip degerlendirilmesini
icermektedir.

Yazilim ile herhangi bir fonksiyonun farkli mertebeden tiirevlerinin basariyla
hesaplanabildigi gézlemlenmistir. Tiirev hesaplamalari, ileri yonlii, geri yonlii ve merkezi
fark yontemleri kullanilarak ayr1 ayr1 gergeklestirilebilmektedir. Bu yontemler, fonksiyon
tirevlerinin dogrulugunu ve hesaplama esnekligini artirarak, ¢esitli analizler igin giiglii bir
Java araci olarak sunulmustur.

Sayisal hesaplamalar sirasinda, o6zellikle rasyonel aritmetik islemleri i¢in biiyiik
sayilarla ¢aligmak gerektiginden, standart veri tiplerinin bu sayilar1 dogru bir sekilde temsil
etmekte yetersiz kaldig1 gozlemlenmistir. Bu yetersizlikler, sayisal kayiplara yol agmuistir.
Bu tiir kayiplar1 azaltmak amaciyla, Biglnteger ve BigDecimal gibi uygun veri tipleri
kullanilmis ve ara sonugclar yiiksek hassasiyetle saklanmistir. Bu yaklasim, hesaplamalarda
olusabilecek hatalar1t minimize etmis ve sonuglarin dogrulugunu 6nemli dl¢iide artirmistir.
Bu sayede gelistirilen Java araci diger uygulamalara giiclii bir alternatif olmustur.

Calismada fonksiyonlarin farkli mertebeden tiirevlerini igeren Orneklemeler
sunulmaktadir. Hesaplanan bu sonuglar, Matlab ortaminda elde edilen degerlerle
karsilagtirillmis ve bu karsilastirmalar sonucunda iki hesaplama arasinda yakinlik
gozlemlenmistir. Bu uyum, gelistirilen yazilimin tiirev hesaplamalarini basarili bir sekilde

gerceklestirebildigini ve dogru sonuglar tiretebildigini teyit etmektedir.

Tablo 22. Tirev sonuglari

Fonksiyon Tiirev Matlab Uygulama Gercek Deger

sin(x) 1.Tiirev 0.7071 0.7071 0.7071

exp(-x)*sin(x)  2.Tiirev -1.0260 —1.0260 -1.0260




57

Tablo 22°de uygulamanin elde ettigi sonug, Matlab aracinin elde ettigi sonug ve
gercek deger yer almaktadir. Gelistirilen uygulamanin hem tiirevi kolay alinan
fonksiyonlar i¢in hem de tiirevi zor olan fonksiyonlar igin basarili bir sekilde tiirev
hesapladig1 ve bu islemleri herhangi bir performans kaybi yasamadan gergeklestirdigi
gOrlilmiistiir.

Calismada ele alinan bazi fonksiyon ornekleri ve noktasal 6rnekleme kiimeleri
iizerinden yapilan tiirev hesaplamalarinin dogrulugu degerlendirilmistir. Ozellikle, nokta
sayisinin artmasiyla elde edilen tirev degerlerinin ger¢ek degere daha yaklastigi
gozlemlenmistir. Bu degerlendirme, sayisal tiirev kullanilan matematiksel hesaplamalarin
dogrulugunu belirlemede 6nemli bir adimdir. Noktasal 6rnekleme kiimelerinin artmasi,
hesaplamalardaki hata paymi azaltabilir ve tiirev hesaplamalarmin daha kesin sonuglar
vermesini saglar. Bu adim, sayisal tiirevlerin gercek diinya problemlerindeki dogrulugu ve

giivenilirligini degerlendiren 6nemli bir arastirma asamasini temsil etmektedir.

Tablo 23. 6 Noktali Ornek fonksiyonlarin tiirev Sonugclari

Fonksiyon(f(x) Adim boyutu ., h
yon(f(x)) (h) ve x deger 2. Tirevi(f”(x)) 3. Tirevi(f" (x))
— 3
Je) =x x=2, h=1 12.0 6.0
f(x) = Sin(x) x=pi/4, h=0.001 —-0.7071 —-0.7071
f(x) = (&) x Sin(x) x=pi/4, h=0.001 —0.6447 1.2895
1
fx)= 1+ (x)? x=pi/4, h=0.001 0.4024 1.0567

f(x)=2%x50+3xx%5+5

X = pil4,h= 0.001 7.0009 206.1569
— i 2 (2x) .
f(x) = sin(x®) + cos(3x) + €% i h-0.001 25.8099 48.9623
FOO) = (2 + 1)3 0.4024 1.114.685

X =pi/4, h=0.001
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Tablo 23’te, baz1 fonksiyonlarin belirtilen adim ve nokta degerlerine gére elde edilen
tirev degerleri yer almaktadir. Bu fonksiyonlarin tiirev hesaplamalar1 oldukg¢a zordur.

Ancak uygulama bu hesaplamalar1 kolaylikla yapabilmektedir.

3.1. Uygulamanin Performansi

Caligmanin dikkat ¢eken bir diger noktasi ise, herhangi bir fonksiyon icin verilen
nokta sayisia gore tlirev hesaplama iglemlerinde, nokta sayist ve degeri ayn1 oldugunda
Matlab gradient ve Python derivative ve gradient tiirev hesaplama araglarina gére daha

gercekei sonuclar elde edilebilmesidir.

Tablo 24. Uygulamanin Diger Uygulamalar ile Karsilastirilmasi

) X h Maple, Python Uygulama Gergek
Fonksiyon
Degeri  Degeri  Matlab Sonucu Sonucu Deger
f(x) = (€)™ x Sin(x) 0 n/4 0.9003 0.95637 1
f(x) = ! /4 1 0.3000 0.48825 0.5
(x—1+(x)2 T -0. -0. -0.
f(x) = ! 0 /20 1.8130 1.9946 2
R TACYE § | '

Matlab, Python ve Maple biinyesindeki sayisal tiirev alma iglemleri, benzer siire¢
icerdikleri i¢in ayn1 sonug elde edilmistir. Tablo 24’te ti¢ farkli fonksiyonun belirli x ve h
degerleri i¢in s6z konusu ii¢ ara¢ kullanilarak hesaplanan tiirev sonuglar1 ile uygulama
sonuclarmi ve gercek degerleri karsilastirmaktadir. i1k fonksiyon (f(x) = e {-x} sin(x)) i¢in
x = 0 ve h = n/4 degerlerinde Python ve Matlab sonucu 0.9003 iken, uygulama sonucu
0.95637 ve gercek deger 1'dir. Bu, uygulama sonucunun gercek degere daha yakin
oldugunu gdstermektedir. Ikinci fonksiyon (f(x) = 1 / (1 + x2)) igin x = n/4 ve h = 1
degerlerinde Python ve Matlab sonucu -0.3000, uygulama sonucu -0.48825 ve gergek
deger -0.5'dir. Burada da uygulama sonucu gercek degere daha yakindir. Ugiincii fonksiyon
(f(x) = sin(x"2) + cos(3x) + e"{2x}) icin x = 0 ve h = /20 degerlerinde Python ve Matlab



59

sonucu 1.8130, uygulama sonucu 1.9946 ve ger¢ek deger 2'dir. Yine, uygulama sonucu
gercek degere daha yakin bir dogruluk sergilemektedir. Bu genel tablo, uygulamanin ayni1
adim boyutunda Python ve Matlab’a gore daha gerceke¢i ve dogru sonuglar elde ettigini

gostermektedir.

3.2. Uygulamamn Kisitlamalari

Uygulama, belirli nokta sayilar1 ve adim boyutlar1 icin tiirev hesaplamalar
gergeklestirirken bazi kisitlamalara tabi olmaktadir. Bu kisitlamalar, artan nokta sayisi ve
denklemlerin boyutlarinin biiyiimesi, sayisal degerlerin biiytlikliigili, hesaplama hatalar1 ve
bazi noktalarin hesaplanamamasi gibi konular1 kapsamaktadir.

e Artan Nokta Sayis1 ve Denklem Boyutlari: Nokta sayisiin artmasi, ¢oziilecek
denklemlerin boyutunu da artirmaktadir. Bu durum, ¢6ziim yonteminin hesaplama
siiresini uzatmakta ve verimliligi distrmektedir. Artan nokta sayisiyla birlikte,
hesaplamalarin karmasiklig1 artmakta ve daha fazla bellek kullanim1 gerekmektedir.
Bu da ozellikle biiyiik veri setlerinde islem siiresinin uzamasia ve verimliligin
azalmasina yol agmaktadir.

e Sayisal Degerlerin Biiytkliigii: Sayisal degerlerin c¢arpimi sonucu ¢ok biiyiik
ifadeler elde edilebilmektedir. Bu durum, kullanilan veri tiplerinin kapasitesini
asabilir ve bellek tagsmalarina neden olabilir. Sonug olarak, tiirev hesaplamalarinin
dogrulugunu olumsuz yénde etkileyebilir. Ozellikle biiyiik sayilarla yapilan
islemlerde, kullanilan veri tiplerinin sinirlamalari ve bellek yonetimi énemli hale
gelmektedir.

e Noktalarin Hesaplanamamasi: Uygulamada 4, 6, 8 ve 10 noktali merkezi fark
yontemleri kullanilarak yapilan 2. tiirev hesaplamalarinda, ayni katsay1 degiskenine
ait degerlerin farkli sonug iiretmesi nedeniyle bazi noktalar hesaplanamamistir. Bu
durum, metodolojinin bazi 6zel durumlarda yetersiz kalabilecegini ve sonuglarin
dogrulugunu olumsuz etkileyebilecegini gostermektedir.

Calismada, Tablo 25'te yer alan noktalarin hesaplama yapamadigi tespit edilmis ve

bu durum detayli olarak rapor edilmistir. Bu olumsuz durum sadece belirli sartlar meydana
geldiginde ortaya ¢ikmaktadir. Bu sartlardan ilki hesaplama yontemi olarak merkezi fark

yonteminin seg¢ilmesi ikincisi sart ise 2. tiirevin hesaplanmasinin talep edilmesi ve son sart
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noktalarin Tablo 25’te gosterildigi gibi secilmesi durumunda ortaya ¢ikar ve hesaplama

secilen noktalara gore yapilamayabilir.

Tablo 25. Hesaplanamayan noktalar

Formiil Aciklama
Formiil Durum
Tiirii (Merkez fark formiilii)

y0'da ikinci tiirev, 1 nokta geri ve 2 nokta ileriye
4 noktal y[2,1,2] Hesaplanamadi.
bakilarak hesaplanir.

y0'da ikinci tiirev, 2 nokta geri ve 3 nokta ileriye
6 noktal y [2,2,3] Hesaplanamadi
bakilarak hesaplanir.

y0'da ikinci tiirev, 2 nokta geri ve 4 nokta ileriye
6 noktah y[2,2,3] Hesaplanamadi
bakilarak hesaplanir.

y0'da ikinci tiirev, 3 nokta geri ve 4 nokta ileriye
8 noktah y[2,3,4] Hesaplanamad:
bakilarak hesaplanir.

y0'da ikinci tiirev, 1 nokta geri ve 6 nokta ileriye
8 noktal y[2,1,6] Hesaplanamadi
bakilarak hesaplanir.

y0'da ikinci tiirev, 4 nokta geri ve 5 nokta ileriye
10 noktalh y[2,45] Hesaplanamadi
bakilarak hesaplanir.

y0'da ikinci tiirev, 1 nokta geri ve 8 nokta ileriye
10 noktalh y[2,1,8] Hesaplanamadi
bakilarak hesaplanir.

Tablo 25’te merkezi fark formiillerinin ¢esitli nokta sayilariyla ikinci tiirev
hesaplama yontemlerini ve bu yontemlerin hesaplanip hesaplanamadigii gostermektedir.
Her formiilde, yo noktasindaki ikinci tiirev, belirli sayida geriye ve ileriye bakilarak

hesaplanmaya caligilmig, ancak belirtilen formiiller i¢in hesaplama yapilamamaktadir.

3.3. Uygulamanin Arayiizii

OpenAPI, Java ile yazilmis bir uygulamanin uzaktan erigimle kullanilmasini ve diger
kullanicilarin  taleplerine yanit vermesini saglayan bir standarttir. Bu standart,
uygulamalarin web lizerinden etkilesimini kolaylastirarak, ¢esitli istemcilerin (web
uygulamalari, mobil uygulamalar, diger sunucular) bu hizmetlere erisimini miimkiin kilar.

Gelistirdigimiz sayisal tiirev hesaplama araci, OpenAPI ile entegre edilmistir. Bu
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entegrasyon sayesinde, uygulama uzaktan erisimle kullanilabilir hale gelmis ve diger
kullanicilarin taleplerine yanit verebilir olmustur.

OpenAPI'nin sundugu en 6nemli faydalardan biri, uygulamalarin genis bir kullanici
kitlesine ulasmasini saglamasidir. Kullanicilar, API dokiimantasyonu sayesinde nasil istek
gondereceklerini ve hangi formatlarda yanit alacaklarmi kolayca ogrenebilirler. Bu,
gelistiricilerin ve kullanicilarin entegrasyon siireglerini hizlandirir ve kolaylastirir. Ayrica,
bu standart sayesinde uygulamanin bakimi ve giincellenmesi de daha kolay hale gelir.

Uygulamanin araylizii sade, basit ve anlasilir olacak sekilde tasarlanmustir.
Kullanict dostu bu arayiiz sayesinde, kullanicilar kolayca sayisal tiirev hesaplamalarini
gerceklestirebilir ve sonuglari hizlica elde edebilirler. Arayiiziin kullanict dostu olmasi hem
teknik bilgiye sahip olan hem de olmayan kullanicilarin rahatca uygulamay1
kullanabilmesini saglar.

Bu API sayesinde, miihendisler dogrudan istek gondererek ve sonug¢ alarak
uygulamay1 kullanabilirler. Ayni zamanda, kullanicilar arayiizii kullanarak hizmet
alabilirler. Kullanicilar, istedikleri takdirde sonuglar1 Tex, LaTeX veya PDF formatinda
alabilirler, bu da sonuglarin akademik belgeler veya teknik raporlar i¢in uygun olmasini
saglar. Bu esneklik, uygulamanin genis bir yelpazede kullanilmasina olanak tanir. Hem
miihendisler hem de 6grenciler, uygulamay1 kendi projelerinde kullanarak, sayisal tiirev
hesaplamalarini kolay ve hizli bir sekilde gerceklestirebilirler. Uygulamanin esnek yapisi,
kullanicilarin gesitli formatlarda sonuglar elde etmesine ve bu sonuglar1 farkli disiplinlerde
ve kullanim senaryolarinda uygulamalarina olanak tanir. Bu da sayisal tiirev hesaplama
aracimizin egitimden arastirmaya, endiistriyel uygulamalardan akademik ¢aligmalara kadar
genis alanda bir ara¢ olmasina olanak tanr.

1. Tirev Degeri: Kullanicinin hesaplamak istedigi tiirevin derecesini belirttigi
alandir.

2. Noktalar: Kullanicinin, hesaplama i¢in kullanacagi noktalar1 virgiille
ayrarak girdigi alandir (6rnegin: x1, X2, X3, ...).

3. Adim Boyutu (h size): Hesaplamalarda kullanilacak adim boyutunun
girildigi alandir.

4. Fonksiyon Deger Sayisi: Hesaplama i¢in gerekli olan fonksiyon degerlerinin
sayisini belirten alandir.

5. Fonksiyon Degerleri (yo, Y1, Y2, Y3, ...): Kullanicinin belirttigi noktalardaki

fonksiyon degerlerini girdigi alanlardir.
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Ttirev Degeri
1
Noktalar (Or: x1,x2,x3,..)
123
Adim Boyutu (h_size)

0.001

Y_values

y0 - 0.70710678118
y1-0.70781353429
y2 - 070851957959

y3 - 070922491637

Arayiiziin tist kisminda, sonuglarin hangi formatta alinmak istendigini segmek igin iki
secenek bulunmaktadir; ToText ve ToPDF. Kullanicilar, bu kutucuklar1 isaretleyerek
sonuglart metin, TeX/LaTeX veya PDF formatinda almayi tercih edebilirler. Bu
secenekler, kullanicilarin farkli ihtiyaglarina uygun sekilde sonuclar: kullanmalarini saglar.

Tim gerekli veriler girildikten sonra, kullanicilar “Hesapla” diigmesine tiklayarak
hesaplamalar1 baglatabilirler. Bu diigme, kullanicilarin islemlerini hizli ve kolay bir sekilde
gerceklestirmelerine olanak tanir. Arayiiziin kullanici dostu olmasi hem teknik bilgiye
sahip olan hem de olmayan kullanicilarin rahat¢a uygulamayi kullanabilmesini saglar. Bu

basit ve tasarim, kullanicilarin sayisal tiirev hesaplamalarini kolayca yapmalarini ve

m
=
0

000 09
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Gerekli alanlari doldurun ve hesaplamayi baglatmak i¢in "Hesapla’ butonuna basin

Sayisal Tiirev Hesaplamasi
ileri, geri ve merkezi fark yontemlerini kullanarak
sayisal tirevleri hizli ve dogru bir sekilde
hesaplayin. Hesaplama sonuglarini PDF formatinda
detayli raporlar halinde indirin.

Uygulamayr mevcut projelerinize kolayca entegre
edin. Sagladigimiz AP| destegi ile farkli
platformlarda esnek ve verimli bir kullanim
saglayin.

Kolay Entegrasyon

Sekil 11. Uygulama Araytizii

sonuglari istedikleri formatta alabilmelerini miimkiin kilar.

Hassasiyet hatalarini minimize eden gelismig

Yiiksek Hassasiyet

algoritmalarla yliksek dogrulukta sonuglar elde
edin. Bilimsel ve miihendislik hesaplamalarinizda
gvenilir veriler kullanin,

Esnek Yaklasimlar

intiyaciniza gére ileri, geri veya merkezi sonlu fark
yéntemlerini secerek esnek hesaplamalar yapin.
Farkli yaklagimlarla en uygun ¢ézimi bulun.



4. ONERILER

Java’da kodlanan sayisal tiirev aracinin kullanim ve hizmet diizeylerini gelistirmek
amaciyla, islevselligi genisletecek ve kullanici deneyimini zenginlestirecek gesitli dneriler
sunulmaktadir. ilk olarak, yaziliminiza cesitli matematiksel hesaplama yontemleri ve
sayisal tiirev tekniklerinin eklenmesi, aracin uygulama alanlarini genisletecek ve daha
genis bir kullanict Kitlesine hitap etmesini saglayacaktir. Bu tiir bir genisleme, yazilimin
akademik ve endiistriyel kullanimlar igin daha ¢ekici hale gelmesine katkida bulunur.

Kullanic1 arayiiziiniin daha etkilesimli ve sezgisel hale getirilmesi, yazilimin
kullanim kolayligim artirabilir. Ozellikle karmasik matematiksel islemleri gerceklestiren
bir yazilm igin, kullanici arayiiziiniin sade ve anlasilir olmasi, kullanicilara islemlerini
daha hizli ve hatasiz bir sekilde yapma firsati sunar. Bu, matematik ve miihendislik
disiplinlerinde ¢alisan profesyoneller igin biiyiik bir avantaj saglayabilir.

Simgesel ifadelerin daha net ve kolay anlasilir sekilde gosterilmesi de 6nemlidir. Bu,
kullanicilarin islemleri daha etkin bir sekilde yapmalarini saglar ve yazilimin genel
verimliligini artirir. Bdylece yazilim, daha genis bir kullanici tabani tarafindan tercih edilir
ve pazardaki rekabet giicii artabilir.

Yazilim aracinin performansini iyilestirmek igin, algoritma daha hizli ve daha az
kaynak tiiketen siirtimleriyle degistirmek, performansi artirabilir. Coklu is pargacikli
programlama, ozellikle ¢ok ¢ekirdekli islemcilerde, yazilimin es zamanli islemleri daha
verimli bir sekilde gergeklestirmesini saglayabilir. Ayrica, veri yapilarinin dogru se¢imi ve
kullanimi, veri erigim hizim1 6nemli Olgiide artirabilir. Java’da gereksiz kiitiiphane
bagimliliklarindan kaginmak, yazilimin yiiklenme siiresini ve hafiza kullanimint minimize
edebilir. Bu stratejilerin biitiinlesik uygulanmasi, yaziliminizin genel performansini 6nemli
olglide iyilestirecek ve daha etkin bir kullanim sunacaktir.

Her bir oneri, yazilimin kapasitesini arttirmaya ve kullanici ihtiyaclarma daha iyi
yanit vermeye odaklanmistir. Bu Onerilerin uygulanmasi, yazilimin siirekli gelisimine

katkida bulunacak ve kullanici memnuniyetini artiracaktir.



5. SONUCLAR

Bu tezde bir matematiksel fonksiyona ait noktalar1 kiimesi yardimiyla degisik
mertebelerden tiirev hesaplayabilen bir uygulama gelistirilmistir. Uygulama, Taylor serisi
ve Gauss eliminasyonu gibi matematiksel yontemleri kullanarak sayisal tiirev
hesaplamalar1 yapabilmektedir. Bu yontemler, belirli noktalardaki degerler iizerinden
fonksiyonun tiirevini yaklasik olarak hesaplamak i¢in kullanilmaktadir. Fonksiyonlarin
tanimlamasi yapilirken Taylor serisi a¢ilimlarindan yararlanilmis ve bir dogrusal denklem
sistemi ele edilmistir. Bu denklemlerin ¢6ziimiinde Gauss eliminasyon yo6ntemi
kullanilmustir.

Uygulamanim 6nemli bir 6zelligi, nokta sayisinin artmasiyla birlikte hesaplanan tiirev
degerlerinin ger¢ek degere daha yakin olmasidir. Bu, diger yaklasik hesaplama
yontemlerinin dogasindan kaynaklanmaktadir. Daha fazla nokta, fonksiyonun davranigini
daha iyi yakalamamizi ve dolayisiyla tiirev hesaplamasinda daha dogru sonuglar elde
etmemizi saglamaktadir. Boyle bir uygulamanin matematik, miihendislik ve bilimsel
hesaplamalar gibi alanlarda faydali olabilecegi beklenmektedir. Ozellikle karmasik
fonksiyonlarin tiirevlerini analitik olarak hesaplamak zor oldugundan, bu tiir sayisal
yontemler 6nem arz etmektedir.

Gelistirilen yazilim, sayisal tiirev ifadelerini tiretme, degerlendirme ve belgelendirme
konularinda etkin bir ara¢ olarak kullanilabilir. Ozellikle farkli ydnlere sahip sonlu fark
yontemlerini  kullanarak c¢esitli mertebeden tiirev ifadelerini elde etme esnekligi
sunmaktadir. Tiirev ifadeleri, matematiksel analiz ve bilimsel hesaplamalarda cesitli
uygulamalara yonelik olarak kullanilabilir.

PDF iretimi, niimerik analiz derslerinde Ogrencilere sayisal tiirev ydntemlerini
ayrintili bir sekilde 6gretmek amaciyla tasarlanmigtir. Bu siireg, fonksiyonun her bir
noktasinda Taylor serisine agilmasiyla baslamaktadir. Ilk adimda, fonksiyonun her bir
noktasindaki tiirevinin hesaplanmasi igin gerekli olan temel teorik altyapi olusturulur.
Ardindan Taylor serisi kullanilarak agilan denklemler, degiskenlerle ¢arpilarak yeni
denklem serilerine ulasilmaktadir. Bu adimlar, fonksiyonun tiirev hesaplamasma uygun
hale getirilmesini saglamak amacryla titizlikle ele alinir. Her bir adim 6grencilere, sayisal

tiirevin nasil hesaplandigi konusunda derinlemesine bir anlayis kazandirmay1 amaglar.
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PDF dosyasu, ileri, geri ve merkezi yontemlerle sayisal tiirev hesaplamasini detayh
bir sekilde agiklamaktadir. Bu yontemlerin her birinin adim adim uygulanmasi, 6grenciler
icin fonksiyonun belirli noktalardaki tiiretilmesini anlama konusunda kapsamli bir
perspektif sunmaktadir. Ozellikle, teorik temellerin yani sira uygulamalara odaklanarak,
sayisal tiirev hesaplamasi i¢in iyi bir altyapir saglanmaktadir. PDF dosyasi, 6grencilere
kendi ¢oziimlerini iiretebilme becerisi kazandirir. Fonksiyonun tiiretilmesi adim adim
anlatilarak, 6grenciler kendi ¢oziimlerini Pdf’nin irettigi ¢oziimle karsilastirabilir ve bu
sayede hatalarini kolaylikla bulup diizeltebilir. Bu interaktif 6grenme yontemi, 6grencilere
sayisal tiirev hesaplamasinin hem teorik temellerini hem de pratik uygulamalarin1 anlama
konusunda giiglii bir temel saglar.

Sonug olarak, bu ¢alisma fonksiyon tiirevlerinin hesaplanmasinda yeni ve kullanigh
bir yontem sunmaktadir. Bu yontem, matematik, miithendislik ve bilimsel hesaplamalar gibi
alanlarda calisan kisiler i¢in faydali olabilir. Niimerik analiz derslerinde 6grencilere
fonksiyonun tiirev alma yoOntemlerini &gretmek igin PDF iiretiminin kullanilmasi,
ogrencilerin bu kavramlar1 daha iyi anlamalarina yardimci olabilir. Gelecekteki ¢alismalar,
bu yontemin daha da gelistirilmesi ve genisletilmesi iizerinde odaklanarak hizmet

seviyesini yiikseltecektir.
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