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DOGRULUK BEYANI

Yiiksek lisans tezi olarak sundugum bu calismayi, bilimsel etik, ahlak ve
geleneklere aykirt diisecek bir yol ve yardima bagvurmaksizin yazdigimi,
yararlandigim eserlerin kaynakg¢ada gosterilenlerden olustugunu ve bu eserleri her
kullanisimda alint1 yaparak yararlandigimi belirtir; bunu serefimle dogrularim.
Enstitii tarafindan belli bir zamana bagli olmaksizin, tezimle ilgili yaptigim bu
beyana aykirt bir durumun saptanmasi durumunda, ortaya c¢ikacak tiim ahlaki ve

hukuki sonuglara katlanacagimi bildiririm.

REBWAR MOHAMMED MAWLOOD

Imza



Bu tezimi aileme armagan ediyorum...



ONSOZ

Bu tez ¢alismasinda KdV denkleminin ve ilgili test problemlerinin tanittimi yapildi.
Daha sonra ise sonlu farklar yontemi kullanilarak denklemin niimerik ¢6ziimleri
sunuldu.

Niimerik yontemin uygulanisinda, ilk olarak, Crank-Nicolson formiilleri yardimiyla
diferensiyel denklemin zaman ayristirmasi yapildi. Daha sonra denklem sistemindeki
lineer olmayan terimler iki farkli yontem ile lineerlestirildi. Konum ayrigtirmasi igin
problemin ¢6ziim bolgesi esit uzunluklu alt araliklara boliindii. Sonlu farklar
yonteminin uygulanmasi ile ortaya c¢ikan matris denkleminin ¢dziimleri icin ise
Thomas algoritmasi kullanildi.

Denklemin ¢oziimlerinin elde edilmesinde C++ programi kullanildi ve elde edilen

sonuglar Grapher programi ile ¢izildi.
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OZET
SONLU FARKLAR YONTEMI iLE KDV DENKLEMINIiN NUMERIK
COZUMLERI

Bu tez calismasimin temel amaci, dalga teorisinde oldukca 6nemli bir yer tutan KdV
denkleminin niimerik ¢oziimlerinin elde edilmesidir. Bu amag¢ dogrultusunda, en
temel niimerik ¢oziim yontemlerinden birisi olan sonlu farklar yOntemi
kullanilmastir.

Dalga teorisine iliskin bazi temel bilgiler ve tanimlar birinci boliimde verilmis, KdV
denkleminin ve ilgili test problemlerinin tanitilmasi ise ikinci boliimde yapilmistir.
Tiirevler i¢in sonlu fark yaklasimlar1 ve sonlu farklar yontemine iliskin temel bazi
bilgiler tiglincli bdliimde sunulmustur. Niimerik yontemin KdV denklemine
uygulanmasi ise dordiincii boliimde verilmistir.

Niimerik yontemin uygulanisinda, ilk olarak, Crank-Nicolson formiilleri yardimiyla
diferensiyel denklemin zaman ayristirmasi yapildi. Daha sonra denklem sistemindeki
lineer olmayan terimler iki farkli yontem ile lineerlestirildi. Konum ayristirmasi igin
problemin ¢6ziim bolgesi esit uzunluklu alt araliklara bdliindii. Sonlu farklar
yonteminin uygulanmasi ile ortaya ¢ikan matris denkleminin ¢oziimleri i¢in ise
Thomas algoritmasi kullanildi. Kullanilan yontem, farkli problemler iizerinde test
edildi. Yontemin dogrulugunun arastirilmasi i¢in hata normlar1 ve KdV denkleminin
korunum kanunlar1 hesaplandi. Son olarak, elde edilen sonuglar ile bir degerlendirme

yapildi.

Anahtar Kelimeler: Dalga, KdV, Soliton, Sonlu farklar



ABSTRACT
NUMERICAL SOLUTIONS OF KdV EQUATION USING FINITE
DIFFERENCE METHOD

The main objective of this thesis is to obtain the numerical solutions of KdV eqution
which has a quite importance in wave theory. For this objective, one of the basic
numerical method, the finite difference method, is used.

Some basic informations about waves are given in the first chapter. KdV equation
and its related test problems are introduced in the second chapter. Finite difference
formulas for the derivatives and some introductory informations about finite
difference method are presented in the third chapter. Application of the numerical
method for the KdV equation is constructed in the forth chapter.

In the application of the numerical method, firstly, the time discretization of the
equation is achieved by the help of Crank-Nicolson formulae. Then, the nonlinear
terms in the equation are linearized by two different methods. A uniform partition of
the solution domain is considered for the space discretization. The Thomas algorithm
is used for the solutions of the obtained matrix equations. The numerical method is
tested on different test problems. Accuracy of the method is investigated by error
norms and the conservative laws of KdV equation. Finally, a conclusion is given in

the last chapter.

Keywords: Wave, KdV, Soliton, Finite difference
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi
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1. GIRIS

1.1 Dalga

Hava, su veya bosluk gibi uygun ortamlarda ilerleyen bir dagilima dalga denir. Su
dalgalari, ses dalgalari, radyo dalgalar1 buna 6rnek gosterilebilir [1]. Matematiksel
olarak ise dalga, hareket eden herhangi bir fonksiyon olarak tanimlanabilir. Sekill.1
ve Sekill.2 sirasiyla bir gercek dalga ve bir matematiksel dalga profilini
gostermektedir. x, pozitif bir deger olmak iizere, bagimsiz degiskenin x noktasindan
X — X, noktasina degisimi, bir u(x) fonksiyonun grafiginin sag tarafa dogru yer
degistirmesine, dtelenmesine neden olur. t zamani gostermek {izere, 6zel olarak eger
xo = ct, (¢ > 0) kabul edilirse, zamanin ilerlemesi, fonksiyonun grafigindeki yer
degisiminin artmasina sebep olur. Bu nedenle, u(x — ct) bi¢imindeki bir fonksiyon,
ileri yonlii ya da diger bir deyisle saga dogru bir dalga yayilimin1 karakterize eder.
Benzer sekilde, u(x + ct) fonksiyonu da dalga yayilimmnin geri yonlii ya da sola
dogru oldugunu gosterir. Burada, ¢ sayis1 matematiksel olarak dalganin hizini temsil

eder [2].

Yer defiigtirme ——

TCukur noktasi

Uzakhk ——»
# = Dalga boyu
V = Genlik

Sekil 1.1.b: Matematiksel dalga profili.



1.2 Lineer Dalga Denklemi
Lineer ve lineer olmayan dalga denklemleri, fizik ve miihendisligin bir¢ok alaninda
uygulama alanlarina sahiptirler [3]. Bir dalga denkleminin lineer olmasi ig¢in
asagidaki 6zelliklere sahip olmasi1 gerekir [4]:

a) Iki lineer dalgalarin toplami yine bir lineer dalgadir.

b) Herhangi bir lineer dalganin hiz1 ve sekli, genliginden bagimsizdir.

¢) Lineer dalgalarin genlikleri kii¢tiktiir.

Matematiksel olarak lineer dalga denklemi,
Uy — c2Au =0 (1.1)

seklinde yazilir. Burada ¢ dalganin yayilim hizini, A ise Laplace operatoriini

gostermektedir. Buna gore, zamana bagli bir boyutlu lineer dalga denklemi,
Upe — C2Uyy =0 (1.2)
olarak ifade edilir [5]. Bu denklemin
u(x,t) = p(x+ct) + P(x — ct)
formunda analitik ¢oziimlerinin varlig1 kolayca gosterilebilir.

1.3 ilerleyen Dalgalar

¢ reel sayist dalga yayilim hizint ve f: R — V fonksiyonu da dalga profilini temsil
etmek tizere, u(x,t) = f(x * ct) seklindeki bir fonksiyona ilerleyen dalga denir.
Boylece, x = u (x,t) noktasal doniigimii bir ¢t anindaki dalga profilini tanimlar.
Buna gore, t = 0 anindaki grafik sadece f(x) fonksiyonunun grafigini gosterirken
ilerleyen t zamanlarindaki, (t > 0), grafikler ise (x, f(x)) noktalarinin saga (ya da
sola) dogru 6telenmis hallerini dolayisi ile de zaman igerisinde bir yone dogru ¢ hizi

ile hareket eden dalga profillerini gosterir [6]. Sekill.3. Bu olguyu resmetmektedir.



fe+3) flx+2) flx+1) f(x) flx=1) flx=2) f(x—=3)

Sekil 1.2: lerleyen dalga.

1.4 Dalga Yayilim
Bir dalganin (sismik ya da ses dalgas1 gibi) yayilimi, i¢erisinde bulundugu ortamin
ozelliklerine baghdir. Bu Ozellikler, ortamin makro modelini tarif etmek icin

kullanilabilir ve asagidaki statik bilesenleri kapsar:

e p-dalga hizi
e Kesme dalga hiz1

¢  Yogunluk

Dinamik parametrelerin resmedilmesi i¢in ise diferensiyel denklemler bir alternatif

olusturur [7].

1.5 Dalgalarin Siniflandirilmasi
Dalgalarin siniflandirilmasinda, genel anlamda iki yaklasim dikkate alinabilir. Enine

ve boyuna dalgalar olarak ifade edilen bu yaklagimlar Sekill.3 ile gosterilmistir.

1.5.1 Enine dalga

Bir ucu sabit, digeri ucu ise hareket halinde bulunan ve ortamdaki parcaciklarin dalga
hiz vektoriine dik olacak sekilde hareket ettigi durum olarak ifade edilebilecek
dalgalardir. Bu dalga tipine drnek olarak, uzatilmis bir halatin hizli bir sekilde asagi
yukar1 hareket ettirilmesi ile elde edilen dalga profili verilebilir. Bakiniz Sekill.3.a.

1.5.2 Boyuna dalga
Bulundugu ortama paralel olarak ilerleyen bir dalganin hareketi, boyuna dalgay: tarif
eder. Bu dalga tipine 6rnek olarak, ses dalgalar1 diistiniilebilir. Bakiniz Sekil1.3.b.

Bununla birlikte, baz1 dalgalar her iki dalga tiiriine de ait 6zellileri gosterebilirler [8].



Enine: I ey

‘1'5 =0 — Dalga boyu —+
(a)
Sikistirma Genisleme
Boyuna: -~ WWMVMWW
g 4 ~— Dalga boyu —

A (b)
Sekil 1.3: Enine dalga ve boyuna dalga.

1.6 S1g Su Dalgan

Su dalgalar i¢in [9] numarali referansa bakildiginda, s1§ su dalgalar1 i¢in farklh
yaklagimlarla ortaya c¢ikan denklemlerin, tamamen integrallenebilen kismi tiirevli
diferensiyel denklemler olduklar1 goriilir. Bu denklemlerin elde ediliginde, dort
uzunluk Ol¢limii hayati bir role sahiptir. Sekil 1.5 te agikca goriildiigii gibi Aile
gosterilen dalga boyu, birbirini takip eden iki zirve arasindaki uzunluk olarak
bulunur. a ile gosterilen genlik, dalganin yliksekligini temsil eder ve dalganin
tepesinden suya kadar ki uzaklig1 gosterir. Suyun derinligi ise suyun dibi ile durgun
serbest yiizey arasindaki h mesafesidir. Dordiinci ve son uzunluk, koordinat
sisteminde xz — diizlemine dik olan ve y —ekseni boyunca uzanan dalga tepe

genisligidir.

MM X
TN N

h

diiz taban Z = -h

Sekil 1.4: Su yiizeyindeki periyodik dalga.

Diizgiin derinlige sahip bir suda yayilan dalgay1 dikkate alalim. Yani h nin sabit
oldugu ve herhangibir kaybin olmadigi durumu diisiinelim. Bu durumda bizim
inceleyecegimiz model denklemin baz1 karakteristikleri ve bu denklemin

matematiksel olarak kontrol edilmesine olanak saglayan sinirlamalari vardir [10].



h < A olmast ile s1g su yada uzun dalga oldugu, a < h ile oldukg¢a kiiciik bir genlige
sahip oldugu ve x — ekseni boyunca hareket ediyorsa tek, xy — diizleminde hareket
ediyorsa iki boyutlu bir dalga oldugu anlasilir. Ayrica model kurarken, kiigiik etkiye
sahip parametrelerin benzer biiyiikliige sahip olmas1 gerekir.

Bir yiizey dalgasi, dalga boyunun lokal su derinliginden daha biiyiik oldugu s1g suda
sekillenir. Ayrica bir s1§ su dalgasi, yercekimi kuvveti etkisindeki bir sig su
kiitlesinin, serbest yiizey akisina ya da yatay basing altindaki bir sivi akisina c¢ok
benzer. Biitiin bu gibi gerceklerin dikkate alinmasi ile s1g su dalgalarini temsil eden
matematiksel model, bir kismi diferensiyel denklem ya da denklem sistemi olarak

karsimiza ¢ikar [11].

1.7 Soliton ve Soliter Dalgalar

Soliton ve soliter dalgalar, bir veya daha ¢ok kismi diferensiyel denklem tarafindan
ifade edilen, 6zel kosullara sahip dinamik yapilardir [12]. Birbirleri arasindaki
dogrudan c¢arpisma sonrast aynt hiz ve sekilleri ile hareketlerine devam
edebilmelerinden dolay1 elastik dagilim 6zelligine sahiptirler.

Lineer olmayan hidrodinamik &zellikleri ile bir soliter dalga, tutarliligimi ve
dolayisiyla seklini koruyan yerg¢ekimi sinirli bir dalgadir. Soliter dalgalarin, genligi
siirlidir ve sabit hiz ve sabit sekil ile yayilirlar [11].

Bir soliton, diger baska bir soliton ile carpistiktan sonra seklini kaybetmez ve

carpigsma sonrasinda tekrar ayni 6zelliklerini koruyarak hareketine devam eder [4].

1.7.1 Soliton ve soliter dalgalar arasindaki farklar

Bircok benzerliklerine ragmen soliter dalgalar1 ve solitonlar arasinda bazi farkliliklar
vardir. Soliter dalgalar, integrallenemez denklemlerin sinirli ¢oziimleri iken
solitonlar, integrallenebilir denklemlerin kisitlanmis sonuglaridir. Solitonlarin bir
diger ayrt edici 6zelligi ise diger solitonlar ile zit yonlii ¢arpisma sonrasinda bile
kendi sekillerini korumalaridir. Soliter dalgalar, aynm1 yonlii c¢arpismalarda
ozelliklerini korusalar da zit yonlii carpigsmalarda farklilik gosterirler. Bu nedenle,
soliter dalgalarin ¢esitliligi gergek solitonlarin ¢esitliliginden ¢ok daha genistir.
Tornadolar ve girdaplar gibi baz1 soliter dalgalar1 ayirt etmek zordur. Bu nedenle,
soliter dalgalar zaman zaman soliton benzeri hareketlilikler gdsteren solitonumsu

dalgalar olarak bilinirler [4].



2. KORTEWEG-de VRIES (KdV) DENKLEMI

2.1 Dogrusal Olmayan Dalga Denklemleri

Dogrusal olmayan kismi diferensiyel denklemler, ¢ogunlukla, fiziksel problemler
icin yapilan bilimsel arastirmalarda ortaya ¢ikan ve alisilmis diyebilecegimiz temel
yasalar1 formiile ederken ortaya ¢ikan denklemlerdir. Buna iliskin; tek boyutlu dalga
denklemi, KdV ve modifiye KdV denklemleri, Boussinesq denklemi, Burgers’
denklemi, lineer olmayan Schrédinger (NLS) denklemi, Fisher denklemi, Klein-

Gordon denklemi ve daha pek ¢ok denklem Ornek olarak verilebilir [13].

2.2 Korteweg-de Vries Denklemi
KdV denklemi,

U +eUUy + ulUpy =0, x€R, t>0. (2.1)

seklinde ifade edilen bir lineer olmayan kismi diferensiyel denklemdir. Bu denklemin
soliton tipinde ¢ozlimleri vardir [14],[15].

(2.1) denkleminde yer alan t ve x alt gosterimleri sirastyla zamana ve konuma gore
kismi tiirevleri gostermektedir. € ile u ise pozitif parametrelerdir.

KdV denklemi, uzun siireli dalga olgusunu temsil etmesi agisindan olduk¢a 6nemli
ve basit sayilabilecek bir modeldir [13]. Matematiksel olarak ise bu denklem ii¢iincii
mertebeden, lineer olmayan bir denklemdir. KdV denklemi, lineer olmayan UU,
terimi ile Uy, dagilim terimi arasinda bir denge icerir [16,17].

KdV denklemi, Hamiltonyan sisteminin tamamen integrallenebilir bir tiirii olup agik
olarak ¢oziilebilir bir denklemdir. Bu nedenle, uygun baslangi¢ kosullar1 altindaki
bazi analitik ¢oziimleri literatiirde mevcuttur. Buna ek olarak, belirli baslangi¢
sartlar1 i¢in, KdV denkleminin ¢6ziimlerinin varhigi ve tekligi tizerine farkli
caligmalar da yapilmistir [16,18,19].

KdV denklemi ilk olarak, tek yonlii s1g su dalgalarinin yayilmasini agiklamak i¢in
kullanilmigtir [14]. Denklemin soliton seklindeki bilinen tam ¢dziimleri, akigkan gaz
balonu i¢indeki basing dalgasi [20] ve bir silindir i¢indeki donen akis yapilari [21]
gibi bazi fiziksel olaylarda ortaya ¢ikmaktadir.



KdV denklemi ayrica, biharmonik kristallerdeki akustik dalgalar, elastik ¢ubuklarda
boyuna ilerleyen dalgalar, bir sikistirilabilir agir akigkan i¢indeki akustik-yergekimi
dalgasi, ters simetrik manyeto hidrodinamik dalgalar, soguk plazmalardaki lineer
olmayan dalgalar ve diizensiz donen akigkanlardaki ters simetrik dalgalar gibi
fiziksel sistemlerde de kullanilabilir [13].

KdV denkleminin ilerleyen dalga ¢oziimleri, 150 yil1 askin bir siiredir ilgi ¢ekici bir
caligma sahast olmustur. Bu denklemin temel bazi fiziksel 6zellikleri ile ilgili harika
bir hikdye vardir. Bir isko¢ miihendis ve deniz mimari olan John Scott Russell (bkz.
Sekil 2.1) bundan yaklasik 180 y1l dnce, kanal tekneleri lizerinde deneyler yaparken
s1g sulardaki soliter dalgalar lizerine ilk tespitleri yapmistir [22]. Birlesik Kanal
Sirketi (Union Canal Company) icin daha etkili kanal teknesi tasarimlar1 {izerine
testler yaparken yaptigi gozlemleri orijinal el yazmasiyla kendisi su sekilde

anlatmaktadir:

"Dar bir kanal boyunca iki ¢ift at tarafindan hizla ¢ekilen bir botun hareketini
gozlemliyordum. Bot aniden durdugunda, bota hareket saglayan kanaldaki su kiitlesi
durmady ve su kiitlesi siddetli bir ¢alkalanma seklinde botun ug¢ kismi etrafinda
toplandi ve aniden botu arkasinda birakarak, biiyiik bir hizla harekete gegti. Biiyiik
bir dalga yiiksekligine sahip olarak diisiindiigiim soliter formdaki, dairesel ve diizgiin
bir su kiitlesinin kanal boyunca sekil veya hizini bozmadan yoluna devam ettigini
gordiim. Bu dalga formunu, at iizerinde takip ettim ve yaklasik 30 ft mesafe sonunda
8 veya 9 mil/saat hizinda, ilk bastaki orijinal seklinde ve yari yiiksekliginde
yuvarlanir halde gérdiim. Yiiksekligi kademeli olarak azald ve yaklasik 1 veya 2 mil
takip sonunda, kanalin kenarlarinda kayboldugunu gérdiim. Iste 1834 yilimin
Agustos ayi, ilk kez otelenme dalgast olarak adlandirdigim bu ilging ve giizel olay

gozleme sanst buldugum zamandi” [23].

Sekil 2.1: John Scott Russell (1808-1882).



Russell bir su tanki kurarak ayni olayr tekrarlar ve gozlemledigi soliter dalganin
ozelliklerini inceler. Russell’in bu ¢alismasi, Bullough [24], Craik [25] ve Darrigol
[26] tarafindan yayinlanan makaleler ile Emmerson [27] tarafindan kaleme alinan
Russell biyografisinde detayli olarak verilmistir. Ote yandan Hollandali profesor
Diederik Korteweg ve onun doktora oOgrencisi Gustav de Vries [28], Russell
tarafindan gozlemlenen bu soliter dalgayr 1895 yilinda matematiksel olarak
modellemis ve bu olayr bir kismi diferensiyel denklem ile ifade etmislerdir [14].
Boylece bu meshur denklem onlarin anisina Korteweg de Vries (KdV) denklemi
ismini almistir. Boussinesq [29], 1872 yilinda su dalgalar tizerine yaymladigi etkili
makalesinde bugiin kendi ismiyle anilan yeni bir denklemi ortaya koymustur. Devam
eden yillarda lineer olmayan dalga teorisi ve soliter dalgalar cok az merak konusu
olmustur. Pasta, Ulam ve Fermi [30] nin "termalizasyon" igin kullandiklar1 bir
boyutlu harmonik latislerde KdV denkleminin goriintirliigiiniin Kruskal ve Zabusky
[31] tarafindan anlasilmasiyla bu silire¢ 1965 yilinda sona ermistir. Yaptiklar
caligmalarinda Kruskal ve Zabusky [31], soliter dalgalarin ¢arpismasinin birbenzerini
simiille etmisler ve bu simiilasyondaki dalgalarin zit yonlii ¢arpismadan sonra bile
kendi hiz ve sekillerini koruduklarin1 gérmiislerdir. Kruskal ve Zabusky, elastik
olarak c¢arpisan bu dalgalart "soliton" dalgalar olarak tanimladilar. [32] numaral
referansta solitonlarin bulunulmasina iliskin bir hikaye yer almaktadir.

1970’lerden sonra, soliter ve soliton dalga ¢6ziimiine sahip KdV tarzi denklemler
onemli bir ¢alisma konusu olmustur. Ornegin, Dauxois ve Peyrard [33], Filippov
[34] ve Remoissenet [35] yakin ge¢cmiste bu konuda yaymlar yapmislardir. S1§ su
dalga modellerinin matematiksel teorisi ve fiziksel 6zellikleri bilim adamlarimin ilgi
konusu olmaya devam etmektedir. Ozellikle tamamiyle integrallenebilir modeller,
ters sacilma doniisiimii (inverse scattering transform (IST)) kullanilarak elde
edilmigtir. Bu yontem hakkindaki daha detayli bilgi i¢cin [36], [37] ve [38]
referanslarina bakilabilir.

1995 yilinda, Heriot-Watt Universitesinde bir konferans igin biraraya gelen bilim
adamlari, bir soliter dalga insa etmislerdir. Ancak bu dalganin boyutlari, Russell [23]
tarafindan ortaya konan dalgadan daha kiiclik olmustur. Bu deneye iliskin bir

fotograf Sekil 2.2 ile verilmistir.



Sekil 2.2: Union Kanal’daki su kemeri iizerinde soliter dalga insast.



3. SONLU FARKLAR YONTEMI

3.1 Sonlu Fark

Sonlu fark yaklasimi, bir fonksiyonun x, noktasindaki tiirevi i¢in yaklasik hesaplama
yapan bir yaklasim teknigidir. Bu yontemde hesaplama yapilirken; x, noktasi ile bu
noktadan kiigiik bir artis ile elde edilen (xg + h) noktasindaki fonksiyon degerleri
kullanilabilir.

Turev tanimindan

du
dx

+h) —
=}li_r)r(1)u(x0 })l u(xo) 3.1)

X=Xg

oldugu bilinmektedir. Sonlu fark yaklagiminda bu esitlik yerine, 6rnegin

u

_u(xo +h) —u(xo)
ox y

h
yaklagimi kullanilir. Burada h, x — ekseni iizerinde istenilen derecede kiigiik bir
artis1 gostermektedir [39].

Bir fonksiyonun degisik mertebeden tiirevlerine yapilan bu benzeri sonlu fark
yaklagimlariin elde edilmesinde ozellikle Taylor seri agilimlari 6nemli yer

tutmaktadir.

3.2 Taylor Seri Acilimlarina Dayali Sonlu Fark Formiilleri
u(x) fonksiyonunun x = x, noktasi civarinda Taylor seri agilimi1 asagidaki sekilde
verilir:

o 4,M)
uy =y Ly (62)

n=0 Nl

X = xo + hsegilirse, u(xy+ h) fonksiyonunun x = x, noktasi civarindaki seri

acilimi

00 (n)
u(xy+h) = Z u—(xO)hn

n=0 Nl

u'(xo) Wi u" (xo)

T — R oM (33)

=u(xy) +




seklinde yazilabilir. Buradaki O (h3) ifadesi serinin kalan terimleridir ve bu gosterim,
kalan terimler icerisindeki ilk terimin h3 terimini i¢erdigini sdyler. Burada h kiigiik
bir degeri temsil ettiginden, h < 1 olmasi durumunda h > h? > h3 > h* > -
gerceginden hareketle, u(x, + h) degerinin hesaplanmasinda gozardi edilen O (h®)
ifadesinin hata derecesini verdigi sOylenebilir.
(3.3) ile verilen Taylor seri agilimina gore, u'(x,) tiirevinin bir gosterimi asagidaki
sekilde elde edilebilir:

u(xg+h) —u(xy) h

u'(xg) = A +zu

"(x0) + 0(h?)

_ulxg +h) —u(xo)
a h

+0(h) . (3.4)

Sonlu farklar yonteminin uygulamalarinda, diferensiyel denklemdeki tiirev terimleri
yerine, boylece elde edilen yaklasimlar kullanilir ve uygun bir h degeri icin ayrik

noktalardaki yaklasik ¢oziimler elde edilir [39].

3.3 Sonlu Farklar Yontemi

Sonlu farklar yontemi, bir diferensiyel denkleminin niimerik ¢ozlimiiniin elde
edilmesi i¢in kullanilan temel bir yontemdir. Bu yontemde, diferensiyel denklemdeki
stirekli fonksiyon, ayrik yaklasimlar ile yer degistirir. Buradaki, "ayrik" kelimesi,
fiziksel alan ya da ¢oziim bolgesinde tanimlanan sonlu sayidaki noktalarin, niimerik
¢cozlimde yerine konulacagini ifade eder. Bu ayrik noktalarin sayisi, probleme gore
degisiklik arz edebilir. Nokta sayisinin artirilmasi, genellikle, istenilen dogrulukta
sonuglarin elde edilmesi agisindan bir gereklilik olarak ortaya ¢ikar. Tiirev terimleri
yerine, denklemde ayrik yaklagim kullanilmasi, diferensiyel denklemin bir cebirsel
denklem sistemine doniismesini saglar. Bu cebirsel sistemin ¢oziimlerinin yapilmasi

ile de bilinmeyen degerler bulunmus olur. Sekil 3.1 ile bu siire¢ gosterilmistir.

Sonlu Fark Sistem
. . yaklasimlari . ¢cOzilmii
Diferensiyel | Cebirsel » Yaklasik
Denklem Denklem Sistemi Coziimler

Sekil 3.1: Siirekli ve ayrik problemler arasindaki iligki.
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Zamana bagli bir boyutlu kismi diferensiyel denklem i¢in konum ve zaman
ayristirmasina esas olan adim uzunluklarinin esit ve sirasiyla Ax ve At oldugunu
kabul edelim. Bu durumda yapilacak ayristirma islemi Sekil 3.2 de goriilen sekilde
olacaktir. Coziim bolgesi iizerinde elde edilen bu ayrik noktalar kiimesine ¢ogunlukla
1zgara (mesh), her bir boliinme noktasina ise diigiim (knot) adi verilmektedir.
Diferansiyel denkleme sonlu farklar yonteminin uygulanmasi, denklemdeki biitiin
tiirevler i¢in bu diiglim noktalarinda olusturulan sonlu fark yaklagimlarinin yerine

yazilmasini gerektirir [40].

Sekil 3.2: Bir boyutlu boliintii noktalart.

Diizgiin par¢alanmanin kullanildigi sonlu bir aralikta, 0 < x < L, u(x,t) yaklasik
¢Oziimiinii elde etmek i¢in

xi={—-1DAx, i=1,23,..,N.

Boliinme noktalar1 kullanilir. Burada N, sinir noktalarmi da kapsayacak sekildeki

tiim diiglim noktalarinin sayisidir. Boylece

elde edilir. Benzer sekilde, 0 < t < t,,4, degerleri i¢in
tm =(m—-1At, m=12,...M
noktalar1 zaman eksenindeki boliinme noktalaria karsilik gelir. At zaman adimi1 ve

M de zaman adimlarinin sayisi olmak iizere
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tm ax

At =
M-1

seklindedir.
Cozliim bolgesindeki bu ayristirma sonucu ortaya c¢ikan notasyon Cizelge 3.1 ile

verilmistir [40].

Cizelge 3.1: Coziim bolgesindeki ayristirma ile ortaya ¢ikan notasyon.

Notasyon Anlami
u(x, t) Siirekli ¢oztiim (Tam Coziim)
u(x;, t,,) Boliintii noktalarinda hesaplanan siirekli ¢6ziim
u™ SDD in ¢6ziimiiyle elde edilen yaklasik numerikayrik ¢6ziim
3.4 Kesme Hatasi

Kesme katasi, tiirevin tam degeri ile sonlu fark yaklasimi arasindaki fark olarak
tanimlanir [41]. Kesme katasi, sonlu fark yaklasimlarindaki Taylor serilerindeki

yiiksek mertebeden tiirevli bazi terimlerin kesilmesiyle elde edilir.

3.4.1 Tutarhhk

Niimerik yontemde, konum ve zaman adimlar sifira yaklastirildiginda ilgili kesme
hatas1 da sifira yaklasiyorsa yonteme tutarlidir denir. Bu durum asagidaki tanim ile
verilir.

Tanmm 3.1: P bir diferensiyel operator olmak iizere Pu = f seklindeki bir kismi
diferensiyel denklemin sonlu farklar yontemi ile aynistinilmis halini Payacu = f

olarak kabul edelim. Bu durumda
(Ax, At) — 0 iken (Pu — PAx,Atu) -0
oluyorsa kullanilan sonlu fark algoritmasi tutarlidir denir.
Uyar: Taylor serisi tabanli her niimerik yontem tutarli olmayabilir [42].

3.4.2 Yakinsama
Sonlu farklar yonteminin yakinsalii, 1zgara araliklari sifira yakin secildiginde
niimerik ¢ozlimiin tam ¢dziime yaklagmasi olarak ifade edilebilir. Yakinsaklik i¢in

daha teknik bir tanim asagidaki sekilde verilir.
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Tamim 3.2: Bir kismi diferensiyel denklemin tam ¢6ziimii u(x, t) niimerik ¢6ziimii

de up, ile verilsin. Bu durumda
(Ax,At) - 0 iken (x,,,t™") = (x,t) ve u(x,t) —uy -0
oluyorsa sonlu farklar yontemi yakinsaktir denir [42].

3.4.3 Kararhhk

Kararlilik o6zelligi, tutarli bir niimerik yontemin yakinsakligi i¢in gerekli bir
ozelliktir. Zamana bagl diferensiyel problemlerinde, ¢6ziim i¢in uygulanan niimerik
yontem eger yakinsak ise problemin tam ¢oziimii sinirliyken niimerik yontem de
siirli ¢gozlimler iretir. Kararlilik kavraminin temelinde yatan esas budur. Asagidaki
tanim bu esas1 ifade etmektedir.

Tanim 3.3: P bir diferensiyel operatorii olmak tizere Pu = 0 ile verilen bir homojen
kismi diferensiyel denklem igin ilgili sonlu farklar yonteminin Py, p,ut = 0 oldugunu

kabul edelim. Bu durumda 0 < t"™ < T ve yeterince kii¢iik Ax ve At igin

]
e < Cr ) ],
j=0

olacak sekilde bir Cr sabiti var ise ilgili nlimerik yonteme kararlidir denir. Buradaki

norm

1
© 2
lullay < (Ax > |um|2)
m=—co
seklinde tanimlanir [42].
Bir sonlu farklar yonteminin tutarlhilik, kararlilik ve yakinsakligini basit bir problem
iizerinde Orneklendirmek i¢in ¢ zaman degiskeni ve A bir sabit say1 olmak iizere

zamana bagl

du
i A cos(t) (3.5)

diferensiyel denklemi dikkate alinirsa bu denkleme iligkin bir sonlu farklar yontemi
Un+1 _ Un
At

seklinde verilebilir. Burada At ile zaman arttm1 ve U™ ile de n. zaman adimindaki

= A cos(nAt) (3.6)

¢oziim kastedilmektedir. Eger baslangic ani sifir olarak kabul edilirse (t, = 0), n.

zaman adim t,, = nAt seklinde olacaktir. Boylece
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U™l = U™ + At(A cos(nAt)) (3.7)

bulunur. (3.7) iterasyonu, baslangi¢ degeri belli oldugunda herhangi bir zamandaki

cozlimleri iterasyon yaparak hesaplamaya olanak saglar.

Tutarhhk: (3.7) yonteminin tutarli olmasi, At — 0 i¢in ilgili kesme hatasinin sifira
yaklasmasini gerektirdiginden, U™*?! terimi
At At?

Un+1 — Un+FUt+7Utt+

seklinde Taylor serisine agilir ve bu ifade (3.7) denkleminde kullanilirsa

At t?
Un + FUt + TUtt + e =Un" 4+ At(A COS(nAt))

ve buradan da

At
U; = (A cos(nAt)) — Tl U — -

elde edilir. Bu son ifade, At — 0 i¢in baslangigtaki diferensiyel denklemi netice
verir. Yani At — 0 iken kesme hatasi sifir olur. Bu durum yontemin tutarli olmasi

anlamina gelir.

Yakinsakhk: (3.7) yonteminin yakinsak olmasi At — 0 iken sonlu farklar

yonteminden elde edilen ¢6ziimiin tam ¢6ziime yaklagsmasini gerektirir [43].

3.4.4 Lax Richtmyer denklik teoremi
Kismi diferensiyel denklemlerin herhangi bir iyi tanimli baglangi¢ deger problemi
i¢in olusturulan tek adimli niimerik yontemin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart

yontemin tutarl ve kararli olmasidir.
Ispat: Ispat igin [44] numaral referansa bakilabilir.

3.5 U¢ Temel Sonlu Fark Yéntemleri
Bir u(x) fonksiyonunun tiirevlerini ifade etmek igin kullanilan {i¢ temel yontem ileri,

geri ve merkezi fark yontemleridir. Bu yontemler agsagida tanitilmistir.

3.5.1 lleri fark yontemi
Bir u(x) fonksiyonunun x degiskenine gore degisim oraninin (yani tiirevinin), x; ve
X; +1 noktalarina bagli olarak ifade edildigi durumdur (bkz. Sekil 3.3).
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x=x; de ki U(x)

Ux)t Ax=h, adim araligs LR
in tegeti
Ui—l U{X)
Ui
Ui-i
0 X
Sekil 3.3: Ileri fark yaklagimi.
Buna gore, u(x) fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi igin
du A Uiy — Ui Uiy — U Ui — U

~

~ = —

Axly=x, DX Xy — X Ax h

seklindedir [45].
Bu yaklasim, Taylor serisi kullanilarak da elde edilebilir:
u(x;;1) degeri, u(x) fonksiyonunun x; noktasi civarindaki Taylor seri agilimi ile

hesaplanirsa

N h3 d3u
3! dx3
X=X;

i X=Xj

h? d?u

du N
x=x; 21dx?

ulx; + h) = ulx;) + hdx

+ (3.8)

bulunur. Buradan birinci mertebeden tiirevli terim ¢ekilirse

h? d3u
3! dx3

X=Xi X=Xi

du _ulg+h) —ulx) hdu
dx =y, B h 2! dx?

_ulg +h) —u(x)
h h

+ 0(h)

elde edilir. Boylece h terimini igeren terimlerin kesilmesiyle ileri fark formiili elde
edilmis olur. Bu yontem, kesilen terimlerin olusturacagi hataya iliskin de bilgi
verdiginden ayrica Onem arz etmektedir. Birinci tiirev icin klasik ileri fark
yonteminde, hatanin biiyiikligii O(h) oldugundan, ileri fark yontemine birinci

mertebeden dogruluga sahiptir denir [40].
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3.5.2 Geri fark yontemi

Ileri fark yontemine benzer diisiince ile tiirev yaklasimi igin x; ve x;_; noktalari

kullanilirsa geri fark yaklasimi bulunur. Burada bir “geri” nokta kullanildigindan

yontem bu ismi almistir. Buna gore birinci mertebeden tiirev igin geri fark yaklasimi
du U;

i = Ui —Ui-g + 0(h)
Ax|y—y, h

seklinde verilir. Bu yaklasima iligskin geometrik yorum Sekil 3.4 ile verilmistir [45].

x=x; de ki U(x)

U(x)t Ax=h, adim arahg N
in tegeti

Ui+ By r U0

X X K

Sekil 3.4: Geri fark yaklagima.

Geri fark yaklasimin Taylor serisi yardimi ile elde edilmesinde u(x;_1) degerinin,
u(x) fonksiyonunun x; noktasi civarindaki seri agilimindan hesaplanmasi kullanilir.

Buna gore
h3 d3u

31 dx3

N h? d?u
x=x; 2! dx?

u(xi - h) = U(Xi) - hd—u

- + (3.9)

X=Xi X=Xi

elde edilir. Buradan birinci mertebeden tiirevli terim g¢ekilirse

N h? d3u
- 3ldx3

x=x; xX=x;

du _ulx) —uly—h) hd®u
dx =y, B h 2! dx?

_ u(x;) —ulx; — h)
B h

+0(h)

elde edilir. Geri fark yaklasiminda da kesme hatasinin biiyiikligii O(h) dir ve bu
yontem de birinci mertebeden dogruluga sahip bir yontemdir [40].
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3.5.3 Merkezi Fark Yontemi

Tiirev i¢in elde edilen ilk iki yontem de birinci mertebeden dogruluga sahip
yontemlerdi. Simdi ise dogruluk mertebesini artirarak yeni bir yaklagim sunulacaktir.
u'(x) tiirevinin x; noktasindaki degerine x;_; ve x;,; noktalar1 kullanilarak

yapilcak bu yaklasima merkezi fark yaklagimi denir. Buna gore;

du Au C Uppr — Ujmr . Ujpr — U1 Ui — Y

N —
~

dx x=x; DAX  Xigg— X 2Ax 2h

bulunur. Merkezi fark yaklagimi, Sekil 3.5 da grafik lizerinde gosterilmistir.

x=x; de ki U(x)

U(x)4 Ax=h, adim arahifn e R
in tegeti
Uil | oo o ____ 8;"'+.
*-"Ju--""'-_—-U{X)
) e
L] +-'- !
Uit |pommmmm o oo A /Ta
'a”
- !
i |
l
|
Ax| Ax i
" :. ..:
0 L X

Xa % X

Sekil 3.5: Merkezi fark yaklagimi.

Merkezi fark yaklasiminin dogrulugu i¢in herbir ileri ve geri yonlii adim araliginin

Olciisii yariya distriiliirse ortaya ¢ikacak yeni yaklagim
h h .
ui+% =u (xi + 5) ve ui_% =u (xl- - E) olmak tizere

du Mg T Mg
o~ (3.10)

X=X; h'

seklinde elde edilir [45]. Hatay1 azaltma diisiincesi ile olusturulan bu yeni yaklagim
Sekil 3.6 ile gosterilmistir.

Merkezi fark yaklasimindaki hata biiytikliigiinii gormek i¢in Taylor serisi kullanilirsa
Uu;jyq1ve u;_q degerleri i¢in x; noktasi civarindaki seri acilimlar dikkate alinmalidir.

Buna gore;
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U(x)t Ax=h, adim aralif

x=x; de ki U(x) ‘

in tegeti
Ui+ ___________________ f"«.."
1 -‘+_.'T U(X)
'—L—:a'
]
_J_ (11
12
I
: I
rol :
A
v Ax
et
A
| I

[...__-].-"‘ U,_|.-'_'-

Sekil 3.6: Merkezi fark yaklasiminda hata azalmasi.

v 4 du N h? d*u A h3 d3u

Uiy = Uy dxley,  20dx?| _ " 3ldx3| (3.11)
r L du N h? d*u h3 d3u

B 7 N T 7 = (3.12)

(3.11) ve (3.12) denklemlerinin taraf tarafa cikarilmasi ile asagidaki sonug¢ elde

edilir:
du 2h3 d3u
Ujp1 — Uj—1 = 2h a . +?E ) + -
3 X=X
buradan da birinci mertebeden tiirevin ¢oziilmesi ile
du|  ugq—u_y h*d’u
dxl,, 2h 3ldx3|
2 X=X
veya
Ju Uip1 — Uj—q
—| =————+0(h?
oxl,, T (h*) (3.13)

bulunur. (3.13) esitliginden de goriildiigi lizere merkezi fark yaklasimi ikinci
mertebeden dogruluga sahip bir yontemdir dolayisi ile de hem ileri fark hem de geri

fark yontemlerine gére daha iyi sonuglar verir [40].
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4. KdV DENKLEMININ NUMERIK COZUMLERI
KdV denklemi, ilgili baglangi¢ ve sinir kosullari ile birlikte asagidaki sekilde verilir:

U+ eUU, +plUyyy =0 4.1)
U(a, t) = «x;, U(b,t)= x,, Uelat)="U,(bt)=0, t=>0 4.2)
U(x,0) = f(x), a<x<b (4.3)

burada o; ve &, sabit sayilardir.

4.1 KdV Denkleminin Sonlu Farklar Yontemi ile Coziimii
KdV denkleminin zaman ayristirmasi i¢in Crank-Nicolson yaklagimi kullanilabilir.
Bu yaklasim ikinci mertebeden dogruluga sahip bir yontemdir ve
Un+1 i UTL U11;LL+1 + U;'l1
U= —— U = —
seklinde ifade edilir. Boylece KdV denklemin zamana gore pargalanmis hali ardisik

n ve n + 1 zamanlari i¢in

Un+1 -un + s (UUx)n+1 + (UUx)n + (Uxxx)n+1 + (Uxxx)n —
At 2 # 2

0 (44)

olarak bulunur. Diger yandan (4.4) denklemi lineer degildir ve buradaki lineer

olmayan terimlerin lineerlestirmesi asagidaki yontemler ile yapilabilir:
Yontem 1) (UU)"'! = U™(U,)"H?!
Yontem2) (UU)""' = u™tUu )"+ UMU)" - UMU)"

4.1.1 KdV denkleminin niimerik ¢6ziimii icin birinci yontem
Ik olarak KdV denkleminin lineerlestirilmesi i¢in (4.4) esitliginde Yontem 1 ile

verilen yaklasim kullanilirsa

yrtl _pyn Un(Ux)n-"1 + (UU)" (Uxxx)n+1 + (Uxax)" _
a1 f 2 TH 2 -



elde edilir. Boylece

1 £ U 1 £ u

U+ U URY) + S (UBD) = Ut = S UMUD) - S (U (45)
bulunur.
Zamana gore parcalanmis denkleme konum ayrigtirmasi yapmak icin (4.5)
esitligindeki tiirevli terimler yerine asagidaki sonlu fark yaklagimlari kullanilir.

Bunun i¢in [a, b] ¢6ziim bolgesi lizerinde
a=xu<x<-<xy=bhb

par¢alanmas1 dikkate almirsa x,,, m=1,...,N—1 noktalar1 i¢ noktalar,
Xm, m = 0, N noktalar1 ise sinir noktalar olur. Bir x,, diiglim noktasinda bagiml

degisken ve ilgili tiirevleri

U'(xm) = Un , U™ (x) = URH
U+ = Upth — Upts n_ Umi1 = Uny
* 2h ’ L 2h
ntt = Urtl —2untl 4 2untl — yntl (4.6)
XXX 2h3
I rrrlz+2 B 2U11r11+1 + ZUrTrIL—l - 77;11—2
XXX 2h3

seklinde esitlikleri denklem (4.5) da yerine yazilirsa

1 £
—Urtl +—un

At 2 2h 2 2h3

(BB o VEh a0t 203 - ugt)
2

Lyn € yn (M) K (U::Hz = QU + 2Up — u;,g_2> @7
2 m

=—yn —
At ™ 2h 2 2 h3

elde edilir. Denklem (4.7) de U, = z alinir ve denklem yeniden diizenlenirse

1 &z &z 7
_UTTrll+1 + _U1’l+1 _ _U‘rrrlltll + n+1

At 4h "™ ap 4h3 TMH2
Ko+t Kot K oontt
— o Umiit 5 Ut — 5 Uns
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&z n H n
4h m—l_m m+2

u u u
+ % T?l-l—l 2h3 U‘Z;ll 1 + — 4‘h 7"‘}1—2

=—Un —

At 4h U’T’l‘“ t

bulunur. Buradan basit bir diizenleme ile

( 4 )U,’,‘l+12+(ﬂ SZ)U$+11+<1

) Un+1
4h3 2h3  4h At

(5 o) Ut + (5) URES

4h  2h3 4h3
(4713) Um-z + (ii 21;13) Um-1+ <A1t> Um
+ (% - z_z) UrTrLL+1 + (_ﬁ) r¢1+2 (4'8)

Bulunur. Boylece (4.8) ifadesi, KdV denklemi i¢in zamana ve konuma gdre tam
ayristiritlmis bir lineer cebirsel denklem sistemini verir. (4.8) tekrarli bagintis1 bu
tezin geriye kalan kisminda IZMK1 yaklasimi olarak isimlendirilecektir.

Her bir m =0, 1,..., N degeri dikkate alindiginda, (4.8) tekrarli bagintisi ile ortaya
cikan cebirsel denklem sistemi, (N + 1) denklem ve (N + 5) bilinmeyen igeren bir
sistem olur. Bu sistemin ¢dziilebilmesi i¢in 4 tane bilinmeyenin sistemden elimine
edilmesi gereklidir. Bunun icin sinir kosullar1 kullamilarak U_,, U_4, Uyny1, Uny2
bilinmeyenleri elimine edilebilir. Buna gore, KdV denkleminin sinir kosullar
asagidaki gibi birinci mertebeden tiirev formiilleri ile birlikte diisiintildiiglinde

eliminasyon icin gerekli esitlikler bulunmus olur.

U, —U_,
Ux(x0) = —h T 0 =>2U4,=U,
U x) = ~U, + 8U11—2:U_1 tUa_ o —
Uy (xy) = UN++hUN-1 —0 o Uysy = Uy (4.9)
Uilow) = e 8UN+112;18UN_1 T 0 = Uytz = Uy—2

Boylece, (N + 1) denklem ve (N + 1) bilinmeyenden olusan denklem sistemi elde

edilir. Bu sistem matris formunda yazilirsa
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D,Un+1=F,Un

seklinde matris denklemi bulunur. Burada

rC —B -A 0 0O 0 0 0 0 1
B C —-B -A 0O 0 0O 0 0
A B c -B —-A 0 O 0 0
0 A B Cc —-B —-A 0 0 0
D=]|0 0 . : R - 0 01
0 0 0 A B Cc —-B —-A 0
0 0 0 0 A B c -B -A
0 0 0 0O 0 A B C —-B
L0 0 0 0 0 0 A B C -
U= [UO' Ulr Y UN]T
r C B A 0 0 0 0 0 0
—-B C B A 0 0 0O 0 O
—-A -B C B A 0 0O 0 o
0 —-A -B Cc B A 0O 0 O
F=] 0 0 g ~ 0 0]
0 0 0 —-A -B Cc B A 0
0 0 0 0 —-A -B C B A
0 0 0 0 0 -A —-B C B
0 0 0 0 0 0 —-A —-B C -
ve
u u &z 1
A=~ BTam T CTa
F = —AU,’,‘ltlz — BU,’,‘ltll + CURMY + BU,’}lTl + AU#ITZ

seklindedir. Kullanilan lineerlestirmeden kaynakli hatayr azaltmak i¢in asagida

verilen i¢ iterasyon her bir zaman adiminda 2 yada 3 kez uygulanir.
I¢ iterasyon: (U™ =yn + % Unt — yn)

4.1.1.1 Birinci yontem i¢in kararhhk analizi
Yontemin kararliligin1 engellemenin bir yolu Von Neumann kararlilik analizidir.
Bune giine (4.8) denkleminde

UL =qte™  j=+-1

esitligi kullanilirsa
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qn+1(Aei(m—2)9 + Bei(m—l)G + Ceim9 _ Bei(m+1)9 _Aei(m+2)9)

— qn(_Aei(m—Z)B _ Bei(m—l)@ + Ceim@ + Bei(m+1)9 + Aei(m+2)9)

elde edilir.

Gerekli sadelestirmeler yapilarak

—Ae™26 —Be™ + C + Be'® + Ae™??
Ae~129 + Be~10 + C — Be'® — Aet?9

q =
bulunur.

Kompleks analizden bilinen

e = cosf + isind
fadesi

cos(—0) = cos0, sin(—@) = —siné

esitlikleri ile birlikte kullanilirsa
_C+iD
1=+

elde edilir. Burada
D = 2Asin20 + 2Bsinf
seklindedir. Boylece
o VI
T Verrr

olur. Nimerik yontemin kararliligi i¢in|q| < 1 olmasi gerektiginden elde edilen bu

bu sonug ile yontemin kosulsuz kararli oldugu gosterilmis olur.

4.1.2 KdV denkleminin niimerik ¢6ziimii icin ikinci yontem
Denklem (4.4) ile verilen lineer olmayan terim yukaridaki Yontem 2 teknigi ile

lineerlestirilirse
(UUx)n+1 — Un+1(Ux)n+ Un(Ux)n+1 _ Un(Ux)n (4_10)

olur. Bu teknik Rubin and Graves tarafindan 6nerilmistir [46].

Denklem (4.4) te bu esitlik kullanilirsa

0

grtt —yn Un+1(Ux)n + Un(Ux)n+1 (Uxxx)n+1 + (Uxxx)n _
Y +¢ > + U > =
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U

1 £
_( Un+1 _ U‘n) + ?(Un-l_lU}Cl + UnU;H_l) + ?

At (UJTcl;xl + Ua?xx) =0
elde edilir. Buradan da

eAt eAt At At
Untt 4+ - (U )"mU™ + TU”U,?+1 + MT U =U0" - ”T(U}?xx) (4.11)

yazilabilir.

Tiirevler icin (4.6) ile verilen sonlu fark yaklasimlari (4.11) esitliginde kullanilirsa

eAt eAt urtt —umtt
Uln+1+T(Ux):lUlTl+1+ > Uln< 1+ Zh i )

pAt (UL — 2005 + 207 — U
2 203

_ U_n_#At Uy — 20 + UL - U, 4.12)
‘ 2 2 h3
bulunur.
(4.12) denklemi asagidaki sekilde yazilabilir.
uAt uAt  eAt eAt
~aa U+ (= 0 v+ (1 U
eAt uAt 4 HATL
(G U~ g VB + 7 U
ult ult ult ult (4.13)
= g Uit — 5 Ul + UM+ 55 Ul — 5 Uik,

Bu son denklem, KdV denkleminin zaman ve konuma gore ayristirilmis bir
versiyonudur ve bu tezin geriye kalan kisminda IZMK2 vyaklasimi olarak

isimlendirilecektir.

uAt uUlAt  eAt eAt
R=2 | p=t=_pyr | S=1+4+—(U)"
4h3 2h3  an + = Wi

kabul edilirse. (4.13) denklemi asagidaki sekilde yazilabilir:

—RUL + PUMS + SUM = PURY + RULS

= RUM, — 2RU!, + UM+ 2RU}., — RU%, (4.14)
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Her bir m = 0,1,..., N degeri dikkate alindiginda, (4.14) tekrarli bagintis1 ile ortaya
cikan cebirsel denklem sistemi, (N + 1) denklem ve (N + 5) bilinmeyen igeren bir
sistem olur. Bu sistemin ¢6ziilebilmesi i¢in 4 tane bilinmeyenin sistemden elimine
edilmesi gereklidir. Bunun i¢in sinir kosullart kullanilarak U_,, U_4, Uyny1, Unys2
bilinmeyenleri elimine edilebilir. Bunun i¢in KdV denkleminin sinir kosullarindan
elde edilen (4.9) esitlikleri kullanilabilir. Boylece , (N + 1) denklem ve (N + 1)

bilinmeyen igeren denklem sistemine ulasilir. Bu sistem matris formunda
M-U"l =N-U"

seklinde yazilabilir. Burada

S -—P R 0 0 O 0 0 0 1
P S —-P R 0 O 0 0 0
—R P S —P R O 0 0 0
0 -—-R P S —-P R 0 0 0
M=]0 0 - 0 0}
0 0 0 -R P S —P R 0
0 0 0 0 -R P S —P R
0 0 0 0 0 —-R P S =P
L0 0 0 0 0 0 -—R P S -
U= [UO' Ulﬂ Y UN]T'
! 2R  —R 0 0 0 0 0 0 7
—2R 1 2R —R 0 0 0 0 0
R —2R 1 2R —R O 0 0 0
0 R —-2R 1 2R —R 0 0 0
N=| 0 0 - 0 0 |
0 0 0 R —-2R 1 2R —R 0
0 0 0 0 R —2R 1 2R  —R
0 0 0 0 0 R —2R 1 2R
L0 0 0 0 0 0 R —-2R 1
seklindedir.

4.1.2.1 ikinci yontem icin kararlihk analizi

Ikinci yéntemin kararlilik analizi i¢in de yine von Neumann metodu kullanilabilir.

Buna gore (4.13) denkleminde

Ur =q".e/mo, i =v-1

esitligi kullanilirsa
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qn+1(_Rej(m—2)9 + Pej(m—l)G + Seij _ Pej(m+1)9 + Rej(m+2)9)

— qn(Rej(m—Z)B _ ZRej(m—l)G + ejm@ + 2Rej(m+1)9 _ Rej(m+2)9)

elde edilir.

Gerekli sadelestirmeler yapilir ve bu ifade diizenlenirse

_ Re™/?® —2Re™J® + 1+ 2Re/® — Re/?"
~ —Re 20 + pe=i + S — Pel + ReJ28

q
bulunur.
Kompleks analizden bilinen
e!® = cos@ + isind
Ifadesi

cos(—0) = cos0, sin(—60) = —sin6

esitlikleri ile birlikte kullanilirsa

_ 1—j[2Rsin26 — 4Rsinb]
S+ j[2Rsin26 — 2Psinf]

q

elde edilir. Boylece

al V12 + (2Rsin26 — 4Rsind)? )
q = =
JS% + (2Rsin26 — 2Psing)?

Bu son ifade i¢in |q| < 1 olmasi durumunda yontem kararli olur.

4.2 Sayisal Ornekler ve Karsilastirmalar

Bu kisimda KdV denkleminin bilinen bazi niimerik 6rnekleri kullanilarak sunulan
yontem test edilecektir.

KdV denkleminin sonsuz c¢oklukta korunum yasasina sahip oldugu Muira ve
arkadaslar1 tarafindan [47] referansinda gosterilmistir. KdV denkleminin en ¢ok

kullanilan korunum sabitleri

00} oo oo 3
I =] Udx, I, =J UZdx, I3 =f (U3—E,u(Ux)2>dx (4.15)
ile verilir ve bunlar siras1 ile kiitle, enerji ve momentuma karsilik gelir. Bu
degismezler biitiin hesaplama siiresinde sabit kalmalidir. Analitik ¢6ziimiin olmadig
test problemlerinde bu sabitler verilen yontemlerin dogruluklarin1 gozlemek igin

kullanilacaktir.

27



Niimerik yontemin dogrulugu arastirilirken asagida verilen hata normlari

hesaplanmustir.
N
L, = ||yanaticitc _ gnimerik|| h2|Uanazitik _ (Unumerik)jlz'
j=0
(4.16)
L, = ”Uanalitik _ Unumeriknoo _ mjax yanalitik _ (Unumerik)jl_

4.2.1 Problem 1: Tek soliton 6rnegi

[lk test problemi olarak bir tek solitonun hareketi ele incelenecektir. Bunun i¢in
U(x,0) = 3c sech?(Ax +D), t=>0

baslangi¢ kosulu ve
Ulx,t)=U2,t) =0 , t=>0

sinir kosullar1 dikkate alinacaktir. Bu sartlar altinda KdV denkleminin analitik

¢Ozimi

U(x,t) = 3c sech?(Ax — Bt + D), (4.17)

ile verilir. Burada
1 1
A= E(ec/y)l/2 ve B = ecA

seklindedir.
(4.17) ile verilen ¢6ziim, 3c genlige sahip bir solitonun, sag tarafa hareketini temsil
eder. Baslangi¢ dalgasi x = 0 merkezlidir ve dalganin hizi da 3c dir. Niimerik

hesaplamalarda [ 16] referansina benzer olarak kullanilan parametreler
e=1, u=484x10"*% c=01, D=-6

seklinde secilerek [0,2] araliginda c¢oziimler arastirilmistir. Yazilan ¢oziim
algoritmasit h = 0.01 ve At = 0.05 degerleri igin =3 anina kadar g¢aligtirilmig ve
ilgili hata normlar1 ve korunum sabitleri hesaplanmistir. Elde edilen sonuglar,
Yontem 1 ve Yontem 2 igin sirasiyla Cizelge 4.1 ve Cizelge 4.2 de sunulmustur.

Diger yandan, Sekil 4.1-4 ile olusan dalga profilleri ve mutlak hatalar gésterilmistir.
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Cizelge 4.1: Tek soliton i¢in Yontem1 sonuglari.

0.05

0.04

Hata

0.02

Zaman L, x 10! Lo X 101 L I, I
0.0 0 0 0.144598 0.0867593 0.0470778
0.5 0.0382005 0.108414 0.145749 0.0869141 0.0472148
1.0 0.0618583 0.177872 0.143613 0.0866445 0.0469764
1.5 0.0891988 0.254411 0.143806 0.0866495 0.0469809
2.0 0.117149 0.323045 0.144626 0.0867444 0.0470683
2.5 0.14671 0.40932 0.145216 0.0868526 0.047164

3.0 0.177211 0.490116 0.144395 0.0867197 0.0470463

.

t=0 t=0.5 t=1 t=1.5 t=2 t=2.5 t=3

0.8 —

0.6 —

u

Sekil 4.1: Yontem 1 i¢in tek soliton profili.

Sekil 4.2: Yontem 1 i¢in t=3 anindaki mutlak hata.

0.8

1.2
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Cizelge 4.2: Tek soliton i¢in Yontem 2 sonuglari.

Zaman L, x 10 Lo, x101 |1, I, I
0.0 0 0 0.144597 0.0867593 0.0470778
0.5 0.0305698 0.0958634 0.144394 0.086753 0.0470766
1.0 0.0594514 0.17613 0.144676 0.0867777 0.0470988
1.5 0.0886643 0.245777 0.144611 0.0867714 0.0470925
2.0 0.118189 0.327563 0.144585 0.0867566 0.0470801
2.5 0.14823 0.404618 0.14469 0.0867704 0.0470914
3.0 0.177639 0.481133 0.144731 0.0867683 0.0470892
—
t=0 t=0.5 t=1 t=1.5 t=2 t=2.5 t=3
0.8 —
0.6 —|
U |
0.4 —
0.2 —
0 \ \ \ \ \
o] 0.4 0.8 1.2 1.6 2
X
Sekil 4.3: Yontem 2 igin tek soliton profili.
0.05 —
0.04 —
0.03 —
Hata —
0.02 —
0.01 —
° \ \ \ \ \
o] 0.4 0.8 1.2 1.6 2

Sekil 4.4: Yontem 2 i¢in t=3 anindaki mutlak hata.
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4.2.2 Problem 2: Maxwellian baslangic kosulu
Bu test probleminde, [48] referansinda yer alan
U(x,0) = exp(—x?)
seklindeki Maxwellian baslangi¢ kosulu,
U(—15,t) =U(5,t) =0, t>0.

sinir kosullart ile birlikte dikkate alindi. Hesaplamalar i¢in ayristirma parametreleri
ve € sabiti h = 0.1, At = 0.01 ve € = 1.0, olarak kullanildi. Farkli u degerleri i¢in
olusan ¢oziimler Sekil 4.5 ve Sekil 4.6 ile verildi. Elde edilen sonuglar
incelendiginde, olusan dalgalarin davranig seklinin tamamiyle u < y. yada pu > pu,
olmasina bagl oldugu gozlendi. Burada p,. [49] referansinda yer alan ve kritik
parametre olarak isimlendirilen bir parametredir. Berezin ve Karpman yaptiklar
calismada [50] bu kritik parametreyi pu,. = 0.0625 olarak kullanmiglardir. y < p,
olacak sekildeki se¢imlerde baslangi¢ kosulu p sayisina bagli olarak birden fazla
dalgaya ayrigirken y > p,. olmasit durumunda bdyle bir ayrisma yerine daha hizli
salinim yapan dalga paketleri olugsmaktadir [51].

Iki farkli g degeri igin hesaplanan korunum sabitleri Cizelge 4.3 ve Cizelge 4.4 ile
verilmistir. Hem bu ¢izelgelerde hem de Sekil 4.5 ve Sekil 4.6 de goriildiigii lizere u
degeri kiiciildiik¢e ¢6zliim profillerinin olusturulmasinda kullanilan niimerik yontem
zorlanmaktadir. u = 0.01 se¢iminde dalganin sag tarafinda olusan salinimlar buna
isaret etmektedir. u = 0.001 secimi ile hesaplama yapildiginda c¢oziimlerin

bozuldugu goriilmiistiir.

2 —

-0.5
I I I

Sekil 4.5: Maxwellian baslangi¢ kosullu problem t = 12.5,h = 0.1, At = 0.01, u = 0.04.
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Cizelge 4.3: Maxwellian probleminde € = 1.0 ve ¢ = 0.04 i¢in korunum sabitleri.

Zaman I I I3
0.0 1.772454 1.253314 0.874423
2.5 1.772456 1.256129 0.8822085
5.0 1.772759 1.257326 0.8848848
7.5 1.773902 1.257563 0.8854049
10.0 1.781677 1.258257 0.8862091
12.5 1.755611 1.255208 0.8831938

Sekil 4.6: Maxwellian baslangi¢ kosullu problem t = 12.5,h = 0.1,At = 0.01,x = 0.01.

Cizelge 4.4: Maxwellian probleminde € = 1.0 ve ¢ = 0.01 i¢in korunum sabitleri.

Zaman L I, I3
0.0 1.772454 1.253314 0.9861008
2.5 1.772197 1.27361 1.051559
5.0 1.773074 1.290827 1.111356
7.5 1.772256 1.288617 1.096313
10.0 1.771684 1.285888 1.083662
12.5 1.773193 1.292054 1.117952
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4.2.3 Problem 3: Tanh formunda baslangi¢ kosulu

Son test problemi olarak, KdV denkleminin, [16] referansinda yer alan.

u(x,0) = % ll — tanh <|X|+25>l

baslangi¢ kosulu ve
U(-50,t) = U(150,t) = 0, U,(—50,t) = U,(150,t) =0, t>0

sinir kosullar1 altindaki ¢oziimleri arastirildi. Hesaplanan korunum sabitleri Cizelge
4.5 ile sunuldu.

Yapilan hesaplamalarda ¢oziim parametreleri olarak &€ = 0.2, p = 0.1 degerleri
At = 0.05 ve h = 0.4 ayristirma parametreleri ile birlikte kullanildi. Coziimler igin
program t = 800 zamanina kadar calistirlldi ve dalga profillerindeki kuyruk
olusumu gozlendi. Farkli bazi zamanlardaki ¢oziimler Cizelge 4.5 ile sayisal olarak
sunuldu ve Sekil. 4.7 ile gosterildi. Ote yandan, olusan dalgalarin genliklerinin
neredeyse lineer oldugu ve en dndeki dalganin hizinin teorik dalga hiziyla uyumlu

oldugu goriildii.

Cizelge 4.5: Problem 3 i¢in korunum sabitleri.

Zaman L I, I3
0.0 50.000114 45.000456 42.301024
100 50.000289 45.074866 42.566876
200 50.008099 45.292009 43.365405
300 49.998908 45.422825 43.835325
400 49.976394 45.470108 43.991981
500 49.974299 45.488904 44.046712
600 49.966234 45.496014 44.065706
700 49.991361 45.51399 44.090886
800 50.017085 45.530616 44.112816
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Sekil 4.7: Problem 3 i¢in farkli zamanlardaki ¢6ziim profilleri.
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5. SONUC

Bu tez calismasinda KdV denkleminin niimerik ¢ozlimleri, sonlu farklar yontemi ile
arastirildi. Problemin zaman ayristirmasinda Crank-Nicolson yontemi kullanildi. Bu
sayede KdV denklemi, ardisik iki zaman adimini igeren bir tekrarli bagint1 haline
getirildi. Sunulan niimerik yontem, ilk olarak analitik ¢6ziimii bilinen tek soliton
problemi iizerinde test edildi ve farkli dalga hizlari igin sonuglar verildi. Ikinci olarak
ise Maxwellian baslangi¢ kosulunun iirettigi dalgalar incelendi. Bu problemde u
degeri kiiciildiikce ¢oziim profillerinin olusturulmasinda kullanilan nlimerik
yontemin zorlandig1r ve ¢oziimlerin salinim yaptigr gozlendi. Son olarak ise Tanh

fonksiyonu iceren bir baslangi¢ kosulu ile olusan dalga profilleri incelendi.

Niimerik yontemin uygulanisinda, standard sonlu fark yaklasimlari tercih edilerek
lineer olmayan KdV denklemi i¢in iki farkli lineerlestirme teknigi kullanildi ve
denklemin sonlu farklar ¢éziimleri bulundu. Elde edilen sonuclar incelendiginde ilk
etapta, ikinci yontemin daha dogru sonuglar verdigi gozlendi. Bununla beraber
kullanilan bir i¢ iterasyon ile birinci yontemde lineerlestirmeden kaynaklanan hata

azaltilarak her iki yontemin hatasi da ayni1 dogruluk seviyesine getirildi.

Sonu¢ olarak, KdV denkleminin nilimerik ¢o6ziimlerinde, dalga profillerinin
olusturulmasi ve denklemin karakteristiklerinin incelenmesinde kullanilan standard
sonlu farklar yonteminin yeterli dogrulukta sonuglar verdigi sdylenebilir. Yontemin
uygulama kolaylig1 ve hesaplama maliyeti agisindan ekonomik olmasi da bir avantaj
olarak not edilebilir. Diger yandan, elde edilen sonuglarin daha giicli numerik
yontemlerle karsilagtirilabilirligi ve yOntemi zorlayacak parametre sec¢imlerinde
ortaya cikan giicliikler ise zayif yonii olarak ifade edilebilir. Bu nedenle, standard
yaklagimin Gtesinde iyilestirme tekniklerinin kullanilarak yontemin giiclendirilmesi

ileriki bir ¢alisma konusu olarak diisiiniilmektedir.
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APPENDIX A. SONLU FARK FORMULLERI

Birinci, ikinci, ve dordiincii dereceden sonlu fark formiillerini 6zetleyelim. Asagida,

(h > 0) konumsal degisken ve u; = u(x, + ih) olarak olinmustir.

Tek-tarafli 1.mertebeden SF yontemleri:

ou —Uy + Uyq
0xly, - h
0%u Uy — 2Uyq + Uyy
axz| h?
Xo
d3u LTt BuUyq — Uty + Uys (A.1)
ax3| h3
Xo
0*u Uy — 4Uyq + 6UL, — dUy3 + Uiy
axt| h*
Xo
2.mertebeden merkezi SF yontemleri:
ou U —U_q
oxl,,  2h
0%u U — 2Ug + U_q
oxz| h?
Xo
o3u Uy — 22Uy + 22U —u_, (A.2)
ax3| 2h3
Xo
0*u U, — 4u; + 6ug —4u_; +u_,
axt| h*

X0



Tek-tarafli 2.mertebeden SF yontemleri:

ou + —3uy + 4uqpq — Uyp
oxly, — ™ 2h
0%u 2ug — Suyq + 4y, —uss
ax2| h?
X0
3u N —5ug + 18uyq — 24Uy, + 14uss — 3ugy, (A.3)
ax3| T~ 2h3
Xo
0*u 3ug — 14uyq + 26Uy, — 24uss + 1lugy, — 2ugs
axt| h*
Xo

4.mertebeden merkezi SF yontemleri:

Ju —u; +8u; —8u_; t+u_,
Oxly, 12h
0%u —u, + 16u; — 30uy + 16u_; —u_,
x| 12h2
Xo
d3u —uz + 8uy, — 13u; + 13u_; — 8u_, + u_j (A.4)
ax3| 8h3
X0
0*u —uz + 12u, — 39u; + 56Uy — 39u_; + 12u_, — u_4
ax*| 6h*
X0
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APPENDIX B. THOMAS ALGORITMASI

5-band sistemin dogrudan ¢6ziimii i¢in algoritma:

Varsayalim ki 5-band sistemi asagidaki gibi olun:

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 _
a, U2y + b UiZy + U —d UL —eUily = f;

burada
OSlSN ve a0=b0=a1=aN_1=dN=eN=0.
[k olarak:
dg €o fo
= by, =cCy, Ag=—, Ag=—, = —
Bo 0, HMo 0 0 1 0 1 Yo 1
ve
p1= by, U1 = ¢ — Braxg
(dy — B1o) € (f1 = B1Yo)
o= —— , 4y =—, Y= — olsun
Uy 251 251
Daha sonra asagidaki parametreler i = 2, 3, ... , N i¢in hesaplanir:

Bi = b; —a;a;_;

Ui = ¢ — Bidi—1 — aAi_;

_(di = Bidi-1)
o= ——————
Ui
e.
Ai = =
Ui
_ (fi=Bvi-1 — aiviz )
Vi =
Ui

Buradan ¢6ziimi=N—2,N — 3, ... ,0 i¢in

Un = YN

Un-1= Yn-1— an-1Uy
ve U= vi— Uyl — Uiy

seklinde olur



APPENDIX C. BILGISAYAR KODLARI

// Birinci metod icin KdV denklemi tek soliton problem
#include<iostream>
#include<math.h>
#include <stdio.h>
using namespace std;
int main()
{
int 1,j,KK,N=200,FINAL=600;
double
H,K,MUU,EP,X,XS,T,AA,BB,C,DD,YH,SUM,ERROR,L2,C1,C2,C3,DIFFERENCE,AAA,
BBB,CCC;
double U[N+1],UX[N+1],Z[N+5],Z1[N+5],Z2[N+5], A[N+1][5],B[N+1][5],F[N+1];
double AL[N+1],BE[N+1],GA[N+1],MU[N+1],LA[N+1];
FILE *KdV;
KdV=fopen("KdV_Single Soliton.dat","w+");
cout.precision(6);
H=0.01; K=0.005; XS=0.; T=0.; EP=1.; DD=-6.; C=0.3;
MUU=4.84*pow(10.,-4); AA=sqrt(EP*C/MUU)/2.; BB=EP*C*AA;
X=XS; ERROR=0.; L2=0.;
for (i=0 ; i<=N ; i++){
U[i]=Z[i+2]=3.*C*pow(1./cosh(AA*X+DD),2);
DIFFERENCE=fabs(U[i]-Z[i+2]);
L2+=pow(DIFFERENCE.,2);
if (DIFFERENCE>=ERROR) ERROR=DIFFERENCE;
/ cout<<T<<"\t"<<X<<"t"<<U[i]<<"\t"<<Z[i+2]<<"\n";

/I fprintf(KdV,"%M\t%M\t%0\t%\n", T,X,Z[i+2],DIFFERENCE);



X=X+H;
}
L2=sqrt(H*L2);
C1=C2=C3=0;
for (i=0; i<=N; i++) {
if (i==0 or i==N) {
if (i==0) UX[i]=(Z[i+3]-Z[i+2])/H;
if (i==N) UX[i]=(Z[i+2]-Z[i+1])/H;
Cl+=H/3.%(Z[i+2]);
C2+=H/3.*(Z[i+2]*Z[i+2]);
C3+=H/3.%(Z[i+2]*Z[i+2]*Z[i+2]-3.*MUU/EP*UX[i]*UX[i]);

else{
UX[i]=(Z[i+3]-Z[i+1])/(2.*H);
if (1%2==0){
C1+=H/3.*2.*(Z[i+2]);
C2+=H/3.%2.%(Z[i+2]*Z[i+2]);

C3+=H/3.#2.%(Z[i+2]*Z[i+2]*Z[i+2]-
3. *MUU/EP*UX[i]*UX[i]);

b
else{
Cl1+=H/3.*4.*(Z[i+2));
C2+=H/3.*4 *(Z[i+2]*Z[i+2]);

C3+=H/3.%4 *(Z[i+2]*Z[i+2]*Z[i+2]-
3. *MUU/EP*UX[i]*UX[i]);

}

cout << T << "\t" << L2*pow(10.,3) << "\t" << ERROR*pow(10.,3) << "\" << C1
<< "\t" << C2 << n\tn << C3 <<"\1’1";

Z[01=Z[4];
Z[1]=7]3];
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ZIN+3]=Z[N+1];
ZIN+4]=Z[N];

for (i=0 ; i<=N+4 ; i++)

for (KK=1 ; KK<=FINAL ; KK++){

T=T+K;

for (int KL=1 ; KL<=5 ; KL++)

{

for(i=0 ; i<=N ; i++){
AAA=-MUU/(4.*H*H*H);
BBB=MUU/(2.*H*H*H)-EP*Z[i+2]/(4.*H);
CCC=1./K;
A[i][0]=AAA;
A[i][1]=BBB;
A[i][2]=CCC;
A[i][3]=-BBB:;
A[i][4]=-AAA;
B[i][0]=-AAA;
B[i][1]=-BBB;
B[i][2]=CCC;
B[i][3]=BBB;
B[i][4]=AAA;
}
for (i=0 ; i<=N+4 ; i++)
Z[i=Z1[i];
for (i=0 ; i<=N ; i++){
SUM=0.;
for =0 ; j<=4; j++)
SUM-+=BI[i][j]*Z[i+]];
F[i]=SUM;

}
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A[0][3]+=A[0][1];
A[0][4]+=A[0][O0];
A[1][2[+=A[1][0];
AN-1][2+=A[N-1][4];
A[N][0]+=A[N][4];
A[N][1]+=A[N][3];
A[0][0]=A[0][1]=A[1][0]=0.;
A[N-1][4]=A[N][3]=A[N][4]=0.;
BE[0]=A[0][1];
MU[0]=A[0][2];
AL[0]=A[0][3)/MU[0];
LA[0]=A[0][4}/MU[0];
GA[0]=F[0}/MU[0];
BE[1]=A[1][1];
MU[1]=A[1][2]-BE[1]*AL[0];
AL[1]=(A[1][3]-BE[1]*LA[0])/MU[1];
LA[1]=A[1][4}/MU[1];
GA[1]1=(F[1]-BE[1]*GA[0]yMUI[1];
for (i=2 ; i<=N ; i++){
BE[i]=A[i][1]-A[i][0]*AL[i-2];
MU[i]=A[i][2]-BE[i]*AL[i-1]-A[i][0]*LA[i-2];
AL[i]=(A[i][3]-BE[i]*LA[i-1])/MUJi];
LA[i]=A[i][4]/MU[il;
GAIi1=(F[i]-BE[i]*GATi-1]-A[i][0]*GA[i-2])/MUIil;
}
Z2[N+2]=GA[N];
Z2[N+1]=GA[N-1]-AL[N-1]*Z2[N+2];
for (i=N-2 ; i>=0 ; i--)
Z2[i+2]=GA[i]-Z2[i+4]*LA[i]-Z2[i+3]*AL[i];
Z2[0]=Z2[4];
Z2[11=Z2[3];
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Z2[N+3]=Z2[N+1];
Z2[N+4]=Z2[N];

for (i=0; i<=N+4 ; i++)

YH=(Z2[i]-Z[i])*(1./2.);

for (i=0 ; i<=N+4 ; i++)

Z[i1=Z2][i];
Z1[i]=Z2[i];
H
X=XS; ERROR=0.; L2=0.;
for (i=0; i<=N; i++ ){
U[i]=3.*C*pow(1./cosh(AA*X-BB*T+DD),2);
DIFFERENCE=fabs(U[i]-Z[i+2]);
L2+=pow(DIFFERENCE,?2);
if (DIFFERENCE>=ERROR) ERROR=DIFFERENCE;
if (KK==FINAL)
fprintf(KdV,"%\t%\t%M\t%\n",T,X,Z[i+2], DIFFERENCE);
/ cout<<T<<"\t"<<X<<"\t"<<U[i]<<"\t"<<Z[i+2]<<"\t"<<DIFFERENCE<<"\n";
X=X+H;
}
L2=sqrt(H*L2);
C1=C2=C3=0.;
for (i=0; i<=N; i++) {
if (1==0 or i==N){
if 1==0) UX[i]=(Z[i+3]-Z[i+2])/H;

if (i==N) UX[i]=(Z[i+2]-Z[i+1])/H;
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C1+=H/3.%(Z[i+2]);
C2+=H/3.*(Z[i+2]*Z[i+2]);

C3+=H/3.*(Z[i+2]*Z[i+2]*Z[i+2]-3.*MUU/EP*UX[i]*UX[i]);

else
UX[]=(Z[i+3]-Z[i+1])/(2.*H);
if (1%2==0){
C1+=H/3.%2.%(Z[i+2]);
C2+=H/3.%2.*(Z[i+2]*Z[i+2]);

C3+=H/3.#2.%(Z[i+2]*Z[i+2]*Z[i+2]-
3. *MUU/EP*UX[i]*UX[i]);

}
else{
Cl1+=H/3.*4.*(Z[i+2));
C2+=H/3.*4 *(Z[i+2]*Z[i+2]);

C3+=H/3 %4 *(Z[i+2]* Z[i+2]*Z[i+2]-
3. *MUU/EP*UX[i]*UX[i]);

}

}
if (KK%100==0)

cout << T << "\t" << L2*pow(10.,3) << "\t" << ERROR*pow(10.,3) << "\¢"
<< Cl <<"t" << C2 << "\t" << C3 << "\n";

}
fclose(KdV);

return 0;
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// Ikinci metod icin KAV denklemi tek soliton problem
#include<iostream>
#include<math.h>
#include<stdio.h>
using namespace std;
int main()
{
int 1,j, KK,N=300,FINAL=600;

double H,K,MUU,EP,X,XS,T,AA,BB,C,D,U[N+1],UX[N+1],A[N-1][6],B[N-
11[6],Z[N+1],SUM,F[N+1],R,P,S,ERROR, DIFFERENCE=0.,C1,C2,C3,L2;

double AL[N-1],BE[N-1],GA[N-1],MU[N-1],LA[N-1];
FILE *KDV;
KDV=fopen("Rebwar.dat","w+");

H=0.01, K=0.005, XS=0.; T=0., EP=1.; MUU=4.84*pow(10.,-4); C=0.3;
AA=sqrt(EP*C/MUU)/2.; D=-6.; BB=EP*C*AA;

X=XS; ERROR=0.; L2=0.;
for (i=0 ; i<=N ; i++){
U[i]=Z[i]=3.*C*pow(1./cosh(AA*X+D),2);
DIFFERENCE=fabs(U[i]-Z[i]);
L2+=pow(DIFFERENCE,2);
if (DIFFERENCE>=ERROR) ERROR=DIFFERENCE;
fprintf(KDV,"%H\t%N\t%H\t%M\t%\n", T,X,U[i],Z[1], DIFFERENCE);
/ cout<<T<<"\t"<<X<<"\t"<<U[i]<<"\n";
X=X+H;
H
L2=sqrt(H*L2);
C1=C2=C3=0.;
for (i=0; i<=N; i++) {
if (i==0 or i==N){
if (==0) UX[i]=(Z[i+3]-Z[i+2])/H;
if (==N) UX[i]=(Z[i+2]-Z[i+1])/H;
Cl1+=H/3.*(Z[i+2]);
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C2+=H/3.*(Z[i+2]*Z][i+2]);

C3+=H/3.*(Z[i+2]*Z[i+2]*Z[i+2]-3.*MUU/EP*UX[i]*UX[i]);

else {
UX[i]=(Z[i+3]-Z[i+1])/(2.*H);
if (1%2==0){
Cl+=H/3.¥2.%(Z[i+2]);
C2+=H/3.%2 *(Z[i+2]*Z[i+2]);

C3+=H/3.%2 *(Z[i+2]*Z[i+2]*Z[i+2]-
3. *MUU/EP*UX[i]*UX([i]);

}
else{
C1+=H/3.*4.*(Z[i+2]);
C2+=H/3.*4 *(Z[i+2]*Z[i+2]);

C3+=H/3.*%4.%(Z[i+2]*Z[i+2]*Z[i+2]-
3. *MUU/EP*UX[i]*UX[i]);

}

cout << T << "¢" << L2*pow(10.,1) << "\t" << ERROR*pow(10.,1) << "\t" << C1
<< "\t" << C2 << n\tu << C3 <<"\H";

for (KK=1 ; KK<=FINAL ; KK++){
T=T+K;
for(i=2 ; i<=N-2 ; i++){
R=MUU*K/(4.*H*H*H);
P=MUU*K/(2.*H*H*H)-EP*K/(4.*H)*Z][i];
S=1.+EP*K/2.*(Z[i+1]-Z[i-1])/(2.*H);

A[i][1]=R;

Ali][4]=-P;
Al][5]=R;
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B[i][1]=R;
B[i][2]=-2.*R;
B[i][3]=1.;
B[i][4]=2.*R;
B[i][5]=-R;
}
for (i=2 ; i<=N-2 ; i++){
SUM=0.;
for (j=1 ; j<=5 ; j++)
SUM+=BJ[i][j]*Z[i+j-3];
F[i]=SUM;
H
A[2][1]=A[2][2]=A[3][1]=0.;
A[N-3][5]=A[N-2][4]=A[N-2][5]=0.;
BE[2]=A[2][2];
MU[2]=A[2][3];
AL[2]=A[2][4}/MU[2];
LA[2]=A[2][5/MU[2];
GA[2]=F[2)/MU[2];
BE[3]=A[3][2];
MU[3]=A[3][3]-BE[3]*AL[2];
AL[3]=(A[3][4]-BE[3]*LA[2])/MU[3];
LA[3]=A[3][5/MU[3];
GA[3]=(F[3]-BE[3]*GA[2])MUI[3];
for (i=4 ; i<=N-2 ; i++){
BE[i]=A[i][2]-A[i][1]*AL[i-2];
MU[i]=A[i][3]-BE[i]*AL[i-1]-A[i][1]*LA[i-2];
AL[i]=(A[i][4]-BE[i]*LA[i-1])/MU[i];
LA[i]=A[i][S)/MU[i];
GA[i]=(F[i]-BE[i]*GA[i-1]-A[i][1]*GA[i-2])MUIil;
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Z[N-2]=GA[N-2];

Z[N-3]=GA[N-3]-AL[N-3]*Z[N-2];

for (i=N-4 ; i>=2 ; i--){
Z[iI=GA[i]-Z[i+2]*LA[i]-Z[i+1]*AL[il;

Z[N]=Z[N-1]=0.;
X=XS; ERROR=0.; L2=0.;

for (i=0 ; i<=N ; i++){
U[i]=3.*C*pow(1./cosh(AA*X-BB*T+D),2);
DIFFERENCE=fabs(U[i]-Z[i]);
L2+=pow(DIFFERENCE,2);
if (DIFFERENCE>=ERROR) ERROR=DIFFERENCE;
if (KK%100==0.)

cout<<T<<"\t"<<X<<"\t"<<U[i]<<"\t"<<Z[i]<<"\n";

fprintf( KDV, "%M\% 0\ % N\t%A\t%\n", T, X, U[i],Z[i], DIFFERENCE);
X=X+H;

}

L2=sqrt(H*L2);

C1=C2=C3=0;
for (i=0; i<=N; i++) {

if (i==0 or i==N){

if (1I==0) UX[i]=(Z[i+3]-Z[i+2])/H;

if (i==N) UX[i]=(Z[i+2]-Z[i+1])/H;

Cl1+=H/3.*(Z[i+2]);
C2+=H/3.*(Z[i+2]*Z[i+2]);

C3+=H/3.%(Z[i+2]*Z[i+2]*Z[i+2]-3.*MUU/EP*UX[i]*UX[i]);

else{
UX[i]=(Z[i+3]-Z[i+1])/(2.*H);
if (1%2==0){
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C1+=H/3.%2.*(Z[i+2]);
C2+=H/3.%2.%(Z[i+2]*Z[i+2]);

C3+=H/3.#2.%(Z[i+2]*Z[i+2]*Z[i+2]-
3. *MUU/EP*UX[i]*UX([i]);

}
else{
C1+=H/3.*4.*(Z[i+2]);
C2+=H/3.*4 *(Z[i+2]*Z[1+2));

C3+=H/3.*%4.%(Z[i+2]*Z[i+2]*Z[i+2]-
3. *MUU/EP*UX[i]*UX[i]);

}

¥
if (KK%100==0)

cout << T << "\t" << L2*pow(10.,1) << "\t"<< ERROR*pow(10.,1) << "\t"
<< (Cl << "\t" << (2 << u\tu << (3 << n\nn ;

H
fclose(KDV);

return O;
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