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oA

Bu calaismada, sonlu farklar y®&ntemi yiik tasiyici
sistemlerle ilgili differansiyel denklemlerin ¢dziimiin-
de, sayisal hatalarin en aza indirilmesi icin bir,boyut—
lu Hermite sayisal c¢&zilim ydntemi kullanilmistir. Esit

ve degisken araliklar ig¢in gerekli;formﬁllerin ¢ikaril-

masi bu calismanin ana hedefi olarak secilmistir.
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AN APPLICATION OF THE FINITE DIFFERENCE
METHOD TO THE SOLUTION OF DIFFERENTIAL
EQUATIONS FOR LOAD BEARING SYSTEMS

(11.Sc. Thesis)

Sedat CEVIKEL
GAZI UNIVERSITY
INSTITUTE OF SCIENCE AND TECHNOLOGY
- September 1988 |

ABSTRACT

In this study, finite difference method has been
applied to the solution of diffebential equations
associated with the load bearing systems. One-dimensional
Hermite numerical solution technique has been employed
'in order to minimize the numerical errors. The derivation
of the formulas necessary for equal and variable intervals

has been chosen as the primary aim of the study.
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GIRIS

GUnimlzde teknolojik alandaki gelisme,ibilim dal-

lari arasindaki etkilesimi bﬁyﬁtmektedir.

Mﬁhendislik bilimlerindeki pozitif gelisménin matema-
tiksel metodlarin kullanilmasi ve yenilenmesi’ile’mﬁm—
kiin oldugu herkeé tarafindan bilinmektedir. Temel bilim-
lerin, 6zeilik1e matematigin diger bilim dallari fizerin-
deki etkinliéi,abtlk araStlrmac1lar,taraflhdan kabul

edilmis buluﬁmaktadlr.

Gegen yuzylla kadar mithendislik blllmlerlnln prob-
lemleri ilkel hesap araclarl yada elle yapiliyor, sorun-
ler ézel sartlara gore klyaslanarak giderilmeye calisl—
liyordu. Gﬁnﬁmﬁzde arastirmacilarin dﬁsﬁncerufkuhu géhis—
leten ca§1m121n gﬁrkemli mékinalari olan'bilgisayarlaf1a~
bilyik hacimli matematiksel problemlerin’céiﬁmﬁ optimum
hatala sonuciara varllafak yapilmaktadir.

Ancak gﬁnﬁmﬁzdeki‘bu callsmélafln vérimliligi, 8n-

cellkle matematlgln olumlu blP sekllde uygulama alanla—

 rina aktarllma81 1le arttlrllabllmektedlr.,

.~ Bu calismada, matematigin en tan;nmis ¢62ﬁm metdd;
1arindan olan Sénlu Férklar Metodd ele alinarak ileri
bir asama81 olan Bir boyutlu Hermlte Saglsal gézum Yyén-
temi’ ne uygulanmlstlr. Bu yontemlerln Elastlslte Teo-’
risi’ ‘ne aktarllma51, farkll geometrlk seklldekl tasl-

yici 81stemlere uygulanablllr olusunu ve bircok kolay-

-1=- . : . w. 3
Wiksekogretim Kuruln
Dokfimantasyon Merke7d



liklara befaberihde_getirmistir. Karsilasilan denklem
sistemleri, farklar ve tilirev arasindaki iliskiler kuru-
larak gézﬁm i¢in sadece geometri ve yilkleme sinir sart-
larinin verilmesi ile hesaplamalari gergeklestirilmis-

tir, Bu calisma ddrt bdliimden olusturulmustur.

Birinci bdlimde temel kavramlara yer verilerek,
mekanik ve kinematik biiyiikliiklerin tanimi ile aralarin-
- daki baglntilar (taslylcl sistemler yilikleme konumlari,

denge sartlari ve iligkileri v.b.) agiklanmistair.

tkinei bsltmi sonlu farklar yéntemlerinin‘(ileri,
geri ve merkezi farklar) incelenmesi olusturmaktadar.

Uciincll boliimde ise sonlu farklar ydnteminin ileri
asamasi olan bir boyutlu Hermite sayisal c8zim yéntemi-
ne uygulanma51’vé genellestirilmesi yeralmistir.

~Son balﬁmﬁ, diger bdlimlerdeki egit ve'degisken
araliklar icin elde edilen sonuclarin klyaslanma51 ve
dneriler kismi meydana getirmistir.

Hermite sayisal ¢&zim ydntemi, Alman matematikei
ve fizikeisi olan ZURMUHL, R. [1] tarafindan 1957 ve
1965 de ele allnmlstlr. Ydntemin matematiksel ayrintisi-
n1 ve difer y8ntemlerden Uistiinliiklerini ortaya koymustur.

Mithendislik dall olafak,insaat mﬁhendisliéinde,ele,,
alinan bu yéntem'degiskén'arallk;ve 1zgara konumu ile
T6ZUN, M.E. [2] tarafindan 1983‘de ele allnarak;vfarkll

~sinir sartlarini iceren sistemlere uygulamistir.



BOULOM 1

TEMEL KAVRAMLAR

1.1. TEOREM (Rolle teoremi):

Bir [a,b] kapali araliginda tanimli ve siirekli bir
f(x) fonksiyonu, bu araligin her noktasinda tlirevlienebi-
lirse ve f(a)=f(b)=0 ise f'(g£=0 olacak sekilde s8z ko=

nusu aralikta (a<xl<b) en az bir x  degeri vardir [3].
1.2. TEOREM (Ortalama teoremi):
£(x) fonksiyonu [a,b] araliginda tanimli, siirekli
ve tilrevlenebilirse sdz konusu aralikta en az birrxl de-
geri ic¢in

E®IE@) L pry ), acx < .
bfa = ;
dir [3].
, '1’3.,TEOﬁ?M {féylor:ortalama téqreﬁi):‘ k;
Bir [a,b]_arallglnda tanimli ve éﬁrekliif(x)kfonk—

:siyOnu,(a5b) de~ard1$lk tﬁrevlefeksahip ise s&zﬁ edi1en

arallkfa o -
Cf(B)=f(a)+(b-a).£' (a)+ B2 gnead+, ..+
BRSSO SIS T | (1.2)

n!
olacak sekilde bir £ noktasi mevcuttur. Rn terimine

g



kalan adi verilir. Kalan terim asagidaki formlar ile ifa-
de edilebilir.

e ey (bma) ™Y

 LAGRANGE :R = , a<g<b (1.3)

o (n+)!
£ (6 (=) (b-a)

n!

' CAUCHY ':Rné , a<E<b (1.4)

dir [3].
1.4, TANIM (Taylor serisi):

Taylor ortalama teoremindeki (1.2) baglnt1s1 Rn'ln

Lagrange sekli kullanilarak (a,b) deki x ve Xy igin,

2 . .
£Go=f(a)+ $28) g1 (ays $X22) pniays,

1 : 2!
. e g
g $xmad® L)y Oxma)t T L (nbad oy (g 5y

n: ; o (n+1).

seklinde tanimlanan ifadéye x’in a noktasi civaranda ka-
lanli Taylor serisi denir. f(x) foﬁksiyonunu bir polino-
ma yaklagtairmak ig¢in kullanlllr.

Eger 1lim R =0 ise sonsuz serlye f(x)’ln x=a 01va~

eih
rinda Taylor serisi denir: [3 ]

1.5. TANIM (Faktd:iyel polinomu):

Faktéfiyel polinomlar; h'pozitif bir sayi olmak
‘ﬁzere,f ' k
(Mp(k-1)evu(kentn) o (1.B)

Yk

’ilé‘belirtilir. Bu polihomlar,‘uyguhk62e11iklerinden;do-
"iayl,sonlu'farklarkteofisinde6némli bir rol 6ynariar.
Bir faktdriyel polinOmuh cesitli farklarl, yine faktdri-
yel polinomlardlr; Szellikle ilk fark icin x’in kuvveti-

~4-



ni hatirlatan, ‘
" Ak(n)=n;k(n51) SRR S am
farkina karsillk gelir. Sifirdan yﬁksek farklar icin,
2" ™ ant e N | (1.8)
yazilabilir.. 1ki terimli katsayllab (Binomial),' |

(n)
n_rky_ 'k
Ck*(n)_

(1.9)
n! ,

formﬂlﬁ,ile,7fakt5riyel polinomlara baglldir. Bundan do-

layi bir sonlu fark formiiliinin sekli olan,

nt1 _ ~n+1 _ .0 | ‘ el |
it - ™t =cp | - aan

baglntlsl bu polinomlarin"ba21 6zelliklerini paylasmak*‘:
dir. Faktdriyel pollnomlarln tanlml dogrudan dogruya,

(n)

) L (on) Lk (1.1

bagintisini verir [4].
’l.’6. TANIM ’(Newt»on polinomu);

Duzenlenmls pollnomlar, sonlu farklar ve faktorlyel~

~p011nomlar1 01n31nden ifade edlleblllr Toplam formulu,

i=0
1spatlanmls ve. 51ralanmls pollnom 1c1n dlrekt olarak

asagldakl sekllde ya211ab11en Newton formhlﬂne gdturdr.f

n , : S
=L (k) at Yo | e (1.13)
1=0 S , :

'Pk
Newton formiiliiniin alternatif bir sekli, Xy arglimani cin=~

sinden X = xo+k.h kullanilarak bulunabilir, agsagidaki

_5_



“gibi ispat edilebilir.
Ay ' Azyo ,
p(x ) =y ¢t —2(x-x )+ (x=x ) (x=-x_J)+...+
' 1t 9% 2tn 0 ° *
o :

+

o
;(x-xo)(x-xl)(x—xz)...(xk-x )

n'h ST aw

dir. Diizenleme noktalara xo,xl;xz,...,xn dir. Bu nokta-

larda polinom,yo,yl,yz,...,yn degerleri alir [u4 ].
1.7. TANIM (Taylor polinomu):

Bip Xy argiimani, polinomun degerleri ve n tane ar-
disaik tﬁrevl?ri verilen y(x) fonksiyonuna c¢akistirabil-
mek icin gereklidir. Yani,

p(k)(xd) = y(k)(xo) 5 (k=0,1,2,...,n) (1.15)

seklinde bir polinomun varligi ve tekliginin meveut ol-
mas1i klasik bir’analiz islemler sonucudur.

Taylor formiilii, bir polinom sekllnde olup

p(x) = I X—-—-EQ- (x=x - ~ (1.16)
=0 k! i .

k
‘ifadesi 1le verlleblllr Taylor pollnomunun hata81, y(x)“

fonk81yonuna bir yaklaslm olarak hesaplandlglnda

y(x)—p<x)=r—l~ 0 (“+1’(x ). (xmx " (1.17)

: n! X
) O

ile verilebilir. integral formiiline (1.3) teoremi;uygué

klandlglnda Lagrange hata formulu elde edlllr.

(n+1)(€) :
R =y(x)-p(x)= S ARESREE 5 XA (x—xo) s x<§<xO ; -
n o (n+1)! : T (1.18)
dir [ u].



Eger y(x) in tilirevleri, n’den bagimsiz olarak sinir-
‘lanmissa, o zaman verilen x noktalarinin araliklara lze-
rindeki verilmis toleranstan asagldaki |y(x)—p(x)|’i’kﬁ-
cliltmeye yarayécak ihtiya¢ duyulan nkderecelerini hesap-
lamak i¢in diger hata formiillerine bagvurulur.

- Uzelligi olan analitik fonksiyonlar, n+» olacak se-
kilde, verilmis bir aralikta biitlin x noktalari ic¢cin si-

fir limitindedir. Bu tip fonksiyonlar
(1) ‘ '
Ly TAxg)

Iloa:8

y(x)=.

‘ 3 ‘
: (x—xo) (1.19)

0 il
Taylor serisince aclklanabilir,

Binomial seriler ise, Taylorkserileri nedeniyle
Snemlidir. =-l<x<1 degerleri icin

Pa'y ot
(1+x) ;i Cp’.x E (1.20)

alinir [ 4.

1.8. TANIM (Enterpolasyon):

kEnterpoiasydn, birkf(X) fonksiyonunun‘xo,xl,..;,xh
‘gibi ayflk noktalarda yerilenkfo,fl%;{.,fn degerlerini'
kullanarak bﬁ fonkSiyonﬁn’daha'baSitrve bilinen bir

CF(x) fonkéiYonukile‘ifade’edilmési islemidir. F(x)’e
enterpolaégon’fbnkSigoﬁu denir; Bukfi§ fonkSinnlaryson—
lurfafklaf yéntemihde kullanilarak saglikli cdzlmler el-
de edilebilir [5]. | |

1.9. TANIM (Lineer enterpolasyon):

[a,b] de bir £(x) fonksiyonu verilmis ise enterpo-



lasyon formilid olarak

F(x)= Ax + B (1.21)
kullanilarak

f£(a) = F(a) , £(b) = F(b) a2
bagintilari saglanmalidir. Bu nedenle

A.a + B = f(a) s A.b + B = f(b) e (1.23)
ifadesindeki A ve B katsayilari |

Ao £0) - £(a) 5o bf(a) =af® g

b -a T , b - a

' ,seklindedir. Boylece F(x), - o
F(x) = ( f(b) - f(a) );xk+'bf(a) - af(b)  (1.25)
b - a ' b -a

olur. Yapilan islemler® Sekill.'de g&sterilmistir.

Fix),F(x)

,,/’( . ’
(x,F(x))
, . .

i
fla) ' £(b)
~,L ’ s ,I‘ - S
a x b )

Sekil 1,'Liheer enterpblaSyon 

Lineer enterpolasyondaki kesme yanlisi

R(x) = £(x) - F(x) - (x-a)(x‘b) f"(c), a<c<b
s 2 P (1.26)

ile verilir. f(x) birinci dereceden bir fonksiyon oldu-

-8~



gundan f"(x) = 0 dar. Yanlis formliliindeki {ist limit

' , e N2
RGO | = |£(x) = F(x)| ¢ <22a)" y (1.27)
2 .

seklinde verilebilir. Burada |f£"(x)| ¢ M ile sinirlidir
[ s].

1.10. Lineer denklem sistemleri

Bo1llm 2 ve 3 de olusturulan denklem takimlarinin
¢8zimli icin ésagldaki (1.10.1),(1.10.2) teoremleri ve

' (1.10.3) tanimini verelim.

1.10.1, TEOREM

n bilinmeyenli ve m denklemli G.X = 0 sisteminde
rank G = p ise ¢&zlim uzayinin boyutu (n-p) dir. n = p
ise asikar ¢bziim, p €« m § n olmasi halinde asikar olma-
yan ¢bzlimler vardir.

Eger m = n olmasi halinde asikar olmayan ¢Ozilimle-
rin olabilmesi ig¢in gerek ve yeter sart G’nin singiiler
olma51 (det G =cn gerekir [6].

1.10.2. TEOREM

G.X = 0 lineer homojen denklem sisteminin G matri-
sinin satirca indirgénmis,esolon formukﬁ ise;‘G.X'= 0
ve R.X = ¢ Sisfémlerinin CSZﬁmﬁ aynidir [67].

1.10.3. TANIM (Iléveli #‘genislétilmis matriS):‘

| G.X =B lineer denklem sisteminde agagida tanimla-
nanyg =[6B ] matrisine ilaveii = genigletilmig matrisi

denir.



a,, e aln b1 -
g = . . (1.28)
aml . o o0 nm b m
seklindedir. Eger,
rank g = rank G (1.29)
ise sistemin bir ¢&zimi vardir. Eger,
rank G = p < n (1.30)

ise sistemin (n-p) tane lineer bagimsiz ¢bzlimil vardir
[e].

bneeki callsmalarda llneer denklem 31stemler1n1n
cozumlerl, optlmum slire bakimindan farkla yontemlerle

incelenmig olup, Sekil 2.' deki

graflk elde edilmig-
tir [ 5]. | k .

Bu y&ntemler ara81nda en kisa siirede ¢&ziimi gercek-
lestiren y8ntemin Gauss eliminasyonu (yoketme) oldugu
gbzlenmistir.
Sonraki b8&liimlerde elde edilecek olan lineer denk-

lem 51stemlerinin“c6zﬁmﬁnde Gauss eliminasyonu yoénteml
kullanilacaktair.

-10-



Zaman

(Saniye)
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Sekil 2. Lineer denklem sistemlerinin c8zimi

~icin gerekli y®ntemlerin bilgisayar -
islem zamanlari
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1,11, TANIM (Tasiyici sistem):

Bir mithendislik yapisina etki eden gegitli Kuvvet-
leri, emniyet sinirlari icinde tasiyan ve elemanlari
aracilag: ile bu kuvvetleri zemine aktaran sistemlere

tagiyici sistemler denir.

Bir bqutlu tasiyici sistemlere cubuk sistemler de
denilir. Bunlér dolu kesitli veya kafes sistem seklinde
olabilirler.viki boyutlu sistemlef; lévha, plak’ve ka-
buk wv.b. siStemlerfseklinde karslmlza clkarlér. ﬁc’bo-

yutlu sistemler, uzay kafes sistemlerdir [7].
1.12. TANIM (Dig kuvvetler, yilikler):

Yikler, faslylél Sisteme etkiyen tekil ve yayili
kvaetlerdib,‘YaY111,yﬁkler dogrusal yada herhangi bir
alana étkiyen“kuvvetler olabilirler. Birinci tiir yayili
yik, birim bdya etki eden kuvvetler (kg/m, ton/m, N/m,
v.b.), ikinci tlr yayili ylk, birim alana etkiyen kuv-
 vetko1up,(kg/mz,’ton/mz; N/mz, v.b.) boyutlarlndadlr.
 Denge'probleﬁierinin cézﬁmﬁndé yay111 yﬁk1er‘yérine,bun-]
larin tﬁmﬁnﬁn yépt1§1 étkiyi tek,bésina tistlenen biles— |
ke (Ry) tekil kuvveti al;narak'Heéaplamalar‘yaplllr [7].
YUk cesitlébi geométrik Qiapak‘Sekil 3.'de gﬁsterilmis;'"'

1.13. TANIM (Mesnet‘vé‘tépki'kuvéetiéri):‘

Taslyi01~Sistemlérithlsrortamla (Zeminle) bifles—
tigi noktalaré mesnet, burada olusan kuvvetlere tepki
“kuvvetleri denirQ'Cesitleri,Sekii ﬁ.ide verilmistir.

[ 7].’ | | -12-



2
1 / _____ ~ x  Tekil ylkler
— L -
— q(x) S '
1 Dlizglin olmayan
V RS 4 yayili ytlik
Ry
b1,/ 2, / 2y (x)
o~ ¥ ,
B e Diizglin ‘yayalx yik
Ry = q.L k

~Sekil 3. Taslylclysisteme etkiyen
yliik cesitleri ' ‘

Ax A' : . )
_-%;__—-! ewm<-MX - Sabit mesnet

‘&_____j----xx Hareketli mesnet:

y
—a !—'-~¥¥>~x Ankastre (=Gecme) mesnet
N L
T,

Sekil 4. Mesnetler ve’tépki kuvvetleri
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1.14, TANIM (fzostatik ve‘hiperstatik sistemler):

Tasiyici sisteme etki eden dis ve ic kuvvetlerin
hesaba i¢in ZP, = 0 , TP = 0 ve IM = 0 denge denklemle-
ri yeterli ise bu sistemlere izostatik; yeterli degil

ise hiperstatik sistem adi verilir [ 7].

Bu ¢calismada izostatik sistemler ele alinacaktair.
tzostatik sistemlerde hesabi istenen kuvvet sayisi kadar

‘denklem vardir. Sekil 5.' de izostatik sistemler g&-

riilmektedir.

s g By Ry

wgin L/
X .
_# e ’ QI_B ‘ Bgsit kiris
S & V B
.TAy~, ‘ f 2y

P

Ag 4 _a '
A l B | I'i 11 ~

, , .
_-—_)ﬁ; — A v Clkmal; kiris

o~ A S | T
A F} ar | : e
B ’Q\ ‘ : 1 B ~ Konsol kiris
Sekil 5. tzostatik, tek aciklikli

kirisler :

. g



1.15, TANIM (Elastisite modiilii):

Tagiyica sistemleri vé:kuvvefleri aktarici eleman-
larin yapisindaki karakteristik 6zellikleri (kisalma,
uzama v.b.) belirleyen bir biliyikltktlir. E notasyonu ile
gbsterilir. |

Sekil 6.' da gdrlilen uzama ¢ubugunun; ilk kesiti
~Fo’ ilk uzunlugu'Lo, etki eden kuvvet P, son kesit P,
son uzunluk L, cubuktaki gerilme o ve orantaililik sini~-

r1 GP olmak izere,

L = 'LO , ,
€ ¥ ——= uzama orani - (1.31)
Lo_ '
oo ~gerilme olarak (1.32)
13 : e,
0

P
cisim HOOKE KANUNU' na uyar. Bu degisim sekil (1.7) de

tanimlanir. o gerilmesi, o, sainirinin altinda kaldikg¢a

gériilmektedir. (e , o) diyagrami bu b&lge icin bir dog-
~ru parcasi ile g¥sterilir. B
Denklemi,
o =E .‘€ ,f(g < UP)’ k‘(1;33)
olah dogrunun,egimi, deneye'tabi tutulan malzeme-
nin elastiSite modiliinl verir [8].
tasiyici sistemlerde kullanilan yap1~malzemeSinin (ce-
1ik; ahsap, bétonarme; v.b.) elastisite modiild farkli-

liklar gdsterir.

-15~
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Sekil 7. (e , O) diyagraml
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1,15, TANIM (alan atalet momenti):

Sekil 8.' deki F ile gbsterilen dik kesitin alan

elemani dF olmak lizere kesitin alan statik momentleri

S, = éf»y; daF , S = éf x. dF | (1.35)

bagintilari ile verilir. Atalet momenti I operatdri ile
gbsterilmek lizere x- eksenine gdre ve y- eksenine gdére

alan atalet momentleri sirasi ile,

I = /f y?. dF, I_ = Jf x%. dF (1.36)
X F - ; y F o ‘
ve carpim atalet momenti,

IXy i éf 3.y. dr & s (1.37)

olarak tanimlanir. Birimi (b'r)u diir [ 8 ].

Sekil 8. Bir kesitin atalet momenti

-17=-



BOLOI 2

SONLU FARKLAR

2.1. Esit Arallklarvicin Sonlu Farklar

Sonlu farklar matematigi, saylsal yéntemler ic¢in
temel teskil eder.

Matematik, fizik ve miihendislik bilimlerinde karsi-
lasilan silirekli fonksiyonlarain, ayrlk noktalarindaki bi-
linmeyen degerlerine bu ¢dziim metodu ile iyi bir yakla-

sim saglanabilir.

Bazi durumlarda problem, analitik ¢6zﬁme‘sahip ol-
sa da daha basit hale getirilebilir. Sekil 9.' da g&-

piilen y = f(x) fonksiyonu y?’ nin yaklasim fonksiyonudur.

y = f(x)

v
®

& -
Q
M e
§
W e v 4 i e
[N
bR e e .
LN . :
e e A e e e o
x =
+ WG e e S -
w

[o}
g
ny

3 -7h

B W

h h h h h

 Sekil 9. Esit araliklarda yaklasim
Formilil - o
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2.1.1. tleri Farklar (Forward differences)

Bir y = f(x) fonksiyonu ve adim h alinarak x nokta-

s1 igin birinci mertebé ileri fark,
AF(x) = £(x+th) - £(x) | (2.1)

Xy noktasi iein (i = 0,1,2,...,n) birinci mertebe ileri

fark,
Ay = yi+l -y o (2.2)
formiili ile belirlidir.

olmak lizere ikinci ve daha yliksek mertebeden ileri fark-

lar formiilleri c¢ikaralabilir.

v = f(x)
A i
-~ |Ay2 :
levt
1 | ]
S '
) i ' i i
1 i ! | |
Yo Y1 %2 %3 On
! t i ! |
i ,’, I ~l‘ . i S %
Xo 'V)Cl X2 XB xn .
PRSINEC— fm oecieinn -
Sek11 10. Esit arallklardakordinat‘
‘ farklar :
Yo T Yo
1 ==yo+AYO‘
Yy = Y 48y,
D S ' (2

~19-



olmak Uzere

It

Y1™¥
Y7V, T &Y,

.

AY,

’
\d

y~n+l—y~n o= Ay ; ’ (2.5)

n

seklinde yazilir., lkinci mertebeden ileri fark ig¢in

ol ‘ . S | ,
A%y; = A(Ayg) = Ays .ty S Viaom2Vay0tyy (2.8)
- formiilli verilebilip. r’nci mertebeden ileri fark icin

,Ary; = A( Ar-lyi) = Ar-lyi+l—Ar—lyi : (2.7)

elde edlllr.‘(Z 7) baglntlsl, Yis Y3 1000 ¥iun terim-

leri 1le bellrlldlr.

¢8zimil istenen bir y = f(x)‘fonksiyonﬁnun Newton

bolinomu‘ ile yaklasimi,

| e 51
y(x) = €+ Clxx ) + C;(x—xé).(x-xi) ¥

403 (x=x ). (x=x ) (x=x,) +...+

+C ‘xfx ).(x-x Yoo (x=x _l)+Rn+l(x) (2.8)

‘sekllndedlr. Bu pollnomdakl C katsayllarl (1 0,1,...5n)

klsa gosterlmler olarak

S |
CO = yO
X Yi‘yo
C; [xlxo R
, * %o
x [xzx ] [x
c, = [x2 ] L
X, = X
o

. _ T : =. [X ] [X ,O]

(2.9)



belirlenirsé, ordinatlar cinsinden ifade edilebilirler.

Xj " X4, = B |
(2.10)
Yi T V¥iog T AV
oldugundan (2.9) daki katsayilar
€0 = Yo ;
' YLy Ay
C: = [Xlxo =t s .
X;Xo h
: Ay y . Azy
%
Cp = [rpxx ] = (—2-—2) L . _To
h 2h 2'h?
*
ch = [xgxpxyx] =(——2 - —Toy 1 _ Yo
o ¥ 2!'h?  2'h?2 3h  3!h3
c* [x | xx]-.-k"-l-_ﬂ_rlg_k | ‘(211)"
r rr-1""""1"0 7 "hr . ,

seklini alir. Bunlar (2.8) de yerlerine konursa
y(x) =y, +[xlxo] : (xfxo)+[x2xlxo] .(xfxo).(x—xl)

f.,.+[xn_lxn_2.f.xlxo](x-xo)(x—xi)...(x—xn_l)

+[xnxnfl...xlxo}(x—xo)(x-xl)...(x—xn) |
' (2.12)
olur.
y{(x) Newton éolinomu'
Pn(X) ' Yaklagim formili
 Rn#l(X) Kalan'(hataj terimi
olmak {izere en genel sekli
y(x) =an(x)+ Rn+1(X) (2.13)

dir. ;
-21-



Ry, (0 =y = F G0 =0 | (2.14)

: ’ . . ¥ .
' olma sartindan Newton polinomundakil Cn katsayisini, n-ci

tiirev cinsinden ifade edecek olursaks;

y(x) —'Pn(x) =0 | C(2.15)
‘(n)(x) = n!.[x x XX X ] (2.16)
y ; g Tt nTn-1""""27170 ‘ "
P(n)(x) = n!.[xnxn_l...xlexo] (2.17)’

olmasi nedeni ile (2.11) ifadeleri kullanilarak

CAn), o Ar).
c; = X-—Tiﬁl ; c; = X——Tiil (2.18)
T r. :

bulunur. Buradan,

O ek ,(r)(k) wi A Yo (2.19)
r 1 ] h .
. r. r.

esitlikléri'yazllabilir. r-nci mertebedenytﬁrev

R o N o
a Yo = d Y C(2.20)
h dx

y(r)(x) =

o dir.

 (2.19)‘baglnt131 kul1an1larakk(2.12) ifadesini
fark operat®ril cinsinden yazarsak,
, , ,
A Yo

+(X-X )(X"’X )u g +oo¢+
1'h 9 1 o1p2 |

y(x) #:yof (x—xo);

'f+‘**X¢)‘X’Xl’-'f‘3an- y, LYo 4 g

-2 LthD ‘n+i(x)':
e : ' (2.21)
~ olur. Kalan terim ise,
: , : : o <(nt1).,
. - e SR (g)
Rn+1(X) = (x«xo)(x xl)...(x;xn). PTOOLYE |
‘ (2.22)

dir. X<€<Xi s 1= 0,1,...4n

-2 2=



den x-x, = h(s-k) 3 (k = 0,1,...,n) olmak izere

s(s-1)

ys = yo+ S,Ayo+ y

.A2y0+...+

. 8(s=1). .. (s-n+l)

. B
; Ayt Rs(x)

n.
ve kalan terim
R_(x) - B ey ey ()
(n+1)! ~
Vg = f(xo+’h3) = y(x)
R, = Rn+1(x§+ hs) = R_, (x)
dir [9].

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

" Tablo 1.' de ileriye dogru (=inen) farklar tab-

losu diizenlenmistir.

*o yo
\ .
s . ; Ayo\\\
xl, y1 : i Azyo
yl\ 2
Xy Yy o e 8%y,
TN ' '
by, o ™~
X, Yy TN

Tablo 1. tleri farklar tablosu
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2.1.2., Geri farklar (Backward differences)

Ileri farklardaki islemler uygulanlrsa, x  nokta-

sindaki birinci mertebeden geri fark
VE(x) = £(x) - £(x-h) (2.28)
Xs noktasindaki birinci mertebeden geri fark

Vy; = y; =, R (2.29)

ikinci mertebeden geri fark

y2y, = V(Vy.) = Vy.

i i~ Vyi—l = yi_2yi—1+ Yi-2

| | (2.30)
- ve r-nci mertebeden geri fark ise,

i =V Tvio, (i =0,1,...,N) (2f3l)

seklinde yazilabilir. Son ifadenin ag¢iklik kazanabilmesi

icin Yio YiogseoeesYion degerleri‘gereklidir.
(2.9) daki Newton polinomunun katsayilara,

*

C, = vy o ( vy = f(xN) olmak lizere)
it 5
o Vy :
ik : A BTN N Ty
Cy = [XyepXyeprys s Xy = e (2.32)
r. h
yardlmlyla'(2;1?)kbaglntlsl
y(x) =y +[xpxy_ ] Gx=x )+
+[xN,xN_l?xN_2].(x-xN)(x—xN_2)+;..+ :
+[xN-rxN;f+1"’xN] (X=Xy) (x=xy, )
‘ ; N N-r
FRy(x) el (2.33)

elde edilir.

-l



“olmak {izere

YN+s YN + s.VyN + . . v YN +...+
‘ n! : N 8
o n+a A s
R, = Ee———— s (s+l).‘.(s+n).y(n+l)(5)
(n+1)!

formunda Newton geri fark formiili elde edilir.

‘f(xN + hs) = y(x)

yN+s =
RS = SN(XN + hs) = RN(x)
dir [ 9].

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

Tablo 2.' de geriye dogru ( =yiikselen) farklar

tablosu g&riilmektedir.

v e
N2
X Vit ; 2 S
N-2 N-2 ”’g YN-1
vy ‘ 3
, N-1 Viy
VyN —
: Xy YN -
sl o '

~ Tablo 2. Geri farklar tablosu



k Py r(r-1)...(r-k+1)
(k)" " -

Cr = o (2.39)
den, ileri farklar formﬁlﬁ
yg = y(x_ + hs) =k§0 C:'Akyok  | (2.40)
formunda yazilabilir. (2.35) deki baginti igin
oK ="s(s+1)u;;(s+k~1)
st+k-1 | X! ,
=v(_1)k‘ (-g)(-s-1),.,(=s=k+1)
, k!
= -k . o (2.8D)
den geri farklar formﬁlﬁ‘
YN+s T f(xN + hs) %kgoy(?l)k.jCﬁs. kaN B (2.42)
veya alterhatifi olan
Ynog = E(xy = he) =k§0 -1, ¢k . V‘kYN 2.8

sekli ile verilebilir [9].

2.1.3. Merkezi Farklar1(Cehtral differences).

Cozim yapilacak aralik igindeki diger kalan hesap-
‘lamalar icin merkezi farklar yﬁntemini kullanmak en uy=--
‘gun Segimdir.,

Merkezi farklarla yapilan hesaplamalar‘secilen i
yigilma noktasinin keharlarlnda etkili ise merkez nokta
apsisine Xy daha ileri kasimlarina xl,’xz,;..'ve geriye
dogru olanlara X_1 x_z,.;. ‘seklinde isim vermek yerin-

dedir. :
..26...



Sekil 11. Esit aralakli merkezi .
farklarda nokta apsisleri

Merkezi farklar notasyonu § olmak izere x noktasin-
daki birinci ve (r+l)- nci mertebeden merkezi farklar

sirasi ile

$£(x) = £(x + = h) - f(x=- L n) | (2.44)
| 2 2 :
s7TRE(x) = 6TF(x + 2 1) - Te(x- L n) (2.45)

2 2
olarak yazilir. x; noktasi iein

8y. = 8F. = 8F(x.)
1 1 1

alindifinda ordinatlar cinsinden ifade edilebilir. tkin-

ci mertebeden merkezi fark

§2f, =8f(x. + = h) - §f(x.- L 1)
1 1 2 ' 1 2

[£Cx;+ 1) = £(x ] -[£x-F(x,-0)]

s fi+lk¥‘2fi'+ fi_#
= Vie T it Vi, ‘(2‘”6i“
ve r-nci mertebééén mefkeZi fark
'srfi R PP Sk PP (2.u7) 
séklindeaip, y; = f; olmak ﬁzéré indislerdeki deéisim

su sekilde verilebilir;

-7~



140

: - e ieil 1
6y1/2 —’yl yO indis: —;~ = ;
,5ys/'2 = yz;yl il’ldiS:‘ .————2:1 - -3—
52yl = 8Y4,,6Y1 /5 indis: (3/2)*—(1/2) 1
2
2.0 m gy - ndie.(8/2)+(3/2) _
8 Yo GYS/Z 6y3/2 indis:— ; = 2

(2.9) daki Newton polinomunun katsayilari ile merkezi

farklar arasindaki iliski

1/2 = y, =V, = h. [xl#o]

8Y_1/97 ¥ou¥-y= helxgx_,]

62y1 g 6y3/2-6y1)2=h.[x2x1]~h.[xlxo]
'='2:h2.[x2xixo] (2.48)

seklindedir. En genel haldé,

2m+a . 2m+1

2m+1 o 2m+1 ' S : ‘
Ska, = hzm(Zm)' [x L.x ’x 1 I (2.49)
yk : ‘ ‘ ;k__mo-o ko.- k+m g ‘ . ’

xo'apsiSi iciﬁ merkezi fafk semasi Tablo 3.'de
‘verilmistir. | |
'kMerkézi, ilefikve gefi farkiar ara31ﬁdaki;iliski

e R R Ty
Ve =V Vips2 T A Vxers2 e (2450)

seklinde olﬂp, iliski semasi Tablo b, 'de verilmistir‘
[9]. | |
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: -
X y
-2 -2 .
S~
$f 37277 ,
x_l y..l — =6 f“'l/’
~ ~ 53 ~
$f_1/7 875172
2
X5 Yo - ™3 fo —~ \G“fo/
~u > ~ 63f -~ ~
6f1/2 1/2
g2 f A~ o
xl y]_ - 1) fl
~a - S
§f
3/2
- : ~
*2 Yo

Tablo 3. Esit aballklarda merkezi
farklar tablosu ‘

%5 yo,
‘ 8Y5 = 8Y1/9 = Yy , |
X cy ‘ S 2¢ = &2 = g2
1 l’ oty = 8%y, vy,
Ayy = 8372 = VYp
X2 Y2 '

 Tablo 4. tleri, merkezi vé,geri farklar
arasindaki iliski tablosu

-2Q=



2.2. TlUrev ve Fark Operat®rleri Arasindaki Iligki-

ler

A,V ve § ile tilirev operatdril p=-3_ arasindaki
: dx
iliskilerden yararlanarak, tlrevli ifadelere gec¢ilebi-

lip,

-
A
y = £(x)
:
]
|
{
[
]
I
o |
¥i+1
‘ .
b X
g TR ¥ P
| e

'Sekil 12. tleri farklarda esit
aralikla Xi noktalarl

(2.7) ve (2.20) bagintilarinda y' ;

i
o 0 ~
By = B ¥4y T AY; T Vi, TV
NG = h.y'
i i
P Ay "l“ : g - v

1 n h

ve y" ifadesi ise,

[~
N

<

I

' R - al = - - L=y
i T8 A yi Yit2 T Yisa - (y1+1 Vi

-30~



n="”’1. 2 =1 -
y. T Tz Ayys gz(yi 2Y541 t Yigo

) (2.52)

ile belirlidir.

Sekil 11.' e gdre merkezi farklarda y' ifadesij;

1
8y; = -% (V542 = Yio1)
6yl = hy:
1
y: = ;%; ,‘i+1k; yi ) o (2.53)

dir. y™ hesaplanacak olursa
, i 8

. | |
yim —g LYoo 0t Byl Vi )

(2.54)

i 3'ht
esitligi elde edilir. Genel olarak tlirev derecesi k,

tlirevin alindigi nokta 1 olmak tlizere,

y< = DX.Y 4 R | (2.55)

i i
yeni gésterime_gécilebilir. Buradaki matris g&sterimin-
de Y , ordinatlarin kolon matrisi seklindedir. Yani,

oo -

Yip2

dir.
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2.3. Basit Sonlu Farklar Y&nteminin Taylor Serile-

rinden Yararlanarak Ifadesi

SaylSal ¢6zlimll aranan y = f(x) fonksiyonunun veri-
len araliaktaki herhangi bir i nokta51nda’bulunan tirev-
leri (y',y",y™,...) komsu noktalarin ordinatlari cinsin-
den tanimlina;ilir, tleri, geri ve merkezi farklaf ola-
rak cegitli formiiller elde edilebilir. Aralik sayisani |

artirarak herhangi bir tiirev ig¢in daha kesin sonucglara

varilacaktir.

Sekil 13. Merkezi farklar

yk‘= DX .Y+ R ifadeSindeki operatérlerin heSap-
i i i Ry
- lanabilmesi ic¢in bir boyutlu Taylor serilerinden yarar-
lanilir.

'y = f(x) fonksiyonu icin (x + h) noktasindaki Taylor

serisi acilaimi: :

o 2 . ~ ;
F(x+h) = F(x) + hf' (x) + P F"(x) + -2 £ (x)4+...4R
| | 21 3!
veya p=-L cinsinden, '
dx
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2 ‘3
f(x+h)= f(x)+h Df(x)+ —_— D f(x)+ —T D f(x)+... +R
21! 31!
: (2.57)

seklindedir.

Sekil 13.' e gbre h: adim, R: hata terimi olmak
Uzere merkezi farklara gdre r-ninci tiirevli terim,

(r)
y= - . - ‘, - e 0
R A T M PR £ SRR M PR TRV LT RS )
1 (2.58)
dir. Tlrev derecesi = 1 icin Taylor serisine acgilirsa,

2 3

, : , o
! 2h L4h “8h lGh (l ) 32h (V)
yi=ai_2 [yi',' —y't — y"- y'+ v ]

1075 20 i 3! i sl i st

. .2 .3 Yy . .5
h h “h “h' (1v) h° (v)
ta,  [y.- =y'+ Tyn- Dogny O SCav) D (V)
SO TR R B AL T R A e ] 51731

ta; [y; +0o+0+0+ 0+ 0]

2 W Ay A8 1S
h h" a2 h h ' (1v) (v)
+a.. [y."" —-—-—y'+ .____y"+ ____y“|+ ___y ]
SR C R REP T E TR S e 5173
2 3
2h “4h ~8h 16h ( 32h
+a +2[yi+ ,.___y:.;. Jdiy yv ym lV) (V)]
i 2! 31 3! 3 y! i : 258

(2. 59)'

dir. (2.59) da katsayllar ve tirevler parante21ne all—

. nirsa,

' k. . k k . +a. .’ .
yl“yl [a1~2+a1—1 a1+a1+1+a1+2]+
*ih“Y'[‘Za.‘ -a “+o+a;"+2a; ]+
 h2"' ‘
1t ’
+ ;Tyi[hal_2+a +0+al+l+4a +9 ]+
e .
mi . :
v Boyuloa;_,-a;_ +ovay, voay, s
3. 1
+ i‘i C1v)y16a, +a. +0+a +iéaf ']+
HEREE B et CF M Y i+1 {42
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+a, _+0+a., +32a,, ] (2.80)

(v)
+ ~" [ 32a i-2"%i-1 141 i+1

5'.

elde edilir. (2.60) dan a; katsayilarinin bulunmasina

yetecek sayida denklem ¢ikarilair.

a +a. +a.ta.. _ +a. = b

i=-2 Tdi-1 i Ti4a Ti+2 , o
. --1"
-zai—Z-ai~1+o+ai+1+2ai+2 = bl. ;4
; oY
uai_2+ai_l+o+ai+l+uai+2‘ = bz' ;%

3 - (2.61)

-8ai_2—ai_l+Q+ai+1+8ai+2 = b3. ;&
: « i
16a;_p*ay ,t0%as,,*16a5,p = bye o7
~32ai_2+ai_l+0+ai+l+32ai+2 = b5. ;%

(2.61) denklem sistemindeki ilk bes denklem a; katsaya-
larinin bulunmasi i¢in, altinca denklem ise hata terimi-

nin hesaplanmasinda kullanilar.

Eger tirev derecesi 1 ise (2. 61) 51stem1nde b=Il,

bo=b2=b3=bh=b5=7" 0 allnarak a: katsayllarl i¢in denk-

lem takimi belirlenlr.'
Turev derece51n1n 2. olmasi hallnde b2 l ve b =b =
| -ba—bu~b5
mii yaplllr. Burada h, iki nokta ara81ndak1 blrlm arallk

= g..==0 kabul edllerek (2 61) 51stemln1n cbzili~

- oldugundan her zaman saylsal olarak bellrlldlr.

Tiirev derecesinin 1 olmasi durumunda 5 noktala ko-
num icin merkezi farklarda aioperatérleri,icin istenen
denklem takima,
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aj-ptajy tasta;, tas,, =.0
S 1!
Hai_2+ai_l+0+ai%l+4ai+2 = 0 (2,62)
16ai_2+ai__l+0+ai+2+16ai+2 = 0
dir. (2.62) nin matris formu

- - - -
1 1 1 1 1 (érq; Q
_ _ 1
-8 -1 0 1 8 a4, 0
.-16 1 4] 1 lGJ _ai+2_ s OJ

seklindedir. (2.63) sistemi ¢&ziiliirse,

1 | o | 2

Ay, T A, = - — Ja.=0,a,, = —,
a = :_].'.._
Y2 99m

bulunur. (2.58) baglntlslnda bu katsayilar yerine konu~
lursa,‘ |

1:

LI Rt
y! o

>+ R (2.64)
i 12h T

(¥5-278Y5_1*8Y54, Y1400
elde edilir.
Buradaki hata terimi (2.62),deki son satirdan bir

sonraki satiri iceren denklemden bulunur.
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R P
R= E—y(V).(

5! 1

~32a. pmas .t ) - (2.65)

i- i-a ai+1+32ai

2

i i : . s . . - .. kat -
1fadeslnde, bulunankal_z, aj.49 @5 85412 8340 katsaya

larinin degerleri yerine yvazilirsa,

oy | |
R=__T}___y<v) (2.66)
30 i

bulunur. Bu terim (2.64) bagintisinda pozitif olarak
yerine yazilir. Eger (2.61) in son satirindan elde edi-
len R kalan terimi sifir oluyorsa, ondan sonraki satip-

la islem yaplllr: [ 21]..

2.4. Secilen Nokta Apsislerinin Degisken Aralikla

halinin ifncelenmesi

Ileri ve geri farklarla yapilan islemler; merkezi
farklar tarafindan da gecerliligini korumaktadlr. Bu ne-
denle konuyu 8nce merkezi farklarla incelemek‘daha‘son~
ra ileri ve geri farklara dénﬁStﬁrﬁlebilmeyi saglamakta-
dir. |
~;2.5Q‘Uc noktail Kohumun Merkeii Parklarda‘1n¢e-

lenmesi

i A

yo 1 Y2 yl-lyl y1+1

) i B

1 ¥ [ | i

f ] | I '

= ;' i 1 I -
S0 T2 *2 0 X *g Xy,
r.h r,h r;h v h

Sekil 14. Degisken arallkll merkezi
farklar ‘
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Sekil 14. 'e gére n noktali (n-1) aralik igin bi-

rim adaim h=¥;£— olacaktair. Buradaki L bir ¢ubuk veya ki-
; : n-1 ‘ ,
rigin boyunu tanimlamaktadir. Birim adimi belirten bu

oran, kirisin bazi noktalar arasini daha sik, bazilari-
nida daha seyrek adimlarla incelememize imkan taniyacak-

tir.

’ - . - .
3 1U konumda merkezi farklarla tlrev derecesinin

2 olmasi halinde ordinatlar cinsinden ifadeleri elde

»

edelim.

Y, = + +a
i ;1Y a3Yi7q5 495541

11 - (2.87)

ifadesinde y’1li terimleri Taylor serisine gdre agip,

yerine koyarsak,

(xh) [ER PN ES Ph £
. ey Bk 1 "oy mog
Visa Vot Yo T T Yo T T Yo
(r,h)  (p,m)? [ENDE
i Vot v * > vg * " vg *e-. (2.68)
(r,h)  (egw? (@
. =y 4 g+ "oy Ay
Tinaol T Yo T T Yo T T Yo
ve S ;
, r_h (rlh)2 ..(r,.h)3
L | g TR - ", 1"
Yi 1—1"[yo+ 1 Yo * 21 Yot 31 yo+"']
+a; . [yo+ O+0+0 4 ...] “ (2.69)
, Corgh L e? e [
1 ", meo
Faipar Dot 7770 * 5 Yo i Yobee]

yazilabilir. Tﬁrevler?paranteziné alinarak a. katsayi-

larlnlnkhesablyicin denklém takimi kurulur.
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L]

oy

=_y°.[ai‘l+-aia-ai+1]+
, .ﬂﬁih ’ r.h
t
yo'[ ITmlai—1+'Oi"IT_ aj,,1%
(rmw)? (r,h)?
y'. [ —i— a:. ¥ ot——_ a, 7+
o 2 i-1 o1 it
(@’ NENIE
" .
v [ . a;_,* o+ . ai+1] (2.70)

Bilinmeyen a; katsayilarinin hesabi i¢in gerekli

denklem sisteminin matris formunda yazilimi

; 1 1 i1 | 0
r h : cr.h . :
. 0 , e -] as = 0 (2.71)
Tt U Ll 4 :
(r.h)?2 (v h)2
1 0 3 a b "
21 Y | Ti+a 290

seklindedir. (2.58)ifadesinde oldugu gibi benzer islem-
ler yapilarak y; nﬁn hesab;,istendiginde, sart denklemi
~olarak son satlrdakikdenklemin sag taraflndakikb2==1 ve
digef denklemlerin sag tarafindaki bo=_0; bi= 0 alinarak
: S L : :

1o10 85 ai+l_katsay11ar1 hesaplanir.

aj_, oot agtag = 0
r h.a, . ? + 0 + z’*?’h.ai_'_l =0 ,(2.72)
(r .h)2' . (r3.h)2

1 -a : + 0 4+ - a = 1

2! 1=1 . t 141
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Srnek 2.1.

h=Birim adim, r = -3, ry= 1,5 oldugunu kabul eder-

sek Gauss eliminasyonu metodu ile (2.72) sistemi ¢8zli-

liirse
z o 12 o 2= ~-18 a B
i-1 /N e N R B | T 2
11 (20,25)h 1 (20,25)h 1*2 (20,25)n
(2.73)

bulunur. Bu degerler (2.67) de yerine konursa

N l - - :
y'_‘ = ."[:Sy,_ - l8y.+12y. ] (2.7”-)
1 (20,25)n2 1=1 1 i+

egitligi elde edilir. Hata terimi ise,

. 3 3
R —3——'-. [(r’lh) ai_l+ (r3h) a

c
31(20,25)

i+1]

It

(-324 +20,25) = (-2,5). h
| (2.75)

dir.

Bu sekilde diger-tﬁrev'dérecelerinin hesaplarl ya-
pilabilir. Amacakuygun olarak nokta konumu 3'lti, 5'li,
7'1i secilebilir.

Merkezi farklarda yapilan islemler ileri ve geri :
farklara uygulanarak cesitli sonuclar elde edilebilir.;
Cesitli tirevler icin elde edilen sonuglar Tablo 5.

ve - Tablo 6. ' da toplu halde verilmistir [2]. .
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h ug
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. "w

: ; f— T
(E+T 24T T+I°T) (T-“ns-‘2) &= fe

H i

Uzt T
(Z+TETH+T°T-T2-T) (T-“9T1f0e-9T°1-) —=~ ‘%
) [4 ,n k —\m T

(T+T°T JOARE :
(T+1°1) (1) -3 ¥

o , ug T
(E+T 24T T4T4T) (z6-*8T°TT~) —~ s
o 1

[ € xrt YN ; . us T
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, uzt -
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‘1 ek | €t 1
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T T
. .%
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Urnek 2.2.

Lineer degisken egilme rijitligine sahip kiris

iein diisey yerdegistirmenin, elastik egri metodu ile

klasik ¢dzimti [10].

) ;
l : S N

v
-
[

u =0 = =
5 ° Uy 0,5 u, 1
i 1
Vo=0‘ V2=O
o5 u=10 ul=0,25 u2=0,5 u3=0,75_ uu,=l

Sekil 15;,86zkonusu kiris icin‘B ve 5'1i'
konumdaki ¢&kmeler

Cszilme gecmeden bnce bazi kavramlarin verilmesi

~ gerekir. Bu kavramlarj

.I_ : Egilme rijitligi

Malzemenin‘elastik modulni‘”
Baslahglc kesitininkatalet momenti
Herhangi bir kesitin atalet moménti | ‘
(2.78)
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notasyonlari ile verilmistir. Bu kiristeki diisey yerde-
gistirmelerin (¢8kmelerin) yani v(x) fonksiyonunun ce-
sitli tlirevleri, kirise ait geometrik ve mekanik tipten

biylikliikler ile orantialidir. Bunlar

VIX) ettt s COKME

v'(x) cee (w, ) . DUNME

V"(X)ff coees (“M_/E.I)... : MOMENT (2.77)
v'"(x) e '(-QY/E.I#)... : KESME KUVVETI

‘ v(1V)(x)..... (—qy/E.Ix)... : YAYILI DIS YUK
diir. Eggilme rijitligini, baslangic rijitligi cinsinden

E.Ix B.IO (14-—3—) L (2.78)

seklinde verilir.

Elastik egrinin diferansiyel denklemi,

P _ iy Moo an® /L) (1-(x/L))
T =WHx) = - = - ®
dx | E.T, 2ET 1+(x/L)
2 o | (2.79)
olarak belirlidir. u = = “gbsterimi ile ¢&kme
. : ~ L e : v
i o | (2.80)
1, X
G g e
b
(—ak )
120EL
esitligi seklindedir.
@y o1 d%w 1 | ‘~9L2' i P
> = 5 - — = — W" = : " (2.81)
dx L du L ; 12OEIO‘
esitliklerinden

T



S u(l-u) N

CL2 :
v" = =60 60 . 24 (2.82)
1+u 1+u

elastik egri diferansiyel denklemimiz daha kisa gekle
déntistirilmis olur. v cdkmelerinin klasik ¢8zlimli icin
Aintegrasyon metodu kullanllirsa,

2

2 g
v'= 604 L% gu= 60 [—-—2u+2Ln(1+u)]+C (2.83)
l+u , '

.3 : ,
v = 60[ % -u2+2((1+u).Ln(l+u)-u)]+Clu+C (2.84)
6 ;

2

elde edilir. C, ve C, integral sabitlerinin belirlenme-

si i¢in baslangic¢ ve bitim noktasindaki
v(0)=0 , v(L)=0 : ' - (2.85)

sinir sartlari kullanilir. Ayrica bu noktalarda moment
olmadigindan v"(0)=0, v"(L) =0 sinir éartlarl da mev-
cut olup sonlu farklarla yapilacak ¢&zimlerde kullani-
lacaktir. (2.85) deki sinir sartlarz kullanilirsa |

= 0 bulunur. Bunlar (2.84) de yeri-

C1= 10(17-24Ln2), C2

ne yazilirsa,

v=10.[u’-6u® + (5-24Ln2).u +12. (+ W Ln(1+u)]

: (2.886)

c8zum 100 esit aralik ic¢in incelendiginde b deki ¢8k=-

: . , |
menin ‘

,v( Ly =0,00880. 3—~ L e | o (2.87)

2. EI
oldugu gértlir [ 10]

Sonraki kisimlarda bu &rnek ig¢in Sonlu farklar ve
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sonlu farklarin ileri bir asamasi olan Hermite sayisal
¢ézim yéntemleri ile ¢dzlim yapilacak klasik olarak elde

edilen sonug¢ ile mukayese edilecektir [ll].

Mukayese kriteri olarak x=¥k deki deger esas ali-

| 2
nacaktir. Bununla birlikte
ot |
v (o,48L)=0,008817037. 3= (2.88)
max E.T
O

neticeside kriter olarak kullanilabilir.

Degisik tip kirislerin ¢8zimd i¢in gerekli sinir

‘sartlarl Tablo 7.'de~glkar11m1St1r.
Ornek 2.3.

Bir &nceki 6rnegimizi, 3 noktali konum ig¢in merke-
zi farklarda ¢8zelim. (2.78) ifadesindeki E.I_ egilme
rijitligi, E.I_ =E.I_(1+ %) olmak ilzere Sekill5.a -

L :

daki kirisin,v(x)=v(z) kabulii ile herhangi bir z mesa-

fesindeki momenti

a:L
2

Sékil 16 . z-mesafedeki noktanin momenti

M = .(._g.:__L). ,z - (q,z). ..Z-=qk.Zv(£:—Z- ' (2.89)
X 2 , 2 : 2



dir. Bu durumda
"g.L.z.(L-2)
2.E.IO.(L+Z)

v'(z) = -

(2.90)

olur. Buldugumuz bu denklemi sonlu farklar ybntemlerin-
den olan esit aralikli ticlli konumda merkezi farklara

gére yazalaim.

Sekil 17. Elastik efirinin ticlti konum ile
esit iki araliga ayrilmasi

~i-nci noktadaki yg nti komsu noktalarin ordinatlarl

cinsinden aClllml‘(Z;SQ) bagintisina gére:

y" = - 2y y .

seklindedir. C&kme fonksiyonumuz v(z) oldugundan :

V?=;;£§‘(vi_i—2vi+ vy i)==—'q'L'Z'(L—Z)V (2.92)
*ont ST 2B.T (Iwz) |

denklemini yazabiliriz. (2.78) deki egilme rijitligpi

bagintisindan (2.92) ifadesi,

AT B



i 2 zy. zy

-?1—2-- (vi___l«2vi+ Vi""l) = - ’ T (2.93)

gseklini alair. (2.93) egitliginde

..... 2 o |
‘L - A=sabit, Z=B=sabit,h= £ =0,25.L (2.94)
2E.T L y

(o)
oldugundan,

‘ 2, 1-B ' '

(V' - 2V’+ V' ) = —AoBsh 0( _“""-') ' (2095)

1-1 1 i+ 1+ B o .

yazilabilir. Bu ifade v" nin sonlu farklar yénteminin

l . .
uygulanabilir olan tilirevsiz denklemidir. 3 nokta igin,
N, | | ~ B.ho (=B

. 2': Ll B ‘. l"‘B . l+B ........ l+B - )
1 0,25 0,75 1,25 (0,0093750).L2
2 0,50 0,50 1,50  (0,0104167).L?
3 0,75 0,25 1,75 (0,0066964). 1>

Lo o | L (2.96)
~ seklinde belirlenen sabit sayilar yardimi ile ' '
T B y 12
- i=1 d¢in Vo 2V1+V2'_ ;030093750 .A-L |

i=2 dein v_-2v +v, = -0,0104167 .A.L*  (2.97)

| i=3 dgin vy-2v +v, = -0,0066964 .A.L°

denklem'sistemi'kurulurQ4Sekil 15.b ' deki kirisin bas—k
langic ve bitim noktalarindaki c&kmelerin sifir olusu,
sinir sartlarlni ortaya koymaktadir.

V(0 =v =0ve v(L)=v, =0 o (2.98)

sinir sartlari (2.97) denklem sisteminde yerine yazilirsa
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- - - ——

-2 1 0 v 0,0093750

0,0104167 | .(-A.L%) (2.99)

|_J
1
N
H
<
N
It

0,0066964
L : AL L A
formunda yazilabilir. Bilinmeyenler c¢&zililiirse

gt
. 0,0069568, L

E.T
(@]

v
1

0,0092262,

]

Vo (2.100)

(s}

| gt

v, = 0,0062872. ke
E.TI

c8kme degerleri bulunur. Klasik (integrél) yéntemiyle
bulunan i=2 deki v, degerini, sonlu farklar neticesin-
deki 2 degeri ile karsilastirdigimizda hata ylizdesi
%4,84 oldugu saptanmistir.

Ornek 2.4,

Hata teriminin‘minimum olabilmesi nokta sayisinin
artirilmasi ile mﬁmkﬁn olmaktadlr. Bu nedenle Ornek
(2.2) icin Sekil 15 ' e /géreykiris boyunu daha fazla

araliga bélelim.

Vaal oNa@ 12 3 y ,’P%
- -..--_‘-.- A s - oD
-1 | \ v, v, v 5
$ y% : + ey 4 —t
h h h h h h

Sekil 18. Merkezi farklarda 5'1i
konumdaki kiris
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5 noktali konum i¢in y" nli ordinatlar cinsinden

i
Tablo 5.'e g&re
o ; ‘
y"= —— (~y._ ,+16y. _-30y.+16y. L =-y.. ,)+R
i 12p2  TATZ 7 7imi YL TRAA TA4200 ) q01)
yazabiliriz. Elastik egri denklemimiz bu durumda
v"=';1¥+ (=v, ,+16v, _=30v.+16v., =-v.,,)
i 12hn2 -2 i-1 i ity Ti+2
2.,l.--.B '
= -A .B .h".( ) (2.102)
1+B
olacaktair.
i=1 ic¢in
. ) 2
b, - -y - JALL
V~1+16V0 30Vl+16v2 Vj 0,11250.A |
i=2 icin
; ; _ 5
“Vs +16vl°30v2+16V3-vu— —0,12500.A.L
i=3 igin
-V, +16v,=-30v,;+1b6v, -v.= —0,0BOSH.A.LZ ’ - (2.103)

2 3 475
. Sekil 18.' e gbre (2.103) bagintisinda asagidaki

siniy Sartlarl kullan;llr.

(2.104)

olmak {izere denklem sistemimiz,
=29 16 ~1{|v. | | 0,1125 "
16 =30 16 [+|v,|=| 0,125 [ (-A .L2)  (2.108)

-1 16 =29 | |va| | 0,0803H
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olur. C&zilim sonunda elde edilen ¢bkme degerleri
o i

e

v, = 0,006592248,

3
= L
e}

e

= 0,008808969, (2.106)

Vo

A
H

E.

v,= 0,00601832,

m
]

o

olarak belirlenir. Bu durumda v, ¢8kme degerindeki hata

2
ylizdesi % 0.1 dir. Bu problemin esit olmayan araliklar
icin c¢&zimi Bdlim ° 3 ' de Hermite saylsal'cézﬁm ydntemi
ile verilecektir.

2.6. Simpson Yaklasimi, Stirling ve Bessel Yakla-

sim Formiilleri

Herhangi bir aralikta integrali aranan y=f(x) fonk-
siyonu ig¢in

'y %J‘f(x).dx =‘n'h'("'+ai—2yi—2+ai-1yi—1+aiYi+

+,Vai+1yi+1+ai+2yi+2 .. R L o (2.107)

yaklasim formild veriiebilir1 Burada aralik sayisi n;
birih adim h;'ai séz‘k0nusu konuma gdre bulunmasi iste-
nen katsayllardlr. Taylor serileri'yéntemi ile bu he-
saplamalar yapilabilir.“ |

Bundanjbaska yakiasim formﬁlleri, daha karma$1k 
olarak Stirlihg ve,Beése1~tafaf1hdah elde edilmis olup,
bunlar Tablo 9,'da Verilmiétir (1].

Simpsoﬁ yaklasimi cesitli araliklardaki integraller

-5]1-



‘igin Tablo 8.'de gdriilmektedir.

Stirling ve Bessel ise sonlu farklar formiillerini

karmasik olarak ele almis, fonksiyonun herhangi bir

noktasindaki bilinen degerlerinden hareketle ilerideki

bir noktadaki bilinmeyen degérleri ig¢in - Tablo 9.' da-

ki formiilleri vermislerdir [ 1].

INTEGRAL YAKLASIM FORMULU HATA
Mexrax | B« +lhy,+ ) _ .*f. (1v)
-h ;x x ; T Y Y 4 goyo
. 2 "
(.‘; f(x)dx ; . (yi+16yi+1+yi+2) _2_; y!
3h 3h ; “3hT_ (1v)
é f(x)dx g-— (yi+3yi+1+3yi+2+yi+3) ;6 3{0
Tablo 8. Simpson yaklasimi
STIRLING
, g
: h : S hT ()
{Yiea=Yiaa® 5 0 Dana™¥itVin) - 9 Vs
BESSEL
S , :
- h S + o 11h flv)
Yiey =V3* = kyi-;’*“yi 13y54, Y5420 0V

Tablo 9. Stirling ve Bessel yaklasim

formiilleri (y

e
w i-
degerler) *
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BOLOM 3

SONLU FARKLARIN HERMITE |
SAYISAL COZOM YUNTEMINE UYGULANMASI

Sonlu farklarla yapilan ¢8ziimlerdeki hatanan,
Hermite operatSrleri yardimi ile daha c¢ok tiirevleri
iceren'terimlere aktarilarak azaltildigi gbzlenmigtir.
Bu callsmada sonlu farklar ydnteminin ileri bir asama-
s1 olan Hermite sayisal ¢dziim yéntemi kullanllarak son-
lu denklem taklmlarlnakvafllmlstlr. Bu metod bircok ofely
z{iim yollarina g&re (sonlu farklar yéntemi, seriler ile
¢8zlim v.b.) daha kesin sonuclar vermektedir. Asagidaki
kisimlarda Hermite y®dnteminin, farklar yontemi 1sigin-

da aciklamasi yer alacaktir.

3.1. Tlrevlerden Yararlanma ve Hermite?® nin Yak-

‘lasima

Basit sonlu farklaran Saylsal ¢tzlimlere uygu-
lanm531nda;kcézﬁmﬁ aranan difefansiyel,denkiemiﬁin mer-
febesi ve 51n1r'saftlar1fbir’takim zorluklari berabe-
rinde getirmektedir. Hatahlnkazaltllma81 igin aralik
sayisinin arttirilmasi fiziksel problemlerin cﬁzﬁmﬁnde
gﬁclﬁklere yol agar.‘Fonksiyonun'séz konusu hqktalarln—
daki ordinatlari ve tﬁrevléri ara31ndaki bagintiyi ve-

ren formiilleri gelistiren "Hermite’nin yaklasimi” bu
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tip gligliklerin giderilmesine yarar,

Simpson ve Bessel’in yaklasimini, Hermite asagida-

ki gibi vermistir [ 2]

5
(v)
3 - »
=v3 yl*l)==h(yl-: uy;+y1i1 30 Vi
24(—yi+yi+l) = h(-y' + 13y'+13y' =-y' )+ l%E Y(V)
i-1 i i+1 i+2 - 30 i

(3.1)
dir. Operatdr gdsterimi ile

Py = 5 vyl r (3.2)
i i i

yazailabilir. (3.2) esitliginde r tiirev derecesi, Dg

farklar operatéri, Si toplama operatérﬁ, Ri ise kalan

terimdir.

Eger (3.2) bagantisindaki R, kalan terimi atilair-
sa, tlirevli terimler Si'operatérleri ile carplllp yerle-
rine tlirevsiz terimleri kapsayan Dgy denklemleri gele-
cektir. Yani

DY 1Y = 5; y(r) B s (3.3)
olacaktir. Enkgehel halde

roo_ g (r) R R
(Dmym S m ) L , (3.4)

©
]
= B i

seklinde alinmasi bilylik kolayliklar saglayacaktlr.kBura—
da n nokta sayisi, D;,sﬁz konusu noktadaki farklar ope-
ratdéri, 8 sz konusu noktadaki toplama operatdri @R

m
ise hata terimini géstermektedir.[:ZJ.

-5l



Fonksiyonun m noktasindaki s8z konusu modiil koordi-
natina gbre aldigi deger Y r-nci tlirevin aldigi deger
ise y(r) dir. |

(3.1) bagintisindaki ilk denklemin Hermite opera-

térleri cinsinden g&sterimi,

h(1l,4,1)

[¥2]
it

D. = (-3,0,3) (3.5)

1 .5 (w)
R. =-~=-h Vs
i 30 ,Al

seklindedir.

Hermite operatdrlerine ait agirliklarin tayin edi-
1ebilme3i, hata teriminin sifir olmasi kabuli ile Taylor
serilerinden yararlanilarak bulunur.

3.2. Bir Boyutlu Hermite Operatdrlerinin Esit Ara-

liklarda Taylor Serileri ile Elde Edilmesi

Bir boyutlu Hermite formiilleri i¢in

n, . nf n} |
i PR D "o "W : : (3.6)
ERRRCHRTEC 2'y° 3:y° | |

Taylor serileri kullanilacaktir.

i-2 i-1 i i+ it+2 .
. vose e X
-2h ~h 0 h 2h

Sekil 19 Merkezi farklarda ap31s
- , indisleri
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Ornek 3.1,

Birim adaim h, tirev derecesinin 2 olmasi halinde
3 noktali konum i¢in Hermite operat®8rlerinin eldesi asa-

gida verilmistir.
Buna gére (3.4) formiili,

ya, . =(S;__y¥ Sy,

2 2
+D;ys+D it1 "Ti-adi-

R "i-1Yi-1tYiY5iM Y0 l+lyl+l)

(3.7)
seklini alir. y ve y" 1li terimlerin Taylor ag¢ailimina gd-

re yazilimlara,

. L2 43 Ly 5
h , h” , h" ., h (av) h (v)
Yo =Y = =y _ +— y = - + —y - —Yy
i-1"70 1707, o’ 5§ O oy 0 120 ©
Vi= Yo+ 0+ 0+ 04+ 0+ 0 ' , (3.8)
2 3 by 5
h h® w,h” W, h (1v) (v)
Vs Y +"Y +t -y =y +—y + Yy
i+ 1 2 79§ 79 94t ° 120 ©
ve
gt oyh- Eynu_hzy(lvz'hsy(v) hu (v12'h5 y(v11)
Cyle vyt o (3.9)
how, % (1w, h3 (v) h”y(v1) B n (vai)

Y—Y+.V+.V ,
41 1 2 °° 6 7o oy © 3207 @

dir. (3.8) ve (3.9) esitlikleri (3.7) de yerine konursa

220 .3 uho.o 5 g
2 h h” h  (iv) h (v)y, n2
ep=Di_ (o= =¥i+ = ¥i- = yit =yt =y T )*Diy
Ri= 179 279 7% 24°  120°° °
2 3 4

2 “ho,. h® , ~h” 4 h (1v) h (v)
*Pisa Vgt ot 7 Yot T Yo% Vo H o ')
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. 5 b
“hoc0 h (av) h (v) (vi) h (v11)
“S'd (yu_._ym+ =y Z —y )-
A N I 5 70 2y"© 120‘O
- " i - - C- - -
SiYo (0~-0-0-0 0 )

hyw, B° (v), 0% (o)t ocvay,n® n>_(vaa)y

- (y"+ =y
Sita 10 57 Tg o 2y”© 120" ©
(3.10)

sonucu elde edilir.

®r = 0 kabul edilip her iki ydnde tiirevlerin kat-
sayilarini teskil edip, sifirlanmasi ile elde edilen
denklem takiminin ¢dzimi sonucu Hermite operatdrlerinin

, hesaplanma51na«gecebiliriz.

2 ; i
yO(D. -+D +D )+hy (- D i+Di+l)+
'th"[DZ +D2 - 2 (5. 4545, )]+

2 Yo Mi-a Vitn T 27%i-0" 55 P
+ h’ m [-p2 402 -8 (5. 45 )]+
= Y5 i-1 "itr 20 Pi-1tPita

u
g_y(lv)[Dg .y Ak
2y ©

5 =
‘E—~y(V)[—D?;£+D2 20 =0 (3.11)

120 © i+1” ;5(-Si-i+si+1)]v

S (3, ll) esltllglnln olabllme51 1g1n y ve tirevleri fonk=-

; 31yon1ar1nln katsayllarl sifira esit olma81 gerekir.

Operatorlerln olusturdugu denklem takimi,

2 22
Di~1+DiTDi+1 = 0
2 2
-Di—1+Di+1 0
2 2 2
. Jaitiy S ) = 0
D1-1+D1+1 h2(S l+S + N
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2 .2 8 -
-Dy Dl ;2 (—81-1+Si+1) =0
2 2 12 o
Dy Pis. ;5 (s;_ *S5549) = O
2 20 AR |
"Dy tDiyy 5 (585 85,0 =0 (3.12)

seklindedir. Bu denklem sisteminin ¢8ztimil icin sart
denklem olugturulmalidir. Bu nedenle D§+1 = 1 alinarak
diger operatdrler hesaplanir. (3.12) sistemi matris for-

munda yazilimi,

1 1 1 o 0 o | 02 1 o
: : 1-1
0 0 1 0 0 0 Di 1
2 2 2 2
R I Ty i, | |o
6 6 . =
1 an Byl B S. 0
4 h2 h2 i-1
1 o 1-2x2 g -12 s, 0
h2 h? 1
1 o0 1 2 g4 _20 s;,.| |0
! thE ) R A N I D

dir. Gauss eliminasyonu sonucu operatdrlerin degerleri

2 gl g
Diyp =1 Di'" 2 5D =1
D2 = (1, -2, 1) i !
k. 02 o Lo Lo L2
- h” , = 10h” _ h”
i-1 4,7 12 L4,
n2 e ' IR ‘
s = B(1, 10, 1) (3.14)
m .
12
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olarak belirlenir. Bulunan bu operatérlerle (3.4) ifade-
sine gdre ®rnek (2.3),5 noktali kénumda ele alinacak o-

lursa,

2
- _' h 1 1 1
(1. y; +(-2)ys+leys, )= D liyy_ +Qoyr+l.yl, ]

12
- (3,15)
denklemi yazilabilir. Bu &rnekteki ckme degerlerini
iceren denklemlere Hermite operatdrleri uygulandiginda
i =1 i¢in
2

}—1——-(V"+10V"+V")
12 o) 12

n

v =2v_tv
(o} 1 2

i = 2 icin

2
}'_1___ "4 M) = - +
12(V1 le2 v3) A 2v2 Vg
i= 3 icin
'h2
D_(vgriovgtvl) = vym2vgtyy (3.18)
12

denklemleri elde edilir.:

vg =0, v, =0 (moment degerléri) \ - (3.17)

sinir gartlari yerlerine konup,'(3.16)'sistemi ¢c6zlilir-

se,
v, = v(2) = 0,0087922 . S o (3.18)
2 BRI

sonucu elde edilir. Hata ylizdesi, % 0,0886 diar.
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Bir boyutlu Hermite y8ntemi, n nokta igin ileri
farklar uygulandiginda tlirev derecesi 1 olmasi durumun-

daki (3.4) esitlipi,
- ' 1 P
Dlyl+D2y2+...+Dnyn (Slyl+82y2+...+8nyn)— 0 (3.19)

seklini alair.

3.3. Bir Boyutlu Hermite Yénteminin, Farkli Aralik-

lar f¢in Genellegtirilmesi

XB XS
— T o X
1 2 3 4 n-1 n
o $ + + prger " ’ "
rlh r2h r3h‘ ruh rn_lh Phh

 8ekil 20. Hermite y&nteminin farkli
araliklar icin nokta oran
apsisleri

Sekil 20.'e gbre birim aralik,

. ; X — .
Hee S B (3.20)

(aralik sayisi)

olmak lizere noktakOran apsisleri‘rlh, rzh, rsh,...,rnh
seklinde gésterelim.‘ri’ler sz konusu modiiliin noktala-
rinin gelinen noktayargére’uzakllklarlnln oran olarak

 kars1l1klar1d1r.

“hy= ri.h | (i= 1,2,..:,n) _" ;(3.21)
dir.

Bulunan nokta say181na gbre bu oranlar Taylor se-
risinde yerlerine konarak, tilirevli terimlerin katsayi-

lari teskil edilir.
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: 2 - 3
..nih ..(nih) .(nih)

Yi= ¥y _+ -—--y‘ +

"’ 5 14 .. . 22
177" Tr¥e T T Yot T Yot 12.22)
| 2 L \3
. r.h . (r.h) - (r.h)
! = ] 1 1 1 '”+ 1 (1V)
Vi =Yg+ 1?—yo-+ TR N = y ol e, (3.23)

ifadelerinden ve hata teriminin de sifirligi kabuliinden

3 noktali konum icin (3.19) bagintisi,

3 3
I D.y. - & S.y. =0 . (3.24)
i=y o4y 1 '

olacaktir. Hermite operatérlerini;’yi ve y! terimleri-
i

nin katsayilari olacak sekilde dlizenlersek,

Voo [ D+ D, + Dy = ( 0+0+07") J+
hy' [P D + 2D + 1D, -1.( S + S +5,) ]+
o Lo D 373 i 2. 3
2w 2 e |
h'yg  [riD, + riD, + riD, 2.(r 8 +r,S,+r S,) ]+
3. m .3 3 3 _ 20 2 2
hy? [rlDl + ryD, + 1D, 3.(r181fr282+r383) 1+
| 4 u 4 3 3 3 |
huyélV)[PlDl‘f r,D, + rgD, H.(rlSl+r282+r3S3) ]f
5. (v) 1.5, , 5. 5. ool b b
hy [rlDl + r2D2 * 1Dy 5.(rlSi+r282+r383) ]
(3.25)

=0
yazilabilir. S8z kOnusu‘operatérlerin hesaplanmasi igin
sag tarafa sifir olan denklemler alinarak olusturulacak

denklem sisteminin matris formu,
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_ 4 F - R
1 1 1 0 0 0 Dl 0
rl r2 r3 -1 -1 -1 D2 0
2 2 2
r, r, ra -2r —2r2 —2r3 D3 : 0
= (3.26)
3 3 3 2
rl r2 r3 -3r -3r2 —3r3 S1 0
L y i 3 3
r, r2 r3 -HrlfHPQ —ur3 82 0
5 5 5 Lo 4 i
r r2 r3 -Srl 5r2 5r3 83. 0
L ; J1L A
G X B
seklindedir.
Bu sonug,
G+ XwmB | O (3.27)

ile kisa olarak verilebilir. Daha 8nce merkezi farklar-
la yapilan detayli islemler (3.19) esitligi i¢in uygu-
layacak oiursék, Tablo 10, ' daki en genel denklem sis-
temine varalir. Tablo lO. " dakiwdenklem sisteminin sag
tarafi sifir vertdridir. Bu'durumdaki matematiksel probé‘
lemin ¢&zimi ig¢in sart denklem veya denklemler yazilma-
lidir. Operatdrlerin bulunmasi ig¢in yetecekksaylda denk-
lem allnaraken~alttaki,denklem ya da denklemler silinir;

yerlerine gart denklemler yazilir. |

Operatérlerin hesaplanmas: i¢in kullanilan akisg

diyagrami Tablo 11.'de g&riilmektedir.
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BASLANGI¢

|

SUZ KONUSU KONUM I¢IN
NOKTA ORANLARININ OKUNMASI

LOFE RS SRR

|

G ve B MATRISLERININ TESKILt

i

SECILEN SART VEYA SARTLARIN
G ve B MATRISLERINDE SILINEN
SATIR VEYA SATIRLARA EKLENMESt

g

SONUC DENKLEM STSTEMININ
CUZUMU, OPERATURLERIN BULUNMASI

i)

HATA TERIMININ BULUNMAST

v

B1T1S

Tablo ll;Operatérlefin bulunmasi igin
‘hazirlanan programin akig
~diyagrami
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Daha &nce ele alinan Srnek (2.2) kirisinin degisken
araliklarda Hermité sayisal cézﬁmﬁnde;‘operatérlerin ve
denklem sistemlerinin cézﬁmﬁ esnasinda karsimiza c¢ikan
iglem yogunlugu nedeni ile hesaplamalar bilgisayar yar-

dimi ile yapilmistar.

Urnek 3.2.

Tkinci b&liimdeki 8rnek (2.2) kirisine; merkezi fark-
larda U¢ll konum ve tlirev derecesi 2 i¢in degigken adim-

lar alarak Hermite y®nteminin uyguldnmasi.

1,5 1 1,5 1 1,5 2 1,5
>y i
1 2 3 4 5 6 7 8
o , - -
Oh 1,5h 2,5h 4h  Sh 6,5h ° B,5h 10h

REERRRE RN RN RN RN

1§T\\\\“*-~.

Sekil 21 . Degisken araliklarda Hermite ‘
¢ozliml igin nokta oran apsisleri

AN

oy v birim adim ola-
Cran 10
rak alinir. Uc¢li konum i¢in merkezi farklarda X s Xgs

Yukaradaki sekle gdre h =

Xgs Xy Xgs Xgs X5 Xg noktalari igin Hermite operatdr-

lerinin hesaplar1 cikartilmastar.
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1, nokta igin:

D = -4,800
D, = 12,000
Dy = =7,200

2. nokta ic¢in:

D, = 32,000
D, =-80,000
Dy = 48,000

3. nokta icin:

D = 6,5u5
D, =-10,909
D, = 4,364

4, nokta igin:

D, = 32,000
Dz' =-80,000
D, = 48,000

5. nokta ig¢in:

D, = 6,545
D, =-10,909
D, = 4,364

6. nokta icin:

D = 3,368
D, = ~5,895
Dy = 2,526

5, = -1,667
S,= -6,333
8= -1,000
s, = 7,333
S,= 51,667
5= 1,000
S, = 0,136
32=° 7,045
Sy= 1,000
S, = 7,333
S,= 51,667
Sg= 1,000
§,= 0,136
5ye 7,045
S;= 1,000
sl= 0,351
§,= 7,491
ss=‘ 1,000
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7. nokta igin:

7,200 S

D = L= 2,850
D, =-16,800 S, = 21,350
D, = 9,600 S, = 1,000
8. nokta icin:

D, = 9,000 5, = 6,375
D, =-21,000 S, = 20,125
D, = 12,000 S, = 5,000

bulunur. Her nokta igin (:3.7) bagintisi yazilarak, bi—
linmeyen sayisi 8 olan 8 adet denklem elde edilir. Eide
edilen denkiem sistemihin cézﬁmﬁnden c8kme degerleri
saptahlr. Bu degerler, k

7

v_ = 4,137982.10 " = 0
1 .

-3 4

v, = 4,312022.10"°. qL'/E.I
4 n=3 Y

vy = 6,574109.10"°. qL'/E.I

; Sa=3u,
v, = 8,542548.10 °. qL /E.I_

v = 8,800381.107°. qL'/E.I_

vg = 7,656871.10—3ﬂ'qL9/E.IO

3,836675.10 2,

R
-~
|

Y
qL /E.IO
Vg = 0

gseklinde elde edilmigtir. Burada‘v(O) = 0, %;L),a 0

, o ; |
oldugu gériilmektedir. v (L/2) degeri klasik c¢8ziim sonun-
da elde edilen degere esit c¢iktigi gbzlenmistir. Ikinci

kriter noktasi olarak Viax degerinin de irdelenmesi

-67-



drnek (3,3) de yapilacaktir,
Srnek 3.3.

Bir &nceki problemin 10 degisken aralik ic¢in ince-
lenmesinde, Voax nin 5. noktadaki Vg degeri olarak se-
cilmesi esas alinmistir. Bu nedenle 6. nokta kirisin or-

ta noktasini belirlemektedir. Bu sartlar Sekil 22.' de

gbriilmektedir.
: ~0,04 ' :
. 0,1 0,1 0,2 0,08 0,08 0,2  0,10,1 :
L] L) T ¥ &l T ¥ Ly ¥ k4 L)
1 2 3 4 567 8 g 10 1L a0
Oh 0,1h 0,2h 0,4h [0,5h| 0,6h 0,8h 0,%h 1h
O48h 052h

[T O 3y

AN

Sekil 22 .Degisken arallklarln.31klasE1€11—'
masi secimi ile Hermite ¢dzlml

Bu'kohuma géfe segilen noktalardaki ¢®kme degerleri

vi’: es,gssuss;lo -0 |
v2'=‘ 2,963942.10f3. qL*/E.T,
vy = 5,530478.107°. qL*/E.T
v, = 8,542258.107°. qL'/E.I_
ve = 8,816418.107°. qL*/E.T,
vy = 8,800005.107°. qL'/E.T
vy = 8,750356.107°. qL'/E.T
vy = 8,229456.107°. qL'/E.T
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_ -3 4 ;
Vg =14,979556.10 . qL /E.IO

_ -3 i '
vlo-2,606981.10 ql /E.IO
vll"O

olarak bulunmustur, Burada ise,

v = v
max 5

ve

Ve v(L/2)

degerleri klasik ydntemle elde edilen deferlere gok ya-=

kin hatta esit ¢ikmistar.
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BULOM 4

SONUCLARIN KARSILASTIRILMASI VE
ONERILER

4,1, Esit Araliklar i¢in Uygulama Sonuc¢lari

brnek (2.2) nin klasik integral ydntemiyle elde edi-

~len
v(L/2) = 0,00880 . qL'/ E.I_

ve

! y
v 1, (0,48.1) = 0,008817037 qL'/ E.I_

degerleri kriter olarak esas allnmlstlr. Merkezi fark-
larda eslt aralaiklar dicin elde edllen dezerlerle karsi~
lastirildiginda, aralak sayisinin siklastirilmasi islemi

ile daha saglikli sonuclara varildigi gdzlenmistir.

Ornek (2.3) in merkezi farklarda 5 noktali ve 3’1l
modlil kullanimiyla c¢dzimii sonunda (2.100) degerleri bu-
‘ylunmustur.'Kirisin orta noktasindaki c8kme dégeri olan

v,(L/2) deki hatanin % 4,84 oldugu goriUlmiistir.

Urnek (2.4) de ise izafi dis noktalar ile birlikte

7 nokta alinarak 5 1i modil secimi yapilmis ve hesapla-

malar neticesinde v(L/2) deki hatanan % 0,1 oldufu sonu-
2 | S

cuna varilmistir.

-70-



Daha sik esit'arallklar i¢in alinacak noktalardaki o
v bilinmeyenlerinin artmasi,yolusturulacak denklem ta-
kimlarinin hacmini genisletecektir. Bu nedenle hesapla-
malardaki islem ¢oklugu, bilgisayar kullanimi ile gi-
derilebilir. Bilgisayar ¢&zilim slirelerinin azaltilmasi
bazi noktalardaki degerlerin hesaplét;lmama81 ile mim-
- klindldr. Clnkli bazi noktalarda, sinir sartlarindan dola-
yi bilinen v degeflerini tekrar makinaya hesaplattirmak
Yersiz olacaktir. Buknédenle ¢6zlm sonunda elde edilen
.grafikteki degismelerin yoéun olduéu b&lgeyi daha;51k:
araliklar ile gfafiéin, lineere yaklﬁ,davranls g&steren
kisimlarinin geniskarallklarda incelehmesi en méhtlkli .
se¢im olacaktlr. Bu olumlu yaklaslm bizi, eslt olmayan

arallklardakl hesaplamalara yoneltmlstlr.

Klasik ¢8zlm ydntemleri ile cékme'degerleri dlsln?
daki biylikliiklerin { dénme, moment, d.1§ yayili yik, kes-
me kuvveti v.b. mekanlk buguklukler) hesaplanma81 cok
zordur. Oysa sonlu farklarda, nokta nokta 1nceleme ya—

pilmasi bu biiyiikliiklerin hesabini kolaylastlrmaktadlr;,“
b2, Degiskén Araliklar ic¢in Uygulama SohUclar;
Esit araliklar icin e1e a11nan'(2.2) (2.3) ve
-(2 4) orneklerl, Hermlte gdzum yonteml ile ele allnarak
hata terlml Taylor serlsl yardlml 1le daha fazla tirev-
11 terlmlere aktarllmlstlr.ﬂBu nedenle hata yﬁzdelerlnln,
daha da dﬁsﬁrﬁlmesivmﬁmkﬁn olmaktadir.
 Srnek (3.1) de tiirev mertebesinin 2, merkezi fark-

larda 3° 1t modiiliin se¢imi ile yapilan hesap sonunda
, s o



0,

hatanin % 0,0886 oldugu sapfanmlstlr.

brnek (3.2) de 7 degisken aralik alinarak yapilan
¢6zlim sonundaki degerlerin, kriter degerlerine c¢ok ya-
kin ¢iktigaini hatta esit‘oldugunu gbrmekteyiz. Ayrica
bu 6rnekte 10 esit aralik alinarak ayni sonuciara varil-
dlgl‘gézlenmiStir. Secilen esit ve degisken aralik sa-
yilari arasindaki fark, 7 degisken aralik seciminin he-

sap sliresi bakimindan ideal oldugunu vurgulamaktadir.

6rnek (3.3)kﬁh ¢bzlmiinde de degisken araligin 10
olmasi, 50 esit arallkla yapllan ¢Ozlme esdeger olduéu
géptilmiistir. |

Eéit arallklafda éagllkll sonuclarlh, aralik Sayl—
sinin arttirilmasi ile mimkin oldugunu vurgulamistik.
Ancak ayni saglikli sonug¢larain eldesi,’degisken ara-

liklarda daha az adim sayisi ile yapllabilmektedir.
4.3. Oneriler

Sanir deger pbdblemlerinin‘cézﬁmﬁnde kullanilan
‘nﬁmerik yéntemlér;~klasik c6zﬁm'yéntémlérindeki bircok
zbrlukiarlnhgiderilmesinde 6nemli'rol;bynarlar. Bu ca-
lismada, sonlu farklar ve Hermite sayisal ¢6zim ydntem-
lerinin, klaéik integra1 cézﬁﬁﬁndén elde'edilen sonug-
lara ¢ok yakin deéerler verdigi ve hatta daha ﬁsfﬁn,,,
olduklarl'gézlehmistif; Boyutlarl bﬁyﬁk‘denklem takim=-
larlnin cézﬁﬁﬁne koiayllklarfgetiren bu yéntém, mﬁhén4
dislik‘bilimlerine uyarlanabiiir olusukyeni caliSmélara

olanak saglayacaktir. Bu nedenle farkli tasiyica sis-
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temlere (ylizeysel tasiyicailar, kabuk, perde, plak v.b.)
aktarilarak c¢&zim tekniklerinin tllretilmesi acisindan
verilen bu y¥ntemin iki boyutta gelistirilmesi doktora

calismasi olarak ele alinabilir.

Matematigin bu y®nteminin biitlin mtihendislik bilim-
lerine uygulanabilir olmasi yeni arastirma konularinin

ortaya ¢ikmasina yardimci olabilecektir.
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HERMITE SAYISAL COZUMUN
BILG1SAYAR PROGRAMI

10 READ NOK,HD,TR,88,LC,EE, 10

20 DATA B,3,2,1,1,1,1

30 MD2=28MD:KEY OFF ;
40 DIN A{ND2,MD2) ,EAK (MD2) ,RINOK) ,B(ND2,MD2) ,E (ND2¢KDK) , X (ND24NOK)
50 BIN YTINDED,AZ(NOK,NOK) B2 (NGKI , D2 (NOK, NOK) , B{MD2)
50 FOR CK=1 TO NOK

70 READ R{CK)

BO NEXT CK

90 HA=LL/R INDK)

100 HTR=HATR

110 FOR CX=1 TO NOK

120 15=R(CK) #HA

130 VT(CK) =~ (DQELC*I5# (LC-15) )/ (4EERI0¥ (LTHIS))

140 NEXT CK ‘

150 DATA 0,1.5,2.5,4,5,6.5,8.5,10

160 FAK{0)=1 :

170 FOR FE=1 TO KD2-1

180 FAK(FK)=FKRFRK(FK-1)

190 NEAT FK

200 FOR 1=} T0 NOK

210 FOR Yi=1 T0 MD2

220 BIY1)=0

230 NEAT VY1

280 C2=R{1)

© 250 FOR §5=1 70 MD2

260 FOR 11=1 70 ¥D2

270 A(55,21)=0

280 NEXT 11

290 NEXT 88

300 FOR 52=1 10 8D

310 Af1,51)=1

320 NEXT S

330 IF MD=5 THEM 340 ELSE 400
340 IF I=1 THEN C1=0:RB=l
350 IF I=2 THEN Cl=1:RB=2 -

340 IF 152 AND I¢NOK~1 THEN C1=2:RB=3
- 370 IF I=NOK-1 THEN Cl=3:RB=4
380 IF [=NOK THEN C1=4:RB=5
390 6070 430 ‘
400 IF I=1 THEN C1=0:RB=}
410 IF 1)1 AND IKNOK THEN Ci=1:RB=2
420 TF I=NO¥ THEN Ci=Z:RB=3
430 FOR K=2 10 MD2
440 11=1-1
450 FOR J=1 10 WD2



450 11=11+1 ‘

470 IF J;¥D THEN 4B0 ELSE 540
48D IF TRYK-1 THEN 540

490 RR=J-MD

500 Ki=K-1

510 KR=K-TR

520 A(K,d)=-{FAKIKK) /FAK{KK-TR) ) ®A{KR, RR)
530 6OT0 550

540 A(K,D=(RUI-CH-L2*(K-1)
550 NEXT d

560 NEXT K:[LS

- 570 PRINT *I=";1:PRINT STRINGH(S,"#"):PRINT

580 FOR XT=1 T0 K02
590 FOR YT=1 TD HD2

500 PRINT USING “HEEHEHI®;A(XT,YT);

610 NEXT YT

520 PRINT

830 NEXT XT

640 1F =1 DR 1sNOK THEN 450 ELSE 740
650 FOR L1=HD2-1 TO MD2

650 FOR L2=1 T0 HD2

670 A(LL,LZ1=0

680 NEXT L2

690 KEXT L

700 A(ND2,HD2)=1: B{MD2-1)=12

710 1F T=1 THEN BIND2)=-1:A(ND2-1,2)=1
720 IF 1=NOK THEN B(MD21=5:A(ND2-1,3)=1
730 £0T0 850

740 FOR L1=1 T0 M2

750 A(MD2,L1)=0.

760 NEXT L1

770 A(ND2,HD2)=1:BIND2) =1

780 TF MD=5 THEN 790 ELSE 840

790 IF 1=2 OR I=KOK-1 THEN 800 ELSE 840
800 FOR BA={ TO WD2

B10 A(NDZ-1,84)20

820 NEXT B4

B30 AND2-1,MD)=1:B(ND2-1)=1

840 REN 6AUSS ELENINATION

850 M=HD2:N=HD2:EPS=. 00001

860 §=0

870 FOR 6=1 10 N

880 C=C4l

B0 FOR IP=G TO N

500 1F ABSIALY,B))>=RBS(ALIP,6)) THEN 920



910 X=1P

920 NEXT IP

930 FOR K3=C T0 N }
940 DIC, K1) =A1X,K3) 1AL KI)=ALC, KD 1ALE, KT =D, KY)
950 NEAT KJ

960 E(C)=BUX) B(X)=BICItBICI=E(C)

370 X=0

980 FUR R=C T0 K-1

990 Q=A(Rel,C1 /AL, L)

1000 B(R#1)=B(R+1)~0#B(L)

1010 FOR §=C TO N |

1020 AIR+1,5)=A(R+1,5)-RrALL, 5)

1030 NEXT S:NEXT ReNEAT 6

1040 1F ABS(ACH,N))C=EPS THEN 1050 ELSE 1040

1050 PRINT DENKLEM COZUNSUZ*:BOTO 1260

1060 FOR HI=H TO | STEP -1

1070 FOR Hi=N 0 { STEP -1

1080 1F HI=H] THEN 1080 ELSE 1100

1090 P=H1: T=HJ:B0TO 1110

1100 TOP=TOP+ALHI HI) X (HD)

1110 NEXT W)

1120 Y{H11=(BCHD)-TORY /AP, T)

1130 TOP=O:NEXT HI |

1140 PRINT tPRINT *  SONUCLAR *:PRINT STRINSS({7,"-")
1150 FOR Y=1 T0 ¥

1160 PRINT *D(*V*)=*; tFRINT USING "8B4HHE, B3R*;X(V)
1170 A2(1, 1-RB+VY=X (V)

1180 REXT V

1190 FOR TT=1 70 D

1200 FRINT *S(TT")=";sPRINT USING "HEEER A", XONDATT)
1210 TP2TP2HL (MDSTTY4VT(1-RBHTT)

1220 NEXT T

1230 TR2=TP2SHTR

1240 B21)=TP2

1250 TP2=0

1260 NEXT 1:CLS

1270 PRINT * 'KATSAYILAR MATRISI®

1280 PRINT STRING${22,"%")

1290 FOR I=1 TO NOK

1300 FOR J=1 70 NOK

1310 PRINT USING "#388.438";02(1 J);
1320 NEXT

1330 PRINT

1340 NEXT ]

1350 PRINT * GAG YAN MATRISI*



1360 PRINT STRING$(19,"#")

1370 FOR 1=1 TO NOK

1380 PRINT USING "#4M4. #HRERRAE";B2(1)

1390 REXT 1

1400 A2¢1,1)=1:A2(NDK, NOK) ={: B2 (1}=0: B2 (NDK) =0
{410 FOR CT=2 TC NOK

1420 A211,LT)=0: A2 NDK,CT-11=0

1430 KEXT CT

1440 REN BAUSS ELEMINATION

1450 M=NDK:R=NOK:EP5=,00001

1860 C=9

1470 FOR B=1 10 N

1480 {=C+1

1490 FOR IP=G TO N

1300 TF ABS(AZ(X,B))>=ABSIA2(IF,B)) THEN 1520
1510 X=IP

1520 NEXT 1P

1530 FOR KJ=C TO N

1540 D2(C,KD) =020, Kd) 1A2(X,KI)=A21L KI) 1 A2(C,KII=D2(C KI)
1350 NEXT KJ

1560 E(C)=B2(X):B24X)=B2(C) :BZICI=E(C)

1570 X=0

1580 FOR R=C T0 M-1

- 1390 B=A2(R+1,C1/A2(C,CI

1600 B2(R+1}=B2(R+1)~-G+B2(C)

1410 FOR §=C TO N

1620 A2(R+1,5)=A2(R+1,5)-0#A2(C, 51

1630 REXT S:REXT R: NEXT 6

1640 IF RBS(AZ(M,M))(=EPS THEN 1650 ELSE 1640
1650 PRINT "DENKLEM COIUNSUZ*:60TO 1790

1660 FOR HI=N 1O | STEP -1

1670 FOR HJ=N T0 { GTEP -1

1680 IF HI=HJ THEN 16%0 ELSE 1700

1690 P=HI:T=Hd:60T0 1710

1700 TOP=TOP+AZ(HI HI) #X{HI)

1710 NEXT W]

1720 X{H1)=(B2(H1)-TOR) /R2(P,T)

1730 TOP=0:NEXT HL:CLS

1740 FRINT :PRINT * SONUCLAR®

1730 PRINT *S#R8sRedittiiseyes”

1760 FOR 1=1 TO NOK

1770 PRINT *V(*1*)=";:PRINT USING "#%. §8888R0EE";0LD)
1780 NEXT 1 ' : ,

1790 §T0P
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