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SIMGE VE KISALTMA LISTESI

Simgeler

Fp = GF(p)
GL(n,C)

SL(n,F)

Sp(2n,p)
SUs(F)

ChAy
Ng(H
Cec(H
Aut(G)
G
Syl,(G)
P(G)

|G : N|
HcharG
GxH

GH

Aciklama

: birim grup

: p asalina boliinmeyen sayilar

: mertebesi n olan devirli grup

: pozitif tam sayilar kiimesi

: p bir asal say1 olmak {izere, mertebesi p olan toplamsal grup
: kompleks sayilar cismi

: p bir asal say1 olmak iizere, mertebesi p olan genellestirilmis quaternion

grubu

: p tek bir asal say1 olmak iizere, p> mertebeli ve p eksponentli abelyen

olmayan grup

: mertebesi p olan sonlu cisim

: C cismi iizerinde, determinant: sifirdan farkli, n X n boyutlu matrislerin

olusturdugu grup, genel lineer grup

:F cismi iizerinde determinanti bir olan n X n boyutlu matrislerin

olusturdugu grup, 6zel lineer grup

: GF (p) tizerinde, 2n boyutlu Simplektik grup

:F> cismi iizerinde tanimli, boyutu ii¢ olan ve determinanti bir olan

matrislerin olusturdugu grup

: A4 grubunun C4 grubu ile merkezsel genislemesi

: H grubunun G grubu i¢indeki normalleyeni

: H grubunun G grubu i¢indeki merkezleyeni

: G grubunun otomorfizm grubu

: G grubunun komutator grubu

: p asali icin, G grubunun Sylow p-alt gruplar1 kiimesi
: G grubunun Frattini alt grubu

: N grubunun G grubu icindeki indeksi

: H grubu G grubunun karakteristik alt grubu

: G grubunun H grubu ile yar1 direkt carpimi

: G grubunun H grubu ile ¢elenk carpimi
V1



H =< K,x> :K grubu ve x elemanin lrettigi grup

tr(M) : M matrisinin izi

x(1) : x karakterinin derecesi

cd(G) : G grubunun indirgenemez karakterlerinin dereceleri kiimesi

Irr(G|N) :G grubunun c¢ekirdegi N alt grubunu icermeyen indirgenemez

karakterlerinin kiimesi

cd(GIN) :G grubunun c¢ekirdegi N alt grubunu icermeyen indirgenemez
karakterlerinin derecelerinin kiimesi

ker(x) : x karakterinin ¢ekirdegi

Z(x) : x karakterinin yar1 ¢ekirdegi

Ig(A) : A karakterinin G grubu i¢indeki inertia grubu

0¢ : 0 karakterinden G grubuna yaptirilmig karakter

On : 0 karakterinin N grubuna kisitlanisi

dl(G) : G grubunun tiiretilmis serisinin uzunlugu

vii



OZET

DOKTORA TEZI

SONLU GRUPLAR VE BAZI OZEL INDIRGENEMEZ KARAKTERLERI

Jiilide Miray Ozkan

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Boliimii Anabilim Dalh

Damisman: Do¢.Dr. Temha Erkoc¢

Sonlu gruplarin yapisini anlamada Karakter Teorisi olduk¢a onemli bir yere sahiptir. Bu
tezde de sonlu gruplarin giiclii monolitik karakterlerinin tanimi verilmis ve bu karakterlerin
sonlu gruplarin yapisi iizerine etkileri incelenmistir. Elde edilen ana sonuglar asagidaki gibi
siralanabilir :

» En fazla ii¢ tane gii¢lii monolitik karaktere sahip sonlu gruplar ¢oziilebilirdir,

* Abelyen olmayan sonlu gruplarin nilpotent olmasi i¢in gerek ve yeter kosul grubun
giiclii. monolitik karakterlerinin cekirdeklerine gore bolim gruplarinin nilpotent
olmasidir,

* Biitiin lineer olmayan indirgenemez karakterleri monolitik olan ve tam bir tane gii¢lii
monolitik karakteri bulunan sonlu gruplarin siniflandirilmasi verilmistir,

* Biitiin lineer olmayan indirgenemez karakterleri monolitik olan ve tam iki tane gii¢lii
monolitik karakteri bulunan sonlu gruplarin siniflandirilmasi verilmistir.

Aralik 2022, 47 sayfa.

Anahtar kelimeler: indirgenemez karakterler, monolitik karakterler, giiclii monolitik

karakterler
Vil



SUMMARY

Ph.D. THESIS

FINITE GROUPS AND THEIR SOME SPECIAL IRREDUCIBLE
CHARACTERS

Jiilide Miray Ozkan

Istanbul University

Institute of Graduate Studies in Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Temha Erkoc

Character Theory holds an important place in the study of finite groups. In this thesis, we
will introduce the concept of strongly monolithic characters and study their effects on the
structure of finite groups. Main result of this thesis can be listed as :

* Finite groups with at most three strongly monolithic characters are solvable,

* A non abelian finite group is nilpotent if and only if the division subgroups determined
by the kernels of strongly monolithic characters are nilpotent,

* The classification of finite groups whose nonlinear irreducible charatcers are all
monolithic that has exactly one strongly monolithic character,

* The classification of finite groups whose nonlinear irreducible charatcers are all
monolithic that has exactly two strongly monolithic characters.

December 2022, 47 pages.

Keywords: irreducible characters, monolitihic characters, strongly monolithic characters
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1. GIRIS

Bir sonlu G grubundan, GL(n,C) grubuna giden herhangi bir ¢ grup homomorfisine,
G grubunun n. dereceden kompleks gosterilisi denir. G grubundan C cismine giden ve
her g € G i¢in 6(g) = tr(¢(g)) biciminde tanimlanan 6 sinif fonksiyonuna G grubunun
¢ gosterilisi tarafindan belirlenen (kompleks) karakteri denir. C[G] grup cebrinin bir
indirgenemez modiilii tarafindan belirlenen, G grubunun bir gosterilisine indirgenemez
gosterilis ve bu gosterilisin belirledigi karaktere de indirgenemez karakter denir.
Indirgenemez karakterlerin sagladigi ozellikler, bir gruptaki indirgenemez karakterlerin
sayis1 ve indirgenemez karakterlerin dereceleri tizerine yapilan varsayimlar sonlu gruplarin
yapilart hakkinda bilgi verir. Literatiirde sonlu gruplarin yapisi ile indirgenemez karakterleri
arasindaki iliskiler oldukca calisiilmistir ve hala calisilmaya devam etmektedir. Tek bir
lineer olmayan indirgenemez karaktere sahip gruplar Seitz tarafindan siniflandirilmistir.
Benzer sekilde Berkovich ve dig. (1992) makalesinde de tiim lineer olmayan indirgenemez
karakterlerinin dereceleri birbirinden farkli olan sonlu gruplarin siniflandirilmas: elde
edilmistir.

Bazen bir sonlu grubun biitiin lineer olmayan indirgenemez karakterlerinin incelenmesi
yerine yalnizca belirli 6zellikleri saglayan indirgenemez karakterlerinin incelenmesi yeterli
olmaktadir. Bir sonlu G grubunun y indirgenemez karakteri icin G/kery boliim grubu bir
tek minimal normal alt gruba sahipse, ) karakterine G grubunun monolitik karakteri denir.
Literatiirde monolitik karakterler kullanilarak sonlu gruplarin yapilar1 hakkinda elde edilen
bir cok sonu¢ bulunmaktadir. Ornegin tiim monolitik karakterlerinin dereceleri birbirinden
farkli olan sonlu gruplarin ¢oziilebilir oldugu sonucu Berkovich ve dig. (1999) makalesinde
verilmistir. Bu tezde amacimiz bir sonlu grubun monolitik karakterler kiimesinin bir alt
kiimesini olusturan giiclii monolitik karakterleri tanitmak ve bu karakterleri kullanarak sonlu

gruplarin yapilar1 hakkinda bilgi edinmektir.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. GRUP TEORISI

Bu boliimde, tezin bulgular boliimiinde kullanilacak olan, grup teorisinin bazi temel tanim

ve teoremleri hatirlatilacaktir. Ayrintili bilgi i¢in Isaacs (2008) kitabindan yararlanilabilir.

Tamim 2.1.1 G bir grup olsun. Her i = 0,...,r icin A;, G grubunun bir normal alt grubu ve

E birim alt grup olmak iizere,

E=A)C--CA =G

olacak sekilde sonlu elemanli (A, ...,A,) serisine, G grubunun bir normal serisi denir.
(Ao, ...,A,) normal serisinde, A;y/A; bolim gruplarina G grubunun (Ay,...,A,) serisinin

faktorleri denir.

Tanim 2.1.2 G bir grup ve heri =0,...r i¢cin A;, G grubunun bir alt grubu olsun.
E=Ap<---<A, =G zincirinde her i = 0,...r — 1 i¢in A;; | /A; bolim grubu basit grup
ise, bu zincire G grubunun bir kompozisyon serisi denir. A;y1/A; (i =0,...r — 1) bolim

gruplarma da bu serinin kompozisyon faktorleri denir.

Tanim 2.1.3 G bir grup ve (Ay,...,A,), G’'nin bir normal serisi olsun. Her i = 0,...,r i¢in
A;+1/A; faktorii G/A; boliim grubunun bir minimal normal alt grubu ise, (Ao, ...,A,) serisine

G grubunun bir esas serisi denir, serinin faktorlerine de esas faktorler denir.
Tez boyunca minimal normal alt gruplar siklikla kullanildigindan esas faktorler 6nemli bir
rol oynayacaktir.

Simdi farkli bir seri tanimini verip bu tanimi kullanarak nilpotent olmanin tanimini

hatirlatalim.



Tamim 2.1.4 G bir grup olsun. Zy(G) = E, Z;(G) = Z(G) ve her i € N i¢in
Zi1(G)={xeG|Vye G |[xy] € Z(G)} olarak tammlanmak iizere,

Z()(G) :E<]Zl(G) :Z(G)<l"'<lzi+1<G><l...

seklinde verilen seriye G grubunun artan merkez serisi denir.

Tamim 2.1.5 G grubunun Zy(G) = E <Z(G) = Z(G) <Q---<1Zi11(G) <... artan merkez
serisi i¢in, Z,(G) = G olacak sekilde bir n € N dogal sayis1 varsa, G grubuna nilpotent grup
denir. Ayrica, Z,(G) = G sartin1 saglayan en kiigiik n sayisina da, G grubunun nilpotentlik

sinifi denir.

Tezde verilen siniflandirmalar sirasinda karsilastiimiz grup tiirlerinden biri maksimal simif

p-gruplart oldugu i¢in, maksimal simif p-grubu olma tanimini hatirlatalim.

Tanmm 2.1.6 G bir p-grubu ve bir e > 2 kosulunu saglayan e € N igin, |G| = p° olsun. G

grubunun nilpotentlik sinift e — 1 ise, G grubuna bir maksimal sinif p-grubu denir.

Simdi Teorem 4.6’y1 ispatlarken kullanacagimiz, p-gruplarinin abelyen normal alt gruplarina

dair asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 2.1.7 [Scott (1987)] Bir p asali ve n > 4 olacak sekilde bir n € Z tamsayisi i¢in,
G grubunun mertebesi p” olsun. Bu durumda G grubunun, mertebesi p> olan bir abelyen H

normal alt grubu vardir.

Bu lemmanin ispatindan 6nce gerekli olan bazi temel grup teori bilgilerini hatirlatalim.

Teorem 2.1.8 [Lattice Teoremi] G bir grup ve N << G olsun. Bu durumda, N C A sartin
saglayan, G grubunun A alt gruplarinin kiimesi ile G/N boliim grubunun alt gruplarinin

kiimesi arasinda birebir bir esleme vardir.

Teorem 2.1.9 [NC Teoremi] G bir grup ve H, G grubunun bir alt grubu olsun. Bu durumda
Ng(H)/Cg(H) boliim grubu Aut (H) otomorfizm grubunun bir alt grubuna izomorftur.



Lemma 2.1.10 [Scott (1987)] G bir sonlu p-grubu ise, G grubunun faktorlerinin mertebesi

p olan bir esas serisi vardir.

Gozlem 2.1.11 G mertebesi p? olan bir grup ise,

|Aut(G)| = p(p — 1) veya |Aut(G)| = (p+1)(p—1)*p

esitliklerinden biri saglanmalidir. Bu gozlemin dogrulugunu gérmek icin mertebesi p? olan
gruplarin abelyen oldugu ve Z, veya Z, X Z, gruplarindan birine izomorf oldugunu

hatirlamak yeterlidir.

Artik Lemma 2.1.7’yi ispatlayabiliriz.

Ispat Lemma 2.1.10’dan her sonlu p-grubun faktérlerinin mertebesi p olan bir esas serisi
oldugunu biliyoruz. O halde |[K| = p? olacak sekilde G’nin bir K normal alt grubu vardir.
Gozlem 2.1.11°den p? { |Aut(K)| oldugu goriilii. Ayrica K grubu normal oldugundan
Ng(K) = G olmalidir. Bu durumda Teorem 2.1.9’dan

G : Co(K)] | |Aut (K)|

elde edilir O halde, p?> { |Aut(K)| oldugundan p° | |Cg(K)| olmalidir. Boylece
(E,K,Cs(K),G) normal serisi elde edilir. Bu seri, mertebesi p olan bir A normal alt grubu
ve mertebesi p® olan bir H normal alt grubu ile, (E,A,K,H,...,C5(K),...,G) seklinde
bir esas seriye genisletilebilir. Son olarak, elde ettigimiz H alt grubunun abelyen oldugunu
gostermemiz yeterlidir. Simdi H =< K, x > olacak sekilde bir x € H — K eleman1 alalim. Bu
durumda K abelyen bir grup ve x € C;(K) oldugu i¢in H grubu da abelyendir. Boylece ispat

tamamlanur. O

Asagida tezde kullanilan, literatiirde bilinen bazi sonuglar ispatlar1 olmadan verilmistir.

Lemma 2.1.12 [Frattini Argumani] G bir grup ve H, G’nin bir sonlu elemanli normal alt

grubu olsun. P € Syl,(H) olmak iizere, G = Ng(P)H esitligi saglanir.

Lemma 2.1.13 [Isaacs (1976)] G bir sonlu grup ve A <G olsun. A abelyen ve G/A devirli



grup ise,
Al =G [|Z(G)NA|
esitligi saglanir.

Teorem 2.1.14 [Fitting Teoremi] Bir A grubu, bir abelyen G grubu iizerine otomorfizmalar
ile etki ediyor olsun. Ayrica, A ve G gruplarinin mertebeleri aralarinda asal olan sonlu gruplar
oldugunu varsayalim. Bu durumda, [G,A] = {g 'a"'ga | g € G,a € A} olmak iizere, G =
Cs(A) x [G,A] esitligi vardur.

Teorem 2.1.15 [Winter (1972)] P, bir p asali icin mertebesi p>**! olan bir ekstra dzel
p-grubu olsun. I, P grubunun i¢ otomorfizmalarmin grubu ve H < Aut(P), Z(P) iizerine
triviyal etki eden otomorfizmalardan olusan normal alt grup olsun. Bu durumda, |6| = p — 1
olmak tizere, Aut(P) =< 0 > H, HN < 6 >=< 1> olur ve H/I bélim grubu Sp(2n, p)
grubunun bir alt grubuna izomorf olur.

Ayrica, p asali tek ise ve P grubunun eksponenti p ise, H/I = Sp(2n,p) saglanir ve
dolayisiyla H /I grubunun mertebesi p”2 [T, (p* —1) olur.

Teorem 2.1.16 [Suzuki (1980)] G bir grup ve A, G grubunun abelyen bir normal alt grubu
olsun. Ayrica L, G grubunun A C L C G kosulunu saglayan bir alt grubu olsun. |G: L| = j € N
olmak iizere, a —+ a’ fonksiyonunun A grubu icin bir otomorfizma belirledigini varsayalim.
Bu durumda, G grubunun A grubu iizerinde ayrilmasi i¢in gerek ve yeter kosul L grubunun

A grubu iizerinde ayrilmasidir.

2.2. SONLU GRUPLARIN GOSTERILIS TEORISI VE KARAKTER TEORISI

Bu boliimde modiil, gosterilis ve karakter kavramlari tanitilacak ve karakter teorisine ait bazi

temel bilgiler verilecektir. Ayrintili bilgi i¢in Isaacs (1976) kitabindan yararlanilabilir.

Tanim 2.2.1 F bir cisim ve A bir birimli halka olsun. Ayrica, A halkasinin bir F-vektor uzayi

oldugunu varsayalim. Her ¢ € F ve x,y € A i¢in

(ex)y = c(xy) = x(cy)



esitligi saglaniyorsa, A bir F'-cebridir denir.

Ornek 2.2.2 e F cismi iizerinde n x n matislerden olusan M,,(F) bir F-cebridir.

* V bir vektor uzay1 olmak iizere, V’nin F-lineer transformasyonlarindan olusan End (V)

bir F-cebridir.

Tamim 2.2.3 G bir sonlu grup, F bir cisim olmak iizere, bigimsel {Y,ccaeg | a; € F'}

toplamlarindan olusan yapiya F[G] grup cebri denir. F [G] F-cebri iizerinde toplama islemi

Y agg+ Y beg =Y (ag+be)g

geG geG geG

olarak, carpma islemi

Z Agg X Z byh = Z (Z arby-1,)8

geG heG g€G keG

olarak tanimlanir. Kolayca goriilecegi tizere, G grubu F[G] F-cebri i¢ine gomiilebilir.

Modiil Teorisi, Gosterilis Teorisinde oldukca Onemli bir yere sahiptir. Simdi, bir cebir

tizerinde modil tanimini verelim.

Tanim 2.2.4 A bir F'-cebri ve V bir sonlu boyutlu F vektor uzayi olsun. Herx € Avev eV
icin biricik bir vx € V eleman1 tammmlandigin1 varsayalim. Her x,y € A, v,w € V ve ¢ € F i¢in,
(@ (v+w)x=vx+wx
(b) v(x+y) =vx+vy
© (vx)y =v(xy)
(d) (ev)x=c(vx) =v(cx)

e) vii=v

esitlikleri saglaniyorsa, V uzayina bir A-modiil veya kisaca modiil denir.



Asagidaki tammmlarda F bir cisim olmak iizere, A bir F'-cebridir.

Tanim 2.2.5 V bir A-modiil olsun. V uzayinin A-invaryant (A-degismez) alt uzaylarina alt
modiil denir. Bagka bir degisle, W C V alt uzay1 bir A-modiil ise, W’ya V’nin bir alt modiilii

denir.

Tamim 2.2.6 V sifirdan farkli bir A-modiil olsun. V’nin {0} ve V alt modiillerinden bagka

alt modiilii yoksa V’ye bir indirgenemez modiil denir.

Tanim 2.2.7 G bir sonlu grup ve F bir cisim olsun. Bu durumda, bir p : G — GL(n, F') grup
homomorfizmasina, G grubunun bir gosterilisi denir. Burada n € N sayisina da bu gosterilisin

derecesi denir.

Lemma 2.2.8 G bir sonlu grup ve F bir cisim olsun. G grubunun gosteriligleri ile calismak
F|[G]-modiiller ile ¢alismaya denktir. Yani G’nin her gosterilisi bir F[G]-modiil belirler;

tersine her F[G]-modiil de G’nin bir gosteriligini belirler.

Tanimm 2.2.9 G bir grup, F' bir cisim ve p, G’nin bir gosterilisi olsun. p gosterilisini
belirleyen bir F[G]-modiiliiniin V oldugunu varsayalim. Bu durumda, G’nin p gosteriliginin
bir indirgenemez gosterilis olmasi icin gerek ve yeter kosul V’nin bir indirgenemez

F[G]-modiil olmasidr.

Artik karakter kavramini tanitabiliriz.

Tamim 2.2.10 G bir grup, F bir cisim ve p, G’nin bir gosterilisi olsun. Bu durumda, her g €
G igin y(g) =tr(p(g)) bigiminde tanimlanan y : G — F fonksiyonuna, G nin p gosterilisi

tarafindan belirlenen karakteri denir.
Tanim 2.2.11 G bir grup ve F bir cisim olmak iizere, ¢ : G — F fonksiyonu G’nin eslenik
eleman siniflarinda sabit kaliyorsa; yani, G’nin ayn1 eslenik eleman sinifinda bulunan x ve y

elemani i¢in ¢ (x) = @ (y) oluyorsa, ¢ fonksiyonuna G grubunun bir sinif fonksiyonu denir.

Sonug 2.2.12 Her karakter bir sinif fonksiyonudur.



Tamm 2.2.13 G sonlu bir grup, p bu grubun bir gosterilisi ve y, bu gosterilisin belirledigi
karakter olsun. Bu durumda, y karakterinin indirgenemez olmasi i¢in gerek ve yeterli kosul
p gosteriliginin indirgenemez olmasidir. Ayrica, ) karakterinin lineer olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul p gosterilisinin derecesinin bir olmasidir.

Lemma 2.2.14 Bir sonlu grubun abelyen olmasi icin gerek ve yeter kosul tiim indirgenemez

karakterlerinin lineer olmasidir.

Lemma 2.2.15 Sonlu bir grubun indirgenemez karakterlerinin sayisi eslenik siniflarinin

sayisina esittir.

Tanim 2.2.16 G sonlu bir grup, p bu grubun bir gosterilisi ve ), bu gosterilisin belirledigi
karakter olsun. p grup homomorfisinin ¢ekirdegine, y karakterinin ¢ekirdegi denir. Ayrica,

bu tamima denk olarak, y karakterinin ¢ekirdeginin tanimi asagidaki gibi verilebilir.

Tamim 2.2.17 G bir sonlu grup ve ¥, G grubunun bir karakteri olmak iizere, } karakterinin

cekirdegi kery ile gosterilir ve

kery ={g€G|x(g)=x(1)}

seklinde tanimlanir.

Cekirdek tanimi ile baglantili olarak bir karakterin yar1 ¢ekirdeginden de bahsedilebilir.

Tamim 2.2.18 G bir sonlu grup ve ), G grubunun bir karakteri olmak iizere, } karakterinin

yart ¢ekirdegi Z () ile gosterilir ve

Z(x)={g<€G||x(g)|=x(1)} burada; x(g) € Cicin [x(g)| = \/ x(g)x(g)

olarak tamimlanir.

Asagidaki lemma bulgular boliimiindeki teoremlerin ispatlarinda siklikla kullanilmaktadir.



Lemma 2.2.19 [Isaacs (1976)] G bir sonlu grup ve ), G grubunun bir indirgenemez

karakteri olmak iizere;

Z(x)/kery = Z(G/kery)

esitligi saglanir.

Bir grubun indirgenemez karakterinin yar1 ¢ekirdegi ile derecesi arasinda da asagidaki gibi

bir iligki mevcuttur.

Lemma 2.2.20 [Isaacs (1976)] G bir sonlu grup ve x € Irr(G) olsun. Eger G/Z(x) boliim

grubu abelyen ise

x(1?=1G:Z(y)|

esitligi saglanir.

Bir sonlu grubun tiim indirgenemez karakterlerinin ¢ekirdeklerinin arakesitinin birim grup
oldugunu biliyoruz. Tiim lineer olmayan indirgenemez karakterlerinin c¢ekirdeklerinin

arakesitinin de birim grup oldugunu asagidaki lemma ile verelim.

Lemma 2.2.21 G bir sonlu abelyen olmayan grup olsun. Bu durumda G grubunun tiim lineer

olmayan indirgenemez karakterlerinin ¢ekirdeklerinin arakesiti birim gruptur.

Ispat M := Nyerr(c) kery olarak tanimlansin. M N G =1 oldugunu biliyoruz. Simdi [M| > 1

x()#L
oldugunu kabul edelim. O halde,

Gl=1G:G|+ Y x(1)
x€lrr(G)
2(1)#1

IG/M| = [G/M: (G/M)]+ ¥ x(1)?

x€lrr(G)
x(1)#1
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esitliklerini kullanarak,

6l _ 6] |G

|G|_W_ o 7
M| |G| |G |M]

esitligi elde edilir. Boylece,

M—-1 _ M1
M| |G l|Mm

ve dolayisiyla |G,| = 1 bulunur. Fakat G grubu abelyen olmadigi i¢in bu bir ¢eliskidir. O
halde,

M| = [Nyerrr(c)kerx| = 1 olmalidir. O
x(D)#1

Tanim 2.2.22 G bir sonlu grup ve ¢ ile 6, G grubunun birer simif fonksiyonu olsun. ¢ ile

0’nin i¢ carpimi [@, 0] = %G‘ Yo 9(g)0(g) ile tammlanur.

Tamm 2.2.23 G bir grup, H < G ve ¢ de H’nin bir sinif fonksiyonu olsun. Bu durumda,
0°(g) = ﬁzxe(;q)(xgx*l) fonksiyonuna, G tizerinde yaptirilmig siif fonksiyonu denir;

burada,

o h), heH
sy =" o
0,  heH

olarak tamimlanir.

Asagida verilen Frobenius Karsiliklilik, karakterlerin alt gruba kisitlaniglart ile iist gruba

yaptiritlmalar1 arasinda bir i¢ carpim iligkisi verir.

Lemma 2.2.24 [Isaacs (1976)] [Frobenius Karsiliklilik] G bir grup ve H, G grubunun bir alt
grubu olsun. Bu durumda ¢, H’nin bir sinif fonksiyonu ve 6 da, G’nin bir sinif fonksiyonu

ise,
[¢7 QH]H = [(pGa G]G

esitligi saglanir. Burada, 6y, 0 fonksiyonunun H alt grubuna kisitlanigidir.
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Teorem 2.2.25 [Isaacs (1976)] [Clifford Teoremi] G bir grup ve H <I G olsun. Ayrica, V
bir F[G]-modiil ve W, V’nin herhangi bir alt F[H]-modiilii olsun. Bu durumda agagidakiler

saglanir:

(a) W;, V’nin indirgenemez F[H]-alt modiilleri olmak iizere, V := Y W; yazilis1 vardir.

(b) Her W; F[H]-alt modiilii bir g; € G icin Wg; olarak yazilabilir ve dolayisiyla W ile

esleniktir.

(c) ny (V) notasyonu V modiiliiniin M’ye izomorf W; alt modiillerinin sayisin1 gostermek
tizere, W modiiliine eslenik her M F[H]|-alt modiilii i¢in ny (V) = nw (V) esitligi

saglanir.

Simdi Clifford Teoremini karakterler ile ifade edelim. G bir sonlu grup, H <G ve x € Irr(G)
olsun. 0 karakteri yy karakterinin bir indirgenemez 6gesi ve 8 = 0, ..., 6; karakterleri 8 nin
G’deki tiim eslenikleri olmak iizere, xy = eY:_, 6;; ¢ = [Xu, 0] yazilis1 vardir. Burada g € G
ve h € H olmak iizere, 8(h) = 0(ghg~") bigiminde tanimlanan 8¢ : H — C karakterine

0’nin G’de bir eslenigi (g-eslenigi) denir.

Tezde sonlu gruplarin siniflandirilmasi ile ilgili olan bulgularda asagidaki teorem oldukc¢a

Oonemli bir yere sahiptir.

Teorem 2.2.26 [Huppert (1967)] C bir devirli grup ve V mertebesi n> olan bir sonlu
simplektik vektdr uzay1 olsun. C grubunun V iizerine simplektik formu koruyarak etki
ettifini varsayalim. Bu durumda, V bir indirgenemez ve sadik C-modiil ise, C grubunun

mertebesi n+ 1 sayisin1 boler.

Daha once belirttigimiz gibi tez boyunca minimal normal alt gruplar biiyiik bir 6nem
tagiyacaktir. Simdi verecegimiz lemma komiitator alt grubu biricik minimal normal alt grup

olan gruplarin yapis1 hakkinda bilgi vermektedir.

Lemma 2.2.27 [Isaacs (1976)] G bir coziilebilir sonlu grup olsun. G komutatdr grubu,
G grubunun biricik minimal normal alt grubu ise G’nin lineer olmayan indirgenemez
karakterleri ayni dereceye sahiptir ve bu derece f olmak iizere asagidakilerden biri

gerceklenir :
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1. G bir p-grubudur, Z(G) devirli bir gruptur ve G/Z(G) boliim grubu mertebesi £ olan

bir elementer abelyen gruptur.

2. G bir Frobenius grubudur; burada Frobenius tiimleyeni abelyendir ve mertebesi f’dir.

Frobenius cekirdegi ise elementer abelyen p-grubu olan G komutator alt grubudur.

Ispat ilk olarak, Z(G) > 1 oldugunu varsayalim. G grubunun biricik minimal normal alt
grubu G oldugundan, G C Z(G) gerceklenir. Dolayisiyla, Z(G) bir devresel p-grubu ve
\Gl\ = p olur. Ayrica, G grubunun her lineer olmayan indirgenemez karakteri sadiktir. Bu
durumda, Lemma 2.2.20°den her lineer olmayan indirgenemez ) karakteri icin

x(1)2 = |G : Z(G)| esitligi saglamr. Her x,y € G icin [x,y] € G C Z(G) oldugundan,
[x?,y] = [x,y]? = 1 bulunur. O halde, her x € G i¢in x” € Z(G) elde edilir. Dolaysiyla,
G/Z(G) bolim grubu bir elementer abelyen p-grubudur. Ayrica, Z(G)’nin de p-grubu oldugu
g6z Oniine almirsa G grubunun bir p-grubu oldugu goriiliir. Boylece, teoremdeki birinci
durum gerceklenmis olur.

Simdi Z(G) = 1 oldugunu varsayalim. G grubu G grubunun biricik minimal normal alt
grubu oldugu i¢in bir elementer abelyen bir p-grubu olmalidir. Ayrica Z(G) = 1 oldugu
icin, G grubu bir p-grubu olamaz. O halde, G grubunun mertebesini bdlen ve p asalindan
farkli bir g asali vardir. Simdi Q € Syl,(G) alt grubunu alalim. Bu durumda GQ<G
elde edilir ve N = Ng(Q) olmak iizere Lemma 2.1.12 kullanilarak G = G N bulunur.
Burada G NN <N , G <GNve GNN<G oldugundan G NN <G elde edilir. G/, G
grubunun biricik minimal normal alt grubu oldugu ve mertebesi g asali ile boliinmedigi
icin Q Sylow g-alt grubu G grubu i¢inde normal olamaz. Bu durumda, N < G ve G ¢ N
elde edilir. O halde, G NN = 1 bulunur ve dolayisiyla N = Ng(Q) grubu abelyendir. Bir
1 # x € N eleman secelim. N grubu abelyen oldugu icin x elemanini merkezler. O halde,
N grubu C (x) grubunu normaller. G grubu abelyen oldugu icin Cy(x) < G olmaldur.
Dolayisiyla, C(x) < G'N = G bulunur. Cy(x) # lise Cy(x) = G olacagindan x elemani
G grubunu merkezler. Bu durumda x elemani GN=G grubunu da merkezleyeceginden
1 # x € Z(G) = 1 geliskisi elde edilir. O halde, her 1 # x € N elemani igin C (x) =1
olmalidir. Bu durumda, G = G x N bir Frobenius grubudur. Ayrica, Frobenius g¢ekirdegi
G komutatdr grubu ve Frobenius komplementi N grubudur. O halde, bir lineer olmayan
indirgenemez x karakteri i¢in ¢ = y olacak bicimde bir A € Irr(G') lineer karakteri vardir.

Bu durumda, f = x(1) =[G : G].A(1) = |N| bulunur ve ispat tamamlanr. O
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Simdi gosterilis teorisi ve karakter teorisi ile ilgili, tez boyunca kullanilan baz1 teorem ve

onermeler ispatlari olmadan verilmistir.

Teorem 2.2.28 [Isaacs ve Knutson (1998)] G bir sonlu grup ve N < G olsun. Eger
lcd(G|N)| < 2 ise, N ¢oziilebilir bir gruptur ve dI(N) < |cd(G|N)| esitsizligi saglanir.

Teorem 2.2.29 [Isaacs (1969)] G en fazla ii¢ farkli indirgenemez karakter derecesine sahip

sonlu grup olsun, yani |cd(G)| < 3 olsun. O halde, G ¢6ziilebilir bir gruptur.

Onerme 2.2.30 [Isaacs (1976)] G bir sonlu grup ve N <1 G olsun. Bir H < G alt grubu
icin G = NH, HNN = 1 kosullarinin saglandigini varsayalim. 6 € Irr(N), G grubu i¢inde
invaryant ve (0(1),|G : N|) = 1 sartim saglayan bir karakter olsun. Eger H ¢oziilebilir bir
grup ise, 0 karakteri G grubuna genisletilebilir.

Teorem 2.2.31 [Berkovich ve dig. (1999)] G sonlu c¢oziilebilir bir grup ve N <G, G
grubunun bir minimal normal alt grubu olsun. Ayrica, G grubunun ¢ekirdeginde N grubunu
icermeyen indirgenemez karakterlerin derecelerinin farkli oldugunu varsayalim. N grubunun
bir asal boleni p olsun. Bu durumda, Q C G bir p/-alt grubu olmak iizere, Q grubunun /rr(N)

kiimesi ve N grubu iizerine olan etkisi bir Frobenius etkisidir.

2.2.1. Az Sayida Lineer Olmayan Indirgenemez Karaktere Sahip Gruplar

Bu boliimde az sayida lineer olmayan indirgenemez karakterlere sahip gruplar hakkinda

bilinen ve tezde kullanilan baz1 sonuglar verilecektir.

IIk olarak, tam bir tane lineer olmayan indirgenemez karaktere sahip gruplarin

siniflandirilmasi i¢in asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 2.2.1.1 [Seitz] G bir sonlu grup olsun. G grubunun tam bir tane lineer olmayan

indirgenemez karakteri varsa, G ¢oziilebilirdir.

ispat [G,G'] = n € N olsun. Bu durumda G grubunun tam n -+ 1 tane indirgenemez
karakteri vardir. Dolayisiyla, G grubunda tam n + 1 tane eslenik sinifi vardir. Simdi G =

hiG UhyG' U...Uh,G 5 (hy = 1) olsun. 1 < i+ j < n olmak iizere, [hj]g = [hj] oldugunu
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varsayalim. Bu durumda, h; = xh jx_l olacak bi¢cimde bir x € G vardir. Bu esitligi h; =
h jhjflxh jx’l seklinde yazabiliriz. Fakat burada, h;lxh jx’l €eG oldugundan, i # j icin
hG = h le celiskisi elde edilir. O halde, [h;]g # [hj]g sarti saglanir ve G’nin (n — 1)
tane eslenik sinifi G grubunda degildir. Bu durumda G, biri birimin eslenik siif olmak
tizere iki eslenik siifinin birlesimi olmalidir. Dolayisiyla, p bir asal say1 olmak iizere, G bir
p-grubudur. Burada G/ G bolim grubu abelyen ve G bir p-grubu oldugu i¢in, her iki grup
coziilebilirdir. Dolayistyla G grubu bir ¢oziilebilir gruptur. U

Teorem 2.2.1.2 [Seitz] G bir sonlu grup olsun. G’nin tam bir tane lineer olmayan
indirgenemez karakterinin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidakilerden birinin

gerceklenmesidir :

* G bir ekstra 6zel 2-grubudur,

* Bir p asali ve a € N i¢in G, mertebesi p®(p® — 1) olan bir Frobenius grubudur. Burada
Frobenius cekirdegi mertebesi p® olan bir elementer abelyen p-grubudur; Frobenius

tiimleyeni ise mertebesi (p® — 1) olan bir devirli gruptur.

Ispat G’nin lineer olmayan indirgenemez karakterine  diyelim. Lemma 2.2.21°den kery =
1 elde edilir. Ayrica, G yalnizca bir lineer olmayan indirgenemez karaktere sahip oldugu i¢in
bir onceki lemmadan bir ¢oziilebilir gruptur. M, G grubunun bir minimal normal alt grubu
olsun. O halde, G/M boliim grubu tiim indirgenemez karakterleri lineer oldugu igin abelyen
olmalidir. Dolayisiyla G < M elde edilir. Bu durumda, G grubu abelyen olmadi81 ve M alt
grubu minimal normal alt grup olarak alindig1 icin G = M olmalidir. Yani, G komutatdr
grubu G grubunun bir minimal normal alt grubudur. Bu durumda, Lemma 2.2.27°den G
grubunun bir p-grubu ya da bir Frobenius grubu oldugu goriiliir.

Oncelikle G grubunun p-grubu oldugunu varsayalim. O halde, Z(G) > 1 bir devirli gruptur ve
|G'| = p bulunur. Tekrar Lemma 2.2.27 kullanilarak, G /Z(G) boliim grubunun bir elementer
abelyen p-grubu oldugu ve |G/Z(G)| = x(1)? esitliginin saglandig1 goriiliir. Boylece,

|Gl

IG|=[G:G|+x(1)* ve 2]

= x(1)?

esitlikleri kullamlarak |Z(G)| = |G'|(|Z(G)| — 1) elde edilir. O halde, |G'| = |Z(G)| = 2

olmalidir ve G bir ekstra 6zel 2-grubudur.
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Simdi G grubunun bir Frobenius grubu oldugunu varsayalim. Bu durumda, Z(G) = 1
olmalidir ve Frobenius cekirdegi G normal alt grubudur. Dolayisiyla, G komutatdr alt
grubu bir elementer abelyen p-grubudur. Simdi |G/| = p“, (a € N) olsun. G bir Frobenius
grubu oldugundan her 1 # A € Irr(G') i¢in I5(A) = G elde edilir. Dolayistyla, AS € Irr(G)
bulunur, yani y = A9°dir. O halde, Lemma 2.2.24’den 1 = [AY ] = [4, 2] elde edilir.
Ayrica, Teorem 2.2.25’ten X = Y1 45er(G) A bulunur. Son olarak,

G:G)=x(1)=x5(1)=|G|-1=p"~1

oldugundan, |G| = p*(p® — 1) esitligi elde edilir. G’nin Frobenius komplementi abelyen

oldugundan devirli bir gruptur. U

Yukaridaki teoremde verilen gruplar Seitz gruplar1 olarak bilinmektedir ve bu tezde Seitz

gruplar olarak bahsedilecektir.

Simdi verecegimiz teorem sayesinde indirgenemez karakterlerin sayisi {izerine bir
varsayimda bulunmak yerine, dereceleri iizerine varsayimlarda bulunarak benzer bir sonug

elde edilebilecegi goriiliir.

Teorem 2.2.1.3 [Berkovich ve dig. (1992)] G abelyen olmayan sonlu bir grup olsun. G
grubunun lineer olmayan indirgenemez karakterlerinin kiimesi {6,...,6,} ile gosterilsin.
Her i # jigin 6;(1) # 6;(1) oldugunu varsayalim. Bu durumda G grubu asagidaki gruplardan

biridir:

1. G ekstra 6zel 2-grubudur,

2. G grubu bir p asali ve n € N tam sayis1 i¢in p"(p" — 1) mertebeli bir Frobenius
grubudur. G grubunun Frobenius cekirdegi mertebesi p” olan bir de8ismeli grup,

Frobenius tiimleyeni ise devirli bir gruptur.

3. G mertebesi 72 olan ve Frobenius tiimleyeni Qg grubuna izomorf olan bir Frobenius

grubudur.

Bu teoremde r = 1 alindiginda Teorem 2.2.1.2°nin elde edildigine dikkat edelim. Tam iki

tane lineer olmayan indirgenemez karaktere sahip gruplarin simiflandirilmasi1 Berkovich ve
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Zhmud (1997) kitabinda verilmistir. Simdi bu siniflandirmayi lineer olmayan indirgenemez

karakterlerin ¢ekirdekleri cinsinden inceleyelim.

Teorem 2.2.1.4 [Berkovich ve Zhmud (1997)] G tam iki tane lineer olmayan indirgenemez
karaktere sahip bir sonlu grup olsun. Bu karakterlere )i, x> diyelim. Bu durumda,

asagidakiler gerceklenir:

1. ker), = ker), = 1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul G grubunun asagidaki gruplardan

biri olmasidir :
(a) |G| = 22% ve Z(G), G < Z(G) kosulunu saglayan bir devirli gruptur. Ayrica,
1Z(G)| = 4 ve |G'| = 2 gerceklenir,
(b) G bir ekstra 6zel 3-grubudur,

(¢) G, Frobenius tiimleyeni H, bir devirli grup ve Frobenius cekirdegi G, bir
elementer abelyen p-grubu olan bir Frobenius grubudur. Ayrica, 2|H| = |G| — 1

esitligi de saglanir.

2. kery; = 1 ve ker), > 1 olmast i¢in gerek ve yeter kosul G grubunun asagidaki

gruplardan biri olmasidir :

(d) G = (C3 x C3) % Qg bir Frobenius grubudur.

(e) G/Z(G)= N x H, Frobenius ¢ekirdegi N, bir elementer abelyen grup, Frobenius
tumleyeni H, bir devirli grup olan ve |H| = |N| — 1 esitligini saglayan bir
Frobenius grubudur. Ayrica, |Z(G)| =2 ve Z(G) NG = 1 esitlikleri saglanir.

3. keryy > 1, ker), > 1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul G grubunun asagidaki gibi bir

grup olmasidir:

(H) |G| = 22912 |G| =2, x1(1) = x2(1) = 2% esitliklerini saglayan bir gruptur.
Ayrica Z(G), G < Z(G) sartim saglayan bir Klein 4-grubudur.

Yukaridaki teoremde verilen gruplar Berkovich gruplari olarak bilinmektedir ve bu tezde

Berkovich gruplari olarak bahsedilecektir.
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2.3. MONOLITIK VE GUCLU MONOLITiK KARAKTERLER

Bu boliimde, literatiirde bilinen monolitik karakter kavrami ve bu karakterlerle ilgili
baz1 Ozellikler Berkovich ve Zhmud (1997) kitabindan yararlanilarak verilecektir. Ayrica,
Erkog¢ ve dig. (2022) makalesinde tanitilan gii¢clii monolitik karakter kavraminin tanimi ve

ozelliklerinden bahsedilecektir.

Tanim 2.3.1 G bir sonlu grup ve x, G grubunun bir indirgenemez karakteri olsun. G/Ker ()
boliim grubunun biricik minimal normal alt grubu varsa, y karakterine G grubunun bir

monolitik karakteri denir.

Ornegin, tiim simetrik gruplarin ve p-gruplarinin birim karakter disindaki tiim indirgenemez
karakterleri birer monolitik karakterdir. Ote yandan G grubunun biricik minimal normal alt
grubu olsa bile, grubun birim karakterden farkli bazi indirgenemez karakterleri monolitik
olmayabilir. Ornegin, A4 grubunun C, grubu ile merkezsel genislemesi olan C4A,4 grubunun
biricik minimal normal alt grubu vardir; ancak iiciincii dereceden monolitik olmayan bir

indirgenemez karakteri de vardir.

Sonlu bir G grubunun tiim monolitik karakterlerinin ¢ekirdeklerinin arakesiti birim grup
oldugundan, G grubunun her normal has alt grubu, G grubunun bir takim monolitik

karakterlerinin ¢ekirdeklerinin bir kesisimi olarak yazilabilir.

Asagida ilk olarak Erkog ve dig. (2022) makalesinde tanitilan ve sonlu bir grubun monolitik
karakterleri kiimesinin bir alt kiimesini olusturan giiclii monolitik karakterlerin tanimi

verilmisgtir.

Tanmim 2.3.2 G bir sonlu grup ve ¥, G grubunun bir monolitik karakteri olsun. Asagidaki

sartlardan biri saglaniyorsa, y karakterine G grubunun bir gii¢lii monolitik karakteri denir.

1. Z(x) = kery,

2. G/kery boliim grubu, komutatdr alt grubu biricik minimal normal alt grup olan bir

p-grubudur.

Gozlem 2.3.3 Giiclii monolitik karakterlerinin kiimesi monolitik karakterlerinin kiimesinin

bir has alt kiimesi olan sonlu grup ornekleri vardir :
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 SL(2,3) grubunun birim karakterden farkli her indirgenemez karakteri monolitik olsa

da yalnizca derecesi ii¢ olan indirgenemez karakteri giiclii monolitiktir.

* Q16 grubunun birim karakterden farkli her indirgenemez karakteri monolitiktir fakat

yalnizca sadik olmayan bir indirgenemez karakteri giiclii monolitiktir.

* (, grubu Hes iizerine sadik etki etmek iizere, He3 X Cy grubunun birim karakter
disindaki tiim indirgenemez karakterleri monolitiktir. Ikinci dereceden dort tane,
liciincii dereceden dort tane monolitik karakteri vardir. Bunlarin sadece ikinci

dereceden olanlar giiclii monolitiktir.

Simdi gii¢lii monolitik karakterlerin 6zelliklerini inceleyebiliriz.
Onerme 2.3.4 Bir grubun lineer karakterleri giiclii monolitik degildir.

Ispat G bir sonlu grup ve 1 # A € Irr(G), G grubunun bir lineer monolitik karakteri
olsun. Bu durumda G/kerA bolim grubu bir devirli p-grubudur. Dolayisiyla A karakteri
giiclii monolitik olma kogullarindan 2) sikkini saglayamaz. Lemma 2.2.19°dan Z(A) = G
ve G # kerA oldugundan A karakteri giicli monolitik olma kosullarindan 1) sikkini da
saglayamaz. O halde A karakteri G grubunun bir gii¢lii monolitik karakteri degildir. U

Sonug 2.3.5 Abelyen gruplarin giiclii monolitik karakteri yoktur.

Onerme 2.3.6 Abelyen olmayan her grubun en az bir giiclii monolitik karakteri vardir.

Ispat G abelyen olmayan bir sonlu grup olsun. O halde G’nin en az bir tane lineer
olmayan indirgenemez karakteri vardir. $imdi G grubunun lineer olmayan indirgenemez
karakterleri arasinda maksimal ¢ekirdege sahip olan bir ) karakteri secelim. Bu durumda
(G/kery)" komiitatér grubu G/kery bolim grubunun biricik minimal alt grubudur. Eger
G/kery bir ¢oziilebilir grup ise, Lemma 2.2.27°den ) karakteri G grubunun bir giiclii
monolitik karakteridir. G/kery bolim grubunun ¢oziilebilir olmadigint varsayalim. Bu
durumda (G/ kery) komutatér grubu bir miikemmel grup ve Z (G/kery) =1 olur. Lemma
2.2.19’dan goriiyoruz ki Z() = kery esitligi saglanir ve  yine bir gii¢lii monolitik karakter
olur. n
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Bu Onermenin ispat1 ile agsagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 2.3.7 Abelyen olmayan bir sonlu grubun lineer olmayan indirgenemez karakterleri

kiimesi icinde, maksimal ¢ekirdege sahip olanlari birer giiclii monolitik karakterdir.

Ancak abelyen olmayan bir grubun, herhangi bir giiclii monolitik karakterinin ¢ekirdeginin
o grubun lineer olmayan indirgenemez karakterlerinin ¢ekirdekleri arasinda bir maksimal
cekirdek olmasi gerekmez. Ornegin S; grubunun tiim lineer olmayan indirgenemez
karakterleri giiclii monolitiktir. S4’lin sadik indirgenemez karakterlerinin ¢ekirdekleri

maksimal cekirdek degildir.

Gozlem 2.3.8 G bir sonlu grup ve N < G olsun. G grubunun ¢ekirdeginde N grubunu
iceren indirgenemez karakterleri ile G/N bolim grubunun karakterleri arasinda birebir bir
esleme oldugunu biliyoruz. Simdi x € Irr(G), N C kery kosulunu saglayan bir indirgenemez
karakter olsun. Bu durumda yx karakterinin G grubunun bir gii¢lii monolitik karakteri olmasi
icin gerek ve yeter kosul x karakterinin G/N boliim grubunun bir giiclii monolitik karakteri

olmasidir.

Ik olarak Erkog ve dig. (2022) makalesinde, bir sonlu grubun yapisi ile giiclii monolitik
karakterleri arasindaki iligkiler incelenmistir. Simdi bu makalede yer alan ve ana

teoremlerimizin ispatlarinda kullanacagimiz bazi bulgulart verelim.

Lemma 2.3.9 [Erkoc ve dig. (2022)] G bir ¢oziilebilir grup ve p bir asal say1 olsun.

* G grubunun her y giiclii monolitik karakteri igin p | x(1) saglaniyorsa, G grubunun

bir normal p-tiimleyeni vardir.

* G grubunun her y giiclii monolitik karakteri i¢in p 1 x (1) saglaniyorsa, G grubunun

Sylow p-alt grubu normaldir.

Teorem 2.3.10 [Erkog ve dig. (2022)] G bir abelyen olmayan p-grubu olsun. G grubunun
giicli. monolitik karakterlerinin dereceleri birbirinden farkli ise asagidakilerden biri

gerceklenir :
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* G bir ekstra 0zel 2-grubudur.

* G mertebesi sekizden biiyiik olan bir maksimal sinif 2-grubudur.

Onerme 2.3.11 [Erko¢ ve dig. (2022)] G abelyen olmayan bir nilpotent grup olsun. G
grubunun giiclii monolitik karakterlerinin dereceleri birbirinden farkli ise, G = P X A
seklinde yazilabilir; burada A mertebesi tek say1 olan bir abelyen grup, P € Syl (G) grubu ise

bir ekstra 6zel 2-grubu ya da mertebesi sekizden biiyiik olan bir maksimal sinif 2-grubudur.
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3. MALZEME VE YONTEM

Bu tezde, sonlu gruplarin yapisi ile gii¢lii monolitik karakterleri arasindaki bazi iligkiler
verildiginden, Sonlu Gruplarin Karakter Teorisi kullanilmistir. Tezde yer alan Karakter
Teorisinin temel kavramlart ve teoremleri icin Martin Isaacs’in ’Character Theory of
Finite Groups’ kitabindan yararlanilmistir. Monolitik karakterler hakkinda gerekli bilgi
icin Berkovich ve Zhmud (1997) kitabi kullanilmigtir. Sonlu bir grubun monolitik
karakterleri kiimesinin bir alt kiimesini olusturan gii¢lii monolitik karakterler tanitilmais,
bu karakterlerin 6zellikleri incelenmis ve bu 6zellikler kullanilarak sonlu gruplar hakkinda
bilgiler edinilmistir. Tezde yapilan ispatlarda celiski ile ispat ve dogru yoldan ispat
yontemlerinden yararlanilmistir. Ayrica bir iddianin kanitlanmasi i¢in aksinin dogrulugu
varsayillmis, minimal ters ornek alinmis ve bu ters 6rnegin var olamayacagi gosterilmistir.
Bu ispatlar yapilirken genel kisimlar boliimiinde verilen grup teorisine ve karakter teorisine

ait bilgiler kullanilmisgtir.
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4. BULGULAR

Bu béliimde, doktora ¢alismasi sirasinda elde edilen, Erkog ve dig. (2022) ve Ozkan ve Erkog
(2022) makalelerinde yer alan bulgular verilecektir. Ik olarak az sayida giiclii monolitik

karaktere sahip sonlu gruplarin ¢oziilebilir oldugunu gosterelim.

Teorem 4.1 G bir sonlu grup olsun. G grubunun giiclii monolitik karakterlerinin sayisi en

fazla ii¢ ise, G grubu ¢oziilebilirdir.

Ispat G bir minimal mertebeli aksi 6rnek olsun. G grubunun Ny, N, gibi birbirinden farkl:
iki minimal normal alt grubu oldugunu varsayalim. Teoremin hipotezi bolim gruplarinda
da gecerli oldugundan G/N;,G/N, bolim gruplari ¢oziilebilir gruplardir. Bu durumda,
G grubu ¢oziilebilir olan G/N; x G/N, ¢arpim grubunun bir alt grubuna izomorf oldugu
bilindiginden, G grubu da coziilebilir bir grup olur. Bu ¢eligki bize G grubunun bir tek
minimal normal alt grubu oldugunu ve dolayisiyla G’nin en az bir sadik indirgenemez
karakterinin oldugunu sdyler. $imdi G grubunun biricik minimal normal alt grubu N olsun.
G grubu ¢oziilebilir olmadig: igin, Z(G) = 1 olmalidir. O halde, G grubunun her sadik
indirgenemez karakteri giiclii monolitik karakterdir. Bu durumda G grubunun en az ii¢ sadik
indirgenemez karakteri olmalidir; ciinkii aksi halde, Teorem 2.2.28 ile celiski elde edilir. Bu
durumda G grubunun tiim giiclii monolitik karakterleri sadiktir. O halde, abelyen olmayan
her grubun en az bir giiclii monolitik karakteri olmasi gerektiginden, G/N bir abelyen grup
olmalidir. Yani G = N olur ve dolayisiyla G tam ii¢ tane lineer olmayan indigenemez
karaktere sahip bir grup olur. Bu durumda, Teorem 2.2.29 ve Teorem 2.2.1.3 kullanilarak

G grubunun ¢oziilebilir oldugu celiskisi elde edilir. U

Gozlem 4.2 Yukaridaki teorem, G grubunun gii¢lii monolitik karakterlerinin sayis: en fazla
dort oldugu durumda dogru degildir. Ornegin As grubu dort tane giiclii monolitik karaktere

sahip bir basit gruptur.

Bu teorem sayesinde az sayida giicli monolitik karaktere sahip bazi gruplarin

siniflandirmasini yaparken ¢oziilebilir gruplar ile ilgilenecegiz.
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Asagida lineer olmayan indirgenemez karakterlerinin hepsi monolitik olan ve tam bir tane

giiclii monolitik karaktere sahip olan sonlu gruplarin siniflandirilmasi verilmistir.

Teorem 4.3 [Erkog ve dig. (2022)] G abelyen olmayan bir sonlu grup olsun. G grubunun
lineer olmayan tiim indirgenemez karakterlerinin monolitik oldugunu varsayalim. Bu
durumda G grubunun biricik gii¢lii monolitik karakterinin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

asagidakilerden birinin gerceklesmesidir:

1. G bir Seitz grubudur,
2. G mertebesi sekizden biiyiik olan bir maksimal sinif 2-grubudur,

3. G SL(2,3).

Ispat Teorem 4.1’e gore G grubu coziilebilirdir. G grubunun biricik giiclii monolitik
karakterine ) diyelim. Sonu¢ 2.3.7°ye gore G grubunun lineer olmayan indigenemez
karakterleri arasinda maksimal ¢ekirdege sahip olan tek karakteri ) karakteridir. O halde
G/kery bolum grubu bir Seitz grubudur. Yani, G/kery bolim grubu ya bir ekstra 6zel
2-grubu ya da bir Frobenius grubu olmalidir. Eger kery = 1 ise, G grubu istenilen tipte
bir gruptur. O halde, ker) > 1 oldugunu varsayalim.

[k olarak, G/kery grubunun bir ekstra 6zel 2-grubu oldugunu varsayalim. Bu durumda
2 | x(1) olacagindan Lemma 2.3.9’a gore G grubunun bir normal 2-komplementi vardur.
H grubu G’nin normal 2-komplementi olsun. Bu durumda, G6zlem 2.3.8’e gore G/H bolim
grubunun da yalmizca bir gii¢lii monolitik karakteri vardir. O halde, Teorem 2.2.1.2°ye gore
G/H grubu bir ekstra 6zel 2-grubu ya da mertebesi sekizden biiyiik olan bir maksimal sinif
2-grubudur. Ayrica, G grubunun H = kery olacak sekilde lineer olmayan indirgenemez
ve dolayisiyla monolitik bir y karakteri vardir ve H < kery olur. Eger |H| = 1 ise G
grubu istenilen tipte bir gruptur. O halde, H > 1 oldugunu varsayalim. Simdi bir H/T
esas faktorii oldugunu varsayalim. Lemma 2.2.21°den G/T grubunun H /T minimal normal
altgrubunu c¢ekirdegine almayan en az bir lineer olmayan indirgenemez karakteri vardir.
Simdi G/T boliim grubunun H /T minimal normal alt grubunu ¢ekirdegine almayan lineer
olmayan indigenemez karakterleri arasinda maksimal cekirdege sahip olan karaktere 6
diyelim. Bu durumda ker0 /T bir 2-grubudur. Ayrica, 6 bir monolitik karakter oldugundan

ve Hker /ker6 <0G /ker® oldugundan, G/ker6 bolim grubunun biricik minimal normal alt
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grubu, ¢ tek bir asal olmak iizere, bir g-grubudur. Ayn1 zamanda, 6 karakteri giiclii monolitik
olmadig i¢in, Z(G/ker®) # 1 elde edilir. Dolayisiyla, Z(G/ker®) grubu, mertebesi ¢ olan
bir devirli gruptur ve Z(G/ker®) = H/T olur. Simdi, P € Syl,(G) olmak iizere, U :=
Z(Pker0 /ker0).Z(G/kerf) grubunu tanimlayalim.

U<G/ker® ve Z(Pker0 /ker0)charU
oldugundan
1 # Z(Pker0 /ker6) <G /ker0

celigkisi elde edilir. O halde H = 1 olmalidir. Yani G ya bir ekstra 6zel 2-grubu ya da
mertebesi sekizden biiyiik olan bir maksimal sinif 2-grubudur.

Simdi G/kery bolim grubu devirli olan bir H /ker) tiimleyeni ve elementer abelyen p-grubu
olan K /kery c¢ekirdegi ile bir Frobenius grubu olsun; burada p bir asal sayidir. Ayrica,
|H [kery| = |K/kery| — 1 saglandigin1 varsayalim. Eger kery = 1 ise G grubu istenilen
tipte bir grup olacagindan, kery > 1 oldugunu varsayalim. G grubunun bir kery /S esas
faktoriinii alalim. Bu durumda, ker) /S, g bir asal say1 olmak iizere, bir elementer abelyen
g-grubudur. Ayrica, kery lineer olmayan indirgenemez karakterlerin ¢ekirdekleri arasinda
maksimal oldugundan ve Lemma 2.2.21°den, G grubunun ker¢ = S olacak sekilde lineer
olmayan indirgenemez bir ¢ karakteri vardir. ¢ karakteri giiclii monolitik karakter olmadigi
icin S < Z(¢) olur ve Z(G/S) = Z(¢)/S > 1 grubu devirli bir gruptur. Ayrica, kery /S <
Z(G/S) oldugu da goz oniine alinirsa p = ¢ elde edilir ve Z(G/S) = kery /S mertebesi
p olan bir devirli gruptur. Simdi bir P € Syl,(G) alahm. Z(PS/S) > Z(G/S) oldugunu
varsayalim. Bu durumda, Pkery /kery = K/kery bolim grubu G/ker) grubunun biricik
minimal normal alt grubu oldugu i¢in, G/S bolim grubunun Sylow p-alt grubu olan PS/S
bir abelyen normal alt grup olur. Ayrica, G/S bolim grubunun biricik minimal normal alt
grubu Z(G/S) oldugunundan, Z(G/S) < (G/S)  elde edilir. Bu durumda, Lemma 2.1.13’ten
|PS/S| = |PS/S|.|Z(G/S)| ¢eliskisi elde edilir. Dolayisiyla, Z(PS/S) = Z(G/S) olur ve PS/S
Sylow p-alt grubu esktra 6zel bir p-grubudur. Bir a pozitif tam sayist igin, |PS/S| = p?**!
olsun. Teorem 2.2.26°dan |H /kery| { p®+ 1 bulunur. Bu durumda, p?* — 1 = |H /kery| <
p?+ 1 olacagindan, p* = 2 elde edilir. Sonug olarak |G/S| = 24 bulunur. Mertebesi yirmidort
olan gruplar arasinda teoremin varsayimlarini saglayan tek grup SL(2,3) oldugu i¢in G/S =

SL(2,3) elde edilir. Boylece, x (1) = 3 olur ve Lemma 2.3.9’a gore G grubunun Sylow 2-alt
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grubu normaldir. Simdi, V # S olmak iizere bir ker)y /V esas faktorii alalim. Gosterdik ki
bu durumda G/V = SL(2,3) olur. O halde, T := SNV olmak iizere, G/T grubu mertebesi
kirksekiz olan bir grup olur. Ayrica, Z(kery /T) = Z(G/T) elde edilir ve P € Syl,(G) olmak
tizere |PT /T | = 16 bulunur. Simdi, A/T grubu PT /T boliim grubunun bir maksimal abelyen
normal alt grubu olsun. Bu durumda, |A/T| = 8 olur ve Lemma 2.1.13’ten |(PT/T)| = 2
celigkisi elde edilir. Yani, V # S olacak sekilde bir kery /V esas faktor yoktur. Son olarak, G
grubunun S/D gibi bir esas faktorii olsun. Bu durumda, G/D béliim grubunun en az bir tane
sadik monolitik karakteri vardir ve S/D, G/D bolim grubunun biricik minimal normal alt
grubudur. G/D grubunun sadik karakterleri gii¢lii monolitik olamayacagindan Z(G/D) > 1
olmalidir. Dolayisiyla, S/D < Z(G/D) olur. Burada, Z(G/D) > 1 grubu devirli bir grup
oldugu ve S/D grubu G/D bélim grubunun biricik minimal normal alt grup oldugu igin,
|S/D| = 2 elde edilir. O halde, G/D boliim grubu da mertebesi kirksekiz olan bir gruptur ve
G/D’nin bir Sylow 2-alt grubu maksimal simif 2-grubudur. Bu durum, G /kery = A4 olmasi
ile ¢eligir. Diger taraftan goriilebilir ki ,Seitz gruplarinin, maksimal simif 2-gruplarinin ve
SL(2,3) grubunun lineer olmayan indirgenemez karakterlerinin tiimii monolitiktir ve tam

olarak bir tane giiclii monolitik karakterleri vardir. Boylece ispat tamamlanir. U

Bir abelyen olmayan ¢o6ziilebilir grubun, gii¢lii monolitik karakterlerinin hepsinin monomial
olmasi1 gerekmez. Ornegin, yari dihedral SDj¢ grubunun Hez grubu iizerine sadik etkisi
ile olusturulan Hez x SD1¢ (SmallGroup(432,530), GAP) grubunun derecesi alt1 olan sadik

giiclii monolitik karakterleri monomial degildir. Simdi asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.4 G abelyen olmayan bir grup olsun.

1. G grubunun nilpotent olmasi i¢in gerek ve yeter kosul G grubunun her gii¢lii monolitik

x karakteri igin, G /kery bolim grubunun nilpotent olmasidir.

2. G bir ¢oziilebilir grup olsun. Bu durumda, G grubunun nilpotent olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul G grubunun her monomial gii¢lii monolitik y karakteri i¢in, G/kery boliim

grubunun nilpotent olmasidir.

Ispat G bir nilpotent grup ise, her boliim grubu da nilpotent olacagindan teoremin gereklik
kismi her iki durum i¢in saglanir.

Teoremin her iki durumunda yeterlik kismim ispatlamak i¢in, G grubunun bir minimal
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mertebeli aksi 6rnek oldugunu varsayalim. Bu durumda, kabul geregi her 1 # N <1 G igin
G/N boliim grubu nilpotent olacagindan, G grubunun biricik N minimal normal alt grubu
vardir. O halde, G grubunun en az bir sadik indirgenemez karakteri olmalidir. Diger yandan,
G grubu nilpotent olmadigi i¢in Z(G) = ®(G) = 1 esitligi saglanir. O halde, G grubunun her
sadik indirgenemez karakteri bir giiclii monolitik karakterdir. Bu durumda, G grubu teoremin
1). sikkinin hipotezi geregi nilpotent olur. Bu ¢eligki ile birinci durumun ispati tamamlanir.

G grubunun Frattini grubu triviyal oldugu i¢in, Huppert (1967) kitabindan G = HN ve
HNN =1 kosullarin1 saglayan G grubunun bir H alt grubu vardir. Simdi bir 1y # A €
Irr(N) indirgenemez karakteri secelim. Bu durumda, Onerme 2.2.30’dan A karakteri /(1)
grubuna genisler, yani, Oy = A olacak sekilde bir 6 € Irr(Ig(A)) lineer karakteri vardir. O
halde 8¢ € Irr(G) karakteri monomialdir. Ayrica, 8¢ € Irr(G) sadiktir. 8¢ sadik olmasa,
N < ker6S = Ngeg(ker@)8 < kerf olacagindan Oy = A = 1y ¢eliskisi elde edilir. O halde,
0% € Irr(G) bir sadik monomial karakterdir. Z(G) = 1 oldugu icin 8% aym zamanda G
grubunun bir giiclii monolitik karakteridir. Bu durumda, teoremin 2) sikkindaki varsayim
geregi G grubu nilpotent olmalidir. Bu ¢eligki ile, ikinci durumun ispati da tamamlanmis

olur. O

Bir sonraki teoremi ispatlamadan ©nce, bir sonlu grubun lineer olmayan indirgenemez
karakterlerin cekirdekleri arasinda maksimal c¢ekirdege sahip indirgenemez karakterlerin

cekirdeklerinin arakesiti hakkinda asagidaki lemmaya ihtiyacimiz var.

Lemma 4.5 G, tiim lineer olmayan indirgenemez karakterleri monolitik olan, bir ¢6ziilebilir
grup olsun. G grubunun lineer olmayan indirgenemez karakterlerinin ¢ekirdekleri arasinda
Ki,K> gibi tam iki tane maksimal c¢ekirdek oldugunu varsayalim. Bu durumda 7 := K; N
K> olmak iizere, G grubunun, i = {1,2} i¢in T < ker® < K; kosulunu saglayan bir 6

indirgenemez karakteri yoktur.

Ispat G grubunun T < ker < K|, kosulunu saglayan bir 6 indirgenemez karakterinin
oldugunu varsayalim. G grubunun lineer olmayan indirgenemez karakterlerinin hepsi
monolitik oldugundan 7' < ker8 olmalidir. Ayrica, 6 teoremin kosullarini saglayan herhangi
bir lineer olmayan indirgenemez karakter oldugundan, 6 karakterini K} /ker6 bolim grubu
bir esas faktor olacak sekilde secebiliriz. T < ker@ < K| ve T := K| N K oldugundan
ker@K, < KK, esitsizligi elde edilir. Ote yandan, Kj/ker®, G/ker® bolim grubunun

biricik minimal normal alt grubu oldugundan K /ker@ < Krker6 /ker0 esitsizligi elde edilir.



27

Bu durumda, K; < Kjkerf olacagindan, K1 K> < kerOK, celiskisi elde edilir. O halde, G
grubunun, i € {1,2} i¢in T < ker6 < K; kogullarim saglayan hi¢ 6 indirgenemez karakteri
yoktur. U

Simdi asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.6 G abelyen olmayan bir sonlu grup olsun. G grubunun lineer olmayan tiim
indirgenemez karakterinin monolitik oldugunu varsayalim. G grubunun tam iki tane giiclii

monolitik karakterinin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki gruplardan biri olmasidir;

1. « bir pozitif tam say1 olmak iizere, |G| = 2°% ve Z(G) devirli bir gruptur. Ayrica,
G < Z(G), |Z(G)| =4 ve |G| =2 saglanr,

2. G grubu, boliim grubu abelyen olmayan normal alt gruplari i¢inde biricik maksimal

normal K alt grubuna sahip bir 3-grubudur. Ayrica, G/K bir ekstra 6zel 3-grubudur,

3. G =K x H yan direk ¢carpim grubu, ¢ekirdegi K ve bir tiimleyeni H olan bir Frobenius
grubudur; burada, H bir devirli grup ve K = G bir elementer abelyen p-grubudur.

Ayrica, 2|H| = |K| — 1 esitligi de saglanir,

4. G = He3 x Cy; burada C4 grubu Hej iizerine sadik etki eder (SmallGroup(108, 15),
GAP),

5. G = (C3 x C3) x Qg; burada Qg grubu Cs x Cz iizerine Frobenius etki eder
(SmallGroup(72, 41), GAP),

6. G = SU3(F3); (SmallGroup(216, 88), GAP),

7. G= N xSL(2,3); N mertebesi 25 olan elementer abelyen 5-grubudur ve SL(2,3), N

tizerine Frobenius etki eder,
8. G=Hes x SL(2,3); burada, SL(2,3) grubu Hes lizerine sadik etki eder,

9. G grubu, bolim grubu abelyen olmayan normal alt gruplar icinde tam iki tane K,
K> maksimal normal alt grubu olan bir 2-grubudur. Ayrica G/K; ve G/K, ekstra 6zel
2-gruplaridir.
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Ispat Ilk olarak yukaridaki teoremde siralanan gruplarm her birinin, tim lineer olmayan
indirgenemez karakterlerinin monolitik oldugunu ve tam iki tanesinin de giiclii monolitik
karakter oldugunu belirtelim. Dolayisiyla, teoremin ispati icin gereklik tarafinin ispatlanmasi

yeterlidir.

Teorem 4.1°e gore G grubu ¢oziilebilirdir. Simdi, G grubunun giiclii monolitik karakterlerine

X1 ve Xz diyelim.

o Ik olarak kery; = kery, oldugunu varsayalim.

Bu durumda, Gozlem 2.3.7°den ker); cekirdeginin, G grubunun lineer olmayan
indirgenemez karakterlerinin ¢ekirdekleri arasinda maksimal ¢ekirdek oldugu goriiliir.
Eger kery = kery, = 1 esitligi saglamyorsa, G /kery; = G grubu Teorem 2.2.1.4’teki
a), b), ¢) siklarindaki gruplardan biridir ve dolayisiyla G istenen tipte bir gruptur.
O halde, kery, = kery, > 1 oldugunu varsayalim. kery;/T, G grubunun bir esas
faktorii olsun. Bir grubun lineer olmayan indirgenemez karakterlerinin ¢ekirdeklerinin
arakesitinin birim oldugu ve bu cekirdekler arasinda maksimal cekirdege sahip
karakterlerin giiclii monolitik oldugu g6z oniine alindiginda, kery = T olacak bicimde
bir ¥ € Irr(G) indirgenemez karakterinin var oldugunu soyleyebiliriz. Ayrica, v €
Irr(G) monolitik olan fakat giiclii monolitik olmayan bir karakterdir. Bu durumda,
Z(G/T) > 1 ve dolaysiyla kery;/T < Z(G/T) elde edilir. Ik olarak, G/kery;
grubunun Teorem 2.2.1.4°teki a) sikki gibi bir grup oldugunu varsayalim. O halde,
|kery,/T| =2 olur. Bu durumda, G/T bir 2-grubudur ve lineer olmayan indirgenemez
karakterlerinin ¢ekirdekleri de kapsama baglantisina gore bir zincir olusturur. O halde,
Qian ve Wang (2008) makalesinden G/T bir maksimal sinif 2-grubudur. Boylece,
|G /kery| = 8 celiskisi elde edilir. Yani, G/ker); grubu Teorem 2.2.1.4’teki a) sikki
gibi olamaz.

Simdi G/kery; grubunun Teorem 2.2.1.4’teki b) sikki gibi oldugunu varsayalim. Bu
durumda, G/kery, bir ekstra 6zel 3-grubu oldugu icin, Teorem 4.4’ kullanarak G
grubunun nilpotent oldugunu goriiriiz. G grubunun her lineer olmayan indirgenemez
karakterinin monolitik oldugunu varsaydigimiz i¢in, G grubu bir 3-grubu olmalidir.
Ayrica, kery; cekirdeginin, G grubunun lineer olmayan indirgenemez karakterlerin
cekirdekleri arasinda bir maksimal oldugunu hatirlayalim. O halde, G grubu Teorem
4.6’nin 2) sikkinda verilen yapida bir gruptur. Bu tiir gruplara 6rnek olarak, C31C3

celenk carpim grubu ve C3 grubunun Hej3 grubu iizerine sadik etki ettigi Hes x C3 yari
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direk carpim grubu verilebilir.

kery, = kery, oldugu durumda, son olarak G/kery; grubunun Teorem 2.2.1.4’teki
c¢) sikki gibi oldugunu kabul edelim. Yani, G/kery; bolim grubu, devirli olan bir
H /ker) Frobenius tiimleyeni ve elementer abelyen p-grubu olan K /ker) Frobenius
cekirdegi ile bir Frobenius grubu olsun; burada p bir asal sayidir. Ayrica,

2| |H/keryx1| = |K/keryi| — 1 esitliginin saglandigin1 da kabul ettigimizden 2 {
|K /kery| elde edilir. Ayrica y € Irr(G) karakteri monolitik fakat giiclit monolitik
olmadid i¢in kery; /T = Z(G/T) olur ve |kery,/T| = p esitligi saglanir. O halde,
K/T bolim grubu G/T grubunun bir normal Sylow p-alt grubudur. Bu durumda
Lemma 2.1.13’1i kullanarak K/T boliim grubunun abelyen olamayacagimi goriiriiz.
Dolayisiyla, Z(K/T) = kery) /T = (K/T)  esitlikleri saglandig1 igin, K/T bolim
grubu bir ekstra 6zel p-grubu olmalidir. Simdi, bir & € N dogal sayisi igin |K/T| =
p?**1 olsun. O halde, Teorem 2.2.26y1i kullanarak |H/kery;| | p* + 1 oldugunu
goriiriiz. Son olarak, 2|H /kery)| = |K/kery| — 1 esitligi de gbz Oniine alinirsa
p?%71/2 < p® + 1 elde edilir. Bu durumda, p* = 3 olmak zorundadir. O halde,
G/T bolim grubu, devirli C4 grubunun Hes grubu iizerine sadik etki ettigi Hes x Cy
yari direk ¢arpim grubuna izomorftur. Eger 7 = 1 ise, G grubu Teorem 4.6’da 4)
stkkinda verilen grup ile ayn1 yapiya sahiptir. Simdi 7 > 1 oldugunu varsayalim. Sonra
U # T olmak iizere, G grubunun farkl bir ker); /U esas faktorii oldugunu varsayalim.
G/(T NU) bolim grubunun biricik minimal normal alt grubu olmadig1 ve G grubunun
lineer olmayan indirgenemez tiim karakterlerinin monolitik oldugu varsayildig: i¢in,
G/(T NU) grubunun hi¢ sadik indirgenemez karakteri olamaz. Ayrica G grubunun
tam iki tane gii¢lii monolitik karakterinin oldugu ve |kery;/(T NU)| = 9 oldugu
g6z oniine alinirsa, Z(G/(T NU)) = kery1 /(T NU) elde edilir. Simdi, K/(TNU) €
Syl3(G/(T NU)) boliim grubunun maksimal abelyen normal alt grubu A/(T NU)
olsun. O halde [K : A] = 3 esitligi saglamir. Boylece Lemma 2.1.13’i kullanarak,
27 = |A/(TNU)| = |(K/(TNU))|9 celiskisine ulagthr. Yani, G grubunun U # T
olacak iizere farkli bir kery; /U esas faktorii yoktur. Simdi, G grubunun 7'/B gibi bir
esas faktorii oldugunu varsayalim. O halde kery = B olacak sekilde bir y € Irr(G)
vardir. Varsayimimiz geregi, y karakteri monolitik fakat giiclii monolitik olmadigi
i¢in, Z(G/B) > 1 ve dolayistyla |T/B| = 3 olmalidir. Bu durumda, Lemma 2.1.13’ten
Z(G/B) # kery;/B elde edilir. Yani, Z(G/B) = T/B = Z(K/B) esitligi saglanir.

Lemma 2.1.7°den, K/B grubunun indeksi ii¢ olan bir maksimal abelyen normal alt



30

grubu oldugunu biliyoruz. Ayrica, Z(K/B) < (K/B) esitsizligi saglandigindan, K /B
boliim grubunun yalnizca bir tane indeksi ti¢ olan maksimal abelyen normal alt grubu
vardir. Yani, bu alt grup K/B grubu i¢inde bir karakteristik alt gruptur ve dolayisiyla
G /kery) bolim grubu iginde de normaldir. Fakat, bu sonug¢ K /kery; boliim grubunun
G /kery, Frobenius grubu iginde biricik minimal normal alt grup olmasi ile celigir. O
halde G grubunun 7' /B gibi bir esas faktorii de olamaz ve kery; = kery, esitliginin

saglandig1 durumlar i¢in ispat tamamlanmis olur.

Simdi kery; > kery, oldugunu varsayalim. Bu durumu, G/kery, bolim grubunun
Berkovich grubu olup olmamasina gore ikiye ayiracagiz.

Oncelikle G/kery, grubunun bir Berkovich grubu oldugunu kabul edelim. O halde
G/kery, grubu yalnizca Teorem 2.2.1.4°te d) sikki gibi bir grup olabilir, yani,
G/keryy = (C3 x C3) x Qg olmalidir. Eger, kery, = 1 ise, G grubu istenilen tipte
bir gruptur. Simdi, ker), > 1 oldugunu kabul edelim. G grubunun kery;/S #
kery /kery, kosulunu saglayan bir esas faktorii oldugunu varsayalim. Bu durumda,
bir grubun lineer olmayan indirgenemez karakterlerin cekirdeklerinin kesisimi tiriviyal
olacagindan, kerA = S olacak sekilde, monolitik olan fakat giiclii monolitik olmayan
bir A € Irr(G) karakteri vardir. O halde |ker); /S| = 2 olmalidir. Ayrica V := kery, N
S olmak iizere, |kery,/V| = 2 elde edilir ve G/V bolim grubunun Sylow 3-alt
grubu normaldir. Dolayisiyla, G/V grubunun sadik karakterleri yoktur. Bu durumda,
144 = |G/V| = |G/kerA| + (x2(1))* = 80 ¢eliskisi elde edilir. Yani, G grubunun
kery1/S seklinde bir esas faktorii olamaz. Simdi, G grubunun ker),/M seklinde
bir esas faktor secelim. Yine, kerd = M olacak sekilde G grubunun monolitik olan
fakat giiclii monolitik olmayan bir 6 indirgenemez karakteri vardir. Bu durumda
Z(G/kerd) = keryy/kerd ve dolayisiyla |kery, : kerd| = 3 esitlikleri elde edilir.
O halde kery;/kerd, G/kerd bolim grubunun normal Sylow 3-alt grubudur. Eger,
kery/kerd abelyen ise, Teorem 2.1.14°ten ker)/kerd boluim grubu keryy/kerd
grubunda ayrilir. Bu durumda, Teorem 2.1.16°dan G/kerd grubu da ker)/kerd
grubunda ayrilir. Boylece, G/kerd bolim grubunun biricik minimal normal alt
grubu olmasi ile ¢eligki elde ederiz. Yani kery) /kerd abelyen olamaz. Bu durumda,
kery /kerd bir ekstra 6zel 3-grubudur ve G /kerd = SU3(F,) elde edilir. Eger kerd = 1
ise, ispat tamamlanacagindan kerd > 1 oldugunu varsayalim. Simdi, G grubunun
keryo/W # kerys/M seklinde ikinci bir esas faktorii olmadigim gosterelim. Aksi

halde, ker{ = W olacak sekilde monolitik olan fakat giiclii monolitik olmayan bir
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§ € Irr(G) karakteri var olur. D := M N'W olmak iizere, kery;/D, G/D bolim
grubunun normal Sylow 3-alt grubu olur ve |kery;/D| = 81 elde edilir. Ayrica,
G/D grubunun sadik karakterlerinin olmadigini ve ), x> diginda giiglii monolitik
karakterlerinin olmadigini g6z oniine alirsak, Z(G/D) = ker),/D olmalidir. O halde,
kery;/D bolim grubunun maksimal normal abelyen alt grubu A/D’nin indeksi ii¢
olur, yani |kery; : A| = 3 esitligi saglanir. Bu durumda, Lemma 2.1.13’ii kullanarak
|(kerx: /D)/| = 3 celigkisi elde dilir. O halde, G grubunun ker),/W seklinde bir esas
faktorii yoktur. Son olarak, G grubunun kerd /R seklinde bir esas faktor oldugunu
varsayalim. Bu durumda, kerv = R olacak sekilde G grubunun monolitik olan
fakat giiclii monolitik olmayan bir v indirgenemez karakteri vardir. Bu durumda,
Lemma 2.1.13’ten |Z(G/kerv)| = 3 = |Z(ker) /kerv)| olmalidir. Lemma 2.1.7’yi
kullanarak, kery; /kerv bolim grubunun indeksi ii¢ olan bir abelyen normal alt grubu
oldugunu goriiriiz. Ayrica, Z(kery, /kerv) < (kery; /kerv) oldugu icin, kery, /kerv
boliim grubunun yalnizca bir tane indeksi ii¢ olan abelyen normal alt grubu vardir.
Dolayisiyla, bu alt grup karakteristik alt gruptur. Bu durum ise, G/kery, bolim
grubunun biricik minimal normal alt grubunun kery; /kery, olmasi ile ¢elisir. Bu
celigki ile G/kery, bolim grubunun Berkovich grubu oldugu durum igin ispat
tamamlanmisg olur.

Simdi G/kery, boliim grubunun bir Berkovich grubu olmadigini varsayalim. N /ker ),
G /kery, boluim grubunun minimal normal alt grubu olsun. G/kery, bir Berkovich
grubu olmadigindan, N < ker); oldugunu biliyoruz. Bu durumda, G/N béliim grubu,
biitiin lineer olmayan indirgenemez karakterleri monolitik olan ve biricik giiclii
monolitik karaktere sahip bir gruptur. O halde, Teorem 4.3’ten, G/N bolim grubu ya
mertebesi sekizden biiyiik olan bir maksimal simif 2-grubudur veya SL(2,3) grubuna
izomorftur. Tk olarak, G/N boliim grubunun mertebesi sekizden biiyiik olan bir
maksimal sinif 2-grubu oldugunu kabul edelim. ), karakteri G grubunun bir giiclii
monolitik karakteri oldugu i¢in, G/kery, bir 2-grubu olamaz. O halde, N /ker ), bolim
grubu, 2 # ¢ bir asal say1 olmak iizere, bir elementer abelyen g-grubu olmalidir. Bu

G/kerys| = 2%¢P olacak bicimde o, B € Z* vardir. Ayrica, Sonug 2.2.31

durumda,
sayesinde G/ker), bolim grubunun Frobenius ¢ekirdegi N /kery, olan bir Frobenius
grubu oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla P —1=2“ esitligi elde edilir. G/kery, bir
Berkovich grubu olmadig: icin 2 1 B elde edilir. Bu durumda ¢# — 1 = 2% eitliginin

saglanmasi igin B = 1 olmalidir. O halde, N /kery, boliim grubu mertebesi g olan
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bir devirli gruptur. Fakat, G/ker), Frobenius grubunun tiimleyeni abelyen olmadig
icin ¢eligki elde ederiz. Simdi, G/N = SL(2,3) oldugunu varsayalim. Bu durumda,
N /kery, boliim grubu, 2 # ¢ asali i¢in bir elementer abelyen g-grubu oldugundan, bir
a € Z pozitif tamsayisi i¢in |G /kery,| = 24¢% olur. O halde, x> (1) | 24 ve 24¢* =
24 + (x2(1))? olacagindan, ¢* = 7 veya q* = 25 esitliklerinden biri saglanmalidir.
Sonug 2.2.31°den G/ker, bir Frobenius grubudur. Dolayisiyla E mertebesi yirmibes
olan bir elementer abelyen 5-grubu olma iizere G/kery, = E x SL(2,3) elde edilir.
Eger kery, = 1 ise, G grubu istenilen tipte bir grup olacagindan kery, > 1 oldugunu
varsayalim. G grubunun kery; /R seklinde bir esas faktoriinii alalim. Bu durumda, Y #
kery, olacak bigimde, G grubunun Y /R gibi ikinci bir esas faktorii yoktur. Aksi halde,
Yker), = N olacagindan, G/Y boliim grubunun yalnizca bir giiglii monolitik karakteri
var olurdu. Fakat bu durumda, Teorem 4.3’ten G/Y == SL(2,3) ¢eliskisini elde ederiz.
O halde, G grubunun lineer olmayan indirgenemez karakterlerinin cekirdeklerinin
kesigimi triviyal oldugundan, kerp = R olacak sekilde bir u € Irr(G) vardir. Bu
u karakteri monolitik olan fakat giiclii monolitik olmayan bir karakter oldugu icin
Z(G/R) = keryy /R ve boylece |Z(G/R)| = 5 esitlikleri saglanir. Simdi, G/R grubunun
Sylow 5-alt grubu olan N/R boliim grubunun abelyen oldugunu varsayalim. Bu
durumda, Teorem 2.1.16 ve Teorem 2.1.14’ten G/R = G/kery, x ker) /R elde edilir.
Bu durum ise, pu € Irr(G) karakterinin monolitik olusu ile ¢elisir. Yani, N/R €
Syls(G/R) alt grubu abelyen olamaz. O halde, N/R grubu Hes ekstra 6zel 5-grubuna
izomorftur. Boylece, Teorem 2.1.15’den, SL(2,3) grubu Hes grubu iizerine sadik etki
etmek lizere, G/R = Hes x SL(2,3) elde edilir. Eger R = 1 ise, G istenilen tipte
olacagindan R > 1 oldugunu varsayalim. Simdi, L # R olmak iizere, G grubunun
kery,/L seklinde bir esas faktoriiniin olmadigini gosterelim. Aksi halde, RNL := B
olmak iizere, N/B boliim grubu G/B grubunun Sylow 5-alt grubu olur ve |[N/B| = 5%
esitligi elde edilir. G grubunun her lineer olmayan indirgenemez karakterleri monolitik
oldugundan, G/B béolim grubunun sadik indirgenemez karakteri olamaz. Ayrica,

Z(G/B) = keryy /B esitligi saglanir. O halde, N /B grubunun maksimal abelyen normal

alt grubu A /B olmak iizere, |N : A| = 5 bulunur. Boylece Lemma 2.1.13’ii kullanarak,
125 = |A/B| = |(N/B)'|.25 ¢eliskisi elde edilir. Son olarak, G grubunun R/S seklinde
bir esas faktorii oldugunu varsayalim. Bu durumda kern = S olacak sekilde, G
grubunun monolitik olan fakat gii¢lii monolitik olmayan bir 1 indirgenemez karakteri

vardir. O halde, Z(G/S) > 1 ve dolayisiyla |[R/S| = 5 elde edilir. Bu ise Lemma
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2.1.13’ten Z(G/S) # keryn/S esitsizligini verir. O halde, Z(G/S) = R/S = Z(N/S)
esitlikleri saglanmalidir. Simdi, Lemma 2.1.7°den N/S bolim grubunun indeksi bes
olan bir abelyen normal alt grubu var olur. Ayrica, Z(N/S) < (N/S) oldugundan,
N/S boliim grubunun yalnizca bir tane indeksi bes olan abelyen normal alt grubu
vardir. Dolayisiyla, bu abelyen normal alt grup karakteristik olacagindan, bu durumda
N /kery, grubunun G/kery, Frobenius grubunun biricik minimal normal alt grubu
olmasu ile celigki elde ederiz. Boylece kery, < kery esitsizliginin saglandig1 durumun

ispat1 tamamlanmis olur.

Son olarak, kery; # kery, bu cekirdeklerin G grubunun tiim lineer olmayan
indirgenemez karakterlerinin ¢ekirdekleri arasinda maksimal olduklarin1 varsayalim.
Bu durumda, T := kery Nkery, olmak iizere, G/T grubunun bir Berkovich grubu
oldugunu Lemma 4.5 sayesinde biliyoruz. O halde, G/T grubu Teorem 2.2.1.4’ten
yalnizca 3) sikki gibi olabilir. Yani, G/T bolim grubu bir 2-grubudur. Dolayisiyla,
Teorem 4.4’ten G grubunun nilpotent oldugunu goriiriiz. Dahasi, G grubunun tiim
lineer olmayan indirgenemez karakterleri monolitik oldugundan, G bir 2-grubudur.
G/kery) ve G/kery, bolim gruplarinin ekstra 6zel 2-gruplart oldugunu biliyoruz.
Bu durumda, G grubu teoremde 9) sikkinda verilen grubun yapisina sahiptir. Bu tiir

gruplara ornek olarak C4?C; celenk grubu verilebilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

O
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde, tanimi ilk defa Erkoc¢ ve dig. (2022) makalesinde verilen giiclii monolitik
karakterler ve ozellikleri kullanilarak sonlu gruplarin yapisi incelenmistir. Literatiirde var
olan, indirgenemez karakterler ve monolitik karakterlerin &zelliklerinden yararlanilarak
elde edilen bazi sonuclarin, giiclii monolitik karakterler kullanilarak gelistirilebilecegi

gosterilmisgtir :

e Tam bir tane lineer olmayan indirgenemez karaktere sahip sonlu gruplarin
siiflandirilmast Seitz tarafindan yapilmistir. Bu tezde, Seitz’in siniflandirilmasinin
bir genellestirilmesi olarak, tiim lineer olmayan indirgenemez karakterleri monolitik
olan ve tam bir tane giiclii monolitik karakteri olan sonlu gruplarin siniflandirilmasi

yapilmistir.

* G bir ¢oziilebilir sonlu grup olsun. p asal say1 olmak iizere, G grubunun her lineer
olmayan indirgenemez ) karakterleri p | x(1) sartin1 saglhyorsa, G grubunun bir
normal p-tiimleyenin oldugu Thompson tarafindan ispatlanmistir. Bu sonucun tiim
lineer olmayan indirgenemez karakterler yerine yalmizca monolitik y karakterleri
incelendiginde de dogru oldugu gosterilmistir. Monolitik karakterler icin elde edilen
sonucun giicliit monolitik karakterler kullanilarak da elde edilebilecegi Erkog ve dig.
(2022) makalesinde gosterilmistir.

Benzer sekilde G grubunun her lineer olmayan indirgenemez ) karakteri

p 1 x(1) sartint sagliyorsa, G grubunun Sylow p-alt grubunun normal oldugu Michler
ve Ito tarafindan ispatlanmistir. Bu sonucun da yalnizca monolitik ) karakterler
incelenerek elde edildigi bilinmektedir. Yine Erko¢ ve dig. (2022) makalesinde,
monolitik karakterler i¢in elde edilen sonucun giiclii monolitik karakterler kullanilarak

da elde edilebildigini gosterilmisgtir.

* En fazla ii¢ tane indirgenemez karaktere sahip sonlu gruplarin ¢oziilebilir oldugu
Isaacs tarafindan ispatlanmigtir. Bu sonucun en fazla ti¢ tane monolitik karaktere sahip
sonlu gruplara genisletilebilecegi de bilinmektedir. Bu tezde, bu sonucun en fazla ii¢

tane giiclii monolitik karaktere sahip sonlu gruplara genisletilebilecegi ispat edilmistir.
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Yukarida indirgenemez karakterler ve monolitik karakterler kullanilarak elde edilen
bazi sonuglarin giicli monolitik karakterler kullanilarak da elde edilebilecegine dair
ornekler verilmistir. Ayn1 zamanda, sonlu gruplarin siniflandirilmasinda da gii¢lii monolitik
karakterlerden yararlanilabilir. Bu tezde, az sayida giiclii monolitik karaktere sahip olan

sonlu gruplarin bir siniflandirilmasi verilmistir. Elde edilen sonug¢ asagidaki gibidir :

e Tiim lineer olmayan indirgenemez karakterleri monolitik olan ve tam iki tane giiclii

monolitik karakteri olan sonlu gruplarin siniflandirilmasi yapilmastir.

Ayrica bu tezde, gii¢lii monolitik karakterler kullanilarak abelyen olmayan sonlu gruplar icin

nilpotentlik kriteri de verilmistir :

* G abelyen olmayan bir sonlu grup olsun. G grubunun nilpotent olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul her x giiclii monolitik karakteri i¢in G/kery bolim grubunun nilpotent

olmasidir.

* G abelyen olmayan ¢oziilebilir bir sonlu grup olsun. G grubunun nilpotent olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul her ¥ monomial gii¢clii monolitik karakteri igin, G/kery boliim

grubunun nilpotent olmasidir.

Literatiirde monolitik karakterler kullanilarak sonlu gruplarin yapist hakkinda bir cok
sonu¢ elde edilmistir. Daha sonraki calismalarda da, sonlu grubun yapisi ile monolitik
karakterlerinin bir has alt grubu olan giiclii monolitik karakterleri arasinda farkl iligkiler

bulunmas1 amaclanmaktadir.
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