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SONLU GRUPLAR ve GEOMETRILERI
OZET

Sonlu grup teorisinde Onemli c¢alismalardan birisi de biitiin sonlu ve basit
gruplarin geometrik incelenmesidir. Bu konuyla ilgili bir¢ok calisma yapilmistir.
Ozellikle Mathieu gruplarinin geometrileri iizerinde genis arastirmalar yapilmus, farkl
ranklara sahip geometriler olusturulmustur. Bunu yaparken, Mathieu gruplarinin alt

gruplarindan yararlanilmistir.

3. linite de Mathieu gruplart My, M,,, M,, ve M,, ’nin insasin1 tarif etmekteyiz.
Daha sonra iliski geometri tanim1 yapilarak Mgy, M,;, M, ve M, gruplarinin farkl

ranklara sahip geometrileri incelenmektedir ve iliski geometri diyagrami

olusturulmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Mathieu Gruplari, iliski Geometrileri, Geometri Diyagrami



FINITE GROUPS and GEOMETRIES
ABSTRACT

In finite groups theory, one of the most important studies is examination of finite
and simple groups. Many studies have been done so far. Especially, wide researches
have been done about Mathieu groups geometries, geometries which belongs different
ranks, have been constructed. While doing this, it has been benefitted from subgroups of
Mathieu groups.

In section 3, we describe the construction of Mathieu groups My, M,,, M, and
M,, . After making defination of incidence geometry, the groups of My, M,,, M,; and

M,, groups belonging to different ranks of geometries have been examined and

incidence geometry diagram has been constructed.

Key Words: Mathieu Groups, Incidence Geometries, Geometry Diagrams
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1. GIRIS

Sonlu grup teorisinde geometrik izahla ilgili bir ¢cok ¢alisma yapilmistir. Ik defa
gruplarin geometrisi kavramini TitS ortaya atmis ve daha sonra Tits Lie-Chevalley
tipteki sonlu basit gruplarin geometrileri iizerinde c¢alismistir. Buekenhout (1979),
geometri ve gruplar i¢in diyagramlar olusturmus ve Buekenhout (1985), Sporadik
Gruplar i¢in diyagramlar sunmustur. Daha sonra Buekenhout, Dehon ve Leemans

(1996), M, Mathieu grubunun tiim geometrilerini hesaplamislardir. Gottschalk ve
Leemans (1998), J, Janko grubunun residually weekly primitive geometrisini
olusturmus, Leemans, M,, nin residually weekly primitive geometrisini olusturmus,
Leemans (2001), M,, Mathieu Grubunun ranki 5 olan, residually connected ve firm

geometrilerini insa etmistir. Daha sonra Dehon ve Leemans (2002), Koset
geometrilerinin insasini yapip, ilk 6nce Cayley paket programi ile baslanmis olup
gruplarin uygulamali geometri hesaplamalari yapmis ve daha sonra bu programin
gelismis sekli olan Magma bilgisayar programini kullanarak calismislardir. Leemans
(2001), M,, Mathieu grubunun ranki 5 olan alti tane geometrisini olusturmustur.
Ivanov (2002), Sporadik gruplarinin geometrileri iizerinde ¢alismalar yapmis, Leemans,
PSL(3,4) grubunun geometrilerini incelemis, Leemans (2006), M,, Mathieu grubunun
residually weakly primitive geometrilerini olusturmustur. Daha sonra Buekenhout ve
Leemans (2007), McLaughlin Sporadik basit gruplarinin ranki 6 olan geometrisini

calismiglardir. N. Kilic (2010), M,, grubunun tiim residually connected Rank-2
geometrilerini hesaplamis, yine Kilic ve Rowley (2012), M, nin residually conected

geometrileri i¢in maksimal rankin 6 olacagini ispatlamislardir.



2.BAZI TANIM ve KAVRAMLAR

Tanmmm 2.1. neZ" olmak lizere, n 06geli bir kiimenin tiim permiitasyonlar

grubuna, n elemanl: simetrik grup denir ve S(n) veya S, seklinde gosterilir. n

elemanli simetrik grubun eleman sayist n!’dir (Humpreys, 1996).

Tanim 2.2. n>2, bir S(n) grubunun gift permiitasyonlarinin olusturdugu alt

gruba alterne grup denir ve A(n) veya A, ile temsil edilir. Bir alterne grubun eleman

|
sayl1st %’dir (Humpreys, 1996).

Tamim 2.3. G bir grup ve X bostan farkli bir kiime olsun. Eger f :Gx X — X

dontlisiimii asagidaki sartlar1 sagliyorsa, G grubuna X kiimesi {izerine etki ediyor denir
(Humpreys, 1996).

(i) vxe X ig¢in 1, *x =X, (Burada 1, G grubunun birimidir.)

(“) vgl’ 9, eG iqin (gl.gz)*X: 91*(92 *X)

Tanim 2.4. G ve H bostan farkl: iki grup olsun. g € G ve h e H olmak iizere,
(g,h) seklindeki elemanlarin olusturdugu gruba direct ¢arpim grubu denir ve

G x H seklinde gosterilir. Bu grup iizerinde tanimlanan islem ise direct ¢carpim islemi

olup soyle tanimlanir: g,,9, €G ve h,h, e H olmak iizere;

(gl’ hl)(gzi hz) = (91921 hlhz)
(Fraleigh, 1967)

Tammm 2.5. G bir grup olmak iizere H, G grubunun alt grubu ve N ise

G ’'nin bir normal alt grubu olsun. e, G grubunun birim elemani olmak {iizere
NH :{e} sartin1 saglayan G =N.H c¢arpimina H ve N ’nin yaridirect (semidirect)

carpimi denir. Eger G bu sekilde tanimlanmis bir grup ise G ’'nin mertebesi soyle

hesaplanir (Fraleigh, 1967) :

_ IN[IH[ _[N[H]
INAH| 1

6]

~[N|JH] 2.1)



Tammim 2.6. Bir G grubu ile bir grubun otomorfizma grubunun yaridirect
carpimma G grubunun holomorfisi denir ve Hol(G) =G.Aut(G) seklinde gosterilir
(Humpreys, 1996).

Tanmm 2.7. G grubu bostan farkli bir X kiimesi lizerine etki etsin. Xe X
olmak iizere {g eG:gX=X} sartin1 saglayan kiimeye, X’in G’deki sabitleyeni

(stabilizeri) denir ve G, ile gosterilir (Humpreys, 1996).
Tanim 2.8. G grubu, bostan farkli bir X kiimesi {lizerine etki

etsin. {gx: g € G} = X kiimesine G grubunun X’i kapsayan orbiti denir ve X° ile

gosterilir (Humpreys, 1996).

Teorem 2.9. (Orbit-Stabilizer Teoremi) G bir grup olsun ve G bostan farkli X

kiimesi tizerine etki etsin. Her bir xe X igin, asagidaki esitlik vardir (Humpreys,
1996).

X°|=[G:G,] (2.2)



3.MATHIEU GRUPLARININ iNSASI

Bu boliimde Mathieu gruplart hakkinda kisaca bilgi verilecek ve bu gruplarin

nasil insa edildigi gosterilecektir. Burada M,, grubunun nasil insa edilecegi

incelenecektir. Bu ii¢ adimda gergeklestirilir. Ilk olarak M, grubu tanimlanir.

N =C, xC, grubunun otomorfizma grubu, Z, iizerinde tanimlanmis olan

0 2 11
A= ve B=
10 1 2
matrisleri tarafindan tiretilen Q alt grubunu igerir.

A>=B*=—-1 ve BAB'=A" oldugundan Q kiimesi 8 elemani olan Quaternion

grubuna izomorftur. Cilinkii Quaternion grubunun tanimi geregi
Q =(ab:a’=1 a’=b’=-1 bab*=a")

oldugundan A ve B matrisleri igin;

esitlikleri Q = Q; oldugunu gosterir ve boylece | Q |=|Q, |=8 olur.

Simdi Nile Q’nun yaridirect garpimini ele alalim. Boylece olusan N .Q
carpimi, N ’nin holomorf grubunun alt grubu olup M, ile gosterilir. Yani

Q < Aut( N ) olmak tizere holomorf tanimindan ,
Mg=N.Q < N .Aut(N) olur.

Burada M, grubunun eleman sayisini esitlik (2.1) kullanilarak sdyle hesaplamak

miumkindiir.

NIl s
INNQ| 1

[Mo|=[NQ|=



M, grubu, aym1 zamanda, S(9) simetrik grubundaki bazi permiitasyonlar
tarafindan da temsil etmek miimkiindir. Soyle ki; 7z, ve z,, S(9) grubuna ait 2

permiitasyon olmak iizere;

7,=(123)(456)(789), x,=(147)(258)(369)
rl=n=1ve mn,=r,r, oldugundan 7z, ve r, tarafindan iiretilen grup
N =C,xC;’e izomorftur.

Simdi ise p,=(2437)(5698) ve p,=(2539)(4876) seklinde iki permiitasyon ele

alinsin.
pf = (23)(47)(59)(68) = p; Ve p,p,p, = p;" oldugundan (p,, p,) = Q, dir.
O halde PP =7, ;PP =

g ) a 2
P, P, =m7, v P, P =y,

oldugundan p, ve p,’nin (7, 7,) lzerine etkisi tam olarak A ve B matrislerinin

C, xC, grubu iizerine etkisi gibidir. Bu da

<7Z'l,72'2, [ p2> = NQ (3.1)
oldugunu gosterir.

Tanmm 3.1. X bostan farkli bir kilme ve G<S, olsun. Eger VXe X icin

G _

X° =X ise G grubu gegislidir (transitive) denir. Gegisli gruplara 1- gegcisli grup da
denilebilir (Humpreys, 1996).
G, X iizerinde transitive oldugu zaman, G, sabitleyeni G iginde |X| indeksine

sahiptir ve Vy e X, gx’lerden olusur (baz1i g €G i¢in). Herhangi y e X elemaninin

orbiti X ’in tamamindan olustugu kolaylikla goriiliir.

Onerme 3.2. G=(r,,7,,p,, p,) grubu 72 elemanl gegisli bir grup olup M,’a

izomorftur. 1’in sabitleyeni olan G,, 8 elemanli olan Q =(p,, p,) grubudur. Eger 7,



G’nin Q da bulunmayan bir elemani ise G=QuUQ7Q dur. Burada QzQ bir ¢ift tarafl

koset olup {xzy:x,yeQ} seklinde ifade edilir (Humpreys, 1996).

Ispat: M, =NQ oldugu ve bdylece M, grubunun mertebesinin 72 oldugu
belirtilmisti. Dolayisiyla (3.1) esitligine gore G, M, ’a izomorf olup, 72 elemanlidir.
7,7, €S(9) olmak iizere, (7,,7,) nin trettigi grup X ={1,2,...,9} kiimesi iizerinde
gecislidir ve dolayisiyla G=(z,7,, p,, p,) grubu da bu kiime iizerinde gegisli olur.
Q=(p,, p,) grubunun {2,3,...,9} kiimesi iizerinde gegisli olacag: agiktir.

G grubu 72 elemanli oldugundan Orbit-Stabiliser Teoremi geregi 1’in sabitleyeni

olan G, grubunu G icindeki indeksi 8 olur. Yani,

|Gl|:[G:X]=H:%=8’dir.

Boylece |Gl|:8 oldugundan ve Q grubu, G grubunun alt grubu oldugundan
G, =Q olur. G’ nin Q da bulunmayan 7 elemani i¢in 7(1) tam sayisi baz1 i (i#1)
elemanlarina esittir. Yani, T(l);tl olur. Buradan 7z (1)6{2,3,...,9} olur. Yine ayni
sekilde G de olup Q da olmayan v gibi farkli bir permiitasyon alnsm. v (1) tam
sayis1 da { 2,..., 9} kiimesi i¢inde olur. Q grubu da bu kiime {izerinde geg¢isli oldugundan
oyle bir ¢eQ permiitasyonu vardir, oyle ki 7 (1) tam sayisii V' (1) tamsayisina
gotiiriir. Bdylece, ¢r'(1)=v (1) olup buradan vgr™(1)=1 = Q 1’in stabilizeri

oldugundan vgr ' € Q = vpeQr = veQrQ olur. Bdylece ispat tamamlanmus olur.
Simdi 2. adim olarak 720 elemanli M,, grubu tanimlansin.

Onerme 3.3. M, grubu, M,ile birlikte o=(1 10)(45)(68)(79) permiitasyonu

tarafindan tiretilen S(10) grubunun bir alt grubudur.

Bu durumda, M,, =MgUMyoM, grubu 720 elemanli gegisli bir grup olup,

M,, i¢indeki 10’un sabitleyeni M, grubudur (Humpreys, 1996).



Ispat: M, grubu M ile, M, grubu S ile gosterilsin. S =M UMoM grubunun

carpma islemi altinda kapali oldugu gosterilsin. Yani X,y €S olmak lizere xy e S

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in dort farkli durum vardir:

) Xx,yeM;

i) xeM ve yeMoM;
iii) xeMoM ve yeM;
IV) x,yeMoM.

Birinci durumda xye M =S (M grup oldugundan) Xy € S sartin1 saglar. Ayni sekilde
(ii) ve (iif) durumlarinda xy € S olacag agiktir. Dordiincii durumda ise Xy e MocMoM

oldugundan kapalilik 6zelligi saglanmasi icin cMo < S oldugu gosterilmelidir.

Bunu gostermek igin Onerme 3.2 de oldugu gibi 7, € M —Q olacak sekilde 6zel
bir r=7p/7 " =(13)(49)(58)(67) elemam i¢in M =QuUQrQ seklinde almsimn.
oMo =c(QuUQrQ)o =0cQo Uc(QrQ)o < S oldugu gosterilmelidir.

o’ =1 oldugundan,

o p,o =0(2437)(5698)c " = (2539)(4876) = p,

o p,o = c(2539)(4876)c " = (2437)(5698) = p,
oldugundan oQo =Q olur ve boylece Qo < S olur.

Simdi ise sadece o (QrQ)o < S oldugu gosterilmelidir.

or=(1310)(4 7 8)(5 6 9) olarak bulunur. Buradan (o7)*=1, 7> =1 oldugundan

oto =10t olur ve 6Qo =Q oldugundan 0Q =Qo olur. Boylece
o(QrQ)o =0QrQo =QoroQ =Qro7Q =(Q7r)o(7Q) = MoM =S
olur, bu da istenilen sonugtur.

S=MUMoM esitliginin bir grup oldugu gosterildi. S grubu M ve o’yi
ihtiva ettiginden dolay1 <M,G>QS olur. <M,0'> grubu M ve MoM ’y1 ihtiva



ettiginden dolay1 da S ¢ <M ,O'> olur. Boylece S=M,, :<M,0'> =M UMaoM olur bu

da istenilen sonugtur.

Simdi ise M, grubunun gegisli oldugu gosterilsin.

M grubunun, {1, 2,3,...,9} tizerinde ge¢isli oldugu biliniyor. M,, grubu, M
grubunu ihtiva ettigi i¢in en azindan bu kiime tizerinde gegisli bir grup olur.

4, M lizerinde degisen bir eleman olmak iizere M,, grubu, 10 sayisini, M,,
grubundaki uygun bir eleman tarafindan {1,2,3,...,9} icindeki herhangi bir elemana
gidecek sekilde tim wo seklindeki carpimlart ihtiva eder. Boylece M,, grubu,
{1, 2,3, ...,10} iizerinde gecisli olur.

Simdi ise 10’un sabitleyeninin, M, oldugu gésterilsin.

M ’nin her eleman1 10’u sabitlerken M oM ’nin higbir eleman1 10’u sabitlemez.

Clinki, £4, 1, € M olmak iizere,

o, (10) = 1o(10) = 14 (1) € {1, 2,..., 9}

Boylece, M grubu, M, grubunda 10 tamsayisinin sabitleyenidir. O halde, (2.2)

esitliginden
|M10| :10.|M9| =10.72=720
olur. Boylece dnerme ispatlanmis olur.

Son adimda da M,; grubu insa edilir.

Onerme 3.4. M, grubu, S(11) simetrik grubunun, M,, ve

v=(4 7)(5 8)(6 9)(10 11) permiitasyonu tarafindan iiretilen bir alt grubu olsun.

O halde, M,, grubu 7920 elemanli gecisli bir grup olup M,, =M, UM, VM,

olur ve burada M,, grubu, M, ’in 11 noktasin1 sabitleyenidir (Humpreys, 1996).



Ispat: M, grubu S ile gosterilsin. T=SUSVS grubu carpma islemi altinda

kapalilik 6zelligini sagladigi gosterilsin. M,, grubunun ingasinda oldugu gibi bu

onermenin ispatinda da dort farkli durum iizerinden ispat yapilacaktir. ilk 3 adim bir

onceki onermedeki sonuglarla aynidir. Son adimda gosterilmek istenen ise X,y e SvS
iken xy eT oldugunu gdstermektir. Bunu gdstermek igin VSV’nin T ’nin alt kiimesi

oldugu gosterilmelidir.

Simdi Onerme 3.3’te oldugu gibi v=(4 7)(5 8)(6 9)(10 11)i¢in T =S USVS *nin
carpma islemi altinda kapali oldugu gosterilsin. Hatirlanacagi tizere S=M UMoM ve
o = (110)(45)(68)(79) olarak bulunmustu. O halde,

vp,V = V(2437)(5698)v " = (2734)(5896) = p;* ve

Vp,V =V(2539)(4876)v " = (2836)(4975) = p;'p,
olur. Ayni zamanda,

v,V = Vv(123)(456)(789)v " = (123)(789)(456) = 7, Ve

v,V = V(147)(258)(369)v " = (174)(285)(396) = r,"

olur. Boylece, VMv=M S cT olur ve bu da ispatin ilk kismini olusturur. Yani

vSvc T olur.
Simdi ise V(MoM )v’nin T ’nin bir alt kiimesi oldugu gosterilir.
vo=(47)(58)(69)(10 11)(1 10)(45)(6 8)(79) = (111 10)(4 89)(5 7 6)

olur.

O halde, (vo)’=1 ve vov=ovo’dir. VMv=M ’den VM =Mv esitligi elde

edilir. Boylece,

V(IMoM)v=M (vov)M = MvovM =MovoM < SvS T  olur. Bu da istenilen

sonugctur.

Onerme 3.3.’te oldugu gibi M, =T = (S,V) =S USVS esitligi vardir.



Simdi ise S=M,y grubunun {1,2,3,..,10} kiimesi iizerinde gegisli oldugu
biliniyor. Dolayisiyla M,; grubu, M,, grubunun tiim elemanlarini ihtiva ettiginden M,
grubu da {1,2,3,...,10} kiimesi iizerinde gegisli olur. M,; grubu, M, un uygun bir x
elemant tarafindan , 11 sayisini, {1, 2,3,...,11} kiimesi i¢indeki herhangi bir elemana
gidilebilecek sekilde tim pv ¢arpimlari ihtiva ettiginden dolayr M, grubuda gecisli bir

grup olur.

M,, "un her elemant, 11 sayisini sabitlerken M,,VM,, igindeki hicbir eleman 11’1

sabitlemez. Ciinkii;

0,,0, € M,; olmak iizere,
oNo,(11) =ov(11) = 0,(10) € {1, 2,3, ...,10}

olup M, grubu, M;; =M, UM, ,VM,, grubu i¢inde 11°i sabitleyen gruptur. O halde;

Orbit-Stabilizer Teoremi geregi, X ={1,2,3,...,11} i¢in;
M| =|My|.|X|=720.11=7920 olur.

Uyar1 35. Onerme 3.4’te yapilan ispat yontemi ile ayni sekilde
@=(4 9)(5 7)(6 8)(11 12) permiitasyonu ile birlikte M,, grubu kullanilarak M, grubu

uretilebilir.

Burada v=(4 7)(5 8)(6 9)(10 11) permiitasyonu kullanilarak mertebesi 3 olan v

permiitasyonu olusur. Yine ayni yontem kullanilarak M,= M;; UM,,wM,, oldugu
gosterilir ve M, gegisli bir grup olup M,; grubu, M,, i¢indeki 12’nin sabitleyenidir.
Buradan yine Onerme 3.4’te uygulandigi bigimde, Orbit-Stabilizer Teoremine gére M.,

grubunun mertebesi 95040 olarak bulunur.

Uyan 3.6. Sistemli olarak M,, grubu gegisli gruplardan elde edilerek insa

edilmis oldu. Q 8 elemanli, My 9 elemanli, M;; 10 elemanli ve M;; 11 elemanl

kiimeler tizerinde geg¢isli olduklar berlirtildi. Buna gore genelleme yapilacak olursa;
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Q grubu, M, grubu igerisinde bir nokta sabitleyen, M, grubu M,, icinde bir

nokta sabitleyen ve M,, grubuda M, grubu igerisinde bir nokta sabitleyendir.

(k >2) olmak tizere G 'nin K -transitive oldugu soylenir, eger o transitive ve 1
nokta stabilizeri fixleyen nokta disindaki noktalarin tlizerinde k —1-transitive ise. O
halde, M,, grubu 4-gecisli olan bir grup, M,, grubu 3-gecisli, My 2-geg¢isli ve Q grubu

ise 1- gegisli bir grup olur.
Buradan sonraki boliimlerde Q grubu M, seklinde ifade edilecektir.
Son iki 6nermedeki sonuglar1 genellestirerek asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.7. k>2 i¢in, G, bir X kiimesi iizerinde K- gegisli olan bir
permiitasyon grup olsun. X ise X kiimesine *« ’ elemani eklenerek elde edilen bir
kiime olsun. Kabul edelim ki h, X* iizerinde tanimli bir permiitasyon ve g €G olsun.

Oyle ki;
h permiitasyonu, & elemanini bazi X € X elemanlari ile degistirir;

h permiitasyonu, X kiimesinin bir y elemanini sabitler;

g ise X ve y elemanlarini degistirir;
(gh)3 ve h?, G ’ye ait elemanlardir ve
hG,h =G, olur. O halde,

(G, h> grubu X* kiimesi tizerinde (k +1) -gecisli bir grup olup, « ’nin sabitleyeni

G grubudur.

Bu teorem Onerme 3.3'te G=M, ve X ={12,...,9} kiimesi olmak iizere o =10,
h=(110)(4 5)(6 8)(7 9) ve g=(1 3)(4 9)(5 8)(6 7) seklinde uygulanmisti. Ayn sekilde
Onerme 34’te G-= M,,, X = {1,2,...,10} kiimesi ile birlikte a=11,

h=(4 7)(5 8)(6 9)(10 11) ve g=(1 10)(4 5)(6 8)(7 9) permiitasyonlar ile verilmisti.

Boylece Teorem 3.7 geregi ile daha once ispatlanmis olan onermeler genellestirilmis

oldu.
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3.1. Steiner Sistemler

Bu boliimde Steiner sistemlerinin tanimi yapilacak ve bu sistemlerin Mathieu

gruplartyla olan iliskilerine kisaca deginilecektir.

Tammm 3.1.1. Bir S(t,k,v) Steiner sistemi, v noktalarindan olusan bir X kiimesi
ile blok adi verilen ve eleman sayisi k olan X ’in alt kiimelerinin koleksiyonlari
tarafindan olusur, dyle ki; X ’in herhangi t noktasi sadece bir tane blok icinde
olmalidir. Ornegin; t=5, k =6 ve v=12 i¢in Steiner sistemi S(5,6,12) seklinde olup,
12 elemanli bu kiimeden segilen herhangi 5 eleman sadece bir tane 6 elemanli blokta

bulunabilir.

X ={1,2,...,12} kiimesi tizerinde tanimlanmis olan M, Mathieu grubu, ayni
sekilde {1,2,...,12} kiimesinin elemanlarindan olusan S(5,6,12) Steiner sistemiyle

iligkilidir. Dolayisiyla bunu M,, = Aut(S(5,6,12)) seklinde yazmak miimkiindiir.

Uyan 3.1.2. Bir S(t,k,v) Steiner sisteminde blok sayis1

)

formiilii ile hesaplanir.
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4, INCIDENCE ve COSET GEOMETRILER
4.1. liski (incidence) Geometrisi

Iliski geometri, genel olarak, geometrik objelerin farkl: tipleri igeren ve bu
farkli tipler arasinda ‘iligski’ (incidence) olarak adlandirilan bir bagintiyr bulunduran
yapidir. Bu geometrik objeler; noktalar, dogrular, diizlemler, konikler, ...v.s. olabilir.

Bu farkli objeleri biz genel olarak ‘varyeteler’ (tiirler) olarak tanimlayacagiz.

Tammm 4.1.1. Bir iliski geometrisinin yapisi, varyetelerin olusturdugu bir V
kiimesinden, tiplerin olusturdugu bir | tip kiimesine, 7:V — | seklinde tanimlanmig
bir fonksiyondan ve V {izerinde tamimlanmis olan simetrik bir iligki bagintisindan

2

olusur. Bu iliski bagintist (incidence bagintis1) “#*’ ile temsil edilip, asagidaki sekilde

tanimlanir.
v,weV i¢in 7(V) =7(w) Ve V*oSV=w 4.2)

Yani tipleri ayni olan iki varyete arasinda iliski bagintist varsa bu varyeteler

esittir.
Bir iligski bagmtisinin yapisi T'=T'(V,*,1,7) seklinde temsil edilir.

Tamm 4.1.2. i<l bir iliski geometrisinde, tipi i olan elemanlara i- eleman

denir. Bu tipi i elemanlarinin olusturdugu kiime V, ile ifade edilir.

Tanmm 4.1.3. Bir iligki geometrisindeki farkli tipteki varyetelerin sayisina o iliski

geometrisinin ranki denir.

Tammm 4.1.4. Aralarinda iliski bagintisinin oldugu varyetelerin olusturdugu

kiimeye bayrak (flag) denir ve F ile gosterilir.

Bir bayragin tipi, 7(F) olup, F bayragindaki varyetelerin tiplerinin kiimesidir. F
bayragmin cotipi ise |\z(F) kiimesi olup, bir F bayragmin ranki ise o bayragin

kardinalitesi olarak adlandirilir.

Tamim 4.1.5. Maksimal olan bayraga chamber denir. O halde bir chamber tipi |

olan her tipteki varyeteleri ihtiva eden bayraktir.
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Tanmmm 4.1.6. F bayragi chamber olmayan bir bayrak olmak iizere, F ’nin

rezidiisii I'; ile temsil edilip asagidaki gibi tanimlanir.
VoeF, YWe¢F i¢in V*® sartin1 saglayan tiim varyeteleri ihtiva eder. Yani,

I ={v|weF VoeF,v+o|

Bir I'c rezidiisliniin tipi F bayragmin cotipi olup, ranki ise F bayraginin corankidir.
Chamberin rezidiisii &~ dir.

4.1.7. iliski Geometrisinin Diyagram

Rank-2 iliski geometrisinin diyagramau:

di,j Oi dj,i

O .

S O
s ©

Sekil 4.1. Bir iliski geometrisinin rank-2 diyagrami

Yukarida verilmis olan diyagram iki farkli tipteki elemanlar arasinda olusan

diyagramdir. | iligki geometrisinin tip kiimesi olmak {izere i, j € | *dur.

Diyagramda kullanilan degerlerin tanimlar1 agsagidaki gibi verilmistir.

Tamim 4.1.8. | kiimesi, bir geometrinin farkl: tiplerinin kiimesi olmak {izere;
Her iel icin F, tipi I\{i} olan bir bayrak olsun. s; degeri asagidaki gibi hesaplanur.

Yani; §;, tipi i olan rezidii kiimesinin eleman sayisinin bir eksigidir. Burada |FF|,
F ’nin rezidiisii icindeki eleman sayisin1 gostermektedir.
Tamim 4.1.9. n, degeri, [' geometrisinde bulunan ve tipi i olan elemanlarinin

sayisidir.
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Tammm 4.1.10. Sekilde goriildigi gibi bir {i,j} kenar1 ii¢ pozitif say1 ile
iligkilidir, bunlar d, ;, g;; ve d;; olarak temsil edilir. Buradaki g, ; (gonality) degeri,
I' geometrisinde, tipi {i, j} olan I'; rezidii kiimesinin elemanlar1 kullamlarak, iliski
bagintisina bagl kalacak sekilde olusturulabilecek en kiigiik iligki grafiginin gevresinin
yarist olarak hesaplanir. Baska bir ifadeyle; rezidii kiimesi i¢indeki herhangi bir
elemandan yola ¢ikip tekrar basladigimiz elemana gelmek iizere aldigimiz yolun yarisi
olarak hesaplanir. iliski grafiginde elemanlar arasinda gecis yaparken iliski bagintisi
kullanilarak bir yol olusturulur.

d;; (i-cap) degeri (d,; i¢in j-¢ap), I'z kiimesi i¢inde sabitlenmis herhangi bir
i- elemanmndan (d;; degeri igin j-elemandan), I'; ’deki herhangi diger bir elemana

olan en biiyilik uzaklik olarak hesaplanir.

d;;=0;,;=d;, #2 ise diyagramdaki {i, j} noktalar1 arasindaki ¢izgi lizerinde
birbirine esit olan bu degerlerden sadece biri yazilir. Eger d,; =g;,=d;; =2 ise hig
biri yazilmayip i ve ] noktalar arasindaki ¢izgi ¢izilmez. Eger d,;, g,; ve d;;

degerlerinden en az biri farkli ise her {i¢ii de yazilir.
4.2. Koset Geometri

Tanmm 4.2.1. G bir grup ve (G;)._ ise alt gruplarm sonlu bir ailesi olmak tizere

iel

iel

= F(G, (G) ) koset geometrisi agsagidaki gibi tanimlanir.

[ koset geometrisinin elemanlarindan olusan bir X kiimesi, tim G, seklindeki

kosetlerini (yan kiimelerini) igermek ilizere, X iizerinde bir * bagintisi, asagidaki gibi

tanimlanir. Vg,,d, € G olmak iizere;
9,G *9,6; < 9,G;Ng,G; #J (4.3)

I' iizerinde t tip fonksiyonu t(gG,)=i olarak tammlamr. X ’in bir Y alt

kiimesinin tipi t(Y') kiimesi olup, rank1 ise t(Y) *nin kardinalitesidir.
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I" ’nin rank1 ise |I| sayisidir, yani bu geometrideki farkli tipteki elemanlarinin
sayisidir.
Tammm 4.2.2. X kiimesinde yer alan ve aralarinda iliski bagintis1 bulunan

elemanlarin olusturdugu kiimeye bayrak (flag) denir. Tipi | olan bayraga ise odacik

(chamber) denir.

Tammm 4.2.3. T bir geometri ve F, I' ’'nin bir bayragi olsun. O halde; F ’nin

rezidisi,

[ =T n G, Gim( N G

jet(F) jet(F) j) ) (4.4)

seklinde hesaplanir.

Bir rank-2 koset geometrisinin temsili diyagram: asagidaki gibidir. Incidence
geometride oldugu gibi geometrinin ranki arttikca, birbirleriyle iligkili olan farkl: tipteki

elemanlar da ayni sekilde cizgilerle birbirine baglanilarak diyagrama eklenir.

é} di,j i dj,i 5
s, /n /G, 5;/n; /G,

Sekil 4.2. Rank-2 koset geometrisini diyagrami

Tanmim 4.3.4. | bir geometrideki farkl: tiplerin kiimesi olmak tizere; her i € | igin

F . tipi 1'\{i} olan bir bayrak olsun. s; degeri s6yle hesaplanur.

s, =|Ce|-1 (4.5)

Bagka bir ifadeyle; s, tipi i olan rezidii kiimesinin eleman sayisinin bir eksigidir. Yine

burada s; igin de gegerlidir.
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n, degeri iliski geometride oldugu gibi I" geometrisinde bulunan ve tipi i olan
elemanlarin sayisini temsil eder. Bagka bir ifadeyle n, degeri, G, grubunun G icindeki

indeksidir. Yani;
n =[G,G] (4.6)
ile hesaplanir. n; degeri de ayni yontemle hesaplanir.

Tanim 4.2.5. Koset geometri diyagraminda goriildiigii gibi bir {i, j} kenar1 iig
pozitif say1 ile iligkilidir ve bunlar d; ;, g;; ve d;; olarak temsil edilirler. Buradaki g; ,

(gonality) degeri, I' geometrisinde, tipi {i,j} olan T'- rezidii kiimesinin elemanlari

kullanilarak, iliski bagintisina bagh kalinacak sekilde olusturulabilecek en kiiciik iligki

grafiginin ¢evresinin yarisidir.

d; ; (i-cap) degeri (d;; igin j-¢ap), I'x kiimesi i¢inde sabitlenmis herhangi bir
i- elemandan (d;; degeriigin j-elemandan), I'c *deki herhangi diger bir elemana olan

en biiyiik uzaklik olarak hesaplanir.

Uyan 4.2.6. iliski geometrideki uyarilarda belirtilen geometri diyagram kurallari

aynen koset geometri diyagraminda da gecerlidir.
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5. TETRAHEDRALIN iLiSKi GEOMETRIiSi ORNEGI

Burada tetrahedralin nokta, dogru ve ylizeyleri arasinda bir iliski bagimntisi

tanimlanarak iligki geometrisi incelenecek ve diyagrami olusturulacaktir.

Sekil 5.1. Tetrahedral

Tetrahedral nokta, dogru ve yiizey olmak iizere {i¢ farkli tipten olusur. Bu tiplerin
sayilar1 4 nokta, 6 dogru ve 4 diizlemdir. Tetrahedralin iliski geometrisi bu 3 farkh

tipteki elemanlardan olusur ve ranki 3’tiir.

Tetrahedralin koselerinin olusturdugu noktalar kiimesi {A,B,C,D}, tipi 1 olan

elemanlarin olusturdugu kiime olsun. Tetrahedralin kenarlarinin olusturdugu noktalar

kiimesi {AB, AC, AD,BD, DC, CB}, tipi 2 olan elemanlarin olusturdugu kiime olsun ve

yiizeylerin olusturdugu {ABC,ABD,ADC, BCD}, tipi 3 olan elemanlarm olusturdugu

kiime olsun.

Yukarida belirtilen 3 tip arasinda iliski bagintis1 asagidaki gibi tanimlansin.
Tetrahedralin koselerinin kenarlar iizerinde ve kenarlarin ylizeyler iizerinde olmasi

sartin1 saglasin. Yani
Ae ABe ABC (5.1)

Yukarida belirlenen bagmtiya gore farkli tipler i¢in birer bayrak kiimeleri

olusturulur ve bu bayraklarin tipleri belirlenir.
F={A}>tipl,

F,={AB} - tip2,
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F,={ABC! — tip 3,
F,={AAB} > tip1.2,
F,={A ABC} - tip 1,3,

F,, ={AB, ABC} — tip 2,3,
F..={A AB,ABC} — tip 1,2,3.

lliski bagmtisina gore yukaridaki bayraklarin rezidii kiimeleri asagidaki gibi

hesaplansin.

Fi2s !

T, ={AB}—>tipl,

T, ={AB,AC}— tip2,

I, ={ABC, ABD} — tip 3,

T, ={A B,ABC,ABD} — tip 13,

.. ={AB,C,AB,AC,BC} — tip12,

I, ={AB, AC, AD, ABC, ABD, ACD} —> tip 2,3.

Yukaridaki rezidiilerden faydalanarak iliski geometrisin diyagramini olusturan §,,

N, g;; ve d;; degerlerini hesaplansin.

Tk olarakT"y , ' ve I'p rezidilerinden faydalanarak S, s, ve s, sayilar
hesaplansin. Bunun igin F, tipi I\{i} olan bir bayrak olmak iizere s, :|FF|—1

seklinde hesaplandig1 formiilde belirtilmisti. O halde; s, i¢in tipi | \{1} olan rezidi

kiimesi I'; kiimesi olup eleman sayisi 2” dir. Dolayistyla,

slz‘rpm‘—lzz—lzl
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olarak hesaplanir.

Ayni sekilde S, sayisinin tipi I\{Z} olan I';  kiimesi kullamilarak hesaplansin.

"¢ | kiimesinin eleman sayis1 2’dir. Dolayisiyla,
5, =|Tg, [ -1=2-1=1

olarak hesaplanir.

Son olarak s, iginde aym sekilde tipi 1\{3} olan T’ rezidii kiimesi ele almarak

hesaplansin. ' rezidii kiimesinin eleman sayisi 2 oldugundan;
s,=[lg,[-1=2-1=1

olarak hesaplanir.

Simdi iliski diyagramimin diger elemanlar1 olan n;, n, ve n, hesaplansin.

Buradaki n, sayilar tanimda belirtildigi gibi tipi i olan varyetelerin sayisidir.

n, tipi 1 olan varyetelerin sayisidir. Yani tetrahedralin kdselerinin sayis1 4

oldugundan n, =4 ’tiir.

n, tipi 2 olan varyetelerin sayisidir. Yani tetrahedralin kenarlarmm sayist 6

oldugundan n, =6"dur.

N, tipi 3 olan varyetelerin sayisidir. Yani tetrahedralin yiizeylerinin sayis1 4

oldugundan n, =4 ’tiir.
Boylece n;, n, ve n, sirasiyla 4, 6 ve 4 olarak hesaplandi.
Simdi ise iliski diyagrammin g, ,, d,, ve d,, degerleri hesaplansin.

0.,, d,, Ve d,, degerini hesaplamak i¢in tipi 1,2 olan 'y rezidii kiimesi goz

Onune alinsin.
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0,, hesaplanirken I'; kiimesinin elemanlart kullamlarak iliski bagintisina bagh

kalacak sekilde olusturulacak iliski grafiginin cevresinin yarist alinmalidir. Yani
herhangi bir noktadan baslayarak tekrar ayn1 noktaya gelmek sartiyla olusturulabilecek

en kisa mesafenin yaris1 alinmalidir. Buna gére bu grafik asagidaki gibi olur.

A ——> AB
B BC

4

C = s AC

Grafikteki uzaklik 6 oldugundan, g, , = g =3 olarak bulunur.

Simdi d,, ve d,, degerleri hesaplansin.

d,, hesaplamak i¢in FF3 = {A, B,C, AB, AC, BC} rezidii kiimesi i¢inde tipi 1 olan

herhangi elemani sabitleyip iliski bagintisina gore sabitlenen elemandan baslamak
tizere, kiime icindeki baska bir elemana olan en biiyiik uzaklik hesaplanir. Buna gore

grafik agsagidaki gibi olusturulur.

A ——> AB

ped

B ——> BC

Grafikteki uzaklik 3 birim oldugundan d, ,= 3 olarak bulunur.

Son olarak d,, degeri hesaplansin. I'c ={AB,C,AB,AC,BC} rezidii kiimesi

tizerinde tipi 2 olan herhangi bir eleman: sabitleyip iliski bagintisina gore sabitlenen
elemandan baslamak iizere, kiime i¢indeki bagka bir elemana olan en biiyiik uzaklik

hesaplanir. Buna gore grafik asagidaki gibi olusturulur.

AB ——> B

.

BC ——> C
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seklinde olur ve d,,= 3 olarak hesaplanir. Boylece, g,,= 3, d,,= 3 ve d,,= 3 olarak

bulunur.

Simdi ise diyagramda bulunan g, ,, d,, ve d;, degerleri hesaplansin.

9,; hesaplanirken ' ={AB, AC, AD, ABC, ACD, ABD} kiimesinin elemanlari

kullanilarak iliski bagintisina baglh kalacak sekilde olusturulacak iliski grafiginin
¢evresinin yarist alinmalidir. Yani herhangi bir noktadan baslayarak tekrar ayn1 noktaya
gelmek sartiyla olusturulabilecek en kisa mesafenin yaris1 alinmalidir. Buna gore bu

grafik asagidaki gibi olur.

AB —+— ABC
AC ACD

4

AD ——> ABD

grafikteki uzaklik 6 oldugundan, g, , = g =3 olarak bulunur.

d,, hesaplamak i¢in T'g ={AB, AC, AD, ABC, ACD, ABD} rezidii kiimesi iginde

tipi 2 olan herhangi bir eleman: sabitleyip iligski bagintisina gore sabitlenen elemandan
baslamak {izere, kiime i¢indeki baska bir elemana olan en biiylik uzaklik hesaplanir.

Buna gore grafik asagidaki gibi olusturulur.

AB ——> ABC
AC ==> ACD

grafikteki uzaklik 3 birim oldugundan d,,= 3 olarak bulunur.

Son olarak d;, degeri hesaplansin. T'g :{AB, AC, AD, ABC, ACD, ABD} rezidii

kiimesi tizerinde tipi 3 olan herhangi bir eleman: sabitleyip iliski bagintisina goére
sabitlenen elemandan baslamak tizere, kiime i¢indeki baska bir elemana olan en biiyiik

uzaklik hesaplanir. Buna gore grafik asagidaki gibi olusturulur.
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ABC——> AB

ped

ABD——> AD

Grafikteki uzaklik 3 birim oldugundan d,,= 3 olarak bulunur. Boylece, g,,=3, d,;=3

ve d;,= 3 olarak bulunur.
Simdi ise g,,, d,; Ve d;, degerleri hesaplansin.

Ois hesaplanirken I' F ={A, B,ABC,ABD} kiimesinin elemanlar1 kullanilarak

iliski bagintisina baglh kalacak sekilde olusturulacak iligki grafiginin ¢evresinin yarisi
alimmalidir. Yani herhangi bir noktadan baslayarak tekrar ayni noktaya gelmek sartiyla
olusturulabilecek en kisa mesafenin yarist alinmalidir. Buna gore bu grafik asagidaki

gibi olur.

A —— ABC

2
B ABD

grafikteki uzaklik 4 oldugundan, g, = g =2 olarak bulunur.

d,, hesaplamak i¢in I'g ={A B, ABC, ABD} rezidii kiimesi i¢inde tipi 1 olan

herhangi bir elemani sabitleyip iligki bagintisina gore sabitlenen elemandan baglamak
tizere, kiime i¢indeki baska bir elemana olan en biiyiik uzaklik hesaplanir. Buna gore

grafik asagidaki gibi olusturulur.

A —— ABC

Z

B

grafikteki uzaklik 2 birim oldugundan d, ,= 2 olarak bulunur.
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Son olarak d,, degeri hesaplansin. T’y ={AB,ABC,ABD} rezidii kiimesi

tizerinde tipi 3 olan herhangi bir eleman: sabitleyip iliski bagintisina gére sabitlenen
elemandan baglamak iizere, kiime i¢indeki bagka bir elemana olan en biiyiik uzaklik

hesaplanir. Buna gore grafik asagidaki gibi olusturulur.

ABC——> B
ABD

Grafikteki uzaklik 2 birim oldugundan d;,= 2 olarak bulunur. Boylece, ¢,,= 2,

d,,=2ve d;, =2 olarak bulunur.

Gereken tiim degerler hesaplandiktan sonra tetrahedralin rank-3 diyagram

asagidaki gibi verilir.

I G
o ~rON

w
2 rQw

Sekil 5.2. Tetrahedralin rank-3 iligski geometrisinin diyagrami
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6. BAZI MATHIEU GRUPLARI iCiN RANK-2, RANK-3 ve RANK-4
ORNEKLERI

6.1. M, I¢in Rank-2 Ornegi
M, grubunun Q, ve C, alt gruplarmna goére rank-2 incidence yapisi incelensin.

Bunu olusturmak i¢in ilk olarak X :{1, 2,3,...,9} tizerinde tanimli olan M, grubunda

Qg ve C, alt gruplarinin yapist incelensin ve aralarindaki iliski bagintis1 belirlensin.

M, grubunun bir nokta sabitleyeni Q, alt grubu ve iki nokta sabitleyeni C, alt

grubudur. Dolayisiyla bu gruplar asagidaki gibi yazilabilir. X, X, € X olmak iizere,

Q= Stang {Xl} '
C, =stab,, {x,%,},

M, grubunda nokta sabitleyene goére karsilik gelen tipler belirlensin. M,

grubunda Qg alt grubu tek nokta sabitleyen oldugundan tip 1 ve C, alt grubu 2 nokta

sabitleyen oldugundan tip 2 olarak belirlensin.

M, grubunda sabitlenen noktalara karsilik iliski bagintis1 igerme bagintisi olarak

belirlensin. Yani;

{x} = {x.%} (6.1)

seklinde olur. Bu iligki bagintisina gore bayrak tipleri asagidaki gibidir.

F={x}—>tpl
F,={x,%}— tip2
Fo ={{%}.{%.%}} >tip 12

seklinde olur.

Simdi bu bayrak tiplerine karsilik rezidii kiimeleri
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T = {005} {006 e {0, X} o tip 2,
e, ={{x}. 1%} - tip 1,

FFJ.Z =®’

I :{{xi}{xz}{xg}{xlxz}{xixs}{xlxg}{xsxg}} —tip 1,2
seklinde olur.

Simdi I'y ve I'c kiimelerinden faydalanarak s, ve s, degerleri hesaplansin.
Bunun i¢in F, tipi 1\{i} olan bir bayrak olmak iizere s =|[ |-1 scklinde
hesaplandig (4.5)’te belirtilmisti. O halde; s, icin tipi I\{1} olan rezidii kiimesi T’y

kiimesi olup eleman sayis1 2’ dir. Dolayisiyla,
5, =|e | -1=2-1=1
olarak hesaplanir.

Ayn sekilde S, sayisinn tipi I\{Z} olan Iy kiimesi kullanilarak hesaplansin.

' kimesinin eleman sayist 8 oldugundan s, degeri;
s,=|l|-1=8-1=7

olarak hesaplanir.

olan varyetelerin sayisidir.

72
n=[M,:Q]= =9,

72
nzz[MQ:CZ]:?:%.

O halde n, =9 ve n, =36 olur.
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Simdi ise g,,, d;, ve d,, degerleri hesaplansin. Bu degerleri hesaplamak igin

daha once belirledigimiz tipi 1,2 olan I'; rezidii kiimesi kullanilir. Bu rezidii kiimesi ;

Te, ={{h Dot ) e D0 e D006} 6 1

kiimesidir. O halde Tanim 4.1.10.’a gore bu rezidii kiimesinde tipi 1 olan herhangi
elemandan baslayarak iliski bagintisina bagli kalacak sekilde iliski grafiginin ¢evresinin

yarist hesaplanmalidir.

R %)
‘Vﬁ% { X1 % }
X} == {x, %}

seklinde olup, Tanim 4.1.10.”a gore g,, = g =3 olarak hesaplanir.

Simdi ise d,, degeri hesaplansin. Bunun i¢in iligki bagmtisina bagh kalarak I'y

kiimesi i¢indeki tipi 1 olan herhangi elemandan herhangi diger bir elemana olan en

biiyiik uzaklik hesaplanmalidir. Bu grafik ;

Buna gore d,, =3 olarak hesaplanur.

d,, icin ise ayni yontemle belirlenen iliski bagintisina bagh kalarak I'c = kiimesi

icindeki tipi 2 olan herhangi elemandan herhangi diger bir elemana olan en biyiik

uzaklik hesaplanmalidir. Bu tanima uygun grafik ;

l

X, %

» X

} - %}
} Z; (%)
&

X
N
oS

X351 X,

{
{
{
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seklinde olur ve d,, =4 olarak hesaplanir.

Gereken tiim degerler hesaplandiktan sonra M, grubunun Q, ve C, alt

gruplarina gore rank-2 diyagrami asagidaki gibidir.

1 33 4 2
O O
1 7
9 36
Qs C,

Sekil 6.1. My grubunun Qg ve C, alt gruplarindan olusan rank-2 diyagrami
6.2. M, i¢in Rank-3 Ornegi

Bu 6rnek icinde M, grubu iginde alinan My, M;:2 ve S, alt gruplarinin

rank-3 ornegi icin incidence relation, s, s;, n, n;, g;;, d

oo ve d;; degerleri

i i

hesaplanacak bulunan bu degerlerle ilgili diyagram olusturulacaktir. Bunun igin ilk

olarak X ={x,,X,, X;,..., X} tzerinde tammli olan M, grubunda My, M;:2 ve §;

alt gruplarmin yapisi incelensin ve aralarindaki iliski bagintis1 olusturulsun.

M,, grubunun bir nokta sabitleyen M, alt grubu, iki nokta sabitleyen M, :2 alt
grubu ve Ui¢ nokta sabitleyen S, alt grubudur. Dolayistyla bu gruplar asagidaki gibi

yazmak miimkiindiir. X, X,, X; € X olmak iizere,

M, = stab,, {x},

M, 12 =stab, {X.,%},

S, =staby, {X.,%, %}

M,, grubu nokta sabitleyenine gore alt gruplart belirlenmis olup bu nokta
sabitleyenlerine karsilik gelen tipler belirlensin. O halde Mgy grubu M,, grubu
icerisinde tek noktanin sabitleyeni oldugundan tipi 1, Mgz:2 grubu M, grubu
icerisinde iki noktanin sabitleyeni oldugundan tipi 2 ve S, grubu M,, grubu igerisinde

tic noktanin sabitleyeni oldugundan tipi 3 olarak belirlensin.
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Simdi bu sabitlenen noktalara karsilik iliski bagintist olusturulsun. Bu iligki
bagintist M, grubu igerisinde sabitlenen noktalar arasindaki icerme bagintisi olsun.

Yani;
) e X% e {%0 %, %) (6.2)
seklindedir. Simdi bu bagintiya karsilik gelen farkli tipteki bayraklar belirlensin.

F

{x}— tip1,

F={x.%} > tip2,

F, = (%, %, %, - tip 3,
Fo={{x}.{x,%}} > tip 1,2
Fa={04} 1% X ) — tip 1.3,

Foo = {002}, 0%, %} > tip 2.3,

Fros = {06} %0 %} (%0 X %, 1L —> tip 1,2,3,

seklinde olur.

Simdi bu bayraklara karsilik iliski bagintisina gore rezidiiler olusturulsun ve

tipleri belirlensin.
T = {001 XX e {60 X0} 06020 X6 3 £ X Xe s {20 X X
(%%, %01} > 1ip 2,3,
T = {00116} 1% X0 X5} 10 X0 Xe o 10 X000} > D 1,3,
Te = {0 ) e (%0 % 1 (%0 X} X X} > tip 1,2,

FFL2 Z{{Xv X2 XS}’{Xl’ X2 X4}’-'-’{X17 X2 Xm}} — tip 3,
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T, ={{x%}.{x.%}} > tip2,

T, ={{x}.{x}} > tip 1,

F1,2,3

Yukaridaki rezidiilerden faydalanarak iligki diyagramini olusturan s;, n;, g;; ve

d; ; degerleri hesaplansin.
5, =|r, [-1=2-1=1,

s, :‘rpm ~1=2-1=1,

s, =|re, |[-1=8-1=7,

olarak hesaplanir.

Simdi iliski diyagraminin diger elemanlarindan n;, n, ve n, hesaplansin.

720
nl:[Mlo . Mg]:leo,
720
n,=[ My :{M8:2}]=E=45,
720

n3 =[M10:SS]_?=120'

O halde n, =10, n, =45, n, =120 olur.

Simdi ise g,,, d;, ve d,, degerleri hesaplansin. Bu degerleri hesaplamak igin

daha 6nce belirledigimiz tipi 1,2 olan I'; rezidii kiimesi kullanilir. Bu rezidi kiimesi ;

I :{{xl},{xz},{xe},{)g,xz},{xl,x3},{xz,x3}} oldugunu biliyoruz. Buradan g, ,
ile ilgili grafik;
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MR %)
1%} . {X, %3}
)= (%%}

seklinde olup Tanim 4.1.10.”a gore @, , = g = 3 olarak hesaplanir.

Simdi ise d,, degeri hesaplansin. d,, ile ilgili grafik;

l

{Xi} . {X1'X2}
{%} é; %

X, X}
Olur. Dolayistyla d,, =3 olarak hesaplanir.

d,, degeri asagidaki gibi hesaplanir.

Poxt——= {x}

Pt

X% —2> {xs}

d,, =3 olur.
Boylece g,, =3, d,, =3 ve d,, =3 olarak hesaplanir.

Simdi ise @,,, d,; Ve d,, degerleri hesaplansin. Bu degerleri hesaplamak igin
daha 6nce belirledigimiz tipi 2,3 olan I'y rezidii kiimesi kullanilir. Swrasiyla g,4, d,,

ve d,, degerlerinin hesaplanmas ile ilgili grafikler agagida verilmistir.

Xl o2 (% %)
X X \ X X0 %, |
D0 X = (X%, %,

Oy3 = g =3 olarak hesaplanir.



DXt == % %)
{xl,xs}é; X0 %, %, §

Buna gore d,, =3 olarak hesaplanur.

XX %) ——= (X%}
X0 %0 % —2—> (X, %}
X0 %0 X6 }

d,, =4 olarak hesaplanir.
Béylece g,, =3, d,; =3 ve d,, =4 olarak bulunur.

Gereken tiim degerler hesaplandiktan sonra M,, grubunun My, M;:2 ve S;alt

gruplarindan olusan rank-3 diyagrami asagidaki sekilde oldugu gibidir.

1 2 3
e 3 O 3 34 e
1 1 7
10 45 120
M, M, : 2 s,

Sekil 6.2. M, grubunun My, Mg :2 ve S, alt gruplarindan olusan rank-3 diyagrami
6.3. M,, icin Rank-3 Ornegi
Bu 6rnek iginde M,; grubu igin bir rank-3 diyagrami insa edilecektir.

M,, grubu i¢inde alinan M, :2, M, :S; ve S, alt gruplarinin rank-3 6rnegi i¢in
ilk olarak bu alt gruplarin yapilart incelenecek sonra incidence relation tanimlanip

sirastyla s, S;, N, Ny, G5, d. ved i degerleri hesaplanilacaktir son olarak da

ij
bulunan bu degerlerle ilgili diyagram verilecektir. Bunun i¢in ilk olarak bu alt gruplarin

yapilar1 incelensin. My :2 alt grubu 2 nokta sabitleyen, M;:S; alt grubu 3 nokta

sabitleyen ve S, alt grubu da 4 nokta sabitleyendir.

M, :2=stab,, {x,x}— tipl,
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M, : S, =stab,, {x,%,%}—>tip2,
S, =staby, {X,%,,X;, X, } = tip 3.

Simdi bu alt gruplara ait iligki bagintis1 tanimlansin. Bu baginti daha onceki

orneklerdeki gibi igerme bagintisi olarak kabul edilsin.

{Xllxz}c{xvxzvxs}C{X1’X21X3ax4} (6.3)

Simdi bu iliski bagintisina bagli kalarak bayrak kiimeleri olusturulsun ve bu
kiimelerin tipleri belirlensin.

F

{x,%}— tip1,

I:2

{)(1,X2,X3} — tip 2,
Fy = {X, %, %, X, } = tip 3,

F, ={{X1,X2},{X1,X2,X3}} — tip 1,2,

Foo = {0} 0% % %, )} - tip 1.3,

Foo = {1%0 %0, X} (%0 X0, X X, 1} = tip 2,3,

Fros = {0 %} {X0 X0 X, 1 X0 %, X, X, |} — tip 1,23,

Simdi bu bayraklara karsilik iliski bagintisina gore rezidiiler olusturulsun ve
tipleri belirlensin.

T = {000 X 1 00 X0 Xy b 000 X X0 00 X X X} X0 %00 X, X oo
{0 %, X, X}y {00 X0 Xig0 X | = 1P 2,3,

L, ={{xl,xz},{xl,x3},{xz,x3},{x1, Xos Xy Xy |3 10 X Xy X | eves {05 X X Xn}} -
tip 1,3,

T =00} 00K (b 050X X 0K, e (5 3,0, 1} 10D 1,2
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FFlvz :{{Xl’XZ’XS’X4}’{X1’X2’X3’X5}""’{X1’X2’Xgaxll}} —> t|p 3,
1—":1,3 :{{Xl’XZ’X3}’{X1’X21X4}}_) tlp 2,

Te, ={{60 %} (%0 %} (% % ] > tip 1,

Fos .
Rezidii kiimelerini olusturduktan sonra S, S, ves, degerleri

5, =|r, [-1=3-1=2,

52:ﬁ€3—1:2—1:L

r. (-1=8-1=7
seklinde olur.

n,, n, ve n, degerleri

7920
m:[Mn4N%:Q]=EZI=55

7920
n,=[ M :{M;:S,;}] =g 165,

7920
n3 =[M11:S4]=7=330.

O halde n, =55, n, =165, n, =330 olur.

Simdi ise g,,, d;, ve d,, degerleri hesaplansin. Bu degerleri hesaplamak igin

daha once belirledigimiz tipi 1,2 olan I'; rezidii kiimesi kullanilir. Bu rezidi kiimest;

T = {001 06X oo 060 X 1 {30 X0, X 1 6 X0 Xy Fr {0 X, X,

O halde, bu kiimenin elemanlar1 kullanilarak olusturulacak iligki grafigi asagidaki
gibidir.
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M%)l Ko 2 (% %)
X0 % X0 %50 %, |

4

XX == %%, %]

dolayisiyla g, , = g = 3 olarak hesaplanir.

d,, ve d,, degerlerinin grafikleri sirasiyla asagida oldugu gibidir.

d,, =3.
Boylece g,, =3, d,, =4 ve d,, =3 olarak hesaplanur.

Simdi ise g,,, d,, ve d;, degerleri hesaplansin. Bu degerleri hesaplamak i¢in
daha 6nce belirledigimiz tipi 2,3 olan I'y rezidii kiimesi kullanilir. Sirastyla @, 5, d,,

ve d,, grafikleri asagidaki gibidir.

{)(1’)(2')(3}1H {X1’X2'X3’X4}
{X0 %, %, } D4 X0 Xy Xs |
4

X% X} =53 X, %5, X, X }

0,5= g =3 olarak bulunur.

{Xi’ Xz’ Xs} % {le X2, X3, XA}

2

X%, %, | 52> 1 X X Xs }
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d,, =3 olarak bulunur.

D%, / 46, %}
{xlxz,xexs S (0% %)
X0 Xy, X, x /

d,, =4 olur.
Boylece g,,=3, d,; =3 ve d,, =4"tiir.

Gereken tiim degerler hesaplandiktan sonra M, grubunun My :2, M, :S;ve S,

alt gruplari ile ilgili rank-3 diyagrami asagidaki gibidir.

1 2 3
O 4 3 3 O 3 34 O
2 1 7
55 65 330
M, :2 M, :S, S,

Sekil 6.3. M,; grubunun My : 2, M, : S3 ve 84 alt gruplarindan olusan rank-3 diyagrami
6.4. M,, icin Rank-4 Ornegi

Bu 6rnek iginde M,, grubu iginde alinan M,;, A.2.2, 3*:2S, ve 2'+4:S,

gruplarinin rank-4 oOrnegi i¢in incidence relation S, S,

o M, Ny, g, di; ved

i ij IN
degerleri hesaplanilacak en son olarak bulunan bu degerlerle ilgili diyagram

olusturulacaktir.

Bu alt gruplarin yapist incelensin ve aralarindaki iliski bagintisi olusturulsun.

M,, Mathieu grubunun bir nokta sabitleyen grubu M, alt grubu, iki nokta
sabitleyen grubu A.2.2 alt grubu, ii¢ nokta sabitleyen grubu 3°:2S, alt grubu ve dort

nokta sabitleyen grubu 2' +4:S, alt grubudur.
Yani ;
M,, =stab,, {x}— tip 1,
As-2.2=stab,, {x,x,} — tip 2,
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3%:25, =stab,, {x,%, %} — tip3,
2'+4:S, =staby,_{¥,%,X%,%}—> tip4.

Simdi ise iligski bagintisi olusturulsun. Bu baginti, daha dnceki 6rneklerde oldugu

gibi icerme islemi olarak alinsin. Yani;

{6 {0 X XX, X} S {X0 %0, X, X, | (6.4)

Simdi ise bu bagintiya bagh kalarak farkli tipteki bayrak kiimeleri olusturulsun ve

tipleri belirlensin.

Fl

{x}— tip1,
F,={X.%}—>tip2,
P ={X, %, %} — tip 3,

Fy = {X, %, X, %, } — tip 4,

Fo ={{x}.{%%}} > tip 12,

T
Il

= (%) % x> tip 13,

Foo ={{x} (%06, %} - tip 1,4,

Foo = {{% %} {X % %} = tip 2.3,

Fou = {{% %}, (%%, X0, %, 1} = tip 2.4,

P = {0 %} 1% %%, %, | — tip 3.4,

Foo = {00} D0} (X060, % 1 = tip 1,23,
Fizo =100} D000 ) (X0 %00 %%, — tip 1,24,

Fuas =100 X0 %0 X} {0 %0 XX, 1 | > tip 1,34,
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oo = {061 {0 %, X 11 { X0 X5, X5, X, H = ip 2,34,

F2aa :{{X1}’{X1’X2}’{X11X21X3},{X11X2,X3,X4}} — tip 1,2,3,4.

Simdi ise iliski bagintisina gore bu bayrak kiimelerinin rezidiileri olusturulur ve

tipleri belirlenir.

Te,,, =%} {0} - tin 1,
T, =%} %} - tip 2,
Fe,, ={10 %%} (4,6, %} - tip 3,
T = {060 %0 5 X} 060 X0 X F s (X0 X0 0, X, 1} > tiD 4,
T, ={0h (b (b Do b st D6 6 — tip 1.2,
T, = 1000 D {0 X b DX X {0 X 0 X X | | > tip 23,

=06 % X F {0 X X b e {0 X X b (X0 X X X} {0 X X X
(X0 X X Xig b oo (X0 X X0 Xi2 } o 20 X X1, X

seklinde olan rezidii kiimesinin tipi 3,4 tiir.

Simdi bu rezidii kiimelerinden yararlanarak s;, s,, S; ve S, hesaplansin. Esitlik

(4.2)’ye gore bu degerler agagidaki gibi hesaplanir;

~1=2-1=1,

~1=2-1=1,

Fl,3,4

s, = |-1=2-1=1,

F1‘2,4

~1=9-1=8.

F2s

Dolayisiyla s, =1, s, =1, s, =1 ve s, =8 olarak hesaplanir.
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Simdi ise n;, n,, N, ve n, degerlerini hesaplayalim.
tipi 1 olan varyetelerin sayisi,

IM,,| 95040 1

"My T 7920

tipi 2 olan varyetelerin sayisi,

= | [M,,| _ 95040 _ 66
A-2.2] 1440

tipi 3 olan varyetelerin sayis,

_[My,| 95040

M Tlios,| 4s2 220,

tipi 4 olan varyetelerin sayisi,

IM;,| 95040

: = = 495,
2t +4:s,| 192

4

Boylece n, =12, n, =66, n, =220 ve n, =495 olarak hesaplanir.

Simdi de g,,, d;, ve d,, degerleri hesaplansin. Bu degerleri hesaplamak igin

['¢  kullanilir. Swrastyla g,,, d,, ve d,; degerlerine ait grafikler asagidaki gibidir.

6
=—=3 olur.
0.2 5



d,, =3 olarak hesaplanur.

d,, =3 olur.
Boylece g,, =3, d,, =3 ve d,, =3 olarak hesaplanir.

Simdi ise bu diyagrammn ¢,,, d,; Ve d,, degerleri hesaplansin. Bunun i¢in tipi

2,3 olan I'c ~rezidi kiimesi ele alirsak, g,, eleman: iliski bagintisina gore grafik

olusturulursa, bu grafik;

VR %)
X1X3X
—“\% xlxz,x

seklinde olur. Buna gore g, , = g = 3 olarak hesaplanir.

d, , degeri ile iliskili grafik asagidaki gibidir.
{0}
%% %,

Buna gore d,, =3 olarak hesaplanur.

d,, ile iliskili grafik asagida verilmistir.

%6} ——>

e

(X, %, %, } —> ,x4}



Dolaysiyla d;, =3 olarak hesaplanir.
Boylece g,, =3, d,, =3 ve d,, =3 olarak bulunur.

Son olarak g,,, d;, Ve d,; degerleri hesaplansin. Bunun i¢in tipi 3,4 olan I'¢

rezidii kiimesi kullanilarak sirasiyla g,,, d,, ve d,, degerlerine ait grafikler asagida

verilmistir.

X1 XZ’X H X1 Xza
Xl X27X X1 Xz;
{ X0 %5, X } —“% { X0 %5 X

O34 = g =3 olarak hesaplanir.

{Xilxzixs}% {X1’X21X31X4}
D0 X f =2 { X, %00 X, X6 |

A\

d;, =3 olur.

1X0 % X, X, |
1% %, %, X |
{X1llex4

’XZ’XS}

%N

d,; =4 olmaktadur.
Boylece g,, =3, d;, =3 ve d,; =4 olarak hesaplanur.

Bulunan tiim degerler asagidaki diyagramda gosterilmistir
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1 2 3 4
3
O O 3 o—33 4 5
1 1 1 8
12 66 220 495
My, A-2.2 3?:28, 2'+4:8,

Sekil 6.4. M, grubunun M, A.2.2, 3 125, ve 2" +4: S, alt gruplarindan olusan rank-4

diyagrami
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7. M,, ve M,, iCIN GEOMETRILER
7.1.M,, Mathieu Grubu I¢in Rank-2 Geometrisi

Bu ornek iginde M, grubu i¢in bir rank-2 geometrisinin insas1 bu diyagram

icindeki degerlerin hesaplanmasi detayl bir sekilde verilecektir (Buekenhout ve Dehon,

1996).

M,, grubu iginde alman M,, ve M,:2 maksimal alt gruplarinin rank-2

geometrisi asagidaki gibi olusturulacaktir. Bunun i¢in bu maksimal alt gruplarin yapilari

incelenerek incidence relation olusturulacak ve sirasiyla s;, S M

B PP A diyj ve dj'i

degerleri hesaplanarak, bu degerlerle ilgili diyagram verilecektir.

Bunun i¢in ilk olarak maksimal alt gruplarin yapilari incelensin ve iliski bagintisi

tanimlansin.
M,, = stab,, {x}— tip1,
M, :2=stab,, {x,X%,}— tip 2.

Buna gore iliski bagintis1 asagidaki gibidir.

{x} = {x. %} (7.1)

Simdi bu iliski bagintisina bagl kalacak sekilde bayrak kiimeleri olusturulsun ve

tipleri belirlensin.
F={x}—tipl,
F,={X,%}— tip2,

Fo={{x} {x.%}} > tip1,2.

Simdi bu bayrak kiimelerine karsilik iliski bagintisina gore rezidii kiimeleri

olusturulsun ve tipleri belirlensin.

Te = {00} (%0 X (X0 X0 || > tip 2,
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T =14} %)) > tipd,

Te, = {000 F oo 00} {0 X 1 %0 X} e 060 X0} {00 X L > tip 1,22

Yukaridaki belirlenen rezidiilerden faydalanarak iliski geometrisinin diyagraminin

S, Ny, 0;; ve d,; degerleri hesaplansin.

[k olarak s, ve s, hesaplansin. Esitlik (4.2)’e gére bu degerler asagidaki gibi
hesaplanir;

5,=|0y|-1=2-1=1,
s, =|l|-1=10-1=9.
Dolayisiyla s, =1 ve s, =9 olarak hesaplanir.

Simdi n, ve n, hesaplansin. Bu degerler esitlik (4.6)’ya gore asagidaki gibidir;

. _ My _7920_ .,
toM| 7200 T

oo My 7920
? M2 144

O halde n, =11 ve n, =55 olur.

Simdi ise g,,, d,, ve d,;, degerleri hesaplansin. Bu degerleri hesaplamak i¢in

daha 6nce belirledigimiz tipi 1,2 olan I'; = rezidi kiimesi kullamlir.

O halde, bu kiimenin elemanlar1 kullanilarak olusturulacak iliski grafigi asagidaki
gibidir.

R %
1% ] { X % }
) == {x,%}
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91,222231
e SRE
%} —=> {%.x}
d1,2=3’

d,, =4 olarak hesaplanur.

Gereken tiim degerler hesaplandiktan sonra M,; grubunun M,, veM,

maksimal alt gruplart ile ilgili rank-2 geometrisinin diyagrami asagidaki gibidir.

1 3 3 4 2
O O
1 9
11 55
My, M,:2

Sekil 7.1. M, grubunun M, ve My:2 maksimal alt gruplarindan olusan rank-2

geometrisinin diyagrami

7.2. M,, Mathieu Grubu I¢in Rank-5 Geometrisi

Bu 6rnek i¢inde, M,, icin verilen rank-5 geometrisinin diyagraminin detayl bir
sekilde incelemesi yapilmistir. (Buekenhout, 1982)

M,, grubu icinde alman M, M,;..2, My:S;, M;:S, ve S; alt gruplarinin

olusturdugu rank-5 geometrisi incelenecektir. Bunun i¢in bu alt gruplarin yapist
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incelenerek, incidence relation, s, s;, n;, n;, g,;, d;; ve d,;; degerleri hesaplamlacak

bulunan bu degerlerle ilgili geometri diyagrami olusturulacaktir.

X ={X,%,,.... %,} Uzerinde tanimli M,, grubunu i¢inde bir nokta sabitleyeni
M,,, iki nokta sabitleyeni M,;.2, ii¢ nokta sabitleyeni M, :S,, dort nokta sabitleyeni
M, :S, ve blok sabitleyeni S, alt grubudur. O halde bu alt gruplar asagidaki gibi

yazmak miimkiindiir. X, X,, X;, X, € X olmak iizere,

M,, =stab,, {x,},
M,,.2 = staby,{X,X,},

M, : S, =staby,{X,%,, X},
M, 1S, =stab, {X,%, X, X,},
S, =B.

X ={X,%,,....%,} kiimesinin her bir 5 elemanl: alt kiimesi bir tek blok iginde

ihtiva ediliyor ve bu B bloklariin her birinde 6 eleman vardir. B bloklari 8(5,6,12)

Steiner sistemine gore hesaplanir.
Simdi bu alt gruplarin sabitledigi noktalara gore tipler belirlensin.

M,, — tip 1,

M,,.2 —> tip 2,

M,:S; > tip 3,

Mg:S, — tip 4,

S; — tip 5.

Simdi ise iligki bagintist olusturulsun.

06} S {30 % F {6, %, X} {0, %, %, %, } < B (7.2)
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Yukarida belirtilen iliski bagintisina bagli kalarak farkli tipteki bayrak kiimeleri

olusturulsun ve tipleri belirlensin.
F={x}—>tipl,
F, ={X,%} > tip 2,
F ={X,%,, %} = tip 3,
F, ={X, %, X, X, } — tip 4,
Fy =X, X, %, Xy, %, X5} = tip 5,
Foa = {00 % ) {0 % %, ) — tip 1,23,
Fos = {001 00061 {06 X, X0 X, X6 1 — tip 1,25,
Foas = {00 10 %00 X0 X, 1 { X0 X0 X3 X0 X, X5 1| —> tip 1,4,5,
Fras = {100 % X1 {200 % %} {40, %5, 0,6, %, | > tip 3.4.5,
Frose =100 (%0060 {306 (%0 %6, X, | = tip 1,2,3.4,
Foas = {00 {0061 D0 X (X050, %, X6, X 1 | = tiD 1,2,35,
Fuaas = {0000 %) {000 0 X {0 %00 XX, X, Xg | —> tip 1,2,45,
Frass = 1000 0000006} 1000 X0} {0 X0 X0 X056, X | > 1D 1,3,4.5,

Foaas = {100 1 {60 %006 1 X0 X0 Xa X} 0 X0 X5 X, X, X} > 1ip 2,3,4,5.

Bu bayrak kiimelerine karsilik iligki bagintisina bagli kalarak bayrak kiimeleri

olusturulsun ve tipleri belirlensin.

Le s :{{Xl}’{xz}} —>tip1,
r':1,3,4‘5 - {{Xl’XZ}’{XPXs}} — tip 2,
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Te,.. = {{% %0 %} {%, %, X, }} = tip 3,

Te = {00 %0 X0 X b {0 X0 X0 X6 o {0 X, X5, %6} = tiD 4,

Te ={{xl,xz,xs,x4,x5,x6},{><1,x2,xg,x4,x7,x8},{x1,x2,x3,x4,x9,x10}
{0 X0 X5, X4, X3, X, 1 —> tiD 5,

T, ={0ah Db Dah e b Db (606 1 > tip 1.2,

T =000 0 0 X b 060 X0 X6 1 {06, % 1o X0 X6, %, — i 2,3,

T =100 6 {06 X b 10 X0 X F 060 %0 X6 {0 0 X X} {0 X005, X5}
{xl,xz,x3,xﬁ},{xl,xz,x4,xs},{x1,xz,x4,x6},{x1,x2,x5,x6},} — tip 3,4,

T ={{xl,xz,xg,x4},{><1,xz,xs,XS},...,{x1,xz,x3,xlz},{xl,xz,xs,x4,x5,x6},
105X X027 %6 §2 00 X0 X0 X X X0 40 X0 X3 X Xa1 X
{00062, 3, X § {0 X, X, X6, X X410 20 X35 X6 X100 Yoo

(X0 X X X X X0} {00 X X X X X b {00 X0 X, Xy X9, X, | —> 1D 4,5.

Simdi bu rezidii kiimelerinden yararlanarak s, s,, S,, S, ve s, hesaplansin. Bu

degerler asagidaki gibi hesaplanir.

~1=2-1=1,

s, = |-1=2-1=1,

Fisas

~1=2-1=1,

F1,2 45

s, = |-1=3-1=2,

F1‘2,3,5

~1=4-1=3.

Fiasa
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Dolayisiyla =1, s, =1, s, =1, s, =2 ve s, =3 olarak hesaplanir.
Simdi ise n;, n,, N, ve n, degerlerini hesaplayalim.

o _IMy| 95040,
to My 7920

o IM,,| _ 95040 _ .
2 M2 1440

n, = M, | =9504o=2201
IMg:S,| 432

= M, | :950402495,
IMg:S,| 192

n =|M12|=M=132

S S /10 '

Boylece n, =12, n, =66, n, =220, n, =495 ve n, =132 olarak hesaplanur.

Simdi de g¢,,, d;, ve d,;, degerleri hesaplansmn. Bu degerleri hesaplamak i¢in

I'c . kullamlir. Sirasiyla g,,, d;, ve d,; degerlerine ait grafikler asagidaki gibidir.

o (oxd
{%.} . {Xz0 % |
D6} == {xux}

=3 olur.

0,, =

d, , =3 olarak hesaplanir.



Xo%f ——=> (x,)
o % == {x,}

d,, =3 olur.
Boylece ¢,, =3, d;, =3 ve d,, =3 olarak hesaplanur.

Simdi ise bu diyagramin ¢,,, d,, Vve d,, degerleri hesaplansin. Bunun igin tipi
2,3 olan I'g = rezidi kiimesi ele alirsak, g,, elemam iliski bagintisina gore grafik

olusturulursa, bu grafik;

IR %% %)
X X %, |
—“% (X, %5, X, }
6
923_5_3’
{mez}? {Xl X2,X3}
{)(1,X3} > {X1’X3'X4}
d,; =3,

d,, =3 olarak bulunur.

Béylece g,, =3, d,, =3 ve d,, =3 olarak bulunur.
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Aym sekilde g¢,,, d;, Ve d,, degerleri hesaplansin. Bunun igin tipi 3,4 olan
Iy rezidi kimesi kullanilir ve sirasiyla g,,, d;, ve d,; degerlerine ait grafikler

asagida verilmistir.

{Xl,XZ,X3}1% {)(1,X2,X3,X4}
{X1’X2’X4}§ X4 %50 X X |
{Xi’xz’xs} > {Xl’XZ’X?:’XS}

O34 = g = 3 olarak hesaplanir.

{Xl’xz'x3}% {)(1,X2,X3,X4}
bt s ()

A\

d,, =3 olur.
{X1!X21X3!X4} 7 {vaz’xa}
X0, %, %} 7 {X0%, %
{02, %, %}

d,, =4 olarak hesaplanur..
Boylece ¢,,=3, d,, =3 ve d,, =4 olarak hesaplanir.

Son olarak g,,, d,s Ve dg, degerleri hesaplansin. Bunun igin tipi 4,5 olan Ie .
rezidii kiimesi kullamlir ve sirastyla g,,, d,; Ve dg, degerlerine ait grafikler asagida
verilmistir.

X1 X0 Xg, X, | 7> )<1,x2,x3,x4,x5,x6}
X% % {0 %00 X %, X0 % §
X, Xy, Xg0 X, J% (X0 Xo1 Xgs Xgs X7, X5 }

O45 = g =3 olarak hesaplanir.



d,s =3 olur.

d, =4 olmaktadir.

Xis Xa Xar Xy, X X |

)(1’X2’X3’X5’X7’X9}

DX x ) ——> {
}é/é {

X0 %, %, %

{Xl,xvxs,xlxs,xe}7 X0 X, X, Xy}
{X1’X21X3vx4’x7’xs} 7 {Xl’ X51 X3 X7}
(X0 X X, X, X5 X0}

Boylece g,; =3, d,; =3 ve d; , =4 olarak hesaplanur.

Bulunan tiim degerler asagidaki diyagramda gosterilmistir.

(1) &3 S 334 2% 334 )
1 1 1 8 3
12 66 220 495 132
M, M,,-2 M,:S, M, :S, Se

Sekil 7.2. |\/|12 grubunun Mll, M10-2’ MQZSS, |\/|8Z54 ve Se alt gruplarindan olusan

rank-5 geometri diyagrami
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8. TARTISMA ve SONUC

Sonlu ve basit gruplarin geometrik incelenmesi, sonlu grup teorisinde calisilan
onemli konulardan biridir. Bu tezde, Mathieu gruplarinin degisik ranklara sahip
geometrileri ¢alisilmistir. Bu ¢alismalarda Mathieu gruplarinin alt gruplar1 ve maksimal
alt gruplarindan yararlanilmistir. Bu tezde, Mathieu gruplarinin nasil insa edildigi
aciklanmis ve ispatlanmustir. Incidence geometri kavrami aciklanmis ve bu kavram,
Tetrahedralin geometrisi olusturularak pekistirilmistir. My; ve My, Mathieu gruplarmin
maksimal alt gruplarindan faydalanarak degisik ranklara sahip geometriler
incelenmistir. Daha Once bilgisayar ortaminda hesaplanmis ve ilgili yayimnlarda sonug
seklinde verilmis olan bu ¢alismadaki sonuglarin nasil elde edildigi ayrintili olarak ele
alinmistir. Bu tezden hareketle, Mathieu gruplarindan My, My ve M, gibi daha

yiiksek mertebeli gruplarin geometrileri lizerinde ¢aligmalar yapilabilir.
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