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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

viii

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, yanda aciklamalar1 verilmek tizere

asagida listelenmistir.

Simgeler

Kisaltmalar

H
[a, b]
<

<

1A

H = (X)

H = <a1,

Aciklama

Dogal sayilar kiimesi
Tamsayilar abel grubu
Rasyonel sayilar abel grubu
Reel sayilar abel grubu

Tiim asal sayilarin kiimesi
Priifer p-grup
Kesigim islemi

Birlesim iglemi

Aciklama

Grup (Hipergrup)

H grubunda a ve b elemanlarinin komiitatorii
Altgrup (Althipergrup) sembolii

Oz altgrup (Oz althipergrup) sembolii
Normal altgrup (althipergrup) sembolii

Oz normal altgrup (althipergrup) sembolii

H grubunun (hipergrubunun) birim elemani

Uretec kiimesi X olan H grubu (hipergrubu)

a, ..., ay € H elemanlar1 tarafindan sonlu iiretilmis

grup (hipergrup)



H = (a)
a~Ta
P*(T)
®(n)
Gor(9)
Cek(¥)
Oto(H)
Z(H)
N (T)
[H:T]

C.(a)

HI
0F (H)

G.(n, F)

ix

a € H elemani tarafindan iiretilen devirli grup (hipergrup)
T altgrubunun a ile eslenigi
T nin bostan farkli tiim alt kiimelerinin ailesi
Euler & fonksiyonu

Y fonksiyonunun goriintii kiimesi

Y (Giiglii) Homomorfizmasinin ¢ekirdegi

H grubunun otomorfizmalar grubu

H grubunun (hipergrubunun) merkezi

T nin K deki normallestiricisi

T nin H grubundaki (hipergrubundaki) indeksi
a elemaninin eslenik sinifi

T nin H deki 6zl

H nin komiitator altgrubu (althipergrubu)

H grubunun en kii¢iik normal p-faktoér grubu

Genel lineer grup



1. GIRIS

Bu calismadaki biitiin gruplar sonludur. H bir grup, A ve B, H nin altgruplar1 olmak iizere
H, A ve B nin direkt carpimi ise 0 zaman H ye A ve B carpanlarina ayrilmistir denir. Burada
A ve B birbirlerinin tiimleyeni olarak adlandirilir. H = AB grubundaki A ve B nin yapisi
hakkinda pek ¢ok calisma yapilmistir. Ornegin, 1955 yilinda Ito &nemli bir teorem
gelistirmistir. A ve B abel altgruplar ise H = AB nin komiitatoriiniin abel oldugunu
gostermistir. Bu tlirdeki en {inlii teorem abel gruplarin ¢oziilebilir olmas1 yardimiyla Kegel
ve Wielandt tarafindan kanitlanan A ve B gruplarinin ikisinin de nilpotent altgruplar olmasi
durumunda H = AB direkt ¢arpiminin ¢oziilebilir olmasi teoremidir. Sayet A ve B siiper
coziilebilir normal altgruplar ise H = AB ¢oziilebilir grup olmayabilir. A ve B siiper
coziilebilir altgruplar olmak iizere A nin her altgrubu B nin biitiin altgruplar ile permiite
edilebilir, bir baska deyisle her A; < A ve B; < B i¢in A;B; = B{A; ise o zaman H = AB
grubunun siiper ¢ozilebilir oldugu gosterilmistir. Daha sonra 1992 yilinda Maier, siiper
coziilebilir gruplar sinifini da iceren 6nemli bir sonuca ulagmistir. Bu dogrultuda, Ballester-
Bolinches ve diger bazi aragtirmacilar sonlu gruplarin tam permiite edilebilir ve ortak
permiite edilebilir carpimlarini incelemisler ve sonunda 6nemli bulgulara ulasmislardir. Elde
edilen bulgular gelistirilerek; H bir grup ve A < H olmak lizere H nin H = AB ve AN B,
B de S-quasinormalse, yani B nin her Sylow P altgrubu i¢in (A N B)P = P(A N B) esitligini
saglayan bir B altgrubu varsa A ya H de SS-timlenmis altgrup adi verilmistir. Burada
B altgrubuna A nin H deki SS-tlimleyeni denir. Kegel tarafindan sunulan bu tanimdan sonra,
verilen bir grubun altgruplarinin bazi ek kosullara sahip olmasi1 durumunda grubun yapisinin
nasil degistigi ayrintili bir bigimde incelenmistir. Diger taraftan, H bir grup A < H olmak
tizere H = AB ve AN B = {e} olacak sekilde B < H varsa A ya H de tamlanmis altgrup
denir. Tamlanmis altgrup tanimini kullanarak, ¢dziilebilir gruplar i¢in temel teorem olan,
H grubunun ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul H nin her Sylow altgrubunun H de
tamlanmis oldugu kanitlanmistir. Son yillarda arastirmacilar, bazi altgruplarin C-tiimlenmis
olan sonlu p-nilpotent gruplari caligmislardir. Verilen bir grubun tamlanmis altgruplar

iizerindeki aragtirmalar devam etmektedir ve bununla ilgili pek ¢cok sonug elde edilmektedir.

2012 yilinda Guo ve Lu ¢alismalarinda, verilen bir H grubunun SS-tiimlenmis altgruplari ile
tamlanmig altgruplart ya da S-quasinormal altgruplart arasindaki bagintilarin

tanimlamiglardir. Daha sonra altgruplart SS-timlenmis olan sonlu gruplarin yapist



incelenerek bu yapinin uygulamalar iizerine deginilmistir. 1934 yilinda Marty tarafindan
hiperyapi, 6zellikle de hipergrup kavrami ortaya atilmistir. Hiperyapilarin ¢esitli bilimlerin
diger alanlarinda birgok uygulamasi vardir. Geometri, hipergraf, ikili bagintilar, kafesler,
bulanik kiimeler ve kaba kiimeler, kodlar, yapay zeka, olasilik v.b. alanlarda hiperyapilarin

uygulamalari ile ilgili bir¢ok kitap ve makale yayinlanmistir.

2022 yilinda Davvaz ve Leoreanu-Fotea tarafindan verilen tanimda H # @ bir kiime ve
P*(H), H nin bostan farkli tiim alt kiimelerinin bir ailesi olmak {izere o: H X H —» P*(H) bir
fonksiyon ise o ye H iizerinde bir hiperislem ve (H,o) ikilisine ise hipergrupoid adi verilir.
(H,0) bir hipergrupoid iken her a,b,c € H ig¢in ao(boc) = (aob)oc esitligi
saglaniyorsa, kisaca o, H lizerinde birlesmeli ise (H,o) ikilisine yar1 hipergrup adi verilir.
(H,o) bir hipergrupoid iken her x € H i¢in x o H = H o x = H esitligi saglaniyorsa (H,°)
ikilisine quasihipergrup denir. (H,e) hipergrupoidi hem yar1 hipergrup hem de
quasihipergrup ise (H,°) ye hipergrup adi verilir.

Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2022 yilinda yapmis olduklar1 ¢aligmalarinda hipergruplarda
homomorfizmalar1 ¢alismislardir. (H{,0) ve (H,,x) iki hipergrup ve f:H; — H, bir
fonksiyon olsun. H; in her x,y elemani igin f(xoy) S f(x) * f(y) saglaniyorsa f ye
hipergrup homomorfizmas1 adi verilir. Burada H; in keyfi x,y elemanlarn igin
flxoy)=f(x)*f(y) ise f ye giicli hipergrup homomorfizmasi adi verilir. Eger gii¢lii
hipergrup homomorfizmasi1 birebir ve Orten ise buna gii¢lii hipergrup izomorfizmasi adi
verilir. Aralarinda giiglii hipergrup izomorfizmasi olan H; ve H, hipergruplart igin

H, = H, gosterimi kullanilir.

Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2007 yilinda yayinlamis olduklar1 kaynak kitaplarinda kanonik
hipergrup kavramini tanimlamiglardir. Bostan farkli bir H kiimesi o hiperislemi ile birlikte

asagidaki aksiyomlar1 gercekliyor ise (H,o) ikilisine kanonik hipergrup denir.

(i) (H,o) bir yar hipergruptur, yani H,o hiperislemine gore birlesme Ozelligine sahiptir:

her x,y,z € H igin (x o y) o z = x o (y o z) esitligi saglanir.

(ii) H,o hiperislemine gore degisme 6zelligine sahiptir: her x,y € H igin x o y = y o x dir.



(iii) H nin e birim eleman1 mevcuttur: her x € H i¢in e o x = x o e = x olacak sekilde tek

bir e vardur.

(iv) o hiperislemine gore her elemanin tersi vardir ve tektir: her x € H igin, e € x o x 1

olacak sekilde x~! € H mevcut olup x~! elemanina x in tersi denir ve bu eleman tektiirlii
bigimde belirli olup e € x o x ™1 ile gosterilir.

(v) o hiperislemine gore tersinirlik 6zelligi saglanir: her x,y,z € H igin z € x o y iken

lozvex € zoy 1dir

Yy Ex”
Hiperyapilarla ilgili diger temel kavramlar ve tanimlar ic¢in (Corsini, 1993), (Davvaz ve
Leoreanu-Fotea, 2007), (Freni, 2004 — Freni, 1991) ve (Shojaei ve Ameri, 2015) kaynaklari

incelenebilir.

Bu caligmada hipergrup teorisinin birtakim cebirsel kavramlari incelenmistir. Hipergruplarin
ozel bir smifi olarak ¢alisilan sonlu kanonik hipergruplarda, SS-tiimlenmis althipergrup

kavrami abel gruplarda SS-tlimlenmis altgruplarin bir genellemesi olarak ¢alisilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

Bu boliimde c¢alismamizin 6ziinde kullanilan tanim, teorem ve bazi Onermelere yer

verilmistir.

2.1. Abel Gruplar ve Ozellikleri

2.1.1. Tanim H bostan farkli bir kiime olmak iizere * : H X H — H fonksiyonuna H kiimesi
tizerinde ikili islem ve (a,b) sirali ikilisinin goriintiisii olan a * b elemanina a ile b
elemanlarinin ¢arpimi, benzer sekilde * ikili islemi toplama + iglemi ise, a + b elemanina
a ve b elemanlarinin toplam1 denir. Bu durumda (H,x) ikilisi cebirsel yapi olarak

adlandirilir. Simdi verilen bir (H,*) cebirsel yapisinin temel 6zelliklerini tanimlayalim.

Birlesme Ozelligi: Her a, b,c € H igin a * (b * ¢) = (a * b) = c esitligi gercekleniyor ise,
* ikili islemi H kiimesinde birlesme 6zelligini sagliyor denir. Birlesme 6zelligi sayesinde

* ikili islemiyle sonlu tane eleman siray1 bozmadan igleme tabi tutulabilir.

Birim Eleman Ozelligi: e € H olmak iizere her a € H i¢in e*a = a*e = a ise, * ikili

islemi H kiimesinde birim eleman 6zelligini sagliyor denir.

e € H varsa tek tiirliidiir: e; * a = a ve a * e, = a olsun. Bu takdirde verilen esitlikler her
a € H i¢in gegerli oldugundan 6zel olarak e,, e; € H i¢inde gegerli olup sirasiyla yukaridaki
esitlikler yerine yazilirsa e, xe; = e; xe, =e, ve e; xe, = e, xe; =eq olup e; = e,

esitligi elde edilir. e elemanina H nin * ikili islemine gore birim eleman1 ad1 verilir.

Ters Eleman Ozelligi: e € H birim eleman olmak iizere a € H icina * b = b * a = e olacak
sekilde b € H varsa, a ya ters elemana sahiptir denir. H nin her eleman ters elemana sahipse
* ikili iglemi H de ters eleman 6zelligini sagliyor denir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen,

2021).

2.1.2. Tamim (H,*) cebirsel yap1 olsun. * ikili islemi H kiimesinde birlesme, birim eleman

ve ters eleman Ozelliklerini sagliyorsa (H,*) ikilisine grup denir.



Bu calismada, giris kisminda bahsedilen ve orneklerini de c¢ogaltabilecegimiz bilinen
cebirsel yapilardaki ikili iglemler disinda kalan ve islemin sembolik olarak kullanildigi
durumlarda * notasyonu yerine ¢arpma notasyonu kullanilacaktir. Bu durumda H ile (H,*)
cebirsel yapisi i¢in ab ile a * b elemani kastedilecektir. H grup ve T, H nin bostan farkl1 alt
kiimesi olsun. T kiimesi H grubundaki isleme gore grup ise, T ye H grubunun altgrubu denir
ve T < H ile gosterilir. H grubunda {e} ve H grubunun kendisi altgruplardir. {e} altgrubuna
asikar altgrup veya asikar grup denir. H nin kendisinden farkli altgruplarina 6z altgrup adi
verilir ve T, H grubunun bir 6z altgrubu ise T < H ile gosterilir (Nisanc1 Tiirkmen ve

Tiirkmen, 2021).

2.1.3. Tanim H grubunun birim eleman 6zelligini saglayan e € H elemanina grubun birimi

denir (Nisanc1 Tirkmen ve Tirkmen, 2021).

2.1.4. Teorem H grup ve a € H olsun. Bu takdirde ab = ba = e olacak sekilde bir tek
b € H vardir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

Kamit. b,b' €H ig¢in ab=ba=e ve ab’'=b'a=e esitlikleri saglansin. Buradan

b = be = b(ab") = (ba)b’ = eb’ = b olup b elemant tek tiirliidiir. |

2.1.5. Tanim H grup ve a € H olsun. Ters eleman 6zelligini saglayan tek tiirlii olarak belirli
olan b € H elemanina a elemaninin tersi denir ve b = a1 ile gdsterilir. H grubunun ikili

islemi + ise, a elemaninin tersi — a ile gosterilir (Nisanci Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.1.6. Teorem H grup olsun. Bu takdirde her a € H i¢in (a™ 1)~ = a dir (Nisanc1 Tiirkmen
ve Tirkmen, 2021).

Kanit. a € H olsun. H grup oldugundan aa™! = a™a = e olacak sekilde a™! € H vardur.
Benzer sekilde a '€ H ve her elemamn tersinin tek tiirliliigii kullanlarak

a l(a )™ = (@) ta! = eesitliginden (a™1)~! = a bulunur. O

2.1.7. Tanmim H grup olsun. Her a,b € H i¢in ab = ba ise, H ye de8ismeli grup veya abel
grup denir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).



2.1.8. Uyar1 A ve B iki kiime olsun. A dan B ye tanimli bire-bir ve orten bir fonksiyon var
ise, A ve B kiimelerine esgli¢liidiir denir. A kiimesinin esgii¢lii oldugu tiim kiimelerin sinifina

A kiimesinin kardinal sayis1 veya kardinalitesi denir ve |A| ile gosterilir.

0 < n € Z olmak iizere n = 0 iken I, = @ ve n > 0 iken I,, = {1,2, ..., n} sonlu kiimesinin
kardinal sayis1 |I,,| = n yazilir. Bir A kiimesi I,, ile esgii¢lii ise, A ya sonlu kiime denir ve
|A| = |I,,| oldugundan A kiimesinin kardinal sayisi |A| = n dir. Dolayisiyla sonlu elemanli
bir kiimenin kardinal sayis1 verilen kiimenin eleman sayisidir. A kiimesi sonlu degil ise,
|A| kardinal sayis1 sonsuzdur.

H grup olsun. |H| kardinal sayisina H grubunun mertebesi denir (Nisanci Tiirkmen ve

Tiirkmen, 2021).

1< n €Z olmak iizere (Z,,+) cebirsel yapisi, birimi 0 ve m € Z, elemaninin tersi
=m olan n. mertebeden abel grubudur. Benzer sekilde (Z3, .) cebirsel yapisi, birimi 1 ve
=m € Z}, elemaninin tersi ma + nb = 1 esitligini saglayan a tamsayisi i¢in 0 # a € Zj,

olan ®(n). mertebeden abel grubudur (Nisanci Tirkmen ve Tirkmen, 2021).

Herhangi bir bostan farkli kiime kullanilarak grup yapisi kurulabilir. X bostan farkli bir kiime
olmak iizere Sy, X deki tiim permiitasyonlarin kiimesi olsun. Iy birim fonksiyonu bire-bir ve
orten oldugundan Iy € Sy olup Sy # @ dir. Sy iizerinde islem olarak fonksiyonlarin
bileskesini alalim. a, § € Sy olmak iizere a o 5, X de bire-bir ve 6rten fonksiyon oldugundan
a o § € Sy dir. Bileske o islemi Sy kiimesinde birlesme 6zelligine sahiptir ve her ¢ € Sy i¢in
aoa l=a loa=1I; olacak sekilde bir tek a~! € Sy vardir. Sonug olarak, (S, °)
gruptur. Bu gruba X kiimesinin simetrik grubu denir. X, n elemanl sonlu bir kiime olsun.
Bu takdirde X ile esgiiclii olacak sekilde I, = {1,2,...,n} kiimesi vardir. Bu esgiicliiliik
yardimiyla X yerine I,, de calismak daha kolay olacaktir. Bu durumda Sy goOsterimi yerine

S, gosterimi kullanilir. Ayrica kolaylik agisindan o bileske notasyonu i¢in ¢arpma notasyonu

kullanilir.

Sp grubunun eleman sayisini karakterize edelim. I,, = {1,2,...,n} ve a € S, keyfi bir
permiitasyon olsun. Buradan a(1) elemani 1,2, ..., n elemanlarindan birine esittir ve n farkl

secim yapilabilir. Benzer sekilde a(2) elemani ig¢in (n — 1) farkli se¢im yapilabilir ve bu



sekilde devam edilirse a permiitasyonu n(n — 1)(n — 2) ... 2.1 farkli yolla segilebilir. Sonug

olarak |S, | = n! dir.

n =1 i¢in S, simetrik grubunun birim eleman: e, ile gosterilir. © € S,, permiitasyonu

verilsin. Her bir i €I, elemanmmin m altindaki goriintiisi m(i) olmak {izere

T = {(l,n(l)), (2,n(2)),...,(n,n(n))} olup bu gosterim yerine ™ = (7‘[21) n(zz) :::nz‘n))

gosterimi kullanilir. Ornegin, n =4 ve w € S, i¢in (1) =2, w(2) =4, w(3) =3 ve

1234

243 1) seklindedir. Dolayisiyla

m(4) = 1 olmak iizere 7 permiitasyonunun gosterimi 7 = (
en = 1; Z) oldugu agiktir. Permiitasyon gosterimini biraz kolaylastiralim. € S,, olsun.
Her a € [\{iy, i3, ..., iy} i¢sinm(a) =avej=12,...,.k—1igin iy > w(iy) =i, > -
n(i]-_l) =i - n(ij) = ij4; = - > m(iy) = iy ise (k tane elemanin verilen siraya gore
yerini degistiren ve diger elemanlar1 sabit birakan), m permiitasyonuna k-dongii veya
dairesel permiitasyon denir ve 7 = (iyip ...1g) = (ijij4q .- iy - [j—1) seklinde gosterilir.

7 = (iyip ... 10;) dongiisiiniin tersinin =1

= (ijlg—q .- 11) dOngisii oldugu agiktir. Eger
k —dongii icin kK = 2 ise (sadece iki elemanin yerini degistirirken digerlerini sabitleyen
dongii), bu 2-dongiiye transpozisyon adi verilir. a = (i;i,) € S,, transpozisyonu igin
aa = (i,i,)(i;i,) = e, olup herhangi bir transpoziyonunun tersi kendisidir. Ayrica
T = (iqip ... i) = (i) (i1ig—1) ... (i1iz) oldugundan her dongii transpoziyonlarinin

carpimi olarak yazilabilir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.1.9. Teorem (Sadelestirme Ozelligi) H grup olsun. a,b,c € H i¢in ac = bc veya

ca = cb ise a = b dir (Nisanc1 Tirkmen ve Tirkmen, 2021).

Kanit. a,b,c € H i¢gin ac = bc olsun. c elemaninin tersi mevcut oldugundan ac = bc

esitligin her iki tarafi c ™1 € H ile carpilirsa (ac)c™! = (bc)c™ ! olup a = b elde edilir. O

H grubunun birim elemani altgruplarinin da birim elemanidir, gosterelim. T < H olsun.
er €T birim eleman olmak {izere erer = er = ere olup H grubundaki sadelestirme
ozelliginden er = e dir. Benzer sekilde H grubundaki bir elemanin tersinin tek olarak belirli

olmasindan dolay1r a € T elemaninin T deki tersi H grubundaki tersidir.



2.1.10. Tanim H grup olmak iizere a € H elemaniyla ayni mertebeye sahip baska bir
eleman1 karakterize edelim. x € H olsun. a ile b = x~ax elemanmin ayn1 mertebeye sahip

oldugunu gosterelim. n € Z* i¢in

b" = (xtax)(x tax) ...(x lax) (1)
= (x o) (xx Halxx Ha ... (xx Hax
= x"laeae ...ax

=x"laa..ax

olup a™ = e iken b™ = e ve tersine olarak b™ = e iken a" = e dir. Dolayisiyla a ile x € H
olmak iizere x lax elemanmin mertebesi esittir. H grubunda x lax elemaninaa ile
esleniktir denir. Dolayisiyla a ve b elemanlarinin eslenik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
b = x lax olacak sekilde x € H mevcut olmasidir. H abel grup ise, her x € H igin
b = xYax = x xa = a olup herhangi bir a € H elemaninin eslenigi sadece kendisidir.
a € H elemani ile eslenik olan tiim elemanlar a ile ayni mertebeye sahiptir. Fakat ayni
mertebeye sahip iki eleman eslenik olmak zorunda degildir. Ornegin, a = (1,0),
b=(0,1) €Z, D7Z, mertebesi 2 dir fakat Z, P Z, abel grubunda eslenik degildir.
H grubunda a ~ b & a ile b esleniktir ile tanimli ~ bagmtist denklik bagintisidir.
a elemamnin denklik smifina a nin eslenik smifi denir ve C,(a) = {x lax|x € H} ile
gosterilir. e birim elemaninin eslenik sinifi kendisidir. H abel grup ise, her elemanin eslenik
siifinin ~ kendisi  oldugu agiktir. Her x€H i¢in a=x"lax ise, yani
C.(a) = {x tax|x € H} = {a} ise, a ya merkez eleman denir. H grubunun tiim merkez
elemanlarinin kiimesi Z (H) ile gosterilir. Z(H) ye H grubunun merkezi adi verilir. e birim
elemaninin eslenik sinifi {e} oldugundan e € Z(H) dir. H = Z(H) olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul H nin abel grubu olmasidir.

a € H elemaninin eslenigi yalnizca kendisi olacak sekildeki H grubunun elemanlarmin
kiimesi Cy(a) = {x € H|a = x lax} ile gésterelim. e,a € Cy(a) olup Cy(a) # @ dir.
a € Z(H) olmasi igin gerek ve yeter kosulun Cy(a) = H olmasi oldugu agiktir. Bu yiizden

Cy(a) kiimesine a elemaninin merkezlestiricisi denir (Nisanci Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).



2.1.11. Teorem H bir grup ve @ # T S H olsun. T < H olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her

a,b € Ti¢inab™! € T olmasidir (Nisanci Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

Kamit. ()T < H oldugundan her a,b € T i¢in ab € T ve b~ € T dir. Burada b yerine

b~1 alinirsa, ab™?! € T oldugu goriiliir.

(&) T # @ oldugundan bir a € T vardir ve hipotez geregi aa™! = e € T dir. Buradan her
beT igin b'=eb ' €T olup T kiimesindeki her elemanin H grubundaki tersi
T kiimesinin bir elemanidir. Boylece her a,b € Tigina,b ' € Tolupab =a(b )"t €T
dir. Sonu¢ olarak H grubundaki ikili islem T de kapalidir. Her a,b,c €T S H igin
(ab)c = a(bc) oldugu agiktir. Dolayisiyla T < H dir. m

2.1.12. Onerme {T;};c;, H grubunun altgruplarmn ailesi ise N;e; T; < H dir (Nisanci

Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

Kanit. Her i € 1 i¢in T; < H oldugundan e € T; olup Ni¢; T; # @ dir. a, b € N;¢; T; verilsin.
Bu takdirde her i € I igin a, b € T; dir ve buradan ab™! € T; dir. Her i € I i¢in ab™! € T;

oldugundan ab™! € N;¢; T; elde edilir. O

2.1.13. Tanom H grup ve X € H olsun. H grubunda X 1 kapsayan tiim altgruplarin
arakesitine X alt kiimesiyle {iiretilen altgrup denir ve (X) ile gosterilir. Burada X kiimesine
(X) grubunun iirete¢ kiimesi adi verilir. X = @ ise, H de bos kiimeyi tiim altgruplar

kapsadigindan (X) = {e} oldugu agiktir (Nisanci Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.1.14. Teorem H grubunun bostan farkli bir alt kiimesi X olsun. Bu takdirde
Xy ={x]'x5? xy" |x; €X,e;=F1, 1<i<n n€Z"} dir (Nisanct Tiirkmen ve

Tiirkmen, 2021).

Kamt. A = {x{*x52 .x;" | x; €X,e; =F1, 1<i<n, ne€Z'} olsun. X # @ oldugu

icin A# @ dir. x=x{'%2..x", y= yldlyzd2 ...y,‘:lm € A keyfi elemanlar1 ig¢in

_dm—l _dl

xy~t = x{1x;? ...xfl”y,;dmym_l ..y, €Aolup A<H elde edilir. A = (X) oldugunu

gosterelim. a € A keyfi eleman i¢in a = xflxsz .. X" olacak sekilde x; € X ve ¢; = +1
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mevcuttur. a € (X) olup A € (X) elde edilir. Her x € X i¢inx = x1 € A olup X € A dir ve
buradan (X) € A dir. Boylece A = (X) esitligi elde edilir. O

2.1.15. Tanim H grup olmak iizere X ve Y, H nin bostan farkli alt kiimeleri olsun.
XY ={xy | x € X ve y € Y} kiimesine X ile Y kiimelerinin ¢arpimi denir. H toplamsal grup
ise, X+Y={x+y|x €Xvey€Y} kimesine verilen kiimelerin toplami adi verilir

(Nisanc1 Tirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.1.16. Uyan1 T ve K, H grubunun altgruplari olsun. Bu takdirde agagidaki ifadeler denktir.

(i) TK kiimesi H nin altgrubudur;
(ii) TK = KT dir;

(iii) (T U K) = (T, K) dir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.1.17. Onerme (Modiiler Kural) H grup olmak iizere T, K, L < H altgruplar ve T < L ise,
(TK)nL =T(K N L) esitligi vardir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

Kanit. a € (TK) N L ise, a = tk olacak sekilde t € T ve k € K vardir. T < L oldugundan
t € L olup a = tk esitliginden t 1a = k € K N L dir ve buradan a € T(K N L) elde edilir.
a€T(KNL) ise, teT ve k€ KNL olmak tlizere a =tk olup T <L oldugundan
a =tk € L dir ve boylece a € (TK) N L bulunur. Dolayisiyla (TK) N L =T(K N L) elde
edilir. Ozellikle, H toplamsal grup iken (T + K) N L =T + (K N L) dir.

2.1.18. Tanim H grup olsun. X = H alinirsa, (X) = H olup H grubu bir iirete¢ kiimesine
sahiptir. H = (a4, ay, ..., a,) < H olacak sekilde a4, ay, ...,a, € H mevcutsa H ye sonlu
iiretilmis grup ve H = (a) = {a*|k € Z} olacak sekilde a € H varsa H grubuna devirli grup
ad1 verilir. Bir sonlu H grubunun devirli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul |H| = |a| olacak

sekilde a € H mevcut olmasidir.

H devirli grubunun abel oldugunu gosterelim. H devirli oldugundan H = (a) olacak sekilde

a € H vardir. x,y € H igin x = a™ ve y = a™ olacak sekilde n ve m tamsayilari mevcut
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olup xy = a™a™ = a™*™ = g™ = a™a™ = yx esitligi geregi H abel gruptur (Nisanci

Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.1.19. Teorem H = {a) devirli grup olsun.

(i) H grubunun mertebesi n ise, H = {(a) = {e, a, ..., a® '} dir. Ozellikle, H = {a*) olmasi

icin gerek ve yeter kosul ebob(k,n) = 1 olmasidir;
(ii) H sonsuz mertebeli grup ise, H = (a) = (a~!) = {a™ | m € Z} dir;

(iii) H grubunun her altgrubu devirlidir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiitkmen, 2021).

2.1.20. Ornek 1 <n € Z igin (Z,,+) grubundan |1] = n oldugundan Z, = (1) olup
(Z, +) grubu devirlidir. Z,, = (m1) < ebob(m,n) = 1 oldugundan Z;, kiimesinin her bir

elemant (Z,, +) grubunun ireticidir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

Hgrup ve T<H olsun. a € H olmak iizere a 'Ta = {a 'ta|t €T} kiimesini
tammlayalim. T < H oldugundan e €T olup t=¢ igina ‘ta=a lea=ala=e
esitligi elde edilir. Boylece a ta = e € a™'Ta # @ oldugu goriiliir. Simdi a™'Ta < H
oldugunu gosterelim. x,y € a~1Ta keyfi elemanlar olsun. Bu takdirde x = a 't;a ve

y = a~t,a olacak sekilde t;,t, € T vardir.

xy~t = (a'tya)(a Mta) (2)
= (a7'tia)(a Mtz (@ H ™)
= (a™'t;)(aa" ) (t; 'a)
= a (tet; Da

=a 1(t;t;Da

olup T < H oldugundan t;t;* € T ve buradan xy~! = a~1(¢t;t;1)a € a~'Ta elde edilir. O
halde a™1Ta < H dir. Her t € T icin @(t) = a”'ta ile tanimh ¢ : T - a~'Ta déniisiimii
bire-bir ve orten olup kardinal sayilarn |T| = |a !Ta| esitligi elde edilir. a 'Ta

altgrubuna, T altgrubunun a ile eslenigi ad1 verilir.
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Her a € H i¢in a™'Ta =T ise, T altgrubuna H grubunun normal altgrubu denir ve
T = H ile gosterilir. {e} 2 H ve H 2 H oldugu agiktir. Bu normal altgruplara H nin asikar

normal altgruplart denir. Abel grubun her altgrubu normal altgruptur.

H grubunun T ve K altgruplari icin Ng(T) = {a € K|a™'Ta = T} kiimesini tanimlayalim.
e € Ng(T) ve Ng(T) < K oldugu agiktir. Ayrica Ny (T) = K N (NH (T)) dir. T < K ise, her
t €T icin t 1Tt =T olup T < Ng(T) ve a € Ng(T) keyfi elemani igin a 1Ta =T
oldugundan T 2 Ng(T) elde edilir. Dolayisiyla T < H olmasi igin gerek ve yeter kosul
Ny (T) = H olmasidir. Bu nedenle Nk (T) altgrubuna T nin K deki normallestiricisi denir

(Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).
2.1.21. Onerme H grup olsun.

(i) T < Z(H) ise T 2 H dir. Ozellikle, H grubunun merkezi Z(H) normal altgruptur;
(ii) T < H olmak iizere her a € H i¢cin a™'Ta S T ise, T < H dir.

(iii) {T;}ie; H grubunda normal altgruplarin bir ailesi ise, T = N;g; T; 2 H dir (Nisanci

Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

Kamit. () T < H oldugu agiktir. T 2 H oldugunu gostermek igin T altgrubunun tiim
esleniklerinin yalnizca kendisi oldugunu gostermemiz gerekmektedir. a € H keyfi olsun.

T < Z(H) oldugundan

a Ta ={a"'ba|b € T} (3)
= {(a"*a)b|b € T}
= {eb|b € T}
=T

bulunur. Béylece T < H elde edilir. Ozellikle T = Z(H) i¢in Z(H) < H dir.

(i) a € Higina 1Ta S T olsun. T < H olmasi i¢cin T € a~Ta kapsamasini1 gostermemiz

yeterlidir. t € T keyfi bir eleman olsun. t = a™*((a™ 1) *ta™1)a esitligi yazilabildiginden
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her a€H eleman1 i¢cin a TaST olup (a ) ta €T dir. Boylece

t=a (@) taYHa € a Ta elde edilir.

(ili) a € H i¢in T = N T; altgrubunun a Ta ={a 'ta|t € T} eslenigini alalim.
x € a~Takeyfi olmak iizere x = a~'ta olacak sekilde t € T = ;¢ T; vardir. Buradan her
i€l icin teT;2H olup x=a"ta€T; dir. Dolayisiyla x €T = N;;T; olup

x € a”1Ta € T bulunur. (ii) geregi T < H elde edilir. i

2.1.22. Tamim H bir grup ve a,b € H olsun. [a,b] = a~*b~1ab € H elemanina a ile b nin
komiitatorii denir. [a, b] = e olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ab = ba olmasidir. O halde,
her x,y € Z(H) igin [x,y] =e dir. T, K < H olsun. t €T ve k € K elemanlar igin
[t, k] = t 1k 'tk komiitatorleri tarafindan iiretilen altgrubu [T, K] ile gosterelim. Her
teT ve k€K icin [t,k] =t 1k~'tk € (T,K) oldugundan [T,K] < (T UK) oldugu
aciktir (Nisanci1 Tirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.1.23. Tanim (i) H bir grup, T < H olsun. a € H olmak tizere aT = {at: t € T} kiimesine
T altgrubunun a elemanina gore sol yan sinifi denir.
(ii) H bir grup, T < H olsun. a € H olmak iizere Ta = {ta: t € T} kiimesine T altgrubunun

a elemanina gore sag yan sinifi denir (Nisanct Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.1.24. Teorem H grup ve T < H olmak iizere a, b € H olsun. Bu takdirde

(i) aT = bT © b~ 'a € T olmasidir. (Ta = Th < ba™! € T);

(ii) aT = bT veya aT N bT = @ dir. (Ta = ThveyaTa N Tb = @) (Nisanc1 Tirkmen ve
Tiirkmen, 2021).

2.1.25. Teorem H grup ve T < H olsun. Bu takdirde T nin H deki tiim sol yan siniflarinin
kiimesi ile tiim sag yan siniflarinin kiimesi arasinda bire-bir esleme vardir (Nisanci Tiirkmen

ve Tiirkmen, 2021).

Kamt. L ={aT |a € H} ve R ={Ta|a € H} olsun. Her aT € L i¢in f(aT) = Ta™?! ile
tanimli f: L — R donlisiimiinii tamimlayalim. a,T, a,T € L i¢in a;T = a,T olsun. Teorem

2.1.24 (i) geregi a;'a; € T olup T < H oldugundan (a;'a;)™! = aj'a, € T elde edilir.



14

Teorem 2.1.24 (i) sag yan smiflari igin saglandigindan Ta;* = Taj? olup f iyi tanimlidir.
aT, bT € L olmak iizere f (aT) = f(bT) oldugunu kabul edelim. f(aT) = Ta ! =Tbh™ 1 =
f(bT) olup tekrar Teorem 2.1.24 (i) sag yan siniflar1 igin uygulanirsa, b~1(a™1)"1 € T olur.
Teorem 2.1.24 (i) den aT = bT olup f bire-birdir. Her Ta € R igin Ta =T(a™ 1)t =
f(a™'T) olacak sekilde a T € L mevcut oldugundan f ortendir. Sonug olarak L ve R

kiimeleri arasinda bire-bir esleme vardir. O

2.1.26. Tanim H grup ve T < H olsun. Teorem 2.1.24 geregi T nin H grubundaki farkl: sol
yan siniflariin olusturdugu kiimesinin kardinalitesi, farklt yan simiflarinin olusturdugu
kiimenin kardinalitesine esit olup bu kardinal saytya T nin H grubundaki indeksi denir ve
[H:T] ile gosterilir. [H:{e)] = |H| ve [H:H] =1 oldugu agiktir (Nisanc1 Tiirkmen ve
Tiirkmen, 2021).

2.1.27. Teorem H grup ve T < H olsun. T 2 H olmasi icin gerek ve yeter kosul her a € H
icin aT = Ta olmasidir (Nisanci Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.1.28. Sonu¢ T < H gruplar olsun. [H: T] = 2ise T < H dir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen,
2021).

2.1.29. Teorem H grup ve a € H olsun. Bu takdirde [H: Cy(a)] = |C,(a)| dir (Nisanci

Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

H sonlu grup olsun. {C; (a)}qen eslenik siniflar kiimesi H grubunun ayrigimini verdiginden
H = Ugey C.(a) dir. Boylece H sonlu grup olup |H| = Y 4en |C(a)] esitligi elde edilir.
a € Z(H) olmast i¢in gerek ve yeter kosul C;(a) = {a} olmasidir. Dolayisiyla a € Z(H)
iken Teorem  2.1.29 geregi [H:Cy(a)]=|C,(a)l=1 bulunur. Buradan
|H| = |Z(H)| + Xagzan[H : Cy(a)] denklemi elde edilir. Bu denkleme H grubunun

(eslenik) sinif denklemi adi verilir (Nisanci Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.1.30. Teorem K <T < H gruplar ise [H:K]=[H:T][T:K] dir. Ozellikle, verilen

indekslerden ikisi sonlu iken digeri de sonludur (Nisanci1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).
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2.1.31. Teorem (Lagrange Teoremi) H grup ve T < H olsun. Bu takdirde |H| = [H: T]|T|

dir. H sonluise, |T| | |H| ve [H:T] = % dir (Nisanci Tirkmen ve Tiirkmen, 2021).

Kanit. Teorem 2.1.30 da K = (e) alalim. Bu takdirde |H| = [H:{e)] = [H:T][T:{e)] =

[H:T]|T| elde edilir. |H| sonluise, |T| | |[H| ve [H:T] = % oldugu agiktir. O

2.1.32. Tamm Asikar normal altgruplarindan bagka normal altgrubu olmayan H(# {e})
grubuna basit grup adi verilir. Dolayisiyla H abel grubunun basit olmas1 i¢in gerek ve yeter

kosul H nin 6z altgrubunun mevcut olmamasidir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.1.33. Tamim H grup ve T < H olsun. TcT'<H i¢in T' = H ise, T altgrubuna
H grubunun maksimal altgrubu denir. Benzer sekilde maksimal normal altgrup tanimi
yapilabilir. H grubunun kendisinden farklh T S H normal altgrubu verilsin.
T cT 2Hicin T' = H ise, T normal altgrubuna H grubunun maksimal normal altgrubu

denir (Nisanci1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.1.34. Tanim H grubunun normal altgruplarinin {T;};<;<, sonlu ailesi igin
{e}=Ty <T, <--<T,=H artan serisinde V1 < i < n igin Ti“/Ti 'H/Ti nin minimal
normal altgrubu olsun. Bir bagka deyisle her i icin T; < A < T;,; olacak sekilde H nin bir
A normal altgrubu bulunmasm. Burada her 1<i<n-—1 i¢in THl/Ti boliintiisiine

H serisinin esas boliintiisii ad1 verilir (Isaacs, 1994).
2.1.35. Ornek H grubu i¢in asagidakiler denktir.

(i) H basit ve sonlu devirli gruptur.

(ii) H grubunun mertebesi bir asal sayidir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.1.36. Ornek Her p € P icin (Zp, +) abel grubu basittir. Ayrica (Z,, +) abel grubunun tek

maksimal altgrubu (0) asikar altgrubudur (Nisanci Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.1.37. Ornek n = 5 igin A, basittir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).
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2.1.38. Tanim H grubunun tiim maksimal altgruplarinin kesisimi olan ®(H) a Frattini
altgrubu, % ye H nin Frattini béliim grubu denir (Gorenstein, 1968).

2.1.39. Tanim T, K 2 H olmakiizere H = TK ve T N K = {e} ise, H grubuna T ve K normal
altgruplarinin i¢ direkt carpimi (toplamsal H grubu icin i¢ direkt toplami) denir. Buradan
H grubunun T ve K normal altgruplarinin i¢ direkt ¢arpimi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

her a € H i¢in a = tk olacak sekilde bir tek t € T ve k € K eleman ¢iftinin mevcut
olmasidir (Nisanct Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.1.40. Tanim H grup ve H nin normal altgruplarinin {T;};¢; ailesi verilsin. H = (U;¢; T;) ve
Jj€liginT; N ((U# j Ti)) = {e} ise, H grubuna {T}};¢; ailesinin i¢ direkt ¢arpimi1 (toplamsal
H grubu igin i¢ direkt toplam1) denir (Nisanct Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.2. Normal Altgrup ve Boliim Grubu

2.2.1. Tanim H grup ve T S H olsun. g grubuna H grubunun T normal altgrubuna gore

boliim grubu denir. Burada |¥| = [H:T] oldugu aciktir. Ayrica (H?) ve g asikar bolim

gruplaridir. |H: (e)| = |H| ve [H: H] = 1 oldugundan bire-bir esleme yontemi kullanilarak
dogal homomorfizmasi yardimiyla % grubunun H grubuyla ve % grubunun (e) grubuyla ayni

yapiya sahip oldugu gosterilir. H grubunun asikar boliim gruplarindan farkli olan béliim

gruplarina 6z boliim grubu adi verilir (Nisanct Tlirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.2.2. Ornek p € P olsun. Q nun Z altgrubunu kapsayan Q® = {;n—n |m € Z,n = 0} alt

()
kiimesinin (Q,+) abel grubunun altgrubu oldugunu biliyoruz. Bu grubun % bolim
grubunun yapisini belirleyelim. n € Z* olmak iizere c, = pin + 7Z olsun. Buradan
pc; =0, pcy = ¢y, pc3 = €3, PCy = C3, .... 0ldugundan (c;) € (c,) € (c3) S -+ yazilir ve

®) ®
Unez+{cn) SQT dir. Ayrica ;n—n +7Z€ QT ise, m (pin + Z) =mc, € (c,) olup

.Q® . ® .
{cq,cy, ..., Cp, ... } Klimesi QT grubunu iiretir ve buradan QT = Upnez+(cy) elde edilir. Burada
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®
% = Ly ile gosterilir ve Priifer p-grup olarak adlandirilir (Nisanci Tirkmen ve Tiirkmen,

2021).

2.2.3.0nerme T < Holsun. T ve gsonlu tiretilmis gruplar ise H sonlu iiretilmistir (Nisanc1

Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

H . ..
Kamit. T = (tq, ty, ..., t,) Ve o= (a;T,a,T,...,a,T) olmak ilizere a € H elemani igin

aT = (x;T)* (x,T)*2 ... (x, T)*r = (xflT) (x;‘ZT) (xfrT) = (xfl x;cz xfr) T

esitligini saglayan xq,X,, ..., %, € {a4,ay, ...,a;,}, H abel grubu olarak verilmediginden
a,,ay, ..., 4, eclemanlar1 kendi aralarinda degisemeyeceginden belirli bir siraya gore
yazamayiz ve bundan dolay1 bu sekilde kodlama yapilarak yazilmasi notasyon agisindan
kolaylik saglamaktadir. Ornegin; aT = (a;T)%(asT)(a,T)” seklinde olabilir. Oyle
ki,ky, ...k, €EZ igin aT = (xflxécz ...xf’")T esitliginden bir t€T igin

a= (x1 xé‘z .xf’")t yazilabilir. Diger taraftan hipotez geregi T sonlu iiretilmis olup

Cu

t= yllyz2 .yt olacak sekilde yq,ya, ..., Yy € {t1,ts, ..., ty} Ve cq,Cy, ..., ¢y € Z vardir.

Cu

Dolayisiyla a = (xl x2 .xkr)t esitliginde t = ylc 1yzc Z..y,"t yerine yazilirsa, a =

k c k2 kyr.c1.cC c
(xl x2 X ) Yy V) = x1 % X Y YR e W € XX, e X, V1, Vo e Vi)

olup  xq,x5,...,x € {ay,ay, ....,am} Ve Vi, Y2 -, Yy € {t1,t3, ..., t,} oldugundan

a €{a,,az,, ..., am, t1,ty, ..., t,) elde edilir. Boylece (aq,a,,, ..., Qm, t1, ta, ..., ty) dir.
Dolayisiyla H € (a4, a,,, ..., Gy, t1, ty, ..., t,) kapsamasi saglanir. Ters kapsama agik
oldugundan H = (a4, ay,, ..., Qm, t1, to, ..., t) bulunur. m

2.2.4. Teorem H grup ve T < H olsun. Bu takdirde
(i) H grubunun her K altgrubu i¢in g < ? dir;
()X < g X = g) ise, X = golacak sekilde T < K < H (T < K 2 H) vardir;

(iii) ? boliim grubunun basit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul T normal altgrubunun

H grubunun maksimal normal altgrubu olmasidir;
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(iv) H grubunun T normal altgrubunun kapsayan (normal) altgruplari ile g bo6liim grubunun

(normal) altgruplar arasinda bire-bir esleme vardir (Nisanci1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).
2.2.5. Tanim H bir grup T, H nin bir altgrubu olsun.

(i) H nin h € H keyfi eleman: i¢in h™1Th altgrubunun normal altgrup olmas1 kullanilarak
H nin Npey(h™1Th) normal altgrubu elde edilir. H nin Npey(h™1Th) normal altgrubuna
T nin H deki 6zii denir ve Ty ile gosterilir. Tanimdan agiktir ki Ty, T tarafindan igerilen

H nin en genis normal altgrubudur.

(ii) H nin (Upey(h™1Th)) altgrubuna T nin H deki kapanis1 denir ve T ile gosterilir
(Nisanc1 Tirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.2.6. Tanim F bir cisim olmak iizere bilesenleri F cisminden katsayili n X n tipinde olan
G (n, F) matrislerdeki ¢arpma islemine gore bir grup yapisina sahiptir. Bu gruba genel lineer

grup denir (Suprunenko, 1976).
2.3. Cauchy Teoremi ve Sylow Teoremleri

2.3.1. Onerme H abel grubu ve |H| = n olsun. p € P olmak iizere p|n ise |a| = p olacak

sekilde a € H vardir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

Kanit. |H| = n lizerine timevarim uygulayalim. |H| = 2 ise, H grubunun birimden farkli
x € H mevcut olup |x| =2 dir. H grubunun mertebesi p asal sayisi ise, H grubunun
birimden farkli tiim elemanlarinin mertebesi Lagrange teoremi geregip dir. |H| =1 ve
2 < r < n olan her pozitif tamsayisi i¢gin iddia dogru olsun. |H| = n ise e # x € H olmak
tizere Lagrange teoreminden |(x)|| n olup |x| < |H| =n dir. |x| = m olsun. Buradan
Lagrange teoremi uygulanirsa n = |H| = |{x)|[H: (x)] = m[H:(x)] olup p|n oldugundan

p|m veya p t m dir.

p|m ise, m = pk olacak sekilde k € Z* vardir. Bu takdirde |x] = m ve k < m oldugundan

x* # e dir ve bdylece x™ = (x*)P = e olup |x*| = p bulunur. Dolay1siyla mertebesi p olan

a = x*¥ € H elde edilir.



19

p 1 m ise, p|[H:(x)] dir. T = (x)olsun. H abel grubu oldugundan T 2 H dir. Boylece
|¥| = [H:T] < n olup timevarim kabuliinden |yT| = p olacak sekilde yT Eg vardir.

Buradan (yT)? = yPT =T esitliginden y? € T olup y?™ = e bulunur. y™P = (y™)P =e

oldugundan y™ =e veya |y™| =pdir. y™ = e olsa, (yT)™ = T yazlabilir ve béylece
p + m oldugundan yT elemaninin mertebesinin p olmasiyla gelisir. O halde y™ # e olup

|y™| = p elde edilir. Dolayisiyla a = y™ € H alinirsa istenilen elde edilir. O

2.3.2. Teorem (Cauchy Teoremi) H grup ve |H| =n olsun. p € IP olmak iizere p|n ise,

|a| = p olacak sekilde a € H vardir (Nisanci Tirkmen ve Tirkmen, 2021).

Kanit. H abel grubu ise, Onerme 2.3.1 geregi istenilen elde edilir. H degismeli olmayan grup
olsun. n iizerine timevarim uygulayalim. n = 2 iken iddia aciktir. 2 <m <nve |H| =m
olacak sekildeki her H grubu i¢in iddia dogru olsun. |H| = n igin dogrulugunu kanitlayalim.
H degismeli olmadigindan en az bir a € H igin a € Z(H) ve bundan dolay1 H grubunun
eslenik simf denklemi |H| = |Z(H)| + Xqezun[H: Cy(a)] seklindedir. Bu durumda
a ¢ Z(H) olacak sekildeki her a € H igin [H:Cy(a)] > 1 olmalidir. Buradan
n = |H| = |Cy(a)|[H: Cy(a)] > |Cy(a)| > 1 dir. p| |Cy(a)] ise, timevarim hipotezinden
Cy(a) altgrubunda ve dolayisiyla H grubunda p mertebeli bir eleman vardir.
pt|Cy(a)] olsun. Bu takdirde, her a € Z(H) i¢in p|[H:Cy(a)| olup
pl |H| = XaezanlG: Cy(a)] = |Z(H)| bulunur. Burada Onerme 2.3.1 uygulanirsa bir
x € Z(H) i¢in |x| = p elde edilir. O

2.3.3. Teorem H abel grubu i¢in |H| = n olsun. m | n ise, |K| = m olacak sekilde K < H

vardir (Nisanci Tiirkmen ve Tirkmen, 2021).

2.3.4. Tanim p € P ve H grubu verilsin. T,(H) ={a € H|3n =2 0;|a| =p™"} S H alt
kiimesinin H abel grubu iken bir altgrup yapisina sahip oldugunu biliyoruz. Ancak H abel
grubu degilse, T,,(H) kiimesi H grubunun altgrubu olmayabilir. T,,(H) = H ise, H grubuna
p-grup adi verilir. T < H olmak iizere T, p-grup ise yani, T altgrubunun tiim elemanlarinin
mertebesi p asalmin bir kuvveti ise, T altgrubuna H grubunun p-altgrubu denir ve

T € T,(H) oldugu agiktir. H grubu ve herp € Pigine = eP’ oldugundan {e}, p-altgruptur.
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Simdi keyfi verilen H grubunda her p asalina karsilik gelen p-altgruplarinin maksimalinin
mevcut oldugunu gdsterelim. Bu altgrup grupta maksimal altgrup olmak zorunda degildir.
H,p-grup ise, H grubunun kendisi p-altgruplarin maksimalidir. H,p-grup olmasin ve
['={T < H|H 6z p — alt grup} kiimesi verilsin. e = e?’ oldugundan {e} €T olup I' # @
dir. (T, ©) kismi siral1 bir kiimedir. [y, I' kiimesinin keyfi bir zinciri yani tam siral1 alt kiimesi
olmak tizere X = Urer, T olsun. Iy zincir oldugundan X < H dir. a € X ise, X = Uger, T
oldugundan a € Ty € Iy vardir ve T; bir p-altgrup olup a € X elemaninin mertebesi
p asalmin bir kuvvetidir. O halde X, p-altgruptur. H, p-altgrup olmadigindan X # H olup
X € I dir. X altgrubunun Iy kiimesinin bir tist sinir1 oldugu agiktir. Dolayistyla Zorn lemmasi
geregi I' kiimesi bir Y € I' maksimal elemanina sahiptir. H grubunda Y < K < H olacak
sekilde K < H 6z p-altgrubu mevcut olsa, I' kiimesinin tanimi geregi K € I' olup Y €T
maksimal eleman oldugundan Y = K elde edilir. O halde Y, p-altgrubu, H grubunda
p-altgruplarinin maksimalidir. Burada Y altgrubuna H grubunun Sylow p-altgrubu denir

(Nisanc1 Tirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.3.5. Tanim H bir grup, T < H olsun. Her a € H, x € T igin axa ! € T ise T ye H nin

invaryant altgrubu denir (Gorenstein, 1968).

2.3.6. Tanim 7 asal sayilarin bir kiimesi olsun. H grubundaki bir x elemani i¢in |x| si
kiimesindeki her bir asal sayiya boliinebiliyorsa bu x elemanina m-eleman denir. p bir asal
say1 olmak iizere p-eleman tanimi da benzer bi¢cimde verilebilir. Eger H grubunun mertebesi

m kiimesindeki asal sayilara boliinebiliyorsa H grubuna m-grup denir (Gorenstein, 1968).

2.3.7. Onerme H, p-grup olsun. H grubunun her altgrubu ve her bdliim grubu p-gruptur.
Tersine T 2 H olmak lizere T ve g p-gruplar ise, H de p-gruptur (Nisanc1 Tiirkmen ve

Tiirkmen, 2021).

Kamit. K < H olsun. a € K ise, K < H oldugundan a € H dir. H p-grup oldugundan

la| = p* olacak sekilde 0 < k € Z vardir. Dolayisiyla K altgrubunun her elemanimin

mertebesi p asalinin kuvveti oldugundan K p-gruptur. Simdi 7 < H olmak iizere g boliim

grubunu ve aT Eg alalim. a € H oldugundan |a| = p™ olacak sekilde n > 0 tamsayisi
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vardir. Burada (aT)?" = a?"T =T olup |aT| = p* olacak sekilde 0 < k < n tamsayisi

vardir.

Tersine, a € H olsun. ? bolim grubu p-grup oldugundan |aT| = p"

olacak sekilde
0 < n € Z vardir. Buradan (aT)?" = aP™T = T olup aP" € T dir. Hipotez geregi T p-grup
|apn| = p™ olacak sekilde m > 0 tamsayis1 mevcut olup aP™"™ = e elde edilir. Dolayisiyla

a € H elemaninin mertebesi p asalinin kuvvetidir. Sonug olarak H p-gruptur. O

2.3.8. Teorem H grup olsun. H grubunun sonlu p-grup olmasi igin gerek ve yeter kosul

negatif olmayan k € Z igin |H| = p* olmasidir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

Kanmit. (=) |H| = n ve q # p olacak sekildeki q € P i¢in g|n olsun. Bu takdirde Cauchy
teoremi geregi |a| = q olacak sekilde a € H vardir. Bu ise, H grubunun p-grup olmasiyla
celisir. O halde n tamsayisinin p asalindan baska asal boleni yoktur. Dolayisiyla |H| = p*
dir.

(&) a € H igin |a| = m olsun. Lagrange teoremi geregi m|p*® olup m = p* olacak sekilde

u > 0 tamsayisi vardir. Sonug olarak H p-gruptur. i

2.3.9. Sonug P sonlu bir p-grubu ve D < P olsun. Bu takdirde D < Np(D) dir (Asar ve
digerleri, 2010).

2.3.10. Teorem p € P icin |H| = p* (k = 1) olan H grubu verilsin. Bu takdirde

(i) |Z(H)| > 1 dir;
(ii) k = 2 ise, H abel grubudur;

(iii) H degismeli olmayan grup ve k =3 ise, |Z(H)| =p dir (Nisanct Tirkmen ve
Tiirkmen, 2021).

2.3.11. Lemma H sonlu grup olmak tizere T, H nin Sylow p-altgrubu olsun. a € T,,(H)

elemani i¢in a 'Ta = T ise, a € T dir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).
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Kanit. a € T,(H) elemani i¢in a™'Ta =T ise, a € Ny(T) oldugu agiktir. a € T,(H)

oldugundan |a| = p® olacak sekilde t € Z* vardir. Bu takdirde aT € NHT(T) elemaninin
mertebesi a € T,(T) elemaninin mertebesini boler. Dolayisiyla (aT) bir p-gruptur. Bu
takdirde §= (aT) olacak sekilde T € K € Ny (T) vardir. T ve §= (aT) gruplar1 birer

p-grup oldugundan Onerme 2.3.7 geregi K p-gruptur. Bdylece T altgrubunun Sylow
p-altgrubu olmasindan dolay1 K = T olup aT = T dir. O halde a € T dir. O

2.3.12. Teorem (Sylow Teoremleri) H sonlu grup olmak iizere ebob(p,m) = 1 kosulunu

saglayan p € P ve m € Z* i¢in |H| = n = p"m olsun. Bu takdirde

(1) 0 < k <7 igin |T,| = p* olacak sekilde T, < H vardir ve T} S T, (H) dir. Ozellikle,
0 < k <rolmakiizerebir T, < Higin {e} =T, 2T, ST, < --- 2 T, artan zinciri vardir.
Burada |T,.| = p" olan T, altgrubu Sylow p-altgruptur. Ayrica T, grubunun eslenikleri de
Sylow p-altgruptur. H abel grubu ise, T, (H) tek Sylow p-altgruptur;

(ii) H grubunun Sylow p-altgruplar: esleniktir;

(iii) H grubunun Sylow p-altgruplarimin sayisi n, ise, n,||H| ve n, = 1(p) dir (Nisanci

Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).
2.4. Grup Homomorfizmalari

2.4.1. Tamim (H,*) ve (Hq,*;) birer grup olmak tizere f: H — H; fonksiyon olsun. Her
a,b € H i¢in f(a*b) = f(a) *; f(b) ise, f fonksiyonuna grup homomorfizmas: veya
kisaca homomorfizma denir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

f+H — H; bir homomorfizma olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler saglanir.
(i)e € Higine; = f(e) € f(H) # @ dir.

(i) f(™H = f(B)~

(i) f(ab™) = f(a)f(B) ™" € f(H)
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2.42. Ornek H ve Hjbirer grup olmak iizere her a € H icin f(a) = e; ile tanimh
f:H — H; fonksiyonunu alalim (H grubunun tiim elemanlarint H; in birim elemanina
tasiyan fonksiyon). Burada a,b € H elemanlan1 ic¢in f(ab) =e; = e;e; = f(a)f(b)
oldugundan f homomorfizma olup f ye asikar homomorfizma adi verilir (Nisanci Tiirkmen

ve Tiirkmen, 2021).

2.4.3. Ornek H abel grubu olmak iizere 0 # n € Z verilsin. Her a € H icin f(a) = a™ ile
taniml1 f: H — H fonksiyonunu alalim. a, b € H elemanlar1 i¢in H nin abel grup olmasi
kullanilarak f(ab) = (ab)™ = a™b™ = f(a)f(b) esitligi elde edilir. Dolayisiyla f

homomorfizma yapisina sahiptir (Nigsanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.4.4. Teorem f: H — H; homomorfizma olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler vardir.

(i) T <Hise, f(T) ={f(t)|t € T} < H, dir;

(i) T, < Hjise, f~X(T) ={h € H| f(h) € T,} < H dir. Ozellikle T, 2 H; ise, f~1(T}) 2
H dir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

Kamit. () T < H olsun. e €T igin e; = f(e) € f(T) # @ dir. f(a), f(b) € f(T) keyfi
elemanlar1 olsun. Bu takdirde a,b € T olup T < H oldugundan ab~! € T dir. Boylece
flab™) = f(a)f(b)~1 € f(T) olur. Dolayisiyla f(T) < H, dir.

(ii) f(e) = e, € T; oldugundan e € f~1(T}) # @ dir. a,b € f~1(T;) keyfi elemanlar
olsun. Bu takdirde f(a),f(b) € f(T,) dir. Buradan f(ab™!) = f(a)f(b)"t €T,
oldugundan ab~! € f~1(T}) olup f~(T;) < H dir. T; 2 H; oldugunu kabul edelim.
h€H i¢in a € h"1f"1(T))h olsun. Bu takdirde b € f~1(T;) i¢in a = h~'bh dir.
f(hyeH; ve f(b)eET, olup f homomorfizma ve T; =< H; oldugundan
f(a) = f(h™'bh) = fF(R")f(B)f(R) = f()"*f(b)f(h) € Ty olup a € f~(T) bulunur
ve bdylece h™1f~Y(T,)h € f~I(T,) saglanir. Sonuc¢ olarak Onerme 2.4.4 (ii) geregi
f~1(T,) S H dir. O

2.4.5. Tanim f(H) = {f(a) € H, |a € H} < H; altgrubuna H grubunun f homomorfizmasi

altinda homomorfik goriintiisii ve f ~({e;}) < H normal altgrubuna f homomorfizmasmimn
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cekirdegi denir ve cek(f) = f~1({e;}) = {a € H| f(a) = e,} ile gosterilir. f:H — H,

homomorfizma olsun. Bu takdirde asagidaki 6zelliklerin saglandig1 kolayca goriilebilir.

(i) H abel grubu ise, f(H) abel grubudur;
(ii) H = (X) ise f(H) = (f (X)) dir. Ozellikle, H = {(a) iken f(H) = (f(a)) dir;

(iii) a € H igin |a| = n ise, |f(a)| | n dir.

Bire-bir homomorfizmaya monomorfizma adi verilir. T < H gruplar olsun. Her t € T i¢in
1(t) = tile tanimhi 1t : T — H doniisiimii monomorfizmadir. Burada 1 monomorfizmasina

gomme (icerme) homomorfizmasi denir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.4.6. Onerme f: H — H; homomorfizma olsun. f nin monomorfizma olmasi igin gerek ve

yeter kosul cek(f) = {e} olmasidir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.4.7. Tannm (i) H basit grup olmak iizere f:H — H; homomorfizma olsun.
cek(f) 2 H ve H basit oldugundan ¢ek(f) = H veya ¢cek(f) = {e} olmalidir. Bu durumda
cek(f) = H ise, her a € H igin f(a) = e, olup f asikar homomorfizmadir. ¢ek(f) = {e}

ise Onerme 2.4.6 geregi f monomorfizmadir.

(ii) H ve T iki grup olmak iizere H X T kartezyen ¢arpimi, (a, h), (b, k) € H X T keyfi
elemanlar1 i¢in (a, h). (b, k) = (ab, hk) ile taniml1 islemine gore birim elemani (ey, er) ve
(a,h) € H x T elemaninin tersi (a™ %, h™1) olan gruptur. H X T grubuna H ve T gruplarmin
kartezyen ¢arpim grubu denir. Burada ey eleman1 H grubunun birimini ve er elemanm1 T
grubunun birimini gostermektedir. H ve T gruplar abel grup ise, H X T abel gruptur. Bu

durumda kartezyen ¢arpim grubu H @ T notasyonu ile gosterilir.

(iii) I indis kiimesi olmak tizere gruplarin {H;};¢; ailesi verilsin. [[}¢, H; 2 [];e; H; dir,
gosterelim. []}¢; H; < [lie; H; oldugunu bilmekteyiz. a = (a;)ie; € [lie; H; keyfi bir
eleman olsun. b = (b;);¢; € [1}%; H; olmak tizere k € N igin bi, # ey, by, # €j,, .., by, #
e;, olsun. Bu takdirde i; # iy, iy, ..., iy i¢in b;; = e;; olup a; 'b;ja; = a; ‘e;ja; = a;'a; =
elemanlar1 birim veya birimden farklidir.

. -1 -1 -1
€; dir. al-l bl-lal-l, aiz bl-zal-z, ...,al-k bikaik
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Dolayisiyla a™tba = (a; *b;a;);e; € [1%; H; olup Onerme 2.1.21 (ii) geregince [[¥%; H; 2
[1ie; H; bulunur. [T7%,; H; grubuna {H;};¢; ailesinin i¢ direkt ¢arpim grubu denir.

(iv) H grup ve normal altgruplarinin {H;};¢; ailesi yardimiyla tanimlanan H = [[j¢, H; =
{f:1 > Ui H; | heri € Iigin f(i) € H; } = { (a;)ie; | sonlusayida i €  igin a; # e;}

i¢ direkt carpim grubu i¢in a; € H; keyfi elemam verilsin. i. bileseni a; ve diger tiim
bilesenleri i # j i¢in e; olan H grubunun (b;);e; elemant igin 1;(a;) = (b;);e; ile tammh
1;: H; — H donilisiimii monomorfizma yapisina sahiptir. 1; monomorfizmasina i. kanonik
injeksiyon adi verilir. Orten homomorfizma epimorfizma olarak adlandirilir (Nisanct

Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.4.8. Tamim {H;};; gruplarin ailesi olmak tizere H = [[;; H; olsun. Her k €[ igin
m((a;)ier) = ax ile tammh m,: H — Hy dontsimi epimorfizma yapisina sahiptir.
T, epimorfizmasia k. kanonik projeksiyon adi verilir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen,

2021).

2.4.9. Teorem (Esleme Teoremi) f: H — H; epimorfizma olsun. H nin ¢ek(f) yi kapsayan
maksimal altgruplari ile H; in maksimal altgruplar1 arasinda bire-bir esleme vardir. T ve K,
sirastyla H ve H; gruplarinin eslenmis altgruplan iseler T < H & K 2 H; dir (Nisanci

Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.4.10. Onerme H grup ve T < H olsun. Her a € H i¢in n(a) = aT ile tanimh (toplamsal
ise, n(a) = a+T ile tanimh) n: H —>¥ donligimii epimorfizmadir ve ¢ek(n) =T dur.

Burada 7 epimorfizmasina dogal homomorfizma denir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen,

2021).

Bire-bir ve 6rten homomorfizma izomorfizma olarak adlandirilir. f: H — H; izomorfizma
ise, H ve H; gruplarina izomorftur denir ve H = H; ile gosterilir (Nisanct Tiirkmen ve

Tiirkmen, 2021).

2.4.11. Ornek Her n € Z icin f(n) = 2n ile tammh f:(Z,+) — (2Z,+) fonksiyonunu
alalm. Hern,m € Zi¢in f(n+m) = 2(n +m) = 2n + 2m = f(n) + f(m) oldugundan

verilen doniisim homomorfizmadir. f nin oOrten oldugu acgiktir. n € cek(f) ise,
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f(m)=2n=0 olup n=0 dir. Buradan c¢ek(f) = {0} olup f bire-birdir. Sonug

olarak f izomorfizmadir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).
2.4.12. Onerme f: H — H; izomorfizma olsun. Bu takdirde, asagidaki 6zellikler saglanur.

(i) f~1: H; — H izomorfizmadir;

(ii) H abel grubudur < H; abel grubudur;

(iii) Her a € H igin |a| = |f(a)] dir;

(iv) H burulmali gruptur < H,; burulmali gruptur;

(V) H devirlidir & H,devirlidir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tirkmen, 2021).

2.4.13. Onerme f:H — H, ve h:H, — H, homomorfizmalar ise, hf:H — H,

homomorfizmadir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.4.14. Teorem (Homomorfizma Teoremi) f:H — H; epimorfizma olsun. T 2 H ve

T € cek(f) olmak lizere n: H —>¥ dogal homomorfizmasi verilsin. Bu takdirde f = hn

. . H .
olacak sekilde bir tek ¢ : T H; epimorfizmas: vardir. Ayrica t homomorfizmasinin

monomorfizma olmasi i¢in gerek ve yeter kosul T = ¢ek(f) olmasidir (Nisanc1 Tiirkmen ve

Tiirkmen, 2021).

2.4.15. Teorem (Birinci Izomorfizma Teoremi) f:H — H; homomorfizma olsun. Bu

H
sek(f)

takdirde = f(H) dir (Nisanc1 Tirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.4.16. Teorem (Ikinci Izomorfizma Teoremi) H grup, T,K < H ve K < H olsun. Bu

takdirde % = % dir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.4.17. Teorem (Ugiincii izomorfizma Teoremi) H grup olmak iizere T;, T, S H ve

| =

T, < T, olsun. Bu takdirde,

~

(Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

SR =
H

2
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24.18. Tanim H grup ve a € H olsun. Her b € H i¢in f,(b) = ab ile tanimh
foi H — H doniisimiinii alalim. b,c € H olmak tlizere b =c¢ & ab =ac < f,(b) =
f4(¢) oldugundan f, bire-bir fonksiyondur. Herhangi bir b € H i¢in ¢ = a™'bh € H vardir
ve f,(c) = f,(a tb) = a(a™1b) = b olup f, orten fonksiyondur. Bdylece f,, H kiimesi
tizerinde bir permiitasyondur. Bu takdirde Ty = {f,|a € H} kimesi H nin tiim
permiitasyonlarmin kiimesi olan Sy nin bir alt kiimesidir. Her b € H igin f,-1(b) = a™1b

ve f,(a'b)=b olmast [(f,)"1](h) = fg-1(b) olmasim ifade eder. Boylece
(f)"t = fq-1 € Ty dir. f,, fy € Ty olmak iizere her ¢ € H igin (f,f,)(c) = fo(f,(c)) =

fa(be) = a(bc) = (ab)c = fup(c) oldugundan f,fy, = fap € Ty dir. fo(fp)™" = fafp—1 =
fap-t € Ty olup Ty < Sy dir (Nisanct Tiitkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.4.19. Teorem (Cayley Teoremi) H grup olsun. Bu takdirde H grubu (Ty,°) grubuna

izomorftur (Nisanci Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

Kanmit. Ty < Sy dir. Her a € H i¢in h(a) = f, ile tammli h : H — Fy doniistimiinii alalim.
a,b € HverilsinnHerc e Higina=b & ac=bc & f,(c)=f,(c) © fo=f, ©
h(a) = h(b) oldugundan h bire-bir fonksiyondur. H nin 6rten oldugu agiktir. Her a, b € H
icin h(ab) = f,, ve h(a)h(b) = f,f}, dir. Her ¢ € H igin f,;,(c) = (ab)c = a(bc) =
fu(£o(©)) = (fafp)(c) esitliginden h(ab) = fu, = fuf, = h(a)h(b) bulunur ki bu ise

h nin bir homomorfizma oldugunu gosterir. Boylece H = Ty elde edilir. m

H grup olsun. f: H — H izomorfizmasina H grubunun otomorfizmasi denir. H grubunun
tiim otomorfizmalarinin kiimesi Oto(H) ile gosterilir ve Iy € Oto(H) dir. Oto(H) kiimesi,
fonksiyonlarin bileskesi islemine goére birim elemant Iy olan bir gruptur. Oto(H) grubuna

H grubunun otomorfizmalarinin grubu denir (Nisanci Tiirkmen ve Tiirkmen, 2021).

2.4.20. Tanim H grup ve T < H olsun. Her f: H - H homomorfizmasi i¢in f(T) < T ise,
T ye H nin tam degismez altgrubu denir. Ozel olarak, her f € Oto(H) igin f(T) < T ise,
T ye H nin karakteristik altgrubu denir. Her tam degismez karakteristik altgrubun H nin bir
altgrubu oldugu agiktir. T, H nin karakteristik altgrubu ve f € Oto(H) olsun. h = f~! olmak
tizere h € Oto(H) dir ve bdylece hipotez geregi h(T) < T elde edilir. a € T keyfi olsun.
b =h(a) € h(T) < T ve f(b) = a oldugundan a € f(T) olup T < f(T) dir. Dolayisiyla
f(T) = T esitligi elde edilir. Bundan dolay1 T < H altgrubunun karakteristik altgrup olmasi
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icin gerek ve yeter kosul her f € Oto(H) i¢in f(T) = T olmasidir (Nisanci Tiirkmen ve
Tiirkmen, 2021).

2.5. Coziilebilir ve Nilpotent Gruplar

Coziilebilir grup kavrami bir polinomun koklerle ¢oziimlenmesinin sonucu olarak ortaya
cikmistir. Polinomun koklerle ¢oziilebilirligi bir polinomun Galois grubu ad1 verilen grubun

coziilebilirligine denk oldugu Sayilar Teorisinden bilinmektedir.

2.5.1. Tanim H bir grup {e} = Ty < T; < -+ < T,, = H, H nin altgruplarinin bir artan zinciri
olsun. Eger her 0 < i < n igin T;, T;; i¢inde normal ise; yani, {e} =Ty < Ty << T, =
H ise bu zincire H nin alt normal serisi denir. Her T; ye alt normal serisinin bir terimi ve

% boliim grubuna alt normal serisinin bir boliintiisii denir. Birbirinden farkli boliintiilerin
i

sayisina alt normal serinin uzunlugu denir. Eger her 0 < i < nigin T; < H ise seriye normal

seri denir.

T,H nin bir altgrubu olsun. Eger T =T, Ty, ..., T,, = H, H nin altgruplar1 olmak {izere
T=Ty<T,<--<T,=H iseT ye H nin bir alt normal altgrubu denir. Ayrica her normal

altgrup bir alt normal serinin terimidir (Asar ve digerleri, 2010).

2.5.2. Tanim (i) H bir grup ve T =Ty < T, <-- < T, = H H nin bir alt normal serisi

olsun. Eger her 0 < i < ni¢in T‘T—+ boliim grubu abel ise H ye bir ¢oziilebilir grup, bu seriye

de ¢oziilebilir seri denir. Her abel grup ¢oziilebilirdir (Asar ve digerleri, 2010).

H;

(ii) H=Hy > H; > - > H,, = (e) bir alt normal serisi, her bir boliintiisli basitse

i+1

bilesim serisidir (Hungerford, 2000).

2.5.3. Ornek 7. abel grubunun bir normal serisi {0} < 6Z < 3Z < Z dir. Z nin tiim altgruplar
n € Z olmak iizere nZ =< n > devirli gruplaridir. Z abel grup oldugundan tiim altgruplari

nZ 2 7 dir. nZ, mZ < Z olsun. nZ < mZ < m/n olmasidir (Asar ve digerleri, 2010).

2.5.4. Ornek 1, = {1,2,3,4}i¢in S, = {(1), (12), (13), (14), ... (1234)} simetrik grubunun
A, = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), (124), (134), (132), (142), (143),
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(234), (243)} alterne grubu ve K, = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} Klein 4-altgrubu
icin S, grubunun iki alt normal serisi {1} < K, <4, < S, ve {1} <((1,3)(2,4)) < K, <

A, < S, tiir. Burada é devirli degildir. Birinci seri normal seri fakat ikinci seri normal seri

degildir. Clinkii K, ve A4, S, te normal olmasina karsin ((1,3)(2,4)), S, te normal degildir
(Asar ve digerleri, 2010).

2.5.5. Ornek n < 4 igin S, ¢oziilebilirdir. S; ve S, abel oldugundan ¢éziilebilirdir. Sy {in bir

normal serisi {1} < A3 < S5 tiir. Burada ?—3} ile j—3 bolim grubu abel oldugundan S

¢Oziilebilirdir. S, in bir normal serisi {1} < K, < A, < S, tiir. A¢ik¢a gortldigii g1b1 E %

Z—" boliim gruplari abel oldugundan S, ¢6ziilebilirdir (Asar ve digerleri, 2010).
4

2.5.6. Teorem H bir ¢oziilebilir grup olsun. H nin her altgrubu ve her bdliim grubu

coziilebilirdir (Asar ve digerleri, 2010).

Kanit. H ¢6ziilebilir oldugundan H nin 6yle bir alt normal serisi {e} =Ty, < T, << T, =

H vardirki,her0 <i<n u;m T L abeldir. K, H nin bir altgrubu olsun. Her 0 < i < n igin

K; = KNT; olsun. K; < K;,; oldugundan {e} = K, < K; < -+ @ K, = K, K nin bir alt

normal serisidir. 1 < i <n 2. Izomorfizma teoreminden

Kitq _ KNTiy KNnTyy  Ti(KNTiq)
K. (KNT)NTiys Tin(KNTay) T;

(4)

dir. En sagdaki bolim grubu nin altgrubu oldugundan abeldir. Boylece L abeldir. O

halde K c¢oziilebilirdir. N, H nin bir normal altgrubu olsun. Her 1 < i <n i¢in T; < T;;4

< . NT; _ NT; g H .
oldugundan NT; < NT;,; dir. Bu durumda — <—% oldugundan -  nin
% < % Qe % = %alt normal serisi elde edilir. Simdi 1 < i < n olsun. 3. izomorfizma

teoreminden
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NT;
N _NTi
= 5)
NT, =W, (
N
ve 2. Izomorfizma teoreminden
NTivs _ (NT)Tirs  Tina ©)
NT; NT, ~ NT,N T,
dir. Modiiler kuraldan dolay1 NT; N T;,1 = T;(N N T;;,) oldugundan
Tivs
Tiv1 _ Titq » T; %
NT;N Ty, T(NNTyy) Ti(NNTis)
T;
elde edilir. En sagdaki boliim grubu T;f'_l nin boliim grubu oldugundan abeldir. Dolayisiyla
NTiyq
N
NT; ®
N
abeldir ve ~ coziilebilirdir. 0

2.5.7. Sonu¢ n = 5 olsun. O zaman §,, ¢coziilebilir degildir (Asar ve digerleri, 2010).

Kanit. Kabul edelim ki S,, ¢ozilebilir olsun. O zaman bir 6nceki teoremden dolay1 A,

¢oziilebilirdir. A,, nin ¢oziilebilir serisi {e} = Hy < H; < --- < H, = A,, olsun. Burada her

H;

0<i<nigin abeldir. A, # {1} oldugundan &yle bir 0 < i < n vardir ki H;_; < 4,

-1

fakat H; = A,, dir. O zaman H;_; < A,, ve HA” abeldir. Fakat n > 5 i¢in A,, alterne altgrubu
i-1
basit oldugundan H;_; = {e} olmalidir. Dolayisiyla S,, ¢6ziilebilir degildir. i

2.5.8. Teorem H bir grup ve N < H olsun. N ve % ¢oziilebilir gruplari i¢in H ¢oziilebilir

gruptur (Asar ve digerleri, 2010).
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Kanit. % nin boliintiileri abel olan bir alt normal serisi % =Ky<K, < <K, = %olsun.
u:H - % dogal homomorfizma olmak iizere her 0 < i < rigin u~1(K;) = T; olsun. Teorem

2.4.4. (ii) den her T;, T;,, in bir altgrubudur. Burada u(T;) = {tN:t € T;} = % oldugundan

T; . T; o T, T; y
— = K; ve benzer bigimde - = K;, dir. Boylece = < -2 oldugundan T; < T;,, elde
N N N N

edilir. Ohalde Hnin {e} < N =Ty < T, <+ < T, = H ... (1) alt normal serisi elde edilir.

Simdi izomofizma teoreminden dolay1

3
+

1

Ti+1 - N _ Ki+1 (9)
(] K;
N

L+1

oldugundan —— T abeldir. Ote yandan N ¢oziilebilir oldugundan N nin béliintiileri abel olan

bir alt normal serisi {e} = Ny < N; < -+ 9 Ny = N ... (2) vardir. (1) ve (2) birlestirilirse
{fe}=Ny< N, <---<N, =Ty <T; <--<T, =H alt normal serisi elde edilir. Bu

l+1 l+1

serinin her boliintiisii ya ya da oldugundan bu bdliintiiler abeldir. Dolayisiyla

H ¢oziilebilirdir. O
2.5.9. Tanim H bir grup a,b € H olsun.

() [a, b] = a~ b~ tab elemanma a ile b nin komiitatdrii denir.

(ii) [H, H] =< [a, b]: a,b € H > grubuna H nin komiitator altgrubu denir ve H' ile gosterilir
(Asar ve digerleri, 2010).

2.5.10. Teorem H bir grup olsun. Asagidakiler saglanir.
(i) H' < H dir.

(ii) Hﬁ abeldir (Asar ve digerleri, 2010).

Kamit. (i) [a,b] € H' ve h € H olsun.
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h™[a,blh = h"*(a b~ rab)h = h™ta leb leaebh (10)
= (h™a"h)(h~'b~h)(h~'ah)(h~'bh)
= (h™'ah)"*(h~'bh)~* (k" ah)(h~'bh)
— [h~'ah,h~'bh] € H'

oldugundan h™[a, b]h € H' ve boylece H' < H dir.

(ii) aH',bH' € % olsun. O halde [b,a]l € H oldugundan aH'bH' = abH' =

ab(b~*a"'ba)H' = baH' = bH'aH' esitligi saglamir. Bdylece % abeldir. O

2.5.11. Tanim H bir grup olsun. Tiimevarim yontemiyle her k > 0 i¢in H nin asagidaki

altgruplar1 tanimlansin.

H® =H ve her k>0 icin H**D = (H®)" olsun. Buradan H nin altgruplarmm
H=HO® >HW > ... > g® > g&+1)  azalan zinciri elde edilir. Buna H nin komiitator

zinciri ve her k = 0 icin H® ya H nin k-yinc1 komiitator altgrubu denir.

H®

Ozel olarak HY = H' dir. Kolayca goriildiigii gibi H®) < H ve — D

abeldir. Cogunlukla

HO =H' H® = H"ve H® = H'" ile gosterilir. Eger bir grubun komiitatér zinciri {e} ye

ulagirsa o zaman bu zincire o grubun komiitator serisi denir (Asar ve digerleri, 2010).

2.5.12. Teorem H bir grup olsun. H nin c¢oziilebilir olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

H®™ = {e} olacak bigcimde bir n dogal sayisinin olmasidir (Asar ve digerleri, 2010).

Kanit. H ¢6ziilebilir olsun. Bu takdirde H nin bir {e} =Ty < Ty < - < T,, = H alt normal

T;f“ abel oldugu agiktir. k tizerine tiimevarimla her
k

serisi vardir. Burada her 0 < k < n i¢in
0 <k <nigin H® < T,_, oldugunu gostermek yeterlidir. k = 0 i¢in H® = H = T,, dir.
Simdi k>0 icin  iddia  dogru  olsun; yani H® <T,_, olsun.
H(k+1) = [H(k); H(k)] < [Tn—kr Tn—k] = (Tn—k), < Tn—k—l iken H(k+1) = Tn—(k+1)
saglansin. Simdi k = ni¢in H™ < T,_, = T, = {e} oldugundan H™ = {e} dir. Tersine

H®™ = {e}olsun. {e} = H® <« H® D g ... « H® = H, H nin bir normal serisidir. Ayrica
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her 0 < k <n igin H®*D = [H®, g®W] = (H®)" oldugundan bir énceki teoremden

Q) H®
HOFD — (0O,

abeldir. Dolayisiyla H ¢oziilebilirdir. O

2.5.13. Tanim H bir ¢dziilebilir grup olsun. H™ = {e} sartim saglayan n dogal sayilarinin
en kiiciigiine H nin c¢ozilebilir (komiitatdr) uzunlugu denir. Boylece H = {e} ise
coziilebilirlik uzunlugu 0 ve H # {e} abel ise ¢oziilebilirlik uzunlugu 1 dir. H abel ise
Va,b € H i¢in ab = ba esitliginden a”1h~tab = e saglanir. [a,b] = e iken H' = e olup
H® = e = 1 dir (Asar ve digerleri, 2010).

2.5.14. Teorem p, q asal sayilar m > 0 bir tamsay1 olsun. O zaman mertebesi p™ ya da p™q

olan bir grup ¢oziilebilirdir (Asar ve digerleri, 2010).

Kamit. (i) H bir grup ve |H| = p™ olsun. m {izerine tiimevarim uygulayalim. m = 0 igin
H

iddia dogrudur. Oyleyse m > 0 olsun. O zaman Z(H) # {e} oldugundan | 7

| < |H] dir.

Simdi Z(H) abel ve tiimevarimdan dolay1 % ¢oziilebilir oldugundan Teorem 2.5.8 den

H ¢oziilebilirdir.

(ii) H bir grup ve |H| = p™q olsun. m iizerine tiimevarim uygulayalim. m = 0 i¢in
H devirli oldugundan ¢bziilebilirdir. Oyleyse m > 0 ve iddia mertebesi p*q < p™q olan
gruplar igin dogru olsun. (i) den dolay1 p # q almabilir. Eger n,, = 1 ise H nin bir Sylow p-
altgrubu normal olacagindan (i) ve Teorem 2.5.8 den dolayr H ¢oziilebilirdir. Oyleyse
np, > 1 olsun. Teorem 2.3.12 (iii) den n,|[p™q ve n,, = 1(modp) oldugundan n,, = q dur.
H nin birbirinden farkli 6yle iki Sylow p-altgrubu P, P, vardir ki, D = P; N P, nin mertebesi
maksimumdur. D = {e} olsun. H nin herhangi iki Sylow p —altgrubunun arakesiti {e}
oldugundan H nin mertebesi p nin pozitif kuvveti olan elemanlarinin sayisi
q(p™ —1) = qp™ — q dur. Budurumda |H| = p™q oldugundan n, = 1 ve H nin bir Sylow
q —altgrubu normal olur. H nin tek tiirli bi¢cimde belirli olan ¢oziilebilir altgrubuna

N diyelim. |N| = q asal oldugundan devirlidir. Devirli olan her grup ¢6ziilebilir oldugundan
N c¢oziilebilirdir. Diger taraftan |%| = % = p™ olup (i) sikkindan ¢oziilebilirdir. Teorem

2.5.8 geregince ¢oziilebilirdir. D # {e} olsun. |D| = p* olacak sekilde k > 1 tamsayisi

Il _p"a _

Dl = oF p™¥*q < |H| oldugundan tiimevarim kabuliinden

H
vardir. D < H olsun. |5| =
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% coziilebilirdir. Ayrica (i) den dolay1 D ¢oziilebilir oldugundan Teorem 2.5.8 den dolay1

H c¢oziilebilirdir. Simdi D, H de normal olmasin. N = Ny(D) ve i = 1,2 olmak iizere
T; = Np,(D) olsun Sonu¢ 2.3.9 dan dolayr D # T; dir. (Ty,T;) < N oldugu aciktir.
(T, Ty) = (Npl(D),sz(D)) < Ny(D) = N.

Eger N bir p-grup olsa H nin bir Sylow p-altgrubu P tarafindan igerilir ve P # P; dir. Fakat
D <T; £ PN P; oldugundan bir ¢eligki elde edilir. Dolayisiyla N bir p-grup degildir.
IN| | |H| oldugundan q | |N| olmalidir. N nin bir Sylow g-altgrubu Q olsun.

|P1]1Q]  p™q

|P,Q| = =
! PpNnQl~ 1

=p™q = |H| (11)

oldugundan P, Q = H dir. Benzer sekilde P,Q = H dir. N < H oldugundan hN € %Vardlr.

h = ac = bd olacak sekilde a € P;, b € P,, c¢,d € Q vardir. Simdi

h™*Dh = (ac)~*D(ac) (12)
= (c"'a YH)D(ac)
=c Y a'Da)c

=aDa< P

ve benzer sekilde h™*Dh < P, oldugundan (D, h"*Dh) < P, N P, = D olurki, h"*Dh # D
oldugundan bu bir ¢eliskidir. i

2.5.15. Tanim H bir grup olsun. Tiimevarim ydntemiyle her k > 0 icin H nin Z,(H)

altgrubu: Zy(H) = {e} ve her k > 0 i¢in Z; .1 (H), Z,,(H) yi igeren ve

Zew(H)  H
RO

) (13)

H
Zy(H)

esitligini saglayan bir altgrup olsun. Z,,,(H) , Z( ) nin dogal homomorfizmaya gore

H igindeki ters goriintisiidir ve Zp(H) yi igerir. Bdylece H nin altgruplarinin

{e}=2,(H) < Z,(H) < Z,(H) < -+ artan zinciri elde edilir. Buna H nin yukari merkez



35

zinciri ve Zi(H) ye H nin k-yinct merkezi denir. Ozel olarak, Z;(H) = Z(H), H nin
merkezidir. Bir H grubunun yukar1 merkez zinciri H ye ulasirsa bu zincire H nin yukari
merkez serisi denir. Yukar1 merkez serisi sonlu olan gruplar ¢oziilebilir gruplarin nilpotent
gruplar denilen ve sonlu p-gruplarini da i¢ine alan ¢ok 6nemli bir alt sinifin1 olusturmaktadir

(Asar ve digerleri, 2010).
2.5.16. Teorem Her k > 0 i¢in Z;(H) < H dir (Asar ve digerleri, 2010).

Kanit. k tizerine timevarim uygulayabiliriz. k = 0 i¢in Zy(H) = {e} < H dir. Simdi k = 0

icin iddia dogru olsun. k + 1 i¢in dogrulugunu gosterelim. y € Z,,,(H) ve h € H olsun.
H . -1

) s (hZx(H)) ~(yZp(H))(hZy(H)) = yZx(H) bulunur.

Boylece (h™tyh)Z,(H) = yZ,(H) elde edilir. Dolayisiyla h™*yh = yt olacak bigimde

t € Z,(H) vardir. Ustelik Z,(H) < Zy,1(H) oldugundan h~lyh € Z;,,(H) dir. Sonug
olarak Z,,,(H) < H dir. O

Buradan yZ,(H) € Z(

2.5.17. Tanim H bir grup olsun. Eger n > 0 igin Z,(H) = H ise H ye bir nilpotent grup
denir. Bu esitligi saglayan n sayilarinin en kii¢ligiine H nin nilpotentlik sinifi denir (Asar ve

digerleri, 2010).

2.5.18. Uyar1 Her abel grup nilpotenttir. Ayrica her nilpotent grup ¢6ziilebilirdir. Gergekten
H nilpotent ise birn > 0 i¢in {e} = Zy(H) < Z;(H) @ - < Z,(H)=Hveher0<i<n

icin ZLZ%I({H)) abel oldugundan H ¢oziilebilirdir. Bunun karsitt dogru degildir; ¢iinkii Ss
¢oziilebilirdir fakat Z(S3) = {(1)} oldugundan nilpotent degildir. Tanimdan goriildiigi gibi,
birim grubun nilpotentlik siifi 0 ve birimden farkli bir abel grubun nilpotentlik sinifi 1 dir

(Asar ve digerleri, 2010).

2.5.19. Teorem H, mertebesi p™ olan bir p-grubu olsun. O zaman H nilpotenttir. Eger

n = 2 ise H nin nilpotentlik sinifi en ¢ok n — 1 dir (Asar ve digerleri, 2010).

Kanit. Once H nin nilpotent oldugunu gosterelim. Eger n = 0 ise H = {e} nilpotenttir.

Oyleyse n > 1 olsun. Kabul edelim ki bir k > 1 igin Z,(H) < H olsun. H p-grup

oldugundan Z(H) # {e} dir. Boylece |%| > 1 olmalidir. Buradan |ZZ((IL))| > p dir. Bu
k k
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ise, |Z;+—El(g)| > p iken |Zy,1(H)| > |Zi(H)| olmasimi gerektirir. Benzer sekilde devam
k

edilerek |H| = p™ iken bir ¢ < ni¢in Z.(H) = H oldugu ve boylece H nin nilpotent oldugu
goriiliir. Simdi n > 2 olsun. Miimkiinse H nin nilpotentlik sinifi n olsun. O zaman her

1 < k < nigin |Z,(H)| = p* olmalidir. Ozel olarak, |Z,,_,(H)| = p™ 2 olur. Bu durumda

H
Zn—2(H)

abeldir ve

| = p? bulunur. p? mertebeli gruplar abel oldugundan dolay1 7 i D
n-2

boylece Z,_(H) = H olur ki bu bir geliskidir. Dolayisiyla H nin nilpotentlik sinifi

n — 1 den kiiciik veya esittir. i

2.5.20. Teorem H bir sonlu grup ve T ile K, H nin normal altgruplari olmak iizere

H = TK olsun. Eger T ve K nilpotent ise H nilpotenttir (Asar ve digerleri, 2010).

Kanit. T ve K nin nilpotenlik siniflar1 sirastyla m ve n olsun. {e} = Z,(T) < Z,(T) <...<
Zn(T)=T, {e}=2y(K)< Z,(K) <...< Z,(K) = K dir. Genelligi bozmadan m < n
alinabilir. Simdi her i >0 i¢in T;(H) = Z;(T)Z;(K) = Z;(T) X Z;(K) olsun. Burada
i>m i¢in T;(H) = Z,,(T)Z;(K) dir. Z;(T), Z;(K) nin H nin i. yukar1 merkez terimi
oldugunu gosterelim. i = 0 i¢in iddia agiktir. i > 0 i¢in iddia dogru olsun. Simdi iddianin
i +1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. [T,K] = {e} oldugundan ve K < H, T < H ve
TNK={e} ise her t€T ve k€K i¢in tk =kt oldugundan [Z;,{(T),TK]=
[Z;41(T), T] < Z;(T) < Z;(H) bulunur. Benzer bi¢imde [Z;,,(K),TK] < Z;(H) olup
Ti11(H) < Z;y1(H) dir. Simdi z € Z;,1(H) olsun. z = tk olacak bicimde t €T ve k € K
vardir. x €T olsun. [t,x] =[z,x] € Z;(H)NT = (Z,(T) Z;(K))NT = Z(T) Z;(K n
T) = Z;(T) esitliginden [t,x] € Z;(T) bulunur. Bu ise t € Z;,1(T) oldugunu gosterir.
Benzer bicimde k€ Z;,;(K) dir. Dolayisiyla z =tk €T;;;(H) ve buradan
Ziv1(H) < T;y1(H) dir. Boylece Z;,1(H) = T;;1(H) oldugundan iddia ger¢eklenir. Sonug
olarak i = ni¢in Z,,(H) = T,(H) = Z,(T)Z,,(K) = TK = H oldugundan H nilpotenttir. O

2.5.21. Teorem H bir sonlu grup olsun. Asagidakiler denktir.

(i) H nilpotenttir.
(ii) T, H nin bir 6z normal altgrubu ise T < Ny(T) dur.

(iii) H Sylow p-altgruplarinin direkt ¢garpimina izomorftur (Asar ve digerleri, 2010).
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Kamit. (i) = (ii) T, H nin bir 6z normal altgrubu olsun. H nilpotent oldugundan &yle bir
n = 0 tamsayisi i¢in {e} = Zy(H) < Z;(H) < --- < Z,(H) = H dir. T # H oldugundan
oyle bir 0 < k < n vardir ki, Z,(H) < T iken Zy,,(H) £ T dir. h € Zj.;(H)\T ve t €T

H
Zy(H)

. Z+1(H) —
iken hZ,(H) € TR Z(

tZ,(H) ve buradan (h~th)Z,(H) = tZ,(H) saglanir. Dolayisiyla h™1th = tz olacak
bicimde z € Z;(H) vardir. Ayrica Z(H) <T oldugundan h~'th € T dir. Boylece
h™1Th < T olur. Ayrica T sonlu oldugundan h™1Th = T ve buradan h € Ny (T) dir. Ustelik
h&Ti¢inT < Ny(T) dir.

) oldugundan (hZ(H)) " (tZi (H))(hZ\(H)) =

(ii) = (iii) P, H nin bir Sylow p-altgrubu olsun. P nin H nin normal altgrubu oldugunu
gosterelim. K = Ny(P) olsun. Boylece P < K dir. Eger K < H ise kabul geregince
Ny (K) > K olur ki bu durum Ny (N (P)) = Ny (P) olmasiyla celisir. Dolayisiyla K = H
ve P < H dir. H sonlu oldugundan p4, p,, ..., p; birbirinden farkli asal sayilar ve s4, 5, ..., S¢
pozitif tamsayilar olmak iizere |H| = p;'p;? ....p;* dir. Her 1 < i < ¢ igin H nin Sylow
p;-altgrubu P; olsun. |P;| = pl.s ¢ dir. ik olarak H = P,P, ...P, oldugunu gosterelim.
T = P,P,..P, diyelim. Her 1 <i<t i¢in P, < H oldugundan T,H nin bir normal
altgrubudur. Her 1 < i < ¢ igin |P;| = p;* olup T, H nin bir altgrubu oldugundan T nin
mertebesi H nin mertebesini boler dolayisiyla pis ©| |T|dir. Ayrica (plsl, pgz, s pft) =1ve
|H| = p;'p5? ....p;¢ oldugundan T =H dir. 1<i<t olan her {€Z' igin

P, N (PP, ..P;_;..P;) = {e} oldugunu gosterelim. T = PP, ...P;_4 ...P;4; ...P; olsun.

. . . . |T| P;
T < Hve H=TP; dir. p;* - py? + ...- p;*| |T| dir. Simdi |H| = |TP;| = ﬁ < (pi* - py?-
. pft)pisi ﬁ = % oldugundan |T N P;| = 1 dir. Boylece H = P, P, ... P, dir.

(iii) = (i) Py, Py, ...,Ps H nin birbirinden farkli Sylow p-altgruplari olmak iizere
H =P, -P,.. P, olsun. Bu takdirde H = P;P, ... P; bir i¢ direkt ¢arpimdir. t iizerine
timevarim uygulanirsa t =1 i¢cin H = P; oldugundan Teorem 2.5.19 dan dolay1
nilpotenttir. Simdi ise t > 1 ve K =P, ...P, olsun. O zaman H = P;K dir. Ayrica P;
nilpotent ve tiimevarim hipotezinden dolayr K nilpotent oldugundan Teorem 2.5.20

geregince H nilpotenttir. Boylece tlimevarim yoluyla ispat tamamlanr. O
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2.5.22. Onerme H basit bir grup olsun. H nin ¢dziilebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul

H nin mertebesinin bir asal say1 olmasidir (Asar ve digerleri, 2010).

Kanit. (=) H nin mertebesi bir asal say1 ise H basittir. Tersine H basit ve ¢oziilebilir olsun.
H # {e} ve H nin {e} den bagka 6z normal altgrubu yoktur. H ¢oziilebilir oldugundan
H' < H dir. Ayrica H' < H oldugundan H' = {e} ve H abeldir. Dolayisiyla |H| =p

olmalidir.

(<) H nin mertebesi asal olsun. |H| = p oldugundan H ¢oziilebilirdir. O

2.5.23. Onerme H ve T ¢bziilebilir gruplar olsun. Bu takdirde HT de ¢oziilebilirdir (Asar ve
digerleri, 2010).

Kanit. W = HT olsun. T ve % =T 2~ % = H ¢ozilebilirken Teorem 2.5.20 den

W ¢oziilebilirdir . O

2.5.24. Onerme H sonlu nilpotent grubunun her 6z altgrubu alt normaldir (Asar ve digerleri,

2010).

Kanit. H nilpotent ve T < H olsun. N; = Ny (T) olarak adlandirilirsa, T < N; ve T < N;
dir. Eger N; < H ise N, = Ny (N;) i¢in N; < N, bulunur. Dolayisiyla T = Ny < N; < N,
olur. Bu sekilde devam edilirse H sonlu oldugundan, oyle bir k > 1 tamsayis1 ve
her 1<i<k i¢in N; =Ny(N;_1),N, <H iken Ny(N,) =H dir. Sonug¢ olarak
T =Ny < N; <+ < Ny < Holdugundan T, H de alt normal altgruptur. O

2.5.25. Tanim H grubunun H = TK ve T N K = {e} kosulunu saglayan T ve K altgruplarina

birbirlerinin tamlayani1 ad1 verilir (Guo ve Lu, 2012).

2.5.26. Tanim H bir sonlu grup olsun. T < H i¢in H = TK olacak sekilde H nin bir
K altgrubu varsa, H de tlimlenmis altgrup denir. Bu durumda K nin H de T nin tiimleyeni

denir (Ballester-Bolinches ve digerleri, 1998).
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2.5.27. Tanim H bir sonlu grup olsun. H nin T altgrubunun H = TK ve T N K < Ty olacak
sekilde H nin bir K altgrubu varsa T ye H de C —tlimlenmis denir. Bu durumda, K ya
H i¢inde T nin bir C —tliimleyeni denir (Ballester-Bolinches ve digerleri, 1998).

2.5.28. Tanim T < H olmak tizere H nin, H = TK ve T, K nin biitiin Sylow altgruplar ile
permiite edilebilirse T ye H de SS-quasinormal adi verilir. Bir baska deyisle H = TK i¢in
her P < K Sylow altgrubu i¢in PT = TP kosulunu saglayan bir K altgrubu varsa T ye H de
SS-quasinormal denir (Guo ve Lu, 2012).

2.5.29. Tanim H sonlu bir grup olsun. H nin bir Sylow p-altgrubunun tamlayanina H nin
p-tamlayani ad1 verilir. H grubunun bir p-tamlayanina H nin Hall altgrubu ad1 verilir. Tanim
geregince H nin bir Hall altgrubunun bir p-tamlayani olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

[H:T] nin p asalinin bir kuvveti seklinde olmasi ve p 4 |T| olmasidir (Rose, 1978).

H

2.5.30. Tanim OP (H), H nin en kii¢iik normal p-faktér grubudur. Yani 0P D)

p-gruptur ve

bu kosulu saglayan en kiiciik asal boliim grubudur (Rose, 1978).

2.5.31. Tamim H abel grup olsun. Her a € H i¢in a? = e olacak sekilde p asal tamsayisi

mevcutsa H ye elementer abel grup ad1 verilir (Rose, 1978).

2.5.32. Ornek K, klein 4-lii grup elementer abel gruptur.

2.6. Siiper Coziilebilir Grup

2.6.1. Tanim Bir grup, normal bir devirli seriye, yani bdliintiileri devirli olan bir normal
seriye sahipse bu gruba siiper ¢oziilebilir grup denir. Siiper ¢oziilebilir gruplar ¢oziilebilirdir.
Bir tanesi disinda normal devirli altgrubu olmayan A, grubu, siiper ¢6ziilebilir gruplara bir
ornektir (Robinson, 1991).

2.6.2. Ornek Normal devirli altgrubu olmayan A, grubu, siiper ¢dziilebilir gruptur

(Robinson, 1991).

2.6.3. Teorem Siiper ¢oziilebilir bir grubun esas boliintiisiinlin derecesi asaldir ve maksimal

bir altgruba gore asal indekse sahiptir (Robinson, 1991).
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Kamit. N siiper c¢ozilebilir bir H grubunun minimal normal altgrubu olsun.
{e} = Hy < H; < -+ < H,, = H de normal bir devirli seri olsun. i, N N H; # {e} kosulunu
saglayan en kiicik tamsayr ise N,H nin minimal normal altgrubu oldugundan
N=NnNH;<H dir. Buradan N <H; i¢in NNnH;_; ={e} olup 2. Izomorfizma
Nhiy

T olur. Dolayisiyla N asal mertebeli devirlidir. O

i-1 i-1

teoreminden N =
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde bulgular ve tartisma kisminda faydalandigimiz birtakim tanim ve teoremlere

yer verilmistir.

3.1. Hipergruplar, Gii¢lii Hipergrup Homomorfizmalar1 ve Kanonik Hipergruplar

3.1.1. Tamim H # @ bir kiime ve P*(H), H nin bostan farkli tiim alt kiimelerinin ailesi olsun.
o: H X H - P*(H) bir fonksiyon ise o ye H lizerinde bir hiperigslem ve (H,°) ikilisine ise

hipergrupoid ad1 verilir (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2022).

3.1.2. Tanim (H,°) bir hipergrupoid olsun. Bu takdirde H nin bostan farkli her X,Y alt

kiimesi i¢in X o ¥ = Uxex x o y bigimindedir. Bu yiizden her a € H i¢in {a} o X ve X o {a}
YEY

yerine kisaca a o X ve X o a yaziliglar kullanilir (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2022).

3.1.3. Tanim (H,o) bir hipergrupoid olsun. Her a,b,c € H i¢in ao(boc) = (aob)oc
esitligi saglaniyorsa, kisaca o, H iizerinde birlesmeli ise (H,°) hipergrupoidine yar1 hipergrup

denir (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2022).

3.1.4. Tanim (H,o) bir hipergrupoid olsun. Her x € H i¢in x o H = Hox = H esitligi
saglaniyorsa (H,°) hipergrupoidine quasihipergrup denir (Davvaz ve Leoreanu-Fotea,

2022).

3.1.5. Tamim (H,o) hipergrupoidi hem yar1 hipergrup hem de quasihipergrup ise (H,°) ye

hipergrup adi verilir (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2022).

3.1.6. Tanim (H,°) hipergrubunun bostan farkli bir S alt kiimesi verilsin. S,H deki
hiperisleme gore bizzat bir hipergrup yapisina sahipse S ye H nin althipergrubu denir ve
S < H yazilis1 ile gosterilir. S < H ve S # H ise Sye H nin 0z althipergrubu denir ve
S < H ile gosterilir. S < H olmasi i¢in gerek ve yeter kosul hera € Sigin ae S =Soa =

S olmasidir (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2022).
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3.1.7. Tanim (Hq,°) ve (H,,*) iki hipergrup olsun. f: H; — H, bir fonksiyon olsun.

(i) H; in tim x,y elemanlart i¢in f(xoy) S f(x) * f(y) saglaniyorsa f ye hipergrup

homomorfizmasi adi verilir.

(i) H, in x,y elemanlann i¢in f(xoy) = f(x)* f(y) ise f ye gig¢li hipergrup

homomorfizmasi adi verilir.

(iii) Giicli hipergrup homomorfizmasi birebir ve Orten ise giiglii hipergrup izomorfizmasi
denir. Aralarinda giiclii hipergrup izomorfizmasi olan H; ve H, hipergruplar i¢in H; = H,

gosterimi kullanilir (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2022).

3.1.8. Teorem (Hq,°) ve (H,*) iki hipergrup ve f:H; — H, bir giicli hipergrup
homomorfizmasi olsun. O zaman Gor(f), H, nin bir althipergrubudur (Davvaz ve

Leoreanu-Fotea, 2022).

3.1.9. Onerme H;, H, hipergruplarnin birim elemanlar1 sirasiyla e; ve e, olsun.

Y: H; - H, giiglii hipergrup homomorfizmasi ise 1 (e;) = e, dir (Talace, 2010).

3.1.10. Onerme H,, H, hipergruplari i¢in 1: H; — H, bir gii¢lii hipergrup homomorfizmasi

ve H' < H; olsun. Bu takdirde;

(i) H' € ¢ek(3) ise her h € H; i¢in ¢(h + H") = 1 (h) kuraliyla tanimli ¢: H; / H' = H,

giiclii homomorfizmasi vardir.
(ii) 1 orten ise ¢ Ortendir.
(iii) H' = ¢ek(y) ise @ birebirdir.

(iv) Y orten ve H' = ¢ek(3)) ise, o zaman ¢ bir gii¢lii hipergrup izomorfizmasidir (Talaee,

2010).

3.1.11. Ornek (H, -) bir grup ve {x,y), H nin x,y € H elemanlar tarafindan iiretilen
altgrubu olsun. Vx,y € H i¢in xoy = (x,y) bi¢ciminde tanimli o: H X H - P*(H)

hiperislemine gore (T,0) bir hipergruptur (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2022).
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3.1.12. Ornek (H, -) bir grup ve T < H olsun. Her x,y € H igin x o y = xyT ile tanimli
o:T X T — P*(T) hiperislemine gore (H,o) bir hipergruptur (Davvaz ve Leoreanu-Fotea,
2022).

3.1.13. Ornek (H,+) bir abel grup, ~ H iizerinde bir denklik bagmtisi olmak iizere
H | . bolim kiimesindeki denklik smiflar1 X = {x, —x} bigiminde olsun. Her X,y € H| . i¢in
X oy ={x+yx—y} olarak tammli o hiperislemine goére H . bir hipergruptur (Davvaz

ve Leoreanu-Fotea, 2022).

3.1.14. Tanim H bir hipergrup ve - hiperislem olsun. Her A, BCS H igin A-B =
U(ab) € axg @ - b olarak tammlanir. Kisalik bakimindan {a}, A - {b} ve {a} - B sirasiyla a,

A - bvea - B ile gosterilir. Ayrica, a, b € H i¢in a - b yerine ab kullanilir (Shojaei ve Ameri,

2017).

3.1.15. Tanim e, (H, +) yar1 hipergrubunun her x € H i¢in e + x = x kosulunu saglayan bir
elemani olsun. Bu takdirde e, H nin sol birim elemani1 olarak adlandirilir. Benzer sekilde, sag
birim eleman da tanimlanabilir. (H, +) yar1 hipergrubunun bir e elemani, sol ve sag birim
elemani ise birim eleman olarak tanimlanir. e, (H,+) hipergrubunun birim elemani ve
X € Holsun. e € (x + x") N (x" + x) kosulunu saglayan x’ € H elemanina x in H deki tersi

denir (Shojaei ve Ameri, 2017).

Birim elemana sahip bir yar1 hipergrup hipermonoid olarak adlandirilir.

3.1.16. Tanim H hipergrup ve T, H nin bir 6z althipergrubu olsun. T ¢ T' < H i¢in
T' = H oluyorsa T althipergrubuna H hipergrubunun bir maksimal althipergrubu denir

(Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2022).

3.1.17. Tanim Bostan farkli bir H kiimesi + hiperislemi ile birlikte asagidaki aksiyomlari
gercekliyor ise (H, +) ikilisine kanonik hipergrup denir (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2007).

(i) (H, +) bir yar1 hipergruptur, yani H, + hiperislemine gore birlesme 6zelligine sahiptir:
her x,y,z € H igin (x + y) + z = x + (y + z) esitligi saglanir.
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(ii) H, + hiperiglemine gore degisme Ozelligine sahiptir: her x,y € H i¢in x + y =y + x
dir.

(iii) H nin e birim eleman1 mevcuttur: her x € H i¢in e + x = x + e = x olacak sekilde tek

bir e vardur.

(iv) + hiperislemine gére H deki her elemanin tersi vardir ve tektir: her x € H igin,
e € x + (—x) olacak sekilde —x € H mevcut olup —x elemanina x elemaninin tersi denir

ve bu eleman tektiirlii bigimde belirli olup e € x — x ile gosterilir.

(v) + hiperiglemine gore tersinirlik 6zelligi saglanir: her x,y,z € H i¢in z € x + y iken

YE—x+zvex €z—ydir.
Bundan sonra (H, +) yerine kisaca H yazacagiz.

3.1.18. Tanim (H,+) kanonik hipergrup ve N, H nin althipergrubu olsun.
H/N ={x+ N |x € H} kiimesi her x+ N, y+ N€H /N i¢in (x+N)+ (y+N) =
{t+ N |te€x+y} islemine gore hipergrup olup bu hipergruba H nin N ye gore bolim

hipergrubu denir (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2022).

3.1.19. Tanim H hipergrup ve N < H olsun. N nin H hipergrubundaki sol yan siniflarinin
olusturdugu kiimenin kardinalitesi, sag yan siniflarinin olusturdugu kiimenin kardinalitesine
esit ise N nin H hipergrubundaki indeksi denir ve [H: N] ile gosterilir (Zhan ve digerleri,
2011).

3.1.20. Tanim x,;,,(H) ile H hipergrubundaki sol mertebeleri p asalinin kuvveti olan tiim

elemanlarinin kiimesi gosterilsin. Burada her x € H elemaninin sol mertebesi

0;(x) = min {0; (x,x"" )| e; € x"" - x} (14)
=min{min{s > 0|3k,m € N: ¢, € x5

(x"™ x™)en ("™ x™ ) x5 e, €X' x}e, €x" - x}
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bigiminde tanimlamr. H nin Xx;,(H) nin alt kiimesi olan her althipergrubuna sol
genellestirilmis p-althipergrubu denir ve kisaca [gp-althipergrup olarak gosterilir. H nin tiim
lgp-althipergruplarinin kiimesi M; ,,,(H) yazilisiyla gosterilir. M; 4., (H) nin maksimal
elemanlarina H nin sol genellestirilmis p-Sylow althipergruplar1 veya kisaca [gp-Sylow
althipergruplar1 denir. H nin lgp-althipergruplarinin mertebesi p nin kuvveti olup H nin
mertebesini bdlerse bu althipergruplara H nin sol p-althipergrubu veya [p-althipergrubu
denir. H nin tiim [gp-Sylow althipergruplarinin kiimesi S, ; ,,(H) yazilistyla gosterilir. H nin
tiim [p-althipergruplarmin kiimesi M, ,, (H) olsun. M, ,(H) nin maksimal elemanlarma H nin
sol p-Sylow althipergruplar1 veya [p-Sylow althipergruplar1 denir. S;,,(H) ile H nin Ip-
Sylow althipergruplarinin kiimesi gosterilir. Benzer sekilde sol yerine sag birim alinarak
Xrp(H), My g, (H), Sy g (H) ve S;.,(H) tanimlanabilir. H hipergrubunda sag mertebeleri p
asalmin kuvveti olan tiim elemanlarinin kiimesi x,. ,(H) olsun. H nin [gp-Sylow ve rgp-
Sylow olan althipergruplarina gp-Sylow althipergruplar1 denir. H nin Ip- ve rp-
althipergruplarina p-althipergruplar1 denir. H nin [p-Sylow ve rp-Sylow althipergruplarina
ise p-Sylow althipergrubu denir (Jantani ve digerleri, 2017).

3.1.21. Tanim H nin bostan farkli F alt kiimesi verildiginde her x,y € F eleman1 i¢in

x -y C F oluyorsa F ye H nin kapal1 alt kiimesi denir (Vasil’ev ve Zieschang, 2022).

3.1.22. Tanim (H, -) hipergrubu verilsin. D ve E, H nin kapali kiimeleri olsun. Her d € D
icin E -d € d - E oluyorsa D, E yi normaller denir. Eger H, H deki kapal1 bir alt kiime F yi

normallerse F ye H de normaldir denir (Vasil’ev ve Zieschang, 2022).

3.1.23. Tanim H nin D ve E kapali alt kiimeleri verilsin. Eger x™1 Dx = E esitligini

saglayan x € H varsa D ve E ye H de esleniktir denir (Vasil’ev ve Zieschang, 2022).

3.1.24. Tanim H nin D kapali alt kiimesi verilsin. D € E olan her bir x € E iginx 1 Dx € D
oluyorsa D ye E de giiglii normal alt kiime denir. Eger E bir hipergrup ve D < E bir gii¢li
normal alt kiime oluyorsa D ye E nin gii¢lii normal althipergrubu denir (Vasil’ev ve

Zieschang, 2022).

3.1.25. Tanmm H hipergrubunun H, = e, H, = Holan kapali HyHy,...,H,

althipergruplari olmak lizere i € 1,2,...,nolan heriicin H;_;, H; de giiclii normal oluyorsa
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ve [H;: H;_q] indeksi asal oluyorsa H ye ¢0ziilebilir hipergrup denir (Vasil’ev ve

Zieschang, 2022).

3.126. Ornek H=S, simetrik grubunun H' =A, alterne altgrubu igin
H" = K, = {e,(12)(34),(13)(24), (14)(23)} dir.

73(e) = {e, (13)(24), (12)(34), (14)(23)}; (15)
7;(12) = (12)75(e);
7;(13) = (13)75(e);
7;(23) = (23)15(e);

73(123) = (123)73(e);

73(124) = (124)75(e).

Bu nedenle H/7; = S3 uzunlugu 2 olan ¢oziilebilir hipergruptur (Davvaz ve Leoreanu-

Fotea, 2022).

3.2. Kanonik Hipergruplarin Boliim Hipergruplar

Bu kisimda kanonik hipergruplarin althipergruplarina gére boliim hipergruplarinin yapisi

incelenecektir. H bir hipergrup ve N < H olsun. x + N € H/N kisaca x ile gosterilecektir.

3.2.1. Lemma H kanonik hipergrup ve N, H nin althipergrubu olmak iizere X vex’ € H / N

olsun. ¥ Nx’ # @ ise X = x' dir (Shojaei ve Ameri, 2017).

Kanit. Hipotez geregince, t € X N x' i¢in dylen’,n"’ € N elemanlari vardirkit € x + n' ve
tex'"+n" yazilir. Buradan x'€t—n""olup x'€t—-n"cx+n" —n"cx+N
bulunur. Béylece x' + N € x + N kapsamasindan ¥ € x’ elde edilir. Benzer sekilde,

x' C X kapsamasi da saglanir. Sonug olarak ¥ = x' dir. m

(H,+) kanonik hipergrup iken (H/N,+) hipergrubunun kanonik bir hipergrup oldugunu

kanitlayalim.
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3.2.2. Onerme H kanonik hipergrubu ve N < H verilsin. Bu takdirde (H/N, +) bir kanonik
hipergruptur (Shojaei ve Ameri, 2017).

Kanit. 11k olarak + hiperisleminin iyi tanimli oldugunu gdsterecegiz, yani eger X; = X; ve
Y1 =Y, ise, 0 zaman X; + Y; = X, + Y, esitliginin saglanip saglanmadigin1 gosterecegiz.
Z € X1 + y; olsun. O zaman 6yle bir t € x; +y; iginZ =t veyaz+ N =t + N dir. Yani
Oyle birn € N igin z € t + n bulunur. Boylece z € t + n € x; + y; + n olur. Diger taraftan
X, =X, ve y; =Y, iken nq,n, € N elemanlar1 i¢in x; € x, + ny ve y; € y, + n, olur.
Boylece z € x; + y; + n € x, + y, + n; + n, + n kapsamasi bulunur. Yani z € t’' + ng
icin dyle bir nz € N i¢in z € t’ N Z dir. Dolayisiyla Lemma 3.2.1 den, Z=1t" €%, + ¥,
saglanir. Boylece X1 + y; € X, + y, kapsamas1 bulunur. Benzer sekilde, x, +y, € X7 + y;

kapsamasi elde edilir. Sonug olarak, x; + y; = x; + Y, esitligi saglanir.

Birlesim Ozelligi:

(P+ §)+7= U w|+z= U(VT/+Z) - U 5 (16)

WEX+y wex+y WEX+Y,tEW+Z
- U - U e |J @
wWE(x+y)+z wex+(y +2) VEY+zZ, UEX+V

= U (X+7) =%+ U {t}|=x+(F+2)

VEY+Z VEY+Z

Degisme Ozelligi: Acikga, X+ y={t|tEx+y}={t|t € y+x} =y + X bulunur.

Birim elemanin varligt: e, H nin birim elemani olmak tizere € = N, (H/N, +) nin birim
elemanidir. Burada é+x ={t |t €e+ x} = {t |t € {x}} = {X} olup X + &= {Xx} esitligi

yazilir.

Her elemanin tersinin varligi: X nin bir tersi vardir ve —x dir. e € x — x oldugundan
eex+ (=x) = {t|lt€ x + (—x)} = {|t € x — x} elde edilir. Ayrica & € (=x) + ¥ oldugu
aciktir. Yani =X, X in tersidir. Tersinin tekligini gostermek i¢in ¥ € H/N olsun, dyle bir

e€EXx+yolsun. O zaman e€f{t|tex+y}={t|t€x+y}. O zaman & = Z veya
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N = z + N olacak sekilde z € x + y vardir. Yani 6yle bir n € N i¢in z = n olur. (H, +) nin
tersinirlik aksiyomunu saglamasi geregince y € —x +n S —x + N kapsamasi elde edilir.
Dolayisiyla y € —x + N olur. Burada y € y N =x oldugundan, Lemma 3.2.1 den y = =x
elde edilir. Boylece € ve =x ifadeleri kisaca e + N ve =X (tersi) olarak kullanilabilir. Sonug

olarak H /N iizerinde — hiper isleminden bahsedebilir ve X + (—¥) yerine X — y kullanilir.

Tersinirlik Ozelligi: X € y + Z iken dyle bir t € y + z eleman i¢in X = dir. y €t — z,
X =tiken y €t —Zolup x =t bulunur. Yani y € ¥ + (=z) bi¢imindedir. Dolayisiyla
(H/N, +) kanonik bir hipergruptur. O

Asagidaki onermede H /N iizerinde, € hiperislemi farkli bir metotla verilecektir.

3.2.3. Onerme H kanonik hipergrubu ve N < H olsun. H/N iizerinde @ hiperislemi

+ yardimiyla agagidaki bicimde tanimlanir:

x @ y:={t|t € x+ y}(Shojaei ve Ameri, 2017).

Kamit. A={t+N|t€e x+y} ve B={t+N|te(x+N)D (y+N)} olsun. A=B
oldugunu gosterecegiz. t + N € A olsun. O zaman, t € x+y S (x+ N) @ (y + N) olur
ve t + N € B oldugunu gostermektedir. Bu ylizden A € B dir. Tersine, t + N € B oldugunu
kabul edelim. O halde 6yle birt Ep+nicinp €Ex+y ven € N + N € N olur. Burada
t € t N p oldugu agiktir. Dolayisiyla Lemma 3.2.1 ile £ = p olur. Diger taraftan, p € x + y
olmas1 p € A olmasim gerektirir. Yani £ € A elde edilir. Sonug olarak, B € A olup A = B

bulunur. O

3.2.4. Lemma Herhangi bir A kanonik hipergrubunda her x,y € 4 i¢in x = y olmas1 i¢in
gerek ve yeter kosul 04 € x — y olmasidir (Shojaei ve Ameri, 2017).

Kamit. x = y € A olsun. Bu takdirde 04 € y — y = x — y olur. Tersine, 04 Ex —y = x +
(=y) oldugunu kabul edelim. Buradan 04 € (—y) + x yazilir. Diger taraftan, 04 € y +
(—=y) =(—y) +y oldugu aciktir. Yani x ve y nin herbiri —y elemaninn tersidir.

—y elemaninin tek tiirliliigii geregince, x = y bulunur. O
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3.2.5. Uyar Tersinirlik aksiyomu ile 0, € x — y olmas1 X = y olmasin gerektirir. Eger H/N

icin Lemma 3.2.4 i uygularsak, o zaman

X=y=>N=0yyEX-F=X+=y (17)

=teEx—y, N=t+N
=teEx—y, teEN

=te(x—y)NN*0

Diger taraftan,

te(x—y)NN=@p=>tex+(—y), teEN (18)
=t+Nex+(=y)=x—y, teEN

bulunur. Dolayisiyla Lemma 3.2.4 den x = y olur.

3.2.6. Onerme Eger ¥ = y olmasi icin gerek ve yeter kosul (x —y) N N # @ olmasidir
(Shojaei ve Ameri, 2017).

3.2.7. Onerme H kanonik hipergrup ve N < H olsun. Bu takdirde x,y € H olmak iizere
{N} = x —y olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul x —y € N olmasidir (Shojaei ve Ameri,

2017).

Kanit.
(N} =x—yeo{N}=x+=y={t+N|tex+ (—y)} (19)
S N=t+N, VteEx—Yy
S VneN, VieEx—y:t+ncN

St=t+0yEN, VtEX—Y
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=x—y&EN O

3.2.8. Onerme H kanonik hipergrup ve N < H olsun. Bu takdirde ¥ @ y = N olmas! icin
gerek ve yeter kosul x + y © N olmasidir. Yani, (x + N) + (y + N) =N & x+y S Ndrr
(Shojaei ve Ameri, 2017).

Kamit. N+ N =N, oldugundan (x + N) @ (y+N)=N=x+y+ N =N elde edilir.
Yani her t Ex+y icin, t + N © N vardir. Boylece t € x + y i¢in ve her n € N i¢in,
t+n SN bulunur. Ozellikle t=t+e SN ve sonu¢ olarak, x +y € N bulunur.
Tersine, varsayalim ki x +y € N olsun. O halde her t € x + y icin t + N = N dir. Boylece
x+y+ N =N elde edilir N+ N =N oldugundan N=x+y+N=x+y+ N+ N =
(x + N) @ (y + N) istenilen elde edilir. O

3.3. Sonlu Gruplarin SS-Tiimlenmis Altgruplan ve Ozellikleri

Bu kisimda oncelikle sonlu gruplarin SS-tiimlenmis altgrup kavrami tanitilarak birtakim

Ozellikleri verilecektir.

3.3.1. Tanim H bir grup ve T < H olsun. H nin H = TK ve T N K, K da S-quasinormal
olacak sekilde bir K altgrubu varsa T ye H de SS-tiimlenmis denir. Bu durumda K ya T nin
H deki bir SS-tiimleyeni denir (Guo ve Lu, 2012).

H nin bir C-tiimlenmis altgrubu H de SS-tiimlenmistir: T, C-tiimlenmis ise bir K; < H igin
H=TK; ve TNK; =Ty dir. H nin Ty 6z H nin T tarafindan igerilen en biiylik normal
altgrubu oldugundan Ty < H dir. O halde (TN K,)P = (Ty)P = P(Ty) = P(T NK;)

saglanir. K;, T nin SS-tlimleyenidir.

T, H nin bir S-quasinormal altgrubu ise H nin H = TK esitligini saglayan ve T, K nin biitiin
P Sylow altgruplart ile permiite olan bir K altgrubu mevcuttur. O zaman TP = PT
oldugundan Modiiler kuraldan (T N K)P = P(T N K) olur. Buise T nin H de SS-tiimlenmis

olmas1 gerektigi anlamina gelir.
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Her S-quasinormal altgrup C-tiimlenmis olmayabilir ve C-tlimlenmis altgrup da

S-quasinormal olmayabilir.

Bir grubun SS-tiimlenmis altgrubunun C-tiimlenmis ya da S-quasinormal olmayabilecegi
(Guo ve Lu, 2012) deki Ornek 2.3 de ispatlanmistir. Boylece bir grubun SS-tiimlemis
altgruplar sinifit aynt grubun hem C-tiimlenmis altgruplar sinifin1 hem de S-quasinormal

altgruplar siifin1 6z olarak igerir.

3.3.2. Ornek (1) H=15, ve T =((34)) olsun. O zaman H =TA, ve TN A, = {e}
oldugundan H de C-timlenmistir. Fakat A, in P = ((123)) Sylow 3-altgrubu igin
TP # PT oldugundan S-quasinormal degildir.

(2) P={x,y|x*® =y*=¢e, x¥ =x3) olsun. O zaman ®(P) = (x2,y?) = (x2) x (y?)
ve burada (x, y?) ve (x2,y), P nin maksimal altgruplar1 olup bu altgruplarin arakesitleri
(x2,v?) altgrubudur. T = (y?), P de S-quasinormaldir. P nin biitiin altgruplar ile permiite
edilebilir. Boylece T, S- quasinormaldir. Ancak P nin TN K £ Tp olacak sekilde bir
altgrubu mevcut olmadigindan T, P de C-tiimlenmis degildir (Guo ve Lu, 2012).

3.3.3. Ornek Ornek 3.3.2 de verilen P grubu icin H=S, X P olsun. T = C, X P,,
C, =((34)) ve P, =(y?) ve K=A,xP olsun. Bu durumda H=S5,XxP =TK ve
T NK = P; oldugundan T N K, K da S-quasinormaldir. Boylece T, H de SS-timlenmistir.
Fakat T, C-tiimlenmis ya da S-quasinormal degildir (Guo ve Lu, 2012).

Simdi SS-tlimlenmis altgruplarin bazi temel 6zelliklerini verelim.

3.3.4. Lemma H bir grup ve T, H nin SS-tiimlenmis altgrubu olsun. O zaman asagidakiler

saglanir.

(i) M, H nin bir altgrubu ve T < M ise o zaman T, M de SS-tiimlenmistir.

(ii) N < H ve N < T ise o zaman % , %de SS-timlenmistir.
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(iii) m asallarin bir kiimesi ve m’' = P \ m olmak tizere eger T,H nin bir m-altgrubu ve

C ) TN H . .
N, H nin bir r’-alt grubu ise 0 zaman ~ N de SS-tiimlenmistir.

(iv) L, H nin bir altgrubu ve T < ®(L) ise o zaman T, H de S-quasinormaldir (Guo ve Lu,
2012).

Kanit. (i) Hipotezden H = TK ve T N K, K da S —quasinormal olacak sekilde K < H vardir.
K; =MNK olsun. O zaman H = TK esitliginden M =HNM = (TK)NM =T(K N
M) =TK; bulunur. TNK; =T NMnNK =T N K oldugundan hipotez geregince T N K;,
K; de S —quasinormaldir. Q < M N K olmak tizere Q(TNK;) =Q(TNK)=(TNK)Q
oldugunu gostermeliyiz. Q = P N (M N K) olacak sekilde P < K vardir ve hipotezden
(T NnK)P = P(T NnK) saglanir. O halde;

QTNK)=QTnK, =(PN(MNK))TnK, =(PNMTnNK, (20)
=PTNMNK,=PTNnMNK=Mn(PTNK)=Mn (P(TNK))
=MN(TNK)P=MnN(TPNK)=(MNTP)NK=TPNMnNK;
=TPNM)NK; =TPN(MNK)NK, =TQNnK, =(TNK;)Q

olup T, M de SS-timlenmistir.

TNKN _ (TNK)N _

(ii) H = TK oldugundan B_IX saglanir. Modiiler kuraldan Int—
N N N N N

N N

w dir. Herhangi bir p asali i¢in Kp, K nin Sylow p-altgrubu olmak iizere % nin herhangi

bir Sylow p- altgrubu % formundadir. Béylece (T N K)Kp, H nin bir altgrubu oldugundan

T K KN
Inkl K ge
N N N

(£ 2) (%2%) = C85Y Znin bir altgrubudur. Buradan (1) den
N N N N N

. - . (T _KN\KpN _ KpN (T _ KN\ .. ... . . T H
S-tiimlenmistir. Yani, (—ﬂ—)L = L(—n—) esitligi saglamir. Boylece —, — de
N NN N VN N N

SS-tiimlenmistir.

(iii) T bir m-altgrup ve N bir n'-altgrup oldugundan (|N|,|T|]) =1 ve NNT = {e} ve
N % T olamayacagindan N < K olmalidir. Béylece Modiiler kuraldan NT N K = N(T N K)
dir. H=TK iken H= NTK = (NT)K elde edilir. Ayrica her P < K i¢in (NT N K)P =
(N(TNK))P =N(P(TNK)) ve N<H oldugundan N(P(T nK)) =P(N(TNnK)) =
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P(NT n K) bulunur. O halde NT N K, H de S-quasinormal olup NT, H de SS-tiimlenmistir.

(1) geregince % ,% de SS-tiimlenmistir.

(iv) ®(L) # L nin Frattini altgrubu olup ve L nin maksimal altgruplarinin arakesitidir, ayrica
L nin biitlin tirete¢ olmayan elemanlarinin kiimesidir. Yani L = (x,a) iken L = (X) dir.
T<P(L)=>T<L=>H=TK=L=LNH=LNTK=T(LNK)=(T,LNK)=Ln

K=>L<K=T<L<Koldugundan T < K = H = TK = K olur. Boylece T N K, K de
S-quasinormal oldugundan T N K =T, K = H olup T, H de S-quasinormaldir. O

Asagidaki lemmalar verilen bir H grubunun S-quasinormal altgruplarinin bilinen

sonuclaridir.

3.3.5. Lemma H bir grup ve T < H olsun. Eger T, H de S-quasinormal ise o zaman T, H de

alt normaldir (Guo ve Lu, 2012).

Kanit. Kabul edelim ki iddia dogru olmasin, yani bir H grubunda T < H S-quasinormal iken
T alt normal olmasin. Bu kosulu saglayan gruplarin en kiigiik mertebeli olan1 H grubu olsun.
N =Ny(T) ={h"'Th|h € H} alalm. T < N ve N < H dir. Eger N, H nin 6z normal
altgrubu ise o zaman T, N de S-quasinormal ve H nin minimalliginden T, N de alt normaldir
ve N < H oldugundan T < --- < H olur. O halde N = H = Ny(T) olmalidir. M, T yi igeren
bir maksimal altgrup olsun. Ny (T) = H oldugundan 6yle bir Ny (M) vardir ki T, Ny (M) de
icerilmez. Boylece T Ny(M) = H ve M Nyx(M) = H geliskisi elde edilir. o

3.3.6. Lemma Birp asali i¢in T,H nin bir p-altgrubu olsun. O zaman T nin H de

S-quasinormal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul OP(H) < Ny (T) olmasidir (Guo ve Lu,

2012).

Kanit. Once T,p-altgrubu H de S-quasinormal olsun. O zaman H nin her bir Sylow
p-altgrubu P icin TP = PT ve T bir p-altgrup oldugundan TP = PT = P dir. Boylece
T € OP(H) (OP(H) ise H nin en kii¢iik normal p-altgrubudur. T, p-altgrup olduguna goére
T € OP(H)) ve Lemma 3.3.5 den H de alt normaldir. Bundan baska bir q # p i¢in
Q Sylow p-altgrubu ise o0 zaman T, S-quasinormal oldugundan QT = TQ saglanir. p’, p den

farkli olan asal olmak tizere p’ mertebeli bir eleman ya da altgrup bir Q Sylow p’-altgrubu
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tarafindan igerilir. Boylece h € OP (H) iken < h >< Q ve Q, p’ mertebeli devirli gruplarin
carpimi oldugundan QT = TQ saglanir. Buradan <h >T =T < h > olup h € Ny(T) =
{h € H |hT = Th} bulunur.

Tersine Ny (T) 2 OP(H) ise o zaman T € OP (H) dir. Sonug olarak T, H de alt normaldir ve
q # p icin H nin her bir Sylow g-altgrubu tarafindan normallenir. O
3.3.7. Lemma A, H nin bir alt normal altgrubu ve B, H nin bir minimal normal altgrubu olsun.

O zaman B < Ny (A) dir (Guo ve Lu, 2012).

Kanmt. A=U,<2--2U; 2 H ve B,H nin minimal normal altgrubu olsun. r {izerine
timevarim uygulanirsa; r = 1 i¢in A 2 H iken Ny (A) = H olup B < H = Ny (A) saglanur.
Iddia serinin uzunlugunun r den kiigiik olmas1 durumunda saglansin. B minimal oldugundan
ya BN U; = {e} dir yada BN U; = B olmalidir. BN U, = {e} ise Vb € B ve Vu, € U;
icin buy; = uyb olup b € Cyx(U,) bulunur. Dolayisiyla B < Cy(U;) ve A < U; oldugundan
B < Cy(A) £ Ny(A) dir. BNU; =B iken B < U; dir. (Doerk ve Hawkes, 1992) deki
15.2 geregince N sonlu bir H grubunun minimal altgrubu ve N < M 2 H iken N, M nin
minimal normal altgruplarinin bir direkt carpimidir. Burada N =B, H =H, M =U;
almirsa B, U; in minimal normal altgruplarinin bir direkt ¢carpimi olur. Yani B = N; N, ... Ny,
N;, U; in minimal altgruplaridir. Hipotezden iddia < r i¢in dogru oldugundan her bir

N; < Ny (A) dir. O halde NN, ... N, < Ny (4) iken B < Ny (A) olur. i

3.4. Bir Grubun SS-Tiimlenmis Altgruplari

H bir sonlu grup olmak lizere H nin her altgrubu SS-tiimlenmis ise H ye SS-tlimlenmistir
denir. Bu kisimda SS-timlenmis altgruplar1 kullanilarak gruplarin c¢oziilebilirligi

incelenecek daha sonra SS-tlimlenmis gruplar karakterize edilecektir.

3.4.1. Lemma (Schur, Zassenhaus) H sonlu bir grup olsun. H nin |T| = n,[H:T] = m ve
ebob(n,m) = 1 olacak sekilde bir T normal altgrubu i¢in H, mertebesi m olan altgruplari

kapsar ve bunlardan herhangi ikisi birbiriyle esleniktir (Robinson, 1991).

3.4.2. Teorem H bir grup olsun. H nin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul H nin her

Sylow altgrubunun H de SS-tiimlenmis olmasidir (Guo ve Lu, 2012).
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Kamit. Eger H ¢oziilebilir ise o zaman H nin biitiin Sylow altgruplar1 H de tamlanmustir.

Boylece H de SS-tlimlenmistir.

Tersine H nin her P Sylow altgrubu H de SS-timlenmis olsun. Tanimdan H = PK ve
P N K, K de S-quasinormal olacak sekilde bir K < H vardir. Lemma 3.3.5de PN K, K da
alt normaldir. P N K, K nin Sylow altgrubu oldugundan hem de alt normal olmasindan
PNK <K, <K, <-+-<K alt normal serisi vardir. PNK,K nin Sylow altgrubu
oldugundan her bir K; nin de Sylow altgrubudur. Ozel olarak P N K, K, nin de Sylow
altgrubudur. P N K nin K, de normal oldugunu gostermek yeterlidir. PN K < K; ve
P N K, K; de Sylow oldugundan P N K, K; in tek Sylow altgrubudur. Simdi P N K nin
K, nin de tek Sylow altgrubu oldugunu gosterelim. Q, K, nin bagka bir Sylow altgrubu olsun.
Yine Sylow teoreminden Q = x~1(P N K)x olacak sekilde x € K, vardir. Eger x € K; ise
PNK <K, oldugundan Q =x"*(PNK)x =PNK olup Q=P NK bulunur. Eger
x & K, isePNK <K, olupx (P NK)x < x 1K,x = K; bulunur.

Q da K; in Sylow altgrubu oldugundan K; de tek bir tane Sylow altgrubu oldugundan
PNK, PNK =Q dur. Yani K, nin de tek bir Sylow altgrubu P N K dir. O halde
P N K < K, dir. Seri iizerinde bu sekilde devam edilerek P N K < K olur. Buradan Schur-

Zassenhaus Teoremi uygulanirsa PN K <K ve PNK Sylow g-altgrubu oldugundan
K

(|P nKl, |PnK

) =1 olup K = (P nK)K,, olacak sekilde K nin bir K, Hall altgrubu
vardir. Ayrica K, tamlayan oldugundan (PNK)NK,y =PNKNK, =P NK, = {e}
olur. O halde H = PK = P((P N K)K,y) = P(P N K)K,, = PK,, ve boylece H nin her

P Sylow altgrubu H de tamlanmis oldugundan H ¢oziilebilirdir. O
Teorem 3.4.2 deki argiimanlar ile siradaki sonucu elde ederiz.

3.4.3. Sonug¢ H bir grup ve T, H nin bir Hall altgrubu olsun. O zaman T nin H de tamlanmis

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul T nin H de SS-tlimlenmis olmasidir (Guo ve Lu, 2012).

Kanit. Schur-Zassenhaus teoremi geregince her bir Hall altgrubunun H de tamlayan1 vardir

ve boylece T, H de SS-tlimlenmistir.
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Tersine H nin bir Hall altgrubu T, H de SS-timlenmis olsun. H =TK ve TNK, K de
S —quasinormal olacak sekilde K < H vardir. Lemma 3.1.5 den T N K, K de alt normaldir.
Bundan baska T N K, K nin altgrubudur. Béylece T N K, K de hem alt normal ve hem de
Hall altgrup oldugundan T NK, K de normaldir TNK<K, <K, <:--<K
T nin alt normal serisi ise T N K, K; de normal Hall altgruptur ve béylece T N K, K; de
karakteristik altgruptur. K; < K, oldugundan T N K < K, olur. Bu sekilde devam edilerek
T N K < K elde edilir. Schur-Zassenhaus Teoremi uygulanirsaT N K < K ve T N K Sylow

q-altgrubu oldugundan (IT NnKj, |%|) = 1olup K = (T n K)K,, olacak sekilde K nin bir
Ky, Hall altgrubu vardir. Ayrica Kp, tamlayan oldugundan (T N K) N K,y =TNK N K, =
TN K, =1olur. O halde H =TK = T (T 0 K)K,) = T(T 0 K)K,, = TK,, ve bbylece

H nin her T Hall-altgrubu H de tamlanmustir. O

Tiim maksimal altgruplarin SS-tiimlenmis olmas1 gerekmez. Ornegin GL(2,Z,) genel
dogrusal grubu her maksimal altgrubu tamlanmis olan abel olmayan basit bir grup

oldugundan SS-tiimlenmistir.

3.4.4. Teorem H bir grup olsun. H nin ¢6ziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul H nin her
maksimal altgrubunun H de alt normal olan bir SS-tiimleyeninin olmasidir (Guo ve Lu,

2012).

Kanit. H ¢oziilebilir grup ve T, H nin maksimal altgrubu olsun. T nin H de alt normal bir S§S-
tiimleyeni oldugunu gostermeliyiz. |H| iizerine tiimevarimla |H| = 1 ise iddia agiktir. Iddia

mertebesi |H| sinden kiiciik olan gruplar i¢in dogru olsun. Simdi Ty # {e} olsun. Buradan

Ty < Hve Ty < T bulunur. |Ti| < |H| oldugundan VeTl , Tinin maksimalidir. Hipotezden
H H H

T . H . K . . K H . . K _K H
—nin — de bir — SS-tiimleyeni vardir ve — , — de alt normaldir. Yani — < = < - < —
Ty Ty Ty Ty’ Ty Ty Ty Ty

alt normal serisi vardir. Bu serinin T} ile genislemesinden K < --- < H olur. Ty = {e} olsun.

N, H nin minimal normal altgrubu ve N £ T oldugundan H =TN ve TN N < Ty = {e}

olup N, T nin tamlayan1 ve SS-tiimleyenidir. N < H alt normaldir.

Tersine kabul edelim ki iddia dogru olmasin ve H bu iddiay1 saglamayan en kiiclik mertebeli
grup olsun. T, H nin maksimal altgrubu i¢in H = TK ve T N K, K da S-quasinormal olacak

sekilde K alt normal altgrubu bulunsun. H abel olmayan basit grup ise o zaman T # H
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oldugundan K = H dir. Lemma 3.3.5 den T, H de alt normal altgrup olur. Buradan T = {e}
olmalidir. Bu ise H nin p asal mertebeye sahip devirli grup olmasini gerektirir. Bdylece

H c¢oziilebilirdir. Bu ise bir ¢eliskidir. Simdi H basit olmasin ve N, H nin bir minimal normal

altgrubu olsun. Timevarim kabuliinden % icin iddia dogrudur. H nin minimalliginden

% ¢oziilebilirdir. Bundan bagka N nin, H nin tek minimal normal altgrup oldugunu ve N nin

®(H) tarafindan icerilmedigini varsayilabilir. O zaman, bu durumda H nin My = {e} olan
bir M maksimali alinabilir. Hipotezden H nin bir K alt normal altgrubu i¢in H = MK ve
M N K,K da S-quasinormaldir. K, H de alt normal oldugundan Lemma 3.3.5 den M N K,
H de alt normaldir. Eger M N K # {e} ise 0 zaman M N K tarafindan icerilen H nin bir
L minimal alt normal altgrubunu alabiliriz. L N N 2 L oldugundan ve L minimal alt normal
oldugundan LN N ={e} yada LNN =1L iken L < N olur. Lemma 3.3.7 den N, L yi
normaller. Eger L NN = {e} ise o zaman NL = N X L ve L < C4(N) = {e} ve buradan
L ={e} olur. Eger LN N =L yani L < N ise o zaman M N K = {e} bulunur. Benzer bir
yolla H nin biitiin minimal alt normal altgruplarinin N tarafindan igerildigini gosterilebilir.
Her bir N; belirli bir abel olmayan basit gruba izomorf olmak tizere N = NN, ... N, olsun.
O zaman kolayca Ny, N,, ..., N,- nin, H nin biitiin minimal alt normal altgruplar ile ¢cakistig1
goriilebilir. Genelligi bozmadan N; < K oldugunu kabul edelim. Bu takdirde dyle bir p asali
icin p, [H: M] = |K| y1 boler. Boylece H nin bir ¢oziilebilir normal altgrubu mevcuttur.

N tek minimal normal olarak bu normal altgrup tarafindan igerildiginden N de ¢oziilebilirdir.
%Ve N coziilebilir oldugundan H ¢oziilebilir olur ki bu ise ¢eligkidir. O halde kabul yanlis

olup ispat tamamlanir. O
Teorem 3.4.4 {in bir direkt sonucu olarak siradaki sonug elde edilir.

3.4.5. Sonu¢ Bir H grubunun ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul H nin her M
maksimal altgrubu i¢in H nin H = MK ve M N K < My olacak sekilde bir K alt normal

altgrubunun bulunmasidir (Guo ve Lu, 2012).

3.4.6. Uyart: Eger bir H grubu ¢oziilebilir degilse H de SS-tiimlenmis olan ¢oziilebilir
maksimal bir altgrup bulunmayabilir. Ornegin As = (A,, (1234)) ve A, N {(1234)) = {e}
oldugundan A4, As in SS-timlenmis altgrubuna izomorftur. A5 ¢oziilebilir degildir fakat

As in A, e izomorf olan altgrubu maksimal ¢oziilebilir olma kosulunu saglar.
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H grubunun ¢6ziilebilir olmasit durumunda grupta ¢oziilebilir maksimal altgrubun varlig

siradaki teoremde ispatlanmistir.

3.4.7. Teorem H bir grup olsun. H nin ¢dziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul H nin,
H de normal olan bir K SS-tiimleyenine sahip bir T ¢oziilebilir maksimal altgrubunun

olmasidir (Guo ve Lu, 2012).

Kanit. Eger H ¢oziilebilir grup ise Sonu¢ 3.4.5 den H nin bir T maksimal normal altgrubu
icin H = KT ve T N K < Ty olacak sekilde K altnormal altgrubu vardir. Her C-tiimleyen
SS-tiimleyen oldugundan K, T nin H deki SS-tiimleyenidir.

Tersine H ¢ozilebilir degilken H nin H de normal olan bir K SS-tiimleyenine sahip bir

T ¢ozilebilir maksimal altgrubunun oldugunu kabul edelim. O zaman H bu iddiay1

saglamayan en kiiclik mertebeli grup olsun. Eger Ty # {e} ise o zaman % EH nin bir

KTy

¢oziilebilir maksimal altgrubudur ve -
H

; TL nin Ti deki bir normal SS-tiimleyenidir. H nin
H H

seciminden Ti ¢oziilebilirdir ve bdylece H ¢oziilebilir olur, bu ise ¢eliskidir. O zaman
H

Ty = {e} olmalidur.

N, H nin bir minimal normal altgrubu olsun ve C = Cy(N) ={h € H|Vn € N, hn = nh}
olsun. (Doerk ve Hawkes, 1992) makalesindeki A, 17.2 geregince N ye H nin tek minimal
normal altgrubudur ve € < N dir ya da H nin tam olarak iki tane N ve R minimal normal
altgrubu vardir 6yle ki N = R abel degildirve R =Cy(N) =C, RNT =NNT = {e} dir.
Hipotezden T N K,K de S-quasinormal oldugundan Lemma 3.3.5 den TNK, K de
altnormaldir. Buradan T NK, H de alt normaldir. Simdi TNK # {e} ve L,H nin
T N K tarafindan igerilen minimal alt normal altgrubu olsun. Eger L < N ise o zaman
LH = INT = [T < T, = {e} olup celiski elde edilir. O halde L & N dir ve benzer sekilde
L £ R dir. O halde NNL = {e} =RNL olmahdir. Diger taraftan Lemma 3.3.7 den
NL =N XL ve boylece L < C ve C <N oldugundan L < N ya da C =R ile celisir.

Boylece T N K = {e} olmalidir. O halde % = T ve K, H nin minimal normal altgrubudur.

Simdi kabul edelim ki 4, T nin bir minimal normal altgrubu olsun. O zaman A, p € ©(T) igin
elementer abel p-gruptur. Cx(A) hem T hem de K tarafindan normallendiginden

Cx(A),T tarafindan normallenir. Yani T < Ny(Cx(A4)) dir. Cx(A) hem T hem de K
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tarafindan normallendiginden ve H = [K]T oldugundan Cx(A), H tarafindan normallenir
yani Cx(A) < H dir. Ayrica Cx(A) < K oldugundan Cx(A) < K dir. K, H nin minimal
normal altgrubu oldugundan Cx(A) = K yada Cx(A) = {e} olmalidir. Eger Cx(A) = K ise
Va € A ve Yk € K igin ka = ak olup k € Ny (A) elde edilir. Buradan K < Ny (A) olup
A < K ve A < T bulunur. Béylece A < H olur.

A < T oldugundan ve 4, H de normal oldugundan A4, H nin T tarafindan igerilen normalidir.
En genisi Ty olduguna gore A < Ty olup bu ise Ty = {e} olmasiyla celigir. O halde
Cx(A) = {e} olmalidir. (Gorenstein, 1968) deki Teorem 2.2 ve Teorem 2.3. geregince K bir
p'-grup olup K, her q € m(K) asali i¢in bir tek A invaryant Sylow g-altgrubu olan Q yu
icerir. Herhangi bir n € N i¢in (Q*)4 = (Q4)* = Q! olup A invaryant altgrup oldugundan
Sylow g-altgruptur ve bdylece Q = Q¢ dir. Sonug olarak [Q]T = H = [K]T ve K = Q bir

p-gruptur. O halde H ¢dziilebilir grup olur bu ise ¢eliskidir. Istenen goriiliir i
Simdi §S —tiimlenmis gruplar1 karakterize edelim.
3.4.8. Teorem H bir grup olsun. O zaman asagidakiler denktir.

(i) H bir SS-tiimlenmis gruptur.

(ii) H stiper ¢oziilebilirdir, % nin her Sylow altgrubu elementer abeldir ve ®(H) nin her

altgrubu H de S-quasinormaldir.

(iii) % nin her altgrubu tamlanmistir ve ®(H) nin her altgrubu H de S-quasinormaldir

(Guo ve Lu, 2012).

Kamt. (i) = (ii) Oncelikle, H nin siiper ¢oziilebilir oldugunu gosterelim. Hipotezden ve

Teorem 3.4.2 den H ¢oziilebilirdir. N, H nin bir minimal normal altgrubu olmak {izere N bir
p asali i¢in elementer abel p-gruptur. Lemma 3.3.4 (ii) den % SS-tiimlenmistir. Burada
mertebesi H nin mertebesinden kiiciik olanlar i¢in iddianin dogru oldugu tiimevarim ile
goriilebilir. O halde tiimevarimla % stiper ¢Oziilebilirdir. Buradan H nin siiper ¢oziilebilir

oldugunu géstermek i¢in N = (x) devirli oldugunu gostermek yeterlidir.
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P, H nin bir Sylow p-altgrubu ve x € N N Z(P) igin |x| = p olsun. Burada K elementer abel
oldugu i¢cin K nin tim Sylow altgruplar1 ile (x) N K < K ile degismelidir. Boylece
(x)kK = H ve (x) N K,Kda S-quasinormal olacak sekilde K < H vardir. (x) N K, K nin
p’-Sylow altgruplar1 ile de degismeli oldugundan (x) N K, K nin biitin p’ mertebeli
elemanlari tarafindan normallenir. Ayrica (x) < Z(P) oldugundan P tarafindan merkezlenip
(x)NK,H nin normal altgrubu olur. N minimal oldugundan (x) N K = {e} ya da
({(x) N K = N) iken N < K olmalidir. (x) N K = {e} ise N = (x) olur. N < K ise 0 zaman
(x)=(x)NK <N i¢in N=(x) bulunur. N eclementer abel p-grup oldugundan her
karakteristik altgrubu ya {e} ya da N ye esittir. (x) karakteristik basit oldugundan N = (x)

bulunur.

Simdi P, H nin Sylow p-altgrubu ve T, ®(P) nin bir altgrubu olsun. O zaman, Lemma 3.3.4
(iv) den T,H de S-quasinormaldir. Lemma 3.3.6 dan ®(P),H de normaldir. Lemmadaki
T yerine ®(P) alinirsa OF (H) < Ny (®(P)) yani p’ elemanlariin birlesiminin iirettigi grup
®(P) yi normaller. ®(P), P de normal oldugundan p elemanlari tarafindan normallenir.

Boylece ®(P) < ®(H) ve buradan % nin her Sylow altgrubu elementer abeldir. ®(H)

nin her altgrubunun H de S-quasinormal olusu Lemma 3.3.4 (iv) den dogrudan gelir.

(ii) = (iii) Sonlu mertebeli bir grubun tamlanmis olmasina denk kosul (Hall, 1937) deki
Teorem 2 geregince grubun Sylow altgruplarinin elementer abel ve esas boliintiilerinin siiper

¢oziilebilir olmasi bigiminde verildiginden H tamlanmistir.

H

(iii) = (i) Kabul edelim ki o

nin her altgrubu tamlanmis olsun ve @ (H) nin her altgrubu

TOMH) K _ H
o) B(H) o)

H de S-quasinormal olsun. T,H nin altgrubu olsun. O zaman e

TOH) .~ K _ (TNK)D(H) _ . H . K
o Ve = em = {e} olacak sekilde s M 5 altgrubu mevcuttur. Bu

esitliklerde TK = H ve TNK < ®(H) olur. Boylece TN K,H de S-quasinormaldir.

Tanimdan T, H de SS-tiimlenmistir ve H bir SS-tiimlenmis gruptur. O
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde sonlu gruplarda calisilan SS-tiimlenmis altgrup kavramini sonlu kanonik
hipergruplara tasiyarak, hiperyap1 6zelliklerini ¢oziilebilir hipergruplardan faydalanarak

¢Oziimlenmistir. Calismamizda her hipergrup sonlu kanonik hipergrup olarak ¢alisilmistir.

4.1. Tanim (i) H hipergrup ve K < H olsun. H = KT ve K N T = {e} olacak sekilde T < H

varsa K ya H de tamlanmuis althipergrup denir.

(ii) H hipergrup ve K < H olsun. H = KT ve KN T, T nin tim P Sylow althipergruplari
tarafindan permiite edilebiliyorsa, yani P(K N T) = (K N T)P oluyorsa T ye K nin H da SS-

tiimleyeni ve K ya H nin SS-tiimlenmis althipergrubu denir.

(ii1) m asal sayilarinin bir kiimesi olsun. H hipergrubundaki bir x elemani i¢in |x| si
kiimesindeki her bir asala bdliinebiliyorsa bu x elemanina m-eleman denir. p bir asal tamsay1
olmak {izere p-eleman tanimi1 da benzer bigimde verilebilir. Eger H hipergrubunun mertebesi

m kiimesindeki asal sayilara boliinebiliyorsa H ye m-hipergrup denir.

42. Ornek T ¢oziilebilir hipergrubunun H = (2) althipergrubu verilsin. K = (3)
althipergrubu Z¢ = H + K esitligi saglanir. Zg nin 2-Sylow ve 3-Sylow althipergruplar
sirastyla K, (5) ve H dir. H N K = (0) olup K + (0) = (0) + K ve (5) + (0) = (5) = (0) +
(5) ve H + (0) = (0) + H dir. Bu sekilde Zg nin H althipergrubu SS-tiimlenmistir.

4.3. Onerme H hipergrubunun SS-tiimlenmis olan K althipergrubu verilsin. L, H nin K < L

olan althipergrubu ise K, L de SS-tiimlenmistir.

Kamnit. Hipotez geregince H = KT ve H nin tiim P Sylow althipergruplari i¢in P(K N T) =
(K N T)P esitligi saglanir. K < L oldugundan L = LN H =L N (KT) = K(L N T) esitligi
saglanir. LNT =T’ olsun. Buradan L = KT’ bulunur. KNT'=KN(LNT)=KNT

oldugundan K, L nin SS-tiimlenmis althipergrubudur. Boylece istenilen elde edilir. O

4.4. Lemma H hipergrubunun SS-timlenmis olan K althipergrubu verilsin. N,H nin

N < K olan gii¢lii normal althipergrubu ise K/N , H/N nin SS-tiimlenmis althipergrubudur.
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Kamit. K, H nin SS-timlenmis althipergrubu olsun. Bu durumda H = KT ve H nin tiim P

Sylow althipergruplari i¢in P(K N'T) = (K NT)P dir. H = KT ve N < K iken % = % : %

% = (Kr;VT)N dir. H nin keyfi bir p asal sayisina karsilik gelen p-Sylow

esitligi saglamr.% N
althipergrubu Ly, ise; her [ € L i¢in w(l) = IN kural ile verilen m: L — % gliclii kanonik

homomorfizmasi kullanilarak % nin p-Sylow althipergrubunun % oldugu aciktir. Ayrica

LpN (KNT)N _ Lp(KNT)N _ (KNT)N LpN . ... " K H . " .
LpN KON _ LyKODN _ (KON Lpl esitligi saglanir. Boylece — , — nin SS-tiimlenmis
N N N N N N’ N

althipergrubudur. O

4.5. Teorem 7 asallarin kiimesi ve ' = IP \ m olmak tizere H bir hipergrup ve K, H nin
SS-tiimlenmis althipergrubu olsun. K, H nin m-althipergrubu ve N, H nin 7’-althipergrubu

ises KN/N, H / N nin SS-timlenmis althipergrubudur.

Kanit. Hipotez geregince (|N|, |K|) = 1 dir. Buradan N N K = {e} olup N £ Kdir. H = KT
ve H nin tim P Sylow althipergruplart i¢in P(KNT) = (K NT)P dir. H= KT iken
H = NKT = (NK)T elde edilir. Her P < T igin (NK N T)P = (N(K N T))P = N(P(K N
T)) ve N, H nin gii¢lii normal althipergrubu oldugundan N (P (Kn T)) = P(N (Hn T)) =

P(NK N T) bulunur. Boylece NK, H nin SS-tiimlenmis althipergrubudur. Lemma 4.4 den

NK H

~N de SS-timlenmistir. Dolayisiyla istenilen elde edilir. O

4.6. Sonug¢ H bir hipergrup ve K, H da SS-tiimlenmis althipergrup olsun. ®(L), H nin tiim
maksimal althipergruplarinin arakesiti olsun. K < ®(L) ise K nin tim P Sylow

althipergruplari i¢in KP = PK dur.

Kamit. ®(L) # Lve K < ®(L) iken K < L saglanir. Hipotez geregince H = KT ve T nin
tim P Sylow althipergruplari i¢in (K N T)P = P(K N T) dir. Buradan L=LNH =LN
KT =K(LNT)=(K,LNT)=LnNT bulunur. Buradan L < T olup K < L < T elde edilir.
K <TikenH = KT =Tdir. KNT =K, T = KT = H daki her P Sylow althipergrubu i¢in
KP = PK esitligi elde edilir. O
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4.7. Tanim H hipergrup ve K < H althipergrup olsun. K dan H ye uzanan giiglii normal
althipergruplarin sonlu bir zinciri mevcutsa K althipergrubuna H nin giiglii alt normal

althipergrubu denir.

4.8. Lemma H hipergrup ve K < H olsun. Eger H nin tiim P Sylow althipergruplar i¢in
KP = PK ise K, H nin giiclii alt normal althipergrubudur.

Kanit. Kabul edelim ki iddia dogru olmasin. Buradan K < H ve H nin tim P Sylow
althipergruplar1 icin KP = PK iken K giiclii alt normal olmasin. Bu sarti saglayan
hipergruplarin en kiigiik mertebeli olan H hipergrubu olsun. N = Ny(K) = {h"1Kh =
K |h € H} igin K < N ve N, H nin gii¢lii normal althipergrubudur. Eger N, H nin 6z giiglii
normal althipergrubu ise K, N deki her althipergrupla ¢carpimsal olarak degismelidir. H nin
minimalligi geregince K, N de giiclii alt normal althipergruptur. N, H nin gii¢lii normal
althipergrubu oldugundan K <--- < H giicli normal althipergruplarinin zinciri igin
N = Ny(K) = H olmalidir. Buise K nin H de giiglii alt normal olmasi ile gelisir. Kabuliimiiz

yanlis olup istenilen elde edilir. O

4.9. Lemma K, H nin gii¢lii alt normal althipergrubu ve T, H nin bir minimal gili¢lii normal

althipergrubu ise T < Ny (K) dir.

Kamt. K=K, <-+-<K; <H ve T,H nin minimal gii¢cli normal althipergrubu olsun.
r lzerine tiimevarim uygulayalim. r = 1 i¢in K, H nin gl¢lii normal althipergrubu ise
Ny(K) = H olup T < H = Ny(K) esitligi elde edilir. Kabuliimiiz mertebesi r den kiigiik
olan her hipergrup i¢in saglansin. T minimal oldugundan T N K; = {e} veyaT N K; = T dir.
Eger TN K; = {e} ise her t € T ve her k; € K; i¢in tk; = k4t olup t € Cy(K;) bulunur.
Boylece T < Cy(K;) ve K < K; oldugundan T < Cy(K) < Ny(K) dir. TNK; =T ise
T < K; olup H nin bir N minimal alt normal althipergrubu ve H nin bir gii¢lii normal
M althipergrubu i¢in N, M nin minimal normal althipergruplarinin carpimidir. Boylece
N=T, H=H ve N=K; almarak N nin K; in minimal gii¢li normal
althipergruplarinin bir ¢arpimi oldugu goriiliit. N = N; ... N, ve N; ler K; de minimal
althipergruplari mevcuttur. Tiimevarim kabuliinden N; < Ny(K) olup T = N < Ny(K)

bulunur ve istenilen elde edilir. O
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4.10. Teorem H hipergrubunun ¢oziilebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul H hipergrubunun

her maksimal althipergrubunun H de gii¢lii alt normal olan bir SS-tlimleyeninin olmasidir.

Kamit. H ¢oziilebilir hipergrup ve K, H nin maksimal althipergrubu olsun. K nin H de gii¢lii
alt normal bir SS-tiimleyeni oldugunu goéstermeliyiz. |H| lizerine tiimevarim uygulayalim.
|H| = 1 ise iddia agiktir. Mertebesi |H| den kiigiik olan hipergruplar i¢in iddia dogru olsun.
Ky # {e} olsun. Ky, K nin gii¢lii normal althipergrubu olup Ky, H de giiglii normaldir.

Boylelikle |i| < |H| i¢in i, 2 nin maksimal althipergrubu ve hipotezden X nin 2= de
Ky Ky Ky Ky Kp

bir KT—H SS-tiimleyeni vardir. KT—H, :—H de gii¢lii alt normaldir. Burada KT—H < ;—; << :—H
giiclii alt normal serisi vardir. Bu serinin Ky ile genislemesinden T < --- < H giicli alt
normal serisi bulunur. Ky = {e} olsun. N,H nin minimal normal althipergrubu i¢in
N £ H iken H=KN, KNN <Ky ={e} olup N,H nin tamlanmis althipergrubudur.

Dolayisiyla N, K nin SS-timleyenidir. Boylece N < H giiglii alt normaldir.

Tersine kabuliimiiz dogru olmasin. H kabuliimiizii saglamayan en kiigiikk mertebeli
althipergrup olsun. K, H nin maksimal althipergrubu olmak iizere H = KT ve T nin her
P Sylow althipergrubu i¢cin P(KNT) =(KNT)P olan H nin T gili alt normal
althipergrubu verilsin. Eger H abel olmayan basit bir hipergrup ise K # H oldugundan
T = H dir. Lemma 4.8 den K,H de giicli alt normal althipergruptur. Boylece K = {e}
olmalidir. Bu ise H nin p asal mertebeli devirli sonlu hipergrup olmasi nedeniyle ¢oziilebilir

hipergrup olmasi anlamima gelir ve bir ¢eliskidir. Simdi H basit olmasin. N, H nin bir

minimal giiclii normal althipergrubu olsun. Hipotezden % icin iddia dogrudur. H nin

minimalliginden % coziilebilirdir. N, H nin tek minimal gii¢lii normal althipergrubu oldugu

ve ®(H) da igerilmedigi goriliir. Buradan H nin My = {e} olan bir M maksimal
althipergrubu mevcuttur. Hipotez geregince H nin bir T giiglii alt normal althipergrubu i¢in
H = MT ve T nin her P' Sylow althipergrubu i¢cin P'(M NT) = (M N T)P' diir. T, H de
giiclii alt normal althipergrup oldugundan Lemma 4.8 den M N T, H da giiclii alt normaldir.
Sayet M NT # {e} ise L yi M N T tarafindan icerilen H nin bir minimal gii¢lii alt normal
althipergrubu olarak alabiliriz. L N N, L nin gii¢lii normal althipergrubu ve L minimal gii¢cli
alt normal althipergrup oldugu icin LN N = {e} yada LN N =L dir. Boylece L < N
bulunur. Lemma 4.9 dan N,L yi normaller. Eger LN N = {e} ise NL =N XL olup
L < Cy(N) = {e} dir. Buradan L = {e} bulunur. Eger L < N ise M N T = {e} bulunur.
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Boylece benzer kanit yontemi kullanilarak H nin tim minimal giliglii alt normal
althipergruplarinin N tarafindan igerildigi gosterilebilir. Her biri abel olmayan basit
hipergruplara izomorf olan N; ler i¢in N = N; N, .... N, olsun. N; lerin K nin tiim minimal
giiclii alt normal althipergruplart ile ¢akistig1 goriiliir. Biitiinliigiinii bozmadan N; < K
alalim. Oyle bir p asali i¢in p | [H: M] = |T| dir. Bundan dolay1 H nin ¢dziilebilir giiclii
normal althipergrubu vardir. N tek minimal giiclii normal olarak bu giiclii normal

althipergrup tarafindan igerildiginden N c¢oziilebilirdir. % ve N ¢oziilebilir oldugundan

(Vasil’ev ve Zieschang, 2022) deki Lemma 7.3 den H ¢oziilebilir olur ki bu ise ¢eliskidir. O

halde kabuliimiiz yanlis olup istenen elde edilir. O

4.11. Sonu¢ H hipergrubunun ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul H nin herhangi bir
M maksimal althipergrubu i¢in H nin H = MT ve M N T < My olan bir T giiglii alt

normal althipergrubunun olmasidir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada, (Guo ve Lu, 2012) makalesinde calisilan sonlu gruplarda SS-tiimlenmis
altgrup kavramindan yola ¢ikilarak bu kavramin hipergrup teorideki 6nemli 6zelliklerine yer
verilmisgtir. Boylece SS-timlenmis althipergruplarin  hipergruplarda ¢oziilebilirlik
kavramiyla smiflandirilmasinda kullanildigi gosterilmistir. (Davvaz ve Leoreanu-Fotea,
2007) kaynagindan faydanilarak sonlu kanonik hipergruplarin = SS-tiimlenmis
althipergruplar1 tanimlanarak hiperyapt Ozellikleri Sylow althipergruplar yardimiyla
calisilmistir. Ayrica sonlu kanonik hipergrup sinifinin ¢éziilebilir hipergruplar ile bagintisina

yer verilmistir.
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