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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler ve kısaltmalar, yanda açıklamaları verilmek üzere 

aşağıda listelenmiştir. 

 

Simgeler                                       Açıklama 
 

ℕ          Doğal sayılar kümesi 
 
ℤ                     Tamsayılar abel grubu 
 
ℚ                     Rasyonel sayılar abel grubu 
 
ℝ                                                   Reel sayılar abel grubu 
 
ℙ                                                   Tüm asal sayıların kümesi 
 
ℚ(𝑝𝑝)
ℤ

= ℤ𝑝𝑝∞                                     Prüfer 𝑝𝑝-grup 
 
∩                                Kesişim işlemi 
 
∪                                                   Birleşim işlemi 
 

 

Kısaltmalar                                 Açıklama 
 

𝐻𝐻                                                  Grup (Hipergrup) 
 
[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]                                            𝐻𝐻 grubunda 𝑎𝑎 ve 𝑏𝑏 elemanlarının komütatörü 
 
≤                                                  Altgrup (Althipergrup) sembolü  
 
<                                                  Öz altgrup (Öz althipergrup) sembolü  
 
⊴                                                  Normal altgrup (althipergrup) sembolü  
 
⊲                                                  Öz normal altgrup (althipergrup) sembolü  
 
𝑒𝑒                                                   𝐻𝐻 grubunun (hipergrubunun) birim elemanı  
  
𝐻𝐻 = 〈𝑋𝑋〉                                       Üreteç kümesi 𝑋𝑋 olan 𝐻𝐻 grubu (hipergrubu) 
 
𝐻𝐻 = 〈𝑎𝑎1, … ,𝑎𝑎𝑛𝑛〉                           𝑎𝑎1, … , 𝑎𝑎𝑛𝑛 ∈ 𝐻𝐻 elemanları tarafından sonlu üretilmiş     
                                                     grup (hipergrup) 
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𝐻𝐻 = 〈𝑎𝑎〉                                        𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 elemanı tarafından üretilen devirli grup (hipergrup) 
 
𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇                                          𝑇𝑇 altgrubunun 𝑎𝑎 ile eşleniği 
 
𝑃𝑃∗(𝑇𝑇)                                           𝑇𝑇 nin boştan farklı tüm alt kümelerinin ailesi 
 
Φ(𝑛𝑛)                                            Euler Φ fonksiyonu  
 
𝐺𝐺ö𝑟𝑟(𝜗𝜗)                                         𝜗𝜗 fonksiyonunun görüntü kümesi 
 
Ç𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜓𝜓)                                         𝜓𝜓 (Güçlü) Homomorfizmasının çekirdeği  
 
𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂(𝐻𝐻)                                         𝐻𝐻 grubunun otomorfizmalar grubu  
 
𝑍𝑍(𝐻𝐻)                                             𝐻𝐻 grubunun (hipergrubunun) merkezi 
 
𝑁𝑁𝐾𝐾(𝑇𝑇)                                           𝑇𝑇 nin 𝐾𝐾 deki normalleştiricisi  
 
[𝐻𝐻:𝑇𝑇]                                            𝑇𝑇 nin 𝐻𝐻 grubundaki (hipergrubundaki) indeksi  
 
𝐶𝐶𝐿𝐿(𝑎𝑎)                                             𝑎𝑎  elemanının eşlenik sınıfı 
 
𝑇𝑇𝐻𝐻                                                  𝑇𝑇 nin 𝐻𝐻 deki özü 
 
𝐻𝐻′                                                  𝐻𝐻 nin komütatör altgrubu (althipergrubu) 
 
𝑂𝑂𝑃𝑃(𝐻𝐻)                                           𝐻𝐻 grubunun en küçük normal 𝑝𝑝-faktör grubu 
 
𝐺𝐺𝐿𝐿(𝑛𝑛,𝐹𝐹)                                        Genel lineer grup 
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1. GİRİŞ 
 

Bu çalışmadaki bütün gruplar sonludur. 𝐻𝐻 bir grup, 𝐴𝐴  ve 𝐵𝐵,𝐻𝐻 nin altgrupları olmak üzere  

𝐻𝐻,𝐴𝐴 ve 𝐵𝐵 nin direkt çarpımı ise o zaman 𝐻𝐻  ye 𝐴𝐴 ve 𝐵𝐵 çarpanlarına ayrılmıştır denir. Burada  

𝐴𝐴 ve 𝐵𝐵 birbirlerinin tümleyeni olarak adlandırılır. 𝐻𝐻 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 grubundaki 𝐴𝐴 ve 𝐵𝐵 nin yapısı 

hakkında pek çok çalışma yapılmıştır. Örneğin, 1955 yılında Ito önemli bir teorem 

geliştirmiştir. 𝐴𝐴 ve 𝐵𝐵 abel altgruplar ise 𝐻𝐻 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 nin komütatörünün abel olduğunu 

göstermiştir. Bu türdeki en ünlü teorem abel grupların çözülebilir olması yardımıyla Kegel 

ve Wielandt tarafından kanıtlanan 𝐴𝐴 ve 𝐵𝐵 gruplarının ikisinin de nilpotent altgruplar olması 

durumunda 𝐻𝐻 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 direkt çarpımının çözülebilir olması teoremidir. Şayet 𝐴𝐴 ve 𝐵𝐵 süper 

çözülebilir normal altgruplar ise 𝐻𝐻 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 çözülebilir grup olmayabilir. 𝐴𝐴 ve 𝐵𝐵 süper 

çözülebilir altgruplar olmak üzere  𝐴𝐴 nın her altgrubu 𝐵𝐵 nin bütün altgrupları ile permüte 

edilebilir, bir başka deyişle her 𝐴𝐴1 ≤ 𝐴𝐴 ve 𝐵𝐵1 ≤ 𝐵𝐵 için 𝐴𝐴1𝐵𝐵1 = 𝐵𝐵1𝐴𝐴1 ise o zaman 𝐻𝐻 = 𝐴𝐴𝐴𝐴  

grubunun süper çözülebilir olduğu gösterilmiştir. Daha sonra 1992 yılında Maier, süper 

çözülebilir gruplar sınıfını da içeren önemli bir sonuca ulaşmıştır. Bu doğrultuda, Ballester-

Bolinches ve diğer bazı araştırmacılar sonlu grupların tam permüte edilebilir ve ortak 

permüte edilebilir çarpımlarını incelemişler ve sonunda önemli bulgulara ulaşmışlardır. Elde 

edilen bulgular geliştirilerek; 𝐻𝐻 bir grup ve 𝐴𝐴 ≤ 𝐻𝐻  olmak üzere 𝐻𝐻 nin  𝐻𝐻 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ve 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵, 

𝐵𝐵 de 𝑆𝑆-quasinormalse, yani 𝐵𝐵 nin her Sylow 𝑃𝑃 altgrubu için (𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵)𝑃𝑃 = 𝑃𝑃(𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵) eşitliğini 

sağlayan bir 𝐵𝐵 altgrubu varsa 𝐴𝐴 ya 𝐻𝐻 de 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş altgrup adı verilmiştir. Burada                        

𝐵𝐵 altgrubuna 𝐴𝐴 nın 𝐻𝐻 deki 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümleyeni denir. Kegel tarafından sunulan bu tanımdan sonra, 

verilen bir grubun altgruplarının bazı ek koşullara sahip olması durumunda grubun yapısının 

nasıl değiştiği ayrıntılı bir biçimde incelenmiştir. Diğer taraftan, 𝐻𝐻 bir grup 𝐴𝐴 ≤ 𝐻𝐻 olmak 

üzere 𝐻𝐻 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ve 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = {𝑒𝑒} olacak şekilde 𝐵𝐵 ≤ 𝐻𝐻 varsa 𝐴𝐴 ya 𝐻𝐻 de tamlanmış altgrup 

denir. Tamlanmış altgrup tanımını kullanarak, çözülebilir gruplar için temel teorem olan,           

𝐻𝐻 grubunun çözülebilir olması için gerek ve yeter koşul 𝐻𝐻 nin her Sylow altgrubunun 𝐻𝐻 de 

tamlanmış olduğu kanıtlanmıştır. Son yıllarda araştırmacılar, bazı altgrupların 𝐶𝐶-tümlenmiş 

olan sonlu 𝑝𝑝-nilpotent grupları çalışmışlardır. Verilen bir grubun tamlanmış altgrupları 

üzerindeki araştırmalar devam etmektedir ve bununla ilgili pek çok sonuç elde edilmektedir.  

 

2012 yılında Guo ve Lu çalışmalarında, verilen bir 𝐻𝐻 grubunun 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş altgrupları ile 

tamlanmış altgrupları ya da 𝑆𝑆-quasinormal altgrupları arasındaki bağıntılarını 

tanımlamışlardır. Daha sonra altgrupları 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş olan sonlu grupların yapısı 
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incelenerek bu yapının uygulamaları üzerine değinilmiştir. 1934 yılında Marty tarafından 

hiperyapı, özellikle de hipergrup kavramı ortaya atılmıştır. Hiperyapıların çeşitli bilimlerin 

diğer alanlarında birçok uygulaması vardır. Geometri, hipergraf, ikili bağıntılar, kafesler, 

bulanık kümeler ve kaba kümeler, kodlar, yapay zeka, olasılık v.b. alanlarda hiperyapıların 

uygulamaları ile ilgili birçok kitap ve makale yayınlanmıştır.  

 

2022 yılında Davvaz ve Leoreanu-Fotea tarafından verilen tanımda 𝐻𝐻 ≠ ∅ bir küme ve 

𝑃𝑃∗(𝐻𝐻),𝐻𝐻 nin boştan farklı tüm alt kümelerinin bir ailesi olmak üzere ∘:𝐻𝐻 × 𝐻𝐻 → 𝑃𝑃∗(𝐻𝐻) bir 

fonksiyon ise ∘ ye 𝐻𝐻 üzerinde bir hiperişlem ve (𝐻𝐻,∘) ikilisine ise hipergrupoid adı verilir. 

(𝐻𝐻,∘) bir hipergrupoid iken her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑎𝑎 ∘ (𝑏𝑏 ∘ 𝑐𝑐) = (𝑎𝑎 ∘ 𝑏𝑏) ∘ 𝑐𝑐 eşitliği 

sağlanıyorsa, kısaca ∘, 𝐻𝐻 üzerinde birleşmeli ise (𝐻𝐻,∘) ikilisine yarı hipergrup adı verilir. 

(𝐻𝐻,∘) bir hipergrupoid iken her 𝑥𝑥 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑥𝑥 ∘ 𝐻𝐻 = 𝐻𝐻 ∘ 𝑥𝑥 = 𝐻𝐻 eşitliği sağlanıyorsa (𝐻𝐻,∘) 

ikilisine quasihipergrup denir. (𝐻𝐻,∘) hipergrupoidi hem yarı hipergrup hem de 

quasihipergrup ise (𝐻𝐻,∘) ye hipergrup adı verilir.  

 

Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2022 yılında yapmış oldukları çalışmalarında hipergruplarda 

homomorfizmaları çalışmışlardır. (𝐻𝐻1,∘) ve (𝐻𝐻2,∗) iki hipergrup ve 𝑓𝑓: 𝐻𝐻1 → 𝐻𝐻2 bir 

fonksiyon olsun. 𝐻𝐻1 in her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 elemanı için 𝑓𝑓(𝑥𝑥 ∘ 𝑦𝑦) ⊆ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∗ 𝑓𝑓(𝑦𝑦) sağlanıyorsa 𝑓𝑓 ye 

hipergrup homomorfizması adı verilir. Burada 𝐻𝐻1 in keyfi 𝑥𝑥,𝑦𝑦 elemanları için                                          

𝑓𝑓(𝑥𝑥 ∘ 𝑦𝑦) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∗ 𝑓𝑓(𝑦𝑦) ise 𝑓𝑓 ye güçlü hipergrup homomorfizması adı verilir. Eğer güçlü 

hipergrup homomorfizması birebir ve örten ise buna güçlü hipergrup izomorfizması adı 

verilir. Aralarında güçlü hipergrup izomorfizması olan 𝐻𝐻1 ve 𝐻𝐻2 hipergrupları için                   

𝐻𝐻1 ≅ 𝐻𝐻2 gösterimi kullanılır. 

 

Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2007 yılında yayınlamış oldukları kaynak kitaplarında kanonik 

hipergrup kavramını tanımlamışlardır. Boştan farklı bir 𝐻𝐻 kümesi ∘ hiperişlemi ile birlikte 

aşağıdaki aksiyomları gerçekliyor ise (𝐻𝐻,∘) ikilisine kanonik hipergrup denir. 

 

(i) (𝐻𝐻,∘) bir yarı hipergruptur, yani 𝐻𝐻,∘ hiperişlemine göre birleşme özelliğine sahiptir:                     

her 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ 𝐻𝐻 için (𝑥𝑥 ∘ 𝑦𝑦) ∘ 𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 ∘ (𝑦𝑦 ∘ 𝑧𝑧) eşitliği sağlanır. 

(ii) 𝐻𝐻,∘ hiperişlemine göre değişme özelliğine sahiptir: her 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑥𝑥 ∘ 𝑦𝑦 = 𝑦𝑦 ∘ 𝑥𝑥 dir. 
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(iii) 𝐻𝐻 nin 𝑒𝑒 birim elemanı mevcuttur: her 𝑥𝑥 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑒𝑒 ∘ 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 ∘ 𝑒𝑒 = 𝑥𝑥 olacak şekilde tek 

bir 𝑒𝑒 vardır. 

(iv) ∘ hiperişlemine göre her elemanın tersi vardır ve tektir: her 𝑥𝑥 ∈ 𝐻𝐻 için, 𝑒𝑒 ∈ 𝑥𝑥 ∘ 𝑥𝑥−1 

olacak şekilde 𝑥𝑥−1 ∈ 𝐻𝐻 mevcut olup 𝑥𝑥−1 elemanına 𝑥𝑥 in tersi denir ve bu eleman tektürlü 

biçimde belirli olup 𝑒𝑒 ∈ 𝑥𝑥 ∘ 𝑥𝑥−1 ile gösterilir. 

(v)  ∘ hiperişlemine göre tersinirlik özelliği sağlanır: her 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑧𝑧 ∈ 𝑥𝑥 ∘ 𝑦𝑦 iken                      

𝑦𝑦 ∈ 𝑥𝑥−1 ∘ 𝑧𝑧 ve 𝑥𝑥 ∈ 𝑧𝑧 ∘ 𝑦𝑦−1 dir. 

 

Hiperyapılarla ilgili diğer temel kavramlar ve tanımlar için (Corsini, 1993), (Davvaz ve 

Leoreanu-Fotea, 2007), (Freni, 2004 – Freni, 1991) ve (Shojaei ve Ameri, 2015) kaynakları 

incelenebilir. 

 

Bu çalışmada hipergrup teorisinin birtakım cebirsel kavramları incelenmiştir. Hipergrupların 

özel bir sınıfı olarak çalışılan sonlu kanonik hipergruplarda, 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş althipergrup 

kavramı abel gruplarda 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş altgrupların bir genellemesi olarak çalışılmıştır.   
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2. GENEL BİLGİLER 

 
Bu bölümde çalışmamızın özünde kullanılan tanım, teorem ve bazı önermelere yer 

verilmiştir.  

 

2.1. Abel Gruplar ve Özellikleri 

 

2.1.1. Tanım 𝐻𝐻 boştan farklı bir küme olmak üzere ∗ ∶ 𝐻𝐻 × 𝐻𝐻 → 𝐻𝐻 fonksiyonuna 𝐻𝐻 kümesi 

üzerinde ikili işlem ve (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) sıralı ikilisinin görüntüsü olan 𝑎𝑎 ∗ 𝑏𝑏 elemanına 𝑎𝑎 ile 𝑏𝑏 

elemanlarının çarpımı, benzer şekilde ∗ ikili işlemi toplama + işlemi ise, 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 elemanına   

𝑎𝑎 ve 𝑏𝑏 elemanlarının toplamı denir. Bu durumda (𝐻𝐻,∗) ikilisi cebirsel yapı olarak 

adlandırılır. Şimdi verilen bir (𝐻𝐻,∗) cebirsel yapısının temel özelliklerini tanımlayalım. 

 

Birleşme Özelliği: Her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑎𝑎 ∗ (𝑏𝑏 ∗ 𝑐𝑐) = (𝑎𝑎 ∗ 𝑏𝑏) ∗ 𝑐𝑐 eşitliği gerçekleniyor ise,               

∗ ikili işlemi 𝐻𝐻 kümesinde birleşme özelliğini sağlıyor denir. Birleşme özelliği sayesinde           

∗  ikili işlemiyle sonlu tane eleman sırayı bozmadan işleme tabi tutulabilir. 

 

Birim Eleman Özelliği: 𝑒𝑒 ∈ 𝐻𝐻 olmak üzere her 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 için  𝑒𝑒 ∗ 𝑎𝑎 = 𝑎𝑎 ∗ 𝑒𝑒 = 𝑎𝑎 ise, ∗ ikili 

işlemi 𝐻𝐻 kümesinde birim eleman özelliğini sağlıyor denir. 

 

𝑒𝑒 ∈ 𝐻𝐻 varsa tek türlüdür: 𝑒𝑒1 ∗ 𝑎𝑎 = 𝑎𝑎 ve 𝑎𝑎 ∗ 𝑒𝑒2 = 𝑎𝑎 olsun. Bu takdirde verilen eşitlikler her 

𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 için geçerli olduğundan özel olarak 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒1 ∈ 𝐻𝐻 içinde geçerli olup sırasıyla yukarıdaki 

eşitlikler yerine yazılırsa 𝑒𝑒2 ∗ 𝑒𝑒1 = 𝑒𝑒1 ∗ 𝑒𝑒2 = 𝑒𝑒2 ve 𝑒𝑒1 ∗ 𝑒𝑒2 = 𝑒𝑒2 ∗ 𝑒𝑒1 = 𝑒𝑒1 olup 𝑒𝑒1 = 𝑒𝑒2 

eşitliği elde edilir. 𝑒𝑒 elemanına 𝐻𝐻 nin ∗ ikili işlemine göre birim elemanı adı verilir. 

 

Ters Eleman Özelliği: 𝑒𝑒 ∈ 𝐻𝐻 birim eleman olmak üzere 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑎𝑎 ∗ 𝑏𝑏 = 𝑏𝑏 ∗ 𝑎𝑎 = 𝑒𝑒 olacak 

şekilde 𝑏𝑏 ∈ 𝐻𝐻 varsa, 𝑎𝑎 ya ters elemana sahiptir denir. 𝐻𝐻 nin her elemanı ters elemana sahipse 

∗ ikili işlemi 𝐻𝐻 de ters eleman özelliğini sağlıyor denir (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 

2021). 

 

2.1.2. Tanım (𝐻𝐻,∗) cebirsel yapı olsun. ∗ ikili işlemi 𝐻𝐻 kümesinde birleşme, birim eleman 

ve ters eleman özelliklerini sağlıyorsa (𝐻𝐻,∗) ikilisine grup denir. 
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Bu çalışmada, giriş kısmında bahsedilen ve örneklerini de çoğaltabileceğimiz bilinen 

cebirsel yapılardaki ikili işlemler dışında kalan ve işlemin sembolik olarak kullanıldığı 

durumlarda ∗ notasyonu yerine çarpma notasyonu kullanılacaktır. Bu durumda 𝐻𝐻 ile (𝐻𝐻,∗) 

cebirsel yapısı için 𝑎𝑎𝑎𝑎 ile 𝑎𝑎 ∗ 𝑏𝑏 elemanı kastedilecektir. 𝐻𝐻 grup ve 𝑇𝑇,𝐻𝐻 nin boştan farklı alt 

kümesi olsun. 𝑇𝑇 kümesi 𝐻𝐻 grubundaki işleme göre grup ise, 𝑇𝑇 ye 𝐻𝐻 grubunun altgrubu denir 

ve 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 ile gösterilir. 𝐻𝐻 grubunda {𝑒𝑒} ve 𝐻𝐻 grubunun kendisi altgruplardır. {𝑒𝑒} altgrubuna 

aşikar altgrup veya aşikar grup denir.  𝐻𝐻 nin kendisinden farklı altgruplarına öz altgrup adı 

verilir ve 𝑇𝑇,𝐻𝐻 grubunun bir öz altgrubu ise 𝑇𝑇 < 𝐻𝐻 ile gösterilir (Nişancı Türkmen ve 

Türkmen, 2021). 

 

2.1.3. Tanım  𝐻𝐻 grubunun birim eleman özelliğini sağlayan 𝑒𝑒 ∈ 𝐻𝐻 elemanına grubun birimi 

denir (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.1.4. Teorem 𝐻𝐻 grup ve 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 olsun. Bu takdirde 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑒𝑒 olacak şekilde bir tek        

𝑏𝑏 ∈ 𝐻𝐻 vardır (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

Kanıt. 𝑏𝑏, 𝑏𝑏′ ∈ 𝐻𝐻 için 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑒𝑒 ve 𝑎𝑎𝑎𝑎′ = 𝑏𝑏′𝑎𝑎 = 𝑒𝑒 eşitlikleri sağlansın. Buradan                

𝑏𝑏 = 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑏𝑏(𝑎𝑎𝑏𝑏′) = (𝑏𝑏𝑏𝑏)𝑏𝑏′ = 𝑒𝑒𝑏𝑏′ = 𝑏𝑏′ olup 𝑏𝑏 elemanı tek türlüdür.                                    □                                                                                                                                                                         

 

2.1.5. Tanım 𝐻𝐻 grup ve 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 olsun. Ters eleman özelliğini sağlayan tek türlü olarak belirli 

olan 𝑏𝑏 ∈ 𝐻𝐻 elemanına 𝑎𝑎 elemanının tersi denir ve 𝑏𝑏 = 𝑎𝑎−1 ile gösterilir. 𝐻𝐻 grubunun ikili 

işlemi + ise, 𝑎𝑎 elemanının tersi – 𝑎𝑎 ile gösterilir  (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

  

2.1.6. Teorem 𝐻𝐻 grup olsun. Bu takdirde her 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 için (𝑎𝑎−1)−1 = 𝑎𝑎 dır (Nişancı Türkmen 

ve Türkmen, 2021). 

 

Kanıt. 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 olsun. 𝐻𝐻 grup olduğundan 𝑎𝑎𝑎𝑎−1 = 𝑎𝑎−1𝑎𝑎 = 𝑒𝑒 olacak şekilde 𝑎𝑎−1 ∈ 𝐻𝐻 vardır. 

Benzer şekilde 𝑎𝑎−1 ∈ 𝐻𝐻 ve her elemanın tersinin tek türlülüğü kullanılarak                 

𝑎𝑎−1(𝑎𝑎−1)−1 = (𝑎𝑎−1)−1𝑎𝑎−1 = 𝑒𝑒 eşitliğinden (𝑎𝑎−1)−1 = 𝑎𝑎 bulunur.                                      □                                                                                                                                                          

 

2.1.7. Tanım 𝐻𝐻 grup olsun. Her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑏𝑏𝑏𝑏 ise, 𝐻𝐻 ye değişmeli grup veya abel 

grup denir (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 
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2.1.8. Uyarı  𝐴𝐴 ve 𝐵𝐵 iki küme olsun. 𝐴𝐴 dan 𝐵𝐵 ye tanımlı bire-bir ve örten bir fonksiyon var 

ise, 𝐴𝐴 ve 𝐵𝐵 kümelerine eşgüçlüdür denir. 𝐴𝐴 kümesinin eşgüçlü olduğu tüm kümelerin sınıfına 

𝐴𝐴 kümesinin kardinal sayısı veya kardinalitesi denir ve |𝐴𝐴| ile gösterilir. 

 

0 ≤ 𝑛𝑛 ∈ ℤ olmak üzere 𝑛𝑛 = 0 iken 𝐼𝐼0 = ∅ ve 𝑛𝑛 > 0 iken 𝐼𝐼𝑛𝑛 = {1,2, … ,𝑛𝑛} sonlu kümesinin 

kardinal sayısı |𝐼𝐼𝑛𝑛| = 𝑛𝑛 yazılır. Bir 𝐴𝐴 kümesi 𝐼𝐼𝑛𝑛 ile eşgüçlü ise, 𝐴𝐴 ya sonlu küme denir ve 

|𝐴𝐴| = |𝐼𝐼𝑛𝑛| olduğundan 𝐴𝐴 kümesinin kardinal sayısı |𝐴𝐴| = 𝑛𝑛 dir. Dolayısıyla sonlu elemanlı 

bir kümenin kardinal sayısı verilen kümenin eleman sayısıdır. 𝐴𝐴 kümesi sonlu değil ise, 

|𝐴𝐴| kardinal sayısı sonsuzdur.  

𝐻𝐻 grup olsun. |𝐻𝐻| kardinal sayısına 𝐻𝐻 grubunun mertebesi denir (Nişancı Türkmen ve 

Türkmen, 2021). 

 

1 < 𝑛𝑛 ∈ ℤ olmak üzere (ℤ𝑛𝑛, +) cebirsel yapısı, birimi 0� ve 𝑚𝑚� ∈ ℤ𝑛𝑛 elemanının tersi            

−𝑚𝑚����� olan 𝑛𝑛. mertebeden abel grubudur. Benzer şekilde (ℤ𝑛𝑛∗ , . ) cebirsel yapısı, birimi 1� ve 

−𝑚𝑚����� ∈ ℤ𝑛𝑛∗  elemanının tersi 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 eşitliğini sağlayan 𝑎𝑎 tamsayısı için 0� ≠ 𝑎𝑎� ∈ ℤ𝑛𝑛∗  

olan Φ(𝑛𝑛). mertebeden abel grubudur (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

Herhangi bir boştan farklı küme kullanılarak grup yapısı kurulabilir. 𝑋𝑋 boştan farklı bir küme 

olmak üzere 𝑆𝑆𝑋𝑋, 𝑋𝑋 deki tüm permütasyonların kümesi olsun. 𝐼𝐼𝑋𝑋 birim fonksiyonu bire-bir ve 

örten olduğundan 𝐼𝐼𝑋𝑋 ∈ 𝑆𝑆𝑋𝑋 olup 𝑆𝑆𝑋𝑋 ≠ ∅ dır. 𝑆𝑆𝑋𝑋 üzerinde işlem olarak fonksiyonların 

bileşkesini alalım. 𝛼𝛼,𝛽𝛽 ∈ 𝑆𝑆𝑋𝑋 olmak üzere 𝛼𝛼 ∘ 𝛽𝛽, 𝑋𝑋 de bire-bir ve örten fonksiyon olduğundan 

𝛼𝛼 ∘ 𝛽𝛽 ∈ 𝑆𝑆𝑋𝑋 dir. Bileşke ∘ işlemi 𝑆𝑆𝑋𝑋 kümesinde birleşme özelliğine sahiptir ve her 𝛼𝛼 ∈ 𝑆𝑆𝑋𝑋 için 

𝛼𝛼 ∘ 𝛼𝛼−1 = 𝛼𝛼−1 ∘ 𝛼𝛼 = 𝐼𝐼𝑋𝑋 olacak şekilde bir tek 𝛼𝛼−1 ∈ 𝑆𝑆𝑋𝑋 vardır. Sonuç olarak, (𝑆𝑆𝑋𝑋, ∘) 

gruptur. Bu gruba 𝑋𝑋 kümesinin simetrik grubu denir. 𝑋𝑋, 𝑛𝑛 elemanlı sonlu bir küme olsun. 

Bu takdirde 𝑋𝑋 ile eşgüçlü olacak şekilde 𝐼𝐼𝑛𝑛 = {1,2, … ,𝑛𝑛} kümesi vardır. Bu eşgüçlülük 

yardımıyla 𝑋𝑋 yerine 𝐼𝐼𝑛𝑛 de çalışmak daha kolay olacaktır. Bu durumda 𝑆𝑆𝑋𝑋 gösterimi yerine 

𝑆𝑆𝑛𝑛 gösterimi kullanılır. Ayrıca kolaylık açısından ∘ bileşke notasyonu için çarpma notasyonu 

kullanılır.   

 

𝑆𝑆𝑛𝑛 grubunun eleman sayısını karakterize edelim. 𝐼𝐼𝑛𝑛 = {1,2, … , 𝑛𝑛} ve 𝛼𝛼 ∈ 𝑆𝑆𝑛𝑛 keyfi bir 

permütasyon olsun. Buradan 𝛼𝛼(1) elemanı 1,2, … ,𝑛𝑛 elemanlarından birine eşittir ve 𝑛𝑛 farklı 

seçim yapılabilir. Benzer şekilde 𝛼𝛼(2) elemanı için (𝑛𝑛 − 1) farklı seçim yapılabilir ve bu 
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şekilde devam edilirse 𝛼𝛼 permütasyonu 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 − 2) … 2.1 farklı yolla seçilebilir. Sonuç 

olarak |𝑆𝑆𝑛𝑛| = 𝑛𝑛! dir.  

 

𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑆𝑆𝑛𝑛 simetrik grubunun birim elemanı 𝑒𝑒𝑛𝑛 ile gösterilir. 𝜋𝜋 ∈ 𝑆𝑆𝑛𝑛 permütasyonu 

verilsin. Her bir 𝑖𝑖 ∈ 𝐼𝐼𝑛𝑛 elemanının 𝜋𝜋 altındaki görüntüsü 𝜋𝜋(𝑖𝑖) olmak üzere                                      

𝜋𝜋 = {�1,𝜋𝜋(1)�, �2,𝜋𝜋(2)�, … , �𝑛𝑛,𝜋𝜋(𝑛𝑛)�} olup bu gösterim yerine 𝜋𝜋 = � 1
 𝜋𝜋(1)

2
𝜋𝜋(2)

…
…

𝑛𝑛
𝜋𝜋(𝑛𝑛)�  

gösterimi kullanılır. Örneğin, 𝑛𝑛 = 4 ve 𝜋𝜋 ∈ 𝑆𝑆4 için 𝜋𝜋(1) = 2, 𝜋𝜋(2) = 4, 𝜋𝜋(3) = 3 ve 

𝜋𝜋(4) = 1 olmak üzere 𝜋𝜋 permütasyonunun gösterimi 𝜋𝜋 = �12
2
4
3
3
4
1� şeklindedir. Dolayısıyla  

𝑒𝑒𝑛𝑛 = �11
2
2

…
…
𝑛𝑛
𝑛𝑛� olduğu açıktır. Permütasyon gösterimini biraz kolaylaştıralım. 𝜋𝜋 ∈ 𝑆𝑆𝑛𝑛 olsun. 

Her 𝑎𝑎 ∈ 𝐼𝐼𝑛𝑛\{𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, … , 𝑖𝑖𝑘𝑘} için 𝜋𝜋(𝑎𝑎) = 𝑎𝑎 ve 𝑗𝑗 = 1,2, … ,𝑘𝑘 − 1 için 𝑖𝑖1 → 𝜋𝜋(𝑖𝑖1) = 𝑖𝑖2 → ⋯ →

𝜋𝜋�𝑖𝑖𝑗𝑗−1� = 𝑖𝑖𝑗𝑗 → 𝜋𝜋�𝑖𝑖𝑗𝑗� = 𝑖𝑖𝑗𝑗+1 → ⋯ → 𝜋𝜋(𝑖𝑖𝑘𝑘) = 𝑖𝑖1 ise (𝑘𝑘 tane elemanın verilen sıraya göre 

yerini değiştiren ve diğer elemanları sabit bırakan), 𝜋𝜋 permütasyonuna 𝑘𝑘-döngü veya 

dairesel permütasyon denir ve 𝜋𝜋 = (𝑖𝑖1𝑖𝑖2 … 𝑖𝑖𝑘𝑘) = (𝑖𝑖𝑗𝑗𝑖𝑖𝑗𝑗+1 … 𝑖𝑖𝑘𝑘𝑖𝑖1 … 𝑖𝑖𝑗𝑗−1) şeklinde gösterilir. 

𝜋𝜋 = (𝑖𝑖1𝑖𝑖2 … 𝑖𝑖𝑘𝑘) döngüsünün tersinin 𝜋𝜋−1 = (𝑖𝑖𝑘𝑘𝑖𝑖𝑘𝑘−1 … 𝑖𝑖1)  döngüsü olduğu açıktır. Eğer 

𝑘𝑘 −döngü için 𝑘𝑘 = 2 ise (sadece iki elemanın yerini değiştirirken diğerlerini sabitleyen 

döngü), bu 2-döngüye transpozisyon adı verilir. 𝛼𝛼 = (𝑖𝑖1𝑖𝑖2) ∈ 𝑆𝑆𝑛𝑛 transpozisyonu için          

𝛼𝛼𝛼𝛼 = (𝑖𝑖1𝑖𝑖2)(𝑖𝑖1𝑖𝑖2) = 𝑒𝑒𝑛𝑛 olup herhangi bir transpoziyonunun tersi kendisidir. Ayrıca                

𝜋𝜋 = (𝑖𝑖1𝑖𝑖2 … 𝑖𝑖𝑘𝑘) = (𝑖𝑖1𝑖𝑖𝑘𝑘)(𝑖𝑖1𝑖𝑖𝑘𝑘−1) … (𝑖𝑖1𝑖𝑖2) olduğundan her döngü transpoziyonlarının 

çarpımı olarak yazılabilir (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

  

2.1.9. Teorem (Sadeleştirme Özelliği) 𝐻𝐻 grup olsun. 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑏𝑏𝑏𝑏 veya              

𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 ise 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 dir (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

Kanıt. 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑏𝑏𝑏𝑏 olsun. 𝑐𝑐 elemanının tersi mevcut olduğundan 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑏𝑏𝑏𝑏 

eşitliğin her iki tarafı 𝑐𝑐−1 ∈ 𝐻𝐻 ile çarpılırsa (𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑐𝑐−1 = (𝑏𝑏𝑏𝑏)𝑐𝑐−1 olup 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 elde edilir.          □ 

 

𝐻𝐻 grubunun birim elemanı altgruplarının da birim elemanıdır, gösterelim. 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 olsun.    

𝑒𝑒𝑇𝑇 ∈ 𝑇𝑇 birim eleman olmak üzere 𝑒𝑒𝑇𝑇𝑒𝑒𝑇𝑇 = 𝑒𝑒𝑇𝑇 = 𝑒𝑒𝑇𝑇𝑒𝑒 olup 𝐻𝐻 grubundaki sadeleştirme 

özelliğinden 𝑒𝑒𝑇𝑇 = 𝑒𝑒 dir. Benzer şekilde 𝐻𝐻 grubundaki bir elemanın tersinin tek olarak belirli 

olmasından dolayı  𝑎𝑎 ∈ 𝑇𝑇 elemanının 𝑇𝑇 deki tersi 𝐻𝐻 grubundaki tersidir. 
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2.1.10. Tanım  𝐻𝐻 grup olmak üzere 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 elemanıyla aynı mertebeye sahip başka bir 

elemanı karakterize edelim. 𝑥𝑥 ∈ 𝐻𝐻 olsun. 𝑎𝑎 ile 𝑏𝑏 = 𝑥𝑥−1𝑎𝑎𝑎𝑎 elemanının aynı mertebeye sahip 

olduğunu gösterelim. 𝑛𝑛 ∈ ℤ+ için  

                                                                             

                                            𝑏𝑏𝑛𝑛 = (𝑥𝑥−1𝑎𝑎𝑎𝑎)(𝑥𝑥−1𝑎𝑎𝑎𝑎) … (𝑥𝑥−1𝑎𝑎𝑎𝑎)                                         (1) 

                       = (𝑥𝑥−1𝑎𝑎)(𝑥𝑥𝑥𝑥−1)𝑎𝑎(𝑥𝑥𝑥𝑥−1)𝑎𝑎… (𝑥𝑥𝑥𝑥−1)𝑎𝑎𝑎𝑎 

                                                 = 𝑥𝑥−1𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎… 𝑎𝑎𝑎𝑎 

                                                 = 𝑥𝑥−1𝑎𝑎𝑎𝑎… 𝑎𝑎𝑎𝑎 

                                                 = 𝑥𝑥−1𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥                                                          

   

olup 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑒𝑒 iken 𝑏𝑏𝑛𝑛 = 𝑒𝑒 ve tersine olarak 𝑏𝑏𝑛𝑛 = 𝑒𝑒 iken 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑒𝑒 dir. Dolayısıyla 𝑎𝑎 ile 𝑥𝑥 ∈ 𝐻𝐻 

olmak üzere 𝑥𝑥−1𝑎𝑎𝑎𝑎 elemanının mertebesi eşittir. 𝐻𝐻 grubunda 𝑥𝑥−1𝑎𝑎𝑎𝑎 elemanına 𝑎𝑎 ile 

eşleniktir denir. Dolayısıyla 𝑎𝑎 ve 𝑏𝑏 elemanlarının eşlenik olması için gerek ve yeter koşul                                           

𝑏𝑏 = 𝑥𝑥−1𝑎𝑎𝑎𝑎 olacak şekilde 𝑥𝑥 ∈ 𝐻𝐻 mevcut olmasıdır. 𝐻𝐻 abel grup ise, her 𝑥𝑥 ∈ 𝐻𝐻 için 

𝑏𝑏 = 𝑥𝑥−1𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑥𝑥−1𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 olup herhangi bir 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 elemanının eşleniği sadece kendisidir. 

𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 elemanı ile eşlenik olan tüm elemanlar 𝑎𝑎 ile aynı mertebeye sahiptir. Fakat aynı 

mertebeye sahip iki eleman eşlenik olmak zorunda değildir. Örneğin, 𝑎𝑎 = (1,� 0�),                   

𝑏𝑏 = (0�, 1�) ∈ ℤ2 ⊕ ℤ2  mertebesi 2 dir fakat ℤ2 ⊕ ℤ2 abel grubunda eşlenik değildir.             

𝐻𝐻 grubunda 𝑎𝑎 ∼ 𝑏𝑏 ⇔ 𝑎𝑎 ile 𝑏𝑏 eşleniktir ile tanımlı ∼  bağıntısı denklik bağıntısıdır.                     

𝑎𝑎 elemanının denklik sınıfına 𝑎𝑎 nın eşlenik sınıfı denir ve 𝐶𝐶𝐿𝐿(𝑎𝑎) = {𝑥𝑥−1𝑎𝑎𝑎𝑎|𝑥𝑥 ∈ 𝐻𝐻} ile 

gösterilir. 𝑒𝑒 birim elemanının eşlenik sınıfı kendisidir. 𝐻𝐻 abel grup ise, her elemanın eşlenik 

sınıfının kendisi olduğu açıktır. Her 𝑥𝑥 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑎𝑎 = 𝑥𝑥−1𝑎𝑎𝑎𝑎 ise, yani                                                 

𝐶𝐶𝐿𝐿(𝑎𝑎) = {𝑥𝑥−1𝑎𝑎𝑎𝑎|𝑥𝑥 ∈ 𝐻𝐻} = {𝑎𝑎} ise, 𝑎𝑎 ya merkez eleman denir. 𝐻𝐻 grubunun tüm merkez 

elemanlarının kümesi 𝑍𝑍(𝐻𝐻) ile gösterilir. 𝑍𝑍(𝐻𝐻) ye 𝐻𝐻 grubunun merkezi adı verilir. 𝑒𝑒 birim 

elemanının eşlenik sınıfı {𝑒𝑒} olduğundan 𝑒𝑒 ∈ 𝑍𝑍(𝐻𝐻) dir. 𝐻𝐻 = 𝑍𝑍(𝐻𝐻) olması için gerek ve yeter 

koşul 𝐻𝐻 nin abel grubu olmasıdır.  

 

𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 elemanının eşleniği yalnızca kendisi olacak şekildeki 𝐻𝐻 grubunun elemanlarının 

kümesi  𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑎𝑎) = {𝑥𝑥 ∈ 𝐻𝐻|𝑎𝑎 = 𝑥𝑥−1𝑎𝑎𝑎𝑎} ile gösterelim. 𝑒𝑒,𝑎𝑎 ∈ 𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑎𝑎) olup  𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑎𝑎) ≠ ∅ dır.       

𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝐻𝐻) olması için gerek ve yeter koşulun  𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑎𝑎) = 𝐻𝐻 olması olduğu açıktır. Bu yüzden 

𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑎𝑎) kümesine 𝑎𝑎 elemanının merkezleştiricisi denir (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 
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2.1.11. Teorem 𝐻𝐻 bir grup ve ∅ ≠ 𝑇𝑇 ⊆ 𝐻𝐻 olsun. 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 olması için gerek ve yeter koşul her 

𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑇𝑇 için 𝑎𝑎𝑏𝑏−1 ∈ 𝑇𝑇  olmasıdır  (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

Kanıt. (⇒) 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 olduğundan her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑇𝑇 için 𝑎𝑎𝑎𝑎 ∈ 𝑇𝑇 ve 𝑏𝑏−1 ∈ 𝑇𝑇 dir. Burada 𝑏𝑏 yerine    

𝑏𝑏−1 alınırsa, 𝑎𝑎𝑏𝑏−1 ∈ 𝑇𝑇 olduğu görülür. 

 

(⇐) 𝑇𝑇 ≠ ∅ olduğundan bir 𝑎𝑎 ∈ 𝑇𝑇 vardır ve hipotez gereği 𝑎𝑎𝑎𝑎−1 = 𝑒𝑒 ∈ 𝑇𝑇 dir. Buradan her 

𝑏𝑏 ∈ 𝑇𝑇 için 𝑏𝑏−1 = 𝑒𝑒𝑏𝑏−1 ∈ 𝑇𝑇 olup 𝑇𝑇 kümesindeki her elemanın 𝐻𝐻 grubundaki tersi 

𝑇𝑇 kümesinin bir elemanıdır. Böylece her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑇𝑇 için 𝑎𝑎, 𝑏𝑏−1 ∈ 𝑇𝑇 olup 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑎𝑎(𝑏𝑏−1)−1 ∈ 𝑇𝑇 

dir. Sonuç olarak 𝐻𝐻 grubundaki ikili işlem 𝑇𝑇 de kapalıdır. Her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝑇𝑇 ⊆ 𝐻𝐻 için         

(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑐𝑐 = 𝑎𝑎(𝑏𝑏𝑏𝑏) olduğu açıktır. Dolayısıyla 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 dir.                                                           □                                                                                                   

 

2.1.12. Önerme {𝑇𝑇𝑖𝑖}𝑖𝑖∈𝐼𝐼, 𝐻𝐻 grubunun altgruplarının ailesi ise ⋂ 𝑇𝑇𝑖𝑖 ≤ 𝐻𝐻𝑖𝑖∈𝐼𝐼  dir (Nişancı 

Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

Kanıt. Her 𝑖𝑖 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑇𝑇𝑖𝑖 ≤ 𝐻𝐻 olduğundan 𝑒𝑒 ∈ 𝑇𝑇𝑖𝑖 olup ⋂ 𝑇𝑇𝑖𝑖 ≠ ∅𝑖𝑖∈𝐼𝐼  dır.  𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ ⋂ 𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼  verilsin. 

Bu takdirde her 𝑖𝑖 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑇𝑇𝑖𝑖 dir ve buradan 𝑎𝑎𝑏𝑏−1 ∈ 𝑇𝑇𝑖𝑖 dir. Her 𝑖𝑖 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑎𝑎𝑏𝑏−1 ∈ 𝑇𝑇𝑖𝑖 

olduğundan 𝑎𝑎𝑏𝑏−1 ∈ ⋂ 𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼  elde edilir.                                                                                   □ 

 

2.1.13. Tanım 𝐻𝐻 grup ve 𝑋𝑋 ⊆ 𝐻𝐻  olsun. 𝐻𝐻 grubunda 𝑋𝑋 i kapsayan tüm altgrupların 

arakesitine 𝑋𝑋 alt kümesiyle üretilen altgrup denir ve 〈𝑋𝑋〉 ile gösterilir. Burada 𝑋𝑋 kümesine 

〈𝑋𝑋〉 grubunun üreteç kümesi adı verilir. 𝑋𝑋 = ∅ ise, 𝐻𝐻 de boş kümeyi tüm altgruplar 

kapsadığından 〈𝑋𝑋〉 = {𝑒𝑒} olduğu açıktır  (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.1.14. Teorem 𝐻𝐻 grubunun boştan farklı bir alt kümesi 𝑋𝑋 olsun. Bu takdirde                                                                       

〈𝑋𝑋〉 = �𝑥𝑥1
𝑒𝑒1𝑥𝑥2

𝑒𝑒2 … 𝑥𝑥𝑛𝑛
𝑒𝑒𝑛𝑛   � 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋, 𝑒𝑒𝑖𝑖 = ∓1, 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛, 𝑛𝑛 ∈ ℤ+} dır (Nişancı Türkmen ve 

Türkmen, 2021). 

 

Kanıt. 𝐴𝐴 = {𝑥𝑥1
𝑒𝑒1𝑥𝑥2

𝑒𝑒2 … 𝑥𝑥𝑛𝑛
𝑒𝑒𝑛𝑛   |  𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋, 𝑒𝑒𝑖𝑖 = ∓1,   1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛,     𝑛𝑛 ∈ ℤ+} olsun. 𝑋𝑋 ≠ ∅ olduğu 

için 𝐴𝐴 ≠ ∅ dır. 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥1
𝑒𝑒1𝑥𝑥2

𝑒𝑒2 … 𝑥𝑥𝑛𝑛
𝑒𝑒𝑛𝑛, 𝑦𝑦 = 𝑦𝑦1

𝑑𝑑1𝑦𝑦2
𝑑𝑑2 … 𝑦𝑦𝑚𝑚

𝑑𝑑𝑚𝑚 ∈ 𝐴𝐴 keyfi elemanları için                     

𝑥𝑥𝑦𝑦−1 = 𝑥𝑥1
𝑒𝑒1𝑥𝑥2

𝑒𝑒2 … 𝑥𝑥𝑛𝑛
𝑒𝑒𝑛𝑛𝑦𝑦𝑚𝑚

−𝑑𝑑𝑚𝑚𝑦𝑦𝑚𝑚−1
−𝑑𝑑𝑚𝑚−1 …𝑦𝑦1

−𝑑𝑑1 ∈ 𝐴𝐴 olup 𝐴𝐴 ≤ 𝐻𝐻 elde edilir. 𝐴𝐴 = 〈𝑋𝑋〉 olduğunu 

gösterelim. 𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴 keyfi elemanı için 𝑎𝑎 = 𝑥𝑥1
𝑒𝑒1𝑥𝑥2

𝑒𝑒2 … 𝑥𝑥𝑛𝑛
𝑒𝑒𝑛𝑛 olacak şekilde 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋 ve 𝑒𝑒𝑖𝑖 = ±1 
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mevcuttur. 𝑎𝑎 ∈ 〈𝑋𝑋〉 olup 𝐴𝐴 ⊆ 〈𝑋𝑋〉 elde edilir. Her 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋 için 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥1 ∈ 𝐴𝐴  olup 𝑋𝑋 ⊆ 𝐴𝐴 dır ve 

buradan 〈𝑋𝑋〉 ⊆ 𝐴𝐴 dır. Böylece 𝐴𝐴 = 〈𝑋𝑋〉 eşitliği elde edilir.                                                      □ 

 

2.1.15. Tanım 𝐻𝐻 grup olmak üzere 𝑋𝑋 ve 𝑌𝑌, 𝐻𝐻 nin boştan farklı alt kümeleri olsun.                      

𝑋𝑋𝑋𝑋 = {𝑥𝑥𝑥𝑥  | 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋 𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑦𝑦 ∈ 𝑌𝑌} kümesine 𝑋𝑋 ile 𝑌𝑌 kümelerinin çarpımı denir. 𝐻𝐻 toplamsal grup 

ise, 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 = {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 | 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋 𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑦𝑦 ∈ 𝑌𝑌} kümesine verilen kümelerin toplamı adı verilir 

(Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.1.16. Uyarı 𝑇𝑇 ve 𝐾𝐾, 𝐻𝐻 grubunun altgrupları olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler denktir. 

 

(i) 𝑇𝑇𝑇𝑇 kümesi 𝐻𝐻 nin altgrubudur; 

 
(ii) 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝐾𝐾𝐾𝐾 dır; 

 
(iii) 〈𝑇𝑇 ∪ 𝐾𝐾〉 = 〈𝑇𝑇,𝐾𝐾〉 dır (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.1.17. Önerme (Modüler Kural) 𝐻𝐻 grup olmak üzere 𝑇𝑇,𝐾𝐾, 𝐿𝐿 ≤ 𝐻𝐻 altgruplar ve 𝑇𝑇 ≤ 𝐿𝐿 ise, 

(𝑇𝑇𝑇𝑇) ∩ 𝐿𝐿 = 𝑇𝑇(𝐾𝐾 ∩ 𝐿𝐿) eşitliği vardır (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021).                                   

 

Kanıt. 𝑎𝑎 ∈ (𝑇𝑇𝑇𝑇) ∩ 𝐿𝐿 ise,  𝑎𝑎 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 olacak şekilde 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇 ve 𝑘𝑘 ∈ 𝐾𝐾 vardır. 𝑇𝑇 ≤ 𝐿𝐿 olduğundan 

𝑡𝑡 ∈ 𝐿𝐿 olup 𝑎𝑎 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 eşitliğinden 𝑡𝑡−1𝑎𝑎 = 𝑘𝑘 ∈ 𝐾𝐾 ∩ 𝐿𝐿 dir ve buradan 𝑎𝑎 ∈ 𝑇𝑇(𝐾𝐾 ∩ 𝐿𝐿) elde edilir.           

𝑎𝑎 ∈ 𝑇𝑇(𝐾𝐾 ∩ 𝐿𝐿) ise, 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇 ve 𝑘𝑘 ∈ 𝐾𝐾 ∩ 𝐿𝐿 olmak üzere 𝑎𝑎 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 olup 𝑇𝑇 ≤ 𝐿𝐿 olduğundan                               

𝑎𝑎 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 ∈ 𝐿𝐿 dir ve böylece 𝑎𝑎 ∈ (𝑇𝑇𝑇𝑇) ∩ 𝐿𝐿 bulunur. Dolayısıyla (𝑇𝑇𝑇𝑇) ∩ 𝐿𝐿 = 𝑇𝑇(𝐾𝐾 ∩ 𝐿𝐿) elde 

edilir. Özellikle, 𝐻𝐻 toplamsal grup iken (𝑇𝑇 + 𝐾𝐾) ∩ 𝐿𝐿 = 𝑇𝑇 + (𝐾𝐾 ∩ 𝐿𝐿) dir. 

 

2.1.18. Tanım 𝐻𝐻 grup olsun. 𝑋𝑋 = 𝐻𝐻 alınırsa, 〈𝑋𝑋〉  = 𝐻𝐻 olup 𝐻𝐻 grubu bir üreteç kümesine 

sahiptir. 𝐻𝐻 = 〈𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, … ,𝑎𝑎𝑛𝑛〉 ≤ 𝐻𝐻 olacak şekilde 𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, … ,𝑎𝑎𝑛𝑛 ∈ 𝐻𝐻 mevcutsa 𝐻𝐻 ye sonlu 

üretilmiş grup ve  𝐻𝐻 = 〈𝑎𝑎〉 = {𝑎𝑎𝑘𝑘|𝑘𝑘 ∈ ℤ}  olacak şekilde 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 varsa 𝐻𝐻 grubuna devirli grup 

adı verilir. Bir sonlu 𝐻𝐻 grubunun devirli olması için gerek ve yeter koşul |𝐻𝐻| = |𝑎𝑎| olacak 

şekilde 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 mevcut olmasıdır. 

 

𝐻𝐻 devirli grubunun abel olduğunu gösterelim. 𝐻𝐻 devirli olduğundan 𝐻𝐻 = 〈𝑎𝑎〉 olacak şekilde 

𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 vardır. 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎𝑛𝑛 ve 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑚𝑚 olacak şekilde 𝑛𝑛 ve 𝑚𝑚 tamsayıları mevcut 
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olup 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑎𝑎𝑚𝑚 = 𝑎𝑎𝑛𝑛+𝑚𝑚 = 𝑎𝑎𝑚𝑚+𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑚𝑚𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑦𝑦𝑦𝑦 eşitliği gereği 𝐻𝐻 abel gruptur   (Nişancı 

Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.1.19. Teorem 𝐻𝐻 = 〈𝑎𝑎〉 devirli grup olsun. 

 
(i) 𝐻𝐻 grubunun mertebesi 𝑛𝑛 ise, 𝐻𝐻 = 〈𝑎𝑎〉 = {𝑒𝑒,𝑎𝑎, … ,𝑎𝑎𝑛𝑛−1} dir. Özellikle, 𝐻𝐻 = 〈𝑎𝑎𝑘𝑘〉 olması 

için gerek ve yeter koşul 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑘𝑘, 𝑛𝑛) = 1 olmasıdır; 

 
(ii) 𝐻𝐻 sonsuz mertebeli grup ise, 𝐻𝐻 = 〈𝑎𝑎〉 =  〈𝑎𝑎−1〉  = {𝑎𝑎𝑚𝑚 | 𝑚𝑚 ∈ ℤ} dir; 

 
(iii) 𝐻𝐻 grubunun her altgrubu devirlidir  (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.1.20. Örnek  1 < 𝑛𝑛 ∈ ℤ için (ℤ𝑛𝑛, +) grubundan |1|� = 𝑛𝑛 olduğundan ℤ𝑛𝑛 = 〈1�〉 olup 

(ℤ𝑛𝑛, +) grubu devirlidir. ℤ𝑛𝑛 = ⟨𝑚𝑚1�⟩ ⟺ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑚𝑚,𝑛𝑛) = 1 olduğundan  ℤ𝑛𝑛∗  kümesinin her bir 

elemanı (ℤ𝑛𝑛, +) grubunun üreticidir (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

𝐻𝐻 grup ve 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 olsun. 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 olmak üzere 𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇 = {𝑎𝑎−1𝑡𝑡𝑡𝑡 | 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇} kümesini 

tanımlayalım. 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻  olduğundan  𝑒𝑒 ∈ 𝑇𝑇  olup  𝑡𝑡 = 𝑒𝑒  için 𝑎𝑎−1𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑎𝑎−1𝑒𝑒𝑒𝑒 = 𝑎𝑎−1𝑎𝑎 = 𝑒𝑒 

eşitliği elde edilir. Böylece 𝑎𝑎−1𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑒𝑒 ∈ 𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇 ≠ ∅ olduğu görülür. Şimdi 𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 

olduğunu gösterelim. 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇 keyfi elemanlar olsun. Bu takdirde 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎−1𝑡𝑡1𝑎𝑎  ve  

𝑦𝑦 = 𝑎𝑎−1𝑡𝑡2𝑎𝑎 olacak şekilde  𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2 ∈ 𝑇𝑇  vardır. 

 

                                                𝑥𝑥𝑦𝑦−1 = (𝑎𝑎−1𝑡𝑡1𝑎𝑎)(𝑎𝑎−1𝑡𝑡2𝑎𝑎)−1                                                     (2) 

                                                         = (𝑎𝑎−1𝑡𝑡1𝑎𝑎)(𝑎𝑎−1𝑡𝑡2−1(𝑎𝑎−1)−1) 

                                                         = (𝑎𝑎−1𝑡𝑡1)(𝑎𝑎𝑎𝑎−1)(𝑡𝑡2−1𝑎𝑎) 

= 𝑎𝑎−1(𝑡𝑡1𝑒𝑒𝑡𝑡2−1)𝑎𝑎 

= 𝑎𝑎−1(𝑡𝑡1𝑡𝑡2−1)𝑎𝑎 

 

olup 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 olduğundan 𝑡𝑡1𝑡𝑡2−1 ∈ 𝑇𝑇 ve buradan 𝑥𝑥𝑦𝑦−1 = 𝑎𝑎−1(𝑡𝑡1𝑡𝑡2−1)𝑎𝑎 ∈ 𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇 elde edilir. O 

halde 𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 dir. Her 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇 için 𝜑𝜑(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎−1𝑡𝑡𝑡𝑡 ile tanımlı 𝜑𝜑 ∶  𝑇𝑇 → 𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇 dönüşümü 

bire-bir ve örten olup kardinal sayıların |𝑇𝑇| = |𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇| eşitliği elde edilir. 𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇 

altgrubuna, 𝑇𝑇 altgrubunun 𝑎𝑎 ile eşleniği adı verilir.  
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Her 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑇𝑇 ise, 𝑇𝑇 altgrubuna 𝐻𝐻 grubunun normal altgrubu denir ve                         

𝑇𝑇 ⊴ 𝐻𝐻 ile gösterilir.  {𝑒𝑒} ⊴ 𝐻𝐻 ve 𝐻𝐻 ⊴ 𝐻𝐻 olduğu açıktır. Bu normal altgruplara 𝐻𝐻 nin aşikar 

normal altgrupları denir. Abel grubun her altgrubu normal altgruptur. 

 

𝐻𝐻 grubunun 𝑇𝑇 ve 𝐾𝐾 altgrupları için 𝑁𝑁𝐾𝐾(𝑇𝑇) = {𝑎𝑎 ∈ 𝐾𝐾|𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑇𝑇} kümesini tanımlayalım. 

𝑒𝑒 ∈ 𝑁𝑁𝐾𝐾(𝑇𝑇) ve 𝑁𝑁𝐾𝐾(𝑇𝑇) ≤ 𝐾𝐾 olduğu açıktır. Ayrıca 𝑁𝑁𝐾𝐾(𝑇𝑇) = 𝐾𝐾 ∩ �𝑁𝑁𝐻𝐻(𝑇𝑇)� dır. 𝑇𝑇 ≤ 𝐾𝐾 ise, her 

𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇 için 𝑡𝑡−1𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑇𝑇 olup 𝑇𝑇 ≤ 𝑁𝑁𝐾𝐾(𝑇𝑇) ve 𝑎𝑎 ∈ 𝑁𝑁𝐾𝐾(𝑇𝑇) keyfi elemanı için 𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑇𝑇 

olduğundan 𝑇𝑇 ⊴ 𝑁𝑁𝐾𝐾(𝑇𝑇) elde edilir. Dolayısıyla 𝑇𝑇 ⊴ 𝐻𝐻 olması için gerek ve yeter koşul 

𝑁𝑁𝐻𝐻(𝑇𝑇) = 𝐻𝐻 olmasıdır. Bu nedenle 𝑁𝑁𝐾𝐾(𝑇𝑇) altgrubuna 𝑇𝑇 nin 𝐾𝐾 deki normalleştiricisi denir 

(Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.1.21. Önerme 𝐻𝐻 grup olsun.  

 

(i) 𝑇𝑇 ≤ 𝑍𝑍(𝐻𝐻) ise 𝑇𝑇 ⊴ 𝐻𝐻 dir. Özellikle, 𝐻𝐻 grubunun merkezi 𝑍𝑍(𝐻𝐻) normal altgruptur; 

 
(ii)  𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 olmak üzere her 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇 ⊆ 𝑇𝑇 ise, 𝑇𝑇 ⊴ 𝐻𝐻 dir.   

 
(iii) {𝑇𝑇𝑖𝑖}𝑖𝑖∈𝐼𝐼 𝐻𝐻 grubunda normal altgrupların bir ailesi ise, 𝑇𝑇 = ⋂ 𝑇𝑇𝑖𝑖 ⊴𝑖𝑖∈𝐼𝐼  𝐻𝐻 dir (Nişancı 

Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

Kanıt. (i) 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 olduğu açıktır. 𝑇𝑇 ⊴ 𝐻𝐻 olduğunu göstermek için 𝑇𝑇 altgrubunun tüm 

eşleniklerinin yalnızca kendisi olduğunu göstermemiz gerekmektedir. 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 keyfi olsun. 

𝑇𝑇 ≤ 𝑍𝑍(𝐻𝐻) olduğundan  

 

                                                    𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇 = {𝑎𝑎−1𝑏𝑏𝑏𝑏|𝑏𝑏 ∈ 𝑇𝑇}                                                 (3) 

                                                                = {(𝑎𝑎−1𝑎𝑎)𝑏𝑏|𝑏𝑏 ∈ 𝑇𝑇} 

                                                                = {𝑒𝑒𝑒𝑒|𝑏𝑏 ∈ 𝑇𝑇} 

                                                                = 𝑇𝑇 

  

bulunur. Böylece 𝑇𝑇 ⊴ 𝐻𝐻 elde edilir. Özellikle 𝑇𝑇 = 𝑍𝑍(𝐻𝐻) için 𝑍𝑍(𝐻𝐻) ⊴ 𝐻𝐻 dir. 

 
(ii)  𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇 ⊆ 𝑇𝑇 olsun. 𝑇𝑇 ⊴ 𝐻𝐻 olması için 𝑇𝑇 ⊆ 𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇 kapsamasını göstermemiz 

yeterlidir. 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇 keyfi bir eleman olsun. 𝑡𝑡 = 𝑎𝑎−1((𝑎𝑎−1)−1𝑡𝑡𝑎𝑎−1)𝑎𝑎 eşitliği yazılabildiğinden 
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her 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 elemanı için 𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇 ⊆ 𝑇𝑇 olup (𝑎𝑎−1)−1𝑡𝑡𝑎𝑎−1 ∈ 𝑇𝑇 dır. Böylece                                                          

𝑡𝑡 = 𝑎𝑎−1((𝑎𝑎−1)−1𝑡𝑡𝑎𝑎−1)𝑎𝑎 ∈ 𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇 elde edilir. 

 
(iii) 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑇𝑇 = ⋂ 𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼  altgrubunun 𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇 = {𝑎𝑎−1𝑡𝑡𝑡𝑡 | 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇} eşleniğini alalım.                        

𝑥𝑥 ∈ 𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇 keyfi olmak üzere 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎−1𝑡𝑡𝑡𝑡 olacak şekilde 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇 = ⋂ 𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼  vardır. Buradan her 

𝑖𝑖 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇𝑖𝑖 ⊴ 𝐻𝐻 olup 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎−1𝑡𝑡𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇𝑖𝑖 dir. Dolayısıyla 𝑥𝑥 ∈ 𝑇𝑇 = ⋂ 𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼  olup                                 

𝑥𝑥 ∈ 𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇 ⊆ 𝑇𝑇 bulunur. (ii) gereği 𝑇𝑇 ⊴ 𝐻𝐻 elde edilir.                                                           □ 

 

2.1.22. Tanım 𝐻𝐻 bir grup ve 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐻𝐻 olsun. [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] = 𝑎𝑎−1𝑏𝑏−1𝑎𝑎𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 elemanına 𝑎𝑎 ile 𝑏𝑏 nin 

komütatörü denir. [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] = 𝑒𝑒 olması için gerek ve yeter koşul 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑏𝑏𝑏𝑏 olmasıdır. O halde, 

her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑍𝑍(𝐻𝐻) için [𝑥𝑥,𝑦𝑦] = 𝑒𝑒 dir. 𝑇𝑇,𝐾𝐾 ≤ 𝐻𝐻 olsun. 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇 ve 𝑘𝑘 ∈ 𝐾𝐾 elemanları için       

[𝑡𝑡,𝑘𝑘] = 𝑡𝑡−1𝑘𝑘−1𝑡𝑡𝑡𝑡 komütatörleri tarafından üretilen altgrubu [𝑇𝑇,𝐾𝐾] ile gösterelim. Her                      

𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇 ve 𝑘𝑘 ∈ 𝐾𝐾 için [𝑡𝑡,𝑘𝑘] = 𝑡𝑡−1𝑘𝑘−1𝑡𝑡𝑡𝑡 ∈ (𝑇𝑇,𝐾𝐾) olduğundan [𝑇𝑇,𝐾𝐾] ≤ 〈𝑇𝑇 ∪ 𝐾𝐾〉 olduğu 

açıktır (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.1.23. Tanım (i) 𝐻𝐻 bir grup, 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 olsun. 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 olmak üzere 𝑎𝑎𝑎𝑎 = {𝑎𝑎𝑎𝑎: 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇} kümesine  

𝑇𝑇 altgrubunun 𝑎𝑎 elemanına göre sol yan sınıfı denir. 

(ii) 𝐻𝐻 bir grup, 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 olsun. 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 olmak üzere 𝑇𝑇𝑇𝑇 = {𝑡𝑡𝑡𝑡: 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇} kümesine  𝑇𝑇 altgrubunun 

𝑎𝑎 elemanına göre sağ yan sınıfı denir (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.1.24. Teorem 𝐻𝐻 grup ve 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 olmak üzere 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐻𝐻 olsun. Bu takdirde  

 

(i) 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑏𝑏𝑏𝑏 ⇔ 𝑏𝑏−1𝑎𝑎 ∈ 𝑇𝑇 olmasıdır. (𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ⟺ 𝑏𝑏𝑎𝑎−1 ∈ 𝑇𝑇); 

 
(ii) 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑏𝑏𝑏𝑏 veya 𝑎𝑎𝑎𝑎 ∩ 𝑏𝑏𝑏𝑏 = ∅ dir. (𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 veya 𝑇𝑇𝑇𝑇 ∩ 𝑇𝑇𝑇𝑇 = ∅) (Nişancı Türkmen ve 

Türkmen, 2021). 

 

2.1.25. Teorem 𝐻𝐻 grup ve 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 olsun. Bu takdirde 𝑇𝑇 nin 𝐻𝐻 deki tüm sol yan sınıflarının 

kümesi ile tüm sağ yan sınıflarının kümesi arasında bire-bir eşleme vardır (Nişancı Türkmen 

ve Türkmen, 2021). 

 

Kanıt. 𝐿𝐿 = {𝑎𝑎𝑎𝑎 | 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻} ve 𝑅𝑅 = {𝑇𝑇𝑇𝑇 | 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻} olsun. Her 𝑎𝑎𝑎𝑎 ∈ 𝐿𝐿 için 𝑓𝑓(𝑎𝑎𝑎𝑎) = 𝑇𝑇𝑎𝑎−1 ile 

tanımlı 𝑓𝑓: 𝐿𝐿 → 𝑅𝑅 dönüşümünü tanımlayalım. 𝑎𝑎1𝑇𝑇,𝑎𝑎2𝑇𝑇 ∈ 𝐿𝐿 için 𝑎𝑎1𝑇𝑇 = 𝑎𝑎2𝑇𝑇 olsun. Teorem 

2.1.24 (i) gereği 𝑎𝑎2−1𝑎𝑎1 ∈ 𝑇𝑇 olup 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 olduğundan (𝑎𝑎2−1𝑎𝑎1)−1 = 𝑎𝑎1−1𝑎𝑎2 ∈ 𝑇𝑇 elde edilir. 
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Teorem 2.1.24 (i) sağ yan sınıfları için sağlandığından 𝑇𝑇𝑎𝑎2−1 = 𝑇𝑇𝑎𝑎1−1 olup 𝑓𝑓 iyi tanımlıdır. 

𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏 ∈ 𝐿𝐿 olmak üzere 𝑓𝑓(𝑎𝑎𝑎𝑎) = 𝑓𝑓(𝑏𝑏𝑏𝑏) olduğunu kabul edelim. 𝑓𝑓(𝑎𝑎𝑎𝑎) = 𝑇𝑇𝑎𝑎−1 = 𝑇𝑇𝑏𝑏−1 =

𝑓𝑓(𝑏𝑏𝑏𝑏) olup tekrar Teorem 2.1.24 (i) sağ yan sınıfları için uygulanırsa, 𝑏𝑏−1(𝑎𝑎−1)−1 ∈ 𝑇𝑇 olur. 

Teorem 2.1.24 (i) den 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑏𝑏𝑏𝑏 olup 𝑓𝑓 bire-birdir. Her 𝑇𝑇𝑇𝑇 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑇𝑇(𝑎𝑎−1)−1 =

𝑓𝑓(𝑎𝑎−1𝑇𝑇) olacak şekilde 𝑎𝑎−1𝑇𝑇 ∈ 𝐿𝐿 mevcut olduğundan 𝑓𝑓 örtendir. Sonuç olarak 𝐿𝐿 ve 𝑅𝑅 

kümeleri arasında bire-bir eşleme vardır.                                                                                □ 

 

2.1.26. Tanım 𝐻𝐻 grup ve 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 olsun. Teorem 2.1.24 gereği 𝑇𝑇 nin 𝐻𝐻 grubundaki farklı sol 

yan sınıflarının oluşturduğu kümesinin kardinalitesi, farklı yan sınıflarının oluşturduğu 

kümenin kardinalitesine eşit olup bu kardinal sayıya 𝑇𝑇 nin 𝐻𝐻 grubundaki indeksi denir ve 

[𝐻𝐻:𝑇𝑇] ile gösterilir. [𝐻𝐻: 〈𝑒𝑒〉] = |𝐻𝐻| ve [𝐻𝐻:𝐻𝐻] = 1 olduğu açıktır (Nişancı Türkmen ve 

Türkmen, 2021). 

 

2.1.27. Teorem 𝐻𝐻 grup ve 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 olsun. 𝑇𝑇 ⊴ 𝐻𝐻  olması için gerek ve yeter koşul her 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 

için 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 olmasıdır  (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.1.28. Sonuç 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 gruplar olsun. [𝐻𝐻:𝑇𝑇] = 2 ise 𝑇𝑇 ⊴ 𝐻𝐻 dir (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 

2021). 

 

2.1.29. Teorem 𝐻𝐻 grup ve 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 olsun. Bu takdirde [𝐻𝐻:𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑎𝑎)] = |𝐶𝐶𝐿𝐿(𝑎𝑎)| dır (Nişancı 

Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

𝐻𝐻 sonlu grup olsun. {𝐶𝐶𝐿𝐿(𝑎𝑎)}𝑎𝑎∈𝐻𝐻 eşlenik sınıflar kümesi 𝐻𝐻 grubunun ayrışımını verdiğinden 

𝐻𝐻 = ⋃ 𝐶𝐶𝐿𝐿(𝑎𝑎)𝑎𝑎∈𝐻𝐻   dır. Böylece 𝐻𝐻 sonlu grup olup |𝐻𝐻| = ∑ |𝐶𝐶𝐿𝐿(𝑎𝑎)|𝑎𝑎∈𝐻𝐻   eşitliği elde edilir. 

𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝐻𝐻) olması için gerek ve yeter koşul 𝐶𝐶𝐿𝐿(𝑎𝑎) = {𝑎𝑎} olmasıdır. Dolayısıyla 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝐻𝐻) 

iken Teorem 2.1.29 gereği [𝐻𝐻:𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑎𝑎)] = |𝐶𝐶𝐿𝐿(𝑎𝑎)| = 1 bulunur. Buradan                                                  

|𝐻𝐻| = |𝑍𝑍(𝐻𝐻)| + ∑ [𝐻𝐻 ∶ 𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑎𝑎)]𝑎𝑎∉𝑍𝑍(𝐻𝐻)   denklemi elde edilir. Bu denkleme 𝐻𝐻 grubunun 

(eşlenik) sınıf denklemi adı verilir (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.1.30. Teorem 𝐾𝐾 ≤ 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 gruplar ise [𝐻𝐻:𝐾𝐾] = [𝐻𝐻:𝑇𝑇][𝑇𝑇:𝐾𝐾] dır. Özellikle, verilen 

indekslerden ikisi sonlu iken diğeri de sonludur (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 



15 
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           

2.1.31. Teorem (Lagrange Teoremi) 𝐻𝐻 grup ve  𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 olsun. Bu takdirde |𝐻𝐻| = [𝐻𝐻:𝑇𝑇]|𝑇𝑇| 

dir. 𝐻𝐻 sonlu ise, |𝑇𝑇| | |𝐻𝐻| ve [𝐻𝐻:𝑇𝑇] = |𝐻𝐻|
|𝑇𝑇|

  dır   (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

Kanıt. Teorem 2.1.30 da 𝐾𝐾 = 〈𝑒𝑒〉 alalım. Bu takdirde |𝐻𝐻| = [𝐻𝐻: 〈𝑒𝑒〉] = [𝐻𝐻:𝑇𝑇][𝑇𝑇: 〈𝑒𝑒〉] =

[𝐻𝐻:𝑇𝑇]|𝑇𝑇| elde edilir. |𝐻𝐻| sonlu ise, |𝑇𝑇| | |𝐻𝐻| ve [𝐻𝐻:𝑇𝑇] = |𝐻𝐻|
|𝑇𝑇|

 olduğu açıktır.                          □                                                            

                                                                                                                                                  

2.1.32. Tanım Aşikar normal altgruplarından başka normal altgrubu olmayan 𝐻𝐻(≠ {𝑒𝑒}) 

grubuna basit grup adı verilir. Dolayısıyla 𝐻𝐻 abel grubunun basit olması için gerek ve yeter 

koşul 𝐻𝐻 nin öz altgrubunun mevcut olmamasıdır (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.1.33. Tanım 𝐻𝐻 grup ve 𝑇𝑇 < 𝐻𝐻 olsun. 𝑇𝑇 ⊂ 𝑇𝑇′ ≤ 𝐻𝐻 için 𝑇𝑇′ = 𝐻𝐻 ise, 𝑇𝑇 altgrubuna                             

𝐻𝐻 grubunun maksimal altgrubu denir. Benzer şekilde maksimal normal altgrup tanımı 

yapılabilir. 𝐻𝐻 grubunun kendisinden farklı 𝑇𝑇 ⊴ 𝐻𝐻 normal altgrubu verilsin.                                        

𝑇𝑇 ⊂ 𝑇𝑇′ ⊴ 𝐻𝐻 için 𝑇𝑇′ = 𝐻𝐻 ise, 𝑇𝑇 normal altgrubuna 𝐻𝐻 grubunun maksimal normal altgrubu 

denir  (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

  

2.1.34. Tanım 𝐻𝐻 grubunun normal altgruplarının {𝑇𝑇𝑖𝑖}1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛 sonlu ailesi için                              

{𝑒𝑒} = 𝑇𝑇0 ≤ 𝑇𝑇1 ≤ ⋯ ≤ 𝑇𝑇𝑛𝑛 = 𝐻𝐻 artan serisinde ∀ 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛 için 𝑇𝑇𝑖𝑖+1 𝑇𝑇𝑖𝑖�  ,𝐻𝐻 𝑇𝑇𝑖𝑖�  nin minimal 

normal altgrubu olsun. Bir başka deyişle her 𝑖𝑖 için 𝑇𝑇𝑖𝑖 < 𝐴𝐴 < 𝑇𝑇𝑖𝑖+1 olacak şekilde 𝐻𝐻 nin bir    

𝐴𝐴 normal altgrubu bulunmasın. Burada her 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛 − 1 için 𝑇𝑇𝑖𝑖+1 𝑇𝑇𝑖𝑖�  bölüntüsüne                   

𝐻𝐻 serisinin esas bölüntüsü adı verilir (Isaacs, 1994). 

 

2.1.35. Örnek 𝐻𝐻 grubu için aşağıdakiler denktir. 

 

(i) 𝐻𝐻 basit ve sonlu devirli gruptur. 

 
(ii) 𝐻𝐻 grubunun mertebesi bir asal sayıdır  (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.1.36. Örnek Her 𝑝𝑝 ∈ ℙ için (ℤ𝑝𝑝, +) abel grubu basittir. Ayrıca  (ℤ𝑝𝑝, +) abel grubunun tek 

maksimal altgrubu 〈0〉 aşikar altgrubudur (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.1.37. Örnek 𝑛𝑛 ≥ 5 için 𝐴𝐴𝑛𝑛 basittir (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 
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2.1.38. Tanım 𝐻𝐻 grubunun tüm maksimal altgruplarının kesişimi olan Φ(𝐻𝐻) a Frattini 

altgrubu,  𝐻𝐻
Φ(𝐻𝐻)

 ye 𝐻𝐻 nin Frattini bölüm grubu denir (Gorenstein, 1968). 

 

2.1.39. Tanım 𝑇𝑇,𝐾𝐾 ⊴ 𝐻𝐻 olmak üzere  𝐻𝐻 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ve 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾 = {𝑒𝑒} ise, 𝐻𝐻 grubuna 𝑇𝑇 ve 𝐾𝐾 normal 

altgruplarının iç direkt çarpımı (toplamsal 𝐻𝐻 grubu için iç direkt toplamı) denir. Buradan                  

𝐻𝐻 grubunun 𝑇𝑇 ve 𝐾𝐾 normal altgruplarının iç direkt çarpımı olması için gerek ve yeter koşul 

her 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑎𝑎 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 olacak şekilde bir tek 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇 ve 𝑘𝑘 ∈ 𝐾𝐾 eleman çiftinin mevcut 

olmasıdır (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

  

2.1.40. Tanım 𝐻𝐻 grup ve 𝐻𝐻 nin normal altgruplarının {𝑇𝑇𝑖𝑖}𝑖𝑖∈𝐼𝐼 ailesi verilsin. 𝐻𝐻 = 〈⋃ 𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼 〉 ve          

𝑗𝑗 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑇𝑇𝑗𝑗 ∩ �〈⋃ 𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖≠𝑗𝑗 〉� = {𝑒𝑒} ise, 𝐻𝐻 grubuna {𝑇𝑇𝑖𝑖}𝑖𝑖∈𝐼𝐼 ailesinin iç direkt çarpımı (toplamsal 

𝐻𝐻 grubu için iç direkt toplamı) denir  (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.2. Normal Altgrup ve Bölüm Grubu 

 

2.2.1. Tanım 𝐻𝐻 grup ve 𝑇𝑇 ⊴ 𝐻𝐻 olsun. 𝐻𝐻
𝑇𝑇

 grubuna 𝐻𝐻 grubunun 𝑇𝑇 normal altgrubuna göre 

bölüm grubu denir. Burada �𝐻𝐻
𝑇𝑇
� = [𝐻𝐻:𝑇𝑇] olduğu açıktır. Ayrıca 𝐻𝐻

〈𝑒𝑒〉
 ve 𝐻𝐻

𝐻𝐻
 aşikar bölüm 

gruplarıdır. |𝐻𝐻: 〈𝑒𝑒〉| = |𝐻𝐻| ve [𝐻𝐻:𝐻𝐻] = 1 olduğundan bire-bir eşleme yöntemi kullanılarak 

doğal homomorfizması yardımıyla 𝐻𝐻〈𝑒𝑒〉 grubunun 𝐻𝐻 grubuyla ve 𝐻𝐻
𝐻𝐻

 grubunun 〈𝑒𝑒〉 grubuyla aynı 

yapıya sahip olduğu gösterilir. 𝐻𝐻 grubunun aşikar bölüm gruplarından farklı olan bölüm 

gruplarına öz bölüm grubu adı verilir  (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.2.2. Örnek 𝑝𝑝 ∈ ℙ olsun. ℚ nun ℤ altgrubunu kapsayan ℚ(𝑝𝑝) = {𝑚𝑚
𝑝𝑝𝑛𝑛

  |𝑚𝑚 ∈ ℤ,𝑛𝑛 ≥ 0} alt 

kümesinin (ℚ, +) abel grubunun altgrubu olduğunu biliyoruz. Bu grubun  ℚ
(𝑝𝑝)

ℤ
 bölüm 

grubunun yapısını belirleyelim. 𝑛𝑛 ∈ ℤ+ olmak üzere 𝑐𝑐𝑛𝑛 = 1
𝑝𝑝𝑛𝑛

+ ℤ olsun. Buradan                               

𝑝𝑝𝑐𝑐1 = 0, 𝑝𝑝𝑐𝑐2 = 𝑐𝑐1, 𝑝𝑝𝑐𝑐3 = 𝑐𝑐2, 𝑝𝑝𝑐𝑐4 = 𝑐𝑐3, …. olduğundan 〈𝑐𝑐1〉 ⊆ 〈𝑐𝑐2〉 ⊆ 〈𝑐𝑐3〉 ⊆ ⋯ yazılır ve  

⋃ 〈𝑐𝑐𝑛𝑛〉 ≤𝑛𝑛∈ℤ+
ℚ(𝑝𝑝)

ℤ
 dir. Ayrıca 𝑚𝑚

𝑝𝑝𝑛𝑛
+ ℤ ∈ ℚ(𝑝𝑝)

ℤ
 ise, 𝑚𝑚� 1

𝑝𝑝𝑛𝑛
+  ℤ� = 𝑚𝑚𝑐𝑐𝑛𝑛 ∈ 〈𝑐𝑐𝑛𝑛〉 olup 

{𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2, … , 𝑐𝑐𝑛𝑛, … } kümesi ℚ
(𝑝𝑝)

ℤ
 grubunu üretir ve buradan ℚ

(𝑝𝑝)

ℤ
= ⋃ 〈𝑐𝑐𝑛𝑛〉𝑛𝑛∈ℤ+  elde edilir. Burada  
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ℚ(𝑝𝑝)

ℤ
 = ℤ𝑝𝑝∞ ile gösterilir ve Prüfer 𝑝𝑝-grup olarak adlandırılır (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 

2021). 

 

2.2.3. Önerme 𝑇𝑇 ⊴ 𝐻𝐻 olsun. 𝑇𝑇  ve  𝐻𝐻
𝑇𝑇

 sonlu üretilmiş gruplar ise 𝐻𝐻 sonlu üretilmiştir (Nişancı 

Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

Kanıt. 𝑇𝑇 = 〈𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛〉  ve 𝐻𝐻
𝑇𝑇

= 〈𝑎𝑎1𝑇𝑇,𝑎𝑎2𝑇𝑇, … ,𝑎𝑎𝑚𝑚𝑇𝑇〉 olmak üzere 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 elemanı için                    

𝑎𝑎𝑎𝑎 = (𝑥𝑥1𝑇𝑇)𝑘𝑘1 (𝑥𝑥2𝑇𝑇)𝑘𝑘2 … (𝑥𝑥𝑟𝑟𝑇𝑇)𝑘𝑘𝑟𝑟  =  �𝑥𝑥1
𝑘𝑘1𝑇𝑇� �𝑥𝑥2

𝑘𝑘2𝑇𝑇�  … �𝑥𝑥𝑟𝑟
𝑘𝑘𝑟𝑟𝑇𝑇�  =  �𝑥𝑥1

𝑘𝑘1  𝑥𝑥2
𝑘𝑘2 …  𝑥𝑥𝑟𝑟

𝑘𝑘𝑟𝑟� 𝑇𝑇 

eşitliğini sağlayan 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑟𝑟 ∈ {𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, … ,𝑎𝑎𝑚𝑚}, 𝐻𝐻 abel grubu olarak verilmediğinden 

𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, … ,𝑎𝑎𝑚𝑚 elemanları kendi aralarında değişemeyeceğinden belirli bir sıraya göre 

yazamayız ve bundan dolayı bu şekilde kodlama  yapılarak yazılması notasyon açısından 

kolaylık sağlamaktadır. Örneğin; 𝑎𝑎𝑎𝑎 = (𝑎𝑎1𝑇𝑇)2(𝑎𝑎5𝑇𝑇)(𝑎𝑎4𝑇𝑇)7 şeklinde olabilir. Öyle 

𝑘𝑘1,𝑘𝑘2 , … ,𝑘𝑘𝑟𝑟 ∈ ℤ için 𝑎𝑎𝑎𝑎 = �𝑥𝑥1
𝑘𝑘1𝑥𝑥2

𝑘𝑘2 … 𝑥𝑥𝑟𝑟
𝑘𝑘𝑟𝑟�𝑇𝑇 eşitliğinden bir 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇 için                                                    

𝑎𝑎 = �𝑥𝑥1
𝑘𝑘1𝑥𝑥2

𝑘𝑘2 … 𝑥𝑥𝑟𝑟
𝑘𝑘𝑟𝑟�𝑡𝑡 yazılabilir. Diğer taraftan hipotez gereği 𝑇𝑇 sonlu üretilmiş olup               

𝑡𝑡 = 𝑦𝑦1
𝑐𝑐1𝑦𝑦2

𝑐𝑐2 …𝑦𝑦𝑢𝑢
𝑐𝑐𝑢𝑢 olacak şekilde 𝑦𝑦1,𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑢𝑢 ∈ {𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑢𝑢} ve 𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2, … , 𝑐𝑐𝑢𝑢 ∈ ℤ vardır. 

Dolayısıyla 𝑎𝑎 = �𝑥𝑥1
𝑘𝑘1𝑥𝑥2

𝑘𝑘2 … 𝑥𝑥𝑟𝑟
𝑘𝑘𝑟𝑟�𝑡𝑡 eşitliğinde 𝑡𝑡 = 𝑦𝑦1

𝑐𝑐1𝑦𝑦2
𝑐𝑐2 … 𝑦𝑦𝑢𝑢

𝑐𝑐𝑢𝑢 yerine yazılırsa, 𝑎𝑎 =

�𝑥𝑥1
𝑘𝑘1𝑥𝑥2

𝑘𝑘2 … 𝑥𝑥𝑟𝑟
𝑘𝑘𝑟𝑟�(𝑦𝑦1

𝑐𝑐1𝑦𝑦2
𝑐𝑐2 …𝑦𝑦𝑢𝑢

𝑐𝑐𝑢𝑢) = 𝑥𝑥1
𝑘𝑘1𝑥𝑥2

𝑘𝑘2 … 𝑥𝑥𝑟𝑟
𝑘𝑘𝑟𝑟𝑦𝑦1

𝑐𝑐1𝑦𝑦2
𝑐𝑐2 … 𝑦𝑦𝑢𝑢

𝑐𝑐𝑢𝑢 ∈ 〈𝑥𝑥1𝑥𝑥2, …𝑥𝑥𝑟𝑟 ,𝑦𝑦1,𝑦𝑦2, … ,𝑦𝑦𝑢𝑢〉 

olup 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑟𝑟 ∈ {𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, … ,𝑎𝑎𝑚𝑚} ve 𝑦𝑦1,𝑦𝑦2, … ,𝑦𝑦𝑢𝑢 ∈ {𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑢𝑢} olduğundan                                       

𝑎𝑎 ∈ 〈𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, , … ,𝑎𝑎𝑚𝑚, 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … . , 𝑡𝑡𝑛𝑛〉 elde edilir. Böylece 〈𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, , … ,𝑎𝑎𝑚𝑚, 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … . , 𝑡𝑡𝑛𝑛〉 dir. 

Dolayısıyla 𝐻𝐻 ⊆ 〈𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, , … ,𝑎𝑎𝑚𝑚, 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … . , 𝑡𝑡𝑛𝑛〉 kapsaması sağlanır. Ters kapsama açık 

olduğundan 𝐻𝐻 = 〈𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, , … ,𝑎𝑎𝑚𝑚, 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … . , 𝑡𝑡𝑛𝑛〉 bulunur.                                                         □ 

                                                             

2.2.4. Teorem 𝐻𝐻 grup ve 𝑇𝑇 ⊴ 𝐻𝐻 olsun. Bu takdirde 

 

(i) 𝐻𝐻 grubunun her 𝐾𝐾 altgrubu için 𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑇𝑇
≤ 𝐻𝐻

𝑇𝑇
 dir; 

 
(ii) 𝑋𝑋 ≤ 𝐻𝐻

𝑇𝑇
 (𝑋𝑋 ⊴ 𝐻𝐻

𝑇𝑇
) ise, 𝑋𝑋 = 𝐾𝐾

𝑇𝑇
 olacak şekilde 𝑇𝑇 ≤ 𝐾𝐾 ≤ 𝐻𝐻 (𝑇𝑇 ≤ 𝐾𝐾 ⊴ 𝐻𝐻) vardır; 

 
(iii) 𝐻𝐻

𝑇𝑇
 bölüm grubunun basit olması için gerek ve yeter koşul 𝑇𝑇 normal altgrubunun                                   

𝐻𝐻 grubunun maksimal normal altgrubu olmasıdır; 
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(iv) 𝐻𝐻 grubunun 𝑇𝑇 normal altgrubunun kapsayan (normal) altgrupları ile  𝐻𝐻
𝑇𝑇

  bölüm grubunun 

(normal) altgrupları arasında bire-bir eşleme vardır  (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.2.5. Tanım 𝐻𝐻 bir grup 𝑇𝑇,𝐻𝐻 nin bir altgrubu olsun. 

 

(i) 𝐻𝐻 nin ℎ ∈ 𝐻𝐻 keyfi elemanı için ℎ−1𝑇𝑇ℎ altgrubunun normal altgrup olması kullanılarak 

𝐻𝐻 nin ⋂ (ℎ−1𝑇𝑇ℎ)ℎ∈𝐻𝐻  normal altgrubu elde edilir. 𝐻𝐻 nin ⋂ (ℎ−1𝑇𝑇ℎ)ℎ∈𝐻𝐻  normal altgrubuna                    

𝑇𝑇 nin 𝐻𝐻 deki özü denir ve 𝑇𝑇𝐻𝐻 ile gösterilir. Tanımdan açıktır ki 𝑇𝑇𝐻𝐻, 𝑇𝑇 tarafından içerilen                       

𝐻𝐻 nin en geniş normal altgrubudur. 

 
(ii) 𝐻𝐻 nin 〈⋃ (ℎ−1𝑇𝑇ℎℎ∈𝐻𝐻 )〉 altgrubuna 𝑇𝑇 nin 𝐻𝐻 deki kapanışı denir ve 𝑇𝑇𝐻𝐻 ile gösterilir 

(Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.2.6. Tanım 𝐹𝐹 bir cisim olmak üzere bileşenleri 𝐹𝐹 cisminden katsayılı 𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 tipinde olan 

𝐺𝐺𝐿𝐿(𝑛𝑛,𝐹𝐹) matrislerdeki çarpma işlemine göre bir grup yapısına sahiptir. Bu gruba genel lineer 

grup denir (Suprunenko, 1976). 

 

2.3. Cauchy Teoremi ve Sylow Teoremleri  

 

2.3.1. Önerme 𝐻𝐻 abel grubu ve |𝐻𝐻| = 𝑛𝑛 olsun. 𝑝𝑝 ∈ ℙ olmak üzere 𝑝𝑝|𝑛𝑛 ise |𝑎𝑎| = 𝑝𝑝 olacak 

şekilde 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 vardır  (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

Kanıt. |𝐻𝐻| = 𝑛𝑛 üzerine tümevarım uygulayalım. |𝐻𝐻| = 2 ise, 𝐻𝐻 grubunun birimden farklı      

𝑥𝑥 ∈ 𝐻𝐻 mevcut olup |𝑥𝑥| = 2 dir. 𝐻𝐻 grubunun mertebesi 𝑝𝑝 asal sayısı ise, 𝐻𝐻 grubunun 

birimden farklı tüm elemanlarının mertebesi Lagrange teoremi gereği 𝑝𝑝 dir. |𝐻𝐻| = 𝑟𝑟 ve                         

2 ≤ 𝑟𝑟 < 𝑛𝑛 olan her pozitif tamsayısı için iddia doğru olsun. |𝐻𝐻| = 𝑛𝑛 ise 𝑒𝑒 ≠ 𝑥𝑥 ∈ 𝐻𝐻 olmak 

üzere Lagrange teoreminden |〈𝑥𝑥〉|| 𝑛𝑛 olup |𝑥𝑥| ≤ |𝐻𝐻| = 𝑛𝑛  dir. |𝑥𝑥| = 𝑚𝑚 olsun. Buradan 

Lagrange teoremi uygulanırsa 𝑛𝑛 = |𝐻𝐻| = |〈𝑥𝑥〉|[𝐻𝐻: 〈𝑥𝑥〉] = 𝑚𝑚[𝐻𝐻: 〈𝑥𝑥〉] olup 𝑝𝑝|𝑛𝑛 olduğundan 

𝑝𝑝|𝑚𝑚 veya 𝑝𝑝 ∤ 𝑚𝑚 dir. 

 

𝑝𝑝|𝑚𝑚 ise, 𝑚𝑚 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 olacak şekilde 𝑘𝑘 ∈ ℤ+ vardır. Bu takdirde |𝑥𝑥| = 𝑚𝑚 ve 𝑘𝑘 < 𝑚𝑚  olduğundan 

𝑥𝑥𝑘𝑘 ≠ 𝑒𝑒 dir ve böylece 𝑥𝑥𝑚𝑚 = (𝑥𝑥𝑘𝑘)𝑝𝑝 = 𝑒𝑒 olup |𝑥𝑥𝑘𝑘| = 𝑝𝑝 bulunur. Dolayısıyla mertebesi 𝑝𝑝 olan 

𝑎𝑎 = 𝑥𝑥𝑘𝑘 ∈ 𝐻𝐻 elde edilir. 
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𝑝𝑝 ∤ 𝑚𝑚 ise, 𝑝𝑝|[𝐻𝐻: 〈𝑥𝑥〉] dir. 𝑇𝑇 = 〈𝑥𝑥〉 olsun. 𝐻𝐻 abel grubu olduğundan 𝑇𝑇 ⊴ 𝐻𝐻 dir. Böylece        

�𝐻𝐻
𝑇𝑇
� = [𝐻𝐻:𝑇𝑇] < 𝑛𝑛 olup tümevarım kabulünden |𝑦𝑦𝑦𝑦| = 𝑝𝑝 olacak şekilde 𝑦𝑦𝑦𝑦 ∈ 𝐻𝐻

𝑇𝑇
 vardır. 

Buradan (𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑝𝑝 = 𝑦𝑦𝑝𝑝𝑇𝑇 = 𝑇𝑇 eşitliğinden 𝑦𝑦𝑝𝑝 ∈ 𝑇𝑇 olup 𝑦𝑦𝑝𝑝𝑝𝑝 = 𝑒𝑒 bulunur. 𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚 = (𝑦𝑦𝑚𝑚)𝑝𝑝 = 𝑒𝑒 

olduğundan  𝑦𝑦𝑚𝑚 = 𝑒𝑒  veya   |𝑦𝑦𝑚𝑚| = 𝑝𝑝 dir.  𝑦𝑦𝑚𝑚 = 𝑒𝑒 olsa, (𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑚𝑚 = 𝑇𝑇 yazılabilir ve böylece 

𝑝𝑝 ∤ 𝑚𝑚 olduğundan 𝑦𝑦𝑦𝑦 elemanının mertebesinin 𝑝𝑝 olmasıyla çelişir. O halde 𝑦𝑦𝑚𝑚 ≠ 𝑒𝑒 olup 

|𝑦𝑦𝑚𝑚| = 𝑝𝑝 elde edilir. Dolayısıyla 𝑎𝑎 = 𝑦𝑦𝑚𝑚 ∈ 𝐻𝐻 alınırsa istenilen elde edilir.                            □ 

 

2.3.2. Teorem (Cauchy Teoremi) 𝐻𝐻 grup ve |𝐻𝐻| = 𝑛𝑛  olsun.  𝑝𝑝 ∈ ℙ olmak üzere 𝑝𝑝|𝑛𝑛 ise,   

|𝑎𝑎| = 𝑝𝑝 olacak şekilde 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 vardır  (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

Kanıt. 𝐻𝐻 abel grubu ise, Önerme 2.3.1 gereği istenilen elde edilir. 𝐻𝐻 değişmeli olmayan grup 

olsun.  𝑛𝑛 üzerine tümevarım uygulayalım. 𝑛𝑛 = 2 iken iddia açıktır. 2 ≤ 𝑚𝑚 < 𝑛𝑛 ve |𝐻𝐻| = 𝑚𝑚 

olacak şekildeki her 𝐻𝐻 grubu için iddia doğru olsun. |𝐻𝐻| = 𝑛𝑛 için doğruluğunu kanıtlayalım. 

𝐻𝐻 değişmeli olmadığından en az bir 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑎𝑎 ∉ 𝑍𝑍(𝐻𝐻) ve bundan dolayı 𝐻𝐻 grubunun 

eşlenik sınıf denklemi |𝐻𝐻| = |𝑍𝑍(𝐻𝐻)| + ∑ [𝐻𝐻:𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑎𝑎)]𝑎𝑎∉𝑍𝑍(𝐻𝐻)  şeklindedir. Bu durumda                              

𝑎𝑎 ∉ 𝑍𝑍(𝐻𝐻) olacak şekildeki her 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 için [𝐻𝐻:𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑎𝑎)] > 1 olmalıdır. Buradan                                     

𝑛𝑛 = |𝐻𝐻| = |𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑎𝑎)|[𝐻𝐻:𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑎𝑎)] > |𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑎𝑎)| > 1 dir. 𝑝𝑝| |𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑎𝑎)| ise, tümevarım hipotezinden 

𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑎𝑎) altgrubunda ve dolayısıyla 𝐻𝐻 grubunda 𝑝𝑝 mertebeli bir eleman vardır.                                                  

𝑝𝑝 ∤ |𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑎𝑎)| olsun. Bu takdirde, her 𝑎𝑎 ∉ 𝑍𝑍(𝐻𝐻) için 𝑝𝑝| [𝐻𝐻:𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑎𝑎)| olup                                               

𝑝𝑝| |𝐻𝐻| − ∑ [𝐺𝐺:𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑎𝑎)] = |𝑍𝑍(𝐻𝐻)|𝑎𝑎∉𝑍𝑍(𝐻𝐻)  bulunur. Burada Önerme 2.3.1 uygulanırsa bir                       

𝑥𝑥 ∈ 𝑍𝑍(𝐻𝐻) için |𝑥𝑥| = 𝑝𝑝 elde edilir.                                                                                            □ 

 

2.3.3. Teorem 𝐻𝐻 abel grubu için |𝐻𝐻| = 𝑛𝑛  olsun. 𝑚𝑚 | 𝑛𝑛 ise, |𝐾𝐾| = 𝑚𝑚 olacak şekilde 𝐾𝐾 ≤ 𝐻𝐻 

vardır  (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.3.4. Tanım 𝑝𝑝 ∈ ℙ ve 𝐻𝐻 grubu verilsin. 𝑇𝑇𝑝𝑝(𝐻𝐻) = {𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻|∃𝑛𝑛 ≥ 0 ; |𝑎𝑎| = 𝑝𝑝𝑛𝑛} ⊆ 𝐻𝐻 alt 

kümesinin 𝐻𝐻 abel grubu iken bir altgrup yapısına sahip olduğunu biliyoruz. Ancak 𝐻𝐻 abel 

grubu değilse, 𝑇𝑇𝑝𝑝(𝐻𝐻) kümesi 𝐻𝐻 grubunun altgrubu olmayabilir. 𝑇𝑇𝑝𝑝(𝐻𝐻) = 𝐻𝐻 ise, 𝐻𝐻 grubuna 

𝑝𝑝-grup adı verilir. 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 olmak üzere 𝑇𝑇, 𝑝𝑝-grup ise yani, 𝑇𝑇 altgrubunun tüm elemanlarının 

mertebesi 𝑝𝑝 asalının bir kuvveti ise, 𝑇𝑇 altgrubuna 𝐻𝐻 grubunun 𝑝𝑝-altgrubu denir ve                    

𝑇𝑇 ⊆ 𝑇𝑇𝑝𝑝(𝐻𝐻) olduğu açıktır. 𝐻𝐻 grubu ve her 𝑝𝑝 ∈ ℙ için 𝑒𝑒 = 𝑒𝑒𝑝𝑝0 olduğundan {𝑒𝑒}, 𝑝𝑝-altgruptur.  
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Şimdi keyfi verilen 𝐻𝐻 grubunda her 𝑝𝑝 asalına karşılık gelen 𝑝𝑝-altgruplarının maksimalinin 

mevcut olduğunu gösterelim. Bu altgrup grupta maksimal altgrup olmak zorunda değildir. 

𝐻𝐻,𝑝𝑝-grup ise, 𝐻𝐻 grubunun kendisi 𝑝𝑝-altgrupların maksimalidir. 𝐻𝐻,𝑝𝑝-grup olmasın ve                      

Γ = {𝑇𝑇 < 𝐻𝐻|𝐻𝐻 öz 𝑝𝑝 − alt grup} kümesi verilsin. 𝑒𝑒 = 𝑒𝑒𝑝𝑝0 olduğundan {𝑒𝑒} ∈ Γ olup Γ ≠ ∅ 

dir. (Γ,⊆) kısmi sıralı bir kümedir. Γ0, Γ kümesinin keyfi bir zinciri yani tam sıralı alt kümesi 

olmak üzere 𝑋𝑋 = ⋃ 𝑇𝑇𝑇𝑇∈Γ0   olsun. Γ0 zincir olduğundan  𝑋𝑋 ≤ 𝐻𝐻 dir. 𝑎𝑎 ∈ 𝑋𝑋 ise,  𝑋𝑋 = ⋃ 𝑇𝑇𝑇𝑇∈Γ0  

olduğundan 𝑎𝑎 ∈ 𝑇𝑇1 ∈ Γ0 vardır ve 𝑇𝑇1 bir 𝑝𝑝-altgrup olup 𝑎𝑎 ∈ 𝑋𝑋 elemanının mertebesi                             

𝑝𝑝 asalının bir kuvvetidir. O halde 𝑋𝑋,𝑝𝑝-altgruptur. 𝐻𝐻, 𝑝𝑝-altgrup olmadığından 𝑋𝑋 ≠ 𝐻𝐻 olup                          

𝑋𝑋 ∈ Γ dır. 𝑋𝑋 altgrubunun Γ0 kümesinin bir üst sınırı olduğu açıktır. Dolayısıyla Zorn lemması 

gereği Γ kümesi bir 𝑌𝑌 ∈ Γ maksimal elemanına sahiptir. 𝐻𝐻 grubunda  𝑌𝑌 ≤ 𝐾𝐾 < 𝐻𝐻 olacak 

şekilde 𝐾𝐾 < 𝐻𝐻 öz 𝑝𝑝-altgrubu mevcut olsa, Γ kümesinin tanımı gereği 𝐾𝐾 ∈ Γ olup 𝑌𝑌 ∈ Γ 

maksimal eleman olduğundan 𝑌𝑌 = 𝐾𝐾 elde edilir. O halde 𝑌𝑌, 𝑝𝑝-altgrubu, 𝐻𝐻 grubunda                             

𝑝𝑝-altgruplarının maksimalidir. Burada 𝑌𝑌 altgrubuna 𝐻𝐻 grubunun Sylow 𝑝𝑝-altgrubu denir 

(Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.3.5. Tanım 𝐻𝐻 bir grup, 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 olsun. Her 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻, 𝑥𝑥 ∈ 𝑇𝑇 için 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎−1 ∈ 𝑇𝑇 ise 𝑇𝑇 ye 𝐻𝐻 nin 

invaryant altgrubu denir (Gorenstein, 1968). 

 

2.3.6. Tanım 𝜋𝜋 asal sayıların bir kümesi olsun. 𝐻𝐻 grubundaki bir 𝑥𝑥 elemanı için |𝑥𝑥| si 𝜋𝜋 

kümesindeki her bir asal sayıya bölünebiliyorsa bu 𝑥𝑥 elemanına 𝜋𝜋-eleman denir. 𝑝𝑝 bir asal 

sayı olmak üzere 𝑝𝑝-eleman tanımı da benzer biçimde verilebilir. Eğer 𝐻𝐻 grubunun mertebesi 

𝜋𝜋 kümesindeki asal sayılara bölünebiliyorsa 𝐻𝐻 grubuna 𝜋𝜋-grup denir (Gorenstein, 1968). 

 

2.3.7. Önerme 𝐻𝐻, 𝑝𝑝-grup olsun. 𝐻𝐻 grubunun her altgrubu ve her bölüm grubu 𝑝𝑝-gruptur. 

Tersine 𝑇𝑇 ⊴ 𝐻𝐻 olmak üzere 𝑇𝑇 ve 𝐻𝐻
𝑇𝑇

 𝑝𝑝-gruplar ise, 𝐻𝐻 de 𝑝𝑝-gruptur (Nişancı Türkmen ve 

Türkmen, 2021). 

 

Kanıt. 𝐾𝐾 ≤ 𝐻𝐻 olsun. 𝑎𝑎 ∈ 𝐾𝐾 ise, 𝐾𝐾 ≤ 𝐻𝐻 olduğundan 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 dir.𝐻𝐻 𝑝𝑝-grup olduğundan               

|𝑎𝑎| = 𝑝𝑝𝑘𝑘 olacak şekilde 0 ≤ 𝑘𝑘 ∈ ℤ vardır. Dolayısıyla 𝐾𝐾 altgrubunun her elemanının 

mertebesi 𝑝𝑝 asalının kuvveti olduğundan 𝐾𝐾 𝑝𝑝-gruptur. Şimdi 𝑇𝑇 ⊴ 𝐻𝐻 olmak üzere 𝐻𝐻
𝑇𝑇

 bölüm 

grubunu ve 𝑎𝑎𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻
𝑇𝑇

 alalım. 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 olduğundan |𝑎𝑎| = 𝑝𝑝𝑛𝑛 olacak şekilde 𝑛𝑛 ≥ 0 tamsayısı 
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vardır. Burada (𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑝𝑝𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑝𝑝𝑛𝑛𝑇𝑇 = 𝑇𝑇 olup |𝑎𝑎𝑎𝑎| = 𝑝𝑝𝑘𝑘 olacak şekilde 0 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛 tamsayısı 

vardır.  

 

Tersine, 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 olsun. 𝐻𝐻
𝑇𝑇

 bölüm grubu 𝑝𝑝-grup olduğundan |𝑎𝑎𝑎𝑎| = 𝑝𝑝𝑛𝑛 olacak şekilde                

0 ≤ 𝑛𝑛 ∈ ℤ vardır. Buradan (𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑝𝑝𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑝𝑝𝑛𝑛𝑇𝑇 = 𝑇𝑇 olup 𝑎𝑎𝑝𝑝𝑛𝑛 ∈ 𝑇𝑇 dır. Hipotez gereği  𝑇𝑇 𝑝𝑝-grup 

�𝑎𝑎𝑝𝑝𝑛𝑛� = 𝑝𝑝𝑚𝑚 olacak şekilde 𝑚𝑚 ≥ 0 tamsayısı mevcut olup 𝑎𝑎𝑝𝑝𝑛𝑛+𝑚𝑚 = 𝑒𝑒 elde edilir. Dolayısıyla 

𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 elemanının mertebesi 𝑝𝑝 asalının kuvvetidir. Sonuç olarak 𝐻𝐻 𝑝𝑝-gruptur.                      □ 

 

2.3.8. Teorem 𝐻𝐻 grup olsun. 𝐻𝐻 grubunun sonlu 𝑝𝑝-grup olması için gerek ve yeter koşul 

negatif olmayan 𝑘𝑘 ∈ ℤ için |𝐻𝐻| = 𝑝𝑝𝑘𝑘 olmasıdır  (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

Kanıt. (⇒) |𝐻𝐻| = 𝑛𝑛 ve 𝑞𝑞 ≠ 𝑝𝑝 olacak şekildeki 𝑞𝑞 ∈ ℙ için 𝑞𝑞|𝑛𝑛 olsun. Bu takdirde Cauchy 

teoremi gereği |𝑎𝑎| = 𝑞𝑞 olacak şekilde 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻  vardır. Bu ise, 𝐻𝐻 grubunun 𝑝𝑝-grup olmasıyla 

çelişir. O halde 𝑛𝑛 tamsayısının 𝑝𝑝 asalından başka asal böleni yoktur. Dolayısıyla |𝐻𝐻| = 𝑝𝑝𝑘𝑘 

dır. 

(⇐) 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 için |𝑎𝑎| = 𝑚𝑚 olsun. Lagrange teoremi gereği 𝑚𝑚|𝑝𝑝𝑘𝑘  olup 𝑚𝑚 = 𝑝𝑝𝑢𝑢 olacak şekilde    

𝑢𝑢 ≥ 0 tamsayısı vardır. Sonuç olarak 𝐻𝐻 𝑝𝑝-gruptur.                                                                 □ 

 

2.3.9. Sonuç 𝑃𝑃 sonlu bir 𝑝𝑝-grubu ve 𝐷𝐷 < 𝑃𝑃 olsun.  Bu takdirde  𝐷𝐷 < 𝑁𝑁𝑃𝑃(𝐷𝐷) dir (Asar ve 

diğerleri, 2010). 

 

2.3.10. Teorem 𝑝𝑝 ∈ ℙ için |𝐻𝐻| = 𝑝𝑝𝑘𝑘 (𝑘𝑘 ≥ 1) olan 𝐻𝐻 grubu verilsin. Bu takdirde  

 

(i) |𝑍𝑍(𝐻𝐻)| > 1 dir; 

 
(ii) 𝑘𝑘 = 2 ise, 𝐻𝐻 abel grubudur; 

 
(iii) 𝐻𝐻 değişmeli olmayan grup ve 𝑘𝑘 = 3 ise, |𝑍𝑍(𝐻𝐻)| = 𝑝𝑝 dir  (Nişancı Türkmen ve 

Türkmen, 2021). 

 

2.3.11. Lemma 𝐻𝐻 sonlu grup olmak üzere 𝑇𝑇,𝐻𝐻 nin Sylow 𝑝𝑝-altgrubu olsun. 𝑎𝑎 ∈ 𝑇𝑇𝑝𝑝(𝐻𝐻) 

elemanı için 𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑇𝑇 ise, 𝑎𝑎 ∈ 𝑇𝑇 dır  (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 
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Kanıt. 𝑎𝑎 ∈ 𝑇𝑇𝑝𝑝(𝐻𝐻) elemanı için 𝑎𝑎−1𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑇𝑇 ise, 𝑎𝑎 ∈ 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝑇𝑇) olduğu açıktır. 𝑎𝑎 ∈ 𝑇𝑇𝑝𝑝(𝐻𝐻) 

olduğundan |𝑎𝑎| = 𝑝𝑝𝑡𝑡 olacak şekilde 𝑡𝑡 ∈ ℤ+ vardır. Bu takdirde 𝑎𝑎𝑎𝑎 ∈ 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝑇𝑇)
𝑇𝑇

 elemanının 

mertebesi 𝑎𝑎 ∈ 𝑇𝑇𝑝𝑝(𝑇𝑇) elemanının mertebesini böler. Dolayısıyla 〈𝑎𝑎𝑎𝑎〉 bir 𝑝𝑝-gruptur. Bu 

takdirde 𝐾𝐾
𝑇𝑇

= 〈𝑎𝑎𝑎𝑎〉 olacak şekilde 𝑇𝑇 ⊆ 𝐾𝐾 ⊆ 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝑇𝑇) vardır. 𝑇𝑇 ve 𝐾𝐾
𝑇𝑇

= 〈𝑎𝑎𝑎𝑎〉 grupları birer           

𝑝𝑝-grup olduğundan Önerme 2.3.7 gereği 𝐾𝐾 𝑝𝑝-gruptur. Böylece 𝑇𝑇 altgrubunun Sylow               

𝑝𝑝-altgrubu olmasından dolayı 𝐾𝐾 = 𝑇𝑇 olup 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑇𝑇 dir. O halde 𝑎𝑎 ∈ 𝑇𝑇 dir.                              □ 

 

2.3.12. Teorem (Sylow Teoremleri) 𝐻𝐻 sonlu grup olmak üzere ebob(𝑝𝑝,𝑚𝑚) = 1 koşulunu 

sağlayan 𝑝𝑝 ∈ ℙ ve 𝑚𝑚 ∈ ℤ+ için |𝐻𝐻| = 𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝑟𝑟𝑚𝑚 olsun. Bu takdirde  

 

(i) 0 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑟𝑟 için |𝑇𝑇𝑘𝑘| = 𝑝𝑝𝑘𝑘 olacak şekilde 𝑇𝑇𝑘𝑘 ≤ 𝐻𝐻 vardır ve 𝑇𝑇𝑘𝑘 ⊆ 𝑇𝑇𝑝𝑝(𝐻𝐻) dir. Özellikle, 

0 ≤ 𝑘𝑘 < 𝑟𝑟 olmak üzere bir 𝑇𝑇𝑘𝑘 ≤ 𝐻𝐻 için  {𝑒𝑒} = 𝑇𝑇0 ⊴ 𝑇𝑇1 ⊴ 𝑇𝑇2 ⊴ ⋯ ⊴  𝑇𝑇𝑟𝑟 artan zinciri vardır. 

Burada |𝑇𝑇𝑟𝑟| = 𝑝𝑝𝑟𝑟 olan 𝑇𝑇𝑟𝑟 altgrubu Sylow 𝑝𝑝-altgruptur. Ayrıca 𝑇𝑇𝑟𝑟 grubunun eşlenikleri de 

Sylow 𝑝𝑝-altgruptur. 𝐻𝐻 abel grubu ise, 𝑇𝑇𝑝𝑝(𝐻𝐻) tek Sylow 𝑝𝑝-altgruptur; 

 
(ii) 𝐻𝐻 grubunun Sylow 𝑝𝑝-altgrupları eşleniktir; 

 
(iii) 𝐻𝐻 grubunun Sylow 𝑝𝑝-altgruplarının sayısı 𝑛𝑛𝑝𝑝 ise,  𝑛𝑛𝑝𝑝| |𝐻𝐻|  ve 𝑛𝑛𝑝𝑝 ≡ 1(𝑝𝑝) dir (Nişancı 

Türkmen ve Türkmen, 2021).  

 

2.4. Grup Homomorfizmaları 

 

2.4.1. Tanım (𝐻𝐻,∗) ve (𝐻𝐻1,∗1) birer grup olmak üzere 𝑓𝑓:𝐻𝐻 ⟶ 𝐻𝐻1 fonksiyon olsun. Her          

𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑓𝑓(𝑎𝑎 ∗ 𝑏𝑏) = 𝑓𝑓(𝑎𝑎) ∗1 𝑓𝑓(𝑏𝑏) ise, 𝑓𝑓 fonksiyonuna grup homomorfizması veya 

kısaca homomorfizma denir (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021).  

𝑓𝑓:𝐻𝐻 ⟶ 𝐻𝐻1 bir homomorfizma olsun. Bu takdirde aşağıdaki özellikler sağlanır. 

 

(i) 𝑒𝑒 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑒𝑒1 = 𝑓𝑓(𝑒𝑒) ∈ 𝑓𝑓(𝐻𝐻) ≠ ∅ dir. 

 
(ii) 𝑓𝑓(𝑏𝑏−1) = 𝑓𝑓(𝑏𝑏)−1  

 
 (iii) 𝑓𝑓(𝑎𝑎𝑏𝑏−1) = 𝑓𝑓(𝑎𝑎)𝑓𝑓(𝑏𝑏)−1 ∈ 𝑓𝑓(𝐻𝐻) 
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2.4.2. Örnek 𝐻𝐻 ve 𝐻𝐻1 birer grup olmak üzere her 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 𝑒𝑒1 ile tanımlı           

𝑓𝑓:𝐻𝐻 ⟶ 𝐻𝐻1 fonksiyonunu alalım (𝐻𝐻 grubunun tüm elemanlarını 𝐻𝐻1 in birim elemanına 

taşıyan fonksiyon). Burada 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐻𝐻 elemanları için 𝑓𝑓(𝑎𝑎𝑎𝑎) = 𝑒𝑒1 = 𝑒𝑒1𝑒𝑒1 = 𝑓𝑓(𝑎𝑎)𝑓𝑓(𝑏𝑏) 

olduğundan 𝑓𝑓 homomorfizma olup 𝑓𝑓 ye aşikar homomorfizma adı verilir (Nişancı Türkmen 

ve Türkmen, 2021). 

 

2.4.3. Örnek 𝐻𝐻 abel grubu olmak üzere 0 ≠ 𝑛𝑛 ∈ ℤ verilsin. Her 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 𝑎𝑎𝑛𝑛 ile 

tanımlı 𝑓𝑓:𝐻𝐻 ⟶ 𝐻𝐻 fonksiyonunu alalım. 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐻𝐻 elemanları için 𝐻𝐻 nin abel grup olması 

kullanılarak 𝑓𝑓(𝑎𝑎𝑎𝑎) = (𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑎𝑎)𝑓𝑓(𝑏𝑏) eşitliği elde edilir. Dolayısıyla 𝑓𝑓 

homomorfizma yapısına sahiptir (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.4.4. Teorem 𝑓𝑓:𝐻𝐻 ⟶ 𝐻𝐻1 homomorfizma olsun. Bu takdirde aşağıdaki özellikler vardır. 

 

(i) 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 ise, 𝑓𝑓(𝑇𝑇) = {𝑓𝑓(𝑡𝑡)|𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇} ≤ 𝐻𝐻1 dir; 

 
(ii) 𝑇𝑇1 ≤ 𝐻𝐻1 ise, 𝑓𝑓−1(𝑇𝑇1) = {ℎ ∈ 𝐻𝐻 | 𝑓𝑓(ℎ) ∈ 𝑇𝑇1} ≤ 𝐻𝐻 dir. Özellikle 𝑇𝑇1 ⊴ 𝐻𝐻1 ise,  𝑓𝑓−1(𝑇𝑇1) ⊴

𝐻𝐻 dir (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

Kanıt. (i) 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 olsun. 𝑒𝑒 ∈ 𝑇𝑇 için 𝑒𝑒1 = 𝑓𝑓(𝑒𝑒) ∈ 𝑓𝑓(𝑇𝑇) ≠ ∅ dir. 𝑓𝑓(𝑎𝑎),𝑓𝑓(𝑏𝑏) ∈ 𝑓𝑓(𝑇𝑇) keyfi 

elemanları olsun. Bu takdirde 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑇𝑇 olup 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 olduğundan 𝑎𝑎𝑏𝑏−1 ∈ 𝑇𝑇 dir. Böylece 

𝑓𝑓(𝑎𝑎𝑏𝑏−1) = 𝑓𝑓(𝑎𝑎)𝑓𝑓(𝑏𝑏)−1 ∈ 𝑓𝑓(𝑇𝑇) olur. Dolayısıyla 𝑓𝑓(𝑇𝑇) ≤ 𝐻𝐻1 dir. 

 

(ii) 𝑓𝑓(𝑒𝑒) = 𝑒𝑒1 ∈ 𝑇𝑇1 olduğundan 𝑒𝑒 ∈ 𝑓𝑓−1(𝑇𝑇1) ≠ ∅ dir. 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑓𝑓−1(𝑇𝑇1)  keyfi elemanlar 

olsun. Bu takdirde 𝑓𝑓(𝑎𝑎),𝑓𝑓(𝑏𝑏) ∈ 𝑓𝑓(𝑇𝑇1) dir. Buradan 𝑓𝑓(𝑎𝑎𝑏𝑏−1) = 𝑓𝑓(𝑎𝑎)𝑓𝑓(𝑏𝑏)−1 ∈ 𝑇𝑇1 

olduğundan 𝑎𝑎𝑏𝑏−1 ∈ 𝑓𝑓−1(𝑇𝑇1) olup 𝑓𝑓−1(𝑇𝑇1) ≤ 𝐻𝐻 dir. 𝑇𝑇1 ⊴ 𝐻𝐻1 olduğunu kabul edelim.               

ℎ ∈ 𝐻𝐻 için 𝑎𝑎 ∈ ℎ−1𝑓𝑓−1(𝑇𝑇1)ℎ olsun. Bu takdirde 𝑏𝑏 ∈ 𝑓𝑓−1(𝑇𝑇1) için 𝑎𝑎 = ℎ−1𝑏𝑏ℎ dir.              

𝑓𝑓(ℎ) ∈ 𝐻𝐻1 ve 𝑓𝑓(𝑏𝑏) ∈ 𝑇𝑇1 olup 𝑓𝑓 homomorfizma ve 𝑇𝑇1 ⊴ 𝐻𝐻1 olduğundan                                     

𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 𝑓𝑓(ℎ−1𝑏𝑏ℎ) = 𝑓𝑓(ℎ−1)𝑓𝑓(𝑏𝑏)𝑓𝑓(ℎ) = 𝑓𝑓(ℎ)−1𝑓𝑓(𝑏𝑏)𝑓𝑓(ℎ) ∈ 𝑇𝑇1 olup 𝑎𝑎 ∈ 𝑓𝑓−1(𝑇𝑇) bulunur 

ve böylece ℎ−1𝑓𝑓−1(𝑇𝑇1)ℎ ⊆ 𝑓𝑓−1(𝑇𝑇1) sağlanır. Sonuç olarak Önerme 2.4.4 (ii) gereği 

𝑓𝑓−1(𝑇𝑇1) ⊴ 𝐻𝐻 dir.                                                                                                                     □                                 

                                                                                                                                                 

2.4.5. Tanım 𝑓𝑓(𝐻𝐻) = {𝑓𝑓(𝑎𝑎) ∈ 𝐻𝐻1 |𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻} ≤ 𝐻𝐻1 altgrubuna 𝐻𝐻 grubunun 𝑓𝑓 homomorfizması 

altında homomorfik görüntüsü ve 𝑓𝑓−1({𝑒𝑒1}) ⊴ 𝐻𝐻 normal altgrubuna 𝑓𝑓 homomorfizmasının 
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çekirdeği denir ve ç𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑓𝑓) = 𝑓𝑓−1({𝑒𝑒1}) = {𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 | 𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 𝑒𝑒1} ile gösterilir. 𝑓𝑓:𝐻𝐻 ⟶ 𝐻𝐻1 

homomorfizma olsun. Bu takdirde aşağıdaki özelliklerin sağlandığı kolayca görülebilir. 

 

(i) 𝐻𝐻 abel grubu ise, 𝑓𝑓(𝐻𝐻) abel grubudur; 

 
(ii) 𝐻𝐻 = 〈𝑋𝑋〉  ise 𝑓𝑓(𝐻𝐻) = 〈𝑓𝑓(𝑋𝑋)〉 dir. Özellikle, 𝐻𝐻 = 〈𝑎𝑎〉 iken 𝑓𝑓(𝐻𝐻) = 〈𝑓𝑓(𝑎𝑎)〉 dır; 

 
(iii) 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 için |𝑎𝑎| = 𝑛𝑛 ise, |𝑓𝑓(𝑎𝑎)| | 𝑛𝑛 dir.  

 

Bire-bir homomorfizmaya monomorfizma adı verilir. 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 gruplar olsun. Her 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇 için 

𝚤𝚤(𝑡𝑡) = 𝑡𝑡 ile tanımlı 𝚤𝚤 ∶  𝑇𝑇 ⟶ 𝐻𝐻 dönüşümü monomorfizmadır. Burada 𝚤𝚤 monomorfizmasına 

gömme (içerme) homomorfizması denir (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.4.6. Önerme 𝑓𝑓:𝐻𝐻 ⟶ 𝐻𝐻1 homomorfizma olsun. 𝑓𝑓 nin monomorfizma olması için gerek ve 

yeter koşul ç𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑓𝑓) = {𝑒𝑒} olmasıdır  (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.4.7. Tanım (i) 𝐻𝐻 basit grup olmak üzere 𝑓𝑓:𝐻𝐻 ⟶ 𝐻𝐻1 homomorfizma olsun.                                 

ç𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑓𝑓) ⊴ 𝐻𝐻 ve 𝐻𝐻 basit olduğundan ç𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑓𝑓) = 𝐻𝐻 veya ç𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑓𝑓) = {𝑒𝑒} olmalıdır. Bu durumda                                         

ç𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑓𝑓) = 𝐻𝐻 ise, her 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 𝑒𝑒1 olup 𝑓𝑓 aşikar homomorfizmadır. ç𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑓𝑓) = {𝑒𝑒} 

ise Önerme 2.4.6 gereği 𝑓𝑓 monomorfizmadır. 

 

(ii) 𝐻𝐻 ve 𝑇𝑇 iki grup olmak üzere 𝐻𝐻 × 𝑇𝑇 kartezyen çarpımı, (𝑎𝑎,ℎ), (𝑏𝑏, 𝑘𝑘) ∈ 𝐻𝐻 × 𝑇𝑇 keyfi 

elemanları için (𝑎𝑎,ℎ). (𝑏𝑏,𝑘𝑘) = (𝑎𝑎𝑎𝑎,ℎ𝑘𝑘) ile tanımlı işlemine göre birim elemanı (𝑒𝑒𝐻𝐻, 𝑒𝑒𝑇𝑇) ve 

(𝑎𝑎,ℎ) ∈ 𝐻𝐻 × 𝑇𝑇 elemanının tersi (𝑎𝑎−1,ℎ−1) olan gruptur. 𝐻𝐻 × 𝑇𝑇 grubuna 𝐻𝐻 ve 𝑇𝑇 gruplarının 

kartezyen çarpım grubu denir. Burada 𝑒𝑒𝐻𝐻 elemanı 𝐻𝐻 grubunun birimini ve 𝑒𝑒𝑇𝑇 elemanı 𝑇𝑇 

grubunun birimini göstermektedir. 𝐻𝐻 ve 𝑇𝑇 grupları abel grup ise, 𝐻𝐻 × 𝑇𝑇 abel gruptur. Bu 

durumda kartezyen çarpım grubu 𝐻𝐻⊕ 𝑇𝑇 notasyonu ile gösterilir. 

 
(iii) 𝐼𝐼 indis kümesi olmak üzere grupların {𝐻𝐻𝑖𝑖}𝑖𝑖∈𝐼𝐼 ailesi verilsin. ∏ 𝐻𝐻𝑖𝑖𝑤𝑤

𝑖𝑖∈𝐼𝐼 ⊴ ∏ 𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼  dir, 

gösterelim. ∏ 𝐻𝐻𝑖𝑖𝑤𝑤
𝑖𝑖∈𝐼𝐼 ≤ ∏ 𝐻𝐻𝑖𝑖  𝑖𝑖∈𝐼𝐼 olduğunu bilmekteyiz. 𝑎𝑎 = (𝑎𝑎𝑖𝑖)𝑖𝑖∈𝐼𝐼 ∈ ∏ 𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼  keyfi bir 

eleman olsun. 𝑏𝑏 = (𝑏𝑏𝑖𝑖)𝑖𝑖∈𝐼𝐼 ∈ ∏ 𝐻𝐻𝑖𝑖𝑤𝑤
𝑖𝑖∈𝐼𝐼  olmak üzere 𝑘𝑘 ∈ ℕ için 𝑏𝑏𝑖𝑖1 ≠ 𝑒𝑒𝑖𝑖1, 𝑏𝑏𝑖𝑖2 ≠ 𝑒𝑒𝑖𝑖2, … , 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑘𝑘 ≠

𝑒𝑒𝑖𝑖𝑘𝑘 olsun. Bu takdirde 𝑖𝑖𝑗𝑗 ≠ 𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, … , 𝑖𝑖𝑘𝑘 için 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 olup 𝑎𝑎𝑖𝑖−1𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑖𝑖−1𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑖𝑖−1𝑎𝑎𝑖𝑖 =

𝑒𝑒𝑖𝑖 dir. 𝑎𝑎𝑖𝑖1
−1𝑏𝑏𝑖𝑖1𝑎𝑎𝑖𝑖1,𝑎𝑎𝑖𝑖2

−1𝑏𝑏𝑖𝑖2𝑎𝑎𝑖𝑖2, … ,𝑎𝑎𝑖𝑖𝑘𝑘
−1𝑏𝑏𝑖𝑖𝑘𝑘𝑎𝑎𝑖𝑖𝑘𝑘 elemanları birim veya birimden farklıdır. 
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Dolayısıyla 𝑎𝑎−1𝑏𝑏𝑏𝑏 = (𝑎𝑎𝑖𝑖−1𝑏𝑏𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖)𝑖𝑖∈𝐼𝐼 ∈ ∏ 𝐻𝐻𝑖𝑖𝑤𝑤
𝑖𝑖∈𝐼𝐼  olup Önerme 2.1.21 (ii) gereğince ∏ 𝐻𝐻𝑖𝑖𝑤𝑤

𝑖𝑖∈𝐼𝐼 ⊴

∏ 𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼  bulunur. ∏ 𝐻𝐻𝑖𝑖𝑤𝑤
𝑖𝑖∈𝐼𝐼  grubuna {𝐻𝐻𝑖𝑖}𝑖𝑖∈𝐼𝐼 ailesinin iç direkt çarpım grubu denir. 

 

(iv) 𝐻𝐻 grup ve normal altgruplarının {𝐻𝐻𝑖𝑖}𝑖𝑖∈𝐼𝐼 ailesi yardımıyla tanımlanan 𝐻𝐻 = ∏  𝐻𝐻𝑖𝑖𝑤𝑤
𝑖𝑖∈𝐼𝐼 =

{ 𝑓𝑓: 𝐼𝐼 ⟶ ⋃  𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼  | her 𝑖𝑖 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑓𝑓(𝑖𝑖) ∈ 𝐻𝐻𝑖𝑖 } = { (𝑎𝑎𝑖𝑖)𝑖𝑖∈𝐼𝐼 | sonlu sayıda 𝑖𝑖 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑎𝑎𝑖𝑖 ≠ 𝑒𝑒𝑖𝑖} 

iç direkt çarpım grubu için 𝑎𝑎𝑖𝑖 ∈ 𝐻𝐻𝑖𝑖 keyfi elemanı verilsin. 𝑖𝑖. bileşeni 𝑎𝑎𝑖𝑖 ve diğer tüm 

bileşenleri 𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗 için 𝑒𝑒𝑗𝑗 olan 𝐻𝐻 grubunun (𝑏𝑏𝑖𝑖)𝑖𝑖∈𝐼𝐼 elemanı için 𝚤𝚤𝑖𝑖(𝑎𝑎𝑖𝑖) = (𝑏𝑏𝑖𝑖)𝑖𝑖∈𝐼𝐼 ile tanımlı 

𝚤𝚤𝑖𝑖:𝐻𝐻𝑖𝑖 ⟶ 𝐻𝐻 dönüşümü monomorfizma yapısına sahiptir. 𝚤𝚤𝑖𝑖 monomorfizmasına 𝑖𝑖. kanonik 

injeksiyon adı verilir. Örten homomorfizma epimorfizma olarak adlandırılır (Nişancı 

Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.4.8. Tanım {𝐻𝐻𝑖𝑖}𝑖𝑖∈𝐼𝐼 grupların ailesi olmak üzere 𝐻𝐻 = ∏ 𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼  olsun. Her 𝑘𝑘 ∈ 𝐼𝐼 için 

𝜋𝜋𝑘𝑘((𝑎𝑎𝑖𝑖)𝑖𝑖∈𝐼𝐼) = 𝑎𝑎𝑘𝑘 ile tanımlı 𝜋𝜋𝑘𝑘:𝐻𝐻 ⟶ 𝐻𝐻𝑘𝑘 dönüşümü epimorfizma yapısına sahiptir.               

𝜋𝜋𝑘𝑘 epimorfizmasına 𝑘𝑘. kanonik projeksiyon adı verilir  (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 

2021). 

 

2.4.9. Teorem (Eşleme Teoremi) 𝑓𝑓:𝐻𝐻 ⟶ 𝐻𝐻1 epimorfizma olsun. 𝐻𝐻 nin ç𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑓𝑓) yi kapsayan 

maksimal altgrupları ile 𝐻𝐻1 in maksimal altgrupları arasında bire-bir eşleme vardır. 𝑇𝑇 ve 𝐾𝐾, 

sırasıyla 𝐻𝐻 ve 𝐻𝐻1 gruplarının eşlenmiş altgrupları iseler 𝑇𝑇 ⊴ 𝐻𝐻 ⇔ 𝐾𝐾 ⊴ 𝐻𝐻1 dir (Nişancı 

Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.4.10. Önerme 𝐻𝐻 grup ve 𝑇𝑇 ⊴ 𝐻𝐻 olsun. Her 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 için 𝜂𝜂(𝑎𝑎) = 𝑎𝑎𝑎𝑎 ile tanımlı (toplamsal 

ise, 𝜂𝜂(𝑎𝑎) = 𝑎𝑎 + 𝑇𝑇 ile tanımlı) 𝜂𝜂:𝐻𝐻 ⟶ 𝐻𝐻
𝑇𝑇

 dönüşümü epimorfizmadır ve ç𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜂𝜂) = 𝑇𝑇 dır. 

Burada  𝜂𝜂 epimorfizmasına doğal homomorfizma denir (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 

2021). 

 

Bire-bir ve örten homomorfizma izomorfizma olarak adlandırılır. 𝑓𝑓:𝐻𝐻 ⟶ 𝐻𝐻1  izomorfizma 

ise, 𝐻𝐻 ve 𝐻𝐻1 gruplarına izomorftur denir ve 𝐻𝐻 ≅ 𝐻𝐻1 ile gösterilir  (Nişancı Türkmen ve 

Türkmen, 2021). 

 

2.4.11. Örnek Her 𝑛𝑛 ∈ ℤ için 𝑓𝑓(𝑛𝑛) = 2𝑛𝑛 ile tanımlı 𝑓𝑓: (ℤ, +) ⟶ (2ℤ, +) fonksiyonunu 

alalım. Her 𝑛𝑛,𝑚𝑚 ∈ ℤ için  𝑓𝑓(𝑛𝑛 + 𝑚𝑚) = 2(𝑛𝑛 + 𝑚𝑚) = 2𝑛𝑛 + 2𝑚𝑚 = 𝑓𝑓(𝑛𝑛) + 𝑓𝑓(𝑚𝑚) olduğundan 

verilen dönüşüm homomorfizmadır. 𝑓𝑓 nin örten olduğu açıktır. 𝑛𝑛 ∈ ç𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑓𝑓) ise,                               
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𝑓𝑓(𝑛𝑛) = 2𝑛𝑛 = 0 olup 𝑛𝑛 = 0 dır. Buradan ç𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑓𝑓) = {0} olup 𝑓𝑓 bire-birdir. Sonuç 

olarak 𝑓𝑓 izomorfizmadır (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.4.12. Önerme 𝑓𝑓:𝐻𝐻 ⟶ 𝐻𝐻1 izomorfizma olsun. Bu takdirde, aşağıdaki özellikler sağlanır. 

 

(i) 𝑓𝑓−1:𝐻𝐻1 ⟶ 𝐻𝐻 izomorfizmadır; 

 
(ii) 𝐻𝐻 abel grubudur ⟺𝐻𝐻1 abel grubudur; 

 
(iii) Her 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 için |𝑎𝑎| = |𝑓𝑓(𝑎𝑎)| dir; 

 
(iv) 𝐻𝐻 burulmalı gruptur ⟺𝐻𝐻1 burulmalı gruptur; 

 
(v) 𝐻𝐻 devirlidir ⟺𝐻𝐻1devirlidir  (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.4.13. Önerme 𝑓𝑓:𝐻𝐻 ⟶ 𝐻𝐻1 ve ℎ ∶ 𝐻𝐻1 ⟶ 𝐻𝐻2 homomorfizmalar ise, ℎ𝑓𝑓:𝐻𝐻 ⟶ 𝐻𝐻2 

homomorfizmadır (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.4.14. Teorem (Homomorfizma Teoremi) 𝑓𝑓:𝐻𝐻 ⟶ 𝐻𝐻1 epimorfizma olsun. 𝑇𝑇 ⊴ 𝐻𝐻 ve            

𝑇𝑇 ⊆ ç𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑓𝑓) olmak üzere 𝜂𝜂:𝐻𝐻 ⟶ 𝐻𝐻
𝑇𝑇

 doğal homomorfizması verilsin. Bu takdirde 𝑓𝑓 = ℎ𝜂𝜂 

olacak şekilde bir tek 𝑡𝑡 ∶ 𝐻𝐻
𝑇𝑇
⟶ 𝐻𝐻1 epimorfizması vardır. Ayrıca 𝑡𝑡 homomorfizmasının 

monomorfizma olması için gerek ve yeter koşul 𝑇𝑇 = ç𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑓𝑓) olmasıdır (Nişancı Türkmen ve 

Türkmen, 2021). 

 

2.4.15. Teorem (Birinci İzomorfizma Teoremi)  𝑓𝑓:𝐻𝐻 ⟶ 𝐻𝐻1 homomorfizma olsun. Bu 

takdirde 𝐻𝐻
ç𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑓𝑓)

≅ 𝑓𝑓(𝐻𝐻)  dir  (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.4.16. Teorem (İkinci İzomorfizma Teoremi) 𝐻𝐻 grup, 𝑇𝑇,𝐾𝐾 ≤ 𝐻𝐻 ve 𝐾𝐾 ⊴ 𝐻𝐻 olsun. Bu 

takdirde 𝑇𝑇
𝑇𝑇∩𝐾𝐾

≅ 𝑇𝑇𝑇𝑇
𝐾𝐾

   dir (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.4.17. Teorem (Üçüncü İzomorfizma Teoremi) 𝐻𝐻 grup olmak üzere 𝑇𝑇1, 𝑇𝑇2  ⊴ 𝐻𝐻 ve             

𝑇𝑇1 ≤ 𝑇𝑇2 olsun. Bu takdirde,  
𝐻𝐻
𝑇𝑇1
𝑇𝑇2
𝑇𝑇1

≅ 𝐻𝐻
𝑇𝑇2

  (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 
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2.4.18. Tanım 𝐻𝐻 grup ve 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 olsun. Her 𝑏𝑏 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑓𝑓𝑎𝑎(𝑏𝑏) = 𝑎𝑎𝑎𝑎 ile tanımlı                          

𝑓𝑓𝑎𝑎:𝐻𝐻 ⟶ 𝐻𝐻 dönüşümünü alalım. 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝐻𝐻 olmak üzere 𝑏𝑏 = 𝑐𝑐 ⟺ 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⟺ 𝑓𝑓𝑎𝑎(𝑏𝑏) =

𝑓𝑓𝑎𝑎(𝑐𝑐) olduğundan 𝑓𝑓𝑎𝑎 bire-bir fonksiyondur. Herhangi bir 𝑏𝑏 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑐𝑐 = 𝑎𝑎−1𝑏𝑏 ∈ 𝐻𝐻 vardır 

ve 𝑓𝑓𝑎𝑎(𝑐𝑐) = 𝑓𝑓𝑎𝑎(𝑎𝑎−1𝑏𝑏) = 𝑎𝑎(𝑎𝑎−1𝑏𝑏) = 𝑏𝑏 olup 𝑓𝑓𝑎𝑎 örten fonksiyondur. Böylece 𝑓𝑓𝑎𝑎, 𝐻𝐻 kümesi 

üzerinde bir permütasyondur. Bu takdirde 𝑇𝑇𝐻𝐻 = {𝑓𝑓𝑎𝑎 | 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻} kümesi 𝐻𝐻 nin tüm 

permütasyonlarının kümesi olan 𝑆𝑆𝐻𝐻 nin bir alt kümesidir. Her 𝑏𝑏 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑓𝑓𝑎𝑎−1(𝑏𝑏) = 𝑎𝑎−1𝑏𝑏 

ve 𝑓𝑓𝑎𝑎(𝑎𝑎−1𝑏𝑏) = 𝑏𝑏 olması [(𝑓𝑓𝑎𝑎)−1](𝑏𝑏) = 𝑓𝑓𝑎𝑎−1(𝑏𝑏) olmasını ifade eder. Böylece                                       

(𝑓𝑓𝑎𝑎)−1 = 𝑓𝑓𝑎𝑎−1 ∈ 𝑇𝑇𝐻𝐻 dir. 𝑓𝑓𝑎𝑎, 𝑓𝑓𝑏𝑏 ∈ 𝑇𝑇𝐻𝐻 olmak üzere her 𝑐𝑐 ∈ 𝐻𝐻 için (𝑓𝑓𝑎𝑎𝑓𝑓𝑏𝑏)(𝑐𝑐) = 𝑓𝑓𝑎𝑎�𝑓𝑓𝑏𝑏(𝑐𝑐)� =

𝑓𝑓𝑎𝑎(𝑏𝑏𝑏𝑏) = 𝑎𝑎(𝑏𝑏𝑏𝑏) = (𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑐𝑐 = 𝑓𝑓𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑐𝑐) olduğundan 𝑓𝑓𝑎𝑎𝑓𝑓𝑏𝑏 = 𝑓𝑓𝑎𝑎𝑎𝑎 ∈ 𝑇𝑇𝐻𝐻 dir. 𝑓𝑓𝑎𝑎(𝑓𝑓𝑏𝑏)−1 = 𝑓𝑓𝑎𝑎𝑓𝑓𝑏𝑏−1 =

𝑓𝑓𝑎𝑎𝑏𝑏−1 ∈ 𝑇𝑇𝐻𝐻 olup 𝑇𝑇𝐻𝐻 ≤ 𝑆𝑆𝐻𝐻 dir (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.4.19. Teorem (Cayley Teoremi) 𝐻𝐻 grup olsun. Bu takdirde 𝐻𝐻 grubu (𝑇𝑇𝐻𝐻,∘) grubuna 

izomorftur (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

Kanıt.  𝑇𝑇𝐻𝐻 ≤ 𝑆𝑆𝐻𝐻 dir. Her 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 için ℎ(𝑎𝑎) = 𝑓𝑓𝑎𝑎 ile tanımlı ℎ ∶ 𝐻𝐻 ⟶ 𝐹𝐹𝐻𝐻 dönüşümünü alalım. 

𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐻𝐻 verilsin. Her 𝑐𝑐 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏  ⇔   𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑏𝑏𝑏𝑏  ⇔   𝑓𝑓𝑎𝑎(𝑐𝑐) = 𝑓𝑓𝑏𝑏(𝑐𝑐)   ⇔   𝑓𝑓𝑎𝑎 = 𝑓𝑓𝑏𝑏 ⇔

ℎ(𝑎𝑎) = ℎ(𝑏𝑏) olduğundan ℎ bire-bir fonksiyondur. 𝐻𝐻 nin örten olduğu açıktır. Her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐻𝐻 

için  ℎ(𝑎𝑎𝑎𝑎) = 𝑓𝑓𝑎𝑎𝑎𝑎  ve  ℎ(𝑎𝑎)ℎ(𝑏𝑏) = 𝑓𝑓𝑎𝑎𝑓𝑓𝑏𝑏 dir. Her 𝑐𝑐 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑓𝑓𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑐𝑐) = (𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑐𝑐 = 𝑎𝑎(𝑏𝑏𝑏𝑏) =

𝑓𝑓𝑎𝑎�𝑓𝑓𝑏𝑏(𝑐𝑐)� = (𝑓𝑓𝑎𝑎𝑓𝑓𝑏𝑏)(𝑐𝑐) eşitliğinden ℎ(𝑎𝑎𝑎𝑎) = 𝑓𝑓𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑓𝑓𝑎𝑎𝑓𝑓𝑏𝑏 = ℎ(𝑎𝑎)ℎ(𝑏𝑏) bulunur ki bu ise 

ℎ nin bir homomorfizma olduğunu gösterir. Böylece 𝐻𝐻 ≅ 𝑇𝑇𝐻𝐻 elde edilir.                              □                                                               

 

𝐻𝐻 grup olsun. 𝑓𝑓:𝐻𝐻 ⟶ 𝐻𝐻 izomorfizmasına 𝐻𝐻 grubunun otomorfizması denir. 𝐻𝐻 grubunun 

tüm otomorfizmalarının kümesi 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂(𝐻𝐻) ile gösterilir ve 𝐼𝐼𝐻𝐻 ∈ 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂(𝐻𝐻) dir. 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂(𝐻𝐻) kümesi, 

fonksiyonların bileşkesi işlemine göre birim elemanı 𝐼𝐼𝐻𝐻 olan bir gruptur. 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂(𝐻𝐻) grubuna 

𝐻𝐻 grubunun otomorfizmalarının grubu denir  (Nişancı Türkmen ve Türkmen, 2021). 

 

2.4.20. Tanım 𝐻𝐻 grup ve 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 olsun. Her 𝑓𝑓:𝐻𝐻 → 𝐻𝐻 homomorfizması için 𝑓𝑓(𝑇𝑇) ≤ 𝑇𝑇 ise,  

𝑇𝑇 ye 𝐻𝐻 nin tam değişmez altgrubu denir. Özel olarak, her 𝑓𝑓 ∈ 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂(𝐻𝐻) için 𝑓𝑓(𝑇𝑇) ≤ 𝑇𝑇 ise,                    

𝑇𝑇 ye 𝐻𝐻 nin karakteristik altgrubu denir. Her tam değişmez karakteristik altgrubun 𝐻𝐻 nin bir 

altgrubu olduğu açıktır. 𝑇𝑇,𝐻𝐻 nin karakteristik altgrubu ve 𝑓𝑓 ∈ 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂(𝐻𝐻) olsun. ℎ = 𝑓𝑓−1 olmak 

üzere ℎ ∈ 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂(𝐻𝐻) dir ve böylece hipotez gereği ℎ(𝑇𝑇) ≤ 𝑇𝑇 elde edilir. 𝑎𝑎 ∈ 𝑇𝑇 keyfi olsun.                          

𝑏𝑏 = ℎ(𝑎𝑎) ∈ ℎ(𝑇𝑇) ≤ 𝑇𝑇 ve 𝑓𝑓(𝑏𝑏) = 𝑎𝑎 olduğundan 𝑎𝑎 ∈ 𝑓𝑓(𝑇𝑇) olup 𝑇𝑇 ≤ 𝑓𝑓(𝑇𝑇) dir. Dolayısıyla 

𝑓𝑓(𝑇𝑇) = 𝑇𝑇 eşitliği elde edilir. Bundan dolayı 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 altgrubunun karakteristik altgrup olması 
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için gerek ve yeter koşul her 𝑓𝑓 ∈ 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂(𝐻𝐻) için 𝑓𝑓(𝑇𝑇) = 𝑇𝑇 olmasıdır (Nişancı Türkmen ve 

Türkmen, 2021). 

 

2.5. Çözülebilir ve Nilpotent Gruplar  

 

Çözülebilir grup kavramı bir polinomun köklerle çözümlenmesinin sonucu olarak ortaya 

çıkmıştır. Polinomun köklerle çözülebilirliği bir polinomun Galois grubu adı verilen grubun 

çözülebilirliğine denk olduğu Sayılar Teorisinden bilinmektedir. 

 

2.5.1. Tanım 𝐻𝐻 bir grup {𝑒𝑒} = 𝑇𝑇0 ≤ 𝑇𝑇1 ≤ ⋯ ≤ 𝑇𝑇𝑛𝑛 = 𝐻𝐻, 𝐻𝐻 nin altgruplarının bir artan zinciri 

olsun. Eğer her 0 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑛𝑛 için 𝑇𝑇𝑖𝑖 ,𝑇𝑇𝑖𝑖+1 içinde normal ise; yani, {𝑒𝑒} = 𝑇𝑇0 ⊲ 𝑇𝑇1 ⊲ ⋯ ⊲ 𝑇𝑇𝑛𝑛 =

𝐻𝐻  ise bu zincire 𝐻𝐻 nin alt normal serisi denir. Her 𝑇𝑇𝑖𝑖 ye alt normal serisinin bir terimi ve 
𝑇𝑇𝑖𝑖+1
𝑇𝑇𝑖𝑖

 bölüm grubuna alt normal serisinin bir bölüntüsü denir. Birbirinden farklı bölüntülerin 

sayısına alt normal serinin uzunluğu denir. Eğer her 0 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛 için 𝑇𝑇𝑖𝑖 ⊲ 𝐻𝐻 ise seriye normal 

seri denir. 

 

𝑇𝑇,𝐻𝐻 nin bir altgrubu olsun. Eğer 𝑇𝑇 = 𝑇𝑇0,𝑇𝑇1, … ,𝑇𝑇𝑛𝑛 = 𝐻𝐻, 𝐻𝐻 nin altgrupları olmak üzere       

𝑇𝑇 = 𝑇𝑇0 ⊲ 𝑇𝑇1 ⊲ ⋯ ⊲ 𝑇𝑇𝑛𝑛 = 𝐻𝐻  ise 𝑇𝑇 ye 𝐻𝐻 nin bir alt normal altgrubu denir. Ayrıca her normal 

altgrup bir alt normal serinin terimidir (Asar ve diğerleri, 2010). 

 

2.5.2. Tanım (i)  𝐻𝐻 bir grup ve 𝑇𝑇 = 𝑇𝑇0 ⊲ 𝑇𝑇1 ⊲ ⋯ ⊲ 𝑇𝑇𝑛𝑛 = 𝐻𝐻  𝐻𝐻 nin bir alt normal serisi 

olsun. Eğer her 0 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑛𝑛 için 𝑇𝑇𝑖𝑖+1
𝑇𝑇𝑖𝑖

 bölüm grubu abel ise 𝐻𝐻 ye bir çözülebilir grup, bu seriye 

de çözülebilir seri denir. Her abel grup çözülebilirdir (Asar ve diğerleri, 2010). 

 
(ii) 𝐻𝐻 = 𝐻𝐻0 > 𝐻𝐻1 > ⋯ > 𝐻𝐻𝑛𝑛 = 〈𝑒𝑒〉 bir alt normal serisi, her bir 𝐻𝐻𝑖𝑖

𝐻𝐻𝑖𝑖+1
 bölüntüsü basitse 

bileşim serisidir (Hungerford, 2000).  

 

2.5.3. Örnek  ℤ abel grubunun bir normal serisi {0} ⊲ 6ℤ ⊲ 3ℤ ⊲ ℤ dir. ℤ nin tüm altgrupları 

𝑛𝑛 ∈ ℤ olmak üzere 𝑛𝑛ℤ =< 𝑛𝑛 > devirli gruplarıdır. ℤ abel grup olduğundan tüm altgrupları 

𝑛𝑛ℤ ⊴ ℤ dir. 𝑛𝑛ℤ,𝑚𝑚ℤ ≤ ℤ olsun. 𝑛𝑛ℤ ≤ 𝑚𝑚ℤ ⇔ 𝑚𝑚/𝑛𝑛 olmasıdır (Asar ve diğerleri, 2010). 

 

2.5.4. Örnek  𝐼𝐼4 = {1,2,3,4} için 𝑆𝑆4 = {(1), (12), (13), (14), … (1234)}  simetrik grubunun 

𝐴𝐴4 = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), (124), (134), (132), (142), (143),       
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(234), (243)} alterne grubu ve 𝐾𝐾4 = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} Klein 4-altgrubu 

için 𝑆𝑆4 grubunun iki alt normal serisi {1} ⊲ 𝐾𝐾4 ⊲ 𝐴𝐴4 ⊲ 𝑆𝑆4 ve {1} ⊲ 〈(1,3)(2,4)〉 ⊲ 𝐾𝐾4 ⊲

𝐴𝐴4 ⊲ 𝑆𝑆4 tür. Burada 𝐾𝐾4
{1}

  devirli değildir. Birinci seri normal seri fakat ikinci seri normal seri 

değildir. Çünkü 𝐾𝐾4 ve 𝐴𝐴4, 𝑆𝑆4 te normal olmasına karşın 〈(1,3)(2,4)〉, 𝑆𝑆4 te normal değildir 

(Asar ve diğerleri, 2010).  

 

2.5.5. Örnek  𝑛𝑛 ≤ 4 için 𝑆𝑆𝑛𝑛 çözülebilirdir. 𝑆𝑆1 ve 𝑆𝑆2 abel olduğundan çözülebilirdir. 𝑆𝑆3 ün bir 

normal serisi {1} ⊲ 𝐴𝐴3 ⊲ 𝑆𝑆3 tür. Burada 𝐴𝐴3
{1}

  ile 𝑆𝑆3
𝐴𝐴3

 bölüm grubu abel olduğundan 𝑆𝑆3 

çözülebilirdir. 𝑆𝑆4 ün bir normal serisi {1} ⊲ 𝐾𝐾4 ⊲ 𝐴𝐴4 ⊲ 𝑆𝑆4 tür. Açıkça görüldüğü gibi 𝐾𝐾4
{1}

, 𝐴𝐴4
𝐾𝐾4

, 

𝑆𝑆4
𝐴𝐴4

  bölüm grupları abel olduğundan 𝑆𝑆4 çözülebilirdir (Asar ve diğerleri, 2010). 

 

2.5.6. Teorem 𝐻𝐻 bir çözülebilir grup olsun. 𝐻𝐻 nin her altgrubu ve her bölüm grubu 

çözülebilirdir  (Asar ve diğerleri, 2010). 

 

Kanıt. 𝐻𝐻 çözülebilir olduğundan 𝐻𝐻 nin öyle bir alt normal serisi  {𝑒𝑒} = 𝑇𝑇0 ⊲ 𝑇𝑇1 ⊲ ⋯ ⊲ 𝑇𝑇𝑛𝑛 =

𝐻𝐻 vardır ki, her 0 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑛𝑛 için  𝑇𝑇𝑖𝑖+1
𝑇𝑇𝑖𝑖

  abeldir. 𝐾𝐾,𝐻𝐻 nin bir altgrubu olsun. Her  0 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑛𝑛 için 

𝐾𝐾𝑖𝑖 = 𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇𝑖𝑖 olsun. 𝐾𝐾𝑖𝑖 ⊲ 𝐾𝐾𝑖𝑖+1 olduğundan {𝑒𝑒} = 𝐾𝐾0 ⊲ 𝐾𝐾1 ⊲ ⋯ ⊲ 𝐾𝐾𝑛𝑛 = 𝐾𝐾, 𝐾𝐾 nin bir alt 

normal serisidir. 1 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑛𝑛   2. İzomorfizma teoreminden  

 

                     
𝐾𝐾𝑖𝑖+1
𝐾𝐾𝑖𝑖

=
𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇𝑖𝑖+1

(𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇𝑖𝑖) ∩ 𝑇𝑇𝑖𝑖+1
=

𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇𝑖𝑖+1
𝑇𝑇𝑖𝑖 ∩ (𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇𝑖𝑖+1)

=
𝑇𝑇𝑖𝑖(𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇𝑖𝑖+1)

𝑇𝑇𝑖𝑖
                          (4) 

 

dir. En sağdaki bölüm grubu 𝑇𝑇𝑖𝑖+1 
𝑇𝑇𝑖𝑖

 nin altgrubu olduğundan abeldir. Böylece 𝐾𝐾𝑖𝑖+1 
𝐾𝐾𝑖𝑖

 abeldir. O 

halde 𝐾𝐾 çözülebilirdir. 𝑁𝑁,𝐻𝐻 nin bir normal altgrubu olsun. Her 1 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑛𝑛 için 𝑇𝑇𝑖𝑖 ⊲ 𝑇𝑇𝑖𝑖+1 

olduğundan 𝑁𝑁𝑇𝑇𝑖𝑖 ⊲ 𝑁𝑁𝑇𝑇𝑖𝑖+1 dir. Bu durumda 𝑁𝑁𝑇𝑇𝑖𝑖
𝑁𝑁
⊲ 𝑁𝑁𝑇𝑇𝑖𝑖+1

𝑁𝑁
 olduğundan 𝐻𝐻

𝑁𝑁
 nin                                                      

𝑁𝑁
𝑁𝑁
⊲ 𝑁𝑁𝑇𝑇1

𝑁𝑁
⊲ ⋯ .⊲ 𝑁𝑁𝑇𝑇𝑛𝑛

𝑁𝑁
= 𝐻𝐻

𝑁𝑁
 alt normal serisi elde edilir. Şimdi 1 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑛𝑛 olsun. 3. İzomorfizma 

teoreminden  
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𝑁𝑁𝑇𝑇𝑖𝑖+1
𝑁𝑁
𝑁𝑁𝑇𝑇𝑖𝑖
𝑁𝑁

≅
𝑁𝑁𝑇𝑇𝑖𝑖+1
𝑁𝑁𝑇𝑇𝑖𝑖

                                                                    (5) 

 

ve 2. İzomorfizma teoreminden 

 

                                                         
𝑁𝑁𝑇𝑇𝑖𝑖+1
𝑁𝑁𝑇𝑇𝑖𝑖

=
(𝑁𝑁𝑇𝑇𝑖𝑖)𝑇𝑇𝑖𝑖+1

𝑁𝑁𝑇𝑇𝑖𝑖
≅

𝑇𝑇𝑖𝑖+1
𝑁𝑁𝑇𝑇𝑖𝑖 ∩ 𝑇𝑇𝑖𝑖+1

                                    (6) 

 

dir. Modüler kuraldan dolayı 𝑁𝑁𝑇𝑇𝑖𝑖 ∩ 𝑇𝑇𝑖𝑖+1 = 𝑇𝑇𝑖𝑖(𝑁𝑁 ∩ 𝑇𝑇𝑖𝑖+1) olduğundan  

 

                                   
𝑇𝑇𝑖𝑖+1

𝑁𝑁𝑇𝑇𝑖𝑖 ∩ 𝑇𝑇𝑖𝑖+1
=

𝑇𝑇𝑖𝑖+1
𝑇𝑇𝑖𝑖(𝑁𝑁 ∩ 𝑇𝑇𝑖𝑖+1)

≅

𝑇𝑇𝑖𝑖+1
𝑇𝑇𝑖𝑖

𝑇𝑇𝑖𝑖(𝑁𝑁 ∩ 𝑇𝑇𝑖𝑖+1)
𝑇𝑇𝑖𝑖

                                       (7) 

 

elde edilir. En sağdaki bölüm grubu 𝑇𝑇𝑖𝑖+1 
𝑇𝑇𝑖𝑖

  nin bölüm grubu olduğundan abeldir. Dolayısıyla  

 

                                                                              
𝑁𝑁𝑇𝑇𝑖𝑖+1
𝑁𝑁
𝑁𝑁𝑇𝑇𝑖𝑖
𝑁𝑁

                                                                   (8) 

 

abeldir ve 𝐻𝐻
𝑁𝑁

 çözülebilirdir.                                                                                                                    □ 

 

2.5.7. Sonuç  𝑛𝑛 ≥ 5 olsun. O zaman 𝑆𝑆𝑛𝑛 çözülebilir değildir (Asar ve diğerleri, 2010). 

 

Kanıt. Kabul edelim ki 𝑆𝑆𝑛𝑛 çözülebilir olsun. O zaman bir önceki teoremden dolayı 𝐴𝐴𝑛𝑛 

çözülebilirdir. 𝐴𝐴𝑛𝑛 nin çözülebilir serisi  {𝑒𝑒} = 𝐻𝐻0 ⊲ 𝐻𝐻1 ⊲ ⋯ ⊲ 𝐻𝐻𝑛𝑛 = 𝐴𝐴𝑛𝑛 olsun. Burada her 

0 < 𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛 için 𝐻𝐻𝑖𝑖
𝐻𝐻𝑖𝑖−1

 abeldir. 𝐴𝐴𝑛𝑛 ≠ {1} olduğundan öyle bir 0 < 𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛 vardır ki 𝐻𝐻𝑖𝑖−1 < 𝐴𝐴𝑛𝑛 

fakat 𝐻𝐻𝑖𝑖 = 𝐴𝐴𝑛𝑛 dir. O zaman 𝐻𝐻𝑖𝑖−1 ⊲ 𝐴𝐴𝑛𝑛 ve 𝐴𝐴𝑛𝑛
𝐻𝐻𝑖𝑖−1

 abeldir. Fakat 𝑛𝑛 ≥ 5 için 𝐴𝐴𝑛𝑛 alterne altgrubu 

basit olduğundan 𝐻𝐻𝑖𝑖−1 = {𝑒𝑒} olmalıdır. Dolayısıyla 𝑆𝑆𝑛𝑛 çözülebilir değildir.                         □                                                                                                                   

  

2.5.8. Teorem  𝐻𝐻 bir grup ve 𝑁𝑁 ⊲ 𝐻𝐻 olsun. 𝑁𝑁 ve 𝐻𝐻
𝑁𝑁

 çözülebilir grupları için 𝐻𝐻 çözülebilir 

gruptur (Asar ve diğerleri, 2010). 
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Kanıt.  𝐻𝐻
𝑁𝑁

  nin bölüntüleri abel olan bir alt normal serisi  𝑁𝑁
𝑁𝑁

= 𝐾𝐾0 ⊲ 𝐾𝐾1 ⊲ ⋯ ⊲ 𝐾𝐾𝑟𝑟 = 𝐻𝐻
𝑁𝑁

 olsun.  

𝜇𝜇:𝐻𝐻 → 𝐻𝐻
𝑁𝑁

  doğal homomorfizma olmak üzere her 0 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑟𝑟 için 𝜇𝜇−1(𝐾𝐾𝑖𝑖) = 𝑇𝑇𝑖𝑖 olsun. Teorem 

2.4.4. (ii) den her 𝑇𝑇𝑖𝑖, 𝑇𝑇𝑖𝑖+1 in bir altgrubudur. Burada 𝜇𝜇(𝑇𝑇𝑖𝑖) = {𝑡𝑡𝑡𝑡: 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇𝑖𝑖} = 𝑇𝑇𝑖𝑖
𝑁𝑁

 olduğundan 

𝑇𝑇𝑖𝑖
𝑁𝑁

= 𝐾𝐾𝑖𝑖 ve benzer biçimde 𝑇𝑇𝑖𝑖+1
𝑁𝑁

= 𝐾𝐾𝑖𝑖+1 dir. Böylece 𝑇𝑇𝑖𝑖
𝑁𝑁
⊲ 𝑇𝑇𝑖𝑖+1

𝑁𝑁
 olduğundan 𝑇𝑇𝑖𝑖 ⊲ 𝑇𝑇𝑖𝑖+1 elde 

edilir. O halde 𝐻𝐻 nin  {𝑒𝑒} ⊲ 𝑁𝑁 = 𝑇𝑇0 ⊲ 𝑇𝑇1 ⊲ ⋯ ⊲ 𝑇𝑇𝑟𝑟 = 𝐻𝐻  . . . (1) alt normal serisi elde edilir. 

Şimdi izomofizma teoreminden dolayı 

 

                                                            
𝑇𝑇𝑖𝑖+1
𝑇𝑇𝑖𝑖

≅
𝑇𝑇𝑖𝑖+1
𝑁𝑁
𝑇𝑇𝑖𝑖
𝑁𝑁

=
𝐾𝐾𝑖𝑖+1
𝐾𝐾𝑖𝑖

                                                          (9) 

 

olduğundan 𝑇𝑇𝑖𝑖+1
𝑇𝑇𝑖𝑖

 abeldir. Öte yandan 𝑁𝑁 çözülebilir olduğundan 𝑁𝑁 nin bölüntüleri abel olan 

bir alt normal serisi {𝑒𝑒} = 𝑁𝑁0 ⊲ 𝑁𝑁1 ⊲ ⋯ ⊲ 𝑁𝑁𝑠𝑠 = 𝑁𝑁 … (2) vardır. (1) ve (2) birleştirilirse 

{𝑒𝑒} = 𝑁𝑁0 ⊲ 𝑁𝑁1 ⊲ ⋯ ⊲ 𝑁𝑁𝑠𝑠 = 𝑇𝑇0 ⊲ 𝑇𝑇1 ⊲ ⋯ ⊲ 𝑇𝑇𝑟𝑟 = 𝐻𝐻   alt normal serisi elde edilir. Bu 

serinin her bölüntüsü ya 𝑁𝑁𝑖𝑖+1
𝑁𝑁𝑖𝑖

 ya da 𝑇𝑇𝑖𝑖+1
𝑇𝑇𝑖𝑖

 olduğundan bu bölüntüler abeldir. Dolayısıyla              

𝐻𝐻 çözülebilirdir.                                                                                                                           □ 

 

2.5.9. Tanım  𝐻𝐻 bir grup 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐻𝐻 olsun.  

 

(i) [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] = 𝑎𝑎−1𝑏𝑏−1𝑎𝑎𝑎𝑎 elemanına 𝑎𝑎 ile 𝑏𝑏 nin komütatörü denir. 

 
(ii) [𝐻𝐻,𝐻𝐻] =< [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]:𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐻𝐻 > grubuna 𝐻𝐻 nin komütatör altgrubu denir ve 𝐻𝐻′ ile gösterilir  

(Asar ve diğerleri, 2010). 

 

2.5.10. Teorem 𝐻𝐻 bir grup olsun. Aşağıdakiler sağlanır. 

 

(i) 𝐻𝐻′ ⊲ 𝐻𝐻 dir. 

 
(ii) 𝐻𝐻

𝐻𝐻′
  abeldir (Asar ve diğerleri, 2010). 

 

Kanıt.  (i) [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] ∈ 𝐻𝐻′ ve ℎ ∈ 𝐻𝐻 olsun. 
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                             ℎ−1[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]ℎ = ℎ−1(𝑎𝑎−1𝑏𝑏−1𝑎𝑎𝑎𝑎)ℎ = ℎ−1𝑎𝑎−1𝑒𝑒𝑏𝑏−1𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒ℎ                        (10) 

                                            = (ℎ−1𝑎𝑎−1ℎ)(ℎ−1𝑏𝑏−1ℎ)(ℎ−1𝑎𝑎ℎ)(ℎ−1𝑏𝑏ℎ) 

                                            = (ℎ−1𝑎𝑎ℎ)−1(ℎ−1𝑏𝑏ℎ)−1(ℎ−1𝑎𝑎ℎ)(ℎ−1𝑏𝑏ℎ) 

                                            = [ℎ−1𝑎𝑎ℎ,ℎ−1𝑏𝑏ℎ] ∈ 𝐻𝐻′ 

 

olduğundan ℎ−1[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]ℎ ∈ 𝐻𝐻′ ve böylece 𝐻𝐻′ ⊲ 𝐻𝐻 dir. 

 
(ii) 𝑎𝑎𝐻𝐻′, 𝑏𝑏𝐻𝐻′ ∈ 𝐻𝐻

𝐻𝐻′
 olsun. O halde [𝑏𝑏,𝑎𝑎] ∈ 𝐻𝐻′ olduğundan 𝑎𝑎𝐻𝐻′ 𝑏𝑏𝐻𝐻′ = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝐻𝐻′ =

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑏𝑏−1𝑎𝑎−1𝑏𝑏𝑏𝑏)𝐻𝐻′ = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝐻𝐻′ = 𝑏𝑏𝑏𝑏′𝑎𝑎𝑎𝑎′ eşitliği sağlanır. Böylece  𝐻𝐻
𝐻𝐻′

 abeldir.                            □                                                                                                        

 

2.5.11. Tanım 𝐻𝐻 bir grup olsun. Tümevarım yöntemiyle her 𝑘𝑘 ≥ 0 için 𝐻𝐻 nin aşağıdaki 

altgrupları tanımlansın.  

 

𝐻𝐻(0) = 𝐻𝐻 ve her 𝑘𝑘 ≥ 0 için 𝐻𝐻(𝑘𝑘+1) = (𝐻𝐻(𝑘𝑘))′ olsun. Buradan 𝐻𝐻 nin altgruplarının                      

𝐻𝐻 = 𝐻𝐻(0) ≥ 𝐻𝐻(1) ≥ ⋯ ≥ 𝐻𝐻(𝑘𝑘) ≥ 𝐻𝐻(𝑘𝑘+1) …  azalan zinciri elde edilir. Buna 𝐻𝐻 nin komütatör 

zinciri ve her  𝑘𝑘 ≥ 0 için 𝐻𝐻(𝑘𝑘) ya 𝐻𝐻 nin 𝑘𝑘-yıncı komütatör altgrubu denir. 

 

Özel olarak 𝐻𝐻(1) = 𝐻𝐻′ dir. Kolayca görüldüğü gibi 𝐻𝐻(𝑘𝑘) ⊲ 𝐻𝐻  ve  𝐻𝐻
(𝑘𝑘)

𝐻𝐻(𝑘𝑘+1)  abeldir. Çoğunlukla 

𝐻𝐻(1) = 𝐻𝐻′,𝐻𝐻(2) = 𝐻𝐻′′ ve 𝐻𝐻(3) = 𝐻𝐻′′′ ile gösterilir. Eğer bir grubun komütatör zinciri {𝑒𝑒} ye 

ulaşırsa o zaman bu zincire o grubun komütatör serisi denir (Asar ve diğerleri, 2010). 

 

2.5.12. Teorem 𝐻𝐻 bir grup olsun. 𝐻𝐻 nin çözülebilir olması için gerek ve yeter şart                           

𝐻𝐻(𝑛𝑛) = {𝑒𝑒} olacak biçimde bir 𝑛𝑛 doğal sayısının olmasıdır  (Asar ve diğerleri, 2010). 

 

Kanıt. 𝐻𝐻 çözülebilir olsun. Bu takdirde 𝐻𝐻 nin bir {𝑒𝑒} = 𝑇𝑇0 ⊲ 𝑇𝑇1 ⊲ ⋯ ⊲ 𝑇𝑇𝑛𝑛 = 𝐻𝐻 alt normal 

serisi vardır. Burada her 0 ≤ 𝑘𝑘 < 𝑛𝑛 için 𝑇𝑇𝑘𝑘+1
𝑇𝑇𝑘𝑘

 abel olduğu açıktır. 𝑘𝑘 üzerine tümevarımla her 

0 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛 için 𝐻𝐻(𝑘𝑘) ≤ 𝑇𝑇𝑛𝑛−𝑘𝑘 olduğunu göstermek yeterlidir. 𝑘𝑘 = 0 için 𝐻𝐻(0) = 𝐻𝐻 = 𝑇𝑇𝑛𝑛 dir. 

Şimdi 𝑘𝑘 ≥ 0 için iddia doğru olsun; yani 𝐻𝐻(𝑘𝑘) ≤ 𝑇𝑇𝑛𝑛−𝑘𝑘 olsun.                                                                         

𝐻𝐻(𝑘𝑘+1) = �𝐻𝐻(𝑘𝑘),𝐻𝐻(𝑘𝑘)� ≤ [𝑇𝑇𝑛𝑛−𝑘𝑘,𝑇𝑇𝑛𝑛−𝑘𝑘] = (𝑇𝑇𝑛𝑛−𝑘𝑘)′ ≤ 𝑇𝑇𝑛𝑛−𝑘𝑘−1 iken 𝐻𝐻(𝑘𝑘+1) ≤ 𝑇𝑇𝑛𝑛−(𝑘𝑘+1) 

sağlansın. Şimdi 𝑘𝑘 = 𝑛𝑛 için  𝐻𝐻(𝑛𝑛) ≤ 𝑇𝑇𝑛𝑛−𝑛𝑛 = 𝑇𝑇0 = {𝑒𝑒} olduğundan 𝐻𝐻(𝑛𝑛) = {𝑒𝑒} dir. Tersine 

𝐻𝐻(𝑛𝑛) = {𝑒𝑒} olsun. {𝑒𝑒} = 𝐻𝐻(𝑛𝑛) ⊲ 𝐻𝐻(𝑛𝑛−1) ⊲ ⋯ ⊲ 𝐻𝐻(0) = 𝐻𝐻, 𝐻𝐻 nin bir normal serisidir. Ayrıca 
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her 0 ≤ 𝑘𝑘 < 𝑛𝑛 için 𝐻𝐻(𝑘𝑘+1) = �𝐻𝐻(𝑘𝑘),𝐻𝐻(𝑘𝑘)� = (𝐻𝐻(𝑘𝑘))′ olduğundan bir önceki teoremden 

𝐻𝐻(𝑘𝑘)

𝐻𝐻(𝑘𝑘+1) = 𝐻𝐻(𝑘𝑘)

(𝐻𝐻(𝑘𝑘))′ 
 abeldir. Dolayısıyla 𝐻𝐻 çözülebilirdir.                                                                 □  

                                                                                                                

2.5.13. Tanım 𝐻𝐻 bir çözülebilir grup olsun. 𝐻𝐻(𝑛𝑛) = {𝑒𝑒} şartını sağlayan 𝑛𝑛 doğal sayılarının 

en küçüğüne 𝐻𝐻 nin çözülebilir (komütatör) uzunluğu denir. Böylece 𝐻𝐻 = {𝑒𝑒} ise 

çözülebilirlik uzunluğu 0 ve 𝐻𝐻 ≠ {𝑒𝑒} abel ise çözülebilirlik uzunluğu 1 dir. 𝐻𝐻 abel ise 

∀𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑏𝑏𝑏𝑏 eşitliğinden 𝑎𝑎−1𝑏𝑏−1𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑒𝑒 sağlanır. [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] = 𝑒𝑒 iken 𝐻𝐻′ = 𝑒𝑒 olup 

𝐻𝐻(1) = 𝑒𝑒 = 1 dir (Asar ve diğerleri, 2010). 

 

2.5.14. Teorem 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 asal sayılar 𝑚𝑚 ≥ 0 bir tamsayı olsun. O zaman mertebesi 𝑝𝑝𝑚𝑚 ya da 𝑝𝑝𝑚𝑚𝑞𝑞 

olan bir grup çözülebilirdir (Asar ve diğerleri, 2010). 

 

Kanıt.  (i) 𝐻𝐻 bir grup ve |𝐻𝐻| = 𝑝𝑝𝑚𝑚 olsun. 𝑚𝑚 üzerine tümevarım uygulayalım. 𝑚𝑚 = 0 için 

iddia doğrudur. Öyleyse 𝑚𝑚 > 0 olsun. O zaman 𝑍𝑍(𝐻𝐻) ≠ {𝑒𝑒} olduğundan | 𝐻𝐻
𝑍𝑍(𝐻𝐻) | < |𝐻𝐻| dir. 

Şimdi 𝑍𝑍(𝐻𝐻) abel ve tümevarımdan dolayı  𝐻𝐻
𝑍𝑍(𝐻𝐻)

  çözülebilir olduğundan Teorem 2.5.8 den 

𝐻𝐻 çözülebilirdir. 

 
(ii) 𝐻𝐻 bir grup ve |𝐻𝐻| = 𝑝𝑝𝑚𝑚𝑞𝑞 olsun. 𝑚𝑚 üzerine tümevarım uygulayalım. 𝑚𝑚 = 0 için                  

𝐻𝐻 devirli olduğundan çözülebilirdir. Öyleyse 𝑚𝑚 > 0 ve iddia mertebesi 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑞𝑞 < 𝑝𝑝𝑚𝑚𝑞𝑞 olan 

gruplar için doğru olsun. (i) den dolayı 𝑝𝑝 ≠ 𝑞𝑞 alınabilir. Eğer 𝑛𝑛𝑝𝑝 = 1  ise 𝐻𝐻 nin bir Sylow 𝑝𝑝- 

altgrubu normal olacağından (i) ve Teorem 2.5.8 den dolayı 𝐻𝐻 çözülebilirdir. Öyleyse     

𝑛𝑛𝑝𝑝 > 1 olsun. Teorem 2.3. 12 (iii) den 𝑛𝑛𝑝𝑝|𝑝𝑝𝑚𝑚𝑞𝑞 ve 𝑛𝑛𝑝𝑝 ≡ 1(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚) olduğundan 𝑛𝑛𝑝𝑝 = 𝑞𝑞 dur.            

𝐻𝐻 nin birbirinden farklı öyle iki Sylow 𝑝𝑝-altgrubu 𝑃𝑃1,𝑃𝑃2 vardır ki, 𝐷𝐷 = 𝑃𝑃1 ∩ 𝑃𝑃2 nin mertebesi 

maksimumdur. 𝐷𝐷 = {𝑒𝑒} olsun. 𝐻𝐻 nin herhangi iki Sylow 𝑝𝑝 −altgrubunun arakesiti {𝑒𝑒} 

olduğundan 𝐻𝐻 nin mertebesi 𝑝𝑝 nin pozitif kuvveti olan elemanlarının sayısı                      

𝑞𝑞(𝑝𝑝𝑚𝑚 − 1) = 𝑞𝑞𝑝𝑝𝑚𝑚 − 𝑞𝑞 dur. Bu durumda |𝐻𝐻| = 𝑝𝑝𝑚𝑚𝑞𝑞 olduğundan 𝑛𝑛𝑞𝑞 = 1 ve 𝐻𝐻 nin bir Sylow 

𝑞𝑞 −altgrubu normal olur. 𝐻𝐻 nin tek türlü biçimde belirli olan çözülebilir altgrubuna                   

𝑁𝑁 diyelim. |𝑁𝑁| = 𝑞𝑞 asal olduğundan devirlidir. Devirli olan her grup çözülebilir olduğundan 

𝑁𝑁 çözülebilirdir. Diğer taraftan �𝐻𝐻
𝑁𝑁
� = 𝑝𝑝𝑚𝑚𝑞𝑞

𝑞𝑞
= 𝑝𝑝𝑚𝑚 olup (i) şıkkından çözülebilirdir. Teorem 

2.5.8 gereğince çözülebilirdir. 𝐷𝐷 ≠ {𝑒𝑒} olsun. |𝐷𝐷| = 𝑝𝑝𝑘𝑘 olacak şekilde 𝑘𝑘 ≥ 1 tamsayısı 

vardır. 𝐷𝐷 ⊲ 𝐻𝐻 olsun. �𝐻𝐻
𝐷𝐷
� = |𝐻𝐻|

|𝐷𝐷|
= 𝑝𝑝𝑚𝑚𝑞𝑞

𝑝𝑝𝑘𝑘
= 𝑝𝑝𝑚𝑚−𝑘𝑘𝑞𝑞 < |𝐻𝐻| olduğundan tümevarım kabulünden 
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𝐻𝐻
𝐷𝐷

 çözülebilirdir. Ayrıca (i) den dolayı 𝐷𝐷 çözülebilir olduğundan Teorem 2.5.8 den dolayı      

𝐻𝐻 çözülebilirdir. Şimdi 𝐷𝐷,𝐻𝐻 de normal olmasın. 𝑁𝑁 = 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝐷𝐷) ve 𝑖𝑖 = 1,2 olmak üzere                          

𝑇𝑇𝑖𝑖 = 𝑁𝑁𝑃𝑃𝑖𝑖(𝐷𝐷) olsun Sonuç 2.3.9 dan dolayı 𝐷𝐷 ≠ 𝑇𝑇𝑖𝑖 dir. 〈𝑇𝑇1,𝑇𝑇2〉 ≤ 𝑁𝑁 olduğu açıktır.                 

〈𝑇𝑇1,𝑇𝑇2〉 = 〈𝑁𝑁𝑃𝑃1(𝐷𝐷),𝑁𝑁𝑃𝑃2(𝐷𝐷)〉 ≤ 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝐷𝐷) = 𝑁𝑁.  

 

Eğer 𝑁𝑁 bir 𝑝𝑝-grup olsa 𝐻𝐻 nin bir Sylow 𝑝𝑝-altgrubu 𝑃𝑃 tarafından içerilir ve 𝑃𝑃 ≠ 𝑃𝑃1 dir. Fakat 

𝐷𝐷 < 𝑇𝑇1 ≤ 𝑃𝑃 ∩ 𝑃𝑃1 olduğundan bir çelişki elde edilir. Dolayısıyla 𝑁𝑁 bir 𝑝𝑝-grup değildir.  

|𝑁𝑁| | |𝐻𝐻| olduğundan 𝑞𝑞 | |𝑁𝑁| olmalıdır. 𝑁𝑁 nin bir Sylow 𝑞𝑞-altgrubu 𝑄𝑄 olsun.  

 

                                           |𝑃𝑃1𝑄𝑄| =
|𝑃𝑃1||𝑄𝑄|

|𝑃𝑃1 ∩ 𝑄𝑄|
=
𝑝𝑝𝑚𝑚𝑞𝑞

1
= 𝑝𝑝𝑚𝑚𝑞𝑞 = |𝐻𝐻|                                     (11) 

 

olduğundan 𝑃𝑃1𝑄𝑄 = 𝐻𝐻 dir. Benzer şekilde  𝑃𝑃2𝑄𝑄 = 𝐻𝐻 dir. 𝑁𝑁 < 𝐻𝐻 olduğundan ℎ𝑁𝑁 ∈ 𝐻𝐻
𝑁𝑁

 vardır. 

ℎ = 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑏𝑏𝑏𝑏 olacak şekilde 𝑎𝑎 ∈ 𝑃𝑃1, 𝑏𝑏 ∈ 𝑃𝑃2, 𝑐𝑐,𝑑𝑑 ∈ 𝑄𝑄 vardır. Şimdi  

                                     

                                           ℎ−1𝐷𝐷ℎ = (𝑎𝑎𝑎𝑎)−1𝐷𝐷(𝑎𝑎𝑎𝑎)                                                             (12) 

= (𝑐𝑐−1𝑎𝑎−1)𝐷𝐷(𝑎𝑎𝑎𝑎) 

= 𝑐𝑐−1(𝑎𝑎−1𝐷𝐷𝐷𝐷)𝑐𝑐 

= 𝑎𝑎−1𝐷𝐷𝐷𝐷 ≤ 𝑃𝑃1 

 

ve benzer şekilde ℎ−1𝐷𝐷ℎ ≤ 𝑃𝑃2 olduğundan 〈𝐷𝐷, ℎ−1𝐷𝐷ℎ〉 ≤ 𝑃𝑃1 ∩ 𝑃𝑃2 = 𝐷𝐷 olur ki, ℎ−1𝐷𝐷ℎ ≠ 𝐷𝐷 

olduğundan bu bir çelişkidir.                                                                                                    □ 

 

2.5.15. Tanım 𝐻𝐻 bir grup olsun. Tümevarım yöntemiyle her 𝑘𝑘 ≥ 0 için 𝐻𝐻 nin 𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻) 

altgrubu: 𝑍𝑍0(𝐻𝐻) = {𝑒𝑒} ve her 𝑘𝑘 ≥ 0 için 𝑍𝑍𝑘𝑘+1(𝐻𝐻), 𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻) yi içeren ve 

 
𝑍𝑍𝑘𝑘+1(𝐻𝐻) 
𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻) 

= 𝑍𝑍(
𝐻𝐻

𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻))                                                       (13) 

 

eşitliğini sağlayan bir altgrup olsun. 𝑍𝑍𝑘𝑘+1(𝐻𝐻) , 𝑍𝑍( 𝐻𝐻
𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻)) nin doğal homomorfizmaya göre                      

𝐻𝐻 içindeki ters görüntüsüdür ve 𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻) yi içerir. Böylece 𝐻𝐻 nin altgruplarının                                         

{𝑒𝑒} = 𝑍𝑍0(𝐻𝐻) ≤ 𝑍𝑍1(𝐻𝐻) ≤ 𝑍𝑍2(𝐻𝐻) ≤ ⋯ artan zinciri elde edilir. Buna 𝐻𝐻 nin yukarı merkez 
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zinciri ve 𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻) ye 𝐻𝐻 nin k-yıncı merkezi denir. Özel olarak, 𝑍𝑍1(𝐻𝐻) = 𝑍𝑍(𝐻𝐻), 𝐻𝐻 nin 

merkezidir. Bir 𝐻𝐻 grubunun yukarı merkez zinciri 𝐻𝐻 ye ulaşırsa bu zincire 𝐻𝐻 nin yukarı 

merkez serisi denir. Yukarı merkez serisi sonlu olan gruplar çözülebilir grupların nilpotent 

gruplar denilen ve sonlu 𝑝𝑝-gruplarını da içine alan çok önemli bir alt sınıfını oluşturmaktadır 

(Asar ve diğerleri, 2010).  

 

2.5.16. Teorem Her 𝑘𝑘 ≥ 0 için 𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻) ⊲ 𝐻𝐻 dir (Asar ve diğerleri, 2010). 

 

Kanıt. 𝑘𝑘 üzerine tümevarım uygulayabiliriz. 𝑘𝑘 = 0 için 𝑍𝑍0(𝐻𝐻) = {𝑒𝑒} ⊲ 𝐻𝐻 dir. Şimdi 𝑘𝑘 ≥ 0 

için iddia doğru olsun. 𝑘𝑘 + 1 için doğruluğunu gösterelim. 𝑦𝑦 ∈ 𝑍𝑍𝑘𝑘+1(𝐻𝐻) ve ℎ ∈ 𝐻𝐻 olsun. 

Buradan 𝑦𝑦𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻) ∈ 𝑍𝑍( 𝐻𝐻
𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻)) için �ℎ𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻)�

−1
�𝑦𝑦𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻)��ℎ𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻)� = 𝑦𝑦𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻) bulunur. 

Böylece (ℎ−1𝑦𝑦ℎ)𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻) = 𝑦𝑦𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻) elde edilir. Dolayısıyla ℎ−1𝑦𝑦ℎ = 𝑦𝑦𝑦𝑦 olacak biçimde         

𝑡𝑡 ∈ 𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻) vardır. Üstelik 𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻) ≤ 𝑍𝑍𝑘𝑘+1(𝐻𝐻) olduğundan ℎ−1𝑦𝑦ℎ ∈ 𝑍𝑍𝑘𝑘+1(𝐻𝐻) dir. Sonuç 

olarak  𝑍𝑍𝑘𝑘+1(𝐻𝐻) ⊲ 𝐻𝐻 dir.                                                                                                                      □ 

 

2.5.17. Tanım 𝐻𝐻 bir grup olsun. Eğer 𝑛𝑛 ≥ 0 için 𝑍𝑍𝑛𝑛(𝐻𝐻) = 𝐻𝐻 ise 𝐻𝐻 ye bir nilpotent grup 

denir. Bu eşitliği sağlayan 𝑛𝑛 sayılarının en küçüğüne 𝐻𝐻 nin nilpotentlik sınıfı denir (Asar ve 

diğerleri, 2010). 

 

2.5.18. Uyarı Her abel grup nilpotenttir. Ayrıca her nilpotent grup çözülebilirdir. Gerçekten 

𝐻𝐻 nilpotent ise bir 𝑛𝑛 ≥ 0 için {𝑒𝑒} = 𝑍𝑍0(𝐻𝐻) ⊲ 𝑍𝑍1(𝐻𝐻) ⊲ ⋯ ⊲ 𝑍𝑍𝑛𝑛(𝐻𝐻) = 𝐻𝐻 ve her 0 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑛𝑛 

için 𝑍𝑍𝑖𝑖+1(𝐻𝐻)
𝑍𝑍𝑖𝑖(𝐻𝐻)

 abel olduğundan 𝐻𝐻 çözülebilirdir. Bunun karşıtı doğru değildir; çünkü 𝑆𝑆3 

çözülebilirdir fakat 𝑍𝑍(𝑆𝑆3) = {(1)} olduğundan nilpotent değildir. Tanımdan görüldüğü gibi, 

birim grubun nilpotentlik sınıfı 0 ve birimden farklı bir abel grubun nilpotentlik sınıfı 1 dir 

(Asar ve diğerleri, 2010).  

 

2.5.19. Teorem 𝐻𝐻, mertebesi 𝑝𝑝𝑛𝑛 olan bir 𝑝𝑝-grubu olsun. O zaman 𝐻𝐻 nilpotenttir. Eğer                                

𝑛𝑛 ≥ 2 ise 𝐻𝐻 nin nilpotentlik sınıfı en çok 𝑛𝑛 − 1 dir (Asar ve diğerleri, 2010). 

 

Kanıt. Önce 𝐻𝐻 nin nilpotent olduğunu gösterelim. Eğer 𝑛𝑛 = 0 ise 𝐻𝐻 = {𝑒𝑒} nilpotenttir. 

Öyleyse 𝑛𝑛 ≥ 1 olsun. Kabul edelim ki bir 𝑘𝑘 ≥ 1 için 𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻) < 𝐻𝐻 olsun. 𝐻𝐻 𝑝𝑝-grup   

olduğundan 𝑍𝑍(𝐻𝐻) ≠ {𝑒𝑒} dir. Böylece | 𝑍𝑍(𝐻𝐻)
𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻) | > 1 olmalıdır. Buradan | 𝑍𝑍(𝐻𝐻)

𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻) | ≥ 𝑝𝑝 dir. Bu 
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ise, | 𝑍𝑍𝑘𝑘+1(𝐻𝐻)
𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻) | ≥ 𝑝𝑝 iken |𝑍𝑍𝑘𝑘+1(𝐻𝐻)| > |𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻)| olmasını gerektirir. Benzer şekilde devam 

edilerek   |𝐻𝐻| = 𝑝𝑝𝑛𝑛 iken bir 𝑐𝑐 ≤ 𝑛𝑛 için 𝑍𝑍𝑐𝑐(𝐻𝐻) = 𝐻𝐻 olduğu ve böylece 𝐻𝐻 nin nilpotent olduğu 

görülür. Şimdi 𝑛𝑛 ≥ 2 olsun. Mümkünse 𝐻𝐻 nin nilpotentlik sınıfı 𝑛𝑛 olsun. O zaman her                          

1 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛 için |𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻)| = 𝑝𝑝𝑘𝑘 olmalıdır. Özel olarak, |𝑍𝑍𝑛𝑛−2(𝐻𝐻)| = 𝑝𝑝𝑛𝑛−2 olur. Bu durumda 

� 𝐻𝐻
𝑍𝑍𝑛𝑛−2(𝐻𝐻)� = 𝑝𝑝2 bulunur. 𝑝𝑝2 mertebeli gruplar abel olduğundan dolayı  𝐻𝐻

𝑍𝑍𝑛𝑛−2(𝐻𝐻)
 abeldir ve 

böylece 𝑍𝑍𝑛𝑛−1(𝐻𝐻) = 𝐻𝐻 olur ki bu bir çelişkidir. Dolayısıyla 𝐻𝐻 nin nilpotentlik sınıfı                                    

𝑛𝑛 − 1 den küçük veya eşittir.                                                                                                   □                                                                                                                                                                                                                                                                                                      

 

2.5.20. Teorem 𝐻𝐻 bir sonlu grup ve 𝑇𝑇 ile 𝐾𝐾, 𝐻𝐻 nin normal altgrupları olmak üzere                     

𝐻𝐻 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 olsun. Eğer 𝑇𝑇 ve 𝐾𝐾 nilpotent ise 𝐻𝐻 nilpotenttir (Asar ve diğerleri, 2010). 

 

Kanıt.  𝑇𝑇 ve 𝐾𝐾 nin nilpotenlik sınıfları sırasıyla 𝑚𝑚 ve 𝑛𝑛 olsun. {𝑒𝑒} = 𝑍𝑍0(𝑇𝑇) ⊲ 𝑍𝑍1(𝑇𝑇) ⊲. . .⊲

𝑍𝑍𝑚𝑚(𝑇𝑇) = 𝑇𝑇, {𝑒𝑒} = 𝑍𝑍0(𝐾𝐾) ⊲ 𝑍𝑍1(𝐾𝐾) ⊲. . .⊲ 𝑍𝑍𝑛𝑛(𝐾𝐾) = 𝐾𝐾 dır. Genelliği bozmadan 𝑚𝑚 ≤ 𝑛𝑛 

alınabilir. Şimdi her 𝑖𝑖 ≥ 0 için 𝑇𝑇𝑖𝑖(𝐻𝐻) = 𝑍𝑍𝑖𝑖(𝑇𝑇)𝑍𝑍𝑖𝑖(𝐾𝐾) = 𝑍𝑍𝑖𝑖(𝑇𝑇) × 𝑍𝑍𝑖𝑖(𝐾𝐾) olsun. Burada                            

𝑖𝑖 ≥ 𝑚𝑚 için 𝑇𝑇𝑖𝑖(𝐻𝐻) = 𝑍𝑍𝑚𝑚(𝑇𝑇)𝑍𝑍𝑖𝑖(𝐾𝐾) dır. 𝑍𝑍𝑖𝑖(𝑇𝑇), 𝑍𝑍𝑖𝑖(𝐾𝐾) nin 𝐻𝐻 nin 𝑖𝑖. yukarı merkez terimi 

olduğunu gösterelim. 𝑖𝑖 = 0 için iddia açıktır. 𝑖𝑖 > 0 için iddia doğru olsun. Şimdi iddianın 

𝑖𝑖 + 1 için doğru olduğunu gösterelim. [𝑇𝑇,𝐾𝐾] = {𝑒𝑒} olduğundan ve 𝐾𝐾 ⊲ 𝐻𝐻, 𝑇𝑇 ⊲ 𝐻𝐻 ve                

𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾 = {𝑒𝑒} ise her 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇 ve 𝑘𝑘 ∈ 𝐾𝐾 için 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 olduğundan [𝑍𝑍𝑖𝑖+1(𝑇𝑇),𝑇𝑇𝑇𝑇] =

[𝑍𝑍𝑖𝑖+1(𝑇𝑇),𝑇𝑇] ≤ 𝑍𝑍𝑖𝑖(𝑇𝑇) ≤ 𝑍𝑍𝑖𝑖(𝐻𝐻) bulunur. Benzer biçimde [𝑍𝑍𝑖𝑖+1(𝐾𝐾),𝑇𝑇𝑇𝑇] ≤ 𝑍𝑍𝑖𝑖(𝐻𝐻) olup            

𝑇𝑇𝑖𝑖+1(𝐻𝐻) ≤ 𝑍𝑍𝑖𝑖+1(𝐻𝐻) dir. Şimdi 𝑧𝑧 ∈ 𝑍𝑍𝑖𝑖+1(𝐻𝐻) olsun. 𝑧𝑧 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 olacak biçimde 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇 ve 𝑘𝑘 ∈ 𝐾𝐾 

vardır. 𝑥𝑥 ∈ 𝑇𝑇 olsun. [𝑡𝑡, 𝑥𝑥] = [𝑧𝑧, 𝑥𝑥] ∈ 𝑍𝑍𝑖𝑖(𝐻𝐻) ∩ 𝑇𝑇 = �𝑍𝑍𝑖𝑖(𝑇𝑇) 𝑍𝑍𝑖𝑖(𝐾𝐾)� ∩ 𝑇𝑇 = 𝑍𝑍𝑖𝑖(𝑇𝑇) 𝑍𝑍𝑖𝑖(𝐾𝐾 ∩

𝑇𝑇) = 𝑍𝑍𝑖𝑖(𝑇𝑇) eşitliğinden [𝑡𝑡, 𝑥𝑥] ∈ 𝑍𝑍𝑖𝑖(𝑇𝑇) bulunur. Bu ise 𝑡𝑡 ∈ 𝑍𝑍𝑖𝑖+1(𝑇𝑇) olduğunu gösterir. 

Benzer biçimde 𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍𝑖𝑖+1(𝐾𝐾) dır. Dolayısıyla 𝑧𝑧 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇𝑖𝑖+1(𝐻𝐻) ve buradan                                     

𝑍𝑍𝑖𝑖+1(𝐻𝐻) ≤ 𝑇𝑇𝑖𝑖+1(𝐻𝐻) dir. Böylece 𝑍𝑍𝑖𝑖+1(𝐻𝐻) = 𝑇𝑇𝑖𝑖+1(𝐻𝐻) olduğundan iddia gerçeklenir. Sonuç 

olarak 𝑖𝑖 = 𝑛𝑛 için 𝑍𝑍𝑛𝑛(𝐻𝐻) = 𝑇𝑇𝑛𝑛(𝐻𝐻) = 𝑍𝑍𝑛𝑛(𝑇𝑇)𝑍𝑍𝑛𝑛(𝐾𝐾) = 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝐻𝐻 olduğundan 𝐻𝐻 nilpotenttir.    □                                                                                      

 

2.5.21. Teorem 𝐻𝐻 bir sonlu grup olsun. Aşağıdakiler denktir. 

 

(i) 𝐻𝐻 nilpotenttir. 

 
(ii) 𝑇𝑇,𝐻𝐻 nin bir öz normal altgrubu ise 𝑇𝑇 < 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝑇𝑇) dır. 

 
(iii) 𝐻𝐻 Sylow 𝑝𝑝-altgruplarının direkt çarpımına izomorftur (Asar ve diğerleri, 2010). 
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Kanıt. (i) ⇒ (ii) 𝑇𝑇,𝐻𝐻 nin bir öz normal altgrubu olsun. 𝐻𝐻 nilpotent olduğundan öyle bir         

𝑛𝑛 ≥ 0 tamsayısı için {𝑒𝑒} = 𝑍𝑍0(𝐻𝐻) ⊲ 𝑍𝑍1(𝐻𝐻) ⊲ ⋯ ⊲ 𝑍𝑍𝑛𝑛(𝐻𝐻) = 𝐻𝐻 dir. 𝑇𝑇 ≠ 𝐻𝐻 olduğundan 

öyle bir 0 ≤ 𝑘𝑘 < 𝑛𝑛 vardır ki, 𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻) ≤ 𝑇𝑇 iken 𝑍𝑍𝑘𝑘+1(𝐻𝐻) ≰ 𝑇𝑇 dir. ℎ ∈ 𝑍𝑍𝑘𝑘+1(𝐻𝐻)\𝑇𝑇 ve 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇 

iken ℎ𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻)  ∈  𝑍𝑍𝑘𝑘+1(𝐻𝐻)
𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻)  =  𝑍𝑍( 𝐻𝐻

𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻) ) olduğundan �ℎ𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻)�
−1
�𝑡𝑡𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻)��ℎ𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻)� =

𝑡𝑡𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻) ve buradan (ℎ−1𝑡𝑡ℎ)𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻) = 𝑡𝑡𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻) sağlanır. Dolayısıyla ℎ−1𝑡𝑡ℎ = 𝑡𝑡𝑡𝑡 olacak 

biçimde 𝑧𝑧 ∈ 𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻) vardır. Ayrıca 𝑍𝑍𝑘𝑘(𝐻𝐻) ≤ 𝑇𝑇 olduğundan ℎ−1𝑡𝑡ℎ ∈ 𝑇𝑇 dir. Böylece          

ℎ−1𝑇𝑇ℎ ≤ 𝑇𝑇 olur. Ayrıca 𝑇𝑇 sonlu olduğundan ℎ−1𝑇𝑇ℎ = 𝑇𝑇 ve buradan ℎ ∈ 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝑇𝑇) dır. Üstelik 

ℎ ∉ 𝑇𝑇 için 𝑇𝑇 < 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝑇𝑇) dır. 

 

(ii) ⇒ (iii) 𝑃𝑃,𝐻𝐻 nin bir Sylow 𝑝𝑝-altgrubu olsun. 𝑃𝑃 nin 𝐻𝐻 nin normal altgrubu olduğunu 

gösterelim. 𝐾𝐾 = 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝑃𝑃) olsun. Böylece 𝑃𝑃 ⊲ 𝐾𝐾 dır. Eğer 𝐾𝐾 < 𝐻𝐻 ise kabul gereğince 

𝑁𝑁𝐻𝐻(𝐾𝐾) > 𝐾𝐾 olur ki bu durum 𝑁𝑁𝐻𝐻�𝑁𝑁𝐻𝐻(𝑃𝑃)� = 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝑃𝑃) olmasıyla çelişir. Dolayısıyla 𝐾𝐾 = 𝐻𝐻 

ve 𝑃𝑃 ⊲ 𝐻𝐻 dir. 𝐻𝐻 sonlu olduğundan 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2, … , 𝑝𝑝𝑡𝑡 birbirinden farklı asal sayılar ve 𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, … , 𝑠𝑠𝑡𝑡 

pozitif tamsayılar olmak üzere |𝐻𝐻| = 𝑝𝑝1
𝑠𝑠1𝑝𝑝2

𝑠𝑠2 … . 𝑝𝑝𝑡𝑡
𝑠𝑠𝑡𝑡 dir. Her 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑡𝑡 için 𝐻𝐻 nin Sylow                      

𝑝𝑝𝑖𝑖-altgrubu 𝑃𝑃𝑖𝑖 olsun. |𝑃𝑃𝑖𝑖| = 𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑠𝑠𝑖𝑖  dir. İlk olarak 𝐻𝐻 = 𝑃𝑃1𝑃𝑃2 …𝑃𝑃𝑡𝑡 olduğunu gösterelim.                   

𝑇𝑇 = 𝑃𝑃1𝑃𝑃2 …𝑃𝑃𝑡𝑡 diyelim. Her 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑡𝑡 için 𝑃𝑃𝑖𝑖 ⊲ 𝐻𝐻 olduğundan 𝑇𝑇,𝐻𝐻 nin bir normal 

altgrubudur.  Her 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑡𝑡 için  |𝑃𝑃𝑖𝑖| = 𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑠𝑠𝑖𝑖 olup 𝑇𝑇,𝐻𝐻 nin bir altgrubu olduğundan 𝑇𝑇 nin 

mertebesi 𝐻𝐻 nin mertebesini böler dolayısıyla 𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑠𝑠𝑖𝑖  | |𝑇𝑇|dir. Ayrıca �𝑝𝑝1

𝑠𝑠1 ,𝑝𝑝2
𝑠𝑠2 , … ,𝑝𝑝𝑡𝑡

𝑠𝑠𝑡𝑡� = 1 ve 

|𝐻𝐻| = 𝑝𝑝1
𝑠𝑠1𝑝𝑝2

𝑠𝑠2 … . 𝑝𝑝𝑡𝑡
𝑠𝑠𝑡𝑡 olduğundan 𝑇𝑇 = 𝐻𝐻 dir. 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑡𝑡 olan her 𝑖𝑖 ∈ ℤ+ için                                                

𝑃𝑃𝑖𝑖 ∩ (𝑃𝑃1𝑃𝑃2 …𝑃𝑃𝑖𝑖−1. .𝑃𝑃𝑡𝑡) = {𝑒𝑒} olduğunu gösterelim. 𝑇𝑇 = 𝑃𝑃1𝑃𝑃2 …𝑃𝑃𝑖𝑖−1 …𝑃𝑃𝑖𝑖+1 …𝑃𝑃𝑡𝑡 olsun.     

𝑇𝑇 ⊲ 𝐻𝐻 ve 𝐻𝐻 = 𝑇𝑇𝑃𝑃𝑖𝑖 dir. 𝑝𝑝1
𝑠𝑠1 ⋅ 𝑝𝑝2

𝑠𝑠2 ⋅ … ⋅ 𝑝𝑝𝑡𝑡
𝑠𝑠𝑡𝑡| |𝑇𝑇| dir. Şimdi |𝐻𝐻| = |𝑇𝑇𝑃𝑃𝑖𝑖| = |𝑇𝑇||𝑃𝑃𝑖𝑖|

|𝑇𝑇∩𝑃𝑃𝑖𝑖|
≤ �𝑝𝑝1

𝑠𝑠1 ⋅ 𝑝𝑝2
𝑠𝑠2 ⋅

… ⋅ 𝑝𝑝𝑡𝑡
𝑠𝑠𝑡𝑡�𝑝𝑝𝑖𝑖

𝑠𝑠𝑖𝑖 1
|𝑇𝑇∩𝑃𝑃𝑖𝑖|

= |𝐻𝐻|
|𝑇𝑇∩𝑃𝑃𝑖𝑖|

 olduğundan |𝑇𝑇 ∩ 𝑃𝑃𝑖𝑖| = 1 dir.  Böylece 𝐻𝐻 ≅ 𝑃𝑃1𝑃𝑃2 …𝑃𝑃𝑡𝑡 dir. 

 

(iii) ⇒ (i) 𝑃𝑃1,𝑃𝑃2, … ,𝑃𝑃𝑡𝑡 𝐻𝐻 nin birbirinden farklı Sylow 𝑝𝑝-altgrupları olmak üzere                  

𝐻𝐻 ≅ 𝑃𝑃1 ⋅ 𝑃𝑃2 … ⋅ 𝑃𝑃𝑡𝑡 olsun. Bu takdirde 𝐻𝐻 = 𝑃𝑃1𝑃𝑃2 …𝑃𝑃𝑡𝑡 bir iç direkt çarpımdır. 𝑡𝑡 üzerine 

tümevarım uygulanırsa 𝑡𝑡 = 1 için 𝐻𝐻 = 𝑃𝑃1 olduğundan Teorem 2.5.19 dan dolayı 

nilpotenttir. Şimdi ise 𝑡𝑡 > 1 ve 𝐾𝐾 = 𝑃𝑃2 …𝑃𝑃𝑡𝑡 olsun. O zaman 𝐻𝐻 = 𝑃𝑃1𝐾𝐾 dır. Ayrıca 𝑃𝑃1 

nilpotent ve tümevarım hipotezinden dolayı 𝐾𝐾 nilpotent olduğundan Teorem 2.5.20 

gereğince 𝐻𝐻 nilpotenttir. Böylece tümevarım yoluyla ispat tamamlanır.                                    □                                                                                                       
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2.5.22. Önerme 𝐻𝐻 basit bir grup olsun. 𝐻𝐻 nin çözülebilir olması için gerek ve yeter koşul                    

𝐻𝐻 nin mertebesinin bir asal sayı olmasıdır (Asar ve diğerleri, 2010). 

 

Kanıt. (⇒) 𝐻𝐻 nin mertebesi bir asal sayı ise 𝐻𝐻 basittir. Tersine 𝐻𝐻 basit ve çözülebilir olsun.                        

𝐻𝐻 ≠ {𝑒𝑒} ve 𝐻𝐻 nin {𝑒𝑒} den başka öz normal altgrubu yoktur. 𝐻𝐻 çözülebilir olduğundan       

𝐻𝐻′ < 𝐻𝐻 dir. Ayrıca 𝐻𝐻′ ⊲ 𝐻𝐻 olduğundan 𝐻𝐻′ = {𝑒𝑒} ve 𝐻𝐻 abeldir. Dolayısıyla |𝐻𝐻| = 𝑝𝑝 

olmalıdır. 

(⇐) 𝐻𝐻 nin mertebesi asal olsun. |𝐻𝐻| = 𝑝𝑝 olduğundan 𝐻𝐻 çözülebilirdir.                                 □                                                    

 

2.5.23. Önerme 𝐻𝐻 ve 𝑇𝑇 çözülebilir gruplar olsun. Bu takdirde 𝐻𝐻𝐻𝐻 de çözülebilirdir (Asar ve 

diğerleri, 2010). 

  

Kanıt. 𝑊𝑊 = 𝐻𝐻𝐻𝐻 olsun. 𝑇𝑇 ve 𝑊𝑊
𝑇𝑇

= 𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑇𝑇
≅ 𝐻𝐻

𝐻𝐻∩𝑇𝑇
≅ 𝐻𝐻

{𝑒𝑒}
= 𝐻𝐻 çözülebilirken Teorem 2.5.20 den                      

𝑊𝑊 çözülebilirdir .                                                                                                                     □  

 

2.5.24. Önerme 𝐻𝐻 sonlu nilpotent grubunun her öz altgrubu alt normaldir (Asar ve diğerleri, 

2010). 

 

Kanıt. 𝐻𝐻 nilpotent ve 𝑇𝑇 < 𝐻𝐻 olsun. 𝑁𝑁1 = 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝑇𝑇) olarak adlandırılırsa, 𝑇𝑇 ⊲ 𝑁𝑁1 ve  𝑇𝑇 < 𝑁𝑁1 

dir. Eğer 𝑁𝑁1 < 𝐻𝐻 ise 𝑁𝑁2 = 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝑁𝑁1) için 𝑁𝑁1 ⊲ 𝑁𝑁2 bulunur. Dolayısıyla 𝑇𝑇 = 𝑁𝑁0 ⊲ 𝑁𝑁1 ⊲ 𝑁𝑁2 

olur. Bu şekilde devam edilirse 𝐻𝐻 sonlu olduğundan, öyle bir  𝑘𝑘 ≥ 1 tamsayısı ve                                     

her 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘 için 𝑁𝑁1 = 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝑁𝑁𝑖𝑖−1),𝑁𝑁𝑘𝑘 < 𝐻𝐻 iken 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝑁𝑁𝑘𝑘) = 𝐻𝐻 dir. Sonuç olarak                               

𝑇𝑇 = 𝑁𝑁0 ⊲ 𝑁𝑁1 ⊲ ⋯ ⊲ 𝑁𝑁𝑘𝑘 ⊲ 𝐻𝐻 olduğundan 𝑇𝑇,𝐻𝐻 de alt normal altgruptur.                                □                     

 

2.5.25. Tanım 𝐻𝐻 grubunun 𝐻𝐻 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ve 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾 = {𝑒𝑒} koşulunu sağlayan 𝑇𝑇 ve 𝐾𝐾 altgruplarına 

birbirlerinin tamlayanı adı verilir (Guo ve Lu, 2012). 

 

2.5.26. Tanım 𝐻𝐻 bir sonlu grup olsun. 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 için 𝐻𝐻 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 olacak şekilde 𝐻𝐻 nin bir                        

𝐾𝐾 altgrubu varsa, 𝐻𝐻 de tümlenmiş altgrup denir. Bu durumda 𝐾𝐾 nin 𝐻𝐻 de 𝑇𝑇 nin tümleyeni 

denir (Ballester-Bolinches ve diğerleri, 1998). 
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2.5.27. Tanım 𝐻𝐻 bir sonlu grup olsun. 𝐻𝐻 nin 𝑇𝑇 altgrubunun 𝐻𝐻 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ve 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾 ≤ 𝑇𝑇𝐻𝐻 olacak 

şekilde 𝐻𝐻 nin bir 𝐾𝐾 altgrubu varsa 𝑇𝑇 ye 𝐻𝐻 de 𝐶𝐶 −tümlenmiş denir. Bu durumda, 𝐾𝐾 ya                

𝐻𝐻 içinde 𝑇𝑇 nin bir 𝐶𝐶 −tümleyeni denir (Ballester-Bolinches ve diğerleri, 1998).  

 

2.5.28. Tanım 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 olmak üzere 𝐻𝐻 nin, 𝐻𝐻 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ve 𝑇𝑇,𝐾𝐾 nin bütün Sylow altgrupları ile 

permüte edilebilirse 𝑇𝑇 ye 𝐻𝐻 de 𝑆𝑆𝑆𝑆-quasinormal adı verilir. Bir başka deyişle 𝐻𝐻 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 için 

her  𝑃𝑃 ≤ 𝐾𝐾 Sylow altgrubu için 𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 koşulunu sağlayan bir 𝐾𝐾 altgrubu varsa 𝑇𝑇 ye 𝐻𝐻 de 

𝑆𝑆𝑆𝑆-quasinormal denir (Guo ve Lu, 2012). 

 

2.5.29. Tanım 𝐻𝐻 sonlu bir grup olsun. 𝐻𝐻 nin bir Sylow 𝑝𝑝-altgrubunun tamlayanına 𝐻𝐻 nin                    

𝑝𝑝-tamlayanı adı verilir. 𝐻𝐻 grubunun bir 𝑝𝑝-tamlayanına 𝐻𝐻 nin Hall altgrubu adı verilir. Tanım 

gereğince 𝐻𝐻 nin bir Hall altgrubunun bir 𝑝𝑝-tamlayanı olması için gerek ve yeter koşul 

 [𝐻𝐻:𝑇𝑇] nin  𝑝𝑝 asalının bir kuvveti şeklinde olması ve 𝑝𝑝 ∤ |𝑇𝑇| olmasıdır (Rose, 1978). 

 

2.5.30. Tanım 𝑂𝑂𝑝𝑝(𝐻𝐻), 𝐻𝐻 nin en küçük normal 𝑝𝑝-faktör grubudur. Yani 𝐻𝐻
𝑂𝑂𝑝𝑝(𝐻𝐻)

  𝑝𝑝-gruptur ve 

bu koşulu sağlayan en küçük asal bölüm grubudur (Rose, 1978).  

 

2.5.31. Tanım 𝐻𝐻 abel grup olsun. Her 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑎𝑎𝑝𝑝 = 𝑒𝑒 olacak şekilde 𝑝𝑝 asal tamsayısı 

mevcutsa 𝐻𝐻 ye elementer abel grup adı verilir (Rose, 1978). 

 

2.5.32. Örnek 𝐾𝐾4 klein 4-lü grup elementer abel gruptur. 

 
2.6. Süper Çözülebilir Grup 

 

2.6.1. Tanım Bir grup, normal bir devirli seriye, yani bölüntüleri devirli olan bir normal 

seriye sahipse bu gruba süper çözülebilir grup denir. Süper çözülebilir gruplar çözülebilirdir. 

Bir tanesi dışında normal devirli altgrubu olmayan 𝐴𝐴4 grubu, süper çözülebilir gruplara bir 

örnektir (Robinson, 1991). 

2.6.2. Örnek Normal devirli altgrubu olmayan 𝐴𝐴4 grubu, süper çözülebilir gruptur 

(Robinson, 1991). 

 

2.6.3. Teorem Süper çözülebilir bir grubun esas bölüntüsünün derecesi asaldır ve maksimal 

bir altgruba göre asal indekse sahiptir (Robinson, 1991). 
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Kanıt. 𝑁𝑁 süper çözülebilir bir 𝐻𝐻 grubunun minimal normal altgrubu olsun.                                  

{𝑒𝑒} = 𝐻𝐻0 < 𝐻𝐻1 < ⋯ < 𝐻𝐻𝑛𝑛 = 𝐻𝐻 de normal bir devirli seri olsun. 𝑖𝑖, 𝑁𝑁 ∩ 𝐻𝐻𝑖𝑖 ≠ {𝑒𝑒} koşulunu 

sağlayan en küçük tamsayı ise 𝑁𝑁,𝐻𝐻 nin minimal normal altgrubu olduğundan                                            

𝑁𝑁 = 𝑁𝑁 ∩ 𝐻𝐻𝑖𝑖 ⊲ 𝐻𝐻 dir. Buradan 𝑁𝑁 ≤ 𝐻𝐻𝑖𝑖 için 𝑁𝑁 ∩ 𝐻𝐻𝑖𝑖−1 = {𝑒𝑒} olup 2. İzomorfizma 

teoreminden 𝑁𝑁 ≅ 𝑁𝑁𝐻𝐻𝑖𝑖−1
𝐻𝐻𝑖𝑖−1

≤ 𝐻𝐻𝑖𝑖
𝐻𝐻𝑖𝑖−1

 olur. Dolayısıyla 𝑁𝑁 asal mertebeli devirlidir.                        □                                                                        
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3. MATERYAL VE YÖNTEM  
 

Bu bölümde bulgular ve tartışma kısmında faydalandığımız birtakım tanım ve teoremlere 

yer verilmiştir.  
 

3.1. Hipergruplar, Güçlü Hipergrup Homomorfizmaları ve Kanonik Hipergruplar 
 

3.1.1. Tanım 𝐻𝐻 ≠ ∅ bir küme ve 𝑃𝑃∗(𝐻𝐻), 𝐻𝐻 nin boştan farklı tüm alt kümelerinin ailesi olsun. 

∘:𝐻𝐻 × 𝐻𝐻 → 𝑃𝑃∗(𝐻𝐻) bir fonksiyon ise ∘ ye 𝐻𝐻 üzerinde bir hiperişlem ve (𝐻𝐻,∘) ikilisine ise 

hipergrupoid adı verilir (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2022). 

 

3.1.2. Tanım (𝐻𝐻,∘) bir hipergrupoid olsun. Bu takdirde 𝐻𝐻 nin boştan farklı her 𝑋𝑋,𝑌𝑌 alt 

kümesi için 𝑋𝑋 ∘ 𝑌𝑌 = ⋃ 𝑥𝑥 ∘ 𝑦𝑦𝑥𝑥∈𝑋𝑋
𝑦𝑦∈𝑌𝑌

 biçimindedir. Bu yüzden her 𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 için {𝑎𝑎} ∘ 𝑋𝑋 ve 𝑋𝑋 ∘ {𝑎𝑎} 

yerine kısaca 𝑎𝑎 ∘ 𝑋𝑋 ve 𝑋𝑋 ∘ 𝑎𝑎 yazılışları kullanılır (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2022). 

 

3.1.3. Tanım (𝐻𝐻,∘) bir hipergrupoid olsun. Her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑎𝑎 ∘ (𝑏𝑏 ∘ 𝑐𝑐) = (𝑎𝑎 ∘ 𝑏𝑏) ∘ 𝑐𝑐 

eşitliği sağlanıyorsa, kısaca ∘, 𝐻𝐻 üzerinde birleşmeli ise (𝐻𝐻,∘) hipergrupoidine yarı hipergrup 

denir (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2022). 

 

3.1.4. Tanım (𝐻𝐻,∘) bir hipergrupoid olsun. Her 𝑥𝑥 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑥𝑥 ∘ 𝐻𝐻 = 𝐻𝐻 ∘ 𝑥𝑥 = 𝐻𝐻 eşitliği 

sağlanıyorsa (𝐻𝐻,∘) hipergrupoidine quasihipergrup denir (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 

2022). 

 

3.1.5. Tanım (𝐻𝐻,∘) hipergrupoidi hem yarı hipergrup hem de quasihipergrup ise (𝐻𝐻,∘) ye 

hipergrup adı verilir (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2022). 

 

3.1.6. Tanım (𝐻𝐻,∘) hipergrubunun boştan farklı bir 𝑆𝑆 alt kümesi verilsin. 𝑆𝑆,𝐻𝐻 deki 

hiperişleme göre bizzat bir hipergrup yapısına sahipse 𝑆𝑆 ye 𝐻𝐻 nin althipergrubu denir ve     

𝑆𝑆 ≤ 𝐻𝐻 yazılışı ile gösterilir. 𝑆𝑆 ≤ 𝐻𝐻 ve 𝑆𝑆 ≠ 𝐻𝐻 ise 𝑆𝑆 ye 𝐻𝐻 nin öz althipergrubu denir ve                       

𝑆𝑆 < 𝐻𝐻 ile gösterilir. 𝑆𝑆 ≤ 𝐻𝐻 olması için gerek ve yeter koşul her 𝑎𝑎 ∈ 𝑆𝑆 için  𝑎𝑎∘ 𝑆𝑆 = 𝑆𝑆 ∘ 𝑎𝑎 =

𝑆𝑆 olmasıdır (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2022). 
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3.1.7. Tanım (𝐻𝐻1,∘) ve (𝐻𝐻2,∗) iki hipergrup olsun. 𝑓𝑓: 𝐻𝐻1 → 𝐻𝐻2 bir fonksiyon olsun.  

 

(i) 𝐻𝐻1 in tüm 𝑥𝑥,𝑦𝑦 elemanları için 𝑓𝑓(𝑥𝑥 ∘ 𝑦𝑦) ⊆ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∗ 𝑓𝑓(𝑦𝑦) sağlanıyorsa 𝑓𝑓 ye hipergrup 

homomorfizması adı verilir. 

 
(ii)  𝐻𝐻1 in 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 elemanları için 𝑓𝑓(𝑥𝑥 ∘ 𝑦𝑦) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∗ 𝑓𝑓(𝑦𝑦) ise 𝑓𝑓 ye güçlü hipergrup 

homomorfizması adı verilir.  

 
(iii) Güçlü hipergrup homomorfizması birebir ve örten ise güçlü hipergrup izomorfizması 

denir. Aralarında güçlü hipergrup izomorfizması olan 𝐻𝐻1 ve 𝐻𝐻2 hipergrupları için 𝐻𝐻1 ≅ 𝐻𝐻2 

gösterimi kullanılır (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2022). 

 

3.1.8. Teorem (𝐻𝐻1,∘) ve (𝐻𝐻2,∗) iki hipergrup ve 𝑓𝑓: 𝐻𝐻1 → 𝐻𝐻2 bir güçlü hipergrup 

homomorfizması olsun. O zaman 𝐺𝐺ö𝑟𝑟(𝑓𝑓), 𝐻𝐻2 nin bir althipergrubudur (Davvaz ve 

Leoreanu-Fotea, 2022). 

 

3.1.9. Önerme 𝐻𝐻1, 𝐻𝐻2 hipergruplarının birim elemanları sırasıyla 𝑒𝑒1 ve 𝑒𝑒2 olsun.                              

𝜓𝜓:𝐻𝐻1 → 𝐻𝐻2 güçlü hipergrup homomorfizması ise 𝜓𝜓(𝑒𝑒1) = 𝑒𝑒2 dir (Talaee, 2010). 

 

3.1.10. Önerme 𝐻𝐻1, 𝐻𝐻2 hipergrupları için 𝜓𝜓:𝐻𝐻1 → 𝐻𝐻2 bir güçlü hipergrup homomorfizması 

ve 𝐻𝐻′ ≤ 𝐻𝐻1 olsun. Bu takdirde; 

 

(i) 𝐻𝐻′ ⊆ ç𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜓𝜓) ise her ℎ ∈ 𝐻𝐻1 için 𝜑𝜑(ℎ + 𝐻𝐻′) = 𝜓𝜓(ℎ) kuralıyla tanımlı  𝜑𝜑: 𝐻𝐻1 ∕ 𝐻𝐻′ → 𝐻𝐻2 

güçlü homomorfizması vardır. 

 
(ii) 𝜓𝜓 örten ise 𝜑𝜑 örtendir. 

 
(iii) 𝐻𝐻′ = ç𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜓𝜓) ise 𝜑𝜑 birebirdir. 

 
(iv) 𝜓𝜓 örten ve 𝐻𝐻′ = ç𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜓𝜓)  ise, o zaman 𝜑𝜑 bir güçlü hipergrup izomorfizmasıdır (Talaee, 

2010). 

 

3.1.11. Örnek (𝐻𝐻, ⋅) bir grup ve 〈𝑥𝑥, 𝑦𝑦〉, 𝐻𝐻 nin 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐻𝐻 elemanları tarafından üretilen 

altgrubu olsun. ∀𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑥𝑥 ∘ 𝑦𝑦 = 〈𝑥𝑥,𝑦𝑦〉 biçiminde tanımlı ∘ ∶ 𝐻𝐻 × 𝐻𝐻 → 𝑃𝑃∗(𝐻𝐻) 

hiperişlemine göre (𝑇𝑇,∘) bir hipergruptur (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2022). 
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3.1.12. Örnek (𝐻𝐻, ⋅) bir grup ve 𝑇𝑇 ⊴ 𝐻𝐻 olsun. Her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑥𝑥 ∘ 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ile tanımlı            

∘:𝑇𝑇 × 𝑇𝑇 → 𝑃𝑃∗(𝑇𝑇) hiperişlemine göre (𝐻𝐻,∘) bir hipergruptur (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 

2022). 

 

3.1.13. Örnek (𝐻𝐻, +) bir abel grup, ∼ 𝐻𝐻 üzerinde bir denklik bağıntısı olmak üzere 

𝐻𝐻 | ~ bölüm kümesindeki denklik sınıfları 𝑥̅𝑥 = {𝑥𝑥,−𝑥𝑥} biçiminde olsun. Her 𝑥̅𝑥,𝑦𝑦� ∈ 𝐻𝐻 | ~ için 

𝑥̅𝑥 ∘ 𝑦𝑦� = {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦�������, 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦�������} olarak tanımlı ∘ hiperişlemine göre 𝐻𝐻 | ~  bir hipergruptur (Davvaz 

ve Leoreanu-Fotea, 2022). 

 

3.1.14. Tanım 𝐻𝐻 bir hipergrup ve ⋅ hiperişlem olsun. Her 𝐴𝐴,𝐵𝐵 ⊆ 𝐻𝐻 için 𝐴𝐴 ⋅ 𝐵𝐵 =

⋃ 𝑎𝑎 ⋅ 𝑏𝑏(𝑎𝑎,𝑏𝑏) ∈ 𝐴𝐴×𝐵𝐵  olarak tanımlanır. Kısalık bakımından {𝑎𝑎}, 𝐴𝐴 ⋅ {𝑏𝑏} ve {𝑎𝑎} ⋅ 𝐵𝐵 sırasıyla 𝑎𝑎,

𝐴𝐴 ⋅ 𝑏𝑏 ve 𝑎𝑎 ⋅ 𝐵𝐵 ile gösterilir. Ayrıca, 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑎𝑎 ⋅ 𝑏𝑏 yerine 𝑎𝑎𝑎𝑎 kullanılır (Shojaei ve Ameri, 

2017). 

 

3.1.15. Tanım 𝑒𝑒, (𝐻𝐻, +) yarı hipergrubunun her 𝑥𝑥 ∈ 𝐻𝐻 için  𝑒𝑒 + 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 koşulunu sağlayan bir 

elemanı olsun. Bu takdirde 𝑒𝑒,𝐻𝐻 nin sol birim elemanı olarak adlandırılır. Benzer şekilde, sağ 

birim eleman da tanımlanabilir. (𝐻𝐻, +) yarı hipergrubunun bir 𝑒𝑒 elemanı, sol ve sağ birim 

elemanı ise birim eleman olarak tanımlanır. 𝑒𝑒, (𝐻𝐻, +)  hipergrubunun birim elemanı ve                         

𝑥𝑥 ∈ 𝐻𝐻 olsun. 𝑒𝑒 ∈ (𝑥𝑥 + 𝑥𝑥′) ∩ (𝑥𝑥′ + 𝑥𝑥) koşulunu sağlayan 𝑥𝑥′ ∈ 𝐻𝐻 elemanına 𝑥𝑥 in 𝐻𝐻 deki tersi 

denir (Shojaei ve Ameri, 2017). 

 

Birim elemana sahip bir yarı hipergrup hipermonoid olarak adlandırılır. 

 

3.1.16. Tanım 𝐻𝐻  hipergrup ve 𝑇𝑇, 𝐻𝐻 nin bir öz althipergrubu olsun. 𝑇𝑇 ⊂ 𝑇𝑇′ ≤ 𝐻𝐻 için                            

𝑇𝑇′ = 𝐻𝐻 oluyorsa 𝑇𝑇 althipergrubuna 𝐻𝐻 hipergrubunun bir maksimal althipergrubu denir 

(Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2022). 

 

3.1.17. Tanım Boştan farklı bir 𝐻𝐻 kümesi + hiperişlemi ile birlikte aşağıdaki aksiyomları 

gerçekliyor ise (𝐻𝐻, +) ikilisine kanonik hipergrup denir (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2007). 

 

(i) (𝐻𝐻, +) bir yarı hipergruptur, yani 𝐻𝐻, + hiperişlemine göre birleşme özelliğine sahiptir: 

her 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ 𝐻𝐻 için (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 + (𝑦𝑦 + 𝑧𝑧) eşitliği sağlanır. 
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(ii) 𝐻𝐻, + hiperişlemine göre değişme özelliğine sahiptir: her 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 𝑦𝑦 + 𝑥𝑥 

dir. 

 
(iii) 𝐻𝐻 nin 𝑒𝑒 birim elemanı mevcuttur: her 𝑥𝑥 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑒𝑒 + 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 + 𝑒𝑒 = 𝑥𝑥 olacak şekilde tek 

bir 𝑒𝑒 vardır. 

 
(iv) + hiperişlemine göre 𝐻𝐻 deki her elemanın tersi vardır ve tektir: her 𝑥𝑥 ∈ 𝐻𝐻 için,                                        

𝑒𝑒 ∈ 𝑥𝑥 + (−𝑥𝑥) olacak şekilde −𝑥𝑥 ∈ 𝐻𝐻 mevcut olup −𝑥𝑥 elemanına 𝑥𝑥 elemanının tersi denir 

ve bu eleman tektürlü biçimde belirli olup 𝑒𝑒 ∈ 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 ile gösterilir. 

 
(v)  + hiperişlemine göre tersinirlik özelliği sağlanır: her 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑧𝑧 ∈ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 iken  

𝑦𝑦 ∈ −𝑥𝑥 + 𝑧𝑧 ve 𝑥𝑥 ∈ 𝑧𝑧 − 𝑦𝑦 dir. 

 

Bundan sonra (𝐻𝐻, +) yerine kısaca 𝐻𝐻 yazacağız. 

 

3.1.18. Tanım (𝐻𝐻, +) kanonik hipergrup ve 𝑁𝑁, 𝐻𝐻 nin althipergrubu olsun.                                          

𝐻𝐻 𝑁𝑁⁄ = {𝑥𝑥 + 𝑁𝑁 | 𝑥𝑥 ∈ 𝐻𝐻} kümesi her 𝑥𝑥 + 𝑁𝑁, 𝑦𝑦 + 𝑁𝑁 ∈ 𝐻𝐻 ∕ 𝑁𝑁 için (𝑥𝑥 + 𝑁𝑁) + (𝑦𝑦 + 𝑁𝑁) =

{𝑡𝑡 + 𝑁𝑁 | 𝑡𝑡 ∈ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦} işlemine göre hipergrup olup bu hipergruba 𝐻𝐻 nin 𝑁𝑁 ye göre bölüm 

hipergrubu denir (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2022). 

 

3.1.19. Tanım 𝐻𝐻 hipergrup ve 𝑁𝑁 ≤ 𝐻𝐻 olsun. 𝑁𝑁 nin 𝐻𝐻 hipergrubundaki sol yan sınıflarının 

oluşturduğu kümenin kardinalitesi, sağ yan sınıflarının oluşturduğu kümenin kardinalitesine 

eşit ise 𝑁𝑁 nin 𝐻𝐻 hipergrubundaki indeksi denir ve [𝐻𝐻:𝑁𝑁] ile gösterilir (Zhan ve diğerleri, 

2011).  

 

3.1.20. Tanım 𝑥𝑥𝑙𝑙,𝑝𝑝(𝐻𝐻) ile 𝐻𝐻 hipergrubundaki sol mertebeleri 𝑝𝑝 asalının kuvveti olan tüm 

elemanlarının kümesi gösterilsin. Burada her 𝑥𝑥 ∈ 𝐻𝐻 elemanının sol mertebesi 

                            

                                      0𝑙𝑙(𝑥𝑥) =  min {0𝑙𝑙  (𝑥𝑥, 𝑥𝑥′′ )| 𝑒𝑒𝑙𝑙 ∈  𝑥𝑥′′ · 𝑥𝑥}                                       (14)                                                             

                                                     = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 {𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 {𝑠𝑠 >  0 | ∃𝑘𝑘,𝑚𝑚 ∈  ℕ ∶  𝑒𝑒𝑙𝑙 ∈  𝑥𝑥𝑠𝑠 ⋅

(𝑥𝑥′′𝑚𝑚. 𝑥𝑥𝑚𝑚  )𝑘𝑘 ∩ (𝑥𝑥′′𝑚𝑚. 𝑥𝑥𝑚𝑚  )𝑘𝑘 · 𝑥𝑥𝑠𝑠   | 𝑒𝑒𝑝𝑝 ∈ 𝑥𝑥′′ · 𝑥𝑥} 𝑒𝑒𝑝𝑝 ∈ 𝑥𝑥′′ · 𝑥𝑥}                                                              
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biçiminde tanımlanır. 𝐻𝐻 nin 𝑥𝑥𝑙𝑙,𝑝𝑝(𝐻𝐻) nin alt kümesi olan her althipergrubuna sol 

genelleştirilmiş 𝑝𝑝-althipergrubu denir ve kısaca 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙-althipergrup olarak gösterilir. 𝐻𝐻 nin tüm 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙-althipergruplarının kümesi 𝑀𝑀𝑙𝑙,𝑔𝑔,𝑝𝑝(𝐻𝐻) yazılışıyla gösterilir. 𝑀𝑀𝑙𝑙,𝑔𝑔,𝑝𝑝(𝐻𝐻) nin maksimal 

elemanlarına 𝐻𝐻 nin sol genelleştirilmiş 𝑝𝑝-Sylow althipergrupları veya kısaca 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙-Sylow 

althipergrupları denir. 𝐻𝐻 nin 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙-althipergruplarının mertebesi 𝑝𝑝 nin kuvveti olup 𝐻𝐻 nin 

mertebesini bölerse bu althipergruplara 𝐻𝐻 nin sol 𝑝𝑝-althipergrubu veya 𝑙𝑙𝑙𝑙-althipergrubu 

denir. 𝐻𝐻 nin tüm 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙-Sylow althipergruplarının kümesi 𝑆𝑆𝑙𝑙,𝑔𝑔,𝑝𝑝(𝐻𝐻) yazılışıyla gösterilir. 𝐻𝐻 nin 

tüm 𝑙𝑙𝑙𝑙-althipergruplarının kümesi 𝑀𝑀𝑙𝑙,𝑝𝑝(𝐻𝐻) olsun. 𝑀𝑀𝑙𝑙,𝑝𝑝(𝐻𝐻) nin maksimal elemanlarına 𝐻𝐻 nin 

sol 𝑝𝑝-Sylow althipergrupları veya 𝑙𝑙𝑙𝑙-Sylow althipergrupları denir. 𝑆𝑆𝑙𝑙,𝑝𝑝(𝐻𝐻) ile 𝐻𝐻 nin 𝑙𝑙𝑙𝑙-

Sylow althipergruplarının kümesi gösterilir. Benzer şekilde sol yerine sağ birim alınarak 

𝑥𝑥𝑟𝑟,𝑝𝑝(𝐻𝐻),𝑀𝑀𝑟𝑟,𝑔𝑔,𝑝𝑝(𝐻𝐻), 𝑆𝑆𝑟𝑟,𝑔𝑔,𝑝𝑝(𝐻𝐻) ve 𝑆𝑆𝑟𝑟,𝑝𝑝(𝐻𝐻) tanımlanabilir. 𝐻𝐻 hipergrubunda sağ mertebeleri 𝑝𝑝 

asalının kuvveti olan tüm elemanlarının kümesi 𝑥𝑥𝑟𝑟,𝑝𝑝(𝐻𝐻) olsun. 𝐻𝐻 nin 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙-Sylow ve 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟-

Sylow olan althipergruplarına 𝑔𝑔𝑔𝑔-Sylow althipergrupları denir. 𝐻𝐻 nin 𝑙𝑙𝑙𝑙- ve 𝑟𝑟𝑟𝑟-

althipergruplarına 𝑝𝑝-althipergrupları denir. 𝐻𝐻 nin 𝑙𝑙𝑙𝑙-Sylow ve 𝑟𝑟𝑟𝑟-Sylow althipergruplarına 

ise  𝑝𝑝-Sylow althipergrubu denir (Jantani ve diğerleri, 2017). 

 

3.1.21. Tanım 𝐻𝐻 nin boştan farklı 𝐹𝐹 alt kümesi verildiğinde her 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝐹𝐹 elemanı için                  

𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 ⊆ 𝐹𝐹 oluyorsa 𝐹𝐹 ye 𝐻𝐻 nin kapalı alt kümesi denir (Vasil’ev ve Zieschang, 2022). 

 

3.1.22. Tanım  (𝐻𝐻, ·) hipergrubu verilsin.  𝐷𝐷 ve 𝐸𝐸,𝐻𝐻 nin kapalı kümeleri olsun. Her 𝑑𝑑 ∈ 𝐷𝐷 

için 𝐸𝐸 · 𝑑𝑑 ⊆ 𝑑𝑑 · 𝐸𝐸 oluyorsa 𝐷𝐷,𝐸𝐸 yi normaller denir. Eğer 𝐻𝐻,𝐻𝐻 deki kapalı bir alt küme 𝐹𝐹 yi 

normallerse 𝐹𝐹 ye 𝐻𝐻 de normaldir denir (Vasil’ev ve Zieschang, 2022). 

 

3.1.23. Tanım 𝐻𝐻 nin 𝐷𝐷 ve 𝐸𝐸 kapalı alt kümeleri verilsin. Eğer 𝑥𝑥−1 𝐷𝐷𝐷𝐷 =  𝐸𝐸 eşitliğini 

sağlayan 𝑥𝑥 ∈ 𝐻𝐻 varsa 𝐷𝐷 ve 𝐸𝐸 ye 𝐻𝐻 de eşleniktir denir (Vasil’ev ve Zieschang, 2022). 

 

3.1.24. Tanım 𝐻𝐻 nin 𝐷𝐷 kapalı alt kümesi verilsin. 𝐷𝐷 ⊆ 𝐸𝐸 olan her bir 𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸 için 𝑥𝑥−1 𝐷𝐷𝐷𝐷 ⊆ 𝐷𝐷 

oluyorsa 𝐷𝐷 ye 𝐸𝐸 de güçlü normal alt küme denir. Eğer 𝐸𝐸 bir hipergrup ve 𝐷𝐷 ≤ 𝐸𝐸 bir güçlü 

normal alt küme oluyorsa 𝐷𝐷 ye 𝐸𝐸 nin güçlü normal althipergrubu denir (Vasil’ev ve 

Zieschang, 2022). 

 

3.1.25. Tanım 𝐻𝐻 hipergrubunun 𝐻𝐻0 =  𝑒𝑒, 𝐻𝐻𝑛𝑛   =  𝐻𝐻 olan kapalı 𝐻𝐻0,𝐻𝐻1, . . . ,𝐻𝐻𝑛𝑛 

althipergrupları olmak üzere 𝑖𝑖 ∈ 1,2, . . . ,𝑛𝑛 olan her 𝑖𝑖 için  𝐻𝐻𝑖𝑖−1, 𝐻𝐻𝑖𝑖 de güçlü normal oluyorsa 
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ve [𝐻𝐻𝑖𝑖 ∶ 𝐻𝐻𝑖𝑖−1]  indeksi asal oluyorsa 𝐻𝐻 ye çözülebilir hipergrup denir (Vasil’ev ve 

Zieschang, 2022). 

 

3.1.26. Örnek 𝐻𝐻 = 𝑆𝑆4 simetrik grubunun 𝐻𝐻′ = 𝐴𝐴4 alterne altgrubu için                                               

𝐻𝐻′′ = 𝐾𝐾4 = {𝑒𝑒, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} dir.  

                                                  

                                                   𝜏𝜏2∗(𝑒𝑒) = {𝑒𝑒, (13)(24), (12)(34), (14)(23)};            (15) 

𝜏𝜏2∗(12) = (12)𝜏𝜏2∗(𝑒𝑒); 

𝜏𝜏2∗(13) = (13)𝜏𝜏2∗(𝑒𝑒); 

𝜏𝜏2∗(23) = (23)𝜏𝜏2∗(𝑒𝑒); 

𝜏𝜏2∗(123) = (123)𝜏𝜏2∗(𝑒𝑒); 

𝜏𝜏2∗(124) = (124)𝜏𝜏2∗(𝑒𝑒). 

 

Bu nedenle 𝐻𝐻 𝜏𝜏2∗⁄ ≅ 𝑆𝑆3 uzunluğu 2 olan çözülebilir hipergruptur (Davvaz ve Leoreanu-

Fotea, 2022). 

 

3.2. Kanonik Hipergrupların Bölüm Hipergrupları 

 

Bu kısımda kanonik hipergrupların althipergruplarına göre bölüm hipergruplarının yapısı 

incelenecektir. 𝐻𝐻 bir hipergrup ve 𝑁𝑁 ≤ 𝐻𝐻 olsun. 𝑥𝑥 + 𝑁𝑁 ∈ 𝐻𝐻 𝑁𝑁⁄  kısaca 𝑥̅𝑥 ile gösterilecektir. 

 

3.2.1. Lemma 𝐻𝐻 kanonik hipergrup ve 𝑁𝑁,𝐻𝐻 nin althipergrubu olmak üzere 𝑥̅𝑥  ve 𝑥𝑥′� ∈ 𝐻𝐻 ⁄ 𝑁𝑁 

olsun. 𝑥̅𝑥  ∩ 𝑥𝑥′� ≠ ∅   ise  𝑥̅𝑥  = 𝑥𝑥′�  dir (Shojaei ve Ameri, 2017). 

 

Kanıt. Hipotez gereğince, 𝑡𝑡 ∈ 𝑥̅𝑥  ∩ 𝑥𝑥′�  için öyle 𝑛𝑛′,𝑛𝑛′′ ∈ 𝑁𝑁 elemanları vardır ki 𝑡𝑡 ∈ 𝑥𝑥 + 𝑛𝑛′ ve 

𝑡𝑡 ∈ 𝑥𝑥′ + 𝑛𝑛′′ yazılır. Buradan 𝑥𝑥′ ∈ 𝑡𝑡 − 𝑛𝑛′′ olup 𝑥𝑥′ ∈ 𝑡𝑡 − 𝑛𝑛′′ ⊆ 𝑥𝑥 + 𝑛𝑛′ − 𝑛𝑛′′ ⊆ 𝑥𝑥 + 𝑁𝑁 

bulunur. Böylece 𝑥𝑥′ + 𝑁𝑁 ⊆ 𝑥𝑥 + 𝑁𝑁 kapsamasından 𝑥̅𝑥 ⊆ 𝑥𝑥′�  elde edilir. Benzer şekilde,                            

𝑥𝑥′� ⊆ 𝑥̅𝑥 kapsaması da sağlanır. Sonuç olarak 𝑥̅𝑥  = 𝑥𝑥′�  dir.                                                                   □ 

  

(𝐻𝐻, +) kanonik hipergrup iken (𝐻𝐻/𝑁𝑁, +) hipergrubunun kanonik bir hipergrup olduğunu 

kanıtlayalım.  
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3.2.2. Önerme 𝐻𝐻 kanonik hipergrubu ve 𝑁𝑁 ≤ 𝐻𝐻 verilsin. Bu takdirde (𝐻𝐻/𝑁𝑁, +) bir kanonik 

hipergruptur (Shojaei ve Ameri, 2017). 

 

Kanıt. İlk olarak + hiperişleminin iyi tanımlı olduğunu göstereceğiz, yani eğer 𝑥𝑥1��� = 𝑥𝑥2��� ve 

𝑦𝑦1��� = 𝑦𝑦2��� ise, o zaman 𝑥𝑥1��� + 𝑦𝑦1��� = 𝑥𝑥2��� + 𝑦𝑦2��� eşitliğinin sağlanıp sağlanmadığını göstereceğiz. 

𝑧𝑧̅ ∈ 𝑥𝑥1��� + 𝑦𝑦1��� olsun. O zaman öyle bir   𝑡𝑡 ∈ 𝑥𝑥1 + 𝑦𝑦1 için 𝑧𝑧̅ = 𝑡𝑡̅ veya 𝑧𝑧 + 𝑁𝑁 = 𝑡𝑡 + 𝑁𝑁 dir. Yani 

öyle bir 𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁 için 𝑧𝑧 ∈ 𝑡𝑡 + 𝑛𝑛 bulunur. Böylece 𝑧𝑧 ∈ 𝑡𝑡 + 𝑛𝑛 ⊆ 𝑥𝑥1 + 𝑦𝑦1 + 𝑛𝑛 olur. Diğer taraftan 

𝑥𝑥1��� = 𝑥𝑥2��� ve 𝑦𝑦1��� = 𝑦𝑦2��� iken 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2 ∈ 𝑁𝑁 elemanları için 𝑥𝑥1 ∈ 𝑥𝑥2 + 𝑛𝑛1 ve 𝑦𝑦1 ∈ 𝑦𝑦2 + 𝑛𝑛2 olur. 

Böylece 𝑧𝑧 ∈ 𝑥𝑥1 + 𝑦𝑦1 + 𝑛𝑛 ⊆ 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 kapsaması bulunur. Yani 𝑧𝑧 ∈ 𝑡𝑡′ + 𝑛𝑛3 

için öyle bir 𝑛𝑛3 ∈ 𝑁𝑁 için 𝑧𝑧 ∈ 𝑡𝑡′� ∩ 𝑧𝑧𝑧 dir. Dolayısıyla Lemma 3.2.1 den, 𝑧𝑧̅ = 𝑡𝑡′� ∈ 𝑥𝑥2��� + 𝑦𝑦2��� 

sağlanır. Böylece 𝑥𝑥1��� + 𝑦𝑦1��� ⊆ 𝑥𝑥2��� + 𝑦𝑦2��� kapsaması bulunur. Benzer şekilde, 𝑥𝑥2��� + 𝑦𝑦2��� ⊆ 𝑥𝑥1��� + 𝑦𝑦1��� 

kapsaması elde edilir. Sonuç olarak, 𝑥𝑥1��� + 𝑦𝑦1��� = 𝑥𝑥2��� + 𝑦𝑦2��� eşitliği sağlanır. 

 

Birleşim Özelliği: 

 

( 𝑥̅𝑥 +  𝑦𝑦�) + 𝑧𝑧̅ = � �  𝑤𝑤�
𝑤𝑤∈𝑥𝑥+𝑦𝑦

� + 𝑧𝑧̅ = � � ( 𝑤𝑤�
𝑤𝑤∈𝑥𝑥+𝑦𝑦

+ 𝑧𝑧̅)� = �  {𝑡𝑡}�
𝑤𝑤∈𝑥𝑥+𝑦𝑦,𝑡𝑡∈𝑤𝑤+𝑧𝑧

              (16) 

= �  {𝑡𝑡}�
𝑤𝑤∈(𝑥𝑥+𝑦𝑦)+𝑧𝑧

= �  {𝑡𝑡}�
𝑤𝑤∈𝑥𝑥+(𝑦𝑦 +𝑧𝑧)

= �  {𝑡𝑡}�
𝑣𝑣∈𝑦𝑦+𝑧𝑧,    𝑢𝑢∈𝑥𝑥+𝑣𝑣

 

= �  
𝑣𝑣∈𝑦𝑦+𝑧𝑧

(𝑥̅𝑥 + 𝑣̅𝑣) = 𝑥̅𝑥 + � �  
𝑣𝑣∈𝑦𝑦+𝑧𝑧

{𝑣̅𝑣}� = 𝑥̅𝑥 + (𝑦𝑦� + 𝑧𝑧̅) 

 

Değişme Özelliği: Açıkça,  𝑥̅𝑥 +  𝑦𝑦� = {𝑡𝑡̅ | 𝑡𝑡 ∈ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦} = {𝑡𝑡̅ | 𝑡𝑡 ∈ 𝑦𝑦 + 𝑥𝑥} = 𝑦𝑦� +  𝑥̅𝑥 bulunur. 

 
Birim elemanın varlığı: 𝑒𝑒,𝐻𝐻 nin birim elemanı olmak üzere 𝑒̅𝑒 = 𝑁𝑁, (𝐻𝐻/𝑁𝑁, +) nin birim 

elemanıdır. Burada 𝑒̅𝑒 + 𝑥̅𝑥 = {𝑡𝑡̅ | 𝑡𝑡 ∈ 𝑒𝑒 + 𝑥𝑥} = {𝑡𝑡 ̅|𝑡𝑡 ∈ {𝑥𝑥}} = {𝑥̅𝑥} olup 𝑥̅𝑥 + 𝑒̅𝑒 = {𝑥̅𝑥} eşitliği 

yazılır. 

 
Her elemanın tersinin varlığı: 𝑥̅𝑥 nin bir tersi vardır ve −𝑥𝑥���� dir. 𝑒𝑒 ∈ 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 olduğundan                          

𝑒̅𝑒 ∈ 𝑥̅𝑥 + (−𝑥𝑥����) = {𝑡𝑡� |t ∈ 𝑥𝑥 + (−𝑥𝑥)} = {𝑡𝑡|̅𝑡𝑡 ∈ 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥} elde edilir. Ayrıca 𝑒̅𝑒 ∈ (−𝑥𝑥����) + 𝑥̅𝑥 olduğu 

açıktır. Yani −𝑥𝑥����,  𝑥̅𝑥 in tersidir. Tersinin tekliğini göstermek için 𝑦𝑦� ∈ 𝐻𝐻/𝑁𝑁 olsun, öyle bir                  

𝑒̅𝑒 ∈ 𝑥̅𝑥 + 𝑦𝑦� olsun. O zaman  𝑒̅𝑒 ∈ {𝑡𝑡̅ | 𝑡𝑡 ∈ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦} = {𝑡𝑡̅ | 𝑡𝑡 ∈ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦}. O zaman  𝑒̅𝑒 = 𝑧𝑧̅ veya                                     
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𝑁𝑁 = 𝑧𝑧 + 𝑁𝑁 olacak şekilde 𝑧𝑧 ∈ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 vardır. Yani öyle bir 𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁 için 𝑧𝑧 = 𝑛𝑛 olur. (𝐻𝐻, +) nın 

tersinirlik aksiyomunu sağlaması gereğince 𝑦𝑦 ∈ −𝑥𝑥 + 𝑛𝑛 ⊆ −𝑥𝑥 + 𝑁𝑁 kapsaması elde edilir. 

Dolayısıyla 𝑦𝑦 ∈ −𝑥𝑥 + 𝑁𝑁 olur. Burada 𝑦𝑦 ∈ 𝑦𝑦� ∩ −𝑥𝑥���� olduğundan, Lemma 3.2.1 den 𝑦𝑦� = −𝑥𝑥���� 

elde edilir. Böylece 𝑒̅𝑒 ve −𝑥𝑥���� ifadeleri kısaca 𝑒𝑒 + 𝑁𝑁 ve −𝑥𝑥���� (tersi) olarak kullanılabilir. Sonuç 

olarak 𝐻𝐻/𝑁𝑁 üzerinde − hiper işleminden bahsedebilir ve 𝑥̅𝑥 + (−𝑦𝑦�) yerine 𝑥̅𝑥 − 𝑦𝑦�  kullanılır.  

 
Tersinirlik Özelliği: 𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝑦𝑦𝑦 + 𝑧𝑧𝑧 iken öyle bir 𝑡𝑡 ∈ 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 elemanı için 𝑥̅𝑥 = 𝑡𝑡 ̅ dir. 𝑦𝑦 ∈ 𝑡𝑡 − 𝑧𝑧,

𝑥̅𝑥 = 𝑡𝑡 ̅iken 𝑦𝑦� ∈ 𝑡𝑡̅ − 𝑧𝑧𝑧 olup 𝑥𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 ̅ bulunur. Yani 𝑦𝑦𝑦 ∈ 𝑥𝑥𝑥 + (−𝑧𝑧����) biçimindedir. Dolayısıyla 

(𝐻𝐻/𝑁𝑁, +)  kanonik bir hipergruptur.                                                                                          □     

                                                                                                                                                                                       

Aşağıdaki önermede 𝐻𝐻/𝑁𝑁 üzerinde, ⊕ hiperişlemi farklı bir metotla verilecektir. 

 

3.2.3. Önerme 𝐻𝐻 kanonik hipergrubu ve 𝑁𝑁 ≤ 𝐻𝐻 olsun. 𝐻𝐻/𝑁𝑁 üzerinde ⊕ hiperişlemi                               

+ yardımıyla aşağıdaki biçimde tanımlanır: 

𝑥𝑥𝑥 ⊕  𝑦𝑦𝑦 ∶= {𝑡𝑡𝑡 | 𝑡𝑡 ∈ 𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦} (Shojaei ve Ameri, 2017). 

 

Kanıt. 𝐴𝐴 = {𝑡𝑡 + 𝑁𝑁 | 𝑡𝑡 ∈  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦}  ve 𝐵𝐵 = {𝑡𝑡 + 𝑁𝑁 | 𝑡𝑡 ∈ (𝑥𝑥 + 𝑁𝑁) ⊕ (𝑦𝑦 + 𝑁𝑁)}  olsun. 𝐴𝐴 = 𝐵𝐵 

olduğunu göstereceğiz. 𝑡𝑡 + 𝑁𝑁 ∈ 𝐴𝐴 olsun. O zaman, 𝑡𝑡 ∈  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ⊆ (𝑥𝑥 + 𝑁𝑁) ⊕ (𝑦𝑦 + 𝑁𝑁) olur 

ve 𝑡𝑡 + 𝑁𝑁 ∈ 𝐵𝐵 olduğunu göstermektedir. Bu yüzden 𝐴𝐴 ⊆ 𝐵𝐵 dir. Tersine, 𝑡𝑡 + 𝑁𝑁 ∈ 𝐵𝐵 olduğunu 

kabul edelim. O halde öyle bir 𝑡𝑡 ∈ 𝑝𝑝 + 𝑛𝑛 için 𝑝𝑝 ∈ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦  ve 𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁 + 𝑁𝑁 ⊆ 𝑁𝑁 olur. Burada       

𝑡𝑡 ∈ 𝑡𝑡̅ ∩ 𝑝𝑝𝑝  olduğu açıktır. Dolayısıyla Lemma 3.2.1 ile 𝑡𝑡𝑡 = 𝑝𝑝𝑝  olur. Diğer taraftan, 𝑝𝑝 ∈ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 

olması 𝑝𝑝𝑝 ∈ 𝐴𝐴 olmasını gerektirir. Yani 𝑡𝑡𝑡 ∈ 𝐴𝐴 elde edilir. Sonuç olarak, 𝐵𝐵 ⊆ 𝐴𝐴 olup 𝐴𝐴 = 𝐵𝐵 

bulunur.                                                                                                                                         □                                                                                                                                       

 

3.2.4. Lemma  Herhangi bir 𝐴𝐴 kanonik hipergrubunda her 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝐴𝐴 için 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 olması için 

gerek ve yeter koşul 0𝐴𝐴 ∈ 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 olmasıdır (Shojaei ve Ameri, 2017). 

 

Kanıt. 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 ∈ 𝐴𝐴 olsun. Bu takdirde 0𝐴𝐴 ∈ 𝑦𝑦 − 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 olur. Tersine, 0𝐴𝐴 ∈ 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 +

(−𝑦𝑦) olduğunu kabul edelim. Buradan 0𝐴𝐴 ∈ (−𝑦𝑦) + 𝑥𝑥 yazılır. Diğer taraftan, 0𝐴𝐴 ∈ 𝑦𝑦 +

(−𝑦𝑦) = (−𝑦𝑦) + 𝑦𝑦 olduğu açıktır. Yani 𝑥𝑥 ve 𝑦𝑦 nin herbiri −𝑦𝑦 elemanının tersidir.                              

−𝑦𝑦 elemanının tek türlülüğü gereğince, 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 bulunur.                                                           □                                                                                                
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3.2.5. Uyarı Tersinirlik aksiyomu ile 0𝐴𝐴 ∈ 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 olması 𝑥̅𝑥 = 𝑦𝑦� olmasını gerektirir. Eğer 𝐻𝐻/𝑁𝑁 

için Lemma 3.2.4 ü uygularsak, o zaman 

 

                               𝑥̅𝑥 = 𝑦𝑦� ⟹ 𝑁𝑁 = 0𝐻𝐻/𝑁𝑁 ∈ 𝑥̅𝑥 − 𝑦𝑦� = 𝑥̅𝑥 + −𝑦𝑦����                                          (17) 

                                                 ⟹ 𝑡𝑡 ∈  𝑥𝑥 − 𝑦𝑦, 0𝐻𝐻/𝑁𝑁 = 𝑁𝑁 = 𝑡𝑡𝑡  

                                                 ⟹ 𝑡𝑡 ∈  𝑥𝑥 − 𝑦𝑦, 𝑁𝑁 = 𝑡𝑡 + 𝑁𝑁                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                

                                                 ⟹ 𝑡𝑡 ∈  𝑥𝑥 − 𝑦𝑦,   𝑡𝑡 ∈ 𝑁𝑁  

                                                 ⟹ 𝑡𝑡 ∈ (𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) ∩ 𝑁𝑁 ≠ ∅  

 

Diğer taraftan,  

 

𝑡𝑡 ∈ (𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) ∩ 𝑁𝑁 ≠ ∅ ⟹ 𝑡𝑡 ∈ 𝑥𝑥 + (−𝑦𝑦),    𝑡𝑡 ∈ 𝑁𝑁                      (18) 

                                                                       ⟹ 𝑡𝑡 + 𝑁𝑁 ∈ 𝑥̅𝑥 + (−𝑦𝑦����) = 𝑥̅𝑥 − 𝑦𝑦�,   𝑡𝑡 ∈ 𝑁𝑁  

                                                                       ⟹ 0𝐻𝐻/𝑁𝑁 = 𝑁𝑁 = 𝑡𝑡 + 𝑁𝑁 ∈ 𝑥̅𝑥 − 𝑦𝑦� 

 

bulunur. Dolayısıyla Lemma 3.2.4 den 𝑥𝑥𝑥 = 𝑦𝑦𝑦  olur.  

 

3.2.6. Önerme Eğer 𝑥𝑥𝑥 = 𝑦𝑦𝑦 olması için gerek ve yeter koşul (𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) ∩ 𝑁𝑁 ≠ ∅ olmasıdır 

(Shojaei ve Ameri, 2017). 

 

3.2.7. Önerme 𝐻𝐻 kanonik hipergrup ve 𝑁𝑁 ≤ 𝐻𝐻 olsun. Bu takdirde 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝐻𝐻 olmak üzere 

{𝑁𝑁} = 𝑥𝑥𝑥 − 𝑦𝑦𝑦  olması için gerek ve yeter koşul 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 ⊆ 𝑁𝑁 olmasıdır (Shojaei ve Ameri, 

2017). 

 

Kanıt.  

                        {𝑁𝑁} = 𝑥𝑥𝑥 −  𝑦𝑦𝑦 ⟺ {𝑁𝑁} = 𝑥𝑥𝑥 + −𝑦𝑦���� = {𝑡𝑡 + 𝑁𝑁 | 𝑡𝑡 ∈ 𝑥𝑥 + (−𝑦𝑦)}                    (19)                                                                                                               

 ⟺𝑁𝑁 = 𝑡𝑡 + 𝑁𝑁, ∀𝑡𝑡 ∈ 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 

                                              ⟺ ∀𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁, ∀𝑡𝑡 ∈ 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 ∶  𝑡𝑡 + 𝑛𝑛 ⊆ 𝑁𝑁 

                                              ⟺ 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡 + 0𝑁𝑁 ⊆ 𝑁𝑁, ∀𝑡𝑡 ∈ 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 
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                                              ⟺ 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 ⊆ 𝑁𝑁                                                                                      □  

 

3.2.8. Önerme 𝐻𝐻 kanonik hipergrup ve 𝑁𝑁 ≤ 𝐻𝐻 olsun. Bu takdirde 𝑥𝑥𝑥 ⊕ 𝑦𝑦𝑦 = 𝑁𝑁 olması için 

gerek ve yeter koşul 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ⊆ 𝑁𝑁 olmasıdır. Yani, (𝑥𝑥 + 𝑁𝑁) + (𝑦𝑦 + 𝑁𝑁) = 𝑁𝑁 ⟺ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ⊆ 𝑁𝑁 dır 

(Shojaei ve Ameri, 2017).  

 

Kanıt. 𝑁𝑁 + 𝑁𝑁 = 𝑁𝑁, olduğundan (𝑥𝑥 + 𝑁𝑁) ⊕ (𝑦𝑦 + 𝑁𝑁) = 𝑁𝑁 ⟹ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑁𝑁 = 𝑁𝑁 elde edilir.  

Yani her 𝑡𝑡 ∈ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 için, 𝑡𝑡 + 𝑁𝑁 ⊆ 𝑁𝑁  vardır. Böylece 𝑡𝑡 ∈ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 için ve her 𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁 için,            

𝑡𝑡 + 𝑛𝑛 ⊆ 𝑁𝑁 bulunur. Özellikle 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡 + 𝑒𝑒 ⊆ 𝑁𝑁 ve sonuç olarak, 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ⊆ 𝑁𝑁 bulunur.                           

Tersine, varsayalım ki 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ⊆ 𝑁𝑁 olsun. O halde her 𝑡𝑡 ∈ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 için 𝑡𝑡 + 𝑁𝑁 = 𝑁𝑁 dir. Böylece    

𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑁𝑁 = 𝑁𝑁 elde edilir. 𝑁𝑁 + 𝑁𝑁 = 𝑁𝑁 olduğundan 𝑁𝑁 = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑁𝑁 = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑁𝑁 + 𝑁𝑁 =

(𝑥𝑥 + 𝑁𝑁) ⊕ (𝑦𝑦 + 𝑁𝑁) istenilen elde edilir.                                                                                 □                                                                                                                                                                                                    

 

3.3. Sonlu Grupların 𝑺𝑺𝑺𝑺-Tümlenmiş Altgrupları ve Özellikleri 

 

Bu kısımda öncelikle sonlu grupların 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş altgrup kavramı tanıtılarak birtakım 

özellikleri verilecektir.  

 

3.3.1. Tanım 𝐻𝐻 bir grup ve 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 olsun. 𝐻𝐻 nin 𝐻𝐻 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ve 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾, 𝐾𝐾 da 𝑆𝑆-quasinormal 

olacak şekilde bir 𝐾𝐾 altgrubu varsa 𝑇𝑇 ye 𝐻𝐻 de 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş denir. Bu durumda 𝐾𝐾 ya 𝑇𝑇 nin 

𝐻𝐻 deki bir 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümleyeni denir (Guo ve Lu, 2012).  

 

𝐻𝐻 nin bir 𝐶𝐶-tümlenmiş altgrubu 𝐻𝐻 de 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiştir: 𝑇𝑇,𝐶𝐶-tümlenmiş ise bir 𝐾𝐾1 ≤ 𝐻𝐻 için 

𝐻𝐻 = 𝑇𝑇𝐾𝐾1 ve 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾1 = 𝑇𝑇𝐻𝐻 dir. 𝐻𝐻 nin 𝑇𝑇𝐻𝐻 özü 𝐻𝐻 nin 𝑇𝑇 tarafından içerilen en büyük normal 

altgrubu olduğundan 𝑇𝑇𝐻𝐻 ⊲ 𝐻𝐻 dir. O halde (𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾1)𝑃𝑃 = (𝑇𝑇𝐻𝐻)𝑃𝑃 = 𝑃𝑃(𝑇𝑇𝐻𝐻) = 𝑃𝑃(𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾1) 

sağlanır. 𝐾𝐾1, 𝑇𝑇 nin 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümleyenidir. 

 

𝑇𝑇,𝐻𝐻 nin bir 𝑆𝑆-quasinormal altgrubu ise 𝐻𝐻 nin 𝐻𝐻 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 eşitliğini sağlayan ve 𝑇𝑇,𝐾𝐾 nin bütün 

𝑃𝑃 Sylow altgrupları ile permüte olan bir 𝐾𝐾 altgrubu mevcuttur. O zaman 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑃𝑃𝑃𝑃 

olduğundan Modüler kuraldan (𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾)𝑃𝑃 = 𝑃𝑃(𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾) olur. Bu ise 𝑇𝑇 nin 𝐻𝐻 de 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş 

olması gerektiği anlamına gelir.  
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Her 𝑆𝑆-quasinormal altgrup 𝐶𝐶-tümlenmiş olmayabilir ve 𝐶𝐶-tümlenmiş altgrup da                               

𝑆𝑆-quasinormal olmayabilir.  

 

Bir grubun 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş altgrubunun 𝐶𝐶-tümlenmiş ya da 𝑆𝑆-quasinormal olmayabileceği 

(Guo ve Lu, 2012) deki Örnek 2.3 de ispatlanmıştır. Böylece bir grubun 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlemiş 

altgruplar sınıfı aynı grubun hem 𝐶𝐶-tümlenmiş altgruplar sınıfını hem de 𝑆𝑆-quasinormal 

altgruplar sınıfını öz olarak içerir.  

 

3.3.2. Örnek (1) 𝐻𝐻 = 𝑆𝑆4 ve 𝑇𝑇 = 〈(34)〉 olsun. O zaman 𝐻𝐻 = 𝑇𝑇𝐴𝐴4 ve 𝑇𝑇 ∩ 𝐴𝐴4 = {𝑒𝑒} 

olduğundan 𝐻𝐻 de 𝐶𝐶-tümlenmiştir. Fakat 𝐴𝐴4 ün 𝑃𝑃 = 〈(123)〉 Sylow 3-altgrubu için            

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≠ 𝑃𝑃𝑃𝑃 olduğundan 𝑆𝑆-quasinormal değildir. 

 

(2) 𝑃𝑃 = 〈𝑥𝑥,𝑦𝑦 | 𝑥𝑥16 = 𝑦𝑦4 = 𝑒𝑒, 𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑥𝑥3〉 olsun. O zaman Φ(𝑃𝑃) = 〈𝑥𝑥2,𝑦𝑦2〉 = 〈𝑥𝑥2〉 × 〈𝑦𝑦2〉  

ve burada 〈𝑥𝑥,𝑦𝑦2〉 ve 〈𝑥𝑥2,𝑦𝑦〉, 𝑃𝑃 nin maksimal altgrupları olup bu altgrupların arakesitleri 

〈𝑥𝑥2,𝑦𝑦2〉 altgrubudur. 𝑇𝑇 = 〈𝑦𝑦2〉, 𝑃𝑃 de 𝑆𝑆-quasinormaldir. 𝑃𝑃 nin bütün altgrupları ile permüte 

edilebilir. Böylece 𝑇𝑇, 𝑆𝑆- quasinormaldir. Ancak 𝑃𝑃 nin 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾 ≰ 𝑇𝑇𝑃𝑃  olacak şekilde bir 

altgrubu mevcut olmadığından 𝑇𝑇,𝑃𝑃 de 𝐶𝐶-tümlenmiş değildir (Guo ve Lu, 2012). 

 

3.3.3. Örnek Örnek 3.3.2 de verilen 𝑃𝑃 grubu için 𝐻𝐻 = 𝑆𝑆4 × 𝑃𝑃 olsun. 𝑇𝑇 = 𝐶𝐶2 × 𝑃𝑃1,                

𝐶𝐶2 = 〈(34)〉 ve 𝑃𝑃1 = 〈𝑦𝑦2〉 ve 𝐾𝐾 = 𝐴𝐴4 × 𝑃𝑃 olsun. Bu durumda 𝐻𝐻 = 𝑆𝑆4 × 𝑃𝑃 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ve                        

𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾 ≅ 𝑃𝑃1 olduğundan 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾, 𝐾𝐾 da 𝑆𝑆-quasinormaldir. Böylece 𝑇𝑇,𝐻𝐻 de 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiştir. 

Fakat 𝑇𝑇, 𝐶𝐶-tümlenmiş ya da 𝑆𝑆-quasinormal değildir (Guo ve Lu, 2012). 

 

Şimdi 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş altgrupların bazı temel özelliklerini verelim. 

 

3.3.4. Lemma 𝐻𝐻 bir grup ve 𝑇𝑇,𝐻𝐻 nin 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş altgrubu olsun. O zaman aşağıdakiler 

sağlanır. 

 

(i) 𝑀𝑀,𝐻𝐻 nin bir altgrubu ve 𝑇𝑇 ≤ 𝑀𝑀 ise o zaman 𝑇𝑇,𝑀𝑀 de 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiştir. 

 
(ii) 𝑁𝑁 ⊲ 𝐻𝐻 ve 𝑁𝑁 ≤ 𝑇𝑇 ise o zaman  𝑇𝑇

𝑁𝑁
  ,  𝐻𝐻

𝑁𝑁
 de 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiştir. 
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(iii) 𝜋𝜋 asalların bir kümesi ve 𝜋𝜋′ = ℙ ∖ 𝜋𝜋 olmak üzere eğer 𝑇𝑇,𝐻𝐻 nin bir 𝜋𝜋-altgrubu ve                        

𝑁𝑁,𝐻𝐻 nin bir 𝜋𝜋′-alt grubu ise o zaman 𝑇𝑇𝑇𝑇
𝑁𝑁

 , 𝐻𝐻
𝑁𝑁

  de 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiştir. 

 
(iv) 𝐿𝐿,𝐻𝐻 nin bir altgrubu ve 𝑇𝑇 ≤ Φ(𝐿𝐿) ise o zaman 𝑇𝑇,𝐻𝐻 de 𝑆𝑆-quasinormaldir (Guo ve Lu, 

2012). 

 

Kanıt. (i) Hipotezden 𝐻𝐻 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ve 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾, 𝐾𝐾 da 𝑆𝑆 −quasinormal olacak şekilde 𝐾𝐾 ≤ 𝐻𝐻 vardır. 

𝐾𝐾1 = 𝑀𝑀 ∩𝐾𝐾 olsun. O zaman 𝐻𝐻 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 eşitliğinden 𝑀𝑀 = 𝐻𝐻 ∩𝑀𝑀 = (𝑇𝑇𝑇𝑇) ∩𝑀𝑀 = 𝑇𝑇(𝐾𝐾 ∩

𝑀𝑀) = 𝑇𝑇𝐾𝐾1 bulunur. 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾1 = 𝑇𝑇 ∩𝑀𝑀 ∩ 𝐾𝐾 = 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾 olduğundan hipotez gereğince 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾1, 

𝐾𝐾1 de 𝑆𝑆 −quasinormaldir. 𝑄𝑄 < 𝑀𝑀 ∩𝐾𝐾 olmak üzere 𝑄𝑄(𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾1) = 𝑄𝑄(𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾) = (𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾)𝑄𝑄 

olduğunu göstermeliyiz. 𝑄𝑄 = 𝑃𝑃 ∩ (𝑀𝑀 ∩ 𝐾𝐾) olacak şekilde 𝑃𝑃 < 𝐾𝐾 vardır ve hipotezden 

(𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾)𝑃𝑃 = 𝑃𝑃(𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾) sağlanır.  O halde;  

 

𝑄𝑄(𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾1) = 𝑄𝑄𝑄𝑄 ∩ 𝐾𝐾1 = �𝑃𝑃 ∩ (𝑀𝑀 ∩𝐾𝐾)�𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾1 = (𝑃𝑃 ∩𝑀𝑀)𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾1                           (20) 

     = 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∩ 𝑀𝑀 ∩ 𝐾𝐾1 = 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∩𝑀𝑀 ∩ 𝐾𝐾 = 𝑀𝑀 ∩ (𝑃𝑃𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾) = 𝑀𝑀 ∩ (𝑃𝑃(𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾)) 

    = 𝑀𝑀 ∩ (𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾)𝑃𝑃 = 𝑀𝑀 ∩ (𝑇𝑇𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾) = (𝑀𝑀 ∩ 𝑇𝑇𝑇𝑇) ∩ 𝐾𝐾 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ∩ 𝑀𝑀 ∩ 𝐾𝐾1 

   = 𝑇𝑇(𝑃𝑃 ∩ 𝑀𝑀) ∩ 𝐾𝐾1 = 𝑇𝑇(𝑃𝑃 ∩ (𝑀𝑀 ∩𝐾𝐾)) ∩ 𝐾𝐾1 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾1 = (𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾1)𝑄𝑄 

 

olup 𝑇𝑇,𝑀𝑀 de 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiştir. 

  

(ii) 𝐻𝐻 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 olduğundan 𝐻𝐻
𝑁𝑁

= 𝑇𝑇
𝑁𝑁

 𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑁𝑁

 sağlanır. Modüler kuraldan  𝑇𝑇
𝑁𝑁
∩ 𝐾𝐾𝐾𝐾

𝑁𝑁
= 𝑇𝑇∩𝐾𝐾𝐾𝐾

𝑁𝑁
= (𝑇𝑇∩𝐾𝐾)𝑁𝑁

𝑁𝑁
=

𝑁𝑁(𝑇𝑇∩𝐾𝐾)
𝑁𝑁

 dir. Herhangi bir 𝑝𝑝 asalı için 𝐾𝐾𝑃𝑃, 𝐾𝐾 nin Sylow 𝑝𝑝-altgrubu olmak üzere 𝐾𝐾𝐾𝐾 
𝑁𝑁

 nin herhangi 

bir Sylow 𝑝𝑝- altgrubu  𝐾𝐾𝑝𝑝𝑁𝑁
𝑁𝑁

  formundadır. Böylece (𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾)𝐾𝐾𝑃𝑃, 𝐻𝐻 nin bir altgrubu olduğundan 

�𝑇𝑇
𝑁𝑁
∩ 𝐾𝐾𝐾𝐾

𝑁𝑁
� �𝐾𝐾𝑃𝑃𝑁𝑁

𝑁𝑁
� = (𝑇𝑇∩𝐾𝐾)𝐾𝐾𝑃𝑃𝑁𝑁

𝑁𝑁
, 𝐻𝐻

𝑁𝑁
 nin bir altgrubudur. Buradan (1) den 𝑇𝑇

𝑁𝑁
∩ 𝐾𝐾𝐾𝐾

𝑁𝑁
, 𝐾𝐾𝐾𝐾

𝑁𝑁
 de                        

𝑆𝑆-tümlenmiştir. Yani, �𝑇𝑇
𝑁𝑁
∩ 𝐾𝐾𝐾𝐾

𝑁𝑁
� 𝐾𝐾𝑃𝑃𝑁𝑁

𝑁𝑁
= 𝐾𝐾𝑃𝑃𝑁𝑁

𝑁𝑁
�𝑇𝑇
𝑁𝑁
∩ 𝐾𝐾𝐾𝐾

𝑁𝑁
� eşitliği sağlanır. Böylece 𝑇𝑇

𝑁𝑁
, 𝐻𝐻
𝑁𝑁

 de                          

𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiştir.  

 

(iii) 𝑇𝑇 bir 𝜋𝜋-altgrup ve 𝑁𝑁 bir 𝜋𝜋′-altgrup olduğundan (|𝑁𝑁|, |𝑇𝑇|) = 1 ve 𝑁𝑁 ∩ 𝑇𝑇 = {𝑒𝑒} ve          

𝑁𝑁 ≰ 𝑇𝑇 olamayacağından 𝑁𝑁 ≤ 𝐾𝐾 olmalıdır. Böylece Modüler kuraldan 𝑁𝑁𝑁𝑁 ∩ 𝐾𝐾 = 𝑁𝑁(𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾) 

dır. 𝐻𝐻 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 iken 𝐻𝐻 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 = (𝑁𝑁𝑁𝑁)𝐾𝐾 elde edilir. Ayrıca her 𝑃𝑃 < 𝐾𝐾 için (𝑁𝑁𝑁𝑁 ∩ 𝐾𝐾)𝑃𝑃 =

�𝑁𝑁(𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾)�𝑃𝑃 = 𝑁𝑁(𝑃𝑃(𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾)) ve 𝑁𝑁 ⊲ 𝐻𝐻 olduğundan 𝑁𝑁�𝑃𝑃(𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾)� = 𝑃𝑃�𝑁𝑁(𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾)� =



53 
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           

𝑃𝑃(𝑁𝑁𝑁𝑁 ∩ 𝐾𝐾) bulunur. O halde 𝑁𝑁𝑁𝑁 ∩ 𝐾𝐾, 𝐻𝐻 de 𝑆𝑆-quasinormal olup 𝑁𝑁𝑁𝑁, 𝐻𝐻 de 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiştir. 

(ii) gereğince  𝑇𝑇𝑇𝑇
𝑁𝑁

 , 𝐻𝐻
𝑁𝑁

  de 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiştir. 

 

(iv) Φ(𝐿𝐿) ≠ 𝐿𝐿 nin Frattini altgrubu olup ve 𝐿𝐿 nin maksimal altgruplarının arakesitidir, ayrıca 

𝐿𝐿 nin bütün üreteç olmayan elemanlarının kümesidir. Yani 𝐿𝐿 = 〈𝑥𝑥,𝑎𝑎〉 iken 𝐿𝐿 = 〈𝑋𝑋〉 dir.       

𝑇𝑇 ≤ Φ(𝐿𝐿) ⇒ 𝑇𝑇 ≤ 𝐿𝐿 ⇒ 𝐻𝐻 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ⇒ 𝐿𝐿 = 𝐿𝐿 ∩ 𝐻𝐻 = 𝐿𝐿 ∩ 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑇𝑇(𝐿𝐿 ∩ 𝐾𝐾) = 〈𝑇𝑇, 𝐿𝐿 ∩ 𝐾𝐾〉 = 𝐿𝐿 ∩

𝐾𝐾 ⇒ 𝐿𝐿 ≤ 𝐾𝐾 ⇒ 𝑇𝑇 ≤ 𝐿𝐿 ≤ 𝐾𝐾 olduğundan 𝑇𝑇 ≤ 𝐾𝐾 ⇒ 𝐻𝐻 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝐾𝐾 olur. Böylece 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾, 𝐾𝐾 de 

𝑆𝑆-quasinormal olduğundan 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾 = 𝑇𝑇, 𝐾𝐾 = 𝐻𝐻 olup 𝑇𝑇,𝐻𝐻 de 𝑆𝑆-quasinormaldir.                      □                                                               

 

Aşağıdaki lemmalar verilen bir 𝐻𝐻 grubunun 𝑆𝑆-quasinormal altgruplarının bilinen 

sonuçlarıdır. 

 

3.3.5. Lemma  𝐻𝐻 bir grup ve 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 olsun. Eğer 𝑇𝑇,𝐻𝐻 de 𝑆𝑆-quasinormal ise o zaman 𝑇𝑇,𝐻𝐻 de 

alt normaldir (Guo ve Lu, 2012). 

 

Kanıt. Kabul edelim ki iddia doğru olmasın, yani bir 𝐻𝐻 grubunda  𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 𝑆𝑆-quasinormal iken 

𝑇𝑇 alt normal olmasın. Bu koşulu sağlayan grupların en küçük mertebeli olanı 𝐻𝐻 grubu olsun. 

𝑁𝑁 = 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝑇𝑇) = {ℎ−1𝑇𝑇ℎ |ℎ ∈ 𝐻𝐻} alalım. 𝑇𝑇 ≤ 𝑁𝑁  ve 𝑁𝑁 ⊲ 𝐻𝐻 dir. Eğer 𝑁𝑁,𝐻𝐻 nin öz normal 

altgrubu ise o zaman 𝑇𝑇,𝑁𝑁 de 𝑆𝑆-quasinormal ve 𝐻𝐻 nin minimalliğinden 𝑇𝑇,𝑁𝑁 de alt normaldir 

ve 𝑁𝑁 ⊲ 𝐻𝐻 olduğundan 𝑇𝑇 ⊲ ⋯ ⊲ 𝐻𝐻 olur. O halde 𝑁𝑁 = 𝐻𝐻 = 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝑇𝑇) olmalıdır. 𝑀𝑀,𝑇𝑇 yi içeren 

bir maksimal altgrup olsun. 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝑇𝑇) = 𝐻𝐻 olduğundan öyle bir 𝑁𝑁𝑋𝑋(𝑀𝑀) vardır ki 𝑇𝑇,𝑁𝑁𝑋𝑋(𝑀𝑀) de 

içerilmez. Böylece 𝑇𝑇 𝑁𝑁𝑋𝑋(𝑀𝑀) = 𝐻𝐻 ve 𝑀𝑀  𝑁𝑁𝑋𝑋(𝑀𝑀) = 𝐻𝐻 çelişkisi elde edilir.                             □                                                                                                                             

 

3.3.6. Lemma Bir 𝑝𝑝 asalı için 𝑇𝑇,𝐻𝐻 nin bir 𝑝𝑝-altgrubu olsun. O zaman 𝑇𝑇 nin 𝐻𝐻 de                                       

𝑆𝑆-quasinormal olması için gerek ve yeter koşul 𝑂𝑂𝑝𝑝(𝐻𝐻) ≤ 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝑇𝑇) olmasıdır (Guo ve Lu, 

2012). 

 

Kanıt. Önce 𝑇𝑇,𝑝𝑝-altgrubu 𝐻𝐻 de 𝑆𝑆-quasinormal olsun. O zaman 𝐻𝐻 nin her bir Sylow                                   

𝑝𝑝-altgrubu 𝑃𝑃 için 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑃𝑃𝑃𝑃 ve 𝑇𝑇 bir 𝑝𝑝-altgrup olduğundan 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃 dir. Böylece                         

𝑇𝑇 ⊆ 𝑂𝑂𝑝𝑝(𝐻𝐻)  (𝑂𝑂𝑝𝑝(𝐻𝐻) ise 𝐻𝐻 nin en küçük normal 𝑝𝑝-altgrubudur. 𝑇𝑇,𝑝𝑝-altgrup olduğuna göre             

𝑇𝑇 ⊆ 𝑂𝑂𝑝𝑝(𝐻𝐻)) ve Lemma 3.3.5 den 𝐻𝐻 de alt normaldir. Bundan başka bir 𝑞𝑞 ≠ 𝑝𝑝 için                          

𝑄𝑄 Sylow 𝑝𝑝-altgrubu ise o zaman 𝑇𝑇, 𝑆𝑆-quasinormal olduğundan 𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 sağlanır. 𝑝𝑝′,𝑝𝑝 den 

farklı olan asal olmak üzere 𝑝𝑝′ mertebeli bir eleman ya da altgrup bir 𝑄𝑄 Sylow 𝑝𝑝′-altgrubu 
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tarafından içerilir. Böylece ℎ ∈ 𝑂𝑂𝑝𝑝(𝐻𝐻) iken < ℎ >≤ 𝑄𝑄 ve 𝑄𝑄, 𝑝𝑝′ mertebeli devirli grupların 

çarpımı olduğundan 𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 sağlanır. Buradan < ℎ > 𝑇𝑇 = 𝑇𝑇 < ℎ > olup ℎ ∈ 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝑇𝑇) =

{ℎ ∈ 𝐻𝐻 |ℎ𝑇𝑇 = 𝑇𝑇ℎ} bulunur.  

 

Tersine 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝑇𝑇) ⊇ 𝑂𝑂𝑝𝑝(𝐻𝐻) ise o zaman 𝑇𝑇 ⊆ 𝑂𝑂𝑝𝑝(𝐻𝐻) dır. Sonuç olarak 𝑇𝑇,𝐻𝐻 de alt normaldir ve             

𝑞𝑞 ≠ 𝑝𝑝 için 𝐻𝐻 nin her bir Sylow 𝑞𝑞-altgrubu tarafından normallenir.                                           □    

3.3.7. Lemma 𝐴𝐴,𝐻𝐻 nin bir alt normal altgrubu ve 𝐵𝐵,𝐻𝐻 nin bir minimal normal altgrubu olsun. 

O zaman 𝐵𝐵 ≤ 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝐴𝐴) dır (Guo ve Lu, 2012).                 

 

Kanıt. 𝐴𝐴 = 𝑈𝑈𝑟𝑟 ⊴ ⋯ ⊴ 𝑈𝑈1 ⊴ 𝐻𝐻 ve 𝐵𝐵,𝐻𝐻 nin minimal normal altgrubu olsun. 𝑟𝑟 üzerine 

tümevarım uygulanırsa; 𝑟𝑟 = 1 için 𝐴𝐴 ⊴ 𝐻𝐻 iken 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝐴𝐴) = 𝐻𝐻 olup 𝐵𝐵 ≤ 𝐻𝐻 = 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝐴𝐴) sağlanır. 

İddia serinin uzunluğunun 𝑟𝑟 den küçük olması durumunda sağlansın. 𝐵𝐵 minimal olduğundan 

ya 𝐵𝐵 ∩ 𝑈𝑈1 = {𝑒𝑒}  dir ya da 𝐵𝐵 ∩ 𝑈𝑈1 = 𝐵𝐵 olmalıdır. 𝐵𝐵 ∩ 𝑈𝑈1 = {𝑒𝑒} ise ∀𝑏𝑏 ∈ 𝐵𝐵 ve ∀𝑢𝑢1 ∈ 𝑈𝑈1 

için 𝑏𝑏𝑢𝑢1 = 𝑢𝑢1𝑏𝑏 olup 𝑏𝑏 ∈ 𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑈𝑈1) bulunur. Dolayısıyla 𝐵𝐵 ≤ 𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑈𝑈1) ve 𝐴𝐴 ≤ 𝑈𝑈1 olduğundan  

𝐵𝐵 ≤ 𝐶𝐶𝐻𝐻(𝐴𝐴) ≤ 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝐴𝐴) dır. 𝐵𝐵 ∩ 𝑈𝑈1 = 𝐵𝐵 iken 𝐵𝐵 ≤ 𝑈𝑈1 dir. (Doerk ve Hawkes, 1992) deki 

15.2 gereğince 𝑁𝑁 sonlu bir 𝐻𝐻 grubunun minimal altgrubu ve 𝑁𝑁 ≤ 𝑀𝑀 ⊴ 𝐻𝐻 iken 𝑁𝑁,𝑀𝑀 nin 

minimal normal altgruplarının bir direkt çarpımıdır. Burada 𝑁𝑁 = 𝐵𝐵, 𝐻𝐻 = 𝐻𝐻, 𝑀𝑀 = 𝑈𝑈1  

alınırsa 𝐵𝐵,𝑈𝑈1 in minimal normal altgruplarının bir direkt çarpımı olur. Yani 𝐵𝐵 = 𝑁𝑁1𝑁𝑁2 …𝑁𝑁𝑘𝑘,

𝑁𝑁𝑖𝑖,𝑈𝑈1 in minimal altgruplarıdır. Hipotezden iddia < 𝑟𝑟 için doğru olduğundan her bir                           

𝑁𝑁𝑖𝑖 ≤ 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝐴𝐴) dır. O halde 𝑁𝑁1𝑁𝑁2 …𝑁𝑁𝑘𝑘 ≤ 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝐴𝐴) iken 𝐵𝐵 ≤ 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝐴𝐴) olur.                                         □                                                                                                                                                                                                                                  

 

3.4. Bir Grubun 𝑺𝑺𝑺𝑺-Tümlenmiş Altgrupları 

 

𝐻𝐻 bir sonlu grup olmak üzere 𝐻𝐻 nin her altgrubu 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş ise 𝐻𝐻 ye 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiştir 

denir. Bu kısımda 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş altgrupları kullanılarak grupların çözülebilirliği 

incelenecek daha sonra 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş gruplar karakterize edilecektir. 

 

3.4.1. Lemma (Schur, Zassenhaus) 𝐻𝐻 sonlu bir grup olsun. 𝐻𝐻 nin |𝑇𝑇| = 𝑛𝑛, [𝐻𝐻:𝑇𝑇] = 𝑚𝑚 ve 

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑛𝑛,𝑚𝑚) = 1 olacak şekilde bir 𝑇𝑇 normal altgrubu için 𝐻𝐻, mertebesi 𝑚𝑚 olan altgrupları 

kapsar ve bunlardan herhangi ikisi birbiriyle eşleniktir (Robinson, 1991). 

 

3.4.2. Teorem 𝐻𝐻 bir grup olsun. 𝐻𝐻 nin çözülebilir olması için gerek ve yeter koşul 𝐻𝐻 nin her 

Sylow altgrubunun 𝐻𝐻 de 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş olmasıdır (Guo ve Lu, 2012). 
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Kanıt. Eğer 𝐻𝐻 çözülebilir ise o zaman 𝐻𝐻 nin bütün Sylow altgrupları 𝐻𝐻 de tamlanmıştır. 

Böylece 𝐻𝐻 de 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiştir.     

 

Tersine 𝐻𝐻 nin her 𝑃𝑃 Sylow altgrubu 𝐻𝐻 de 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş olsun. Tanımdan 𝐻𝐻 = 𝑃𝑃𝑃𝑃 ve          

𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾, 𝐾𝐾 de 𝑆𝑆-quasinormal olacak şekilde bir 𝐾𝐾 ≤ 𝐻𝐻 vardır. Lemma 3.3.5 de 𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾, 𝐾𝐾 da 

alt normaldir. 𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾, 𝐾𝐾 nin Sylow altgrubu olduğundan hem de alt normal olmasından         

𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾 ⊲ 𝐾𝐾1 ⊲ 𝐾𝐾2 ⊲ ⋯ ⊲ 𝐾𝐾 alt normal serisi vardır. 𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾,𝐾𝐾 nin Sylow altgrubu 

olduğundan her bir 𝐾𝐾𝑖𝑖 nin de Sylow altgrubudur. Özel olarak 𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾, 𝐾𝐾2 nin de Sylow 

altgrubudur. 𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾 nin 𝐾𝐾2 de normal olduğunu göstermek yeterlidir. 𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾 ⊲ 𝐾𝐾1 ve                           

𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾, 𝐾𝐾1 de Sylow olduğundan 𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾, 𝐾𝐾1 in tek Sylow altgrubudur. Şimdi 𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾 nin                           

𝐾𝐾2 nin de tek Sylow altgrubu olduğunu gösterelim. Q, 𝐾𝐾2 nin başka bir Sylow altgrubu olsun. 

Yine Sylow teoreminden 𝑄𝑄 = 𝑥𝑥−1(𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾)𝑥𝑥 olacak şekilde 𝑥𝑥 ∈ 𝐾𝐾2 vardır. Eğer 𝑥𝑥 ∈ 𝐾𝐾1 ise           

𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾 ⊲ 𝐾𝐾1 olduğundan 𝑄𝑄 = 𝑥𝑥−1(𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾)𝑥𝑥 = 𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾 olup 𝑄𝑄 = 𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾 bulunur. Eğer         

𝑥𝑥 ∉ 𝐾𝐾1 ise 𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾 ⊲ 𝐾𝐾1 olup 𝑥𝑥−1(𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾)𝑥𝑥 ⊲ 𝑥𝑥−1𝐾𝐾1𝑥𝑥 = 𝐾𝐾1 bulunur. 

 

𝑄𝑄 da 𝐾𝐾1 in Sylow altgrubu olduğundan 𝐾𝐾1 de tek bir tane Sylow altgrubu olduğundan            

𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾, 𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾 = 𝑄𝑄 dur. Yani 𝐾𝐾2 nin de tek bir Sylow altgrubu 𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾 dır. O halde                         

𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾 ⊲ 𝐾𝐾2 dir. Seri üzerinde bu şekilde devam edilerek 𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾 ⊲ 𝐾𝐾 olur. Buradan Schur-

Zassenhaus Teoremi uygulanırsa 𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾 ⊲ 𝐾𝐾 ve 𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾  Sylow 𝑞𝑞-altgrubu olduğundan                              

�|𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾|, � 𝐾𝐾
𝑃𝑃∩𝐾𝐾

�� = 1 olup 𝐾𝐾 = (𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾)𝐾𝐾𝑝𝑝′ olacak şekilde 𝐾𝐾 nin bir 𝐾𝐾𝑝𝑝′ Hall altgrubu 

vardır. Ayrıca 𝐾𝐾𝑝𝑝′ tamlayan olduğundan (𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾) ∩ 𝐾𝐾𝑝𝑝′ = 𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾 ∩ 𝐾𝐾𝑝𝑝′ = 𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾𝑝𝑝′ = {𝑒𝑒} 

olur. O halde 𝐻𝐻 = 𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃 �(𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾)𝐾𝐾𝑝𝑝′� = 𝑃𝑃(𝑃𝑃 ∩ 𝐾𝐾)𝐾𝐾𝑝𝑝′ = 𝑃𝑃𝐾𝐾𝑝𝑝′ ve böylece 𝐻𝐻 nin her                          

𝑃𝑃 Sylow altgrubu 𝐻𝐻 de tamlanmış olduğundan 𝐻𝐻 çözülebilirdir.                                                 □    

 

Teorem 3.4.2 deki argümanlar ile sıradaki sonucu elde ederiz. 

 

3.4.3. Sonuç 𝐻𝐻 bir grup ve 𝑇𝑇,𝐻𝐻 nin bir Hall altgrubu olsun. O zaman 𝑇𝑇 nin 𝐻𝐻 de tamlanmış 

olması için gerek ve yeter koşul 𝑇𝑇 nin 𝐻𝐻 de 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş olmasıdır (Guo ve Lu, 2012). 

 

Kanıt. Schur-Zassenhaus teoremi gereğince her bir Hall altgrubunun 𝐻𝐻 de tamlayanı vardır 

ve böylece 𝑇𝑇,𝐻𝐻 de 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiştir. 
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Tersine 𝐻𝐻 nin bir Hall altgrubu 𝑇𝑇,𝐻𝐻 de 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş olsun. 𝐻𝐻 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ve 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾, 𝐾𝐾 de 

𝑆𝑆 −quasinormal olacak şekilde 𝐾𝐾 ≤ 𝐻𝐻 vardır. Lemma 3.1.5 den 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾, 𝐾𝐾 de alt normaldir. 

Bundan başka 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾, 𝐾𝐾 nin altgrubudur. Böylece 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾, 𝐾𝐾 de hem alt normal ve hem de 

Hall altgrup olduğundan 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾, 𝐾𝐾 de normaldir. 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾 ⊲ 𝐾𝐾1 ⊲ 𝐾𝐾2 ⊲ ⋯ ⊲ 𝐾𝐾                                   

𝑇𝑇 nin alt normal serisi ise 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾, 𝐾𝐾1 de normal Hall altgruptur ve böylece 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾, 𝐾𝐾1 de 

karakteristik altgruptur. 𝐾𝐾1 ⊲ 𝐾𝐾2 olduğundan 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾 ⊲ 𝐾𝐾2 olur. Bu şekilde devam edilerek 

𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾 ⊲ 𝐾𝐾 elde edilir. Schur-Zassenhaus Teoremi uygulanırsa 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾 ⊲ 𝐾𝐾 ve 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾  Sylow 

𝑞𝑞-altgrubu olduğundan �|𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾|, � 𝐾𝐾
𝑇𝑇∩𝐾𝐾

�� = 1 olup 𝐾𝐾 = (𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾)𝐾𝐾𝑝𝑝′ olacak şekilde 𝐾𝐾 nin bir 

𝐾𝐾𝑝𝑝′ Hall altgrubu vardır. Ayrıca 𝐾𝐾𝑝𝑝′ tamlayan olduğundan (𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾) ∩ 𝐾𝐾𝑝𝑝′ = 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾 ∩ 𝐾𝐾𝑝𝑝′ =

𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾𝑝𝑝′ = 1 olur. O halde 𝐻𝐻 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑇𝑇 �(𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾)𝐾𝐾𝑝𝑝′� = 𝑇𝑇(𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾)𝐾𝐾𝑝𝑝′ = 𝑇𝑇𝐾𝐾𝑝𝑝′ ve böylece                          

𝐻𝐻 nin her 𝑇𝑇 Hall-altgrubu 𝐻𝐻 de tamlanmıştır.                                                                                  □    

 

Tüm maksimal altgrupların 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş olması gerekmez. Örneğin 𝐺𝐺𝐺𝐺(2,ℤ7) genel 

doğrusal grubu her maksimal altgrubu tamlanmış olan abel olmayan basit bir grup 

olduğundan 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiştir.  

 

3.4.4. Teorem 𝐻𝐻 bir grup olsun. 𝐻𝐻 nin çözülebilir olması için gerek ve yeter koşul 𝐻𝐻 nin her 

maksimal altgrubunun 𝐻𝐻 de alt normal olan bir 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümleyeninin olmasıdır (Guo ve Lu, 

2012). 

 

Kanıt. 𝐻𝐻 çözülebilir grup ve 𝑇𝑇,𝐻𝐻 nin maksimal altgrubu olsun. 𝑇𝑇 nin 𝐻𝐻 de alt normal bir 𝑆𝑆𝑆𝑆-

tümleyeni olduğunu göstermeliyiz. |𝐻𝐻| üzerine tümevarımla |𝐻𝐻| = 1 ise iddia açıktır.  İddia 

mertebesi |𝐻𝐻| sinden küçük olan gruplar için doğru olsun. Şimdi 𝑇𝑇𝐻𝐻 ≠ {𝑒𝑒} olsun. Buradan 

𝑇𝑇𝐻𝐻 ⊲ 𝐻𝐻 ve 𝑇𝑇𝐻𝐻 ⊲ 𝑇𝑇 bulunur. | 𝐻𝐻
𝑇𝑇𝐻𝐻

| < |𝐻𝐻| olduğundan ve 𝑇𝑇
𝑇𝑇𝐻𝐻

 , 𝐻𝐻
𝑇𝑇𝐻𝐻

 nin maksimalidir. Hipotezden 

𝑇𝑇
𝑇𝑇𝐻𝐻

 nin  𝐻𝐻
𝑇𝑇𝐻𝐻

 de bir 𝐾𝐾
𝑇𝑇𝐻𝐻

  𝑆𝑆𝑆𝑆-tümleyeni vardır ve 𝐾𝐾
𝑇𝑇𝐻𝐻

 , 𝐻𝐻
𝑇𝑇𝐻𝐻

 de alt normaldir. Yani 𝐾𝐾
𝑇𝑇𝐻𝐻
⊲ 𝐾𝐾1

𝑇𝑇𝐻𝐻
⊲ ⋯ ⊲ 𝐻𝐻

𝑇𝑇𝐻𝐻
 

alt normal serisi vardır. Bu serinin 𝑇𝑇𝐻𝐻 ile genişlemesinden 𝐾𝐾 ⊲ ⋯ ⊲ 𝐻𝐻 olur. 𝑇𝑇𝐻𝐻 = {𝑒𝑒}  olsun. 

𝑁𝑁,𝐻𝐻 nin minimal normal altgrubu ve 𝑁𝑁 ≰ 𝑇𝑇 olduğundan 𝐻𝐻 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ve 𝑇𝑇 ∩ 𝑁𝑁 ≤ 𝑇𝑇𝐻𝐻 = {𝑒𝑒} 

olup 𝑁𝑁,𝑇𝑇 nin tamlayanı ve 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümleyenidir. 𝑁𝑁 ⊲ 𝐻𝐻 alt normaldir. 

 

Tersine kabul edelim ki iddia doğru olmasın ve 𝐻𝐻 bu iddiayı sağlamayan en küçük mertebeli 

grup olsun. 𝑇𝑇,𝐻𝐻 nin maksimal altgrubu için 𝐻𝐻 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ve 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾,𝐾𝐾 da 𝑆𝑆-quasinormal olacak 

şekilde 𝐾𝐾 alt normal altgrubu bulunsun. 𝐻𝐻 abel olmayan basit grup ise o zaman 𝑇𝑇 ≠ 𝐻𝐻 
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olduğundan 𝐾𝐾 = 𝐻𝐻 dir. Lemma 3.3.5 den 𝑇𝑇,𝐻𝐻 de alt normal altgrup olur. Buradan 𝑇𝑇 = {𝑒𝑒} 

olmalıdır. Bu ise 𝐻𝐻 nin 𝑝𝑝 asal mertebeye sahip devirli grup olmasını gerektirir. Böylece                      

𝐻𝐻 çözülebilirdir. Bu ise bir çelişkidir. Şimdi 𝐻𝐻 basit olmasın ve 𝑁𝑁,𝐻𝐻 nin bir minimal normal 

altgrubu olsun. Tümevarım kabulünden 𝐻𝐻
𝑁𝑁

 için iddia doğrudur. 𝐻𝐻 nin minimalliğinden                                

𝐻𝐻
𝑁𝑁

 çözülebilirdir. Bundan başka 𝑁𝑁 nin, 𝐻𝐻 nin tek minimal normal altgrup olduğunu ve 𝑁𝑁 nin  

Φ(𝐻𝐻) tarafından içerilmediğini varsayılabilir. O zaman, bu durumda 𝐻𝐻 nin 𝑀𝑀𝐻𝐻 = {𝑒𝑒} olan 

bir 𝑀𝑀 maksimali alınabilir. Hipotezden 𝐻𝐻 nin bir 𝐾𝐾 alt normal altgrubu için 𝐻𝐻 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 ve      

𝑀𝑀 ∩𝐾𝐾,𝐾𝐾 da 𝑆𝑆-quasinormaldir. 𝐾𝐾,𝐻𝐻 de alt normal olduğundan Lemma 3.3.5 den 𝑀𝑀 ∩𝐾𝐾,                         

𝐻𝐻 de alt normaldir. Eğer 𝑀𝑀 ∩𝐾𝐾 ≠ {𝑒𝑒} ise o zaman 𝑀𝑀 ∩ 𝐾𝐾 tarafından içerilen 𝐻𝐻 nin bir                                

𝐿𝐿 minimal alt normal altgrubunu alabiliriz. 𝐿𝐿 ∩ 𝑁𝑁 ⊴ 𝐿𝐿 olduğundan ve 𝐿𝐿 minimal alt normal 

olduğundan 𝐿𝐿 ∩ 𝑁𝑁 = {𝑒𝑒} ya da 𝐿𝐿 ∩ 𝑁𝑁 = 𝐿𝐿 iken 𝐿𝐿 ≤ 𝑁𝑁 olur. Lemma 3.3.7 den 𝑁𝑁, 𝐿𝐿 yi 

normaller. Eğer  𝐿𝐿 ∩ 𝑁𝑁 = {𝑒𝑒} ise o zaman 𝑁𝑁𝑁𝑁 = 𝑁𝑁 × 𝐿𝐿 ve 𝐿𝐿 ≤ 𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑁𝑁) = {𝑒𝑒} ve buradan            

𝐿𝐿 = {𝑒𝑒} olur. Eğer 𝐿𝐿 ∩ 𝑁𝑁 = 𝐿𝐿 yani 𝐿𝐿 ≤ 𝑁𝑁 ise o zaman 𝑀𝑀 ∩𝐾𝐾 = {𝑒𝑒} bulunur. Benzer bir 

yolla 𝐻𝐻 nin bütün minimal alt normal altgruplarının 𝑁𝑁 tarafından içerildiğini gösterilebilir. 

Her bir 𝑁𝑁𝑖𝑖 belirli bir abel olmayan basit gruba izomorf olmak üzere 𝑁𝑁 = 𝑁𝑁1𝑁𝑁2 …𝑁𝑁𝑟𝑟 olsun. 

O zaman kolayca 𝑁𝑁1,𝑁𝑁2, … ,𝑁𝑁𝑟𝑟 nin, 𝐻𝐻 nin bütün minimal alt normal altgrupları ile çakıştığı 

görülebilir. Genelliği bozmadan 𝑁𝑁1 ≤ 𝐾𝐾 olduğunu kabul edelim. Bu takdirde öyle bir 𝑝𝑝  asalı 

için 𝑝𝑝, [𝐻𝐻:𝑀𝑀] = |𝐾𝐾| yı böler. Böylece 𝐻𝐻 nin bir çözülebilir normal altgrubu mevcuttur.                 

𝑁𝑁 tek minimal normal olarak bu normal altgrup tarafından içerildiğinden 𝑁𝑁 de çözülebilirdir. 
𝐻𝐻
𝑁𝑁

 ve 𝑁𝑁 çözülebilir olduğundan 𝐻𝐻 çözülebilir olur ki bu ise çelişkidir. O halde kabul yanlış 

olup ispat tamamlanır.                                                                                                             □   

 

Teorem 3.4.4 ün bir direkt sonucu olarak sıradaki sonuç elde edilir. 

 

3.4.5. Sonuç Bir 𝐻𝐻 grubunun çözülebilir olması için gerek ve yeter koşul 𝐻𝐻 nin her 𝑀𝑀 

maksimal altgrubu için 𝐻𝐻 nin 𝐻𝐻 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 ve 𝑀𝑀 ∩𝐾𝐾 ≤ 𝑀𝑀𝐻𝐻 olacak şekilde bir 𝐾𝐾 alt normal 

altgrubunun bulunmasıdır (Guo ve Lu, 2012). 

 

3.4.6. Uyarı: Eğer bir 𝐻𝐻 grubu çözülebilir değilse 𝐻𝐻 de 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş olan çözülebilir 

maksimal bir altgrup bulunmayabilir. Örneğin 𝐴𝐴5 = 〈𝐴𝐴4, (1234)〉 ve 𝐴𝐴4 ∩ 〈(1234)〉 = {𝑒𝑒} 

olduğundan 𝐴𝐴4, 𝐴𝐴5 in  𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş altgrubuna izomorftur. 𝐴𝐴5 çözülebilir değildir fakat        

𝐴𝐴5 in  𝐴𝐴4  e izomorf olan altgrubu maksimal çözülebilir olma koşulunu sağlar. 



58 
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           

𝐻𝐻 grubunun çözülebilir olması durumunda grupta çözülebilir maksimal altgrubun varlığı 

sıradaki teoremde ispatlanmıştır. 

 

3.4.7. Teorem 𝐻𝐻 bir grup olsun. 𝐻𝐻 nin çözülebilir olması için gerek ve yeter koşul 𝐻𝐻 nin,        

𝐻𝐻 de normal olan bir 𝐾𝐾 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümleyenine sahip bir 𝑇𝑇 çözülebilir maksimal altgrubunun 

olmasıdır (Guo ve Lu, 2012). 

 

Kanıt. Eğer 𝐻𝐻 çözülebilir grup ise Sonuç 3.4.5 den 𝐻𝐻 nin bir 𝑇𝑇 maksimal normal altgrubu 

için 𝐻𝐻 = 𝐾𝐾𝐾𝐾 ve 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾 ≤ 𝑇𝑇𝐾𝐾 olacak şekilde 𝐾𝐾 altnormal altgrubu vardır. Her 𝐶𝐶-tümleyen 

𝑆𝑆𝑆𝑆-tümleyen olduğundan 𝐾𝐾, 𝑇𝑇 nin 𝐻𝐻 deki 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümleyenidir. 

 

Tersine 𝐻𝐻 çözülebilir değilken 𝐻𝐻 nin 𝐻𝐻 de normal olan bir 𝐾𝐾 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümleyenine sahip bir                           

𝑇𝑇 çözülebilir maksimal altgrubunun olduğunu kabul edelim. O zaman 𝐻𝐻 bu iddiayı 

sağlamayan en küçük mertebeli grup olsun. Eğer 𝑇𝑇𝐻𝐻 ≠ {𝑒𝑒} ise o zaman 𝑇𝑇
𝑇𝑇𝐻𝐻

  𝐻𝐻
𝑇𝑇𝐻𝐻

 nin bir 

çözülebilir maksimal altgrubudur ve 𝐾𝐾𝑇𝑇𝐻𝐻
𝑇𝑇𝐻𝐻

, 𝑇𝑇
𝑇𝑇𝐻𝐻

 nin 𝐻𝐻
𝑇𝑇𝐻𝐻

 deki bir normal 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümleyenidir. 𝐻𝐻 nin 

seçiminden 𝐻𝐻
𝑇𝑇𝐻𝐻

 çözülebilirdir ve böylece 𝐻𝐻 çözülebilir olur, bu ise çelişkidir. O zaman                       

𝑇𝑇𝐻𝐻 = {𝑒𝑒} olmalıdır.  

 

𝑁𝑁,𝐻𝐻 nin bir minimal normal altgrubu olsun ve 𝐶𝐶 = 𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑁𝑁) = {ℎ ∈ 𝐻𝐻 | ∀𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁, ℎ𝑛𝑛 = 𝑛𝑛ℎ} 

olsun. (Doerk ve Hawkes, 1992) makalesindeki  A, 17.2 gereğince 𝑁𝑁 ye 𝐻𝐻 nin tek minimal 

normal altgrubudur ve 𝐶𝐶 ≤ 𝑁𝑁 dir ya da 𝐻𝐻 nin tam olarak iki tane 𝑁𝑁 ve 𝑅𝑅 minimal normal 

altgrubu vardır öyle ki 𝑁𝑁 ≅ 𝑅𝑅 abel değildir ve 𝑅𝑅 = 𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑁𝑁) = 𝐶𝐶, 𝑅𝑅 ∩ 𝑇𝑇 = 𝑁𝑁 ∩ 𝑇𝑇 = {𝑒𝑒} dir. 

Hipotezden 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾,𝐾𝐾 de 𝑆𝑆-quasinormal olduğundan Lemma 3.3.5 den 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾, 𝐾𝐾 de 

altnormaldir. Buradan 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾, 𝐻𝐻 de alt normaldir. Şimdi 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾 ≠ {𝑒𝑒} ve 𝐿𝐿,𝐻𝐻 nin                                             

𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾 tarafından içerilen minimal alt normal altgrubu olsun. Eğer 𝐿𝐿 ≤ 𝑁𝑁 ise o zaman                                 

𝐿𝐿𝐻𝐻 = 𝐿𝐿𝑁𝑁𝑁𝑁 = 𝐿𝐿𝑇𝑇 ≤ 𝑇𝑇𝐻𝐻 = {𝑒𝑒} olup çelişki elde edilir. O halde 𝐿𝐿 ≰ 𝑁𝑁 dir ve benzer şekilde        

𝐿𝐿 ≰ 𝑅𝑅 dir. O halde 𝑁𝑁 ∩ 𝐿𝐿 = {𝑒𝑒} = 𝑅𝑅 ∩ 𝐿𝐿 olmalıdır. Diğer taraftan Lemma 3.3.7 den                        

𝑁𝑁𝑁𝑁 = 𝑁𝑁 × 𝐿𝐿 ve böylece 𝐿𝐿 ≤ 𝐶𝐶 ve 𝐶𝐶 ≤ 𝑁𝑁 olduğundan 𝐿𝐿 ≤ 𝑁𝑁  ya da 𝐶𝐶 = 𝑅𝑅 ile çelişir. 

Böylece 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾 = {𝑒𝑒} olmalıdır. O halde 𝐻𝐻
𝐾𝐾
≅ 𝑇𝑇 ve 𝐾𝐾,𝐻𝐻 nin minimal normal altgrubudur. 

Şimdi kabul edelim ki 𝐴𝐴,𝑇𝑇 nin bir minimal normal altgrubu olsun. O zaman 𝐴𝐴,𝑝𝑝 ∈ 𝜋𝜋(𝑇𝑇) için 

elementer abel 𝑝𝑝-gruptur. 𝐶𝐶𝐾𝐾(𝐴𝐴) hem 𝑇𝑇 hem de 𝐾𝐾 tarafından normallendiğinden                             

𝐶𝐶𝐾𝐾(𝐴𝐴),𝑇𝑇 tarafından normallenir. Yani 𝑇𝑇 ≤ 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝐶𝐶𝐾𝐾(𝐴𝐴)) dir. 𝐶𝐶𝐾𝐾(𝐴𝐴) hem 𝑇𝑇 hem de 𝐾𝐾 
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tarafından normallendiğinden ve 𝐻𝐻 = [𝐾𝐾]𝑇𝑇 olduğundan 𝐶𝐶𝐾𝐾(𝐴𝐴), 𝐻𝐻 tarafından normallenir 

yani 𝐶𝐶𝐾𝐾(𝐴𝐴) ⊲ 𝐻𝐻 dır. Ayrıca 𝐶𝐶𝐾𝐾(𝐴𝐴) ≤ 𝐾𝐾 olduğundan 𝐶𝐶𝐾𝐾(𝐴𝐴) ⊲ 𝐾𝐾 dır. 𝐾𝐾,𝐻𝐻 nin minimal 

normal altgrubu olduğundan 𝐶𝐶𝐾𝐾(𝐴𝐴) = 𝐾𝐾 yada 𝐶𝐶𝐾𝐾(𝐴𝐴) = {𝑒𝑒} olmalıdır. Eğer 𝐶𝐶𝐾𝐾(𝐴𝐴) = 𝐾𝐾 ise 

∀𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴 ve ∀𝑘𝑘 ∈ 𝐾𝐾 için 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 olup 𝑘𝑘 ∈ 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝐴𝐴) elde edilir. Buradan 𝐾𝐾 ≤ 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝐴𝐴) olup                  

𝐴𝐴 ⊲ 𝐾𝐾 ve 𝐴𝐴 ⊲ 𝑇𝑇 bulunur. Böylece 𝐴𝐴 ⊲ 𝐻𝐻 olur.  

 

𝐴𝐴 ≤ 𝑇𝑇 olduğundan ve 𝐴𝐴,𝐻𝐻 de normal olduğundan 𝐴𝐴,𝐻𝐻 nin 𝑇𝑇 tarafından içerilen normalidir. 

En genişi 𝑇𝑇𝐻𝐻 olduğuna göre 𝐴𝐴 ≤ 𝑇𝑇𝐻𝐻 olup bu ise 𝑇𝑇𝐻𝐻 = {𝑒𝑒} olmasıyla çelişir. O halde               

𝐶𝐶𝐾𝐾(𝐴𝐴) = {𝑒𝑒} olmalıdır. (Gorenstein, 1968) deki Teorem 2.2 ve Teorem 2.3. gereğince 𝐾𝐾 bir 

𝑝𝑝′-grup olup 𝐾𝐾, her 𝑞𝑞 ∈ 𝜋𝜋(𝐾𝐾) asalı için bir tek 𝐴𝐴 invaryant Sylow 𝑞𝑞-altgrubu olan 𝑄𝑄 yu 

içerir. Herhangi bir 𝑛𝑛 ∈ ℕ için (𝑄𝑄𝑡𝑡)𝐴𝐴 = (𝑄𝑄𝐴𝐴)𝑡𝑡 = 𝑄𝑄𝑡𝑡 olup 𝐴𝐴 invaryant altgrup olduğundan 

Sylow 𝑞𝑞-altgruptur ve böylece 𝑄𝑄 = 𝑄𝑄𝑡𝑡 dır. Sonuç olarak [𝑄𝑄]𝑇𝑇 = 𝐻𝐻 = [𝐾𝐾]𝑇𝑇 ve 𝐾𝐾 = 𝑄𝑄 bir 

𝑝𝑝-gruptur. O halde 𝐻𝐻 çözülebilir grup olur bu ise çelişkidir. İstenen görülür                          □                                   

 

Şimdi 𝑆𝑆𝑆𝑆 −tümlenmiş grupları karakterize edelim. 

 

3.4.8. Teorem 𝐻𝐻 bir grup olsun. O zaman aşağıdakiler denktir. 

 

(i) 𝐻𝐻 bir 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş gruptur. 

 
(ii) 𝐻𝐻 süper çözülebilirdir,  𝐻𝐻

Φ(𝐻𝐻)
 nin her Sylow altgrubu elementer abeldir ve Φ(𝐻𝐻) nin her 

altgrubu 𝐻𝐻 de 𝑆𝑆-quasinormaldir. 

 
(iii) 𝐻𝐻

Φ(𝐻𝐻)
 nin her altgrubu tamlanmıştır ve Φ(𝐻𝐻) nin her altgrubu 𝐻𝐻 de 𝑆𝑆-quasinormaldir 

(Guo ve Lu, 2012). 

 

Kanıt. (i) ⇒ (ii) Öncelikle, 𝐻𝐻 nin süper çözülebilir olduğunu gösterelim. Hipotezden ve 

Teorem 3.4.2 den 𝐻𝐻 çözülebilirdir. 𝑁𝑁,𝐻𝐻 nin bir minimal normal altgrubu olmak üzere 𝑁𝑁 bir 

𝑝𝑝 asalı için elementer abel 𝑝𝑝-gruptur. Lemma 3.3.4 (ii) den 𝐻𝐻
𝑁𝑁

 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiştir. Burada 

mertebesi 𝐻𝐻 nin mertebesinden küçük olanlar için iddianın doğru olduğu tümevarım ile 

görülebilir. O halde tümevarımla  𝐻𝐻
𝑁𝑁

 süper çözülebilirdir. Buradan 𝐻𝐻 nin süper çözülebilir 

olduğunu göstermek için 𝑁𝑁 = 〈𝑥𝑥〉 devirli olduğunu göstermek yeterlidir. 
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𝑃𝑃,𝐻𝐻 nin bir Sylow 𝑝𝑝-altgrubu ve 𝑥𝑥 ∈ 𝑁𝑁 ∩ 𝑍𝑍(𝑃𝑃) için |𝑥𝑥| = 𝑝𝑝 olsun. Burada 𝐾𝐾 elementer abel 

olduğu için 𝐾𝐾 nin tüm Sylow altgrupları ile 〈𝑥𝑥〉 ∩ 𝐾𝐾 ≤ 𝐾𝐾 ile değişmelidir. Böylece                        

〈𝑥𝑥〉𝐾𝐾 = 𝐻𝐻  ve 〈𝑥𝑥〉 ∩ 𝐾𝐾,𝐾𝐾da 𝑆𝑆-quasinormal olacak şekilde 𝐾𝐾 ≤ 𝐻𝐻 vardır. 〈𝑥𝑥〉 ∩ 𝐾𝐾,𝐾𝐾 nin                       

𝑝𝑝′-Sylow altgrupları ile de değişmeli olduğundan 〈𝑥𝑥〉 ∩ 𝐾𝐾, 𝐾𝐾 nin bütün 𝑝𝑝′ mertebeli 

elemanları tarafından normallenir. Ayrıca 〈𝑥𝑥〉 ≤ 𝑍𝑍(𝑃𝑃) olduğundan 𝑃𝑃 tarafından merkezlenip  

〈𝑥𝑥〉 ∩ 𝐾𝐾,𝐻𝐻 nin normal altgrubu olur. 𝑁𝑁 minimal olduğundan 〈𝑥𝑥〉 ∩ 𝐾𝐾 = {𝑒𝑒} ya da                            

(〈𝑥𝑥〉 ∩ 𝐾𝐾 = 𝑁𝑁) iken 𝑁𝑁 ≤ 𝐾𝐾 olmalıdır. 〈𝑥𝑥〉 ∩ 𝐾𝐾 = {𝑒𝑒} ise 𝑁𝑁 = 〈𝑥𝑥〉 olur. 𝑁𝑁 ≤ 𝐾𝐾 ise o zaman 

〈𝑥𝑥〉 = 〈𝑥𝑥〉 ∩ 𝐾𝐾 ≤ 𝑁𝑁 için 𝑁𝑁 = 〈𝑥𝑥〉 bulunur. 𝑁𝑁 elementer abel 𝑝𝑝-grup olduğundan her 

karakteristik altgrubu ya {𝑒𝑒} ya da 𝑁𝑁 ye eşittir. 〈𝑥𝑥〉 karakteristik basit olduğundan 𝑁𝑁 = 〈𝑥𝑥〉 

bulunur. 

 

Şimdi 𝑃𝑃,𝐻𝐻 nin Sylow 𝑝𝑝-altgrubu ve 𝑇𝑇,Φ(𝑃𝑃) nin bir altgrubu olsun. O zaman, Lemma 3.3.4  

(iv) den 𝑇𝑇,𝐻𝐻 de 𝑆𝑆-quasinormaldir. Lemma 3.3.6 dan Φ(𝑃𝑃),𝐻𝐻 de normaldir. Lemmadaki                          

𝑇𝑇 yerine Φ(𝑃𝑃) alınırsa 𝑂𝑂𝑃𝑃(𝐻𝐻) ≤ 𝑁𝑁𝐻𝐻(Φ(𝑃𝑃)) yani 𝑝𝑝′ elemanlarının birleşiminin ürettiği grup 

Φ(𝑃𝑃) yi normaller. Φ(𝑃𝑃),𝑃𝑃 de normal olduğundan 𝑝𝑝 elemanları tarafından normallenir. 

Böylece Φ(𝑃𝑃) ≤ Φ(𝐻𝐻) ve buradan 𝐻𝐻
Φ(𝐻𝐻) 

 nin her Sylow altgrubu elementer abeldir. Φ(𝐻𝐻) 

nin her altgrubunun 𝐻𝐻 de 𝑆𝑆-quasinormal oluşu Lemma 3.3.4 (iv) den doğrudan gelir.   

 

(ii) ⇒ (iii) Sonlu mertebeli bir grubun tamlanmış olmasına denk koşul (Hall, 1937) deki 

Teorem 2 gereğince grubun Sylow altgruplarının elementer abel ve esas bölüntülerinin süper 

çözülebilir olması biçiminde verildiğinden 𝐻𝐻 tamlanmıştır.  

 

(iii) ⇒ (i) Kabul edelim ki 𝐻𝐻
Φ(𝐻𝐻) 

 nin her altgrubu tamlanmış olsun ve Φ(𝐻𝐻) nin her altgrubu 

𝐻𝐻 de 𝑆𝑆-quasinormal olsun. 𝑇𝑇,𝐻𝐻 nin altgrubu olsun. O zaman 𝑇𝑇Φ(𝐻𝐻)
Φ(𝐻𝐻)

𝐾𝐾
Φ(𝐻𝐻) = 𝐻𝐻

Φ(𝐻𝐻)
 ve                           

𝑇𝑇Φ(𝐻𝐻)
Φ(𝐻𝐻) ∩

𝐾𝐾
Φ(𝐻𝐻) = (𝑇𝑇∩𝐾𝐾)Φ(𝐻𝐻)

Φ(𝐻𝐻) = {𝑒𝑒} olacak şekilde 𝐻𝐻
Φ(𝐻𝐻)

 nin 𝐾𝐾
Φ(𝐻𝐻)

 altgrubu mevcuttur. Bu 

eşitliklerde 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝐻𝐻 ve 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾 ≤ Φ(𝐻𝐻) olur. Böylece 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾,𝐻𝐻 de 𝑆𝑆-quasinormaldir. 

Tanımdan 𝑇𝑇,𝐻𝐻 de 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiştir ve 𝐻𝐻 bir 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş gruptur.                                        □                                                           
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA 

 
Bu bölümde sonlu gruplarda çalışılan SS-tümlenmiş altgrup kavramını sonlu kanonik 

hipergruplara taşıyarak, hiperyapı özelliklerini çözülebilir hipergruplardan faydalanarak 

çözümlenmiştir. Çalışmamızda her hipergrup sonlu kanonik hipergrup olarak çalışılmıştır. 

 

4.1. Tanım (i)  𝐻𝐻 hipergrup ve 𝐾𝐾 ≤ 𝐻𝐻 olsun. 𝐻𝐻 = 𝐾𝐾𝐾𝐾 ve 𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇 = {𝑒𝑒} olacak şekilde 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 

varsa 𝐾𝐾 ya 𝐻𝐻 de tamlanmış althipergrup denir. 

 
(ii) 𝐻𝐻 hipergrup ve 𝐾𝐾 ≤ 𝐻𝐻 olsun. 𝐻𝐻 = 𝐾𝐾𝐾𝐾 ve 𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇,𝑇𝑇 nin tüm 𝑃𝑃 Sylow althipergrupları 

tarafından permüte edilebiliyorsa, yani 𝑃𝑃(𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇) = (𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇)𝑃𝑃 oluyorsa 𝑇𝑇 ye 𝐾𝐾 nin 𝐻𝐻 da 𝑆𝑆𝑆𝑆-

tümleyeni ve 𝐾𝐾 ya 𝐻𝐻 nin 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş althipergrubu denir. 

 
(iii) 𝜋𝜋 asal sayılarının bir kümesi olsun. 𝐻𝐻 hipergrubundaki bir 𝑥𝑥 elemanı için |𝑥𝑥| si 𝜋𝜋 

kümesindeki her bir asala bölünebiliyorsa bu 𝑥𝑥 elemanına 𝜋𝜋-eleman denir. 𝑝𝑝 bir asal tamsayı 

olmak üzere 𝑝𝑝-eleman tanımı da benzer biçimde verilebilir. Eğer 𝐻𝐻 hipergrubunun mertebesi 

𝜋𝜋 kümesindeki asal sayılara bölünebiliyorsa 𝐻𝐻 ye 𝜋𝜋-hipergrup denir. 

 

4.2. Örnek ℤ6 çözülebilir hipergrubunun 𝐻𝐻 = 〈2�〉 althipergrubu verilsin. 𝐾𝐾 = 〈3�〉 

althipergrubu ℤ6 = 𝐻𝐻 + 𝐾𝐾 eşitliği sağlanır. ℤ6 nın 2-Sylow ve 3-Sylow althipergrupları 

sırasıyla 𝐾𝐾, 〈5�〉 ve 𝐻𝐻 dır. 𝐻𝐻 ∩ 𝐾𝐾 = 〈0�〉 olup 𝐾𝐾 + 〈0�〉 = 〈0�〉 + 𝐾𝐾 ve 〈5�〉 + 〈0�〉 = 〈5�〉 = 〈0�〉 +

〈5�〉 ve 𝐻𝐻 + 〈0�〉 = 〈0�〉 + 𝐻𝐻 dır. Bu şekilde ℤ6 nın 𝐻𝐻 althipergrubu 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiştir. 

 

4.3. Önerme 𝐻𝐻 hipergrubunun 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş olan 𝐾𝐾 althipergrubu verilsin. 𝐿𝐿,𝐻𝐻 nin 𝐾𝐾 ≤ 𝐿𝐿 

olan althipergrubu ise 𝐾𝐾, 𝐿𝐿 de 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiştir. 

 

Kanıt. Hipotez gereğince 𝐻𝐻 = 𝐾𝐾𝐾𝐾 ve 𝐻𝐻 nin tüm 𝑃𝑃 Sylow althipergrupları için 𝑃𝑃(𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇) =

(𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇)𝑃𝑃 eşitliği sağlanır. 𝐾𝐾 ≤ 𝐿𝐿 olduğundan 𝐿𝐿 = 𝐿𝐿 ∩ 𝐻𝐻 = 𝐿𝐿 ∩ (𝐾𝐾𝐾𝐾) = 𝐾𝐾(𝐿𝐿 ∩ 𝑇𝑇) eşitliği 

sağlanır. 𝐿𝐿 ∩ 𝑇𝑇 = 𝑇𝑇′ olsun. Buradan 𝐿𝐿 = 𝐾𝐾𝐾𝐾′ bulunur. 𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇′ = 𝐾𝐾 ∩ (𝐿𝐿 ∩ 𝑇𝑇) = 𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇 

olduğundan 𝐾𝐾, 𝐿𝐿 nin 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş althipergrubudur. Böylece istenilen elde edilir.             □ 

 

4.4. Lemma 𝐻𝐻 hipergrubunun 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş olan 𝐾𝐾 althipergrubu verilsin. 𝑁𝑁,𝐻𝐻 nin                  

𝑁𝑁 ≤ 𝐾𝐾 olan güçlü normal althipergrubu ise 𝐾𝐾 𝑁𝑁⁄ ,𝐻𝐻 𝑁𝑁⁄  nin 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş althipergrubudur. 
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Kanıt. 𝐾𝐾,𝐻𝐻 nin 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş althipergrubu olsun. Bu durumda 𝐻𝐻 = 𝐾𝐾𝐾𝐾 ve 𝐻𝐻 nin tüm 𝑃𝑃 

Sylow althipergrupları için 𝑃𝑃(𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇) = (𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇)𝑃𝑃 dir.  𝐻𝐻 = 𝐾𝐾𝐾𝐾 ve 𝑁𝑁 ≤ 𝐾𝐾 iken 𝐻𝐻
𝑁𝑁

= 𝐾𝐾
𝑁𝑁
⋅ 𝑇𝑇𝑇𝑇
𝑁𝑁

 

eşitliği sağlanır. 𝐾𝐾
𝑁𝑁

 ∩ 𝑇𝑇𝑇𝑇
𝑁𝑁

= (𝐾𝐾∩𝑇𝑇)𝑁𝑁
𝑁𝑁

 dır. 𝐻𝐻 nin keyfi bir 𝑝𝑝 asal sayısına karşılık gelen 𝑝𝑝-Sylow 

althipergrubu 𝐿𝐿𝑝𝑝 ise; her 𝑙𝑙 ∈ 𝐿𝐿 için 𝜋𝜋(𝑙𝑙) = 𝑙𝑙𝑙𝑙 kuralı ile verilen 𝜋𝜋: 𝐿𝐿 → 𝐿𝐿𝐿𝐿
𝑁𝑁

 güçlü kanonik 

homomorfizması kullanılarak 𝐻𝐻
𝑁𝑁

 nin 𝑝𝑝-Sylow althipergrubunun 𝐿𝐿𝑝𝑝𝑁𝑁
𝑁𝑁

 olduğu açıktır. Ayrıca 

𝐿𝐿𝑝𝑝𝑁𝑁
𝑁𝑁
⋅ (𝐾𝐾∩𝑇𝑇)𝑁𝑁

𝑁𝑁
= 𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐾𝐾∩𝑇𝑇)𝑁𝑁

𝑁𝑁
= (𝐾𝐾∩𝑇𝑇)𝑁𝑁

𝑁𝑁
⋅ 𝐿𝐿𝑝𝑝𝑁𝑁

𝑁𝑁
 eşitliği sağlanır. Böylece  𝐾𝐾

𝑁𝑁
 , 𝐻𝐻

𝑁𝑁
 nin 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş 

althipergrubudur.                                                                                                                      □ 

 

4.5. Teorem 𝜋𝜋 asalların kümesi ve 𝜋𝜋′ = ℙ ∖ 𝜋𝜋 olmak üzere 𝐻𝐻 bir hipergrup ve 𝐾𝐾,𝐻𝐻 nin                           

𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş althipergrubu olsun. 𝐾𝐾, 𝐻𝐻 nin 𝜋𝜋-althipergrubu ve 𝑁𝑁, 𝐻𝐻 nin 𝜋𝜋′-althipergrubu 

ise 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑁𝑁,⁄  𝐻𝐻 ∕ 𝑁𝑁 nin 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş althipergrubudur. 

 

Kanıt. Hipotez gereğince (|𝑁𝑁|, |𝐾𝐾|) = 1 dir. Buradan 𝑁𝑁 ∩ 𝐾𝐾 = {𝑒𝑒} olup 𝑁𝑁 ≰ 𝐾𝐾dir. 𝐻𝐻 = 𝐾𝐾𝐾𝐾 

ve 𝐻𝐻 nin tüm 𝑃𝑃 Sylow althipergrupları için 𝑃𝑃(𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇) = (𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇)𝑃𝑃 dir. 𝐻𝐻 = 𝐾𝐾𝐾𝐾 iken                           

𝐻𝐻 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 = (𝑁𝑁𝑁𝑁)𝑇𝑇 elde edilir. Her 𝑃𝑃 < 𝑇𝑇 için (𝑁𝑁𝑁𝑁 ∩ 𝑇𝑇)𝑃𝑃 = �𝑁𝑁(𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇)�𝑃𝑃 = 𝑁𝑁(𝑃𝑃(𝐾𝐾 ∩

𝑇𝑇)) ve 𝑁𝑁,𝐻𝐻 nin güçlü normal althipergrubu olduğundan 𝑁𝑁�𝑃𝑃(𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇)� = 𝑃𝑃�𝑁𝑁(𝐻𝐻 ∩ 𝑇𝑇)� =

𝑃𝑃(𝑁𝑁𝑁𝑁 ∩ 𝑇𝑇) bulunur. Böylece 𝑁𝑁𝑁𝑁,𝐻𝐻 nin 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş althipergrubudur. Lemma 4.4 den 
𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑁𝑁

, 𝐻𝐻
𝑁𝑁

 de 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiştir. Dolayısıyla istenilen elde edilir.                                                                     □ 

 

4.6. Sonuç 𝐻𝐻 bir hipergrup ve 𝐾𝐾,𝐻𝐻 da 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş althipergrup olsun. Φ(𝐿𝐿),𝐻𝐻 nin tüm 

maksimal althipergruplarının arakesiti olsun. 𝐾𝐾 ≤ Φ(𝐿𝐿) ise 𝐾𝐾 nin tüm 𝑃𝑃 Sylow 

althipergrupları için 𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝑃𝑃𝑃𝑃 dır. 

 

Kanıt.  Φ(𝐿𝐿) ≠ 𝐿𝐿 ve 𝐾𝐾 ≤ Φ(𝐿𝐿) iken 𝐾𝐾 ≤ 𝐿𝐿 sağlanır. Hipotez gereğince 𝐻𝐻 = 𝐾𝐾𝐾𝐾 ve 𝑇𝑇 nin 

tüm 𝑃𝑃 Sylow althipergrupları için (𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇)𝑃𝑃 = 𝑃𝑃(𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇) dir. Buradan 𝐿𝐿 = 𝐿𝐿 ∩ 𝐻𝐻 = 𝐿𝐿 ∩

𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝐾𝐾(𝐿𝐿 ∩ 𝑇𝑇) = 〈𝐾𝐾, 𝐿𝐿 ∩ 𝑇𝑇〉 = 𝐿𝐿 ∩ 𝑇𝑇 bulunur. Buradan 𝐿𝐿 ≤ 𝑇𝑇 olup 𝐾𝐾 ≤ 𝐿𝐿 ≤ 𝑇𝑇 elde edilir.       

𝐾𝐾 ≤ 𝑇𝑇 iken 𝐻𝐻 = 𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝑇𝑇 dir. 𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇 = 𝐾𝐾,  𝑇𝑇 = 𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝐻𝐻 daki her 𝑃𝑃 Sylow althipergrubu için 

𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝑃𝑃𝑃𝑃 eşitliği elde edilir.                                                                                                                □ 
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4.7. Tanım 𝐻𝐻 hipergrup ve 𝐾𝐾 ≤ 𝐻𝐻 althipergrup olsun. 𝐾𝐾 dan 𝐻𝐻 ye uzanan güçlü normal 

althipergrupların sonlu bir zinciri mevcutsa 𝐾𝐾 althipergrubuna 𝐻𝐻 nin güçlü alt normal 

althipergrubu denir. 

 

4.8. Lemma 𝐻𝐻 hipergrup ve 𝐾𝐾 ≤ 𝐻𝐻 olsun. Eğer 𝐻𝐻 nin tüm 𝑃𝑃 Sylow althipergrupları için            

𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝑃𝑃𝑃𝑃 ise 𝐾𝐾,𝐻𝐻 nin güçlü alt normal althipergrubudur.  

 

Kanıt. Kabul edelim ki iddia doğru olmasın. Buradan 𝐾𝐾 ≤ 𝐻𝐻 ve 𝐻𝐻 nin tüm 𝑃𝑃 Sylow 

althipergrupları için 𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝑃𝑃𝑃𝑃 iken 𝐾𝐾 güçlü alt normal olmasın. Bu şartı sağlayan 

hipergrupların en küçük mertebeli olan 𝐻𝐻 hipergrubu olsun. 𝑁𝑁 = 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝐾𝐾) = {ℎ−1𝐾𝐾ℎ =

𝐾𝐾 |ℎ ∈ 𝐻𝐻} için 𝐾𝐾 ≤ 𝑁𝑁 ve 𝑁𝑁,𝐻𝐻 nin güçlü normal althipergrubudur. Eğer 𝑁𝑁,𝐻𝐻 nin öz güçlü 

normal althipergrubu ise 𝐾𝐾,𝑁𝑁 deki her althipergrupla çarpımsal olarak değişmelidir. 𝐻𝐻 nin 

minimalliği gereğince 𝐾𝐾,𝑁𝑁 de güçlü alt normal althipergruptur. 𝑁𝑁,𝐻𝐻 nin güçlü normal 

althipergrubu olduğundan 𝐾𝐾 ≤ ⋯ ≤ 𝐻𝐻 güçlü normal althipergruplarının zinciri için                

𝑁𝑁 = 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝐾𝐾) = 𝐻𝐻 olmalıdır. Bu ise 𝐾𝐾 nin 𝐻𝐻 de güçlü alt normal olması ile çelişir. Kabulümüz 

yanlış olup istenilen elde edilir.                                                                                               □                                                                 

 

4.9. Lemma 𝐾𝐾,𝐻𝐻 nin güçlü alt normal althipergrubu ve 𝑇𝑇,𝐻𝐻 nin bir minimal güçlü normal 

althipergrubu ise 𝑇𝑇 <  𝑁𝑁𝐻𝐻(𝐾𝐾) dır. 

 

Kanıt. 𝐾𝐾 = 𝐾𝐾𝑟𝑟 ≤ ⋯ ≤ 𝐾𝐾1 ≤ 𝐻𝐻 ve 𝑇𝑇,𝐻𝐻 nin minimal güçlü normal althipergrubu olsun.               

𝑟𝑟 üzerine tümevarım uygulayalım. 𝑟𝑟 = 1 için 𝐾𝐾,𝐻𝐻 nin güçlü normal althipergrubu ise  

𝑁𝑁𝐻𝐻(𝐾𝐾) = 𝐻𝐻 olup 𝑇𝑇 ≤ 𝐻𝐻 = 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝐾𝐾) eşitliği elde edilir. Kabulümüz mertebesi 𝑟𝑟 den küçük 

olan her hipergrup için sağlansın. 𝑇𝑇 minimal olduğundan 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾1 = {𝑒𝑒} veya 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾1 = 𝑇𝑇 dir. 

Eğer 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾1 = {𝑒𝑒} ise her 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇 ve her 𝑘𝑘1 ∈ 𝐾𝐾1 için 𝑡𝑡𝑘𝑘1 = 𝑘𝑘1𝑡𝑡 olup 𝑡𝑡 ∈ 𝐶𝐶𝐻𝐻(𝐾𝐾1) bulunur. 

Böylece 𝑇𝑇 ≤ 𝐶𝐶𝐻𝐻(𝐾𝐾1) ve 𝐾𝐾 ≤ 𝐾𝐾1 olduğundan 𝑇𝑇 ≤ 𝐶𝐶𝐻𝐻(𝐾𝐾) ≤ 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝐾𝐾) dır. 𝑇𝑇 ∩ 𝐾𝐾1 = 𝑇𝑇 ise       

𝑇𝑇 ≤ 𝐾𝐾1 olup 𝐻𝐻 nin bir 𝑁𝑁 minimal alt normal althipergrubu ve 𝐻𝐻 nin bir güçlü normal               

𝑀𝑀 althipergrubu için 𝑁𝑁,𝑀𝑀 nin minimal normal althipergruplarının çarpımıdır. Böylece            

𝑁𝑁 = 𝑇𝑇, 𝐻𝐻 = 𝐻𝐻 ve 𝑁𝑁 = 𝐾𝐾1 alınarak 𝑁𝑁 nin 𝐾𝐾1 in minimal güçlü normal                                      

althipergruplarının bir çarpımı olduğu görülür. 𝑁𝑁 = 𝑁𝑁1 …𝑁𝑁𝑘𝑘 ve 𝑁𝑁𝑖𝑖 ler 𝐾𝐾1 de minimal 

althipergrupları mevcuttur. Tümevarım kabulünden 𝑁𝑁𝑖𝑖 ≤ 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝐾𝐾) olup 𝑇𝑇 = 𝑁𝑁 ≤ 𝑁𝑁𝐻𝐻(𝐾𝐾) 

bulunur ve istenilen elde edilir.                                                                                                  □                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                         
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4.10. Teorem 𝐻𝐻 hipergrubunun çözülebilir olması için gerek ve yeter koşul 𝐻𝐻 hipergrubunun 

her maksimal althipergrubunun 𝐻𝐻 de güçlü alt normal olan bir 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümleyeninin olmasıdır.  

 

Kanıt. 𝐻𝐻 çözülebilir hipergrup ve 𝐾𝐾,𝐻𝐻 nin maksimal althipergrubu olsun. 𝐾𝐾 nin 𝐻𝐻 de güçlü 

alt normal bir 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümleyeni olduğunu göstermeliyiz. |𝐻𝐻| üzerine tümevarım uygulayalım. 

|𝐻𝐻| = 1 ise iddia açıktır. Mertebesi |𝐻𝐻| den küçük olan hipergruplar için iddia doğru olsun. 

𝐾𝐾𝐻𝐻 ≠ {𝑒𝑒} olsun.  𝐾𝐾𝐻𝐻, 𝐾𝐾 nin güçlü normal althipergrubu olup 𝐾𝐾𝐻𝐻 , 𝐻𝐻 de güçlü normaldir. 

Böylelikle � 𝐻𝐻
𝐾𝐾𝐻𝐻
� < |𝐻𝐻| için  𝐾𝐾

𝐾𝐾𝐻𝐻
, 𝐻𝐻
𝐾𝐾𝐻𝐻

 nin maksimal althipergrubu ve hipotezden 𝐾𝐾
𝐾𝐾𝐻𝐻

 nin 𝐻𝐻
𝐾𝐾𝐻𝐻

 de 

bir 𝑇𝑇
𝐾𝐾𝐻𝐻

  𝑆𝑆𝑆𝑆-tümleyeni vardır. 𝑇𝑇
𝐾𝐾𝐻𝐻

, 𝐻𝐻
𝐾𝐾𝐻𝐻

 de güçlü alt normaldir. Burada 𝑇𝑇
𝐾𝐾𝐻𝐻

≤ 𝑇𝑇1
𝐾𝐾𝐻𝐻

≤ ⋯ ≤ 𝐻𝐻
𝐾𝐾𝐻𝐻

  

güçlü alt normal serisi vardır. Bu serinin 𝐾𝐾𝐻𝐻 ile genişlemesinden 𝑇𝑇 ≤ ⋯ ≤ 𝐻𝐻 güçlü alt 

normal serisi bulunur. 𝐾𝐾𝐻𝐻 = {𝑒𝑒} olsun. 𝑁𝑁,𝐻𝐻 nin minimal normal althipergrubu için                   

𝑁𝑁 ≰ 𝐻𝐻 iken 𝐻𝐻 = 𝐾𝐾𝐾𝐾, 𝐾𝐾 ∩ 𝑁𝑁 ≤ 𝐾𝐾𝐻𝐻 = {𝑒𝑒} olup 𝑁𝑁,𝐻𝐻 nin tamlanmış althipergrubudur. 

Dolayısıyla 𝑁𝑁, 𝐾𝐾 nin 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümleyenidir. Böylece 𝑁𝑁 ≤ 𝐻𝐻 güçlü alt normaldir.   

 

Tersine kabulümüz doğru olmasın. 𝐻𝐻 kabulümüzü sağlamayan en küçük mertebeli 

althipergrup olsun. 𝐾𝐾,𝐻𝐻 nin maksimal althipergrubu olmak üzere 𝐻𝐻 = 𝐾𝐾𝐾𝐾 ve 𝑇𝑇 nin her                              

𝑃𝑃 Sylow althipergrubu için 𝑃𝑃(𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇) = (𝐾𝐾 ∩ 𝑇𝑇)𝑃𝑃 olan 𝐻𝐻 nin 𝑇𝑇 güçlü alt normal 

althipergrubu verilsin. Eğer 𝐻𝐻 abel olmayan basit bir hipergrup ise 𝐾𝐾 ≠ 𝐻𝐻 olduğundan                                

𝑇𝑇 = 𝐻𝐻 dır. Lemma 4.8 den 𝐾𝐾,𝐻𝐻 de güçlü alt normal althipergruptur. Böylece 𝐾𝐾 = {𝑒𝑒} 

olmalıdır. Bu ise 𝐻𝐻 nin 𝑝𝑝 asal mertebeli devirli sonlu hipergrup olması nedeniyle çözülebilir 

hipergrup olması anlamına gelir ve bir çelişkidir. Şimdi 𝐻𝐻 basit olmasın. 𝑁𝑁,𝐻𝐻 nin bir 

minimal güçlü normal althipergrubu olsun. Hipotezden 𝐻𝐻
𝑁𝑁

 için iddia doğrudur. 𝐻𝐻 nin 

minimalliğinden 𝐻𝐻
𝑁𝑁

 çözülebilirdir. 𝑁𝑁,𝐻𝐻 nin tek minimal güçlü normal althipergrubu olduğu 

ve Φ(H) da içerilmediği görülür. Buradan 𝐻𝐻 nin 𝑀𝑀𝐻𝐻 = {𝑒𝑒} olan bir 𝑀𝑀 maksimal 

althipergrubu mevcuttur. Hipotez gereğince 𝐻𝐻 nin bir 𝑇𝑇 güçlü alt normal althipergrubu için 

𝐻𝐻 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 ve 𝑇𝑇 nin her 𝑃𝑃′ Sylow althipergrubu için 𝑃𝑃′(𝑀𝑀 ∩ 𝑇𝑇) = (𝑀𝑀 ∩ 𝑇𝑇)𝑃𝑃′ dür. 𝑇𝑇,𝐻𝐻 de 

güçlü alt normal althipergrup olduğundan Lemma 4.8 den 𝑀𝑀 ∩ 𝑇𝑇, 𝐻𝐻 da güçlü alt normaldir. 

Şayet 𝑀𝑀 ∩ 𝑇𝑇 ≠ {𝑒𝑒} ise 𝐿𝐿 yi 𝑀𝑀 ∩ 𝑇𝑇 tarafından içerilen 𝐻𝐻 nin bir minimal güçlü alt normal 

althipergrubu olarak alabiliriz. 𝐿𝐿 ∩ 𝑁𝑁, 𝐿𝐿 nin güçlü normal althipergrubu ve 𝐿𝐿 minimal güçlü 

alt normal althipergrup olduğu için 𝐿𝐿 ∩ 𝑁𝑁 = {𝑒𝑒} yada 𝐿𝐿 ∩ 𝑁𝑁 = 𝐿𝐿 dir. Böylece 𝐿𝐿 ≤ 𝑁𝑁 

bulunur. Lemma 4.9 dan 𝑁𝑁, 𝐿𝐿 yi normaller. Eğer 𝐿𝐿 ∩ 𝑁𝑁 = {𝑒𝑒} ise 𝑁𝑁𝑁𝑁 = 𝑁𝑁 × 𝐿𝐿 olup                              

𝐿𝐿 ≤ 𝐶𝐶𝐻𝐻(𝑁𝑁) = {𝑒𝑒} dir. Buradan 𝐿𝐿 = {𝑒𝑒} bulunur.  Eğer 𝐿𝐿 ≤ 𝑁𝑁 ise 𝑀𝑀 ∩ 𝑇𝑇 = {𝑒𝑒} bulunur. 
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Böylece benzer kanıt yöntemi kullanılarak 𝐻𝐻 nin tüm minimal güçlü alt normal 

althipergruplarının 𝑁𝑁 tarafından içerildiği gösterilebilir. Her biri abel olmayan basit 

hipergruplara izomorf olan 𝑁𝑁𝑖𝑖 ler için 𝑁𝑁 = 𝑁𝑁1𝑁𝑁2 … .𝑁𝑁𝑟𝑟 olsun. 𝑁𝑁𝑖𝑖 lerin 𝐾𝐾 nin tüm minimal 

güçlü alt normal althipergrupları ile çakıştığı görülür. Bütünlüğünü bozmadan 𝑁𝑁1 ≤ 𝐾𝐾 

alalım. Öyle bir 𝑝𝑝 asalı için 𝑝𝑝 | [𝐻𝐻:𝑀𝑀] = |𝑇𝑇| dir. Bundan dolayı 𝐻𝐻 nin çözülebilir güçlü 

normal althipergrubu vardır. 𝑁𝑁 tek minimal güçlü normal olarak bu güçlü normal 

althipergrup tarafından içerildiğinden 𝑁𝑁 çözülebilirdir. 𝐻𝐻
𝑁𝑁

 ve 𝑁𝑁 çözülebilir olduğundan 

(Vasil’ev ve Zieschang, 2022) deki Lemma 7.3 den 𝐻𝐻 çözülebilir olur ki bu ise çelişkidir. O 

halde kabulümüz yanlış olup istenen elde edilir.                                                                                   □ 

4.11. Sonuç 𝐻𝐻 hipergrubunun çözülebilir olması için gerek ve yeter koşul 𝐻𝐻 nin herhangi bir 

𝑀𝑀 maksimal althipergrubu için 𝐻𝐻 nin 𝐻𝐻 =  𝑀𝑀𝑀𝑀 ve 𝑀𝑀 ∩  𝑇𝑇 ≤  𝑀𝑀𝐻𝐻 olan bir 𝑇𝑇 güçlü alt 

normal althipergrubunun olmasıdır.  
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu çalışmada, (Guo ve Lu, 2012) makalesinde çalışılan sonlu gruplarda 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş 

altgrup kavramından yola çıkılarak bu kavramın hipergrup teorideki önemli özelliklerine yer 

verilmiştir. Böylece 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş althipergrupların hipergruplarda çözülebilirlik 

kavramıyla sınıflandırılmasında kullanıldığı gösterilmiştir. (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 

2007) kaynağından faydanılarak sonlu kanonik hipergrupların 𝑆𝑆𝑆𝑆-tümlenmiş 

althipergrupları tanımlanarak hiperyapı özellikleri Sylow althipergruplar yardımıyla 

çalışılmıştır. Ayrıca sonlu kanonik hipergrup sınıfının çözülebilir hipergruplar ile bağıntısına 

yer verilmiştir. 
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