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Sonlu karma dagilim modellerinde ilgilenilen ve ¢aligilan
problemler il¢ ana grupta ele alinir. Bu problemler: sonlu karma
dagilim modelleri igin &rneklem formunun belirlenmesi, sonlu
kafma dagilim modellerindeki bilegen sayisinin belirlenmesi ve
sonlu karma dagilim modellerindeki parametrelerin tahminidir.

Bu ¢aligmanin amaci: sonlu karma dagilim modeli igin
Srneklem formunun bilindigi ve sonlu karma dagilim modelindeki
bilegen sayisinan belirli oldugu durumlarda sonlu karma dagilim
modelindeki parametreleri tahmin etmek; kimyasal, fiziksel ve

biyolojik problemler ig¢in sonlu karma dagilim modellerinin

uygulama alanlarini aragtairmaktir.
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ABSTRACT

There are three main types of problems interested and
studied in finite mixture distribution models. These includes:
determining the sample form for finite mixture distribution
models, determining the number of components in finite mixture
distribution models and estimating the parameters in finite
mixture distribution models.

The purpose of this work is estimating the parameters in
finite mixture distribution model, finding application areas of
finite mixture distribution models for chemical, physical and
biological problems when the sample form of finite mixture
distribution model is known and the number of components in

finite distribution model is fixed.
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GIRIS

Tek degigkenli dagilim modelleri genellikle yerlegim ya da
konum, yay:ilim ve gekil parametreli olmak iizere igerisinde
altgrup bulunmayan kitleden alinan ve kitleyi temsil eden
verilere ya da ornekleme bir rastgele degigkene bagli olarak
olasilik yogunluk fonksiyonlari uydurmak i¢in yaygin olarak
kullanilan dagilim modelleridir. Bu durumda, kitlede altgrup
bulunmadigindan bir karma dagilim modeli probleminden soz
edilemez.

Tek degigkenli sonlu karma dagilim modelleri ise herbir
altgrubunun kendi yerlegke ya da konum, yayilim ve gekil
parametrelerine (olasilik yogunluk fonksiyonlarina) sahip olmak
Uzere igerisinde sonlu sayida (en az iki) altgrup bulunan
kitleden alinan ve kitleyi temsil eden verilere ya da ornekleme
bir rastgele degigkene bagla olarak olasilik yogunluk
fonksiyonlari uydurmak igin birgok alanda kullanilan dagilim
modelleridir. Diger bir ifadeyle sonlu karma dagilim modelleri,
herbirinin belirli bir karma orani ile sonlu sayidaki olasilak
yogunluk fonksiyonlarinin bir toplami olarak ifade edilebilen

dagilim modelleridir.



1. BOLUM

SONLU KARMA DAGILIM MODELININ TANIMI - SONLU KARMA DAGILIM
MODELLERIYLE ILGILY CALISILAN ISTATISTIKSEL PROBLEMLERIN

BASGLICALARI VE BU PROBLEMLERE YAKLASIMLAR

1.1. Sonlu Karma Dagilim Modelinin Tanimi

Tanim 1.1.1: X bir rastgele degigken olmak {izere bir X
orneklem uzayindan degerler alsin. X rastgele degigkeninin
dagilimi; X€X olmak ilizere,

fix)=pafi(x)+..i+pifir(x) (1.1.1)
seklindeki bir olasilik yogunluk fonksiyonuyla tanimlanir.

Burada i=1,...,k olmak iizere,

i- fi(x)20

ii- g fi(x)dx=1

X

1ii- 0<pi<l, pateeetpPr=1
dir.

Bu durumdaki X rastgele degigkenine (1.1.1) ile tanimli f(x)
olasilik yogunluk fonksiyonlu bir sonlu karma dagilim modeline
sahiptir denir.

Ayraica, Pasreee,Pi parametrelerine karma oranlara ve
falx), .., f5c(x) olasilaik yogunluk fonksiyonlarina da Kkarma

dagilim modelinin bilegen yogunluklari denir.



Birgok  durumda falx), e, fic(x) belirtilmig parametrik
gekillere sahiptir wve (1.1.1) 'deki ‘egitligin,

F(x)=pafa(x;01)+...+picfic(x;6,) ‘ (1.1.2)
$eklinae gosterimi de vardir.

Burada i=1,...,k olmak lizere 8., £i(x) 'de  bulunan
parametreleri gostermektedir. b

Sonlu karma dagilim modelinde 1i=1,...k 1ig¢in tiim karma
oranlari parametrelerinin toplulugunu p=(pi,...,px)’, bilegen
yogunluklarinda bulunan tim parametrelerin toplulugunu
0=(85,...,68,)" ve sonlu karma dagilim modelinde bulunan tiim
farkli parametrelerin toplulugunun tamamini da $&=(p,08)' ile
gosterelim. Burada € bir parametre uzaylr olmak lizere $€Q dair.

(1.1.2) ‘deki ifadede bulunan bilegen yogunluklarinin
tamaminin da ayni parametrik ailenin elemani olmasi gerekmez.
Bununla birlikte birg¢ok uygulamada bilegen yogunluklarinin tamam
ayni parametrik ailenin elemanidir.

Bu durumda sonlu karma dagilim modelinin olasilik yogunluk

fonksgiyonu,
k
f(x;8)= % pafi(x;6,) (1.1.3)
i=1
geklindedir,
(1.1.3) 'de k belirli (fixed) olmak tlizere karma dagilaim

modelindeki bilegen sayisini gdstermektedir.



1.2, Sonlu Karma Dagilim Modelleriyle Ilgili Caligilan

Istatistiksel Problemler Ve Bu Problemlere Yaklagimlar

1.2.1. Orneklem Formunun Belirlenmesi

Sonlu karma dagilim modelleriyle ilgili birgok uygulamada
verilerin istatistiksel analizi yapilirken ve verilere modeller
uydurulurken ilk belirlenmesi gereken, orneklem formudur.

Uygulamalarda, sonlu karma dagilim modellerinde ¢ok sik
kargilagilan o&rneklem formlari ve bunlara kargilik gelen
likelihood veya log-likelihood fonksiyonlari agagidaki gibidir:

Render ve Walker (1984), uygulamalarda g¢ok sik karsilagilan
orneklem formlarini dort gruba ayirmigtir. Buna gdére:

1. tip orneklem: x;,...,%x.; (1.1.3) ‘'deki sonlu karma
dagilim modelinden alinmig n hacimlik, dlizenlenmemig birbirinden
bagimsiz gdzlemler olsun. j=1,...,n igin herbir x5 'nin olasilik
yogunluk fonksiyonu £f(x;®) 'dir. Yani 1. tip Orneklem, £(x;$%)
olasilik  yogunluk fonksiyonlu rastgele degigkenlerin  bir
kiimesidir. Bu durumda Si={xy}j-2,....an 'dir.

Bu d6rneklem formu ig¢in log-likelihood fonksiyonu,

n
L:(8)= X logf(xy;$) (1.2.1)
=1
geklindedir.

2. tip orneklem: ji,...,Jm negatif olmayan tamsayilar olsun.

Sonlu karma dagilim modelinde gercekte m tane bilegen bulunsun.

i=1l,...,m olmak lizere, {y ! , 1. bilegen igin
ik k=l,...,ji



birbirinden bagimsiz gézlemler olsun. i=l,...,m ve k=1,...,7s

igin herbir y 'nin olasilik yogunluk fonksiyonu f.(y ;6s) 'dir.
ik ik

Yani 2. tip &rneklem, fi(y ;0:) olasilik yogunluk fonksiyonlu

1
rastgele degigkenlerin bir kiimesidir. Bu durumda
m
Sz= U {y } 'dir.
izl ik k=1,ooo'ji
Bu 6rneklem formu ig¢in log-likelihood fonksiyonu,
m Ji
L,(%)= 1 I logfi(y ;0;) (1.2.2)
i=1 k=1 ik
geklindedir.

2. tip orneklemde ji 'ler karma oranlari hakkinda bilgi
igermezler.

3. tip &rneklem: (1.1.3) 'deki sonlu karma dagilim
modelinden K tane birbirinden bagimsiz gozlemler alinmig olsun.

Bu godzlemler daha sonra diizenlensin. Bu dilizenlemede i=1,...,m

m
olmak iizere K= I Ki olacak gekilde {z } , 1. bilegen
i=l ik kzllncoyK;‘,
igin birbirinden bagimsiz gozlemleri gdstersin. Bu durumda
m
Sa= U {z 1} 'dir.

,1,1 ik k=l,-o-,Ki

Bu orneklem formu ig¢in log-likelihood fonksiyonu,

m Ki K!
La(®)= £ £ logipsfsl(z ;6:)}+log ——— (1.2.3)
i‘_‘l k=1 ik Kl! .. ‘Kml

geklindedir.



3. tip o6rneklemde K; 'ler karma oranlari hakkinda bilgi
igerirler ama bilegen yogunluklarindaki parametreler hakkinda
bilgi icermezler.

4. tip orneklem: (1.1.3) 'deki sonlu karma dagilimdan M tane
birbirinden bagimsiz diizenlenmemig g&zlemler alinmig olsun. Daha
sonra gbzlemlerin bir kismi diizenlensin, bir kismi da
diizenlenmeden birakilsin. Diizenleme yapilan kisimda i=1,...,m

olmak lizere fw } . 1. bilegen igin birbirinden
ik k=1,...,Ms

bagimsiz gozlemleri gostermektedir. fw 1} 'da
Ok kzllooolMQ

diizenlenmemig olarak birakilan birbirinden bajimsiz gdzlemleri

m
géstermektedir. Bu durumda S,= U {w } ‘dir.
j_:O ik k:‘l,.cc,Mi

Bu orneklem formu ic¢in log-likelihood fonksiyonu,

MD m Mi Ml
L,(®)= I logf(w ;&)+ I I logi{psfi(w ;65)1+log —m
k:l Ok i=l k=1 ik Moln..Mm!
(1.2.4)
gseklindedir.
4., tip Orneklemde M; 'ler karma oranlari ve bilegen

yogunluklarindaki parametreler hakkinda bilgi igerirler,

1. tip dizenlenmemig Orneklem S;, literatiriin tamamina
yakininda sonlu karma dagilim modelleri iizerinde ele alinan bir
orneklem gegitidir.

2, tip ve 3. tip ornekleme sirasiyla kargilik gelen S, ve Sj
tamamiyla diizenlenmig ©&rneklemlerdir. Aralarindaki en ©&nemli
niteliksel fark; 2. tip ©&rneklem S, ‘'deki Jji sayilarinin

icermemesine karsin, 3. tip &rneklem S; ‘'deki Ki sayilarinin



karma oranlari hakkinda bilgi igermesidir. Yani eger karma
oranlarinin tahminiyle ilgileniliyorsa S, orneklemi, diger
tipteki &rneklemleri igereﬁ biiyiik bir o6rneklemin bir alt kiimes:
olarak kullaniglaidair. |

Hosmer (1973-a), iki tek degigkenli olasilik yogunluk
fonksiyonunun karma dagilim modelleri igin' Si, S.US: ve S,US;
formundaki Orneklemleri ele aldi. Bundan once Tan ve Chang
(1972-a), Hosmer 'in S,US. formundaki Orneklemine ¢ok benzer bir
orneklemi kullanarak genetik degigimi agiklamada karma dagilim
modellerinin uygulamasini igeren bir problemi ¢aligti. Dick ve
Bowden (1973), m=2 ve 7j>=0 olan S,US, formundaki bir o&rneklemi
kullandi. Hosmer ve Dick (1977), 1. tip, 2. tip, 3. tip ve
bunlarin bilegimleri igin Fisher informasyon matrislerini
hesapladilar.

4, tip Orneklem S,, kontrolli (censored) o&rneklemi igeren
bir karma dagilim modeli problemiyle ilgilidir. 3. tip O&rneklem
S5 'lin K; sayilarinin karma oranlari hakkinda bilgi igermesindeki
gibi S, 'din M; sayilari da karma oranlarl hakkinda bilgi igerir.
K;: sayilarinin igermemesine ragmen, M; sayilarai ayni zamanda
bilegen yogunluklarindaki parametreler hakkinda da bilgi igerir.

Mendenhall ve Harder (1958), 4. tip orneklemin nasil ortaya
giktigini godsteren 1ilging ayni zaman da bilgilendirici bir
ornegli, yagam testi alaninda incelediler.

Titterington ve ark. (1985, s.3) 'da orneklem formlarini ve
kargilik gelen likelihood fonksiyonlaraini ele aldilar. Buna gore:

1. tip 6rneklem: Bu tip bir odrneklem; birbirinden bagimsiz n

hacimlik X1,.+..,%, rastgele gézlemlerinden olugur. Yani oSrneklem,



{X1,404,%Xn} formundadir. Burada X rastgele degigkeninin dagilami,
(1.1.3) 'deki sonlu karma dagilim modelinin olasilik yogunluk
fonksiyonuyla tanimlanir.

Bu drneklem formu igin likelihood fonksiyonu,

n n k
lo(@)=.r Flxy;8)= ¢ 1 X pafalxy;65)1} : (1.2.5)
j=1 j=1 i=1
geklindedir.

2. tip o6rneklem: Sonlu karma dagilim modellerinin bazi direk
uygulamalarinda, karma dagilim modelinden alinmig {Xi,..+,Xm}
rastgele oOrneklemine ek olarak, bu rastgele Oorneklemin alt
kategorilerinde bulunan herbir eleman hakkinda da bilgi vardair.
Alt kategorilerin herbiri kendi bagina bagimsiz gdézlemlerden

olugan rastgele orneklemlerdir. Yani orneklem,

{x :3=1,...k ; h=1,...,n3} formundadir. Burada n, 'lerden en
jl\
az biri safirdan farkli olmalidar.
Bu tip orneklem 1ig¢in, gdzlemler kategorilere ayrilsa da
ayrilmasa da orneklem formu ig¢in likelihood fonksiyonu,
k n,
1,(8)=1,(89) T T fi(x  ;85) (1.2.6)
j:l h:l jh
gseklindedir.
3. tip Oorneklem: 2. tip ©drneklemdekilere ek olarak
kategorilere ayrilmig bagimsiz gdzlemlerin herbir kategorisi igin
Pirsees,Pr Oranlari da bilinsin.

Bu orneklem formu ig¢in likelihood fonksiyonu,

k ng
12(6):‘11(@) ""' pj (lo2o7)
J=1



geklindedir.
Her 1iki «¢aligmada da &rneklem formlarinin bu gekilde

belirlenmesi, herhangi bir 6zel uygulama i¢in ¢ok dnemlidir.

1.2.2. Bilegen Sayisinin Belirlenmesi

Sonlu karma dagilim modelleriyle ilgili uygulamalarda,
verilere modeller uydurulurken belirlenmesi gerekenlerden bir
digeri ise bilegen sayisidir.

Sonlu karma dagilim modellerinde bilegen sayisinin belirli
olmad1gy durumlarda, bilegen sayisini belirleme problemi g¢ok
onemli fakat ayni zamanda ¢ok zor bir problemdir.

Karma dagilim modellerindeki bilegen sayisini belirlemek
igin bazi kriterler geligtirilmig ve hipotez testleri
olugturulmugtur.

Bu kriterlerden en O&nemlileri: Bezdek (1981) tarafaindan
geligtirilen pargalanmig katsayil kriteri (Partitioned Coefficient
- PC), Bozdogan (1983) tarafindan geligtirilen Akaike 'nin
informasyon kriteri (Akaike's Information Criterion - AIC) ve
Windham ve Cutler (1992) 'in geligtirdikleri minimum informasyon
oran tahmini ve gegerli hale getirme kriteri (Minimum Information
Ratio Estimation and Validation - MIREV) dir.

1. Pargalanmig katsayir kriteri:

(1.2,1) 'deki log-likelihood fonksiyon,

k n
L(3)=L,(&)= X I asy(lis-logasy) (1.2.8)
i=1 j=1
geklinde de yazilabilir.

Burada,



1:i5=1,(x5:08:)=logipsifi(x4;6:)1 i=l,...,k ; j=1,...,n

ve
pifi(xj;ei)'
asy=as(x4;65)= J=1,¢e.,n"
k
L pifi(Xj;ei)
i=1
dir.

as;y katsayilari, altkitlelerin (bilegenlerin)
posterior olasaliklaridair. Ayraica azy 'ler, yigilim
birgok olgiimii i¢gin temel tegkil ederler.
Bezdek (1981), parcalanmig katsayi kriterini,
1 k n
PC= —— Z 2 aijz
n 1i=1 j=1
olarak tanimlamigtair.

Maksimum PC, en iyi ¢&zlimi verir.

2. Akaike 'nin informasyon kriteri:

(1.2.9)

iyeliginin

miktarainin

(1.2.10)

Lo{(®), (1.2.1) 'deki gibi olmak tlizere L(%)=L.{(®%) alinsan.

Bozdogan (1983), Akaike 'nin informasyon kriterini,

AIC= —2cL(;)+3np
olarak tanimlamigtair.

Burada
n.: tahmin edilecek parametrelerin sayisini
n: oOrneklem hacmini

d: herbir bilegeni tanimlayan parametrelerin sayisini

(1.2.11)

K: incelenen bilegenlerin en bilylik sayisini, numarasini

c= (1/n)(n-1-d-K/2) degerini

gostermektedir.
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Buna gdore ;, L(;) 'de K bilegen igin tahmin edilen parametre
degeridir.

Minimum AIC, en iyi ¢dézimi verir.

3. Minimum informasyon oran tahmini ve gegerli hale getirme
kriteri:

Bu kriter igin (1.2.1) ve (1.2.2) 'deki gibi  iki
log~likelihood fonksiyon kullanilair.

(1.2.1) 'deki log-likelihood fonksiyonu igin Fisher
informasyon matrisi,

F= -E(L,''($%)) . (1.2.12)
gseklindedir.

Bu matris ©&orneklemin altkitlelerinin tlyeleri bilinmeksizin,
orneklemden & hakkinda maksimum miktarda bilgiyi olger. Eger
orneklemin altkitlelerinin tyeleri bilinseydi, sainiflandirilmig
drneklem i¢in Fisher informasyon matrisi elde edilebilecekti.

(1.2.2) 'deki log~likelihood fonksiyonu igin Fisher

informasyon matrisi de,

Fo= -E(L2"''(9%)) (1.2.13)
gseklindedir.
Bu matris de orneklemin altkitlelerinin tiveleri

bilindiginde, orneklemden & hakkinda maksimum miktarda bilgiyi
dlger.,
Bu durumda ise informasyon oran matrisi,

Fo—*F (1.2.14)

olarak tanimlanir.
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Informasyon oran matrisi, altkitlelerin lyeleri
bilinmeksizin & hakkinda bilginin oranaini olger. Informasyon oran
matrisi ayni 2zamanda karma dagilim modellerinin analizinde,
bilegen yogunluklarini birbirinden ayirmada kpllanlllr.

(1.2.14) 'deki informasyon oran matrisinin en kiiglk
ozdegerinin degeri (magnituae of the smallest eigenvalue - MIR),
karma modeldeki bilegenlerin sayisinin iyi bir gdstergesidir.

MiR, EM algoritmasi (Dempster ve ark., 1977) kullanildiginda
¢ok kolay tahmin edilebilir. Sundberg (1976) ve Louis (1982), EM
algoritmasinin yakainsama hizinin I-F.~*F 'nin en biiylik &zdegerine
egit oldugunu gosterdiler. Boylece MIR=1-{EM algoritmasinin
yakinsama hizi} 'dar.

EM algoritmasinin yakinsama hizi, algoritmanin ardigik
iterasyon degerleri arasaindaki uzakliklarin oranlarindan tahmin
edilir. {d.,}, EM algoritmasindaki parametre tahminlerinin bir

IQV*l - Qvl

dizisi olsun. Bu durumda 1.0 degeri MIR ‘e

|Qv - @v—l‘

yakinsar. , 0klid uzayinda herhangi bir uygun normdur.

MIREV kriteriyle bilegen sayisini belirlemek igin agagidaki
iglemler yapilair:

I. Tahmin adimi:

(a) 25k,¢ks> olacak gekilde ki ve ko 'yi seg.

(b) kaicks<ks olan herbir k ig¢in karma modelin k bilegenli

oldugunu varsayarak MIR. 'yl hesapla.

(c) Bilegen sayisini k olarak tahmin et. k, MIRw.

'nin

degerini en biiyiik yapacak gekildeki k degeridir.
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IX. Gegerli hale getirme adimzi:

(a) m=1,...,M ig¢in orjinal veriden bir bootstrap orneklem

(Mclachlan ve Basford 1988, s.25) elde et. . k" 'y1 tahmin

adaiminda hesapla.

- - ko™ "'nin k 'ya egit olmalarinin sayisa
(b) k=k 'da, p = ile
M

maksimum MIR,. 'nin oldugu olasiligi tahmin et. Elde edilen bu

degeri k 'da bir gliven 6lglimii olarak kullan.

MIR, veri ig¢in bilegen yogunluklarini ayirmanain bir
kriteridir. MIR, 0 1ile 1 arasinda degerler alir. MIR biyiik
oldugunda iyi bir yigilim yapilmig, MIR kiigiik oldugunda ise 1iyi
olmayan bir yigilim yapilmig demektir.

MIREV igleminin tahmin adimi, MIR 'i maksimum yapmak igin
bilegenlerin sayisini seger, Gegerli hale getirme adimi ise
tahmin adimi ile segilen bilegenlerin sayisinin giivenirliginin
bir 6lglmiinli saglar. Bdyle bir J&lgiim, tahmin adimaiyla bulunan
bilegenlerin sayisinda MIR 'in maksimumu yakaladigi olasiliktir.

Bu olasilik bootstrapping (Maclachlan, 1987) 1ile tahmin
edilir. Gilivenirlik ag¢isindan daha ¢ok bilgi isteniyorsa,
bilegenlerin sayisinin bootstrap dagilimina bakilir. Bu dagilaim,
tahmin adiminda bulunan bilegenlerin sayisina alternatifler de
dnerebilir. Bilegen sayisinin belirlenmesinde "en iyi ¢d&ziim"
igin, degerlere kargilik bilegen sayisinin grafigi g¢izildiginde

ortaya ¢ikan gekildeki 'dizlerin' ya da 'dirseklerin' sayisina

bakailar.
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4. Karma dagilim modelindeki bilegen sayisinin belirlenmesi
igin hipotez testleri:

PC, AIC ve MIREV kriterlerine ek olarak, karma dagilim
modelindeki bilegen sayisini belirlemek igin hipotez testleri de
onerilmigtir, Hipotez testleri genelde modellerin
kargilagtirilmasinda kullanilar.

Wolfe (1870),

2

-21n(l12/12) ”/2fd (1.2.15)
istatistigini kullanarak bir likelihood-oran testi olugturdu.

(1.2.15) 'deki likelihood-oran istatistigi yaklagik olarak,
d serbestlik dereceli kikare dagilimina sahiptir.

(1.2.15) 'deki 1. ve 1la, iki farkla modelin
likelihoodlaridir. Kikare dagiliminin d serbestlik derecesi, iki
farkli modeldeki bagimsiz parametrelerin sayilarinin farkina
egittir.

Likelihood-oran istatistigi  sadece modellerin
kargilagtarilmasinda kullanilir. Bununla birlikte likelihood-~oran
istatistigi bir modelin verilere ne kadar iyi uydugu hakkinda
bilgi vermez.

Bu nedenle herbir model igin Kolmogorov-Smirnov en iyi uyum
testi uygulanir. En iyi uyum testi; modelden elde edilen teorik
birikimli frekans dagilimi ile verilerin gozlenen birikimli
frekans dagiliminz kargilagtirair. Kolmogorov-Smirnov
istatistigiyle ilgili d&nem diizeyi p degeri hesaplanir. Bu test

igin bir kigiik p degeri, deneysel ve teorik dagilimlar arasindaki
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onemli farki gdsterir. Bu oOnemli fark, modelin veriye iyi uydugu
hipotezini reddetmeye neden oclur.

Bogardus ve ark., (1989), bu tip bir yontemle karma dagilim
modelindeki bilegen sayisinin belirlendigini éésteren ve ©Ornek

olugturabilecek bir galigma yapmiglardar.

1.2.3. Sonlu Karma Dagilim Modelindeki Parametrelerin Tahmini

Sonlu karma dagilim modelindeki bilegen sayisi, k belirli

olsun.
(1.1.3) 'deki sonlu karma dagilim modelinde, i=1,...,k igin
tim karma oranlari parametrelerinin toplulugu p, bilegen

yogunluklarinda bulunan tiim parametrelerin toplulugu 6 ve sonlu
karma dagilim modelinde bulunan tiim farkli parametrelerin
toplulugunun tamami da $ ile gosterilmigti.

Sonlu karma dagilim modelinde bulunan parametreler:
Pissee«,Pic karma oranlari ve 6,,...,08;, bilegen yogunluklaraindaki
parametrelerdir. Bu parametreler vektdr formunda p={(pi,...,Pi)"'
ve 0=(01,...,0,)' olmak ilizere,

¢=(p,0)’ (1.2.16)
ile gosterilir,

(1.1.3) 'deki sonlu karma dagilim modelinde:

(i) 6 bilegen yogunlugundaki parametreler bilindigi halde, p
karma oranlari parametreleri bilinmeyebilir.

{ii) p karma oranlari parametreleri bilindigi halde, ©
bilegen yogunlugundaki parametreler bilinmeyebilir.

(1ii) P karma oranlara parametreleri ve 6 Dbilegen

yogunlugundaki parametrelerinin her ikisi de bilinmeyebilir.
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Sonlu karma dagilim modelindeki parametreleri, yukaridaki lig
durum igin de tahmin etmek amaciyla degigik tahmin yontemleri
uygulanir. Bu tahmin ydntemleri:

1. Momentler yédntemi

2. Maksimum likelihood yéntemi

3. Minimum uzaklik (mesafe) tahmin yﬁnﬁemleri

4, Bayes yOntemi

1. Momentler ydntemi:

Momentler yonteminde beklenen degerler, drneklem
momentlerine egitlenir ve sonlu karma dagilim modelinin olasilik
yogdunluk fonksiyonundaki parametreler cinsinden bir denklem
sistemi elde edilir. Elde edilen bu denklem sistemi genelde
lineer degildir ve ¢odzumii momentler tahminini verir.

Momentler yontemini sonlu karma dagilim modellerinde ilk
defa Pearson (1894) kullandi. Pearson c¢aligmasinda, 1iki tek
degigkenli (k=2) normal dagilimin karmasindaki parametreleri
momentler yéntemini kullanarak tahmin etti. Daha sonra Rao
(1952), karma dagilim modelindeki normal bilegenlerin
varyanslarinl egit alarak, g¢ozimii basitlegtirdi. Robertson ve
Fryer (1970), Fryer ve Robertson (1972), Tan ve Chang (1972-b) ve
Quandt ve Ramsey (1978), tek degigkenli iki bilegenli karma
dagilim modelleri i¢in moment tahminlerinin istatistiksel
6zelliklerini incelediler. Momentler yonteminin performansini
diger tahmin yodntemleriyle kargilagtirdilar.

Momentler yontemi, maksimum likelihood yéntemiyle

kargilagtirildiginda: (Everitt ve Hand 1981, s.18)
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1) Maksimum likelihood yoénteminde, likelihood fonksiyon
sinirsiz (unbounded) olabilir ve singulariteler olugabilir. Buna
karéln momentler yodnteminde singulariteler olugmaz.

2) Momentler ydntemi uygulandiginda birdeﬁ fazla ¢oziim elde
edilebilir. Maksimum likelihood yonteminde, likelihood
fonksiyonun duragan (stationary) degerleri hesaplandiginda da
birden fazla ¢&zilim ortaya ¢ikabilir.

3) Genellikle momentler ydnteminin etkinligi, maksimum
likelihood yonteminin etkinligiyle kargilagtirildiginda
genellikle moment tahminler, maksimum likelihood tahminlere gore
yetersizdir. Tallis ve Light (1968) moment tahminlerin
etkinliginin arttirilmasi igin bir yontem geligtirdiler.

Pollard (1934), ii¢ tek degigkenli normal dagilimin bir
karmasi ig¢in moment tahminlerini elde etti. Gumbel (1939) ve
Rider (1961), karma oranlaraini biliniyor kabul ederek iki tek
degigkenli, tek parametreli iistel dagilimin bir karmasindaki
ortalamalar igin moment tahminlerini hesapladilar. Weibull
dagilimlarinin karmalari igin moment tahminler Rider (1962)
tarafindan gosterildi. Tki gama dagilaminin karmalari igin moment
tahminler John (1970) tarafindan hesaplandi. Tallis ve Light
(1968), iki tek parametreli istel yogunlugunun karmalar:
durumunda, kesirsel momentlerin (fractional moments) (Everitt ve
Hand 1981, s.19) avantajlarani ag¢ikladi. Bunu sonra Kabir (1968),
daha da geligtirdi.

Cok kullanilan siirekli tip tek degigkenli dagilaimlarain:
Normal, Lognormal, Gama, Ustel ve Weibull, k bilegenli karma

modellerinde karma oranlarinin ve bilegenlerindeki



17

parametrelerinin bilinmedigi durumunda parametreleri momentler
yontemiyle tahmin etmek igin hesaplama algoritmalara agagidaki
gibi olugturulur.

Hesaplama algoritmalarini olugturmak igin Normal, Lognormal,
Gama, Ustel ve Weibull dagilimlarinin k bilegenli karma
modelleri igin moment g¢ikaran fonksiyonlarlné veya sifir ya da
ortalama etrafindaki r. momentlerine gereksinim vardar.

(a) Normal dagilimin karmalari igin:

Normal dagilimlarin k bilegenli karma modelleri igin (1.1.3)
'deki £,.(x;05); 68i=(ws,0:)' olmak ilizere,

1

1 X—-Ys 2
(2m) *0; 2 L oy A

~o{x{+m, —wly;{+w, g;>0
gseklindedir.
Yani herbir bilegen yogunlugunda 2 tane parametre vardir.
Buna herbir bilegen igin karma orani parametresi de eklendiginde,
(1.1.3) 'de tahmin edilmesi gereken 3k-1 tane parametre vardir.
(1.2.17) 'deki tipteki herbir bilegen yogunlugu igin moment
¢ikaran fonksiyon i=1,...,k ig¢in,

1

Mcai, (E)=expiust+ 0:2t2} —olp;{+e, 0,50 (1.2.18)

2
seklindedir. (Patil ve ark. 1984, s.102)
Teorem 1.2.1: Bilegenleri (1.2.17) ‘'deki gibi olan (1.1.3)
'‘deki k Dbilegenli sonlu karma dagiliman moment gilkaran

fonksiyonu,

k 1
M(t)= I piexp{uit+
i=1 2

Uiztz} ""°°<)J_-j_<+°°, 01>0 (102019)
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dar.
W' =E(T) =M (L) | a0 ' (1.2.20)
bagintis: kullanilarak sifir etrafindaki r. momentler hesaplanar.
(1.2.20) 'de M *’(t)|c=oy (1.2.19) ‘déki M(t) 'nin r.
tiirevinin t=0 'daki degeridir.
Sifir etrafindaki r. momentler heéaplandlktan sonra,
(Hasting ve Peacock 1975, s.14) 'de verilen,
r

() Meog'(=ug")3 (1.2.21)
0 3

Y=

ot n

J
¥o=Uo'=1
bagintisa kullanilarak ortalama etrafindaki r. momentler
hesaplanir.
1. tip orneklem formu igin ortalama etrafindaki r. Orneklem
momentleri de,
1 n
— .Z (x45-my)™ r=2,...

n-1 j=1
ve (1.2.22)

m,.=

1

» |

my= 'Xj

L 2 b

n j=1
bagintisiyla hesaplanir. Daha sonra da,

H-=m, r=1,...,3k-1 (1.2.23)
lineer olmayan denklem sisteminin (1.1.3) 'deki parametreler igin
¢ozumii elde edilir. Bu g¢oziim, sonlu karma dagilim modelindeki
parametrelerin momentler tahminini verir.

(b) Lognormal dagilimin karmalari igin:

Lognormal dagilimlarin k bilegenli karma modelleri igin

(1.1.3) 'deki fi(x;0:); 06:=(Ws,0:)" olmak iizere,



19

fi(x;us,0;)=——n—— expl - t (1.2.24)

1 1 logx-yus 4%
(2m)*o.x 2 [- 0s 1
x>0, —olyy<+o, g;>0
geklindedir.
Yani herbir bilegen yogunlugunda 2 tane parametre vardir.
Buna herbir bilegen ig¢in karma orani parametresi de eklendiginde,
(1.1.3) 'de tahmin edilmesi gereken 3k-1 tane parametre vardir.
(1.2.24) 'deki tipteki herbir bilegen yogunlugu ig¢in safar

etrafindaki r. momenti i=1,...,k igin,

1

U(ase 'mexplusr+ 0s5%r2} ~od Uy {+e0, 0520 (1.2.25)

geklindedir. (Patil ve ark. 1984, s.98)
Teorem 1.2.2: Bilegenleri (1.2.24) 'deki gibi olan (1.1.3)
'deki k bilegenli sonlu karma dagilimin saifir etrafindaki r.

momenti,

piexpiuir+ 0;2%2r2} —ody; K+, g;>0 (1.2.26)

1

w,'=
1

k 1
I
dir.

(1.2.21) 'de verilen bagintiyla (1.2.26) 'daki kullanilarak
ortalama etrafindaki r. momentler hesaplanair.

1. tip orneklem formu igin ortalama etrafindaki r. Orneklem
momentleri de (1.2.22) 'deki baginti kullanilarak elde edilir.

Daha sonra da (1.2.23) 'deki 1lineer olmayan denklem
sisteminin (1.1.3) 'deki parametreler ig¢in ¢ozlimi elde edilir. Bu

¢dziim, sonlu karma dagilim modelindeki parametrelerin momentler

tahminini verir.
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(c) Gama dagirliminin karmalari iqgin:
Gama dagilimlarinin k bilegenli karma modelleri igin (1.1.3)

'deki fi(x;05); 6,=(B;,7s)' olmak lizere,

fi(X;Bi,Ti)= x>0, Bi>0, Ti>0 (1.2.27)

geklindedir.
Yani herbir bilegen yodgunlugunda 2 tane parametre vardir.
Buna herbir bilegen i¢in karma orani parametresi de eklendiginde,
(1.1.3) 'de tahmin edilmesi gereken 3k-1 tane parametre vardair.
(1.2.27) 'deki tipteki herbir bilegen yogunlugu igin safzir
etrafindaki r. momenti i=1,...,k ig¢in,
F(r+7i)
Veays'=Ba® ——— Bi>0, 7420 (1.2.28)
F(tsy) '
seklindedir. (Patil ve ark. 1984, s.64)
Teorem 1.2.3: Bilegenleri (1.2.27) 'deki gibi olan (1.1.3)

'deki k bilegenli sonlu karma dagilimin sifir etrafindaki r.

monmenti,
piBi® —mm— $8:.>0, 1:>0 (1.2.29)

dir.

(1.2.21) 'de verilen bagintaiyla (1.2.29) 'daki kullanilarak
ortalama etrafindaki r. momentler hesaplanir.

1., tip orneklem formu igin ortalama etrafindaki r. oSrneklem

momentleri de (1.2.22) 'deki baginti kullanilarak elde edilir.
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Daha sonra da (1.2.,23) 'deki lineer olmayan denklem
sisteminin (1.1.3) 'deki parametreler ig¢in ¢oziimi elde edilir. Bu
¢éziim, sonlu karma dagilim modelindeki parametrelerin momentler
tahminini verir. |

(d) tstel dagilimin karmalari igin:

Ustel dagilimlarin k bilegenli karma modelleri igin (1.1.3)
'deki £:(x;65); 0.=(oi,B.)’ olmak lizere,

1 (x-0;)

exp{- ——1 Xx>0:, B3>0 (1.2.30)
B B

filx;o,,85)=

geklindedir.
Yani herbir bilegen yogunlugunda 2 tane parametre vardir.
Buna herbir bilegen ig¢in karma orani parametresi de eklendiginde,
(1.1.3) 'de tahmin edilmesi gereken 3k-1 tane parametre vardair.
(1.2.30) 'daki tipteki herbir bilegen yogunlugu ig¢in moment
gikaran fonksiyon da i=1,...,k igin,
expla;t)
Mesh(B)= —mrro— Bs>0 (1.2.31)
(1-Bst)
seklindedir. (Patil ve ark. 1984, s.44)
Teorem 1.2.4: Bilegenleri (1.2.30) 'daki gibi olan (1.1.3)

'deki k bilegenli sonlu karma dagilimin moment g¢ikaran

fonksiyonu,

py ———— B.>0 (1.2.32)

k expla.t)
I
=1 (1-B.t)

dir.



(1.2.20) 'deki bagintayla (1.2.32) 'deki kullanilarak sifar
etrafindaki r. momentler hesaplanair.

Sonra da elde edilen sifir etrafindaki r. momentler (1.2.21)
'deki bagintida kullanilarak ortalama etrafindaki r. momentler

hesaplanir.

1. tip o6rneklem formu.igin ortalama etréflndaki'r. orneklem
momentleri de (1.2.22) 'deki baginti kullanilarak elde edilir.

Daha sonra da (1.2.23) 'deki lineer olmayan denklem
sisteminin (1.1.3) 'deki parametreler igin ¢oziini elde edilir. Bu
¢dziim, sonlu karma dagilim modelindeki parametrelerin momentler
tahminini verir.

(e) Weibull dagilimin karmalarai igin:

Weibull dagilimlarin k bilegenli karma modelleri 1igin

{(1.1.3) 'deki Ffitx;06:); 8:=(B.,1.)' olmak ilizere,

Ti—-1
T.iX X Ti
filx;Bs,T:)=——expi{- (——) 1} (1.2.33)
Ti B
B

x>0, B:>0, 1.0
geklindedir.
Yani herbir bilegen yogunlugunda 2 tane parametre vardar.
Buna herbir bilegen i¢in karma orani parametresi de eklendiginde,
(1.1.3) 'de tahmin edilmesi gereken 3k-1 tane parametre vardir.
(1.2.33) 'deki tipteki herbir bilegen yogunlugu igin sifair

etrafindaki r. momenti i=1,...,k igin,

(1.2.34)

r+1:i ‘l

U(1>r'=81rr(
L T, Jd

B.>0, T:>0
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geklindedir. (Patil ve ark. 1984, s.131)
Teorem 1.2.5: Bilegenleri (1,2.33) 'deki gibi olan (1.1.3)
‘deki k bilegenli sonlu karma dagilimin sifir etrafindaki r.

momenti,

PiBi”rI i 1 : (1.2.35)

dir.

(1.2.21) 'de verilen bagintiyla (1.2.35) 'deki kullanilarak
ortalama etrafindaki r. momentler hesaplanair.

1. tip oOrneklem formu ig¢in ortalama etrafindaki r. orneklem
momentleri de (1.2.22) 'deki baginta kullanilarak elde edilir.

Daha sonra da (1.2.23) 'deki lineer olmayan denklem
sisteminin (1.1.3) 'deki parametreler ig¢in ¢ozimi elde edilir. Bu
¢oziim, sonlu karma dagilim modelindeki parametrelerin momentler
tahminini verir.

2. Maksimum likelihood y&ntemi:

Gézlemlerin bir Orneklemiyle 1ilgili maksimum likelihood
tahmin, o®rneklemin likelihood fonksiyonu olarak adlandirilan
fonksiyonu maksimum yapan degerlerdir.

Hasselblad (1966), tek degigkenli normal yogunluklarin
herhangi bir sayisinin karmasi igin maksimum likelihood
tahminlari hesapladi. Ayni sonuglar bu galigmadan bagimsiz olarak
Behboodian (1970) tarafindan elde edildi. Tan ve Chang (1972-b),
ortak varyansli iki tek degigkenli normal yogunlugun bir karmasi
igin moment ve maksimum likelihood tahminleri kargilagtirda.

Hosmer (1973-~b), bilegen yogunluklara birbirinden iyi
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ayrilmadiginda ve ©oOrneklem hacmi kiigiik oldugunda iki tek
degigkenli normal dagilimin bir karmasi igin maksimum likelihood
tahminlerinin bir Monte Carlo galimasini gergeklegtirdi. Hosmer
(1973-a) ayni zamanda iki tek degiskenli‘normalAyogunluklarln bir
karmasi igin tii¢ dedigik orneklem formundan elde edilen maksimum
likelihood tahminleri kargilagtairda. Karsliagtlrdlgl orneklem
formundan birincisi bilinen diizenlenmemig bagimsiz g&zlemlerden
olugan ©orneklem formu, ikincisi diizenlenmemig ve diizenlennmig
bagimsiz gdzlemlerden olugan Orneklem formu ve sonuncusu da
diizenlenmig bagimsiz godzlemlerin karma oranlara hakkinda bilgi
igerip igermedigi Orneklem formudur. Bu gekilde dilizenlenmig
orneklem formlari Tan ve Chang (1972-a) ve Dick ve Bowden (1973)
tarafinda da galigilmigtar.

Sonlu karma dagilim modelindeki parametreleri tahmin etnek
icin maksimum likelihood yontemi uygulandiginda kullanilan iki
tip algoritma vardir (Render ve Walker, 1984), (Titterington ve
ark. 1985, s.88).

1. Tip algoritma:

{a) Standart Newton~Raphson algoritmasi (Buchanan ve Turner
1992, s.374)

(b) Diizenlenmig (modified) Newton-Raphson algoritmasa
(Buchanan ve Turner 1992, s.375)

(c) Yara (quasi) Newton algoritmalar:i (Borja, 1991),
(Buchanan ve Turner 1992, s.389)

(d) Scoring ydntemi algoritmasi (Titterington ve ark. 1985,

s.88)




)
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2. Tip algoritma:

EM (Expectation & Minimization) algoritmasi: (Dempster ve
ark., 1977), (Leytham, 1984), (Mclachlan ve Joqes, 1988), (Jones
ve Maclachlan, 1990)

(1.1.3) 'deki sonlu karma dagilim modelinden alinmig
birbirinden bagimsiz godzlemler, yani bdliim 1.2.1 ‘'de agiklanan
orneklem formlaraindan herhangi biri, igin log-likelihood

fonksiyonu L(#$) olarak alalim.

DoL($)=g(®) (1.2.36)

Do ?L(®)=H(®) (1.2.37)
1

I(¢)= - —— El[g(d)g(d)'] (1.2.38)
n
1

= - —— E[H(®)]
n
olsun.

De ve Dg?; L(®) log-likelihood fonksiyonunun & 'ye gdre
sirasiyla birinci ve ikinci tiirevlerini gostermektedir.

(1.3.37) 'deki H(®) matrisine sayisal (nimerik) analizde
Hessian matrisi (Render ve Walker, 1984), istatistikte ise sonlu
karma dagilim modeli ig¢in informasyon matrisi (Mclachlan ve
Basford 1988, s.19) denilmektedir.

(1.2.38) 'deki I(®) matrisine ise Fisher 'in informasyon
matrisi denilmektedir (Titterington ve ark. 1985, s.42)

m iterasyon sayisinl g&stermek ilizere, 1. tip algoritmalar
igin iterasyon adimlari agagidaki gibidir:

{a) Standart Newton-Raphson algoritmasi igin iterasyon

adaimlara,
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T (Pm) )~LIg (™) m=0,1,2,...4. (1.2.39)
geklindedir.
(b) Diizenlenmig (modified) Newton-Raphson algoritmasi igin

iterasyon adimlara,

Q(m*l):@(m)_amH(Q(m))—1g(§(m)) m50,1,2,...-. (1-2.40)
seklindedir. '
(¢) Yari (quasi) Newton algoritmalari igin iterasyon

adimlara,

gemrir=gmrI_pg=Ig(P™?) m=0,1,2,..... (1.2.41)
gseklindedir.
Burada BsH($‘™>) 'dir. Herbir iterasyonda B 'nin bir secant

giincellemesi (secant update) yapilir (Dennis ve Moré, 1977),
(Dennis ve Schnabel, 1983).

(d) Scoring yontemi algoritmasi igin iterasyon adamlara,

femrrr=gmd g T(G(™? )" 1g(d ™) m=0,1,2,..... (1.2.42)
geklindedir.

Yukaridaki iterasyon adimlaranin bazilarinda bulunan .,
negatif olmayan bir sabittir ve adim uzunlugunu goésterir. 0Oq,
iterasyonun her adiminda hesaplanir.

2. tip algoritma olan EM algoritmasi, Dempster ve ark.(1977)
tarafindan genel amaglar igin geligtirilmig ve son yillarda
birgok alanda sik kullanilan bir algoritmadir. Render ve Walker
(1984), sonlu karma dagilim modellerindeki parametreleri tahmin
problemi igin EM algoritmasini olugturdular ve oneml i
6zelliklerini incelediler. Buna gdre:

EM algoritmasainda X ve Y gibi iki tane uzay vardir. Burada

X, incomplete verinin ve Y 'de complete verinin uzayidir. Ayrica
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Y uzayindan X uzayina bir y —~—> x{(y) fonksiyonu vardir.
Incomplete veri gézlenebilir veridir..Complete veri direk olarak
gtzlenemez,

EM algoritmasi, beklenti adimi veya E adimi ve maksimum
yapma édlml veya M adim:i olmak lizere iki adimi kapsar.

h(y;:®), Y zerinde tanimlanmig ‘olasilik yogunluk
fonksiyonlarinin bir parametrik ailesinin tiyesi olsun.

g(x;®) 'de X lizerinde tanimlanmig bir olasilik yogunluk
fonksiyonu olsun,

Complete veri, incomplete veriyle,

glx;®)= gh(y;@)dy $€Q (1.2.43)

Y(x)
bagintisiyla ilgili olsun.

EM algoritmasinin amaci, bir x€X verildiginde h(y;®&) ve
g(x;%) arasindaki (1.2.43) 'deki bagintiyi kullanarak & lzerinde,
L(®)=logig(x;%)} incomplete veri log-likelihood fonksiyonunu
maksimum yapan & 'yi bulmaktair.

Xx€X igin Y(x)={y€¥:x=x(y)}! alinsin. Y(x) ilizerindeki k(ylx,@)

h(y; &)
kogullu yogunlugu, kly|x,8) = ——— ile verilir.
glx;®)

$=9%= verildiginde, log{k(y[x,é)} 'nin kogullu Dbeklenen
degeri hesaplandiginda,

L(8)=Q(8|&~)-H(%]8=) (1.2.44)
elde edilir. %=, ¢ 'nun bir uygun herhangi bir tahminidir.

Burada,

Q(QI@“)=E(log{h(y;@)}]x,&“)=glog{h(y;§)}k(y[x,ﬁﬂ)dy (1.2.45)
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H(Ql@=)=E(log{k(y|x,¢)}lx,¢=)=§log{k(y]x,é)}k(y]x,ﬁe)dy
(1.2.46)

ve

L(§)=E(log{g(x;§)}1x,Qe)=log{g(x;Q)}
dir.

Buna gtre EM algoritmasinin:

1. E adimz: Q(Q,Q°) 'vi belirle,
2. M adimzi: Q(Q‘§°) 'yi maksinum yapan $* degerini hesapla.

Burada %<, & parametresinin halihazirdaki adimdaki, ¢~ da; @&
parametresinin bir sonraki adimdaki degerini gdstermektedir.

Orneklem formu, bolim 1.2.1 'deki 1. tip orneklem formu
olsun. Yani Si={x3}ty-1,.... ~ Olsun. S8, 'i incomplete verinin
orneklemi olarak ele alalim.

Si1 'in complete verisinin gdzlemleri de yi=(x5,1i3) geklinde
olsun. j=1,...,n igin x4 'ler bilinmektedir. i, 'ler ise 1 ile k
arasinda (1<is<k) bir tamsayi olmak ilizere bilinen verinin hangi
bilegene ait oldugunu gostermektedir.

% igin Orneklem degigkenleri, X=(Xi,...,Xa) Ve Y3(¥Ya1,e0es,¥an)
olsun. x ve y 've sirasiyla kargilik gelen olasilik fonksiyonlara

n n
gix;®)= T f(x,5;8) ve h(y;§)=_v P f.(xj;ﬁ. ) dir.
j=1 Jj=1 i 1, 1y

Bu durumda $==(p=,0=)' icgin k(ylx,@°) kogullu yogunlugu,

p= f‘(xj;ﬁf )
n i, iy i,

k(y|x,8=)= i=1,...,k (1.2.47)
j=1 Flx,;8=)

ile verilir,
1. tip Orneklem formu igin Ql(@lﬁa) ile gdsterilen (1.,2.45)

'deki Q(Q!Q=) fonksiyonu,
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k n piafi(xj‘eia)
Ql(@(@’)= pX { P Wlogipi}
i=1 L 4=1  f(xy;8=) 4
k n Pa=fi(x,]0:=)
+ I L log{f;(xa!ei)} : (1.2.48)
i=1 j=1 f(Xj,’@e)

olarak belirlenir.
Sz, Ssz ve S, o6rneklem formlari igin Q@(Q‘@e), Q3(¢‘¢e) ve

Q4(§‘§=) fonksiyonlarl da sirasiyla,

m Ja
Qz(§l§5)= L I logifil(y ]01)} ‘ (1.2.49)
i=l k=l ik
m m Ki
Q3(0|§=)= I Kilogip,l+ I Z logi{f,(z [61)} (1.2.50)
i=1 1=1 k=1 1ge
pi=filw ‘91*)
m Mo Ok
Qq(QIQ=)= [ Mi+ L 1log{pi}
i=1 L k=1 flw |§=) -
0,c (1.2.51)
p:i=f.i(w }6i=)
m Mi Mo 0 -
+ I [ I logif,i(w |ei)}+ I logif.(w |ei>} ]
i=1t k=1 1 k=1 0, flw Iﬁe) -

0
olarak belirlenir.

Ornegin orneklem formu S=S,US,US; geklindeyse, S igin E
adiminin uygun Q(@|§e) fonksiyonu,
Q(8]8=)=0,(2[8=)+Q>(8|2=)+Q(&|&=) olur.

EM algoritmasinin E adimi ig¢in uygun bir Q(§|§=) fonksiyonu
belirledikten sonra M adiminda, yani maksimum yapma probleminde
iki o6zel durum wvardir. Bu (1.2.48), (1.2.49), (1.2.50) ve
(1.2.51) ‘*den agikca goriilebilir.

tki ©6zel durumun birincisi sadece PpPais;s..,P oOranlaraina,

ikincisi de 8:,....,9; parametrelerini kapsar,



if2 igin herbir Qi(@lﬁc) fonksiyonunda logi{pil,...,logip.}
bulundugundan eger orneklem kesinlikle 2. tip formda degilse
birinci 6zel durum igin maksimum yapma probleminin tek bir g¢dziimi
vardir. Bu ¢dzim kolayca ve agik olarak .fi(x;ei) bilegen
yogunluklarinin fonksiyonel formlariyla belirlenir.

Eger 0i,...,8,x kargilikli olarak birbirinden bagimsiz
degigkenlerse ikinci &zel durum ig¢in maksimum yapma problemi k
bilegen problemine ayrailir. i=1,...,k igin herbir bilegen sadece
6:. parametresini kapsar. Karma oranlari igin bhilegen problemi ve
maksimum yapma probleminin her ikisgi de kendi baglarina ilging
bir 6zellige sahiptirler. Bu &zellige godre her iki problemde de
orneklem goézlemleri uygun bilegen kitlelerine diigtiiglinden,
halihazirdaki yaklagik maksimum likelihood " verildiginde her
iki problemde posterior olasiliklar ile logaritma agirliklarinin
toplamlarini igeren "agirlikli" ("weighted") maksimum likelihood
tahmin problemleri olarak Kabul edilmektedir.

Bu agiklamalari gdstermek iqin Sa={x3ly=1,...,n, 1. tip

oérneklem formunu alalim. 6.,...,8, ‘'lar kargilikli olarak
birbirinden bagimsiz degigkenler olsun. (1.2.1) ile verilen
L,(®) log-likelihood fonksiyonunu halihazirda maksimum yapan
yaklagik deger $==(pPi e, Pk",02%,0..,0,°) ise, EM

algoritmasinin M adimiyla kararlagtirilmig bir sonraki yaklagik
maksimum yapan &®7=(p: " ,ee¢,Pr",027,...,0,7) degeri, 1i=1,...,k
igin,

pPafil(x5;65°)
(1.2.52)

4
[
[ or B

n Jj=1 fix4;9=)

ve
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n Picfi(Xj;eic)
0.7€arg mak { I logfi(x,;6i) (1.2.53)
915@1 j=l ‘f(Xj}Qc)

dir.

picfi(xj;ei°)
Burada herbir agirligi, halihazirda yaklagik
fixy;9=)

maksimum likelihood tahmini ¢§= Verildiginde'x3 'nin i. bilegen
kitlesinde olmasinin posterior olasiligidar.

Leytham (1984), iki bilegenli normal dagilimin Dbir
karmasindaki parametreleri maksimum likelihood yonteniyle
birlikte EM algoritmasini kullanarak tahmin etmigtir. Kullanilan
orneklem, 1. tip ©Orneklem formundadir. Leytham g¢aligmasinda
(1.1.3) 'deki sonlu karma dagilim modelinde k=2 ve i=1,2 igin
fil(x4:05) 'yi (1.2.17) 'deki gibi almigtar. Buna gore
PV =(pya VUL LU, 00 ,02Y), v, iterasyondakl parametre
tahminlerini ve 8¢9’ 'da parametreler igin baglangi¢ tahminlerini
gostermek lizere v. iterasyondaki agirliklar,

pi(v)fi(xj;ei(v))
wiv?r= i=1,2 j=1,.+..,n (1.2.54)

1j

pi(v)fi(Xj;ei(v))
1

n~MN

i

dir., (v+1l). iterasyondaki parametre tahminleri ise,

1 n
pa¢vTio= T wev? i=1,2 (1.2.55)
n Jj=1 iJj
n
r W(V)Xj
j=1 1ij .
Lo i=1,2 (1.2.56)
n
z w(v)
5=1 i3



i)
3

Np

w(v) (xj_ui(v) ) 2
1 iy '
oi(v-r:l.)= i

N ~M3

1,2 (1.2.57)

w(v)
1 iy

=
(SN
(1 e o |
L=

dir.

Mclachlan ve Jones (1988), EM algofitma31n1 kullanarak
gruplandirilmig (grouped) ve kesilmig (truncated) verilere sonlu
karma dagilim modelleri wuydurmanin yolunu vermiglerdir. Ozel
olarak da normal dagilimlarin sonlu karma modelleri 1ig¢in
parametre tahminlerini elde etmiglerdir. Jones ve Mclachlan
(1990) gruplandairilmig ve kesilmig veriler igin sonlu karma
dagilim modelindeki parametreleri maksimum likelihood yontemiyle
tahmin etmiglerdir.

Sonlu karma dagilim modelindeki parametreleri tahmin etmek
igin maksimum likelihood yoéntemi uygulandiginda kullanilan iki
tip algoritma Render ve Walker (1984) ve Titterington ve ark.
(1985, s.88) tarafindan birbirleriyle karsgilagtirilmigtir. Ayrica
ikinci tip algoritmanin tiim &zellikleri Dempster ve ark. (1977)
ve Wa (1983) tarafindan incelenmigtir. Buna gotre:

(a) 2, tip algoritma yani EM algoritmasi, uygulamasi kolay
bir algoritmadir,

(b) 1. tip algoritmalar daha karmagiktir. Matrislerin
terslerinin, buna ek olarak da Scoring ydnteminde I(®) 'nin elde
edilmesi ig¢in integralin hesaplanmasi gerekir.

(c¢) 1., tip algoritmalarda, &rnedin Standart Newton-Raphson

algoritmasinda yakinsama karesel olup gok hizlidir. Buna kargin



2. tip algoritmada yani EM algoritmasinda yakinsama dogrusal
olup, bazen oldukg¢a yavag olabilmektedir.

{(d) 1. tip algoritmalar bir yerel maksimuma yakinsar. Bunun
igin 1, tip algoritmalarda parametreler igin baglangi¢ degerleri
gok 6nemlidir. 2. tip algoritma ise bir genel maksimuma yakinsar.

3. Dagilim fonksiyonlarina dayal: minimum uzaklik tahmin
yontemleri:

Tanim 1.2.1: X bir rastgele degigken olmak iizere bir X
6rneklem uzayindan degerler alsin. X€X olmak iizere X rastgele
degigkeninin olasalik yogunluk fonksiyonu (1.1.3) ‘deki gibi

olsun. Bu durumda X rastgele degigkeninin dagilim fonksiyonu,

X
F(x;®)= gf(s;ﬁ)ds (1.2.58)
dir.
x k
F(x;®)= g I pifi(s;0.)ds
i=1
k X
= 'Z pig fi(S;ei)dS
1=1
k
= I piFi(X;ei) (1-2.59)
i=1
X

(1.2.,59) 'da i=1,...,k igin Fi(x;ei)=yfi(s;ei)ds olmak lizere

i. bilegene kargilik gelen dagrlim fonksiyonunu géstermektedir.
Dagilim fonksiyonlarina dayali minimum uzaklik tahmin

yontemlerinde, sonlu karma dagilim modelindeki parametreleri

tahmin etmek ig¢in sonlu karma dagilim modellerinin dagilim

fonksiyonlarina gereksinim vardair.
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ok kullanilan silirekli tip tek degigkenli dagilimlaran:
Normal, Lognormal, Gama, Ustel wve Weibull; k bilegenli karma
modelleri icin dagilim fonksiyonlari agagidaki gibidir:

(a) Normal dagilaimin karmalari igin: |

Normal dagilimlarin k Dbilegenli karma modelleri igin
(1.1.3)'deki Ffo(x;6,); 8s4=(us,04)', (1.2.17) 'deki gibi olmak

iizere kargilik gelen dagilim fonksiyonu i=1,...,k igin,

2

1 X 1 S~Us
Fi(x;W5:,03)8 —i—o gexp{ - — [ 1 } ds (1.2.60)
(27) %*q, 2 L o,

—N<X<+“, _w<ui<+w, Oi>0
geklindedir.

(1.2.60) 'da,

2

X 1 sS-Ys
I1= gexp{ ~ [ ] } dS i=1,.|o,k (102061)
2 L oy A
olsun.
(1.2.61) "deki integralde, u=(s-Ws)/0; doniiglimi
uygulandiginda,
(s—-uy)Y/04 1
I.= g exp{ - —— u? }os du i=1,...,k (1.2.62)
2

elde edilir.
Sonug¢ olarak (1.2.60) ‘'daki 1i=1,...,k igin PF.{x;u:,0;)
dagilim fonksiyonu,
(s-usl)/0, 1
Filx;psi,05)= g expi{- —5* u?tosdu i=1,...,k (1.2.63)

-

gseklindedir.
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Teorem 1.2.6: Bilegenlerinin dagilim fonksiyonu (1.2.63)
'deki gibi olan (1.1.3) 'deki k bilegenli sonlu karma dagiliman
(1.2.59) 'daki dagilim fonksiyonu,

1 k (s-uil)/0; 1

I ps g exp{- —— u?ldu (1.2.64)
(2m)* i=1 . 2

F(x;usi,0:)=

—o{x{+ow, —aly;{+m, g;>0
dur.
(b) Lognormal dagilimin karmalari ig¢in:
Lognormal dagalamlarin k bilegenli karma modelleri igin
(1.1.3) 'deki f£3(x;0.); @.=(ps,0:)', (1.2.24) 'deki gibi olmak

lUzere karsilik gelen dagilim fonksiyonu i=1,...,k ig¢in,

1 x 1 1 logs-u; 42
Falx;Wi,05)= g exp{- [ 1 tds (1.2.65)
(2m)¥o, s 2 Lt 0 4
0

X>O, _°°<]Ji<+°°, 0.:\.>0
gseklindedir.
(1.2.65) 'de,

x 1 1 logs—-y,; 72
I,.= g — expi{ - [ ] b ds i=1,...,k (1.2.66)
[ 2 L Os -
0
olsun.
(1.2.66) "daki integralde, u=(logs-u;)/0s doniiglimi
uygulandiginda,
(logs-uil/04 1
I2= g eXp{ - —'u2 }o;_ dLI i=1,u.o,k (1.2067)
2 ,

- 00

elde edilir.
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Sonug olarak (1.2.65) ‘'deki i=1,...,k igin Fi(x;u.,0;)
dagilim fonksiyonu,
(logs—ui)/oi 1
Filx;us,05)= g exp{- — u?tosdu 1i=1,...,k (1.2.68)
2

00

geklindedir.

Teorem 1.2.7: Bilegenlerinin dagilim fonksiyonu (1.2.68)
'deki gibi elan (1.1.3) 'deki k bilegenli sonlu karma dagilimin
(1.2.59) 'daki dagilim fonksiyonu,

1 k (logs~-us)/o0; 1

I pa g expi- — u?idu (1.2.69)
(2m)* i=1 2

<

Flx;us,0:)=

X>O, _°°<u;'._<+°°, 0;_)0
dur.

(c) Gama dagiliminin karmalari igin:

Gama dagilimlarinin k bilegenli karma modelleri igin (1.1.3)
'deki f£.(x;6.); 06.=(B.,ts)', (1.2.27) 'deki gibi olmak iizere
kargilik gelen dagilim fonksiyonu i=1,...,k ig¢in,

X
T(Ti;———)
Bs
Fo(x;Bs,73)= 1- ——Mmm— (1.2.70)
F(ts)
x>0, 7:>0, B:>0
gseklindedir.

(1.2.70) ‘'de,

T(1,)= g s exp{ - g } ds (1.2.71)

ve



F'(ty; — )= g ] exp{ - s } ds (1.2.72)

dir.
Teorem 1.2.8: Bilegenlerinin dagilim fonksiyonu (1.2.70)

'deki gibi olan (1.1.3) 'deki k bilegenli sonlu karma dagilimin

(1.2,59) 'daki dagalim fonksiyonu,

X
I'(Ti;—-)
k B, -
F(x;B.,7Ts)= I pas [l" (1.2.73)
i=1 L F(t,) -

x>0, B;i>0, T:>0
dur.
(d) tUstel dagilimin karmalari igin:
Uistel dagilimlarinin k bilegenli karma modelleri igin
(1.1.3) 'deki f£.(x;8.); 6.=(ai,Bs)', (1.2.,30) 'daki gibi olmak
lizere kargilik gelen dagilim fonksiyonu i=1,...,k ig¢in,

Filx;os,Bi)= 1- expi- } (1.2.74)

_Ba
x>o;, Bi>0
geklindedir.
Teorem 1.2.9: Bilegenlerinin dagilim fonksiyonu (1.2.74)

'deki gibi olan (1.1.3) 'deki k bilegenli sonlu karma dagilaimin

(1.2.59) 'daki dagilim fonksiyonu,

k X—0s
Fi(x;os,Bi)= L pa { 1- expl } 1 (1.2.75)
i=1 L Bi -
x>a;, Bi>0

dair.



(e) Weibull dagiliminin karmalari igin:
Weibull dagilimlarin k bilegenli karma modelleri igin
(1.1.3) ‘'deki £:(x;8:); 6.=(Bs,7s)', (1.2.33) 'daki gibi olmak

izere kargilik gelen dagilim fonksiyonu i=1,...,k igin,

X )
Fi(x;Bi,Ts)= 1- expi- [ ———-] } (1.2.76)
£ 4

x>0, Bi>0, >0
seklindedir.
Teorem 1.2.10: Bilegenlerinin dagilim fonksiyonu (1.2.76)
‘daki gibi olan (1.1.3) 'deki k bilegenli sonlu karma dagilimin
(1.2.59) 'daki dagilim fonksiyonu,

Ts

) P [ 1- expl [ :i l }

(1.2.77)

F(X;Bilti)z
i

o R

(T —

x>0, B5>0, 15>0

dir.

(1.2.58) ‘deki F(x;®), Dbilinmeyen & parametreleriyle
ilgilenilen sonlu karma dagilimin dagilim fonksiyonu ve F,(x) de
X1,se0,Xn 0olmak lzere, n bagimsiz gbzlemden olugan Dbir
orneklemden elde edilen dagilim fonksiyonu olsun.

F ve G iki dagilim fonksiyonu olmak lizere bu iki dagilim
fonksiyonu arasindaki uzakligin bir &lgiimi,

§(G,F) (1.2.78)
ile tanaimlansan.

(Titterington ve ark. 1985, s.116) 'da tanimlanan bazi

uzaklik dlgimleri agagidaki gibidir.



Tablo 1. Siirekli

6lgilimleri.

tip

orneklem . uzaylari igin bazi uzaklik

Dagilim fonksiyonlari ile 8. (F,G) g ~
Lz-norm uzakligi [F(x)-G(x)]2dx
Yogunluk fonksiyonlari ile 6rs(F,G) ;
La-norm uzaklig: [f(x)-g(x)]12dx
Dagilim fonksiyonlari ile Swra(F,G) g
Agirlikli Le-normlar uzaklig: [F(x)-G(x)]12w(x)dx
Yogunluk fonksiyonlari ile Swrn(F,G) g
Agirlikli Le~normlar uzaklig: [f(x)-g(x)]?w(x)dx
Dagilim fonksiyonlari ile 8aralF,G) g
Ortalamasi alinmig Lo-normlar [F(x)-G(x)]13dF(x)
uzaklig:
Yogunluk fonksiyonlari ile 6arsl(F,G) g
Ortalamasi alinmig Lo-normlar [f(x)-g(x)]2dF(x)
uzakliga
Kikare uzakligi 8(F,G) g
[f(x)-g(x)12/f(x)dx
Diizenlenmig Kikare uzaklig: 8 (F,G) §
[f(x)-g(x)12/g{x)dx
Sup-norm uzaklig: 8 (F,G) suplF(x)-G(x)l
X
Wolfowitz uzaklig: §w(F,G) ;
| [F(x)-G(x)]|dx
Hellinger uzakligi 8.(F,G) E
[VE(x)-/g(x)]12%dx
Levy uzakliga §.(F,G)

inf{€:F(x~€)-€E<G(x)SF(x+€)+€

Kullback-Leibler uzakligzx

8 (F,G)

dF(x)

g log{ PAF (x)

dG(x)
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-

® igin bir & minimum uzaklik tahmin edicisi,

S[F.(x),F(x;8)] | (1.2.79)
'yi minimum yapan & 'nin bir degeridir.

Bolim 1.2.3 'de ele alinan maksimum likelihood tahminler,
uzaklik o6lgiim yaklagiminin &zel bir durumu olarak elde
edilebilir.

Tablo 1 'deki uzaklik Olgiimleri lizerinde ag¢iklanmasi gereken
bazi noktalar (Titterington ve ark. 1985, s.115):

(a) Olgiimlerin bazilarinin metrik olmasina ragmen, KL, L, C,
MC ve ALA Olgiimleri metrik degildir.

(b) Olglimlerin bazilarai digerinin ozel durumu olabilir.
Ornegin 6o, 68we 'nin 6zel bir durumudur.

(c) 8c(F,G)=08mc(G,F)

(d) SuriFPnlx),F(x;8)1}, maksimum likelihood kriterine
denktir.

(e) "agairlikla" olglimlerde, negatif olmayan w(x) agirlik
fonksiyonlara kullanalair.

(f) Silrekli tip orneklem uzaylariyla ilgili 6rneklemlerde
olasilik yogunluk fonksiyonuna dayali O&lgiimler, F,(x) 'in
tiirevlenebilir &6zelliginin olmamasindan dolay1l gegersiz olabilir.

Uzaklik  Olgimiliniin  segimi bazi durumlarda g¢ok Onemli
olabilir. 8x., maksimum likelihood ile bagintisi nedeniyle tercih
edilebilir. U¢ noktalarda iglemlerin iyi yapilmasi Onemliyse 6.
ve 8uc kullanilabilir. Kiigiik orneklem davraniglari uygulamadan
uygulamaya degigeceginden iglemsel olarak uygulanabilirligi

dnemli bir soru olabilir. bu durumda ise §,. kullanilabilir.



41

Choi ve Bulgren (1968), bilegenlerindeki parametrelerinin
vani, i=l,...,k igin ©,; parametrelerinin bilindigi sonlu karma
dagilim modellerindeki karma oranlarini tahmin etmek igin karesel
uzakliga dayali bir uzaklik Slgiimii geligtirdiler (Titterington ve

ark. 1985, s.117). Buna gore,

1 n 1
n i=1 L n -
1 n k i 2
= — I l- Py Pij(xi) - ’—-—] (1.2-80)
n i=1 Lt j=1 n 4
dir.
(1.2.80) ‘'deki ifadeyi yazmanin iki genel vyolu vardar.
Bunlar,
1
{a) —— (Bp-d)'V(Bp-d) (1.2.81)
n
Burada genelligi bozmaksizin x;:'<...<x,' olsun.
Biszj(xi) i=l,...,l’1 j=l,.;-,k
V, 6zel olarak birim matris
ve
di=i/n i=l,0-0'n
alinsan.
1
(b) —— (p'Ap-2p'b+c) (1.2.82)
n .
Burada A=B'VB, b=B'Vd ve c=d'vd
dir.

A matrisi pozitif definittir (Hardy ve ark. 1952, s.16). Bu

durumda ¢=p' parametresinin tahmini,



K=Y
o

p=A~'b (1.2.83)

olarak elde edilir.

- k - )
Sonugtaki F(x;®%)= I ps Fal(x) , x€X; fonksiyonu, F(x;¥$)
i=1
fonksiyonuna ( tutarla, n ——> « ) bir yaklagimda bulunmak ig¢in
diizgiinliik kogullaraini zorunlu tutacaktair. F(x;%), verilen

herhangi bir orneklem igin kendi bagina bir dagilim

fonksiyonu olmayabilirde. F(x;;) 'in bir dagilim fonksiyonu
oldugunu garantilemek igin,

PatesstPr=1l ve p220,...,p20 (1.2.84)
kisitlamalari altinda (1.2.81) 'deki ifadeyi minimum yapmak
gerekir. Bu bir karesel programlama problemini gdsterir ve g¢d&ziimi
igin simpleks algoritmalari vardir (Walsh, 1975).

(1.2.84) 'deki kisitlamalar tlizerinde israr edilirken negatif
p. 'lerin uzlagma (compromise) ve risk olasiliklari hesaplanirsa
¢ozlim agik olarak,

- A"*1(1-1'A"*h)

p=A-1b+ (1.2.85)
1'a-21

geklinde tekrar yazilabilir (Titterington ve ark. 1985, s.118).
Burada 1, birlerin bir vektoridiir. (1.2.84) 'deki

kisitlamalar bir Lagrange g¢arpani kullanilarak dahil edilir. Bu

¢édziim bir kisitlanmig minimum g&stermez (Fletcher, 1971),

(Macdonald, 1975) ve (Macdonald ve Pitcher, 1979).
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Alternatif olarak pi, (1.2.84) 'den elde edilebilir. Elde
edilen (Pai,s++,Pr~-2)=N" nin karesel fonksiyonu, daha fazla
kisitlama koymaksizin,

-~ -1
n=a* b* (1.2.86)

olarak minimum yapilair.

Burada
n
(A*)jlz 2 [Fj(xi)-Fk(Xi)][Fl(xi)-Fk(xi)] j,l=l,..o,k‘l
i=1
n 1
b*,= L [Fy(x.)~Fic(x:)1[ — = Fi(xs) 1 1=1,...,k-1
j=1 n
dir.

(1.2.86) 'daki g¢ozilim, (1.2.85) 'dekine denktir.
Diger birkag¢ uzaklik &lgiimii de benzer karesel kriteri verir.

Ornegin Swrs(Fa(x) , F(x;%)),

S (Fa(x) ,F(x;8))= g [dF.(x)-dF(x;8)]12 (1.2.87)
dx
dH(x)

seklinde yazilabilir (Bartlett ve Macdonald, 1968).
Buna kargin (Macdonald, 1975) tarafindan da ortaya kondugu

gibi eger H(x) tiirevlenebilirse (1.2.87) 'deki egitligin sag

tarafi sonsuzdur. Formal minimum yapma iglemi, ¢ 'nin,

n df(x;;8) df(x; )
I wixy) —mmm— = jw(xi) —_— dx (1.2.88)
=1 dd dé

1

3
=

vektor egitligini sagladigini sdyler.

Burada

dH(x) 7%
w(x)= [ d: 1



dir,
Yukaridaki ornekte &=f1 ile tim x igin
D £(x;N) _
‘?ru_ = f4(x)-£fi(x) i=l,...,k-1
dir.

(1.2.88) 'deki egitlikler,
T=JN+R (1.2.89)

geklinde yazilabilir.

Burada
1 n

Ta= — I wixa) [£5(xa)-Filxa)] i=1l,..0 k-1
n i=1

Jja1= g [f5(x) -5 (x) 1L, (x)-£f.(x) lw(x)dx j,1=1,...,k-1

ve
Ry= g [fy(x)-fi(x) 16 (x)wix)dx i=1,...,k-1

Yani,

N=J=2(T-R) (1.2.90)
dir.

simdi de hem karma oranlarinin hem de bilegenlerindeki
parametrelerin bilinmedigi ‘sonlu karma dagirlam modellerindeki
parametreleri tahmin etmek ig¢in kullanilan wuzakliga dayal:
yontemleri ele alalim (Titterington ve ark. 1985, s.121).

Bu durumdaki yogunluklar, bilinmeyen parametrelerde lineer
degildir ve sayisal optimizasyonu kullanmak gerekir. Lineer

olmayan denklemleri g¢&zmek igin genellikle Newton-Raphson y&ntemi



veya scoring yodntemi kullanilar. GKL(Fn(x),F(x;Q)) durumu,
maksimum likelihood tahmini verir.

D6('§)=9—f— §(F.(x),F(x;8)) | | (1.2.91)
vazilsin ve D?8($) de ikinci tlrevlerin matrisini gdéstersin. Bu
durumda $¢©’ baglangi¢ yvaklagiminda bulunulduguhda {#¢=} dizisi,

Gem+12-3m g [D?2F($¢™>) ~2DE(E™) m=0,1,... (1.2.92)
'ye gbre olugturulur.

Burada 0,., tiim m 'ler ig¢in a,=1 olarak da alinabilir.

Scoring yéntemiyle benzetme yapmak gerekirse -
koguluyla ikinci tiirevlerin matrisi, bu matrisin beklenen
degeriyle yer degigtirilir,

4. Bayes yoéntemi:

Bayes analizinin genel formu agagidaki gibidir:

Kesin nedenler Ci,...,Cn; Pr(C”") prior olasiliklarina
sahiptir. Bu nedenler, kesinlik ile degil fakat Pr(E|C*) kogullu
olasiliklariyla bir E etkisi iliretirler.

Sonunda da iizerinde etki gdzlenen bir nedenin Pr(C*'E)

posterior olasiligi hesaplanir.

Tablo 2. Bayes analizinde verilenler ve g¢iktilar.

Verilen Mantiksal olarak ¢ikarilan sonug
(prior olasiliklar) (posterior olasilaklar)
Pr(cCc™)
Pr(C"‘E)
Pr(EIC*)
L 3

Burada C*; Ci,4+.,Cn '"den herhangi birini,

Pr(E|C™) (1.2.93)
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de C* verildiginde E 'nin kogullu dagilimini gdstermektedir.
Ci,ee.,Ch igin posterior olasiliklar:

Pr(ErWCl)

1]

Pr(Cl)XPr(Elcl)

Pr(C2)XPr(E|C2) = Pr(E[]ca)

. (1.2.94)
Pr(C.)XPr(E|C,) = Pr(EﬂCn)

n
Toplam, Pr(E)= £ Pr(E r)Cj)

j=1

geklinde hesaplanir.
Bu durunda,
pr(E[ Jc™)

Pr(C”|E) = —— (1.2.95)

Pr(E)
olarak elde edilir.

Bir bilinmeyen & parametre vektdrinli igeren bir model
verildiginde, Bayesci sonug g¢ikarma yukarida agiklanan gekliyle
tanimlanir.

L(®), verilen x=(Xi,...,X,) Ornekleminin & parametreleri
i¢in likelihood fonksiyonunu gdstersin. Bayes teoremi f($@)
yogunluguyla ifade edilen x gdzlemlerine ¢ prior hakkindaki
kanaatlarz, f(Q,x) ile godsterilen x g&zlemlerine & posterior
hakkinda kanaatlara giincellegtiren makenizmayl saglar
(Titterington ve ark. 1985, s.106).

Burada,

L(®)£(®)
f(§|x)= (1.2.96)

;L(Q)f(@)d@

dir. Buna gdre:
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(1.2.96) 'daki L(&), karma dagilim modelindeki bilegen
parametrelerinin bazilari bilindiginde belirli diizenlemeler
yapilarak (1.2.1), (1.2.2), (1.2.3), (1.2.4), (1,2.5), (1.2.6) ve
(1.2.7) 'deki log-likelihood fonksiyonlarindan herhangi birinin
formunda olabilir.

Genel olarak, f(¢) 'nin ayrlhtllarl hakkinda
sOylenebilecekler g¢ok azdir. Ciinkii Bayesci felsefi gerceve
igerisinde (1.2.96), 6zel uygulamalarda gergek veya potensiyel
priorlarin posterior kanaatlara dénligiimlerinin aragtirilmasi igin

bir arag¢tir, vasitadar.

Bununla birlikte L($%) bir sonlu karma dagilim modelinden
elde edildiginde Ornegin L(®) bir listel aile modeline (Dempster
ve ark., 1977) kargilik geldiginde ve £f(8) birbirinin yerine
gegebilen (conjugate) aileye kargilik gelenin bir ilyesi
segildiginde, (1.2.96) 'nin-basit bir analitik ele alinig tarza
minkiin degildir.

Buradan sonlu karma dagilimlar ig¢in Bayes ornekleme
galigmasinin, eger & bir veya iki bilinmeyen parametre grubundan
olugmazsa tamamiyla dogru olmayacagi sonucu g¢ikarilar.

Tkinci durumda, yani & 'nin iki bilinmeyen parametre grubu
igerdigi durumda, ortak veya marjinal posterior yogunluklarin
sonug¢lari; noktalarin uygun gridleri {izerinde f(@[x) 'i basit
olarak hesaplama yoluyla ¢ok az iglemle, (1.2.96) 'dan kolayca
elde edilebilir,.

$ 'nin ¢ ya da daha fazla parametre grubu igerdigi
durumlarda gok katla sayisal integrallerin hesaplanmasi

problemiyle kargilagilir. Bu problemin genel olarak bir galigmasa



48

Naylor ve Smith (1982) ve 8Smith wve ark. (1985) tarafindan
yapilmigtair.

(1.1.1) 'deki sonlu karma dagilim modelinde sadece karma
oranlari p bilinsin ve p parametresinin daglliml bir Dirichlet
prior dagilami olsun.

p parametresinin dagilaima,

k as-1 ‘

iIl Ps , i20 (1.2.97)
ile orantili bir yogunluga sahiptir.

Eger veri (1.1.1) ‘'den alinmig n tane bagimsiz Xa,s«.,Xn

gozlemlerinden oluguyorsa,

n k
L($) = I ( I paifixy) ] (1.2.98)
j=1 t i=1 =
k ) oy
= L C(X;Fa,ees,I) T.Ps (1.2.99)
Yite.o.otre=n i=1
dir.

Burada c(x;ri,s.e,t), {fi(x3), i=1,...,k ; J=1,...,n} 'nin
kolayca belirlenebilir bir fonksiyonudur.

p ig¢in posterior yogunlugun (1.2.97) ve (1.2.99) 'un
garpimiyla orantili oldugundan f(p[x), k» Dirichlet
yogunluklarinin bir karmasinin formuna sahiptir.

f(p|x) 'in k= Dirichlet yogunluklarinin bir karmasinin

formuna sahip olmasi, miimkiin k 'kaynak dagilimlar' ile n tane
herbir gézlemin bir &zel belirlenmesi varsayimiyla (1.2.97) 'den
elde edilebilir miimkiin k™ posterior yogunluklara kargilik gelir.

J ,...,J mimkiin belirlemeleri g&steriyorsa,
1 k»
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kn
f(plx) = I f(plx,Ja)f(Jaix) (1.2.100)
s=1
dir.
Boylece ©posterior karmadaki agirliklar, ‘'kaynaklar' ile

gozlemlerin belirlenmesinin oransal olasiligin:i yansatair.

Bayesci yaklagimlar lizerinde yakln' zamanlarda bazi
caligmalar yapilmigtir. Rajagopalan ve Loganathan (1991), sonlu
karma dagilim modellerinde bilegen yogunluklari bilindiginde
karma oranlarainin Bayes tahminlerini elde ettiler. Daha sonra
vyine Loganathan ve Rajagopalan (1993), sonlu karma dagilimlarain
karmasindaki karma oranlarini, bilegen yogunluklari bilindiginde

Bayes yontemiyle tahmin etmiglerdir.



2. BOLUM

SONLU KARMA DAGILIM MODELLERININ UYGULAMALARI VE UYGULAMA

ALANLART

2.1. Sonlu Karma Dagilim Modellerinin Uygulamalari ve Alanlara

Sanlu karma dagilaim modellerinin zooloji, tip,
palaeontoloji, mikro biyoloji, botanik, su liriinleri, kalite
kontrol, =ziraat, jeoloji, ekonomi, psikoloji ve diger uygulama
alanlari olmak izere g¢ok degigik wuygulama alanlari wvardir
(Titterington ve ark. 1985, s.16).

Sonlu karma dagilim modellerinin direk uygulamalarinin
baglicalari agagida tablolar halinde verilmigtir.

Tablolarda kullanilan kisaltmalarin anlamlara:

Mevcut ise verinin formu:

D - Sayisal veri

H - Histogram

C - Verinin egrisi

R - Referans verilen

Uygulamada model uydurma iglemi:

GR - Grafiksel yontem

MM - Momentler ydntemi

ML - Maksimum likelihood yodntemi
MD - Minimum uzaklik yodntemi



B - Bayes ydntemi

FD - Fonksiyon ayrigtirma yontemi
CA - Yigilim analizi yodntemi

CF -

Tablo 3. Zooloji

Egri uydurma yontemi (En kiligiik kareler yéontemi)

alanindaki uygulamalarin baglicalara

L

Uygulama Karma Verinin|Tahmin Referans

tipi formu yontemi
Karides dig uzunluk-|Normal D MM Pearson (1894)
lari(cinsiyete goére)
Yenge¢ alin Normal D MM Pearson (1894)
hacimleri
Tripanazoma uzunluk-|Normal D MM Pearson (1914)
lary (tirlere gdre)
Kapepod uzunluklari |Normal H GR Harding (1949)
(cinsiyete gore)
Plankton frekanslarai [Normal D GR Cassie (1962)
Lamprey uzunluklari |[Normal H FD Taylor (1965)
Yumurta geg¢itindeki [Normal H ML Covey ve
tane hacimleri Crump (1970)
Karides dig uzunluk-|Normal R Degigik [Clark (1976)
lari(cinsiyete gore)
Tripanazoma uzunluk-|Normal R Degigik [Clark (1976)
lari (tiirlere godre)
Yengeg alin Normal R Degigik |Clark (1976)
hacimleri
Tripanazoma uzunluk-|Normal D GR Fowlkes (1979)
lari (tirlere gdre)
Kug ugug hizlari - H CcA Larkin (1979)
{gruplarin)
Tripanazoma uzunluk-|Normal D ML Everitt ve

lari (tiirlere gore)

Hand (1981)

J




Tablo 4. Tip

alanindaki uygulamalarin baglicalarz.

Uygulama Karma Verinin|Tahmin |Referans
tipi formu yontemi ’

Kan basinci Normal H ML |Clark ve ark. (1968;T
DNA Normal D FD Gregor (1969)
Kan glikoz Normal H GR , ML Rushforth
dizeyleri ve ark. (1971)
Gebe kalma Ustel D ML Suchindran ve
zamanlara Lachenbruch (1974)
Arterit'in Gama R MM Masuyama (1977)
baglama yasga
Bobrekte bulunan|Ustel - FD Sandor
ksenon diizeyleri ve ark. (1978)
Dig basing Normal D MM Marks ve Rao (1979)
kuvvetleri
Plazma diizeyleri|Normal H ML Raper ve ark. (1982)
(iki kitlenin)
L b

Tablo 5. Palaeontoloji alanindaki uygulamalarin baglicalara
Uygulama Karma Verinin|{Tahmin Referans

tipi formu yontemi

Antik migirlilaran Normal D MM Martin (1936)
gene kemigi hacimle-
ri (cinsiyete gore)
Foraminifer gapi Normal H MM Ghose (1970)
(tiplerine gore)
Foraminifer ¢api Normal R Degigik |Clark (1976)
(tiplerine gore) Al

L




Tablo 6. Mikro biyoloji alanindaki uygulamalarin baglicalara

53

Uygulama Karma Verinin|Tahmin |[Referans }
tipi formu yontenmi g

Protein Normal c FD Tiselius

yogunluklari ve Kabat (1939)

Protein Normal c FD Berry

yogunluklara ve Chanutin (1955)

Gaz Normal - FG , GR|Smith

kromatogramlari ve Bartlet (1961)

Protein Normal C FD wild (1965)

yogunluklarz

Absorpsiyon Normal C FD Fraser

spektrumu L, ve Suzuki (1966)
|

Tablo 7. Botanik alanindaki uygulamalarin baglicalari

yiikseklik farklara
{Darwin verisi)

L

Uygulama Karma Verinin|Tahmin [Referans

tipi formu yontemi
Bitki boylara Normal D MM , ML|Rao (1948)
(yikseklikleri)
Bitki boylar: Normal D GR |Tanaka (1962)
{viikseklikleri)
Bitki g¢iftlerinde [Normal D Bayes |Box ve Tiao (1968)
yikseklik farklara
(Darwin verisi)
Cigeklenme Normal D MM , ML|Tan ve Chang (1972)
zamanlara (bitkil
tiirlerine godre)
Cigek tozu (polen) [Normal D GR , FD|Usinger (1975)
taneleri
Bitki giftlerinde |[Normal D ML Aitkin ve Wilson

(1980)

|




Tablo 8. Su liriinleri alanindaki uygulamalarin baglicalara

L

Uygulama Karma Verinin|Tahmin |[Referans
tipi formu yontemi

Ringa uzunluklari (yu-{Normal - GR Buchanan ve

murta ddkmesine gdre) ark. (1928)

Ringa uzunluklari (yu-|Normal H GR Harding (1949)

murta ddékmesine gdre)

Levrek uzunluklarz Normal D GR Cassie (1954)

{yaga gore)

Sinarit ¢atal uzunluk-|Normal D GR Tanaka (1962)

lari (yaga gore)

Sinarit gatal uzunluk-{Normal D GR Bhattacharya

lara (yaga gore) (1967)

Turna baligi uzunluk- [Normal - MD , ML|Macdonald

lari (yaga gore) (1971)

Celikbag alabalik Normal H GR Everett (1973)

Alabalik uzunluklari Normal = MM , ML|Dick ve Bowden
(1973)

Halibut uzunluklarz Normal H ML Hosmer (1973)

{(cinsiyete gore)

Halibut uzunluklar: Regresyon = ML Hosmer (1974)

(iki yag grubuna ve

cinsiyete goére)

Golyan baliga Normal D ML , MD|Macdonald

uzunluklari (1975)

Turna balig:r uzunluk- |Normal D Degigik|Macdonald

larir (yaga goére) (1975)

Sinarit c¢atal uzunluk-{Normal R Degigik|{Clark (1976)

lari (yaga gore)

Halibut uzunluklara Normal R Degigik|Murray ve

(cinsiyete gore) Titterington
(1978)

Turna baligi uzunluk- [Normal H MD Macdonald ve

lari (yaga gore)

Pitcher (1979)

N



Tablo 9. Kalite kontrol alanindaki uygulamalarin baglaicalari

Uygulama Karma Verinin|Tahmin Referans
tipi formu yontemi
Servis otobiisii Normal H - Davis (1952)
bozulma zamanlara Ustel
valf kullanma sliresi|lstel D - Davis (1952)
(tiplerine gére) (kesilmig)
Verici-alica Ustel D ML Mendenhall ve
kullanim siireleri (kesilmig) Harder (1958)
Elektron tipleri Weibull D GR Kao (1959)
Laser kullanim Normal R GR Fowlkes (1979)
siireleri
Telefon konugma Lognormal D GR Fowlkes (1979)
uzunluklarzis
valf kullanma siiresi|Ustel D ML Everitt ve
(tiplerine gdre) (kesilmig) Hand (1981)
Giivenirlik Weibull - ML Mandelbaum ve
Ustel Harris (1982)
4

Tablo 10. Ziraat alanindaki uygulamalarain baglicalari

Uygulama Karma Verinin|Tahmin Referans

tipi formu yontemi
Misir tiirleri Normal D MM , ML |Tan

ve Chang (1972)

tiriin yogunluklari|[Bilinen - ML Peters

bilegenler ve Coberly (1976)
Arpa liriin Faktoriyal D Bayes,CA|Binder (1978)
miktarlara mode 1l

4

L




Tablo 11. Jeoloji alanindaki uygulamalarain baglicalara

Uygulama Karma Verinin|Tahmin |Referans
- tipi formu yéntemi
Komiir tozu verileri |Normal D GR Hald (1952)
Kum tanesi hacimleri|[Normal D GR Tanner (1959)
Komiir tozu verileri [Normal D ( ML Hasselblad(1966)
Metal yogunluklara Lognormal C GR Lepeltier (1969)
Kum tepeciklerinin {Normal - FD Folk (1971)
yigilimlara
Isigin yansimasi(ké-|Normal H MD Mundry (1972)
miir tiplerine gdre)
Kum tanesi hacimleri|Normal c FD Van Andel (1973)
Kum tane yapisi 1Norma1 - MD Clark (1976)
Kémiir tozu verileri |Normal 41 R Degigik|Clark (1976)
B

Kalay metalinin Normal D MM Clark (1977)
analizi
Komiir tozu verileri |Normal D MM Everitt ve

~ Hand (1981)

N

Tablo 12. Ekonomi alanindaki uygulamalarin baglicalar:

..
Verinin

L

{Uygulama Karma Tahmin |Referans
tipi formu yéntemi
Konut (iskan) |Regresyon - ML Quandt (1972)
regresyonlara
Ucret Regresyon - MD Quandt ve Ramsey (1978)
regresyonlari
3
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L

Tablo 13. Psikoloji alanindaki uygulamalarin baglicalari
Uygulama Karma Verinin|Tahmin [Referans
tipi formu yontemi
Yanitlama (tepki) |Lognormal D - Broadbent (1966)
zamanlara
L 4
Tablo 14. Diger alanindaki uygulamalarin baglicalari
Uygulama Karma Verinin|Tahmin |Referans
tipi fomu yontemi
Akgam sicakliklara Normal D MM |Charlier ve
(ikli mevsime gore) Wicksell (1924)
Serpinti yogunluk~ Normal - MD Wilkins (1961)
lara (kesilmig)
Hypsometrik egriler [Normal D GR |Tanner (1962)
Yeryiizii Olgimleri Normal H MM Gridgeman(1970)
Trafikte kayip Ustel D MM , ML{Ashton (1971)
zamanlar
Yigindaki kayip Regresyon R ML Aitkin ve ark.
veriler 1980)
Cokelmeler Normal - ML Leytham (1984)
Uzaktan algilama Normal D MM Erol ve Akdeniz
(1995)

J
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3. BOLUM

¢ BILESENLI USTEL DAGILIMIN BIR KARMASINDAKI PARAMETRELERIN
TAHMINI VE ATMOSFERIK KOROZYON SISTEMLERINDEKI METALLERIN

KOROZYON HIZLARININ MODELLENMEST VE 1ZLENMESI

3.1. Korozyon Probleminin Tanimi Ve U¢ Bilegenli Karma Dagilim

Modelinin Kurulmasi

Metallerin korozyon sistemlerindeki korozyon hizlarinin
belirlenmesi problemi ve korozyon sistemlerinde bulunan korozyonu
6nleyici maddelerin (inhibitodrlerin) korozyon hizini diglirmedeki
etkinliklerinin incelenmesi problemi, korozyon biliminde ya da
fiziko kimyada iizerinde g¢ok g¢aligilan Onemli problemlerdir.
Oyleki bu problemler ig¢in Science Citation 1Index Dbilimsel
yayinlar aktarim katalogunda ‘“"corrosion" ve ‘"rate" anahtar
kelimelerine gdére 1980-1994 =zaman araliginda bu konuda yer alan
bilimsel ¢aligmalarin sayisi yaklagik olarak 230 dur.

Bir korozyon sistemi, metalin korozyona maruz kaldig:
atmosferik ya da sulu tipte olmak iizere herhangi bir korozif
ortamdir.

Korozyon sistemindeki bir metalin korozyon davranigl ya da
korozyon hizi, bir "korozyon olayi" olarak tanimlansin.

Bir metalin korozyon sistemindeki korozyon davraniginin ya

da korozyon hizinin modellenmesi veya izlenmesi, matematiksel
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agidan birgok kere ele alinmigtir. Ryan ve ark.(1987), bir eksen
etrafinda doénen goézenekli bir levhanin baglangi¢ korozyon hiza
igin bir matematiksel model kurmuglardir. Korozyonu o&nleyici
madde (inhibitdr) testinde ve korozyon hizinin izlenmesinde
polarizasyon direncinin belirlenmesi igin sayisal yontemler
Rocchini(1988) tarafindan verilmigtir. Rocchini‘(1993) diger bir
galigmasinda; metallerin korozyon hizlarinin hesaplanmasi igin
bir sayisal yontem olugturmugtur. Reiber ve ark.(1987), agirlik
kaybi oSlglimlerine dayali korozyon hiz degerlerini elde etmek igin
bir yontem geligtirmiglerdir.

Bu Dboliimiin amaci; atmosferik korozyon sistemindeki bir
metalin korozyon hizi davranigil ig¢in agirlik kaybi &lgiimlerine
gore hesaplanmig ortalama korozyon hiz degerlerine dayali bir
istatistiksel model olugturmaktir.

Atmosferik korozyon sistemindeki bir metalin agirlik kayba
6lgiimlerine godre hesaplanmig ortalama korozyon hiz degerleri,
metalin ylizeyinde olugan korozyon tiriinleri nedeniyle zamana goére
azalandir (Dehri ve ark., 1994). Diger bir ifadeyle, atmosferik
korozyon sisteminde korozyona maruz kalan metalin yiizeyinde
olugan korozyon iliriinleri nedeniyle agirlik kaybi dlglimlerine gore
hesaplanmig ortalama korozyon hiz degerleri negatif listel olarak
azalar.

Negatif tlistel dagilim veya negatif listel olasilik yogunluk
fonksiyonu; yagam testi ve gilivenirlik alanlarinda, zamana karsgi
dayanma siireleri igin kullanilan bir istatistiksel modeldir (Hahn

ve Shapiro 1967, s.105).
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"Atmosferik korozyon sistemindeki bir metalin, agirlik kayba
olgimlerine gdre hesaplanmig ortalama korozyon hiz degerlerinin
istatistiksel davranigi veya ortalama korozyon hiz degerleri igin
istatistiksel fonksiyon nedir?" sorusunu cevaplamak amaciyla
korozyon bilimi alaninda "Ug¢ iistel dagilimin bir karmasi veya
karma dagilim modeli"™ kavrama olusturulmugtur;

Bu amag¢la, agirlik kaybi yéntemiyle korozyon hizinin
belirlendigi durumlarda; ortalama korozyon hiz degerleri igin ig
bilegenli bir karma dagilim modeli kurulmugtur. Karma dagilim
modelinin tig bilegenli olmasinin nedeni; "korozyon olayinin" lig
safhada incelenmesinden dolayidar. Bu safhalar:

1) Metalin yilizeyinin tamamiyla agik ya da temiz olarak
korozif ortama birakildigi andan itibaren, metalin ylizeyinin yara
kapali duruma geg¢tigi ana kadar gegen siireg.

2) Metalin yiizeyinin yari kapall duruma gegtigi andan
itibaren, metalin yiizeyinin tamamiyla kapali duruma gegtigi ana
kadar gegen siireg.

3) Metalin yiizeyinin tamamiyla kapal:i duruma gegtigi andan
itibaren, metalin yiizeyinin "doymasina" kadar gegen slireg.

Metalin yilizeyi tamamiyla kapali durumda iken de "korozyon
olayi" siirmektedir. Metalin -yiizeyinin "doymasi" noktasinda ya da
aninda korozyon 'yok' denecek kadar azdir.

¢ bilegenli karma dagilim modelinin herbir bilegeni, tek
parametreli  iistel dagilimin olasilik yogunluk  fonksiyonu
gseklindedir.

¢ bilegenli iistel dagilimin bir karmasinin olasilik

yogunluk fonksiyonu,
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3
f(Xiplrpz:PsrU1:U2:U3)=.z psfai(x;us) 0 ¢ x ¢ + (3.1.1)

i=1
0 < pa,Pz,Pa <1 , Wi, ¥2,ua >0
dir.
3
Burada i=1,2,3 igin p. 'leriflpi = 1 .olmak ilizere karma

oranlaradair ve f;(x;u;) 'ler

1 X
filx;us)= exp( - ) 0 ¢ x < + =
Wi Wi
Ui > 0
geklinde, yani a;=0 6zel durumu ig¢in (1.2.30) 'daki gibi olmak

izere, karma dagilaim modelinin bilegenleridir.

(3.1.1) 'de X, agairlik kaybi Olglimlerine gére hesaplanmig
ortalama korozyon hiz degerlerini godsteren rastgele bir degigken
ve f(x) ‘'de korozyon sistemindeki bir metalin agirlik kayba
Olgimlerine gore hesaplanmig ortalama korozyon hiz degerleri igin
g Dbilegenli karma dagilim modeli veya olasilik yogunluk
fonksiyonudur.

(3.1.1) 'deki olasilik yogunluk fonksiyonu, herbirinin bir
karma orani ile iig ilistel dagilimin bir toplamidir.

i=1,2,3 igin pi 'ler karma dagilim modelindeki herbir
bilegenin modele katki oranini géstermektedir. 1/u; 'ler ise
herbir safhada, korozyon sistemindeki metalin korozyon hizina

belirleyici faktorlerdir.

Am
Korozyon hizi= (3.1.2)
Zaman . Ylzey alana

bagintisiyla hesaplanir.
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Burada korozyon‘hlzlnln birimi mdd (mg/(dm?.saat)); An,
metalin kiitlesindeki degigimi (agirlik kaybini) gostermek lizere
birimi mg (miligram); Zaman, alinan Slgiinlere bagla olmak tlizere
birimi saat veya giin; Yizey alani 'nin birimi dm? (desimetre
kare) dir.

(3.1.1) 'deki karma dagilim modelinde ﬁq bilegen vardir.
Herbir bilegen kendi bagina bir olasilik yogunluk fonksiyonu
olmak lizere "korozyon olayindaki” bir safhaya kargilik
gelmektedir. Bu anlamda karma dagilim modelinde en kiigik wus
dederine sahip bilegen birinci safhaya kargilik gelen bilegen, en
biiyiik u. degerine sahip bilegen liglincii safhaya kargilik gelen
bilegen ve digeri de ikinci safhaya kargilik gelen bilegen olarak
alinmaktadar. Diger bir ifadeyle, modeldeki bilegenler
0 < ya < ¥z < pa < +» olacak gekilde; 1=1,2,3 igin u; degerine
gbre diizenlenmigtir.

(3.1.1) 'de bulunan modelin bilegenleri; vyani f,(x), f.(x)
ve fa(x) sirasiyla metalin ylizeyinin tamamiyla agik, yara kapala
ve tamamiyla kapali oldugu durumlari gdstermektedir. Ayrica 1/u.,
1/u> ve 1/uys sairasiyla £.(x), £f5(x) ve f3(x) bilegenlerinin
korozyon hiz faktodrleridir. Yani 1/u;, 1/u> ve 1l/us sirasiyla
metalin ylizeyinin tamamiyla agirk, yara kapali ve tamamiyla kapala
oldugu durumlardaki korozyon hizini belirleyici faktor

parametreleridir.
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3.2. g Bilegenli Ustel Karma Dagilim Modelindeki Parametrelerin

Tahmini

i¢ bilegenli listel karma dagilim modelindeki, yani (3.1.1)
'deki olasilik yogunluk fonksiyonundaki parametreleri tahmin
etmek igin bsliim 1.2.3 ‘'de agiklanan " momentler yontemi
kullanilacaktir. Momentler ydntemi istatistikte kullanilan bir
parametre tahmin ydntemidir.

Momentler yonteminde, beklenen degerler orneklem
momentlerine egitlenir ve (3.1.1) 'deki olasilik yogunluk
fonksiyonunda bulunan parametreler cinsinden bir denklem sistemi
elde edilir. Elde edilen denklem sistemi genelde lineer degildir.

Ug¢ bilegenli tistel karma dagilim modelinin merkez yada sifir

etrafindaki r. momenti,

00

U =E(xT)= g x* £(X;pPa,P2,Pa,¥1,¥2,83)dx (3.2.1)

0

bagintisiyla hesaplanir.

o 3 1 1
u',.= g x* I pi—expl - x)dx
i=1 Hai Vi
0
3 Pi o 1
= I g x* exp( - — x)dx (3.2.2)
izl Vi W5
0
i=1,2,3 igin
o 1
I.= g x* exp(- — x)dx (3.2.3)
Ui

0

olsun.
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(3.2.3) 'deki integralde u=(1/u;)x doniigimii uygulandiginda

integral,

I,= py,~*+* ; u* exp{(- u)du : (3.2.4)
0
geklinde tekrar yazilabilir.

(3.2.4) 'de

<]

T(r+l)= g u® exp(- uldu (3.2.5)
0
dir. Bu durumda (3.2.3) 'deki integralin sonucu,

Ii=ui"’lr(r+l) (3.2.6)

bulunur.

Sonug olarak (3.2.2) 'deki merkez ya da sifir etrafindaki r.

moment,

I MW

w'.= pans=T(r+1) (3.2.7)

i=1
olarak elde edilir.

(3.1.1) 'de tahmin edilecek toplam 2*3-1=5 tane parametre
vardir. Bu nedenle merkez ya da sifir etrafindaki linci, 2inci,
«+s ve 5inci momentlerin hesaplanmasi gerekir.

(3.2.7) 'deki bagainti kullanilarak, merkez ya da sifar
etrafindaki linci, 2inci, ... ve 5inci momentler,

w'a= [ pawa™ + pauz® + paua™ 11

u'z2= [ pava® + pauz? + paus® 1 2

u's= [ pada® + paiz?® + paus® 1 6 (3.2.8)

Wa= [ pava® + pa¥a® + paua® 1 24

's= [ paua® + p2u2® + paua® 1 120
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olarak hesaplanair.

Merkez ya da gifir etrafindaki linci, 2inci, ... ve 5inci
momentler (3.2.8) 'deki gibi elde edildikten sonra sirasiyla,
merkez ya da sifir etrafindaki 1linci, 2inei, .. ve Sinci

orneklem momentlerine egitlendiginde,

[ paMa™ + pzMa® + pava® 1 1 = m'y
[ Pavs® + p2uz? + paus® 1 2 =m',
[ pava® + pau=2® + paua® 1 6 =m's (3.2.9)
[ paMa® + pzu2? + paus® 1 24 =m',
[ Pava® + pzMa® + paks® 1 120 = m's
elde edilir. Burada n, 6rneklem hacmi olmak lizere,
n
m',.= I x;*¥ 7 r=1,...,5 dir.
i=1
(3.2.9) 'daki egitliklere karma oranlari iizerindeki,
Pr * P2 + pa = 1 (3.2.10)
kisitlamasi da eklendiginde,
P + Pa * Pa =1
PaMa® + pada™ + Pala™ = m',
Pa¥a? + Padz? + pada® = m'2/2 (3.2.11)
PaMa® + p2Mz® + pPaMa® = m'a/6
PaMa® + PpPaM2? + pala?® = m's/24

PaM1® + p2u2® + pausz® = m's/120
lineer olmayan denklem sistemi elde edilir.
Ao=l, A1=m';._, A2=M'2/2, A3=m'3/6, A4=m'4/24 ve A5=m'5/120

alindiginda, (3.2.11) 'deki lineer olmayan denklem sistemi,
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Pa + p= + Pa = Ao (3.2.12)
PaMa® + paMa2® + PaMat = Aa (3.2.13)
Pada® + p2M2? + pala® = Az , (3.2.14)
PaMa® + PaMa2® + pads® = As (3.2.15)
Pala? + p2U2? + pala® = Ag (3.2.16)
Pal1® + PaUa® + pala® = Ag | (3.2.17)

geklinde yazilabilir.

(3.2.12)-(3.2.17) ‘'deki denklem sistemi, (3.1.1) ‘'deki
olasilik yogunluk fonksiyonundaki parametreler cinsinden ifade
edilmigtir.

(3.2.12)-(3.2.17) 'deki denklem sistemi birinci olarak;
(3.1.1) 'deki olasilik yogunluk fonksiyonun bilegenlerinde
bulunan parametreleri, yani u,, U= ve WUz parametrelerini tahmin
etmek amaciyla kullanilir. Bu amag¢ igin &nce Prony 'nun yéntemi
(Hildebrand 1956, s.378) (3.2.12)-(3.2.17) 'deki  denklem
sistemine uyarlanarak lglincli dereceden bir cebirsel denklem elde
edilir. Daha sonra elde edilen ligiincli dereceden cebirsel
denklemin kékleri, Bairstow 'un sayisal olarak koék bulma yontemi

(Johnson ve Riess 1982, s.181) kullanilarak hesaplanar. Uclincii

dereceden cebirsel denklemin kdkleri: Ui, ¥z Ve Uy sirasivla
Y2, VYx Vve Uz parametreleri igin tahminlerdir. ITkinci olarak,

(3.1.1) 'deki olasilik yogunluk fonksiyonunda bulunan karma

oranlari, yani pi ve p> (pa=l-pi-p=) parametreleri; u,, U2 ve U,

parametrelerinin sirasiyla Ya, a2 ve Ya tahminleri de
kullanilarak en kiigiik kareler yéntemiyle (Herstein ve Winter

1989, s.434) hesaplanir. Boylece de (3.1.1) 'de bulunan tiim
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parametreler tahmin edilmig olur. Bu amag¢ ig¢in g¢aligmamizda bir

bilgisayar programi geligtirilmigtir.

3.2,1. Y., Y2 ve YUz Parametrelerinin Tahmini

Ma, Mz Vve Uua parametrelerinin tahmininde kullanilacak olan
liglincii dereceden cebirsel denklemi elde etmek igin (3.2.12)-
(3.2.17) ‘'deki lineer olmayan denklem denklem sistemine &nce
Prony 'nun yodntemi uyarlanir. Bunun igin 0., @z ve Q&a;

B2+ aiu? + o2y +t o = 0 (3.2.18)
iigiincii dereceden cebirsel denklemin pozitif kdkleri u,, u> ve us

olacak gekilde segilir. Yani

Ua3 + O03U22 + OGoU, + az = 0 (3.2.19)
Ua? + 0 U222 + QYo + 0z = 0 (3.2.20)
Us3 + 01Uz32 + QYz + az = 0 (3.2.21)

dir.

Ugiincii dereceden cebirsel denklem igin a,, a@> Vve «as
katsayilarainin belirlenmesi:

Birinei olarak, (3.2.12), (3.2.13), (3.2.14) ve (3.2.15)
'deki egitliklerin her iki tarafi sirasiyla oz, @z, 0, ve 1 ile
carprlir ve bunlar daha sonra taraf tarafa toplanir. Bu durumda,

03Ac+02A1+01A2+As = Pa(Ua®+oaUa?+asUstas)

P2 (U22+02 U2 +02 o +0s) +Pa(Ua®tasUa®+azUustas)  (3.2.22)
elde edilir.

tkinci olarak, (3.2.13), (3.2.14), (3.2.15) ve (3.2.16)
'daki egitliklerin her iki.tarafl sirasiyla os, @z, @; ve 1 ile

garpilir ve bunlar daha sonra taraf tarafa toplanir. Bu durumda,
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Q3B +02A2+ 01 Az +As = Pa(Ua®+0aUa +@aua®+ozUa)

+p2(u24+a1u=3+a:u22+a3uz)+p3(u34+a1u33+a2u32+aaua) (3.2.23)
elde edilir. ‘

tigincii olarak, (3.2.14), (3.2.15), (3.2.16) ve (3.2.17)
'deki egitliklerin her iki tarafi sarasiyla o3, @z, 0, ve 1 ile
garpilir ve bunlar daha sonra taraf tarafa toblanlr. Bu durumda,

C3An+02A3+01A4+As = Pa(Ua®+0aUa*+02U23+azUs?)

P2 (U2 +02 U240 023 +0al22) +pa (Wa®+aua®+asua®+aala®)  (3.2.24)

elde edilir.

(3.2.19), (3.2.20) wve (3,2.21) ‘deki egitlikler de
kullanilarak (3.2.22), (3.2.23) ve (3.2.24) 'deki egitlikler,

Az, +A, 0 +tAQ0s =

|

1
>
W

(3.2.25)

1

i
o]
&

A3a1+A2G2+A103 =

1

|
>
(v}

Al tA30+AL0s =
gseklinde yazilabilir.
{3.2.25) 'deki denklem sistemi O, Do ve O
bilinmeyenlerinde lineer oldugundan matris formunda,
Az AJ_ AQ a:_ ‘As

As AQ AJ_ s B = “A4 (3.2-26)

Aa Aj A (¢ 7Y -Ag
[ J L J L 4

geklinde tekrar yazilabilir.

(3.2,26) 'da 3X3 tipindeki katsayl matrisi A olsun. 3X1 tipindeki
bilinmeyenlerin vektori a=(0;,02,03)" ve egitligin sag
tarafindaki homojen olmayan 3X1 tipindeki bilinmeyenlerin
vektsrii, b=(-As3,-A4,~As)’' alinsain., Bu durumda (3.2.26) 'daki

lineer denklem sisteminin matris formu,

Aa=b (3.2.27)
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dir.

(3.2.18) 'deki tglinei dereceden cebirsel denklemin
katsayilarini belirlemek igin (3.2.27) 'de matris formundaki
lineer denklem sisteminin bilinmeyen a igin qézﬁimesi gerekir.

Bir lineer (6zellikle, iig bilinmeyenli 1{i¢g denklemin
bulundugu) denklem sistemi igin ¢&ziim ydntemi olan Cramer 'in
kurali (Herstein ve Winter 1989, s.243), (3.2.26) 'daki matris
formundaki sisteme uygulandiginda a., @= ve &z igin ¢oOziimler agik
olarak verilebilir.

(3.2.27) 'deki katsayi matrisinin determinanta,

D=determinant(A)=(A;3+A12A,+A0A:%)-(2A1A2A3+A0AA,) (3.2.28)
dir.

(3.2.25) 'deki lineer denklem sisteminin (tek bir) g¢déziimiiniin
olmasli ig¢in katsayir matrisi A 'nin determinantinin sifirdan
farkli olmasi gerekir.

Eger D T 0 ise a,, G2 ve 0s 1i¢in agik g¢oOziimler sirasiyla,

al=[(A1A32+A1A2A4+AQA2A5)’(A22A3+A12A5+AQA3A4)]/D (3.2-29)

02=[(A2A32+A1A2A5+A0AL2) ~(A22AL+A1A3A,+AcARAs) ]1/D (3.2.30)

03=[ (A2Az3AL+A1AzAs+A2A3A,.) - (AL2Ag+AALZ+A0?) 1/D (3.2.31)
dir.

(3.2.18) 'deki dglinci dereceden cebirsel denklemin

katsayilari a,, G- ve 0z sirasiyla (3.2.29), (3.2.30) ve (3.2.31)
'deki bagintilar kullanilarak hesaplanir.

(3.2.18) 'deki lglinci dereceden cebirsel denklemin
katsayilarr belirlendikten sonra figlinci dereceden katsayilari
bilinen bir monik (iigiincii dereceden terimin katsayisinin 1 oldugu

durum) polinom elde edilir. Wi, U= Ve Yz parametrelerinin
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tahminlerini bulmak ig¢in bu monik polinomun kéklerinin
hesaplanmasi gerekir.

Monik polinomun koklerini sayisal olarak hesaplamak igin
Bairstow ‘un yontemi (Johnson ve Riess | 1982, s.181)
kullanilabilir. Bairstow 'un y&nteminin kullanilmasiyla d{igiinci
dereceden monik polinomun ikinci dereceden bir'faktbrﬁ-(garpanl)
bulunur. Bdylece liglincii dereceden monik  polinomn, birinci
dereceden ve ikinci dereceden iki terimin g¢arpimi olarak yazilir.
Daha sonra ikinci dereceden terimin faktorleri de diskriminant
yéntemi (Kaplan 1981, s.5) kullanilarak bulunur. Sonugta ligilinci
dereceden monik polinomun tim faktdrleri dolayisaiyla tim kdkleri
bulunmug olur.

a:1<0, a2>0 ve 03¢0 oldugunda (3.2.18) 'deki lgiincli dereceden

monik polinomun iig tane farkli pozitif gergel k&kii vardir. Bu

kdkler Y™, u=2" ve uz” olsun. Bu durumda u.=min{ ws~, u=2", us"},

-

vz=max{ ¥.*, H=2", Us"} ve diger kskte , uz olarak alinar.

- - -

Burada M1, MW= Ve Uz sirasiyla M., M2 Ve Uz parametreleri

i¢in tahmin edilmig degerlerdir.

3.2.2. pa ve pz (pa=1l-pi-p=) Parametrelerinin Tahmini

- - -

Ma, M= ve Uz parametreleri sirasiyla ., M= ve Uz olarak
bolim 3.2.1 'de ag¢iklanan yontemle tahmin edilir.

(3.2.10) ‘dan,
p3=l-pﬂ--P= (3-2.32)

dir.
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(3.2.13)-(3.2,17) 'deki egitliklerde p3=l-p.-p= alindiginda,

(Wat-uz2)pas + (U2 -uat)po = Asi-uax* (3.2.33)
(U12-U32)ps + (U2Z-U3®)p> = Azx-Us3? 4 (3.2.34)
(W23-uz3)pa + (U22-Ua®)pz = Az-ua? | (3.2.35)
(Wp®-Ua®*)ps + (U2®-Ua?)p= = ALi-Uz* (3.2.36)
(MaB=U3%)pa + (U2B-Ua®)pa = Ag-U3z® | (3.2.37)

elde edilir.

(3.2.33)-(3.2.37) 'de i, V2 ve Uz parametrelerinin yerine

-~ -~

sirasiyla bunlarin tahminleri olan 4., Uz ve Ui degerleri
alinsin. A,"=Ai-uz*, Ax"=RAn-U32, Az"=Az-Uua3, A "=AL-Uz" ve
As"=As~U3% olsun. Bu durumda (3.2.33)~(3.2.37) 'deki egitlikler;

pPa ve pz bilinmeyenlerine gdre lineer oldugundan,

- - - - r -
r (gar-uz?) (ua?r-uz?) f A"
(a3-uz?) (Mz2-pa?) Ax"
- - - A P
(ula"uaa) (]-123‘-]1:33) = Ag‘. (3.2.38)
- - ' - - P=
(up%-uz?) (Mz2%-uz*) L . ALT
(W2®-u3a%) (u2®-us"®) l As”
L d A

geklinde matris formunda bir lineer denklem sistemi elde edilir.

(3.2.38) 'de 5X2 tipindeki katsayi matrisi X olsun. 2X1
tipindeki bilinmeyenlerin vektérﬁ p=(pi,p2)' ve 5X1 tipindeki
bilinenlerin vektdri e=(A,",A2",A3",A4",As™)"' alinsin. Bu durumda
da (3.2.38) 'deki lineer denklem sisteminin matris formu,

Xp=c (3.2.39)

dir.
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(3.2.39) 'da matris formunda bulunan lineer denklen
sistemine kargilik gelen normal denklemlerin matris formu,

X'Xp=X'c (3.2.40)
dir. “

(3.2.39) 'daki katsayi matrisi X 'in siitunlari lineer olarak
birbirlerinden bagimsiz olduklaraindan (Herstein ve Winter 1989,
8.447) 'de verilen teorem 12.3.2 'ye gore (3.2.40) 'daki X'X 'in
tersi wvardir. Buna gore (3.2.39) 'da matris formunda bulunan
lineer denklem sistemi, en kiigiik kareler ydntemi (Herstein ve
Winter 1989, s.447) kullanilarak p igin ¢oziildiiglinde,

p=(X'X)~*X"'c (3.2.41)
elde edilir.

Burada X'X 'in tersinin hesaplanmasinda dogrudan tersini
alma yéntemi uygulanmigtir (Carnahan ve ark. 1969, s.290).

Caligmamizda (3.1.1) 'deki parametreleri tahmin etmek
amaciyla tim yukaridaki iglemleri yapan bir bilgisayar programi
geligtirilmistir. Geligtirilen bilgisayar programinin algoritmasi

agagidaki gibidir,
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Hayir

Vi, Y2, U3

X 'in
siitunlara
lineer olarak
bagimsiz
mi?

Hayar

p= (X'X)~*X'c

Pa/Pz/P3,¥a,R2,U3
J

S

DUR

gekil 1. Korozyon hizi modeli igin geligtirilen bilgisayar

programinin algoritmasi.
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3.3. Karma Dagilim Modelinin Atmosferik Korozyon Verilerine Bir
Uygulamasi Ve Agirlik Kaybi Olgiimlerine G6re Hesaplanmig Ortalama
Korozyon Hiz Degerlerinin Karma Dagilim Modelleri Kullanilarak

Modellenmesi ve Korozyon Hizinin Izlenmesi

Atmosferik korozyon sistemindeki bir metalin, agirlik kaybai
6lgiimlerine gére hésaplanmlg ortalama korozyon hiz degerlerinin
modellenmesinin veya bir "korozyon olayina" ii¢ ilstel dagilimin
bir karma modelinin uyarlanmasinin; kimyasal boyutu,
istatistiksel Dboyutu, matematiksel boyutu ve Dbilgisayarda
programlanmasi boyutu gibi degigik boyutlarai vardir.

Bu béliimde tiim bu boyutlar birlikte incelenmigtir, yani biri
digerinden ayri tutulmamigtir. Bu amagla, kimyasal boyutu olarak
yakin zamanda (Dehri ve ark., 1994) tarafindan iyi galigilmig bir
"korozyon olayi" alinmigtir. Bunun ig¢in atmosferik korozyon
sistemindeki bir metalin agairlik kaybi Olgilimlerine gore
hesaplanmig ortalama korozyon hiz degerlerinin modellenmesi,
DEHRI-YAZICI-ERBIL-GALIP verisit iizerinde acg¢iklanacaktir. Dehri
ve arkadaglarinin ¢aligtigir "korozyon olayi", %70 ile %100
arasinda degigen nemlilik oranlarinda galvanizlenmig (yiizeyi
bakir ya da ¢inko ile kaplanmig) demirin atmosferik korozyonu
lizerinde SO, ve NH; 'iin etkileridir. DEHRI-YAZICI-ERBIL-GALIP
verisinin bu béliimde uygulama igin kullanilmasinin iki ©Onemli

nedeni veya amaci: ortalama korozyon hiz degerleri, agirlik kayba

+ Dehri ve ark. (1994) izniyle.
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5lqﬁmiérine dayanmaktadair ve kimyasal boyutu yakin zamanda iyi
galigilmigtar.

Bu Dbodliimde oOnerilen agirlik kaybi Olglimlerine gore
hesaplanmig ortalama korozyon hiz degerlerinin modellenmesi,
herhangi bir korozyon sisteminde bulunan herhangi bir metal igin
de gegerlidir.

Karma dagilim modeli kullanilarak, agirlik kaybi 6lglimlerine
gbre hesaplanmig ortalama korozyon haz degerlerinin
modellemesinin bir uygulamasi, DEHRI-YAZICI-ERBIL~-GALIP verisi
lizerinde vapilmigtir, Uygulamada atmosferik korozyon sistemi, %70
ile %100 arasinda degigen nemlilik oranlarinda SO, ve NH; igeren
atmosfer ve korozyon sistemindeki metal de galvanizlenmig
demirdir.

Galvanizlenmig demirin, %70 1ile %100 arasinda degigen
nemlilik oranlarinda SO> ve NH; igeren atmosferdeki agirlik kaybi
$lglimlerine gore hesaplanmig ortalama korozyon hiz degerleri, lig
listel dagilimin bir karmasi kullanilarak modellenmigtir. (3.1.1)
‘deki karma dagilim modelinin parametreleri bolim 3.2 ‘de
agiklanan yontem kullanilarak hazirladigimiz bilgisayar programi
yardimiyla tahmin edilmigtir.

Herbir atmosferik korozyon sistemindeki metal igin agarlik
kayba dlgiimlerine gbre hesaplanmig ortalama korozyon haz
degerleri mdd (mg/(dm?.saat)) biriminde, agagida tablolar halinde

verilmigtir.
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Tablo 15. %70 ile %100 arasinda dedigen nemlilik oranlarinda

SO0, igeren atmosferdeki galvanizlenmig demir igin ortalama
korozyon hiz degerleri.
Nem Orani
%70 %80 %90 "%100
Zaman
O4iincii 31.43 160.70 263.00 420.00
08inci 28.00 125,10 194.00 | 279.00
24iincii 26.87 47.62 115.00 125.00
30uncu 23.40 42,90 82.00 120.00
48inci 16.10 27.40 46.50 138.00
561nca 16.00 28.00 39.00 188.00
72inci 13.60 35.00 33.00 167.00
L 4

Tablo 16. %70 ile %100 arasinda degigen nemlilik oranlarinda

NH; igeren atmosferdeki galvanizlenmig demir igin ortalama

korozyon hiz degerleri.
Nem Orani

%70 %80 %90 %100
Zaman
04tiincii 162.00 162.00 204.00 178.00
08inci 105.00 154.00 114.00 178.00
24iincu 35.00 58.40 63.00 67.00
30uncu 20.00 33.00 57.00 60.00
48inci 28.00 | 33.00 | 39.00 | 30.00
561inca 11.00 28.00 38.00 38.00
72inci 13.00 25.00 32.00 42.00
L a
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Tablo 15 ve tablo 16 'daki ortalama korozyon hiz degerleri

igin bilgisayar g¢iktilari agagida tablolar halinde verilmigtir.

Tablo 17. %70 nemlilik oraninda S0, igeren atmosferdeki
galvanizlenmig demir igin ortalama korozyon hiz degerlerine gdre
elde edilen parametre tahminleri

- - -

Y= 9.825020 Y= 58.634436 ¥a= 174.679541

- - -

pa= 0.762035 p== 0.231414 Pa= 0.006549
L 4

Tablo 18. %80 nemlilik oraninda SO igeren atmosferdeki
galvanizlenmig demir ig¢in ortalama korozyon hiz degerlerine gére
elde edilen parametre tahminleri

- - -

Y= 32.067506 Y== 282.195488 Wa= 907.387287

Pa= 0.870359 | pa= 0.126154 | pa= 0.003486
L |

Tablo 19. %90 nemlilik oraninda 80, igeren atmosferdeki
galvanizlenmig demir igin ortalama korozyon hiz degerlerine godre
elde edilen parametre tahminleri

|

Y= 50.993065 == 454.440130 Ma= 1479.421678

Pa= 0.861488 p== 0.135113 Pa= 0.003397
L A
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Tablo 20. %100 nemlilik oraninda SO. igeren atmosferdeki
galvanizlenmig demir igin ortalama korozyon hiz degerlerine gdre
elde edilen parametre tahminleri

-~ -~

wo= 101.339894 2= 690.397680 Wa= 2357.218298

-~ - -

Pa= 0.832688 pP== 0.164077 | pa= 0.003233
L : J

Tablo 21. %70 nemlilik oraninda NHz; igeren atmosferdeki
galvanizlenmig demir ig¢in ortalama korozyon hiz degerlerine gore
elde edilen parametre tahminleri

- - -

Y= 23.835348 u2= 287.808913 Ys= 926.838629

- - -

Pa= 0.894726 pP=2= 0.102451 Pa= 0.002822
L 3

Tablo 22. %80 nemlilik oraninda NHxz 1igeren atmosferdeki
galvanizlenmig demir igin ortalama korozyon hiz degerlerine gore
elde edilen parametre tahminleri

- - -

Ya= 32.390360 ¥yz= 305.126148 M3

847.854145

- -~ -

Pa= 0.869800 P== 0.126177 Pa= 0.004022

L Jd

Tablo 23. %90 nemlilik oraninda NH; igeren atmosferdeki
galvanizlenmig demir igin ortalama korozyon hiz degerlerine gdre
elde edilen parametre tahminleri

-~ - .

MUa= 39.434479 Wa= 341.322890 Ba= 1169.364757

Pa= 0.879142 Pz2= 0.118172 pPa= 0.002684
L ad




79

Tablo 24. %100 nemlilik oraninda NHs igeren atmosferdeki
galvanizlenmig demir ig¢in ortalama korozyon hiz degerlerine gore
elde edilen parametre tahminleri

-~ -

Y= 39.664736 v== 336.680112 Ya= 1061.465433

Pa= 0.858416 pPa= 0.137447 Pa= 0.004135
L A

Yukaridaki tablolarda birinci satairda, (3.1.1) 'deki karma
dagilim modelinde ya da olasilik yogunluk fonksiyonunda
bilegenlerdeki parametreler igin tahmin edilmig degerler; ikinci
satirda ise (3.1.1) 'deki karma dagilim modelindeki ya da
olasilik yogunluk fonksiyonundaki karma oranlari igin tahmin

edilmig degerler bulunmaktadair.

Ornegin, tablo 17 'deki sonuglara gore {i¢ bilegenli karma

dagilim modelinin olasilik yogunluk fonksiyonu,

0.762035 X 0.231414 X
f(x)z=—— exp(- )+ exp(- —m )
9.825020 9.825020 58.634436 58.634436
0.006549 X
+ exp(- ) 0 £ x ( += (3.3.1)
174.679541 174.679541
dir.
(3.3.1) 'deki olasilik yogunluk fonksiyonu, %70 nemlilik
oraninda 802 igeren atmogsferik korozyon sistemindeki

galvanizlenmig demirin agirlik kaybi o6lglimlerine gére hesaplanmig

ortalama korozyon hiz degerléri ig¢in karma dagilim modelidir.
Tablo 17-tablo 24 ‘'deki bilgisayar g¢iktilarindaki tahmin

edilmig parametre degerlerine gdre karma dagilim modellerinin

grafikleri agagida gosterilmigtir.
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gekil 2., %70 ile %100 arasinda degigen nemlilik oranlarinda
SO, igeren atmosferik korozyon sistemindeki galvanizlenmig
demirin [0,501 aralaginda ortalama korozyon hiz dederleri igin
karma dagilim modelleri ya da olasilik yogunluk fenksiyonlari.
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gekil 3. %70 ile %100 arasinda degigen nemlilik oranlarinda
S0, igeren atmosferik korozyon sistemindeki galvanizlenmig
demirin [30,120] araliginda ortalama korozyon hiz degerleri igin

karma dagilim modelleri ya da olasilik yogunluk fonksiyonlari.
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sekil 4. %70 ile %100 arasinda degigen nemlilik oranlarinda
S0, igeren atmosferik korozyon sistemindeki galvanizlenmig
demirin [100,240) araliginda ortalama korozyon hiz degerleri igin
karma dagilim modelleri ya da olasilik yogunluk fonksiyonlari.
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Sekil 5. %70 ile %100 arasinda degigen nemlilik oranlarinda
NH; igeren atmosferik korozyon sistemindeki galvanizlenmig
demirin [0,50] araliginda ortalama korozyon hiz degerleri igin
karma dagilim modelleri ya da olasilik yogunluk fonksiyonlara.
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gekil 6. %70 ile %100 arasinda degigen nemlilik oranlarinda
NHz igeren atmosferik korozyon sistemindeki galvanizlenmig
demirin [30,120] araliginda ortalama korozyon hiz degerleri igin
karma dagilim modelleri ya da olasilik yogunluk fonksiyonlarai.
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gsekil 7. %70 ile %100 arasinda degigen nemlilik oranlarinda
NHs igeren atmosferik korozyon sistemindeki galvanizlenmig
demirin [100,240] araliginda ortalama korozyon hiz degerleri igin
karma dagilim modelleri ya da olasilik yogunluk fonksiyonlari.
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3.4. Atmosferik Korozyon Sistemlerindeki Metallerin Agairlik Kayba
6lgiimleriyle Hesaplanmig Ortalama Korozyon Hiz Degerlérine Gore

Karma Dagilim Modelleri Kullanilarak Modellenmesinin Sonuglar:

Bir metal igin "korozyon olayi", metalin yiizeyinin tamamiyla
agik (temiz) olarak korozif ortama (atﬁoSferik korozyon
sistemine) birakildig:y andan itibaren baglar ve zaman igerisinde
metalin ylizeyinin tamamiyla kapanmasina, "doymasina" kadar devam
eder.

Metalin yiizeyinin "doymasi" igin gegen siiregin wuzunlugu,
diger bir ifadeyle atmosferik korozyon sistemindeki metalin
korozyon hizi; metalin birakildigar atmosferik korozyon
sisteminde, metal ile atmosferik korozyon sisteminin
etkilegmesiyle olugan korozyon fliriinlerinin miktarina baglaidir.

Metalin yiizeyi iizerinde olugan korozyon iriin miktari g¢ok
fazla oldugunda yiizey gok hizli kapanacagindan; metalin ylizeyinin
"doymasi" i¢in gegen silire¢ gok kisa olur. Metalin ylizeyi iizerinde
olugan korozyon iriin miktari az oldugunda yilzey yavag
kapanacagindan; metalin yiizeyinin "doymasi" igin gegen siire¢ uzun
olur. Metalin yiizeyi lizerinde olugan korozyon iiriin miktari ¢ok az
oldugunda yiizey ¢ok yavag kapanacagindan; metalin ylizeyinin
"doymasi" igin gegen siireg ¢ok uzun olur.

Atmosferik korozyon sistemindeki bir metal ig¢in "korozyon
olaylnlﬁ" baglangi¢tan itibaren yani metalin ylizeyinin tamamiyla
agik olarak atmosferik korozyon sistemine birakildigi andan,
itibaren; "korozyon olayinin" Dbitinceye kadar yani metalin

yiizeyinin "doymasina" kadar gegen siire¢ igerisinde, metalin
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korozyon hizinin Dbelirlenmesi ve izlenmesi bir "korozyon
olayinda" oldukga zordur; hatta miimkiin degildir.

Bir "korozyon olayi" igin laboratuvar kogullarinda ya da
galigmalarinda; metalin sadéce kisitli veya sinirli miktarda
ortalama korozyon hiz degerleri gézlenebilir (gekil 8). Ortalama
korozyon ‘hiz degerlerinden olugan godzlemler Veya'dlgﬁmler sadece
ilk wve son veri noktalari arasindaki bilgileri igerir. Hatta
bazen quﬁmler igin -kullanilan cihazlar yeterince hassas
olmayabilir. Ayraica, "atmosferik korozyon sistemine ylizeyi
tamamiyla agik olarak birakilan metalin; korozyon sistemine
birakildigr andan, ilk veri degerinin alinmasi anina kadar gegen
zaman icgerisindeki (siiregteki) korozyon hizi nedir?", veya
"atmosferik korozyon sistemine birakilan bir metalin ylizeyi ne
zaman tamamiyla kapanacak ya da doyacak?" gibi cevaplanmasi
gereken sorularda vardair.

Bir "korozyon olayi" igin tlim sonuglar ya da yorumlar,
ortalama korozyon hiz degerlerinin ¢ok kigiik bir aralagina
bakilarak ampirik olarak vyapilmaktadir. Bu nedenle "korozyon
olayi" igin daha fazla kanita gerek vardir. Atmosferik korozyon
sistemindeki bir metalin agirlik kaybi oOlglimlerine gore alinmig
ortalama korozyon hiz degerlerinin i¢ ilistel dagilamin bir karmasi
kullanilarak modellenmesi bu kaniti saglar.

Bu bdliimde o&nerilen korozyon hizi modellemesi ve korozyon
haizy izlenmesi, %70 nemlilik oraninda NH3; igeren korozyon
sistemindeki galvanizlenmig demir metali i¢in go&sterilecektir.

Tablo 21 ‘'deki sonuglara godre ortalama korozyon hiz

degerleri igin karma dagilim modeli,



85

0.894726 X 0.102451 X
f(x)= exp(- ——————) + exp(- —m8M88 )
23.835348 23.835348 287.808913 287.808913
0.002822 X
+ exp(- ) 0 £ x € += (3.4.1)
926.838629 926.838629

dir.

(3.4.1) 'deki olasilaik yogunluk fonksiyonu, %70 nemlilik
oraninda NH. igeren atmosferik korozyon sisteminde galvanizlenmig
demirin ortalama korozyon hiz degerleri igin karma dagilim
modelidir.

Tablo 21 ‘'deki bilgisayar g¢iktilarindaki tahmin edilmig
parametre degerlerine godre olasilik yogunluk fonksiyonunun ya da

karma dagilim modelinin grafikleri agagida godsterilmigtir.
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0.035 -;)..!i’ Fe, “70 nemlilik + NH3 -
il %
r 0.03 | % i
h-] 0.025 % fixd -
i 0.02 | i
T I"“’*:\
- 0.015 - fLixd i
- 0.01 F2) o -
‘ 0.005 | FRORY oy, -

Pacik ez
D eooezezescs, 1 1 1 1
o 20 40 60 80 100

ortalama korozyon hizi {(mg/{dn? .saatld

gekil 8., %70 nemlilik oraninda NH3 igeren atmosferik
korozyon sistemindeki galvanizlenmig demirin [0,100] araliginda
ortalama korozyon hiz degerleri iqgin karma dagilim modeli ya da
olasilik yogunluk fonksiyonu (o.y.f).
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gekil 9. %70 nemlilik oraninda NH; igeren atmosferik
korozyon sistemindeki galvanizlenmig demirin [80,150] araliginda
ortalama korozyon hiz degerleri igin karma dagilim modeli ya da
olasilik yogunluk fonksiyonu (o.y.f).
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Ssekil 10. %70 nemlilik oraninda NH; igeren atmosferik
korozyon sistemindeki galvanizlenmig demirin [130,250] araliginda
ortalama korozyon hiz degerleri igin karma dagilim modeli ya da
olasilik yogunluk fonksiyonu (o.y.f).
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gekil 11. %70 nemlilik oraninda NH; igeren atmosferik
korozyon sistemindeki galvanizlenmig demirin [200,400] araliginda
ortalama korozyon hiz degerleri igin karma dagilim modeli ya da
olasilik yogunluk fonksiyonu (o.y.f).
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gekil 12. %70 nemlilik oraninda NH; igeren atmosferik
korozyon sistemindeki galvanizlenmig demirin [1800,2500]
araliginda ortalama korozyon hiz degerleri igin karma dagilim
modeli ya da olasilik yogunluk fonksiyonu (o.y.f).
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$ekil 13. %70 nemlilik oraninda NHz igeren atmosferik
korozyon sistemindeki galvanizlenmig demirin [3000,5000])
araliginda ortalama korozyon hiz degerleri igin karma dagilim
modeli ya da olasilik yogunluk fonksiyonu (o.y.f).

Atmosferik korozyon sistemindeki bir metalin agirlik kaybi
8lgiimlerine gére hesaplanmig ortalama korozyon hiz degerlerine
dayali korozyon hizi modellemesi ve korozyon hizi izlenmesi igin
bir "korozyon olayi" ¢ safhaya béliinmiigtiir. Birinci safha,
s1fira g¢ok yakin olan Pagaw noktasinda (gekil 8) baglar ve P,
noktasinda biter. Ikinci safha, P, noktasinda (gekil 9) baglar
ve Piu noktasinda biter. Ugiincii safha, P;u noktasinda (gekil 12)
baglar ve Pacyma noktasinda biter.

Atmosferik korozyon sistemine birakilmadan once,
galvanizlenmig demirin ylizeyi tamamiyla agiktir. Galvanizlenmig
demir; %70 nemlilik oraninda NHs; igeren atmosferik korozyon

sistemine birakildiginda, ylzeyi gok hizli bir gekilde korozyona

maruz kalir (gekil 8). Bunun nedeni, demirin ylizeyi iizerinde
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korozyonu onlemesi igin kullanilan galvanizin (bakir ya da g¢inko)
gok etkili olmamasidir veya galvanizin korozif ortamdan ¢ok
etkilenmesidir. Bununla birlikte yilizeyde olugmaya baglayan
korozyon liriinleri nedeniyle korozyon hizi aééllr. Bu safhada
karma dagilim modelinde, galvanizlenmig demirin ylizeyinin
tamamiyla agik oldugu durumu temsil eden Bilesen; yani f.(x)
baskindir, etkilidir. Diger bir ifadeyle f,(x) olasilik yogunluk
fonksiyonunun degerleri yiiksektir (gekil 8 ve gekil 9). Bu
safhada, bu bilegenin modele katki orani da yiiksektir.

P.n: noktasinda (gekil 9), galvanizlenmig demirin ylizeyl
tamamiyla a¢ik durumdan yari kapali duruma geger. P,: noktasindan
sonra, f.(x) olasilik yogunluk fonksiyonunun degerleri belirlenen
bir noktaya kadar azalmaya devam ettigi kabul edilir (gekil 9,
gekil 10 ve gekil 11). €,>0 istenildigi kadar kiigilkk segilmek
lzere belirlenen bu noktada, fa(x) olasilik yogunluk
fonksiyonunun degeri €, 'den daha kiigliktiir veya €, 'e egittir,

Daha sonra galvanizlenmig demirin ylizeyinde olugan korozyon
driini miktari artar ve korozyon hizi diigmeye devam eder. Bu
nedenle galvanizlenmig demirin yiizeyi yari kapalidir. Bu safhada
karma dagilim modelinde, galvanizlenmig demirin jﬁzeyinin yari
kapali oldugu durumu temsil eden bilegen yani f.(x) baskindir,
etkilidir. Diger bir ifadeyle fa(x) olasilak yogunluk
fonksiyonunun degerleri yiiksektir (gekil 9, gekil 10, gekil 11 ve
gekil 12), Bu safhada, bu bilegenin modele katki orani da
yiiksektir.

tkinci wsafha, Pps noktasainda (gekil 9) baglar ve Paiu

noktasinda (gekil 12) biter. P;us noktasinda, galvanizlenmig
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demirin vyiizeyi yari kapali durumdan tamamiyla kapali duruma
geger, P,;u noktasindan sonra, fa(x) clasilak yogunluk
fonksiyonunun degerleri belirlenen bir noktaya kadar azalmaya
devam ettigi kabul edilir (gekil 12 ve .gekil 13). €2>0
istenildigi kadar kiigiik segilmek {izere belirlenen bu noktada,
fo(x) olasilik yogunluk fonksiyonunun degeri €2 'den daha
kiigiiktiir veya €5 'ye egittir.

Bununla birlikte, £fa3(x) olasilik yogunluk fonksiyonu da, ki
bu olasilik yogunluk fonksiyonu ya da bilegen karma dagilim
modelinde galvanizlenmig demirin yiizeyinin tamamiyla kapalz
oldugu durumu temsil etmektedir, belirlenen bir noktaya kadar
devam ettigi kabul edilir (gekil 12 ve gekil 13). €350
istenildigi kadar kiiglik segilmek lizere, belirlenen bu noktada
fa(x) olasilaik yogunluk fonksiyonunun degeri €; ‘'den daha
kiigiiktiir veya €3 'e egittir.

Zamanin daha da ilerlemesiyle, galvanizlenmig demirin
yiizeyinde olugan korozyon iiriinleri nedeniyle galvanizlenmig
demirin ylizeyi tamamiyla kapali hale gelir ve korozyon hizi
diigmeye devam eder. Bu safhada karma dagilim modelinde,
galvanizlenmig demirin yilizeyinin tamamiyla kapali oldugu durumu
temsil eden bilegen yani fa(x) baskindir, etkilidir. Diger bir
i1fadeyle fa(lx) olasilik  yogunluk fonksiyonunun degerleri
yiksektir (gekil 12 ve gekil 13). Bu safhada, bu bilegenin modele
katki orani da yiksektir. Uglinci safha, P;u noktasinda (gekil 12)
baglar ve Paoyma noktasinda biter.

Galvanizlenmig demirin ylizeyinin birinci safhadan ikinci

safhaya degigme noktasainda yani Pyi: noktasinda (gekil 9), fa(x)
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ve f,(x) olasilik yogunluk fonksiyonlarinin degerleri egittir.
Ayni gekilde galvanizlenmig demirin yizeyinin ikinci safhadan
liglincti safhaya degigme noktasinda vyani Psu noktasinda (gekil 12),
fo(x) ve £53(x) olasilik yogunluk fonksiyonlarinin degerleri
egittir.

Atmosferik korozyon sistemindeki bir metélin, agirlik kaybi
olgiimlerine gdre hesaplanmig ortalama korozyon hiz degerleri igin
karma dagilim modelindeki ya da olasilik yogunluk fonksiyonundaki
bilegenler yani £.(x), f2(x) ve £3(x), o metalin ortalama
korozyon hiz degerleri igin olasilik yogunluk fonksiyonuna ya da
karma dagrlim modeline yani f(x) 'e asimtotiktir.

Atmosferik korozyon sistemindeki bir metalin, agirlik kayb:a
6lglimlerine gére hesaplanmig ortalama korozyon hiz degerleri igin
karma dagilim modelinin ya da olasilik yogunluk fonksiyonunun
yani f(x) 'in ve bilegenlerinin yani f£f,(x), £f.(x), fi(x) ‘'in
degerleri sifira gok yakin olabilir ama hig¢bir zaman sifir olmaz.
Diger bir ifadeyle; f£f(x) ve f.(x), £f2(x), £fa(x) yatay eksene
yada korozyon hizi eksenine asimtotiktir.

Paoyma nNoktasinda, ortalama korozyon hiz degerleri igin f(x)
olasilik yogunluk fonksiyonunun degeri, €4.>0 istenildigi kadar
kiigiik segilmek ilizere, €, 'den daha kiigiiktiir veya €, 'e egittir.
Pacyma noktasinda, f£f(x) olasilik yogunluk fonksiyonunun degeri
si1fira gok yakindar.

(3.1.1) 'deki gibi olan olasilik yogunluk fonksiyonlarinin
ya da karma dagrlim modellerinin kullanilmasiyla atmosferik

korozyon sistemindeki bir metalin, korozyon davraniginin yorumu

¢ok kolaydir,
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Ornegin bir yorum: "%70 ile %100 arasinda degigen nemlilik
oranlarinda SO. igeren atmosferik korozyon sistemindeki
galvanizlenmig demirin korozyon hizlari, nemlilik oranlarina gore
birbirinden ayirt edilebilecek derecede ya da férkll bir gekilde
azalandir. Korozyon hizlari nemlilik oranina baglidir. Diger bir
ifadeyle %70 nemlilik oraninda korozyon en az, %100 nemlilik
oraninda korozyon en fazla olmaktadir (gekil 4). Buna kargin %70
ile %100 arasinda degigen nemlilik oranlarinda NHs igeren
atmosferik korozyon sistemindeki galvanizlenmig demirin korozyon
hizlari, nemlilik oranlarina gore birbirinden ayirt edilemeyecek
derecede azalandir veya hemen hemen aynidir ya da fazla
degigmemektedir, Korozyon hizlari nemlilik oranina bagli degildir
(sekil 7)." geklinde olabilir.

Ornegin ikinci bir yorum: "%70 nemlilik oraninda NHs: igeren
atmosferik korozyon sistemindeki galvanizlenmig demirin ylizeyinin
yari kapal: durumda olma safhasi olduk¢a uzun siirmektedir
(sekil 9, gekil 10, gekil 11, gekil 12 ve gekil 13). Bunun da iki
nedeni olabilir. Birincisi; galvanizlenmig demirin yilizeyinde
olugan korozyon lirilinlerinin korozyon hizini diigirecek gekilde
yeterince olugmamasidir. Ikincisi; korozyon sisteminde bulunan
NH; ‘'iin korozyon hizi ilizerinde etkisinin fazla olmasidar.”
geklinde olabilir. Bu tiir yorumlar ayrintili olarak, daha da
arttirilabilir.

tig 1ilistel dagilimain Dbir karmasa, atmosferik korozyon
sistemindeki bir metalin agirlik kaybi Glgimlerine gore
hesaplanmig ortalama korozyon hiz degerleri ig¢in korozyon hiz

davranig:r ya da fonksiyonu igin bir istatistiksel model olarak
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kullanilabilir. Ayni zamanda iig¢ listel dagilimin bir karmasi,
atmosferik korozyon' sistemindeki bir metalin agirlik kayba
6lglimlerine gore allnmig ortalama korozyon hiz degerleri igin
korozyon hizinin izlenmesinde de kullanllabilir;

Boyle bir korozyon hizi modellemesi ve korozyon hiza
izlenmesiyle:
i) Korozyon sistemindeki bir metalin, laboratuvar galigmalarinda
gbzlenemeyen, baglangiq¢ korozyon hizi davranigi belirlenebilir ve
izlenebilir,
ii) Bir metalin korozyon sistemine birakildigi andan itibaren ilk
veri degerinin alinmasina kadar gegen silire¢ igerisindeki,
laboratuvar galigmalarinda godzlenemeyen, korozyon hizi davranigi
belirlenebilir ve izlenebilir.
iii) Bir metalin korozyon sistemine birakildigi andan itibaren
ilk veri degeri ile son veri degeri arasindaki korozyon hizi
davranigi belirlenebilir ve izlenebilir.
iv) Bir metal igin alinan son veri degerinden sonraki,
laboratuvar ¢aligmalarinda g&zlenemeyen, korozyon hizi davranigl
belirlenebilir ve izlenebilir,
v) Bir metalin laboratuvar g¢aligmalarinda gdzlenemeyen ylizeyinin
"doyma" noktasi belirlenebilir ve izlenebilir.
vi) Korozyon sistemindeki nmetalin korozyon hizi davraniga
hakkinda daha kolay kararlar, kanitlariyla verilebilir.
vii) GCakarilan sonug¢lar ilk veri degeri ile son veri degerini
kapsayan araligin digindaki aralik igin de gegerli olabilecektir.
viii) Deneysel verilerin diginda istenildigi kadar wveri

olugturulabilecektir.
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ix) Metalin yilizeyinin ne zaman yari kapali ve tamamiyla kapala
oldugu hakkinda bilgi edinilebilecektir. Ayni zamanda bu
safhalarain ne kadar siirdiigi belirlenebilecektir.

Bslim 3.2 'de oOnerilen yodntem; parametfelerinin iizerinde
higbir kisaitlama koymaksizin tig bilegenli iistel dagilimin bir
karmasi igin momentler yontemini kullanarak barametreleri tahmin
etme ve bilegenlerine ayirma problemine sayisal olarak oldukga
iyi sonuglar vermektedir.

Ug ilistel dagilimin bir karmasi; korozyon sistemindeki bir
metalin, agirlik kaybi Olgilimlerine gdre hesaplanmig ortalama
korozyon hiz degerleri igin bir istatistiksel model olarak
kullanilabilir. Boyle bir modellemeyle, korozyon sistemindeki bir
metalin korozyon hizi davranigili belirlenebilir ve korozyon hizi

davranigl izlenebilir.
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4. BOLUM

¢ BILESENLI NORMAL DAGILIMIN BIR KARMASINDAKI PARAMETRELERIN
TAHMINI VE BIR BOLGEDE BULUNAN ALANLARIN ﬁg DEGISIK SPEKTRAL BANT

UZERINDEN ALINAN SPEKTRAL PARLAKLIK DEGERLERINE GORE MODELLENMESI

4.1. Uzaktan Algilama Probleminin Tanimr: ve U¢ Bilegenli Karma

Dagilim Modelinin Kurulmasi

Uzaktan algilamada, bir boélgede bulunan alanlarin herbiri
bir "sinif" olarak tanaimlansin. Bir "sinif" i¢in bir spektral
bant iizerinden alinan (yani bir boyutlu) spektral parlaklaik
(piksel) degerlerinin dagilim:r (tek tepeli)} normaldir (Richards
1986, s.262). Bu tek spektral bant ile tek degigkenli durumdur.
Boyle bir durumun gdsterimi Gong ve Howarth (1990) tarafindan,
'veryilizii alanlarainin sainiflandirma iglemlerinin hesaplanmasi igin
bir grafiksel yaklagim' baglikli g¢aligmasinda yapilmigtir. Bir
"gsini1f" ig¢in spektral parlaklik (piksel) degerleri, bir spektral
bant tzerinden alinmig ise o “sinif" igin olasilik yogunluk
fonksiyonu (tek tepeli) normal dagilimdar. Yani sadece tek
bilegen vardir. Bununla birlikte bir "sinif" igin spektral
parlaklik (piksel) degerleri, (en az) lig degigik spektral bant
iizerinden alinmig ise o "sinif" igin olasilik yogunluk fonksiyonu

ya da karma dagilaim modeli, iig normal dagilimin bir karmasidir.
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Yani herbirinin bir karma orani ile li¢ normal dagilimin bir
toplamidair.

¢ normal dagilimin bir karmasi igin olasilik yogunluk
fonksiyonu tek tepeli, iki tepeli ya da lig tepeli olabilir. Karma
dagilim modelinde ii¢g tane bilegen vardir. Herbir bilegen bir
spektral banta kargilik gelmektedir. Karma aaglllm modelindeki
herbir karma orani, kargilik gelen bilegenin modele katkil oranini
gostermektedir. Bu (en az) lig degigik spektral bant ile tek
degigkenli durumdur. Qogu uygulamada bu durumu tek bilegenli (tek
tepeli) bir normal dagilim ile ifade etmek miimkiin degildir.

Uzaktan algilamada; ilig normal dagilimin bir karmasi yani (en
az) li¢ degigik spektral bant 1ile tek degigkenli durum
kullanilarak bir bdlgede bulunan bir alani ("sinifi") karakterize
etmek, tek bilegenli bir normal dagilim yani sadece bir spektral
bant ile tek degigkenli durum kullanilarak karakterize etmekten
daha iyidir. Bir bdlgede bulunan alanlarin (en az) lig degisgik
spektral bant iizerinden, spektral parlaklik (piksel) degerlerine
gbre alinan uzaktan algilama verileri kullanilarak (renkli
gorintli resmi yardimiyla) olugturulan karma dagilim modelleri,
bilinen uzaktan algilama goklu-spektral siniflandirma
yontemlerinden ya da diger kullanimlardan g¢ok daha kullanigli
olabilir.

Uzaktan algilama verilerinin karma dagilim modelleriyle
birlikte kullanilmasinin bir g¢aligmasi Odell ve Basu (1976)
tarafindan yapildi. Odell ve Basu, g¢aligmalarinda degigik oran
tahmin yodntemlerini ele aldilar, bu yotntemleri birbirleriyle

kargilagtardilar ve tiim yontemleri normal dagilimlaran
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karmalariyla sinirlayarak ‘'istatistiksel olarak denk bloklar'
kavramina dayali bir yontem cnerdiler. Glaz (1988), 1976 ile 1985
yillara arasinda Rusya uzaktan algilama literatiiriinde adi gegen
ve uzaktan algilama verilerinin analizi .‘iqin kullanilan
istatistiksel yéntemleri inceledi.

Uzaktan algilama verilerinden yeryﬁzﬁ' alanlari hakkinda
bilgi elde etmek igin g¢ok yaygin kullanilan ySntemler; goklu-
spektral yodntemler ve gorintii siniflandirma yoéntemleridir. Gong
ve Howarth (1990), yeryiizii alanlarini siniflandirma iglemlerinin
hesaplanmas: ig¢in bir grafiksel teknigi galigtilar. Gong ve
Howarth 'in galaigmasi, yeryilizii alanlarinin herbir sinifi i¢in gok
degigkenli normallik varsayimina dayanmaktadir. Kondratyev ve
ark. (1993), spektral parlaklik katsayisi (Spectral Brightness
Coefficients~-SBC) ve spektral beyazlik derecesi (Spectral Albedo-
SA) verilerini kullanarak ve bu verilerin istatistiksel analizini
vaptilar ve U.S.S8.R topraklara igin spektral parlaklik
katsayilarinin haritalarina olugturdular. NOAA/AVHRR
gdriintiilerinde yanmig alanlarin yeniden bitkilenmesinin spektral
ozellikleri Pereira ve Setzer (1993) tarafindan galigilmigtair.
Settle ve Drake (1993), bir Kkarma pikselde yeryilizii alan
bilegenlerinin relatif oranlarini incelemiglerdir.

g bilegenli normal dagilimin bir karmasi Bogardus ve ark.
(1989) tarafindan; Arizona 'da Gila nehri civarinda yagayan
insanlarin kanlarindaki sgeker oranini kontrol eden insiliin
hormonunun dagiliminin modellemesinde kullanilmigtir. Bogardus ve
arkadaglarinin modellemesinde herbir bilegenin ortak varyansa

sahip oldugu varsayllarak parametreler MAXLIK bilgisayar programi



98

(Kaplan ve Elston, 1977) kullanilarak maksimum likelihood
yontemiyle tahmin edilmigtir. Karma dagilim modellerinin analizi
igin kullanilan diger bir bilgisayar programi MIX 3.1 (Ichthus
Data Systems, 1993) dir. MIX 3.1 bilgisayar pfograml ilk defa
balik uzunluklarinin  frekans dagilaimlarinin analizi igin
geligtirilmigtir (Macdonald ve Pitcher, 1979). MIX 3.1 bilgisayar
programi, maksimum likelihood yéntemini kullanarak
gruplandirilmig verilere karma dagilim modelleri
uydurabilmektedir.

Bu Dboliimde 1{ig normal dagilimin bir karmasi, uzaktan
algilamada; bir bdlgede bulunan ve "sinif" olarak tanimlanan bir
alanin (en az) il¢ degigik spektral bant lizerinden alinan spektral
parlaklik (piksel) degerleri igin bir istatistiksel model olarak
énerilmigtir. Gruplandairilmig veriler igin ili¢g bilegenli normal
dagilimin Dbir karma51ndaki parametreler, izerlerinde higbir
kisitlama konmaksizin momentler yéntemi kullanilarak elde
edilmigtir.

g bilegenli normal dagilimin bir karmasinin olasilaik

yogunluk fonksiyonu,

3
f(Xiua.:Uzllisaa:uOz,Oavp:L,Pz.Pa):.Z pifi(X;ui,Oi) (4.1.1)

i=1
—wl{x<{+®, 0<p1, Pz, Pafl, ~«<u<uz<ual+>, 0 <0a, 0z, 0a

dir.

Burada i=1, 2, 3 i¢in p; 'ler, pP: =1 olmak lizere karma

i

™MW

1
oranlaraidir ve f£,(x;us,0:) 'ler (1.2.17) 'deki gibi olmak lzere,

karma dagilim modelinin bilegenleridir.
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(4.1.1) ‘de X bir rastgele degigken olmak iizere; uzaktan
algilamada bir bdlgede bulunan bir alan ("sinif") ig¢in (en az) iig
degigik spgktral bant iizerinden alinan, spektral parlaklak
(piksel) degerlerini ve f(x) 'de; bir bdlgede buiunan bir alan
("si1n1f") igin (en az) ii¢ degigik spektral bant iizerinden alinan
spektral parlaklik (piksel) degerleri igin karﬁa dagrlim modelini
ya da olasilik yogunluk fonksiyonunu gbstermektedif. i=1,2,3 igin
Mi ve 05, (4.1.1) 'deki li¢ bilegenli karma dagilim modelinde ya
da olasilik yogunluk fonksiyonunda kargilik gelen bilegenin
(herbir spektral bantin) sirasiyla konum ve yayilim
parametreleridir.

Uzaktan algilamada siniflandirma genel olarak hesnelerin
farklai spektral parlakliklarina (yansimalarina) dayandiralir. Bu
nedenle bir alan ("sinif") igin (en az) lig degigik spektral bant
izerinden spektral parlaklik (piksel) degerleri alainar.

(4.1.1) 'deki karma dagilim modelinde tlig bilegen wvardir.
Herbir bilegen kendi bagina bir olasilik yogunluk fonksiyonu
olmak iizere herbiri, bir spektral banta kargilik gelmektedir.
Yani (en az) lig degigik spektral bant lizerinden alinan drneklemin
herbir altgrubu, bir spektral bant ilizerinden alinan spektral
parlaklik (piksel) degerlerinden olugur. Bu anlamda karma dagilim
modelinde en kiigilk ortalamaya sahip bant birinci bilegen, en
biliyilk ortalamaya sahip bant ligiinci bilegen ve digeri de ikinci
bilegen olarak alinmaktadir. Diger bir ifadeyle, modeldeki
bilegenler ortalamalarina goére -=<{y;<{U<{uz<+» olacak gekilde

diizenlenmigtir.



100

4.2. Ug Bilegenli Normal Karma Dagilim Modelindeki Parametrelerin

Tahmini

U¢ bilegenli normal dagilamin karma51naaki yani (4.1.1)
'deki olasilik yogunluk fonksiyonundaki parametreleri tahmin
etmek igin bolim 1.2.3 'de agiklanan momentler ydntemi
kullanllacaktlr. Momentler ydéntemi, istatistikte kullanilan bir
parametre tahmin yontemidir.

(4.1.1) 'deki olasilik yogunluk fonksiyonundaki
parametreleri tahmin iglemi g adimda gergeklenir. Birinci
adimda, beklenen degerler o6rneklem momentlerine egitlenerek bir
denklem sistemi elde edilir. Elde edilen denklem sistemi genelde
lineer degildir. 1Ikinci adimda, birinci adaimda elde edilen
denklem sisteminin iterasyonla ¢oziimii ig¢in gerekli olan uygun
baglangig¢ degerleri hesaplanir. Uglincii adimda ise ikinci adimda
bulunan baglangi¢ degerleride kullanilarak birinci adamda
olugturulan denklem sisteminin g¢oOziimiini bulmak igin Newton-

Raphson iterasyon ydntemi uygulanar.

4.2.1. Denklem Sisteminin Olugturulmasi
(4.1.1) 'deki olasilik yogunluk fonksiyonunun moment g¢ikaran
fonksiyonu,

1
M. (t) = 0:2t2 } (4.2.1)

i

Ps expl ust +
1 2

H o~ W

—o { U3 < Pz < gz < +=, 0 <01, 02, 03

dir.
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(4.1.1) 'de tahmin edilecek toplam 3*3-1=8 tane parametre
vardir. Bu nedenle once merkez etrafindaki 1linci, 2inci,...,
8inci momentlerin hesaplanmasi gerekir.

(4.2.1) 'deki moment g¢ikaran fonksiyon, k=3 ig¢in (1.2.19)
'daki moment glkafan fonksiyonun geklindedir.

(4.2.1) ‘'deki moment g¢ikaran fonksiyon, (1.2.20) ‘'deki
bagintiyla kullanildiginda merkez ya da sifar etrafindaki linci,

2inci, ... ve 8inci momentler:

3
U a=E(x*)= I paMs
i=1

3
u'2=E(X2)= 2 pi(uiz+012)
i=1

9
P'a=E(x3)= I palui3+30;:2u;)
i=1

3
Y'a=E(x%)= I pi(ui?+60,:2u:2+30:°)
i=1

3
U'5=E(x5)= z pi(u15+10012u13+15014ui) (4-2;2)
i=1
3
u‘6=E(X5)= I pi(u15+15012ui4+45014u12+15015)
i=1
3
P'o=E(x7)= I pai(us7+210,2u:5+1050:4u;3+1050;%u;)
i=1
3
P'a=E(x8)= I ps(us2+280.21u:5+2100.°u;:%+4200:%u:2+1050.%)
i=1 .
olarak elde edilir.

Merkez ya da sifir etrafindaki linci, 2inci, ... ve 8inci

momentler (4.2.2) 'deki gibi elde edildikten sonra (1.2.21) 'deki
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baginta kullanilarak ortalama etrafindaki linci, 2inci, ... ve
8inci momentler hesaplanabilir.

Ortalama etrafindaki 1linci, 2inci, ... ve 8inci momentler
(1.2.21) 'deki baginti kullanilarak hesaﬁlandlktan sonra
sirasiyla ortalama etrafindaki 1linci, 2inci, .. ve 8inci

6érneklem momentlerine egitlenir. Bu durumda,

Ya= Pailai=My

|
I ™MW
et

w

U= I pa(ug®+0,.%)=my2+m>
i=1

(%)

Ma= I pi(ui®+30;52us)=m13+3mimz+my
i=1

1i

w

Ma= I palui®+60:2u:2+30,%)=m1%+6m1®*ma+*maiMma+me
1

-
i}

(4.2.3)
pi(n¢5,+10012ui3+15014ui)=m15+10m12m3+10m13m2+5m1m4+m5

il
n o~
[

Vs

l,.Ja

(%)

Ve= L ps(us®+150,2u:%+450,%u,%+150,°)=
i=l mg_6+15m14m2+20m13m3+15m12m4+6m1m5+m6

3 .
Vo= I pa(us7+21052u:%+1050.4u:2+1050:%p,)=
=1 mi?+21m,%mo+35m1%mz+35m.3me+21my2mg+7mamg+m-

(¥

Va= I pPa(ui®+280:2u.%+2100,%u.%+4200:5u,2+1050,%)=
i=1 my®+28mi%m.+56m,°ms+70ma*me+56m,3mg+28m, 2meg+8mam, +ma

lineer olmayan denklem sistemi elde edilir.

(4.2.3) 'de oOrneklem ortalamasi ve ortalama etrafindaki
2inci, 3iinci, ... ve 8inci ©&rneklem momentleri (1.2.22) 'deki
bagintilar kullanilarak hesaplanir.

(4.2.3) 'de,



Ai=m,
Az=m,%+my

Az=my*+3miMma+m3

A¢=m14+6m12m2+4m1m3+m4

A5=m15+10m12m3+10m13m2+5m1m4+m5

A6=m15+15m14mg+20m13m3+15m12m4+6m1m5+m5

A-=M,7+21m,.%m=2+35m1%ma+35my 2ma+21m, ?ms+7mmeg +m-
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(4.2.4)

Aa=m18+28m15m2+56m15m3+70m14m4+56m13m5+28m12m5+8m1m7+m3

alindiginda (4.2.3)

3
I piMi=As
i=1

il ™ W

i=1

[T e S

i=1

1 ™MW

i=1

3

'deki lineer olmayan denklem sistemi,

Palus2+0:2)=A2

Pa(wi3®*+305.%u;)=As

Palusi®+60:2u;2+30,%)=A,

Ipi(Wi®+100,2u:3+150:%u; ) =25

i=1

IR ae OS

P.
'_.\

0~ W

[N
=

H oW

'_J.
*._t

Pi(uwsi®+150:2u,%+450;,%u;%+150.5) =Ag

Palus7+210,2u,5+1050,%u:3+1050,%u:) =35

pi(uia+28012n16+210°i4ui4+420015ui2+105018)=AB

geklinde yazilabilir.

(4.2.5)
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(4.2.5) 'deki herbir egitlik, 1i=1,2,3 i¢in pi, Vi, 0,
parametrelerinin bir fonksiyonudur. Bu nedenle i=1,2,3 igin p.,
Vi, 0. parametrelerinin fonksiyonlara; j=1,...,8 ig¢in g4
fonksiyonlari olarak tanimlanabilir. Yani .‘j=1, ves 8 igin
gy 'ler g4(¥1,¥2,M3,01,02,03,P2,P2,Pa) Olarak gosterilebilir.

Bu durumda ise (4.2.5) 'deki ifade,

PiMsi—A.=0

'.-l

(e}

P

[}
-
il MW

gz Palusi®+052)-A5=0

,..-I

]
[
[T S WS

w

da= L Pi(U13+3012ui)~A3=0
i=1

H

Palui®+60:2u;:2+30,%)~A,4=0
1

da=
i

[{I e W OY

3
dg= Xpi(u15+10012u13+15014ui)—A5=0 ’ (4.2.6)
i=]

MW

pi(u16+150i2u14+45014u12+15015)-A5=0
1

ds*=
i

n

Pal¥ai’+210,2y;5+1050,%u;3+1050;,%u;)~-2,=0
1

g=-=
i

i~ W

(#%

ga= I pPa(ui®+280:2p;%5+2100,°u;%+4200:%1:2+1050:%)=Ag
1=1

gseklinde tekrar yazilabilir.

(4.2.6) 'daki lineer olmayan denklem sistemi, (4.1.1) 'deki
ig bilegenli normal dagilimin bir karmasindaki parametrelerin
tahminini elde etmek igin Newton-Raphson iterasyon ydntemi

uygulanacak olan denklem sistemidir.
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Uygun baglangig¢ degerleriyle (tahminiyle) Newton-Raphson
iterasyon yodntemi tek bir ¢oziime yakinsar (Carnahan ve ark. 1969,

8.319).

4.2,2. Newton-Raphson Iterasyon Y&éntemi 1Igin Uygun Baglangig
Degerlerinin (Tahminlerinin) Hesaplanmasi ‘

(4.2.6) 'daki lineer olmayan denklem sisteminin g¢d&ziimiiniin
Newton-Raphson iterasyon ydntemi kullanilarak hesaplanmasi ig¢in
uygun baglagig degerlerine (tahminlerine) gereksinim vardir.
Uygun baglagig degerlerinin (tahminlerinin) segiminde;
ortalamalar ve standart sapmalar igin, sirasiyla &rneklemin
altgruplarinin ortalamasi ve standart sapmasi kullanilir. Karma
oranlarinin uygun baglangig¢ degerleri ig¢in de, ortalamalar ve
standart sapmalar ig¢in elde edilen uygun baglangi¢ degerleri
kullanilarak en kiigitk kareler ydntemiyle elde edilen degerler
kullanilar.

Wi, VU2, Wa Ve 0, 0z, 03 degigkenleri ((4.1.1) ‘deki
parametreler) i¢in uygun baglangi¢ degerlerinin hesaplanmaszi:

(4.2.6) ‘'daki lineer olmayan denklem sisteminde bulunan u.,
Wz, Ma Ve 0, 0=z, 0z degigskenleri igin uygun baglangig¢ degerleri
olarak orneklemin altgruplarinin ortalama ve standart sapma
degerleri alinabilir. Ui, W=, M=z Ve 0., Oz, 0s degigkenleri igin
uygun baglangi¢ degerleri sairasiyla MWaioe, W20, Waos Ve 010, 020,

030 oOlsun.
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P. ve pa (pa=l-pi-p2) karma oranlari degigkenleri ((4.1.1)
'deki parametreler) igin uygun = baglangaig degerlerinin
hesaplanmasi:

Pa. Ve pz igin uygun baglangiq degerleri sira31y1a Pio Ve P=o
olsun. piec ve pPze dederleri bilinmiyor, bu nedenle hesaplanmasa
gerekir. pao Ve Pzo degerlerinin hesaplamasi igin o6nce (4.2.6)
'da Ui, W2, Uas Ve 0., 02, 0sz dedigkenlerinin yerine uygun
baglangi¢ degerleri olarak sirasiyla Mio, ¥zo0: Uzo Ve 0io, Ozo:
0z0 alinsin. Sonra da (4.2.6) 'da p. ve pz yerine sirasiyla Ppao
ve p2o konulsun. (pa=l-pi-pz2). Bu durumda,

PioVio+tPzolzo0tPacMao=As

P1o{M10%+020%) +P20(¥207%+020%) *Pao(Vz30”+030%)=Az

Pro(M102+3020%U10)+P20{V202+30202V20) +P30(U30>+3030%Wa0) =As

P1o{V10%+602028102+30210%) +P20(U20%+6020%U20%+3020%)
+Pap(Hao?+6030%Ua302%+3030%)=A0

Plo(U105+100102U103+150104U1o)+on(U205+100202U203+150204u20)
+Pao(U302+10030%U302+15030%Ua0)=As (4.2.7)

P1o{H20%+15020%U20%+45010%U10%+150106°)
+P20(Vap+15020%W20%+45020%M202+15020°)
+P30(U306+l50302u304+4503o4u302+150306)=As

Pro{t10”7+21010%120%+105020%M203+105020%Va0)
+P20(U207+21020%U20%+105020%0202+105020%W20)
+Pao(¥307+21030%U230%+105030%8302+105030%Ua0)=A>
P10o{M20%+28020%020%+210020%V20%+4200,0%020°+105010°)
+P20(U202+280202%U20%+210020%U20%+420020%U20%+105020°)
+P30(U308+280302U306+2100304V304+4200306u302+1050308)=Aa
dir.

(4.2.7) 'deki denklem sistemi, p. ve p> 'de lineerdir.

(4.2.7) 'de, pao=l-pio-Pz20 alindiginda ve sonrada matris formunda

yazildigainda,



aaa
Qza
dga

dsa
Asa
aya
dga

elde edilir.

Burada,
11 Ma0~Uzo0
ai=2"U20"Wao
a21=(M102+010%)-(Ha02+0307)
az2=(M20%+0202)-(Uaa0®+0a0
a32=(H202+3020%V10)~(V302+3030%Ha0)
a225(¥202+3020%U20) - (¥30°+3030%U30)
a42=(¥20%+60202U20%+3020%) - (U230*+6030%H30%+3030%)

342=(n204+50202U202+3°zo4)‘(u304+6°302u302+30304)

Aga

daz

Az2
dzz
dgz
dAsgz
dgz
A72
dgz

r=

P=zo

L=

2)
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(4.2.8)

351=(U105+100102H103+1501o4U1o)‘(U305+100302u303+150304U3o)

aszz(u:05+100202U203+150204H20)‘(U305+100302U3o3+150304U30)

asl=(U106+150102U1o4*45010““102+150105)
~(U30%+150302M30%+45020*U20%+15030°)

asz=(U206+l50202U2o4+450204U202+150206)
—(u305+150302u304+450304u302+150305)

a71=(u107+210102u105+1050104u103+lOSOLOGU1O)

a7z=(U2o7+210202U205+1050204N203+105Ozo§Uzo)

aal=(U1oa+280loZU1os+2100104U1o4+4200106u102+1050108)

aazz(Uzoa+280202U206+210°204u204+420OzoGU202+105°208)

’(U307+210302U305+1050304U303+1050306u30)

'(u3o7+21osoEU3oE+105°3Q4Uao3+105osoGU3o)

—(U3oe+2803OZV306+2100304U3o4+4200306U302+1050303)

’(Uaoa+280302U305+2100304u304+420°3oGH302+105°308)
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ve
Ai"=A1-U30

Az"=Az-(U30%+0307)

Az"=Az-(¥30%+3030%Ua0)

AL"=As~(U30%+6030°%U302+3030%)

As"=As=(¥20®+10030%V20?+15030%an)
As"=A6-(U30%+15030%U30+45020%Y302+15030%)
A;"=A7-(1207+21030%U20°+105030%U20%+105030%Ua0)
Ag"=Ag~(¥20°%+28030%H20%+210030“U30*+420030°U30%+105030°)

dir.

(4.2.8) 'deki katsayir matrisi X olsun. Po=(Pio:, Pzol)' ve
A=(A.™, A.", Aa", A.", As", Ag”™, A", Ag")' alinsin. Bu durumda
(4.2.8) 'deki matris formundaki lineer denklem sistemi,

X Po = A (4.2.9)
geklinde yazilabilir.

(4.2.9) 'daki X, 8X2 tipinde olup ranki 2 dir. (Graybill
1983, s.18) 'deki teorem 1.7.6 ve teorem 1.7.7 den X'X matrisi
pozitif definittir. Bu nedenle X'X 'in tersi vardar.

(4.2.9) 'daki lineer denklem sisteminin en kiigiik kareler
yontemi kullanilarak Pg igin ¢oziimli, karma oranlari igin

Pg = (X' X)=* X' A

uygun baglangi¢ degerlerini (tahminlerini) verir.

4.2.3. Newton-Raphson Iterasyon Yénteminin Uygulanmasi
Newton~Raphson iterasyon yodntemi, bdliim 4.2.2 'de agiklanan

yontemle elde edilen uygun baglangig¢ degerlerinin kullanilmasiyla
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boliim 4.2.1 'dé kurulan denklem sisteminin ¢oziimiinli bulmak igin
kullanilir.

Karma dagilim modelinin kurulmasi ve parametrelerin tahmin
edilmesi iglemleri igin bir bilgisayar programi geligtirilmigtir.
Bu bilgisayar programi; Newton-Raphson iterasyon iglemini
kullanarak, 8 bilinmeyenli 8 denklemden olusén bir lineer olmayan
denklem sistemini ¢O6zer. Bilgisayar programi once bd&liim 4.2.2 'de
agiklanan yéntemle uygun baglangig¢ degerlerini hesaplar. Bu
baglangiq¢ degerleri, ITERASYON=0 'daki ui, V=2, Ma, 0Oa, 02, O0a,
Pa, Ve pz 'nin degerleridir. Yani Mio, Mzo, Wzosr O10s, Ozo, Ozas
Pao Ve Pag degderleridir (pao=1-pio-Pz2o). Sonra CALCN (Carnahan ve
ark., 1969, 8.326) subroutine altprogrami, ((4.2,6) ig¢in yeniden
diizenlenmigtir) M 'nin elemanlarini hesaplamak ig¢in ¢agirir. M,
kismi tirevlerin ekli matrisidir. Daha sonra da SIMUL (Carnahan
ve ark. 1969, 8.290) function altprogramini, ((4.2.6) 1ig¢in
yeniden diizenlenmigtir) ¢6ziim degerlerindeki degigimler 1igin
olugturulan lineer denklem sistemini g¢dzmek igin g¢agirar. Bu
degerler herhengi bir ITERASYON>0 'daki Mo, Yo, Va, 01,

0=, Oz, p. Ve p= 'nin degerleridir. ¢o6ziimler, j=1,...,8
igin (4.2.6) 'daki herbir g4 fonksiyonunun degeri €. degerinden
kiigiik ya da €. degerine egit olana kadar glincellegtirilir ve
igleme devam edilir. €, degeri de, SIMUL function altprograminda
kullanilan bir yakinsama kriteridir.
Bilgisayar programinin mantigl ya da algoritmasinin adimlar:

agagidaki gibidir.
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1. Adim: (En az) {lig degigik spektral bant iizerinden bir
bélgede bulunan bir alan igin spektral parlaklik (piksel)
degderlerini oku.

Bir bélgede bulunan bir alan "sinif" olarak tanimlanir. Bir
"sini1f" igin (en az) ili¢ degigik spektral bant lizerinden spektral
parlaklik (piksel) degerlerinin tamami srneklemi olugturur. Bir
"sin1f" igin herbir spektral bant iizerinden alinan, spektral
parlaklik (piksel) degerleri de ©orneklemin bir altgrubunu
olugturur.

2. Adim: Spektral bant iizerinden alinan spektral parlaklik
(piksel) degerlerini, diger bir ifadeyle O&rneklemin herbir
altgrubunu, normallik ig¢in test et.

Herbir altgruptaki spektral parlaklik (piksel) degerleri bir
normal dagilimdan mi geliyor?. Eger cevap 'hayir' ise 'yontem
galigmaz' mesajini ver ve iglemleri durdur. Eger cevap 'evet' ise
igleme bir sonraki adimdan devam et.

3. Adim: Herbir altgruptaki spektral parlaklik (piksel)
degerlerinin ortalamasini ve standart sapmasini hesapla.

4. Adaim: (4.2.6) 'daki denklem sistemini olugtur. (boliim
4.2.1)

5. Adim: Herbir altgruptaki spektral parlaklik (piksel)
degerlerinin ortalamasini ve standart sapmasini, Wi, M2, Uz Ve
P 0=, 03 parametreleri ig¢in uygun baglangi¢ degerleri
(tahminleri) olarak al. (bélim 4.2.2)

6. Adim: 5. adimda elde edilen Mio, MWz20s, ¥zo Ve 0O0io, Ozos
0s:0 degerlerini kullanarak en kiigilk kareler ydntemiyle, paio ve

Pzo (Pao=l-Pio—Pz20) degerlerini hesapla. (bdlim 4.2.2)
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7. Adim: Newton-Raphson iterasyon ydntemini uygula. (bdlim
4.2.3)

8. Adim: Yakinsama kriteri saglaniyor mu?.

Eger cevap 'hayir' ise 7. adima git. Eger cevap 'evet' ise
'tahmin edilen parametre degerleri' mesajini ver ve o alan
("s1ni1f") igin karma dagilim modelini yaz. .

9. Adim: Ifglemi durdur.

4.3. Karma Dagilim Modelinin Uzaktan Algilama Verilerine Bir
Uygulamasi Ve Bir Bélgedeki Alanlarin ("Slnlflarln") (En Az) g
Degigik Spektral Bant Uzerinden Alinan Spektral Parlaklik
(Piksel) Degerleriﬁe G6re Karma Dagilim Modelleri Kullanilarak

Modellennmesi

Uygulama ig¢in kullanilan Landsat5 ve Spot uydu verileri,
Qukurova Universitesi Uzay Bilimleri ve Giineg Enerjisi Aragtirma
ve Uygulama Merkezinde bulunan Gemstone goriintii igleme sistemiyle
alinmigtair.

Uzerinde galigilan bdlge A olsun. Karma dagilim modellemesi,
A bélgesinde segilen ug degigik tip alan tizerinde
gosterilecektir. A bélgesinden segilen herbir alan bir “"sinif"
tir., A bdlgesinde segilen ilig degigik tip alan ("sinaif"); A, Al
ve Az olsun. Bu alanlarin ("siniflarin") tipi bilinmektedir. A,,
A, ve Az alanlarinin (en az) ilig dedigik spektral bant {lizerinden

alinan spektral parlaklik (piksel) degerlerine gtre karma dagilim

modelleri olugturulacaktair. Bu bantlar bant,, bantz ve bant,
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olsun. Herbir alan ("sainif") igin spektral parlaklik (piksel)
degerleri o alan igin orneklemi ve herbir alan ("sinif") igin
herbir spektral bant iizerinden alinan spektral parlaklik (piksel)
degerler de orneklemin bir altgrubunu olusturu¥. Uzaktan algilama

verileri, bilinen alanlardan alainmigtair.

Tablo 25. A, alani ig¢in uzaktan algilama verileri,

Bant, degerleri:
30 34 35 37 39 40 41 29 29 30 29 30 34 29 27 27 27 29
30 27 28 29 29 29 29 27 27 27 29 29 30 26 28 27 27 29

Bant, degerleri:
57 62 64 66 62 63 67 60 58 59 58 56 59 56 54 58 56 58
58 55 54 56 55 57 55 53 55 58 55 56 58 55 53 54 53 55

Bant, degerleri:
62 64 61 63 60 59 57 56 59 64 66 66 62 58 60 62 62 63
59 62 62 59 61 64 64 67 66 64 66 65 61 68 66 67 69 66

Tablo 26. Az alani igin uzaktan algilama verileri

Bant, degerleri:
31 29 31 32 33 32 33 32 32 32 32 31 29 29 33 35 31 30 32 32
30 29 32 32 32 33 31 31 30 34 34 29 29 29 31 32 29 27 30 29

Bant, degerleri:
52 47 57 53 52 54 55 54 50 50 50 49 50 53 52 53 54 54 53 50

51 48 56 55 54 54 57 54 52 51 51 52 52 51 52 54 55 55 54 53

Bant, degerleri:
55 52 53 55 56 58 58 59 59 59 58 58 51 51 55 60 60 55 56 58
56 50 54 56 55 55 53 56 53 59 65 58 51 51 53 59 56 56 52 56




113

Tablo 27. Az alani ig¢gin uzaktan algilama verileri

Bant, degerleri:

26 27 27 28 31 28 31 32 29 30 30 32 33 25 24 25 26 26 23 26 27
26 24 26 26 27 26 23 26 25 25 25 25 25 23 24 24 26 24 25 25 25
27 24 25 26 26 25 26 27 26 24 23 26 27 26 23 .23 25 25 25 25

Bant, degerleri:

44 44 45 46 65 62 63 61 49 49 49 53 57 47 43 42 45 42 54 49 47
44 40 48 44 43 43 37 45 37 39 38 38 44 41 37 41 45 42 41 43 42
45 43 42 45 42 41 49 47 44 40 36 44 43 43 37 37 37 39 38 38

. Bants; degerleri: .
63 61 59 59 66 75 73 65 58 57 54 55 54 66 69 69 69 64 66 69 70
64 63 66 62 61 60 61 62 62 62 62 62 62 61 62 61 62 64 67 69 68
69 67 69 69 69 64 61 69 70 64 63 62 61 60 61 61 62 62 62 62

Uzaktan algilamada, bir spektral bant lizerinden alzinan
spektral parlaklik (piksel) degerlerinin dagiliminin genellikle
normal oldugu varsayilir (Richards 1986, s.79). Herbir bant
tizerinden alinan spektral parlaklik (piksel) degerleri, vyani
drneklemin herbir altgrubu, STATGRAPHICS 3.0 istatistik paket
programi (Statistical Graphics Corporation, 1988) kullanilarak
normallik igin test edilmigtir. Bazi altgruptaki spektral
parlaklik (piksel) degerlerinin dagiliminin agiri basik ya da
agiri sivri veya saga ya da sola garpik olmasindan dolayi, bazen
normallikten kiigiik sapmalar vardir. Bu sapmalar, normal olasilik
grafiklerinden de gdriilebilir. Fakat bu kiigiik sapmalar modelin
yapisinl etkilemez (Montgomery ve Peck 1992, s.69). Bu kiigik
sapmalarin incelenmesi ya da analizi ©&zel bir ilgi alanma
olabilir. Normal olasilik grafiklerinin kullanimi, bir diz
dogrudan ne kadar uzaklagildiginin bir dlgiitii olarak gok

kullaniglidir. Orneklem (burada, altgrup) hacmi 2 32 igin normal
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olasilik grafikleri daha iyi sonuglar verir (Daniel ve Wood,
1980).

Bolim 4.2.2 'de onerilen ydntemin kullanilmasiyla elde
edilen wuygun baglangiq¢ degerleri, bolim 4.2.3 'de adimlara
verilen bir bilgisayar programinda kullanllmlstlr. Bilgisayar
programi, herbir alan ("sinif") ig¢in veriyi (dgnéklemi) kullanair,
(4.2.6) 'daki denklemlerin sistemindeki degigkenler igin
baglangi¢ degerlerini hesaplar ve daha sonra da Newton-Raphson
iterasyon yodntemini uygular. Herbir alan ("sinif") igin

bilgisayar gaiktilari agagida tablolar halinde verilmigtir.

Tablo 28. A, alani igin Newton-Raphson iterasyon ydnteminin
baglangi¢ degerleri.

€,=0.0000001| €.-0.0000001 | ITTERASYON=0
Ma = 30.13000000] yua = 57.44000000] yua = 62.77000000
6. = 03.83000000| 02 = 03.49900000| o0, = 03.18000000
pa = 0.33509700| ps = 0.32730300
g. =-00.00013942| g» =-00.00010200| g5 =-00.00008550
ga =-00.00006975| gs =-00.00005560| g =-00.00004536
g, =-00.00003816| go =-00.00003241

Ay,=-00.00860489| Au,=-00.01318815| Aus= 00.00198415
A 0:=-00.01309522] Ao,= 00.00708141| A 0:=-00.00257589

A p,=-00.03043372| A ps= 00.00000005
u }




Tablo 29.

sonug¢ degerleri ve parametre tahminleri.

€.=0.0000001

€-=0.0000001

L

Tablo 30.

Y1 = 29.16732700
6. = 02.02516000
pr = 0.31146240
g. =-00.00000000
ga = 00.00000004
g- = 00.00000003
Ayu,= 00.00000005

A ¢,= 00.00000006
A p.= 00.00000020

M=z = 56.45278800
6= = 05.02203800
p= = 0.32730730
g= = 00.00000002
gs = 00.00000004
gs = 00.00000005

Aus=~00.00000003
A 062=-00.00000079
A po= 00.00000142

ITERASYON=4

Ua = 62.39763500
6s = 03,14725800
ga = 00.00000003
ge = 00.00000004

A ua= 00.00000040
A 5,=-00.00000060

As alanz

baglangi¢ degerleri.

igin

€.=0.0000001

€-=0.0000001

ITERASYON=0

L

M. = 31.07000000
0. = 01.72300000
pa = 0.33295600
g, =-00.00005267
ge = 00.00002018
g» = 00.00000849

A u,= 00.00011466

A 0:=-00.00025211
A p.=-00.00056306

bz = 52.55000000
02 = 02.26800000
pz = 0.32135800
gz =-00.00001193
gs = 00.00001812
gs = 00.00000477

Auz= 00.01609668
Acg,= 00.00606944

A p2=-00.00000004

Ma = 55.65000000
6s = 03.22100000
gs = 00.00001327
ge = 00.00001327

Auz=-00.01532230
A oz= 00.01081346

115

A, alani igin Newton-Raphson iterasyon yoénteminin

Newton-Raphson iterasyon yonteminin
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Tablo 31. A, alani igin Newton-Raphson iterasyon ydnteminin
sonug degerleri ve parametre tahminleri.

€,=0.0000001

€-=0.0000001

ITTERASYON=5

L

Tablo 32.

Mo = 31.07741700
02 = 01.69369400
P = 0.33214270
g, =-00.00000000
ge. = 00.00000000
g»> = 00.00000000

Ayp,=-00.00000000
A 02=-00.00000000
A p,=-00,00000000

MW= = 53.65005800
o> = 01.96988800
p= = 0.32135780
g= = 00.00000000
gs = 00.00000000
ges =-00.00000000

4 v2=-00.00000001
A 02=-00.00000001
4 p,=-00.00000003

wa = 54.58016300
0s = 04.01292100
gs = 00.00000000
gs = 00.00000000

A us= 00.00000001

A 05=-00.00000000

Az alana

baglangiq¢ degerleri.

igin

€.=0.0000010

€>=0.0000010

ITERASYON=0

L

Wi = 26.19000000
g, = 02.59300000
pa = 0.34207100
ga. =-00.00020220
ge =-00.00000635
g» =-00.00020238

Ayu,=-00.00899943
A 0,=-00.01013926

A p,=-00.05585615

W= = 44.84000000
gz = 07.10200000
P2 = 0.32437600
g= = 00.00015320
gs =-00.00012942
gs =-00.00018503

Auo=-00.04880662
4 0,=-00.01730049

Ap.=-00,00000035

Yz = 63.66000000
6z = 04.32400000
gz = 00.00014032
ge =-00.00019090

Aus=-00.00544747

Aogz= 00.00262222

Newton-Raphson iterasyon yonteminin
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Tablo 33. As; alani igin Newton-Raphson iterasyon yénteminin
sonug¢ degerleri ve parametre tahminleri.

€.=0.0000010 €2=0.0000010 | ITERATION=4
W2 = 25.54315100 2 = 42.09322800 Wz = 63.37724500
0, = 01.46069900 0= = 04.67336800 6a = 04.50279000
pa = 0.30964260 p= = 0.32438100
gx = 00.00000001 g = 00.00000003 ga = 00.00000003
g. = 00.00000002 gs = 00.00000001 gs = 00.00000001
g» = 00.00000000 ga = 00.00000000

Av.=-00.00000035| Au,=-00.00000079| Awus= 00.00000009

A6,=-00.00000064| Ao0,=-00.00000023| Aoc5=-00.00000005

A p2=-00.00000211 A p== 00.00000225
L A

Yukaridaki tablolarda:

€, degeri, SIMUL function altprograminda kullanilan
vakinsama kriteridir.

€> degeri bir yakinsama kriteridir. Oyle ki, j=1,...,8 igin
(4.2.6) 'daki herbir g5 fonksiyonunun degeri herhangi bir

ITERASYON 'da Wi, M2, Mz, 0, Oz, ;3, p. ve ;2 degigken ((4.1.1)
'deki parametre) degerleri igin €, degerinden kiigiik ya da €,
degerine egit oluncaya kadar Newton-Raphson iterasyon iglemleri
devam eder.

Tablo 28, tablo 30 ve tablo 32 'de:

-~ — -~ - — - -~

Ha, Mz, MUa., 01, Oz, 0z, Pai ve Pp=2; ITERASYON=0 'da,
degigkenlerin ((4.1.1) 'deki parametrelerin) uygun baglangig¢

degerleridir.
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j=1,...,8 ig¢in g5; ITERASYON=0 'da; degigken ((4.1.1) ‘'deki

parametre) degerleri ig¢in (4.2.6) 'daki herbir g, fonksiyonunun

degeridir., A 1:1, A ;2' 4 ;3, A ;:L, A ;z, A';:uA 51 ve A].gz;
ITERASYON=0 'da, 8 degigkendeki ((4.1.1) 'deki parametrelerdeki)
degigimlerdir.

Tablo 29, tablo 31 ve tablo 33 'de:

- -~ -~ -~ -— — - -~

Y2, W¥=2, Wz, 01, 02, 0Oz, Pi Ve pP=; en son ITERASYON 'da,
degigkenlerin ((4.1.1) 'deki parametrelerin) son (tahmin edilmig)
degerleridir.

j=1,...,8 ig¢in g,4; en son ITERASYON 'da; degisken ((4.1.1)

'deki parametre) degerleri igin (4.2.6) 'daki herbir gy

fonksiyonunun degeridir. A u., Ava, A Mz, A 61, A 02, A 0s,

Ap. ve A pz; en son ITERASYON 'da, 8 degigkendeki ((4.1.1)

'deki parametrelerdeki) degigimlerdir.

4.4. Bir Bélgedeki Alanlarin ("Siniflarin") Ug¢ Degigik Spektral
Bant Uzerinden Alinan Spektral Parlaklik (Piksel) Degerlerine
Gore Karma Dagilim Modelleri Kullanilarak Modellenmesinin

Sonuglari

Newton-Raphson iterasyon igleminde baglangi¢ degerlerinin
segimi ¢ok onemlidir. Bu nedenle baglangig¢ degerleri genelde bir

yoéntem kullanilarak elde edilir (Stark 1970, s.98). Newton-
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Raphson iterasyon ydntemi; uygun baglangig¢ degerleriyle tek bir
¢Oziime, ¢ok hizli yakinsar (Buchanan ve Turner 1992, s.81). |

B6liim 4.3 'deki ii¢ uygulamada da, boliim 4.2.2 'de agiklanan
yontemle elde edilen uygun baglangig¢ degerlerinin kullanilmasiyla
Newton-Raphson iterasyonlara tek bir ¢ozlime gok hizly
yakinsamigtir (tablo 29 ve tablo 33 'de 4 itefasyon, tablo 31 ‘'de
5 iterasyon sonunda).

Bolim 4.2.2 'de agiklanan yéntemle elde edilen uygun
baglangi¢ degerlerine “yakin" bagka bir Dbaglangi¢ degeri
alindiginda, Newton~-Raphson iterasyonlarinan ayni goziime
yvakinsadigi fakat bu durumda iterasyon sayisinin arttig:
goriilebilir.

Bolim 4.2.2 'de aglklanan yontemle elde edilen baglangig
degerlerinden "uzak" bir baglangig¢ degeri alindiginda, Newton-
Raphson iterasyonlarinin bir g¢dzilime yakinsamadigi goriilebilir.

Bu bolim 4.2.2 'de agiklanan yéntemin, (4.2.6) 'daki lineer
olmayan denklem sisteminin Newton-Raphson iterasyon ydntemiyle
¢Sziimii igin "iyi" baglangiq¢ degerleri olugturdugunu gdsterir.

Tablo 29, tablo 31 ve tablo 33 'deki sonuglar, €, yakinsama
kriterine gdre tahmin edilmig degigken ((4.1.1) 'deki parametre)
degerlerinin gok iyi oldugunu gbsterir. 8 degigkenin

((4.1.1) ‘'deki parametrelerin) herbirindeki deglgim yani
A vi, Aua, Avua, Aoy, A 02, 4 0s, A p. ve Apa, en son
iterasyonda oldukga "kiigiik" tiir. 4 ui, A M2, A Uz, A 0., A 02,

Aoa, A p. ve A p> degerleri de bir yakinsama kriteri olarak
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kullanilabilir.
Ornegin tablo 29 ‘'daki sonuglara gdére karma dagilim
modelinin olasilik yogunluk fonksiyonu,

0.31146243 1 x=-29.167327 2

fix)= expl - ( ) 1
/21 2.025160 2 2.025160
0.32730736 1 x-56.452788 2

+ exp{ - ( ) } (4.401)

V21 5.022038 2 5.022038
0.36123021 1 x-62.397635 2
+ expi{ - ( ) 1
/21 3.147258 2 3.147258

- o < x ( + =
dur.
(4.4.1) 'deki olasilik yogunluk fonksiyonu, A bdlgesindeki
A, alaninin "sinifinin" li¢ degigik spektral bant iizerinden alinan
spektral parlaklik (piksel) degerleri ig¢in karma dagilim
modelidir.
Tahmin edilen parametre degerlerine ya da tablo 29, tablo 31
ve tablo 33 'deki bilgisayar g¢iktilarina gdre olasilik yogunluk
fonksiyonlarinin ya da karma dagilim modelinin grafikleri agagida

gosterilmigtir.
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Sekiller iki kisaim halinde godsterilmigtir. Birinci kisimda
kérma dagilim modelinin bilegenleri ve ikinci kisimda ise karma
dagilim modelinin kendisi godsterilmigtir.

Sekil 14, gekil 16 ve gekil 18 'e yani karma dagilim
modellerinin bilegenlerine gdre:

A; ve Az alanlarinin bant: ve bants igin épektral parlaklik
(piksel) degerleri birbirine oldukg¢a yakindir ve bu ikinci ve
lglincli bilegenlerin g¢akigtigini (yaklagik olarak liist iliste
geldigini) gosterir. Bant; ig¢in spektral parlaklik (piksel)
degerleri, bant, ve banta ig¢in spektral parlaklik (piksel)
degerlerinden uzaktadir ve bu da birinci bilegenin digerlerinden
ayrlk oldugunu gosterir. Yani karma dagilim modelinin olasilik
yogunluk fonksiyonu ¢ift tepelidir (Sekil 15 ve gekil 17).

A, alaninin tiim bantlari igin spektral parlaklik (piksel)
degerleri birbirinden uzaktir ve bu da bilegenlerin birbirinden
ayrik oldugunu gdsterir. Yani karma dagilim modelinin olasilik
yogunluk fonksiyonu lig tepelidir (gekil 19).

Bir siniflandirma iglemi, glivenilir ve etkin olmalidir. Bir
siniflandirma iglemi ayni zamanda optimum (minimum masrafla
bolgeden maksimum miktarda bilgi g¢ikarma) olmalidir. Bir g¢oklu-
spektral siniflandirma igleminde, siniflandirma igleminin
giivenirligini ve etkinligini arttirmak ig¢in spektral bant sayis:
ve spektral parlaklik (piksel) degerlerinin (6rneklem hacmi)
sayisl arttairildiginda siniflandirma igleminin masrafi da artar.

Analizciler masrafi minimum yapmak ig¢in spektral bant sayis:
ve spektral parlaklik (piksel) degerlerinin (&rneklem hacmi)

saylsl lizerinde bazi kisitlamalar koymalidir. Bu nedenle alanin
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("sin1f") karma dagilim modellemesi 1ig¢in (en az) 1ilig¢ degigik
spektral bant ilizerinden spektral parlaklik (piksel) degerleri
alinmigtir. Bununla birlikte, spektral bant sayisi ligten daha da
fazla olabilir. Bantlaran parlaklik (piksel) degerlerinin sayisi
veya orneklem (burada altgrup) hacminin minimum sayisi Van
Genderen ve ark. (1978) ve Rosenfield ve ark. (1982) tarafindan
belirlenmigtir., Onlarin kriterlerine gbre A;, A. ve Aj;
alanlarinin karma dagilim modellemesinde kullanilan ©oOrneklem
hacimleri yeterlidir.

Bir boélgede bulunan bir alanin ("sinaifin") karma dagilim
modellemesi, (en az) ilig (veya daha fazla da olabilir) degigik
spektral bant degerlerine gdre (gdriintii resimlerinin yardimiyla),
yeni bir g¢oklu-spektral sainiflandirma ydnteminin olugturulmasina
olanak saglar.

U¢ degigik spetral bant iizerinden alinan spektral parlaklik
(piksel) degerleri kullanilarak bir alan ("sinif") igin O&nerilen
karma dagilim modeli, ii¢ normal dagilimin bir karmasidir. Karma
dagilim modelindeki rastgele degigken, alanin ("sainafain") g
degigik spektral iizerinden alinan spektral parlaklik (piksel)
degerlerini gdsterir. "Boyle bir karma dagilim modellemesi nasil
yeni bir ¢oklu-siniflandirma yodnteminin olugturmasina olanak
saglar?" sorusunun cevabinin mantigi temelde, bir "test sinifi"
igin karma dagilim modelinin, ilgilenilen belirli sayidaki
"kontrol siniflara” igin karma dagilim modelleriyle
kargilagtirilmasina dayanir.

Bu b&liimde yeni bir g¢oklu-spektral siniflandirma yontemi

ileriye siiriilmemigtir. Bununla birlikte, "Bir bolgede bulunan
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alanlarin ("sainiflarin") sainiflandirilmasinda, karma dagilaim
modelleri nasil kullanilabilir?" sorusunun ag¢iklamasi, 6zel bir
uygulama sahasi ilizerinde, Ornegin ziraattaki uygulamasi agagidaki
gibidir: |

1) Uzerinde galigilacak bolge segilir.

(Bu bdlge, bir tarim bdlgesi olsun. Bu tarim bdlgesinde
degigik boyutlarda (hacimlerde) parseller olabilir ve bu
parseller degigik tipte bitki tiirii ya da tiirleri bulundurabilir,
bazi parseller bog olabilir hatta bazi parseller tarimsal amaglar
igin uygun olmayabilir, vb.)

ii) Bolgede ilgilenilen tipteki veya tiplerdeki wve istenilen
sayidaki parseller segilir.

(Ilgilenilen parsel tiirlerinin sayisi, bdlgede bulunan
degigik tipteki toplam parsel sayisindan Kkiigiik veya egit
olmalidar. Eger uygulayica bélgedeki tiim parselleri
siniflandirmak istiyorsa ilgilenilen parsel tiplerinin sayaisa,
bolgede bulunan degigik tipteki toplam parsel sayisina egit
olmaladair.)

iii) Boélgenin renkli goriintii resmi alinir ve bakilir.

(B&lgenin renkli goriintii resmini almak igin (en az) g
degigik spektral bant yeterlidir. Bélgenin renkli gorilinti resmi
sadece bélgedeki parseilerin sinirlarinin belirlenmesinde
kullanailir.)

iv) Bolgenin renkli goriintii resmi iizerinde ilgilenilen tipteki
parsellerin yerleri belirlenir.

(Ilgilenilen tipteki parseller degigik tilirden olmalidir.)
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v) U¢ degigik spektral bant tlizerinden, bodlgede ilgilenilen
tipteki parsellerin herbiri ig¢in spektral parlaklik (piksel)
degerleri alinir.

(Bolgede ilgilenilen tipteki parselléfin herbiri igin
(istatistiksel anlamda) rastgele olarak ili¢ degigik spektral bant
kullanilarak spektral parlaklik (piksel) degerleri alinir. Herbir
spektral bant ig¢in en az 35 spektral parlaklik (piksel) degeri
yeterlidir, Boylece her bir parsel igin toplam 105 (minimum
oérneklem hacmi) spektral parlaklik (piksel) degeri alinmig olur.

U¢ degigik spektral bantan (kanallarin) seg¢imi uygulayiciya

bagladar.)

vi) Bolgede ilgilenilen tipteki parsellerin herbiri igin karma
dagilim modelleri olugturulur.

(Bolgede ilgilenilen tipteki parseller birbirinden farklz
olmalidir. Bolgede 1ilgilenilen tipteki herbir parsel ig¢in karma
dagilim modelinin herbiri bir "kontrol sinifi" modeli olarak
isimlendirilir. Yani "kontrol siniflari" igin karma dagilim
modellerinin bir listesi olugturulur.)

vii) Herbir "kontrol sinifi" igin bir kontrol kodu verilir ve tiim
kontrol kodlara, bslgenin renkli gorinti resmi Uzerine
yerlegtirilir.

viii) Bo6lgede kalan, yani bdlgenin renkli gériinti resmi lizerinde
kontrol kodu yerlegtirilmeyen, parsellerin herbiri bir "test
sinifi1" olarak isimlendirilir.

ix) Herbir "test sinifi" ig¢in bir test kodu verilir ve tiim test

kodlari, bdlgenin renkli gorintii resmi lizerine yerlegtirilir.
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.x) U¢ degigsik spektral bant iizerinden, herbir "test sinifi" igin
(istatistiksel anlamda) rastgele olarak spektral parlaklik
(piksel) degerleri alainir.

(Ug degigik spektral bantin (kanalin) segimi, v 'deki gibi
olmaladar.)

xi) Bélgedeki herbir "tegt sinifi" igin karma dagirlim modelleri
olugturulur.

(Yani "test sainiflari" igin karma dadilim modellerinin bir
listesi olugturulur.)

Buraya kadar yapilan iglemlerde, "kontrol siniflari" ve
"tegst siniflari" igin karma dagilim modelleri olugturuldu. Yani
iki tane liste wvar: ‘"kontrol siniflari" igin karma dagilim
modellerinin (olasilik yogunluk fonksiyonlarainin) Ilistesi ve

"test siniflari" ig¢in karma dagilim modellerinin (olasilak

yogunluk fonksiyonlarainin) listesi.

xii) Bir "test sinifi" igin olasilik yogunluk fonksiyonu (karma
dagilim modeli) alinir ve o olasilik yogunluk fonksiyonu ile
"kontrol siniflari" ig¢in karma dagilim modellerinin listesindeki
herbir olasilik yogunluk fonksiyonu arasindaki uzakliklar ya da
mesafeler tek tek hesaplanir.

(Bu amag¢ igin iki olasilik yogunluk fonksiyonu arasindaki
uzakligin ya da mesafenin Olgiitii bir metrik (tablo 1)
tanimlanmalidir. Bu durumda, bir "“test sinif1" igin olasiliak
yogunluk fonksiyonu ile "kontrol siniflari"™ igin olasilak

yogunluk fonksiyonlara arasindaki farklarin ya da uzakliklaran

bir listesi de olugturulmug olur.)
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xiii) Bir "test sinifi" hakkinda farklarin ya da uzaklaiklarin
listesine bakarak bir karar verilir.

(Eger "test sinifai" ile kargilik gelen "kontrol sinifa"
arasindaki fark ya da uzaklik minimum ise "test sinifi" yaklagik
olarak "kontrol sinifi" ile ayni alandir. Diger bir ifadeyle,
bolgedeki ayni tip parsellerin olasilik yoéunluk fonksiyonlari
(karma dagilim modelleri) da yaklagik olarak aynidir.

"Test sainiflari" igin karma dagdilim modelleri listesindeki
herbir "test sinifi", yukaridaki gekilde siniflandiralabilir.

Yukaridaki kurala gore en az bir parsel siniflandirilmamig

ige o parsel bdlgede ilgilenilen tipte bir parsel degildir veya o
parsel "kontrol siniflara” igin karma dagilim modelleri
listesinde kapsanmayan ya da farkli tipte bir parsel anlamindadar
(11 'ye bakiniz).
xiv) Karma dagilim modelleri kullanilarak yap;lan siniflandirma
igleminin glivenirligini ve etkinligini siniflandirma igleminden
sonra, siniflandirilan en az bir (veya uygulayicinin seg¢imine
gore daha fazla) "test sainaifinai" alarak, bu "test sinifinin®
'dogru olarak' siniflandirilip sainiflandirilmadaigir  bolgede
verinde kontrol edilir.

Boyle bir sainiflandirmayla, tarimsal bir bdélgedeki tiim
parseller ya da ilgilenilen tipteki parseller
siniflandirilabilir.

Newton-Raphson iterasyon yontemi; parametrelerin iizerinde
herhangi bir kisitlama konmaksizin 1ii¢ normal dagilamin bir
karmasindaki parametreleri momentler yontemiyle tahmin etme

problemine sayisal olarak g¢ok iyi ¢ézim verir.
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¢ normal dagilaimin bir karmasi, bir bdlgede bulunan bir
alanin ("sainifain") (en az) tli¢ dedigik spektral bant iizerinden
alinan spektral parlaklik (piksel) degerleri ig¢in bir model
olarak kullanalabilir. Bir. bslgedeki bir alanin (en az) Iiig
degigik spektral iizerinden alinan spektral parlaklik (piksel)
degerleri igin (renkli goriintii resmi yardlmiyla) karma dagilim
modeli, yeni bir g¢oklu-spektral siniflandirma ydntemine olanak
saglayabilir. Karma dagilim modellerinin kullanilmasiyla 6rnegin
tarimsal bir bdlgedeki tiim parseller ya da ilgilenilen tipteki
parseller sainiflandiralabilir. Béyle bir siniflandirma, bir "test
sinifi" ig¢in karma dagilim modelinin ya da olasilik yogunluk
fonksiyonunun ilgilenilen belirli sayidaki "kontrol sainaflara”
igin karma dagilim modelleriyle kargilagtirilmasina dayanir. Eger
"test sanifi" ile kargilik gelen "kontrol sinifi" arasindaki fark
ya da uzaklik minimum ise "test sinifi" yaklagik olarak "kontrol
sinifi" ile ayni alandir. Diger bir ifadeyle, bdélgedeki ayni tip
parsellerin (alanlarin) karma dagilim modelleri ya da olasilik

yogunluk fonksiyonlari da yaklagik olarak aynidir.



5. BOLUM

GRUPLANDIRILMIS VERILERIN k (2<k<40) BILESENLI NORMAL
DAGILIMLARININ BIR KARMASINDAKI PARAMETRELERIN MAKSIMUM

LIKELTHOOD YONTEMIYLE TAHMIN EDILMEST ICiN‘BIR ALGORITMA

5.1. Gruplandirilmig Verilerin k Bilegenli Normal Dagilimlarinin

Bir Karmasindaki Parametrelerin Tahmini Probleminin Tanimal

Kigisel bilgisayarlarda paket programlarin kullanilmasiyla
yapilan uygulamalarda; karma dagilimlarin analizinde maksimum
likelihood yontemiyle, gruplandirilmis verilere 15 bilegene kadar
(2<k<15) karma dagilim modelleri uydurulabilmektedir. Bununla
birlikte 15 bilegenden daha fazla bilegene gereksinim duyulan
bircok durum vardir. Ornegin bodyle bir durum, yani 15 bilegenden
daha fazla bilegene gereksinim duyulan durum, molekiiler
biyolojide ortaya ¢ikar (Ravel 1973, s.245), Bir normal veya
patalojik insan serumunda 20 ‘den fazla serum proteini vardar
(Race 1973, bsl.5A). Herbir serum proteini bir normal dagilima
sahip olup; bir normal veya patolojik insan serumundaki tim serum
proteinlerinin dagilimi, normal dagilimlarin bir karmasidir. Bu
durumda, karma dagilim modelinde 15 bilegenden daha fazla bilegen
kullanilmalidir. B8yle durumlarda, karma dagilim modellerinin
analizleri igin kullanilan ve iyi bilinen bilgisayar paketl

programlari: yetersiz kalmaktadar.

funcy



k bilegenli karma dagilimlarda parametreleri tahmin etmek
igin ¢ok kullanilan ve iyi bilinen tahmin ydntemlerinden biri
maksimum likelihood yontemidir (Titterington ve ark. 1985, s.82).

Bu bolimde; gruplandirilmig verilerin k (2<k<40) bilegenli
normal dagilimlarinin bir karmasindaki parametrelerin iizerlerine
hig¢bir kisitlama koymaksizain maksimum likelihood yontemiyle
tahmin edilmesi igin bir hesaplama algoritmasi olugturulmusgtur.

Macdonald (1991), maksimum likelihood yontemi igin
optimizasyon ydntemleri olan; Newton yd&ntemlerini (Johnson ve
Riess 1982, s.194) (Buchanan ve Turner 1992, s.389), EM
algoritmasini ve genel amagli optimizasyon yéntemlerini
kargilagtirdi. Macdonald 'in kargilagtirmasinin sonuglarina gdre:

Newton yontemlerinde iterasyonlar ya ¢ok hizli bigimde bir
¢cHzime yakinsar ya da lterasyonlar bir g¢oziime yakinsamaz. Newton
yontemlerinde iterasyonlarin bir g¢dzime yakinsama gansinl buyiik
clglide arttirmak ig¢in dizenlemeler yvapilmigtir. Bu
dizenlemelerde, herbir iterasyonda iki o&zellik test edilir. Bu
dgzellikler,

a) Herbir iterasyondan sonra elde edilen degerler kabul
edilebilir degerler mi?

b) Herbir iterasyondaki degerler, bir oncekil iterasyondaki
degerlere gdre daha da geligtirildi mi?
gselklindedir. Eger &zelliklerden biri herhangi bir iterasyonda
saglanmazsa bir &nceki iterasyondaki degerler, her iki o6zelligi
saglayana kadar dizeltilir. Newton ydntemlerinde tlirevlerin aqgik

olarak hesaplanmasi da karmagik ve sikintiladar.
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Dempster ve arkadaglarinan genel amaglar ig¢in
geligtirdikleri ve son yillarda bir ¢ok alanda yaygin kullanilan
‘EM (Expectation & Minimization) algoritmasi (Dempster ve ark.,
1977) iki avantaja sahiptir. Bu avantajlardan birincisi; EM
algoritmasinin, kayip veri anlamindaki bir verinin hangi bilegen
‘grubunda oldugunun bilinmedigi durumlarda iyi bir teorik yoruma
olanak saglamasidir. EM algoritmasinin avantajlarindan ikincisi;
Herbir iterasyondan sonra elde edilen degerlerin kabul edilebilir
olmasidir. EM algoritmasinain tek dezavantaji, EM algoritmasainda
iterasyonlarin yakinsamasinin g¢ok yavag olmasidir.

Genel amagla optimizasyon yontemleri, bzel amagla
yontemlerden daha az etkilidir. Ornegin bazi genel amagli
optimizasyon yontemleri (O'Neill, 1971) karma dagilim modelleri
igin iyi galigsmaz ya da uygun degildir. Sayisal algoritmalar grup
kiitiiphanesi (Numerical Algorithms Group Library - NAGLIB) ‘'de
oldugu gibi bazilari ¢ok 1iyi ya da g¢ok uygun olabilir ama
onlarinda gogu bliytik miktarlarda hafiza gereksinimi
duyduklarindan kigisel bilgisayarlarda uygulamasi ¢ok zordur.

Render ve Walker (1984); teorik detaylara da inerek maksimum
likelihood yontemi ile karma dagilim modellerinin olasilik
yogunluk fonksiyonlarini incelediler. Render ve Walker; maksimum
likelihood yoéntemiyle birlikte kullanilan ve bdélim 1.2.3 'te
maksimum likelihood ydntemi bagligi altinda agiklanan, 1iki tip

algoritmaya kargilagtirdilar.

tki tip algoritmayi kargilagtirirken Render ve Walker 'in
gézoninde bulundurduklara kriterler:

i) Yéntemlerin yakinsama hizi
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11) Yontemler igin gerekli iglemlerin uzunlugu ve bilgileri
depolamak ig¢in gerekli bilgisayar hafizas:

1ii) Yontemlerin pratikte etkinligi ve giivenirligi
geklindedir.

Burada "yontemler" ile kastedilen; maksimum likelihood
yénteminin, 1. tip algoritmalarla veya 2. tip algoritmayla
birlikte kullanilmasidair.

Bu kriterlere gére iki tip algoritma kargilagtiraldigainda;

(i) kriterine gdre: 1. tip algoritmalarda yerel yakinsama
{local convergence) ve 2. tip algoritmada genel yakinsama (global
convergence) dzellikleri vardir. 1. tip algoritmalarda yakinsama
hizai; Standart Newton~Raphson algoritmasinda karesel,
digerlerinde dogrusaldir ve bazilari kisitlamalar altinda siper
dogrusal yapilabilmektedir (Buchanan ve Turner 1992, s.398).
2.tip algoritmada yani EM algoritmasinda yakinsama  hizi
dogrusaldir ve pratikte sik kargilagilan basit problemlerde dahi
cildrrtacak dlgiide yavastar.

(ii) kriterine gbre: 1. tip algoritmalar, 2. tip algoritmaya
gére daha ¢ok iglem gerektirir ve bilgileri depolamak igin daha
fazla bilgisayar hafizasina gereksinim duyar.

(iii) kriterine goére ise: yontemlerin pratikte etkinligi
agisindan; 1. tip algoritmalarin lineer olmayan denklem
sisteminin boyutlari bilyiidiigiinde etkinligi azalir ve hatta
belirli sinirlardan sonra etkinligi kalmaz. Yontemlerin
giivenirligi agisindan; iki tip yontem arasinda pek fark olmamakla
beraber, uygun baglangi¢ degerleriyle 1. tip algoritmalardaki

iterasyonlar tek bir ¢&ziime yakinsar (Buchanan ve Turner 1992,



s.375) ve 2. tip algoritmadaki iterasyonlar bazi durumlarda bir
¢ozlime yalkinsamaz (Mclachlan ve Basford 1988, s.11).
Gruplandirilmamig verilere normal dagilimlarin karmalarin:
uydurmak igin EM algoritmasa, Mclachlan ve Jones (1988)
tarafindan bilgisayara programlanmigtir. Gruplandirilmig verilere
normal dagilimlarin karmalarini uydurmak igiﬁ EM algoritmasinin
programlanmas: 1se Jones ve Mclachlan (1990) tarafindan
yaprlmrgtir. Karma dagilim modellerinin analizi igin olugturulan
va kullanilan diger bir bilgisayar paket programi ise MIX 3.1
(Ichthus Data Systems, 1993) dir. MIX 3.1 bilgisayar paket
programi ilk defa Macdonald ve Pitcher (1979) tarafindan turna

baligi uzunluklarinin (yasa gdre) frekans dagilimlarinin analizi

igin (tablo 8) geligtirilmig olup, gruplandirilmig verilere
maksimum likelihood ydntemiyle birlikte quasi-Newton
algoritmalarini kullanarak 15 bilegene (2:k<15) kadar karma

dagilim modelleri uydurabilmektedir.

Bu baliumde parametrelerinin {izerinde  higbir kisitlama
koymaksizin; gruplandirilmig verilerin k bhilegenli  (2<k<40)
normal dagilimlarinin bir karmasindaki parametrelerin, maksimum
likelihood yontemiyle birlikte standart Newton-Raphson
algoritmasin:t kullanarak, tahmin edilmesi ig¢in bir hesaplama
algoritmasi colugturulmustur.

Maksimum likelihood yontemiyle birlikte standart Newton-
Raphson algoritmasinin kullanilmasinin en dnemli nedeni, standart

Newton-Raphson algoritmasinin vakinsama hizinin karesel

olmasidir.
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Karma dagilim modelinde bilegenlerin sayisir k arttiginda,
ﬁaksimum likelihood yontemi igin lineer olmayan denklen
sisteminin boyutu da artmaktadir. Bu durumda da parametrelerin
tahmini i¢in gerekli iterasyonlarin sayisi ¢ok &nemli olmaktadar.
Veri gruplandirilmig oldugundan; standart Newton-Raphson
algoritmasinin yerel yakinsama (local converéence) Szelliginden
kaynaklanabilecek problenler, standart Newton—-Raphson
algaritmasinin iterasyonlari igin wuygun Dbaglangig degerleri
(tahminleri) alinarak ya da segilerek ortadan kaldirilmigtair.

Gruplandirilmig verilerin k bilegenli (2<ks40) normal
dagilamlarainin bir karmasindaki parametrelerin lzerlerine higbir
kisitlama koymaksizin, maksimum likelihood ydntemiyle birlikte
standart Newton-Raphscon algoritmasini kullanarak tahmin etmek
igin standart Newton-Raphson algoritmasi, pargalanmig matrisler
(Craybill 1983, s.183) cinsinden ifade edilmigtir.

Gruplandirilmrg verilerin k bilegenli (2<k<40) nornmal
dagailimlarinin karmalarini bilgisayarda direk olarak programlamak
(bilgilerin tamamini ayni anda depolamak 1i¢in yeterli miktarda
bilgisayar aktif hafiza depolama alani olmadigindan) mimkin
degildir. Bu nedenledir ki karma dagilim modelleri sadece 2<k¢l15
igin bilgisayarda, 38rnegin MIX 3.1 bilgisayar paket programni,
programlanabilmigtir,

Gruplandirilmig verilerin k bilegenli (2<k<40) normal
dagilimlarinan karmalarin: bilgisayarda programlamak il¢in
bilgilerin tamamini ayni anda bilgisayarin aktif hafiza depolama
alaninda tutmak verine sadece o anda islemler igin gerekli olan

pargalari bilgisayarain aktif hafiza depolama alaninda
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tutulabilir. Bu amagla gruplandirilmig verilerin k bilegenli
(2<k<40) normal dagilimlarinin bir karmasindaki parametreleri,
Uzerlerine hichir kisatlama koymaksaizin, tahmin etmek 1ig¢in
maksimum likelihood yéntemi kullanildiginda elde edilen
loglikelihood denklemlerine ya da normal denklemlere standart
Newton-Raphson algoritmasi wuygulandiginda orﬁayé gikan lineer
denklem sisteminin Hessian matrigi, parametrelerin olugturdugu
3X3 tipindeki blok yapiya gore pargalanmig matris ya da blok
elemanlar geklinde ifade edilir. Boylece de standart Newton-
Raphson algoritmasi, parcalanmig matrisler cinsinden 1ifade

edilmig olur.
5.2. k Bilegenli Normal Karma Dagilim Modeli

k  bilegsenli normal dagilimin bir karmasinin olasilik

yogunluk fonksiyonu,

k
FUXiPasvee  PrerMiroserMiesO1,000,0)= L pafolxsusi,0.) (5.2.1)
i=1
- w ¥ ¢ 4+
i=1l,...,k i¢in 0 7 p, ¢ 1, = ® <y, < + =, 0 < g,

seklindedir.
Burada, k belirli (0<k<40) olmak lizere bilegen sayisini;
i=1,....k igin p.'ler, I p.=1 olacak gsekilde karma
1=1
oranlarini ve f.(x;ui,0.) ‘1¢r (1.2.17) ‘'deki gibi olmak tzere
karma dagilim modelinin, bilegenlerinin normal olasilik yogunluk

fonksiyonlarini gédstermektedir.



(5.2.1) ‘'deki karma dagilim modelinde k bilegen vardir.
Herbir bilegen kendi bagina bir olasilik yogunluk fonksiyonu
olmak izere herbiri orneklemin  bir altgrubuna kargilik
gelmektedir. Ayrica (5.2.1) ‘'deki karma dagilim mnmodelindeki
bilegenler; yerlegim ya da konum paradmetreleri, ortalamalarina
gore = ® < Yy < .. ¢ W < + = olacak $ekildé diizenlenmigtir.

(5.2.1) *deki karma dagilim modelindeki parametreler,
(1.1.3) 'deki gibi & parametre vektori ile gdsterilsin. Yani,

$=(p,06)"' (5.2.2)
veya

$=(p,u,0)"' (5.2.3)
dir.

(5.2.2) 'de belirli bir k (0<k<40)  igin; 0=(y,0)",
P Pa,eee s Pre—a)tigin $.5(0,, 0.0, 08,0)"

U (Mo r oot 1gin $o=(Bu, v, Bop=-a)’

0:(01,...,0K)', lgln @3:(¢2k,..o,¢3k.—1)'

kullanildiginda,

¢=(0.,%,,985)" (5.2.4)
veya

$=(B,, v, Pasen)’ (5.2.5)

geklinde de gdsterilebilir.

5.3. k Bilegenli Normal Karma Dagilim Modelinin Loglikelihood

fonksiyonunun olugturulmasi

Veriler gruplandirilmig ve karma dagilim modelindeki bilegen

say1lsi k (2<k<40) olsun.

s
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(5.2.1) 'deki karma dagilim modelinde; i=1,...k i¢in pi, Wi
ve 0y parametreleri maksimum likelihood yontemi kullanilarak
tahmin edilecektir.

X1,+¢04,%X, birbirinden bagimsiz olmak ﬁzéfe herbiri (5.2.1)
'deki olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip n hacimlik rastgele
bir ®rneklem olsun. Bu durumda, Xai,.+.,X. 'nin ortak olasilik
yogunluk fonksiyonu:

X1, 00e,Xa;8)=Ff(x,;8)E(x0;8) ... £(x4;¢) (5.3.1)
gseklindedir.

(5.3.1) 'deki ortak olasilik yogunluk fonksiyonunu,

l(§)=f(xl,...,xn;@) (5.3.2)

ile gosterelim.

n
1(8)= 5 f(x4:8) (5.3.3)
J=1
dir. Yani,
n k
1(dy= 4 I pafi(xy;ui,05)) {5.3.4)
j=1 i=1
geklindedir.

(5.3.4) 'de, egitligin her iki tarafinin dogal logaritmas:

alindiginda,

(
1 1

[T o By

Pxfi(xj;u;,oi)) } (5.3.5)
1

= 9

L($)= logl(®)= logl
J

bulunur. Dogal logaritmanin 8zellikleri kullanilarak, k bilegenli
karma dagilim modeli igin loglikelihood fonksiyon,
n k
L($)=% log { I pif.(xyiusi,05) 1} (5.3.6)
j=1 i=1

olarak elde edilir.
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5.4. k Bilegenli Normal Kérma Dagilim Modeli Ig¢in Loglikelihood

Denklemlerinin Olugturulmasi

Maksimum likelihood ydntemi igin loglikelihood denklemler ya
da normal denklemler olarak da adlandirilan bir lineer olmayan
denklem sistemini olugturmak igin, (5.3.6) "daki loglikelihood
fonksiyonunun p.,, M. ve 0, parametrelerine gdré kismi . tlirevleri
alinir ve sifira egitlenir. Bu durumda loglikelihood ya da normal

denklemler,

9 k
( 2 pafsilxgysua,05))
QL(‘I’) n gpi i=1
—_— = z = 0
9Pi j=1 k
L pifi(ijUiroi)
1=1
k
9 ( Z pafalxgsusi,0.))
9L(‘I’) n 9111 1=1
—_— = 7 =0 (5.4.1)
P . 3=1 k
L pafalxy;us,04)
1=1
k
9 ( I pifi(xj;Uiroi))
QL(Q) n Qo. i=1
—_ = z = 0
9 05 j=1 k
I pafilxysus,05)
i=1

gseklinde olugturulur.

k, (tamsayi ve 2<k<40) belirli olmak {lizere karma dagilim
modelinde bulunan bilegsen sayini gdstersin. (5.2.1)'deki olasilik
yogunluk fonksiyonundaki parametreler pPa,.«.,Pi-2s Uai,seee, b VE

G1,++..,0; olmak lizere tahmin edilecek 3k-1 tane parametre vardir.



Bu nedenle, (5.4.1) 'deki loglikelihood denklemler vya da
normal denklemler kullanilarak r=1,...,3k-1 igin pPi,es e, Pre-1.
Baiseooslie VE 0Oa,...,0, parametrelerine bagli, 3k-1 tane 4g.(3$)

fonksiyonu tanimlanabilir.

r=1,...,3k~1 igin & parametresine bagli g.(%) fonksiyonlari,

P LY n Falx4;04)
=g, ($) =1 =0; i=1,...,k-1
AR J=1 paf i (x,550.)+0 e Pl (x5 0) .
?
pPa —— (£.(x5;045)) (5.4.2)
QL(Q) n 9111
=4 e (B)=E =0; 1=1,...,Kk
P 3=1 pafa(x4500)+.. i+picfic (x5 05)
2
P —— (£,(x5;04))
2 L) n Do,
=, mgem ($)=E =0; 1i=1,...,k
9 04 j:l [lel(xj;el""-'-+E-))<fk(xj;6k)
gseklindedir.

Diger bir ifadeyle, r=1,...,3k-1 1i¢in Pa,ees /Prozs Ui,eee, M
Ve Oi1,.4.,0 parametrelerine bagli g, (%) fonksiyonlarz,
91(P1,---:Pk~1:u1:---:Ukrollt--,ok)zo

gE(pll’"lPk—l/Ulr‘»‘rukloll'O-IOk)ZO
(5.4.3)

Jaremas (PasovsrPr—mrrMisoee Ve, 00,000, 05)=0
dir.

(5.4.3) 'deki lineer olmayan denklem sgistemi, k (2<k<40)
bilegenli normal karma dagilim modelindeki  parametrelerin
tahmininin maksimum likelihood yontemiyle hesaplanmasi igin

olusturulan loglikelihood denklemler ya da normal denklemlerdir.



(5.4.3) 'deki lineer olmayan denklem sistemi ayni zamanda, k
(2<¢k<40) bilegenli normal dagilimlarain bir karmasindaki
parametrelerin tahmininin maksimum likelihood yontemiyle
hesaplanmasi ig¢in standart Newton-Raphson algoritma51 uygulanacak
olan denklem sistemidir.

Uygun baglangig degerleriyle (tahminleriyle) standart
Newton-Raphson algoritmasi tek bir ¢édziime karesél olarak yakinsar

(Carnahan ve ark. 1969, s.319).

5.5. k Bilegenli Normal Karma Dagilim Modeli Ig¢in Olugturulan
Loglikelihood Denklemlerine Standart Newton-Raphson Algoritmasini

Uygulamak Ig¢in Uygun Baglangig¢ Degerlerinin Seg¢imi

Veriler gruplandirilmig oldugundan drneklemin altgruplarinain
ortalamasi ve standart sapmasi; modeldeki Dbilegenlerin, ki
herbiri bir altgrubu temsil etmektedir, UYi,.s+,Mic V€ Ga,e4¢.,05
parametreleri ig¢in standart Newton-Raphson algoritmasinda uygun
baglangi¢ degeri yada tahminleri olarak alinabilir. Wic,...,Vlxo
Ve Oiosss+,0co0 degerleri; sirasiyla Ui,«ce, b V€ O1,.¢4,0k

parametreleri ig¢in uygun baglangig¢ degerleri (tahminleri) olsun.

Karma oranlari pi,...,Px Pparametreleri 1igin standart
Newton-Raphson algoritmasinda uygun baglangig degerleri
(tahminleri) olarak; olas1lik yogunluk fonksiyonunun tanimindan

k
kaynaklanan 0 < p, ¢ 1 vwve iil pi=1 kaisatlamalari da gdzonlinde

bulundurularak, uygulamalarda en ekonomik ve en pratik olarak,

i=1l,...,k i¢in pi=1/k kriteri kullanilabilir,.
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5.6. k Bilegenli Normal Karma Dagilim Modeli Igin Olugturulan
Loglikelihood Denklemlerine Standart Newton-Raphson

Algoritmasinin Uygulanmasi

(5.4.3) 'deki lineer olmayan denklem sisteminin g¢d&ziiniini
hesaplamak ve parametre tahminlerini elde etmek igin standart
Newton-Raphson algoritmasi uygulayacagiz.

(5.2.1) 'deki k (0<k<40) bilegenli normal karma dagilim
modelinde iig tip parametre grubu vardir. Bu parametre gruplari:
Pas+sesPr—-2 karma oranlarindan, Ma,«.. ¥ ortalamalardan ve

CG1,+44,0, standart sapmalardan olugur.

(5.4.3) 'deki lineer olmayan denklem sisteminde r=1,...,3k-1
igin g.(®) fonksiyonlari, pai,...,Prw-2 karma oranlari, Mi,...,d
ortalamalar ve 6.,...,0, standart sapmalar parametrelerine bagla

fonksiyonlardir. Lineer olmayan denklem sisteminin ¢oziimind
hesaplamak igin standart Newton~-Raphson algoritmasa
uygulandiginda bu parametreler, degigkenler olarak iglem goriir.

Bu nedenle agsagidaki tanimlamalara gereksinim vardar.

P={P1,P2ss+++,Pr—-2)' parametresi,

Yi={Ya,¥Y2s000,Ye=a)’ (5.6.1)
degigkeniyle,

U=(Yi,Uz, .00 ,¥) ' parametresi,

Yoo (Y, Vierasr oo o rYor—a)' (5.6.2)

degigkeniyle ve
0=(01,02,+0.,0,)"' parametresi,

Y3=(Y2K:Y2k71,---:Yak—1)' (5.6.3)



degigkeniyle gdsterilsin. Bu durumda (5.2.4)
tanimlamalar, degigkenler cinsinden

Y=(Yy, Ya, ¥Y3)'
veya

Y=(y1,¥Y2sreees¥Yam—a)'

~geklinde yazilabilir,
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ve (5.2.5) ‘'deki

(5.6.4)

(5.6.5)

(5.6.4) ve (5.6.5) 'deki Y degigkenindeki degigim,

Av=(AY., 4 Y., A ¥a)!
veya
AY¥=(Ayi, Aya, oo ;Ayaioa)’
olarak tanimlavalim.
(5.6.4) wve (5.6.5) 'deki Y degigkeni
degerleri,
Yo=(Yao, Yzo, Yso0)'
veya
Yo=(Y10,¥Y20r+++,¥Yak-20)"
ile gdsterelim. Ayrica,
Ga(¥)=(gs(Y),g=2(Y), 0, Que-al(¥))'
G (Y)=(gu(Y), guera (YY), e, gare-a (X))
Ga(Y)=(gai(¥) ,garx-a (YY), e ,gar-a2(¥))’
olarak tanimlayalim. Yani,
G(Y)=(G.L(Y),G2(Y),G5(Y))"
veya
G(Y)=(ga(Y),g2(Y),.e,gase-a(¥))’

geklinde alalaim.

A 9x(Y)
gi;43(Y)= ——m 1<ig3k-1 , 15j<3k-1

VE)

(5.6.6)

{5.6.7)

igin baglangig

(5.6.8)

(5.6.9)

(5.6.10)

(5.6.11)
(5.6.12)

(5.6.13)

(5.6.14)
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H(Y)=(gsi4(Y)) 1<i<3k~-1, 1<j<¢3k-1 (5.6.15)
olarak tanimlayalaim.

DL (Y)=G(Y) , (5.6.16)

D2, L(Y)=H(Y) (5.6.17)
I(Y)==(1/n)E[H(Y)] ' (5.6.18)

geklinde de tanimlanabilir.

Burada DyL(Y) ve D2.L(Y), (5.3.6) 'daki loglikelihood
fonksiyonunun Y degigkenine gore sirasiyla birinci ve ikinci
tiirevleridir.

(5.6.17) 'deki H(Y) matrisine sayisal analizde Hessian
matrisi (Render ve Walker, 1984), istatistikte ise karma dagilim
modelleri ig¢in informasyon matrisi (Mclachlan ve Basford 1988,
$.19) denilmektedir.

(5.6.18) 'deki I(Y) matrisine ise istatistikte, Fisher 'in
informasyon matrisi (Titterington ve ark. 1985, s.42)
denilmektedir,

m iterasyon sayisini ve Y=Y (w,. Y degigkeninin m.
iterasyondaki degerini gostersin.

(5.4.3) 'deki lineer olmayan denklem sistemine standart
Newton-Raphson algoritmasi uygulandiganda,

H(Y) Y=~-G(Y) {(5.6.19)
geklinde bir lineer denklem sistemi elde edilir.

(5.6.19) 'da: H(Y) katsayi (Hessian) matrisi, tersi bulunan
ve (3k-1)X(3k-1) tipinde simetrik bir matristir. Y, (5.6.6)

veya (5.6.7) 'deki gibi olup, (3k-1)X1 tipinde bilinmeyenlerin
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bir vektoridiir. G6(Y), (5.6.13) 'deki gibi olup, (3k-1)X1 tipinde
bilinenlerin bir vektoridiir.

(5.6.19) 'daki lineer denklem sisteminin g¢ozimii,

Yime2) 3 Y (o tH{Y (s ) "2 (-G Y (1n)y ) (5.6.20)
bagintaisiyla hesaplanar.

Bu durumda (5.6.19) 'daki lineer denklem sisteminin ¢Ozumi
i¢in standart Newton-Raphson algoritmasainin adlﬁlarl agagadaki
gibidir:

1. Adim: m=0 al wve iterasyonlarin yakinsama kriter(ler)i
i¢in €, (ve/veya €,) deger(ler)ini se¢. €, (ve/veya €5)
deger(ler)i yeterince (istenildigi kadar) kiigiik olmalidair. ¥
degigkeni ig¢in iterasyona Dbaglangig¢ degeri olarak Y,.=Y(u,
degerini al. Bu adimda, Y.=Y(., degeri olarak bdlim 5.5 ‘'de
onerilen yontemle elde edilen deger kullanilabilir,

2. Adim: G(Y(..,) degerini hesapla.

GIY ()5 (g2 (Y (sms) s 92 (Y ims)sees s Gase—a(Yim,))'

3. Adim: Eger G(Y(.,) < €1 1se Y (., degerini bir ¢ozim
olarak al ve iterasyonlari durdur.

4. Adaim: ZXY‘m, degerini hesapla. A Y(m, degeri,

A Y imy= H(Y oy )72 (—G(Y (1)) (5.6.21)
bagintisi kullanilarak hesaplanir.

5. Adim: Eger A&Y\m, < €, ise Y (.., degerini bir g¢dziim olarak
al ve iterasyonlarai durdur.

6. Adim: m=m+1l al ve

Y= Yomeas* D ¥, (5.6.22)
degerini hesapla.

7. Adim: 2. adima git.
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Tablo 34. IBM/PC AT (486 DX) tipindeki bilgisayarlarda ayni
anda aktif hafizada kullanilabilecek {elemanlara gift
hagsasiyetli sayilar olan) matris sayilari ve matris boyutlara.

Matris|Matrisin|Matrisin|Aktif hafizada Aktif hafizada
sayisi| boyutu elaman byte olarak byte olarak
sayis1 |kapladigir alan|kapladigil toplam alan
03 89 7921 63368 .v 190104
04 78 6084 48672 . 194688
05 69 4761 38088 190440
06 63 3969 31752 190512
07 58 3364 26912 188384
08 54 2916 23328 186624
09 52 2704 21632 194688
10 49 2401 19208 192080
11 46 2116 16928 186208
12 44 1936 15488 185856
13 42 1764 14112 183456
14 41 1681 13448 188272
15 39 1521 12168 182520
16 38 1444 11552 184832
17 37 1369 : 10952 186184
18 36 1296 10368 186624
19 35 1225 9800 186200
20 34 1156 9248 184960
21 33 1089 8712 182952
22 32 1024 8192 180224
23 32 1024 8192 188416
24 31 961 7688 184512
25 30 L, 900 7200 180000
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(5.2.1) ‘'deki k (2<k<40) bilegenli karma dagilim modelinde
}bilegen sayisi k=40 oldugunda, (5.6.19) 'daki lineer denklem
sisteminin H(Y) katsayl (Hessian) matrisinin boyutu 119X119
iipindedir. Bu lizerinde g¢aligilan boyutga bﬁyﬁk bir matristir.

" Tablo 34 'den de goriildiigii gibi 119X119 tipindeki H(Y5
katsayi (Hessian) matrisiyle direk olarak géllsmak ve kullanmak
mimkiin degildir. ‘

Bununla birlikte H(Y) katsayi (Hessian) matrisi, alt blok
~matrislere parcalanarak izerinde iglem yapilabilir hale
getirilir., Bu durumda H(Y) katsay:r (Hessian) matrisinin timi
yerine parcalari gerektigi vyerlerde iglem igin kullanilmig
olacagindan bilgisayar aktif hafiza gereksinimi problemi 0<k<40
i¢in ortadan kaldairilmisg olur.

(5.2.1) 'deki k (25k<40) bilegenli karma dagilim modelinde
bulunan ii¢ tip parametre grubu, H(Y) katsayar (Hessian) matriside
alt bloklar olugturur. H(Y) katsayi (Hessian) matrisinin
elemanlarina bakildiginda bu bloklar kolayca goriilebilir.

H(Y) katsayil (Hessilan) matrisini agagidaki gibi,

A B C
H(Y)= B' D E (5.6.21)
L ¢' E' F IJ
alt blok matrislere pargalayalim. (5.6.21) 'deki pargalanmada
alt blok matrislerin en biiyiik boyutu kXk, yani 40X40 tipindedir.
Tablo 34 'den de goriilecegi gibi ayni anda bilgisayarin aktif
hafizasinda 15 tane 40X40 tipinde matris kullanilabilmektedir.
Ornegdin Minitab 8.2 istatistik  paket programi (Minitab

Statistical Software, 1991), bilgisayarin aktif hafizasinda ayn:
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anda kullanim igin 15 tane matris depolayabilmektedir. Minitab
8.2 istatistik  paket programinda galigilabilecek ya da
kullanilabilecek matrisin boyutu en fazla 40X40 tipindedir.

(5.6.21) ‘'deki H(Y) katsayi (Hessian) maérisinin A, D ve F
alt blok matrisleri de tersleri bulunan, simetrik matrislerdir.

(5.6.20) 'deki bagintidan da gorildigi gibi, H(Y) katsayi
(Hessian) matrisinin tersine gereksinim vardlr.'

H(Y) katsayi (Hessian) matrisi, (5.6.21) ‘'deki gekliyle
alinsin. H(Y) katsayi (Hessian) matrisinin tersi de,

Ag Bai Cy
H(Y) 1= B's Dai E. (5.6.22)
L ¢c'y E'p Fa i

geklinde alt blok matrislerden olugur.

(5.6.22) 'deki H(Y)~* matrisinin alt blok matrislerinin
boyutlari, (5.6.21) ‘'deki H(Y) katsayi (Hesslan) matrisinin alt

blok matrislerinin boyutlarayla kargilikli olarak aynidir.

5.7. H(Y)™* Matrisinin Alt Blok Matris Elemanlarinin H(Y)
Matrisinin Alt Blok Elemanlari Cinsinden Hesaplanmasi ve Standart
Newton-Raphson Algoritmasinin Parcalanmig Matrisler Cinsinden

Ifade Edilmesi

H(Y) A Y= -a(Y) (5.7.1)
lineer denklem sisteminin, (5.6.15) 'deki H(Y) katsayi (Hessian)

matrisini,



hi.(Y)
H(Y)= hzl(Y)

L haa(Y)

gseklinde yazalaim.

(5.7.2)

hi2(Y) haia(Y)
h2>(Y) haa(Y)

h3.(Y)  hzs(Y) 4

(3k-1)X(3k-1) tipindedir.
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(5.7.2)

'deki H(Y) katsaya (Hessian) matrisi

(5.7.2) ‘'deki H(Y) katsayi (Hessian) matrisinin alt blok

matrisleri, yani 1¢i<3k-1 ve 1<3<3k-1 igin gas(Y) 'ler, (5.6.14)

'deki gibi olmak iizere belirli bir k (2<k<40) igin,

olup

olup

olup

olup

olup

olup

olup

olup

olup

haa (Y)=(gsy(Y))

i:lytbifk—l ; j:l,u

(k-1)X(k-1) tipinde bir matris,

h,2(Y)=(g.4(Y))
(k-1)Xk tipinde
h,a(¥)=(g.;(Y))
(k-1)Xk tipinde
ha,(Y)=(g.5(Y))
kX(k-1) tipinde
ha2(Y)=(g.4(Y))
kXk tipinde bir
ho3(Y)=(g.45(Y))
kXk tipinde bir
hz, (Y)=(g.45(¥))
kX(k~1) tipinde
hz=2(¥)=(gs5(Y))
kXk tipinde bir
has(Y)=(gi5(Y))

kXk tipinde bir

i=1,...,k-1 ; =k, .
bir matris,
i=1,...,k-1 ; 3=2k,
bir matris,

i=k, .., 2k=-1 ; 3=1,.
bir matris,

i=k,...,2k-1 ; j=k,.
matris,

i=k,...,2k-1 ; j=2k,

matris,

i=2k,...,3k-1 ; Jj=1,..

bir matris,
i=2k,¢e.,3k-1 ; J=k,.
matris,
i=2k,...,3k-1 ; j=2k,

matris geklindedir.

. o,k'—l

. ,2k—l

eee3k-1

. ok_l

.o n3k—l

. 2k"l

L) .3k—l



H(Y) katsayi (Hessian) matrisini,
A B cC
H(Y)= B' D E (5.7.3)
L (ol et o il |

geklinde, (5.6.21) 'deki gibi alt blok matrisler olarak yeniden
vazalim ve

t=pafolxgdeo o rpicfic(x,) . (5.7.4)
alalim.

s=1,...,k igin; B8.a2(), O.20), Ou120), O.220), Bu12() ve

0u=2() fonksiyonlarini agagidaki gibi tanimlayalim:

2 (x5-Ua)
BLa(x5:0. ) —(f o)) — £.0() (5.7.5)
U 0.7
2 [(xy-uu)2-0.71]
Bual(xy4:0.)s ——(£.0))= fo.O) (5.7.6)
0. 0.7°
Bura(xy;0.)= —— (fa())= f.0)
Au. Po. i, © (2.6.7)
2 [(xy3~u.)3*-30.2(x5~u_)]
Bray(x5;0.)= (——(f.())= f.O)
P0. Du. 0.5 (5.7.8)
2 [(Xx4-Uu)2-0.2]
Buaal(xy4:0.)= (F.())= ful) (5.7.9)
Yo 0.
9 2 [(x5-Un.)2(0,-3)~0,2(0.,~-1)]
eazz(xj‘;ea)z (fs())= f,,()
Po.z 0.4 (5.7.10)

{5.7.3) ‘deki parcalanmada:

A matrisi (k-1) X (k-1) tipinde simetrik bir matris olup

elemanlarz,
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r n =fi(x4y)f.(x4) n -fi({x5)falxy) .
521 e R e
A= : , .o : (5.7.11)
n ~fk_l(x;)fl(xj) n —fk_l(xj).f,c_l.(xj)~
t jfl t? ”'jfl t2: .
gseklindedir.
B matrisi (k-1) X k tipinde bir matris olup elemanlari,
ron 8a,0) .
pX — e 0 0
j=1 t
B= . I (5.7.12)
' B Bremin()
0 cee. L ——— 0
L §=1 £ 4
r g P28 (O F2(x5) ...; “Pr-10i—12 () f1(xy) ? “Prbii (O Fa(x5) -
j=1 t? j=1 t? j=1 £
I . : |
n —plell(;fk_l(xj) n —pk-lek_li()fk_l(xj) n —pkekl()%k_l(xj)
szl t? 321 te2 jfl Cpe B

geklindedir.

C matrisi (k-1) X k tipinde bir matris olup elemanlara,

r I 612() 7
r — .o 0 0
=1l ot
1
=1 Ce . I (5.7.13)
n ejc__;_;g()
! 0 eee L - 0

L j=1 t J



r n ~p1612()f1(xj) n ”pk_lek_;g()fl(xj) n ”pkekg()fl(xj) A
z el b
j=1 t? j=1 t?2 j=1 t?
n “plelz()fk_l(Xj) n “pk*lekﬁlg()fk_l(Xj) n -Pkekg()fk_l(xj)
% el
Ly=1 £? j=1 £ j=1 e |
seklindedir.
D matrisi k X k tipinde simetrik bir matris olup elemanlara,
ron PaB8a1a1() .
Z"‘“—_————_“'v 0
j=1 t
D= . .o . + (5.7.14)
n pkekil()
0 I ————
L =1 + J
r n -plell()plell() n —pkekl()plell()
T o P }
j=1 t? j=1 £ |
n —plellf)pkekl() n _pkekl()pkekl() ]
z ces L
Log=1 te j=1 t? 4
seklindedir.
E matrisi k X k tipinde simetrik bir matris olup elemanlari,
n pi8i2,0)
r 2—_—'_——"—‘~oo 0 —]
j=1 t
E= . . + (5.7.15)
n pkekgl()
0 e —— ——
L j=1 € -
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r n _plelz()plell() n —PKBRZ()]_:)_LGLLJ.()
Z ’» & 8 z
j=1 t2 =1 £
? -plelz()Pkekl() n -pkekz()pkekl()
¢ & 8 z ——
L og=1 £ j=1 £ !

seklindedir.

F matrisi k X k tipinde simetrik bir matris olup elemanlari,

r n pibiaa() 7
I ———... 0
j=1  t
F= . . e .. ’ (5.7.16)
n pkekzz()
0 .« o z e
L j:l t 4
n "‘p‘Lelzz()pJ_elz() n -p,‘ekg()plelg()
2 LI I z
j=1 £ j=1 te
n "plelg()pkekz() n "'pkekz()pkekg()
z D z T :
L 5=1 £ 521 t: *

geklindedir.

(5.7.3) deki parcalanmada, H(Y) katsayl {Hessian)
matrisinin tersini, yani H(Y)~? matrisini (5.6.22) 'deki gibi,

Ax By C,
H(Y)"1= { B's Da E, (5.7.17)
L ¢Cc'y E'y F, o

ile gbsterelim.

(5.7.17) ‘'deki H(Y)"? matrisinin alt blok matrislerinin

boyutlar:, (5.7.2) ‘'deki H(Y) katsayr (Hessian) matrisinin



pargalanmig alt blok matriélerinin boyutlariyla kargilikli olarak
aynidir.,

Burada vyapilmasi gereken; H(Y)™* matrisinin alt blok
matrislerini, H(Y) katsayi (Hessian) matrisinin pargalanmig alt

blok matrisleri cinsinden hesaplanmasidair,

(5.7.3) 'deki H(Y) katsayi (Hessian) matrisi,
A B c -
H(Y)= | B' D . E (5.7.18)
| .C: .E; . .b. |
geklinde tekrar alt blok matrislere parcalayalam, Bu

parcalanmada,

A B
K= [ 1 (5.7.19)
LB'DJ
alt blok matrisi (2k-1)X(2k-1) tipinde karesel bir matris ve
C
L= { ] (5.7.20)
S
alt blok matrisi ise (2k-1) X k tipinde dortgensel bhir matris
olarak alalim.

Bu durumda (5.7.18) ‘'deki H(Y) katsayil (Hessian) matrisi,
K L
H= [ | (5.7.21)

geklinde yazilabilir.
(5.7.21) ‘'deki H matrisinin tersini hesaplamak 1¢in
Teorem 8.2.1 (Graybill 1983, s.183) uygulandiginda,
[K-LF-3L']~* -K=*L[F-L'K~*L]-%
H-*= ( ] (5.7.22)
L ~P-2L'[K~LF-*L']-* [F-L'K-2L]l-2 -

elde edilir.
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(5.7.21) ‘'deki H matrisinin tersi hesaplanirken ]HITO, ’K,TO

ve ,F‘fo oldugu varsayilmaktadir.

(5.7.22) 'deki H-* matrisi,
Hi: Hio ‘
H-*= [ ] (5.7.23)
L HQl H22 .

gseklinde gdsterilsin. Bu durumda,

Hy,= [K-LF-*L']-% o (5.7.24)

Hy>= -K-*L[F-L'K-*L]-?* (5.7.25)

Hoy= ~-F-*L'[K-LF~*L']"* (5.7.26)

Hoo= [F-L'K-*L1-? (5.7.27)
seklindedir.

H-* matrisinin (5.7.24), (5.,7.25), (5.7.26}) vwve (5.7.27)
'deki elemanlari, (5.7.3) 'deki pargalanmig matrisler cinsinden
ifade edilebilir.

Bu amag¢ 1g¢in once (5.7.19) 'daki K matrisinin tersi, (5.7.3)
'deki pargalanmig matrisler cinsinden hesaplanir:

(5.7.19) 'daki K matrisinin tersini (5.7.3) "deki
parcalanmig matrisler c¢insinden hesaplamak 1¢in Teorem 8.2.1
(Graybill 1983, s.183) uygulandiginda,

{A-BD-*B']~* -A~BID-B'A-*B]-*

K=*= ( (5.7.28)
L -p=*B'[A-BD"*B']-® [D-B'A-?B]-*

l—

elde edilir.
(5.7.28) 'deki K-* matrisi,
Kaia Kix
K-*= [ ] (5.7.29)
L Kaa Kaaz -
geklinde gésterilsin. Bu durumda,

Kll:[A—BD—lB‘]—l (507030)



Kiz= ~A™'BI[D-B'A-*B]-?
Kz,= -D-*B'[A-BD-*B']~*
Kzz= [D-B'A-*B]—-*
geklindedir.

(5.7.3) 'deki

K=* matrisi

(5.7.24)

hesaplandiktan sonra,

'deki [F-L'K-*L1~1 elemanlara
matrisler cinsinden yazilir.
[K-LF-*L']-*

cinsinden yazilmasi:

matrisinin (5.7.3)

J— l.) AI-J

(5.7.31)
(5.7.32)

(5.7.33)

pargalanmig matrisler cinsinden

‘deki [K-LF-*L'1-* ve (5.7.27)

da (5.7.3) 'deki parcalanmaig

'deki parcgalanmig matrisler

[K-LF~2L'] matrisi hesaplandiginda,

A-CEP-2(! B-CF~1E"
[K-LF~*L']l= [ ] (5.7.34)
L B'-EF~2C' D-EF~?E' -
elde edilir.
(5.7.34) 'deki [K-LF~*L'] matrisi,
Lll Ll;?
[K-LEF-2L']= ( (5.7.35)
L Loa Lao
gseklinde gdsterilsin. Bu durumda,
Lia= A-CF-1C' (5.7.36)
I.lez B—CF-IE‘ (5-7.37)
Laa= BR'-EF-1C' (5.7.38)
.= D-EF-2E' (5.7.39)

gseklindedir.

(5.7.35) 'deki

Teorem 8.2.1 (Graybill 1983,

r Maia M,z
[K-LF~*L'] %= i 1

L Mzy Moo -

[K-LF~*L'] matrisinin tersini

hesaplamak 1i¢in

s.183) uygulansin ve

(5.7.40)
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geklinde olsun. Bu durumda,

Mai= [ Lia - Lisz Lpe™* Laa 177 (5.7.41)
My2= = Laa™% Liz Mao (5.7.42)
Mzy= = Laa™% Laa Maa (5.7.43)
Mzaz= [ Laz - Lza Laa~% Lai= 177 (5.7.44)

dir.

[F-L'K~*L]~* matrisinin (5.7.3) 'deki pargalanmig matrisler
cinsinden yazilmasi:

[F-L'K~*L] matrisi hesaplandiginda,

[F-L'K-*L]-= [ F-[ C'K11C+E'K21C+C"K12E+E'K52E ] ] (5.7.45)
L |

elde edilir.

(5.7.45) 'deki [F-L'K-*L] matrisinde,

T= F-[ C'K1,CtE'Ko,C+C'KyE+E"KeaE ] (5.7.46)
alalim. Bu durumda,

[F-L'K~*L]-*= T-* (5.7.47)
dir.

Sonug¢ olarak, (5.7.17) ‘'deki H~"* matrisinin elemanlar:
(5.7.3) 'deki par¢alanmig matrisler cinsinden:

Ay= My (5.7.48)
alt blok matrisi (k-1) X (k-1) tipinde karesel bir matris,

Bz Mis (5.7.49)
alt blok matrisi (k-1) X k tipinde doértgensel bir matris,

Cp= =(Kp,C+K,E)T—* (5.7.50)
alt blok matrisi (k-1) X k tipinde dodrtgensel bir matris,

B'l: M;gl (5-7.51)

alt blok matrisi k X (k-1) tipinde ddrtgensel bir matris,
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Dy= Maa (5.7.52)
altkblok matrisi k X k tipinde karesel bir matris,

Ei= -(K22C+K2aE)T™? (5.7.53)
alt blok matrisi k X k tipinde karesel bir mat;is,

C'y= ~FP~*(C"My1,+*E"Ms1) {(5.7.54)
alt blok matrisi k X (k-1) tipinde dértgensel bir matris,

E's= ~F~*(C'M,5+E"'Ma>) - (5.7.55)
alt blok matrisi k X k tipinde karesel bir matris ve

Fo= T™% (5.7.56)
alt blok matrisi k X k tipinde karesel bir matris olarak elde
edilir.

(5.7.17) 'deki H-* matrisinin alt blok matrislerini
(5.7.3) T'deki parcalanmig matrisler cinsinden yazdiktan sonra
bdlim 5.6 'da adimlara verilen algoritma, pargalanmig matrisler
kullanilarak asagidaki gibi tekrar yazilabilir:

1'. Adim: m=0 al ve iterasyonlarin yakinsama kriteri igin
€; (ve/veya €.) deger(ler)ini seqg. €, (ve/veya €.) deger(ler)i
yeterince (istenildigi kadar) kigik olmalidir. Y degigkeni igin
iterasyona baglangi¢ degeri olarak VY.=Y(., degerini al. BRu
adimda, Y,.-Y(., degeri olarak boéliim 5.5 'de dnerilen yontemle
elde edilen deger kullanilabilir.

Y= (Yicmsrsr Yz s Yacmy)'

2'., Adim: G(Y(,.,) degerini hesapla.

GlY (e, )G Y (i) v Ca (Y (), G (Y () )

3'. Adam: Eger G(Y(.,) ¢ €; yani,

n

G;L(Y(,-n)) E:L

GQ(Y(H\))

in

€,
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Ga(Y(my) < €1
ise Y(m, degerini bir ¢oziim olarak al ve iterasyonlari durdur.
4'. adim: AYeo= (A Y. b A Yo A Yaimy)! degerini
hesapla. A Yacmrs A Yo im, ve £1Y3(m) degerlefi;
AYywr= =Bz Gi(Y¥(my) = BaGalY(m,) -CaGalY(m,)
AYaimy= “B'2Ga(Y(r,) - D2Ga(Yr,) -E2GalYim,)
AYaimr= C"1G1 (Yimy) ~E'2G2(Y(rms) ~F1G3(Y(m,)
bagintilari kullanilarak hesaplanair.

5'. Adim: Eger ZXYQm, < €2 yani,

AY: i, € Es
AYsin, ¢ €2
AY3<m> < €2

ise Y(m, degerini bir ¢oziim olarak al ve iterasyonlari durdur.
6'. Adim: m=m+1l al ve Yim; = Y(m_l,+~ZXY(m_l, yani,
Yi(m>= Yl(m—l)"’AYl(m.—l)
Ya(m) ™ Y2(m—l)+AY2(m—l)
Ya(m>~™ Yz cm-2>7t AYS(m—l)
degerlerini hesapla.

7'. Adim: 2'. adima git.

Bu adimlara yakinsama kriterlerinden biri saglanana kadar
devam edilir. m. iterasyonda "3'. Adim" daki veya "5'. Adim" daki
vakinsama kriterlerinden ‘biri saglandiginda Y,.=Y (m, degeri,
(5.2.1) ‘'deki karma dagilim modelindeki parametrelerin bir
tahmini olarak alinar.

Yukarida adimlari verilen algoritmanin bilgisayarda akig

diagrami olarak gdsterimi agagidaki gibidir:




—~—~TD————J Gal{Y¢m>)
. Gal(Y(m,)

/ GB(Y(m))

i=1,...,k olmak ilzere: L

i.grup igin x4:; Js=1,...,n:

(n=n1+. . .+nk)

< m, Yo
1=1,...,k-1 olmak lizere: -
Yl(O)zpiozl/k L

i=1,...,k olmak ilizere:

Le

1 n;
Yzco) Hio= I x4
ng j;'._:l

® 5 4 0 2 0 0 6 8 0 0 08 s e T O

i=1,...,k olmak lzere:
1 n;
Yaco0,= I (Xg4a-MWio0)?
n_—;__l jizl

% 6 6 6 2 5 8 0 5 8 & B 8 8 08 8% 20N s S e

Yo, (Yi(o0,+,¥2¢a) Yaco))"'
L. |

L

sekil 20. Standart Newton-Raphson yé&nteminin pargalanmig
matrisler cinsinden ifadesinin bilgisayarda akig diagrami.




5.8. Gruplandirilmig Verilerin k Bilegenli Normal Dagilimlarinin
Bir .Karm391ndaki Parametrelerin Maksimum Likelihood Y&ntemiyle
Birlikte Standart Newton~Raphson Algoritmasiyla Tahmin

Edilmesinin Sonug¢lari

Bilgisayar kullanilmadan sayisal analiz'ya da sayisal iglem
yapmak artik miimkiin degildir. Bununla birlikte bilgisayarlarla
yapilacak iglemler de sinirsiz degildir. Diger bir ifadeyle
bilgisayarlarla yvapilacak iglemler; bilgisayarin donanim
vapisindan kaynaklanan nedenlerden dolayi, bilgisayar sistemi
ister ¢ok kullanicili isterse kigisel olsun sinairlidar.

Kigisel bilgisayarlar diinya lizerinde her alanda ¢ok yaygin
olarak kullanildigindan, tilim sonug¢lar (16 Dbitlik) kigisel
bilgisayar sistemleri 1ig¢in ele alinacaktir. Bilgisayarlarla
yapilacak iglemlerdeki sinirlamalara birgok ornek verilebilir.
Ornegin; bilgisayarlarda kullanilabilecek tamsayilar veya tek
hassasiyetli ya da ¢ift hassasiyetli gergel sayilar sinirlidir,
bilgisayarda kullanailabilecek (elemanlari ¢ift  hassasiyetli
sayilar olan) matris boyutlari ve matris sayilari sinirladar
(tablo 34) ve buna benzer gekilde ornekler ¢ogaltalabilir. Bu tiir
sinirlamalar tamamiyla bilgisayarin donanaim yapisindan
kaynaklanir. Bilgisayarlarda bilgilerin sirekli ve kaliaici olarak
depolama alanlara, hard disk kapasiteleri sinirlaidair.
Bilgisayarda bilgilerin kisa bir silire ve gegici olarak ayni anda
depolama alanlara, aktif hafiza kapasiteleri sinirlidir.
Bilgisayarda bilgilerin bir zaman biriminde iglenme miktarlara

sinirladir. Bilgisayarlarda bilgilerin bir zaman biriminde sabit
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(hard) diskten ya da disket siliriliclideki disketten okunma veya
yiklenme miktarlari sinirliadir. Ayni gekilde bilgisayarlarda
bilgilerin bir zaman biriminde sabit (hard) diske ya da disket
slriictideki diskete kayit edilme veya yézilma miktarlara
sinirlidir. Benzer o&rnekler g¢ogaltilabilir. Bu nedenle, bu tir
sinirlamalardan kaynaklanan problemleri ortadan kaldirmak igin
bilgisayar teknolojisi geligtirilmektedir. Teknolojik geligmelere
paralel olarak bilgisayar sistemlerindeki mantiksal (algoritmik)
yapilar, diger bir ifadeyle veri yapilari da geligtirilmektedir.

| Bilegen sayisi k 'nin belirli oldugu durumlarda,
gruplandirilmig verilerin k (25k<40) bilegenli normal
dagilimlarinin bir karmasindaki parametreleri maksimum likelihood
yéntemiyle hesaplamak i¢in standart Newton-Raphson algoritmas:
uygulandiginda elde edilen matris formundaki lineer denklem
sistemindeki katsayi (Hessian) matrisinin boyutu (3k-1)X(3k-1)
Lipindedir.

MIX 3.1 bilgisayar paket programi, gruplandirilmig verilere
15 bilegene kadar (2<k<15) karma dagilim modelleri
uydurabilmektedir. Yani 2<ks15 igin MIX 3.1 bilgisayar paket
programinda ¢aligilan matrisin maksimum boyutu (3k-1)X(3k-1) 'den
40X40 tipindedir. Bu durumda tablo 34 'den de goriilecegi gibi
ayni anda 12 matris kullanilabilmektedir.

Bununla birlikte 15 Dbilegsenden daha fazla bilegene
gereksinim duyulan birgok durum vardir. Ornegin bdyle bir durum
molekiiler biyolojide ortaya ¢ikar. Bir normal veya patalojik
insan serumunda 20 'den fazla serum proteini vardir. Herbir serum

proteini bir normal dagilima sahip olup; bir normal veya
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patolojik insan serumundaki tim serum proteinlerinin dagilimzi,
normal dagilimlarin bir karmasidir. Bdyle durumlarda, karma
dagilaim modellerinin analizleri igin kullanllan.ve iyi bilinen
bilgisayar paket programlari yetersiz -kélmaktadlr. Bunun en
onemli nedeni ise bilgisayarin ayni anda bilgileri depolama
alaninin vyetersiz kalﬁas1 ya da aktif hafléa' depolama alani
gereksinimi problemidir. |

Bilegen sayisil k=40 igin pratikte uygulamalarda
bilgisayarlarda g¢aligilabilecek lineer denklem sisteminin katsayi
{Hessian) matrisinin maksimum boyutu, (3k-1)X(3k-1) ’'den 119X119
'dur. Boliim 5.7 'de agiklanan algoritmada g¢aligilan pargalanmig
matrislerin maksimuam boyutu kXk tipindedir. Yani 40X40
tipindedir. Bu durumda ise tablo 34 'den de gdériilecegi ve Minitab
8.2 bilgisayar paket programinda da oldugu gibi ayni anda 15
matris kullanilabilmektedir. Ayrica Hessian matrisinin tiimi
yerine pargalari gerektigi yerlerde iglem ig¢in kullanildigindan,
bilgisayar hafiza gereksinimi problemi (2<k<40) igin ortadan
kaldirilmigtair.

Bilgisayar hafiza gereksinimi probleminin iki tirld ¢d&zimi
vardair:

Birinci tiir ¢dzim, bilgisayarln aktif hafizasinin ekonomik
kullanimadar. kXk (elemanli) tipindeki karesel simetrik
matrisler, 6rnegin (5.7.11), (5.7.14), (5,7,15) ve (5.7.16) 'daki
sirasaiyla &, D, E ve F matrisleri, aktif haflzada.daha az yer
kullanilarak depolanabilir. Bunun ig¢in matrislerin simetrikligi
kullanilir. Simetrik matrisin tiim elemanlari yerine, sadece alt

(veya tst) uggensel ve diagonal elemanlari satairina gore




v=[(i~1)il/2+j veya siitiinuna gdére v=[(J-1)31/2+i (¢ift yonli)
adreslemesi kullanilarak w=(k?~k)/2+k elemanla vektorlere
aktarilabilir. Bu adreslemenin avantajini 40X40 tipindeki
simetrik matrisler lizerinde acgiklayalim: 4dk40 tipindeki bir
matrisin 1600 tane elemani vardir. Bu matrisin her bir eleman:
i¢in ¢ift hassasiyetli (duyarlaikli) saya (8 byte) kullanilsa,
sadece bu matrisi aktif hafizada depolamak igin 12800 byte 'lik
yer gerekir. Matrisin simetriklik 0Ozelligi kullanilarak bir
vektore adresleme yapilarak aktarildiginda ise vektoriin w=820
tane elemani olacaktir. Bu vektdriin her bir. elemani igin ¢ift
hassasiyetli (duyarlaikli) sayar (8 byte) kullanilsa bu vektdri
depolamak igin aktif hafizada 6560 byte 'lik yer gerekir. Bir
oranlama yapildiginda bu tip bir adresleme aktif hafizada 0.5125
oraninda, yaklagik olarak yari yaraiya bir tasarruf saglar. Eger
iglemler pargalanmig matrisler Ulzerinde degilde, direk olarak
k=40 ig¢in 119X119 tipindeki Hessian matrisi tlizerinde vyapilirsa
113288 byte 'lik aktif hafiza gerekecektir.

Tkinci tiir ¢dziim ise aktif hafizanin kullanimi yerine iglem
sonuglarinin dosyalar halinde disk yada disket uzerine
yedeklenmesidir. Bunun igin de Srnegin DOS (Disk Igletim Sistemi)
kullanan kigisel bilgisayarlarda CONFIG.SYS dosyasinda, FILES=z
segeneginin uygun yapilmasi gerekir. Burada 2z, ayni anda
caligilabilecek maksimum dosya sayisini gostermektedir.

Parametrelerinin iizerinde hig¢bir kisitlama koymaksizin;
gruplandirilmaig verilerin k (2<k<40) bilegenli normal
dagilaimlarainin bir karmasindaki parametrelerin, maksimum

likelihood yoéntemiyle birlikte standart Newton-Raphson
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algoritmasini kullanarak tahmin edilmesi 1ig¢in bir hesaplama
algoritmasi olugturulmugtur. Olugturulan hesaplama algoritmasai;
(1.2.40), (1.2.41) ve (1.2.42) ‘'deki sarasiyla diizenlenmig
(modified) Newton-Raphson algoritmasi, yari {gquasi) Newton
algoritmalari ve scoring fbntemi algoritmasiyla da birlikte

kullanilabilir.
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SONUCLAR VE ONERTLER

1) Tezin birinci bdliimiinde; sonlu karma dagilim modelleri igin
orneklem formunun belirlenmesi, bilegen sayisinin belirlenmesi,
parametrelerin tahmin edilmesi problemlerine yaklagimlar
agiklanmig ve bu problemlerle ilgili daha 6ncé yapilan galigmalar
6zetlenmigtir. |

Sonlu karma dagilim modellerinde bu problemler iizerinde
galigilabilir.

2) Tezin ikinci béliimiinde; sonlu karma dagilim modellerinin
uygulamalari ve baglica uygulama alanlari tablolar halinde
sunulmugtur.

Sonlu karma dagilim modellerinin yeni uygulama alanlara

aragtirilabilir.
3) Tezin ligiincii bolimiinde; g bilegenli iistel dagilimin
karmasindaki parametrelerin, tizerinde higbir kisitlama
konmaksizin, momentler yodntemiyle tahmin edilmesi igin bir
hesaplama algoritmasi olugturulmugtur. Ayrica ili¢ bilegenli listel
dagilimin karmasi; inhibiitér igeren herhangi bir korozif (test)
ortamdaki herhangi bir (test) metalinin, agirlak kaybi
6lglimlerine gdre hesaplanmig ortalama korozyon haiz (mdd)
degerleri igin bir istatistiksel model olarak Onerilmigtir.

Bu modellemeyle, inhibiitér igeren degigik test ortamlari ve
degigik (test) metalleri ' alinarak; degigik korozyon hiza
uygulamalari (korozyon testleri) yapilabilir. Buna ek olarak, ig
bilegenli iistel dagilimin karmasi kullanilarak inhibiitdr testi

yapilabilir.
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4) Tezin dd&rdiincii boéliimiinde; lig¢ bilegenli normal dagilimin
karmasindaki parametrelerin, dzerinde higbhir kisitlama
konmaksizin, momentler ydntemiyle tahmin edilmesi ig¢in bir
hesaplama algoritmasi olugturulmugtur. Ayrica ﬁé bilegenli normal
dagilimin karmasi; bir bdlgede bulunan bir alanin iig degisgik
spektral bant lizerinden alinan spektral paflaklik degerleri igin
bir istatistiksel model olarak Snerilmigtir.

Bu modellemeyle bir bélgedeki alanlar igin kontrol sinifa
modelleri ve test sainifi modelleri olugturulabilir ve olasilik
yogunluk fonksiyonlari arasindaki uzakliga dayala bir
siniflandirma yéntemi geligtirilebilir. Geligtirilecek bu
siniflandirma yontemiyle drnegin, bir tarimsal bolgedeki
parseller siniflandirilabilir. Bu modellemenin ve
siniflandirmanin ¢gok degigkenli durumu geligtirilebilir.

5) Tezin besginci bd&liiniinde; gruplandirilmig verilerin k
bilegenli normal dagilaiminin karmasinda, 2<k<40 igin
parametrelerin, iizerinde hig¢bir kisitlama konmaksizin, maksimum
likelihood yodntemiyle tahmin edilmesi igin bir hesaplama
algoritmasi olugturulmugtur. Sonlu karma dagilim modellerinde k
yani bilegen sayisi igin uygulama sinira 15 'ten 40 ‘a
¢ikarilmigtair.

Sonlu karma dagilim modellerinde k yani bilegen sayisi igin
uygulama sinirinli daha da geligtirebilecek algoritmalaran
olugturulmasi ig¢in galigilabilir.

Béyle bir karma dagilim modellemesiyle &rnegin molekiiler
biyoloji alaninda; normal veya patalojik insan serumundaki tim

serum proteinlerinin dagilimi modellenebilir. Bu tiir bir
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modelleme; tip alaninda hastaliklarin g¢ok kolay ve etkin bir
gekilde belirlenmesine ya da teghisine veya diger kullanimlarina
olanak saglayabilir. Buna ek olarak, patalojik insan serumundaki
(en az) bir ya da birkag¢ serum proteinindeki dégisim(ler)in diger
serum proteinlerini etkileyip etkilemedigi, etkiliyorsa ne

olgii(ler)de etkiledigi model olarak ortaya konabilir.
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OZET
Ug bilegenli iistel déglllmln karmasindaki parametreleri,
lizerinde  higbir kaisitlama koymaksizin, tahmin etmek i¢in

momentler yontemi uygulanmigtir. Momentler  yé6nteminde g

bilegenli istel dagilimin karmasinin olasilik yogunluk
fonksiyonunun beklenen degerleri érneklem momentlerine
egitlenerek ig bilegenli listel dagilimin karmasindaki

parametreler cinsinden bir lineer olmayan denklem sistemi elde
edilir. Elde edilen lineer olmayan denklem sistemi birinci
olarak; olasilik yogunluk fonksiyonunun bilegenlerinde bulunan
Vi, Y2 ve Ui parametrelerini tahmin etmek amaciyla kullanilair. Bu

'nun yontemi lineer olmayan denklem

amag¢ igin Once Prony
sistemine uyarlanarak tligliinci dereceden monik bir polinom elde
edilir. Daha sonra elde edilen ligiincii dereceden monik polinomun

'un sayaisal olarak kok bulma ydntemi

kékleri, Bairstow
kullanilarak hesaplanir. Hesaplanan kdkler; Wi, Y= ve Ui
parametreleri ig¢in tahminlerdir. ITkinci olarak; olasilik yogunluk
fonksiyonunda bulunan pa ve Pp> karma oranlari parametrelerini
tahmin etmek amaciyla kullanilir. Bu ama¢ ig¢in dnce Y., U= ve Yz
parametreleri igin tahminler lineer olmayan denklem sisteminde
verine konularak p; ve pa parametrelerinde bir lineer denklem
sistemi elde edilir. Sonra elde edilen lineer denklem sistemi en
kiigiik kareler yontemi kullanilarak pi ve p> parametreleri igin
¢oziiliir. Boylece iig listel dagilimin karmasindaki tiim parametreler
tahnmin edilmig olur. tU¢ bilegenli iistel dagilimin karmasi kimya

alaninda; korozyon sistemindeki bir metalin, agirlik kayb:
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Olgilimlerine gdre hesaplanmig ortalama korozyon hiz degerleri igin
bir istatistiksel model olarak Onerilmigtir.

U¢ bilegenli normal dagilimin karmasindaki. parametreleri,
tzerinde  higbir kisitlama koymaksizin, téhmin etmek igin
momentler yontemi uygulanmigtir. Momentler yonteminde ig
bilegenli normal dagirlaiman karmasinin olasilik yogunluk
fonksiyonunun beklenen degerleri 6rneklém momentlerine
egitlenerek ug bilegenli normal dagilimin karmasindaki
parametreler cinsinden bir lineer olmayan denklem sistemi elde
edilir. Elde edilen lineer olmayan denklem sisteminin standart
Newton-Raphson algoritmasi uygulanarak ¢odzlimii, 1li¢ bilegenli
normal dagilamin karmasindaki tim parametrelerin tahminini verir.
g bilegenli normal dagilimin karmasi fizik alaninda; bir bdlgede
bulunan alanlarin 1ii¢ degigik spektral bant tizerinden alainan
spektral parlaklik degerleri igin bir istatistiksel model olarak
onerilmigtir. Uygulamada veriler gruplandirilmig oldugundan ig
normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunun bilegenlerinde
bulunan u., U2, ¥z Vve 05, 0>, 03 parametreleri ig¢in standart
Newton-Raphson algoritmasinda baglangi¢ degeri olarak &rneklemin
herbir altgrubunun ortalama ve standart sapma degerleri alinir.
olasilik yogunluk fonksiyonunda bulunan p. ve p> karma oranlara
parametreleri igin standart Newton-Raphson algoritmasinda
baglangig degeri olarak alinacak degeri hesaplamak igin
ortalamalar ve standart sapmalar igin elde edilen baglangig
degerleri lineer olmayan denklem sisteminde yerine konularak pa
ve p» parametrelerinin baglangi¢ degerlerinde bir lineer denklem

sisteml elde edilir. Sonra elde edilen lineer denklem sistemi en
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kiigiik kareler ydéntemi kullanilarak p. ve p- parametrelerinin
baglangig degerleri igin ¢o&ziiliir. B8ylece standart Newton-Raphson
algoritmasi igin tim baglangi¢ degerleri elde edilmig olur.
Gruplandirilmig verilerin k (2<k<40) bilegenli normal
dagilimlarinin karmasindaki  parametreleri, lizerinde  higbir
kisitlama koymaksizin, maksimum likelihood fﬁhtemiyle birlikte
standart Newton-Raphson algoritmasina kullanarék tahmin etmek
igin bir hesaplama algoritmasi olugturulmugtur. Maksginmum
likelihood y&nteminde, &nce k  Dbilegenli normal dagiliman
karmasinin loglikelihood fonksiyonu olugturulur. Daha sonra
olugturulan loglikelihood fonksiyonunun, k bilegenli normal
dagilimin karmasindaki parametrelerine gore kismi tlirevleri
alinip sifira egitlenerek loglikelihood denklemleri olugturulur.
Loglikelihood denklemler, lineer olmayan bir denklem sistemidir.
Elde edilen lineer olmayan denklem sistemine standart Newton-
Raphson algoritmasi uygulanir. Bu durumda ise bir lineer denklem
sistemi elde edilir. Bu lineer denklem sisteminin Kkatsay:
(Hesslan) matrisiyle aktif hafiza gereksinimi problemi nedeniyle
direk olarak bilgisayarda ¢aligmak ya da iglem yapmak miimkiin
degildir. k bilegenli normal dagilimin karmasindaki parametreler,
lineer denklem sisteminin katsayi (Hessian) matrisinde blok
yapilar olugturur. Bu blok yapilara godre katsayi (Hessian)
matrisi pargalanir ve standart Newton-~Raphson algoritmasa
pargalanmig matrisler cinsinden ifade edilir. Bdylece katsay:
(Hessian) matrisinin tiimi yerine pargalari gerektigi yerde iglem
igin kullanildigindan, bilgisayar aktif hafiza gereksinimi

problemi (25<k<40) ig¢in ortadan kaldirilmigtir. Boyle bir karma
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dagilim modeli kullanilarak &rnegin molekiiler biyoloji alaninda;
normal veya patalojik insan serumundaki tiim serum proteinlerinin

degerleri ig¢in bir istatistiksel model olugturulabilir.
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SUMMARY

The method of moments is used for estimating the parameters,
which are unconstrained, in the mixture of nthree component
exponential distributions. In method of moments to get a
nonlinear system of equations in terms of parameteré in the
mixture of three component exponential diStributions, the
expected values of probability density function for the: mixture
of three component exponential distributions are equated to the
sanple moments. The nonlinear system of equations is used for two
purposes, Firgt, the nonlinear system of equations is used to
estimate Y., ¥ and uz parameters in components. For this
purpose; the Prony's method is adapted to the nonlinear system of
equations to get a monic polynomial of third degree. Then the
roots of the monic polynomial of third degree are obtained
numerically by Bairstow's method. The roots of the monic
polynomial are the estimated parameter values for uy., Mz and ua.
Second, the nonlinear system of equations is used to estimate the
mixture proportions pi and pa. For this purpose; the estimated
values for Y., ¥z and Uz are putted into the nonlinear system of
equations to get a linear system of equations in terms of p. and
p=. Then this linear system of equations is solved for p, and p=
by the method of least squares. So all the parameters are
estimated. In the area of Chemistry; the mixture of three
component exponential distributions is proposed as a statistical
nodel for the average corrosion rate values calculated by weight

loss measurements of a metal in a corrosion system.
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The method of moments is used for estimating the parameters,
which are unconstrained, in the mixture of three component normal
distributions. In method of moments to get a nonlinear system of
equations in terms of parameters in ‘the 1ﬁixture of three
component normal distributions, the expected values of
probability density function for the mixture of three component
normal distributions are equated to the sample moments. The
solution of the nonlinear system of equations by applying
standart Newton-Raphson algorithm gives the estimations for all
the parameters in the mixture of three component normal
distributions. In the area of Pyhsics; the mixture of three
component normal distributions is proposed as a statistical model
for the spectral band values taken with respect to threc
different spectral bands of an area in a region. Since the data
used in application 1is grouped, the means and the standart
deviations of the subgroups of the sample are taken as the
initial wvalues for u., M=z, Ma and 0., 02, 03 parameters 1in
components respectively. The initial wvalues obtained for v., ua,
Va and 0,, 0>, 0z parameters are putted into the nonlinear system
of equations' to get a linear system of equations in terms of
mixture proportions p, and pi. This linear system of equations is
solved to obtain the initial values for p, and p- by the method
of least squares. So all the parameters are estimated.

A computation algorithm is established for estimating the
parameters, which are unconstrained, in the mixture of k (2<k<40)
component normal distributions by the method of maximum

likelihood together with standart Newton-Raphson algorithm from
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grbuped and truncated data. In method of maximum likelihood, the
loglikelihood function of the mixture of k component normal
distributions is constructed. To get a nonlinear system of
equationg in terms of parameters in the mixture éf k component
normal distributions; the loglikelihood function is
differentiated with respect to each parameter in the mixture of k
component normal distributions, then these derivatives are
equated to zero. Standart Newton-Raphson algorithm is applied to
the non-linear system of equations. In this case a linear system
of equations is obtained. The coefficient (Hessian) matrix of
this linear system of equations cannot be used or operated
directly on computers because of active memory requirement
problem. The parameters in the mixture of k component normal
distributions forms patterns on the coefficient (Hessian) matrix.
So the coefficient (Hessian) matrix 1is partitioned according to
these patterns and standart Newton-Raphson algorithm is expressed
in terms of partitioned matrix form. By doing this; instead of
the coefficient (Hessian) matrix, its partitions is used 1in
operations when they are needed. Therefore the active memory
requirement problem is solved for 2<k<40. By using the mixture of
k conmponent normal distributions, a statistical model can be
constructed for all serum protein values in a normal or

pathological human serum.
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