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ABSTRACT

THE MATRIX FORM OF STURM-LIOUVILLE PROBLEMS
WITH FINITE SPECTRUM

OZGULER, Aydin
M.Sc. in Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Abdullah KABLAN
September 2019
50 pages

This thesis based on the fact that for every integer n, we construct a class of regular
self-adjoint and non-self-adjoint Sturm-Lioville problems with axactly n eigenvalues.
In this thesis, first we define a class of Sturm-Liouville equations will be named with
Atkinson equation such that any Sturm-Lioville problem consisting of such an
equation and an arbitrary seperated and coupled real self-adjoint boundary condition
has a represantation as an equivalent finite dimension matrix eigenvalue problem.
Then conversely, given any matrix eigenvalue problem of certain type and an
arbitrary separated or coupled real self-adjoint boundary condition, we construct a
class of Sturm—Liouville problems with the specified boundary condition, each of
which is equivalent to the given matrix eigenvalue problem. Equivalent here means
that they have exactly the same eigenvalues. We considered two type Sturm-Lioville
problem which are regular Sturm-Lioville problem and Sturm-Lioville problem with

transmission condition.

Key Words: Sturm-Liouville Problems, Finite Spectrum, Matrix Eigenvalue

Problems



OZET

SONLU SPEKTRUMA SAHIP STURM-LIOUVILLE PROBLEMLERININ
MATRIS FORMU

OZGULER, Aydin
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik
Danmisman: Do¢. Dr. Abdullah KABLAN
Eyliil 2019
50 sayfa

Bu tez, her n tamsayisi i¢in tam olarak n tane 6zdegere sahip diizenli kendine-es ve
kendine-es olmayan Sturm-Lioville problemlerinin bir smifinin olusturulmasi
gercegini temel almistir. Bu tezde oncelikle daha sonra Atkinson denklemi olarak
adlandirilacak olan bir tiir Sturm-Lioville problemi tanimlayacagiz. Oyle ki; bu
tirden denklemin, ayrik ve reel ayrik olmayan kendine-es sinir sartiyla birlikte
olusturdugu Sturm-Lioville problemi sonlu boyutlu matris 6zdeger problemi seklinde
bir temsile sahiptir. Tersine, verilen herhangi bir belirli tipteki matris 6zdeger
problemi ve keyfi ayrik veya reel ayrik olmayan kendine-es sinir sart1 i¢in bu matris
0zdeger problemine denk olan 6zel sinir sartina sahip bir Sturm-Liouville problemler
siifi insa edecegiz. Burada denklik ayn1 6zdegere sahip olma anlamindadir. Diizenli
Sturm-Liouville problemi ve gecis sartlhi Sturm-Liouville problemi seklinde iki tiir

Sturm-Liouville problemi ele alinmistir.

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville Problemi, Sonlu Spektrum, Matris Ozdeger

Problemleri



Ece Isil ve Yusuf Tuna’ya...



TESEKKUR

Bu calisma siiresince maddi ve manevi destekleriyle her zaman yanimda bulunarak

bu giinlere gelmemde en biiylik pay sahibi olan aileme sonsuz tesekkiir ederim.

Ayrica destegini ve yardimlarmi esirgemeyen saymm hocam Dog¢. Dr. Abdullah

KABLAN’a minnettarligimi sunarim.

Vii



ICINDEKILER

Sayfa
ABSTRACT ... iv
OZET ... v
TESEKKUR ...o.oooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e vii
ICINDEKILER ..., viii
SEMBOLLER LISTESI .......cc.oooimiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeee e, ix
BOLUM 1: GIRIS ...ttt 1

BOLUM 2: SONLU SPEKTRUMA SAHIP STURM-LIOUVILLE

PROBLEMLERININ MATRIS GOSTERIMLERI ....................... 3
2.1. Girig 4 48 S e W W 3
2.2. Atkinson Tipinde SLP nin Matris GOsterimleri..........coocevueenieiiiinieiiieenieeieenne 5
2.3. Matris Ozdeger Problemlerinin Sturm-Liouville Gésterimleri.......................... 17

BOLUM 3: GECIS SARTLI STURM-LIOUVILLE PROBLEMLERININ

MATRIS GOSTERIMLERI .......cooriiiiiiinineceeceene 21
T R € 1 1 4 TR UT U USUURRRSPUPPRRIN 21
3.2. Gegis Sartlarina Sahip Atkinson Tipindeki SLP’nin Matris Gosterimi.............. 23
3.3. Matris Ozdeger Problemlerinin Sturm-Liouville Gosterimleri...................o....... 38
BOLUM 4: SONUC ...t 48
KAYNAKILAR ..ottt sttt be e 49

viii



SEMBOLLER LIiSTESI

A Ozdeger

L(J,R) J iizerinde Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar kiimesi
SLP Sturm-Liouville problemi

[T Matris transpozu

[T Matris eslenigi

[1' Matris tersi



BOLUM 1
GIRIS

Bu tezin esas amact —oco < a < b < 4+o0o ve \ € C olmak tlizere
—(py) + qy = My, J = (a,b) (1.1)

Sturm-Liouville denkleminin verilen (ayrik ve ayrik olmayan) smir sartlart ile
birlikte olusturdugu Sturm-Liouville operatoriiniin sonlu spektruma sahip formlarinin
matris gosterimleri bulmaktir. Genel Sturm-Liouville teorisinden biliyoruz ki;
diizenli veya tekil olsun kendine-es bir Sturm-Liouville probleminin (SLP) spektrum

kiimesi sinirsiz ve dolayisiyla sonsuz elemana sahiptir. Bu sonug¢ genel olarak p

katsayist ile w agirlik fonksiyonunun pozitif olmasi ile elde edilir. Ancak Atkinson
[1] deki kitabinda bu pozitiflik sartin1 olduk¢a esnetmistir. Soyle ki; p ve w
fonksiyonlarini negatif olmayan fonksiyonlar olarak almis, ayrica 1/ p ve w nun
her ikisini de bazi alt araliklarda sifira 6zdes almistir. Daha sonra Kong ve Zettle bu
fikirden yola ¢ikarak herhangi bir negatif olmayan » tamsayisi i¢in, tam olarak » tane
0zdegere sahip olan kendine-es ve kendine-es olamayan SLP leri insa etmistir, [2].
Dolayisiyla bir SLP nin 6zdegerlerinin sayisi sonsuz tane olmaktan ¢ikip sonlu hale
gelmis, hatta istenilen sayida 6zdegere sahip SLP leri insa edilebilir duruma
gelinmigtir. SLP lerinin 6zdegerlerinin sonlu olmasi bir diger sonlu 6zdegere sahip
olan matris 6zdeger problemleri ile iliski kurmaya yol agmis ve Kong, Volkmer ve
Zettle [3] deki g¢alismasinda sonlu 6zdegere sahip SLP lerinin matris gosterimlerini
elde etmistir. Bu calismada, L(J,R) J iizerinde Lebesgue integrallene-bilir

fonksiyonlar kiimesini gostermek iizere ve

r=21, ¢ we L(J,R) (12)
D

kabulleri altinda (1.1) Sturm-Liouville denkleminin

AY(a)+ BY(b) =0, Y =[y,py] (1.3)



formunda iki noktali diizgiin ayrik ve ayrik olmayan sinir sart1 ile olusturdugu SLP
nin matris gosterimlerini elde etmistir. Burada A4 ve B, 2 X 2 boyutunda, kompleks
matrislerdir. Bu problem detayl1 bir sekilde Bolim 2’de ele alinmis ve biitiin 6zel
durumlar diislintilerek her bir durum i¢in ayr1 ayr1 matris gosterimleri bulunmustur.
Bu boliimde ayrica yukaridaki islemlerin ters islemi incelenmis ve bir matris 6zdeger
probleminin SLP seklindeki temsilleri bulunmustur.

Iki farkli problem arasindaki bu gegis islemleri baska bir problem icin Béliim 3’°de
verilmigtir. Bu boliimde 6zellikle titresim problemlerindeki 1s1 ve kiitle transferinde
ortaya ¢ikan gecis sartli SLP leri incelenmistir. Bu problem (1.1) Sturm-Liouville

denkleminin, (1.3) sinir sartinin ve (a,b) nin bir ¢ i¢ noktasinda

CY(c=)+DY(c+) =0 (1.4)

biciminde tanimlanan gegis sartinin olusturdugu bir problemdir. Tezde bu tiir SLP
icin Once matris gosterimleri yapilmis ve daha sonra ters islem uygulanmistir. Bu

boliim i¢in daha ayrintili bilgiler [4] den elde edilebilir.



BOLUM 2

SONLU SPEKTRUMA SAHIP STURM-LIOUVILLE PROBLEMLERININ
MATRIS GOSTERIMLERI

2.1. Giris

Bu boliimde diizenli kendine-es, Atkinson tipindeki Sturm-Liouville problemleri ile
asagidaki formda olan matris 6zdeger problemleri arasindaki iligkiyi sistematik bir
sekilde agiklayacagiz,

DX = \WX. (2.1)

Burada, D ve W, nxn boyutunda, R {lizerinde matrisler ve W kosegensel

matristir. Simdi —oco < a < b < 400 ve A € C olmak iizere
—(py") + qy = vy, J = (a,b) (2.2)

Sturm-Liouville denklemini ele alahm. L(J,R) J lizerinde Lebesgue

integrallenebilir fonksiyonlar kiimesini gdstersin. Burada problemi
1
r==,q we L(J,R) (2.3)
D

sartlar1 altinda diisiinecegiz. [5] deki genel teoriden biliyoruz ki; (2.3) sart1 altinda
(2.2) nin her bir y ¢dziimii ve onun kuazi-tiirevi (yari-tiirevi) py’ J nin her kompakt
alt kiimesi iizerinde mutlak siireklidir ve J nin ug¢ noktalarina siirekli genisletilebilir.
Dolayistyla burada py’(t) yi tek bir fonksiyon gibi diisiinebiliriz. Ciinkii p iizerine
ek bir hipotez koymadigimiz siirece bu fonksiyonu  p(t)y'(t) olarak

ayiramayacagizdir. Bu ve daha fazla bilgi i¢in [5] kitabina bakilabilir. Simdi

AY(a)+ BY(b)=0, Y =[y,py]" (2.4)



formunda iki noktali diizglin sinir sartim1 tanimlayalim. Burada A ve B, 2x2

boyutunda, kompleks matrislerdir. Bu sinir sart1

* * 0
rank(A,B) =2, AFEA =BEB, E =

10 (2.5)

sartin1 sagliyor ise buna kendine-es sinir sart1 denir. Yine [5,s.71] den biliyoruz ki;
(2.5) sartlar1 altinda (2.4) smur sart1 ayrik ve ayrik olmayan seklinde iki ayr1 sinifa
ayrilir. Ayrik sinir sartlari

cosay(a) —sina(py’)(a) =0, 0<a<m
(2.6)
cos By(b) —sin B(py)(b) =0, O0<a<T

biciminde kanonik (diizgiin) forma sahiptir. Ayrik olmayan sinir sartlari ise

Y(b) = KY(a), K=(k), k €R 1<ij<2 det(K)=1 (27)
biciminde kanonik (diizgiin) forma sahiptir.

Simdi u =1y ve v= (py’) diyelim. Bu durumda, J iizerinde (3.2) denkleminin

asagidaki sistem formunu elde etmis oluruz:

u' =rv, v =(¢—Iwu (2.8)

Klasik durumda, (2.2) deki r ve w J iizerinde pozitif olup (2.4) siir sarti
kendine-es oldugu zaman (2.2)-(2.4) SLP sonsuz sayidaki reel Ozdegerlerin
olusturdugu ayrik spektruma sahiptir. Atkinson [1]’deki kitabinda » >0 ve w >0
durumunu incelemis ve r ve w fonksiyonlarini J nin bazi alt arliklarinda sifira
0zdes almistir. Atkinson gdstermistir ki; sonsuz sayida dzdegerlerin varligi icin r ve
w fonksiyonlarmin J nin bazi alt arliklarinda pozitif olmast ve w nun her bir ug
noktanin komsulugunda sifira denk olmamasi yeterlidir. Atkinson ayrica sunu da
belirtmistir ki; eger boyle bir ortak alt aralik yok ise o zaman sonlu sayida 6zdeger
olabilir. Bu iddia Kong, Wu ve Zettl tarafindan daha sonra dogrulanmis ve n pozitif
bir tamsayr olmak {izere tam olarak n tane 6zdeger sahip olan problemler insa
edilmistir, [2]. Bu yazarlar her ne kadar karakteristik fonksiyonlarin ardil insas1 i¢in

bir algoritma bulmus olsalar da bu problemlerin agik sekilde matris gosterimlerini



bulmamiglardir. Volkmer ve Zettle’da yine bu problemler iizerine calismis ve
Dirichlet sinir sart1 icin Ambarzumian teoremine benzer sekilde Atkinson tipindeki

problemler i¢in ters spektral teoremi ispatlamistir, [6,7].

Bu boliimde Atkinson tipinde Sturm-Liouville denklemler sinifini tanimlayacagiz,
(asagidaki Tanim 2.1°e bakiniz) ve gosterecegiz ki; bu siniftan verilen herhangi bir
Sturm-Liouville denklemi ve keyfi ayrik ya da ayrik olmayan kendine-es bir (2.4)
siir sartt i¢in (2.1) formunda bir matris 6zdeger problemi vardir, 6yle ki; bu matris
0zdeger probleminin 6zdegerlerinin sayisi tam olarak (2.2)-(2.4) karsilik gelen SLP
nin 6zdegerlerinin sayisi ile aynidir. Tersine, (2.1) formunda gerekli sartlar1 saglayan
bir matris 0zdeger problemi i¢in Ozdegerlerinin sayist bu matris 6zdeger
problemininki ile ayni olan keyfi ayrik ya da ayrik olmayan kendine-es sinir sartina
sahip bir SLP vardir. Iste bu iligki gecis sartli, Atkinson tipindeki bir SLP ile belirli
matris 6zdeger problemleri arasindaki baglantiyr ortaya koymaktadir. Asagida
goriilecegi lizere, bu tiirden baglantilar bir problemin sonuglarini diger problemin

sonuclarina ‘transfer’ etmek icin kullanilabilir.

2.2. Atkinson Tipinde SLP nin Matris Gosterimleri
Bu bolimii  olustururken Zettle [6-7] ve Volkmer [8-9] deki yontemler

kullanilacaktir.

Tanmm 2.1. Eger bir n > 1 pozitif tamsayis1 i¢in J araligiin

a=a,<b <a <b <..<a <b =b (2.9)

bi¢iminde bir pargalanisi var ise, 0yle ki [ak, bk] araliklar lizerinde
T:Qk:Qmm;friQk:LZMm (2.10)
ve [b, ,,a,] araliklar iizerinde

—17 7k

qZOZU@kZLme;Iwio,fqia k=01..,n (211



ise o zaman (2.2) Sturm-Liouville denklemine Atkinson tipinden denklem denir. Eger
problem Atkinson tipinde bir denklem ve kendine es bir sinir sartindan olusmus ise o

zaman da bu Sturm-Liouville Problemine Atkinson tipinden problem denir.

Bu boliimde Atkinson tipi Sturm-Liouville problemlerine karsilik gelen ve aym

0zdegerlere sahip matris 6zdeger problemlerini olusturacagiz.

Tammm 2.2. Bir Atkinson tipinde SLP ile bir matris 6zdeger problemi ayni

O0zdegerlere sahip ise bunlara denktir denir.

Teoremi ifade etmeden 6nce bazi ilave gosterimlere ihtiyag duyacagiz. Soyle ki

(2.9)-(2.11) verilsin ve

p, = fr , k=12,..n,q :}q, w, :}w, kE=0,1..,n (2.12)

olsun. Burada belirtelim ki; (2.10) ve (2.11) den p,, w, € R\ {0} dir ve bunlar
tizerinde herhangi bir isaret kisitlamasi yoktur. Yine (2.10) ve (2.11) den gorebiliriz

b | araliginda u

ki (2.8) in herhangi bir u,v ¢dziimleri igin; k = 0,1,...,n iken [a A

Kk

sabit ve yine k£ = 0,1,...,n iken [bkfl,ak]arahgmda v sabittir. Simdi
u, =u(t), t€la,b], k=01,..,n v =), t€b,_,al k=12,..,n (2.13)
olsun ve
v, = v(a,) =v(a), v, =v(b,)=vb) (2.14)

diyelim.

Lemma 2.1. (2.2) denkleminin Atkinson tipinde oldugunu kabul edelim. O zaman

(2.8) denkleminin herhangi u,v ¢dzlimleri i¢in

p(u, —u_)=v, k=12,..n (2.15)

ve

v, — v, =ulg — ), k=0,12,...,n (2.16)



dir. Tersine, (2.15), (2.16) sisteminin herhangi wu,, k=0,12,..n ve U,

k=0,12,....n + 1 ¢6ziimii i¢in (2.8) denkleminin (2.13) ve (2.14) y1 saglayan bir

tek u(t) ve v(t) ¢dziimii vardir.
Ispat: (2.8) in ilk denkleminden , £ = 1,2,...,n igin,

]‘.

a, a, a
u, —u,_, = u(ak:) - u(ak:—l) - f u = f T = ukfr =Y /pk
@y @,y 1

b

elde edilir. Bu da (2.15) dir. (2.16) de (2.8) in ikinci denkleminden elde edilir.

Diger taraftan, eger u, ,v, (2.15) ve (2.16) y1 saglarsa (2.13) ve (2.14) de gore

k 2
u(t) ve v(t) yi tanimlariz ve daha sonra onlar siirekli bir sekilde biitiin J araligina

(2.8) deki denklemleri alt araliklar iizerinde integralleyerek (2.8) in ¢ozlimleri olarak

genisletiriz.

Teorem 2.1. o € [0, 7) ve 3 € (0,7] olsun. (n + 1) % (n 4+ 1) boyutlu ii¢ kdsegensel

p,sSina+cosa  —p, sinw
—b, p+p, D,
P (2.17)
P Py +p, -bp,
—p, sin3 p sin3—cos

matrisini ve

Q,; = diag(q, sinc, q,,...,q, sin 8), W = diag(w, sin o, w,...,w

n—17

w_ sin 3) (2.18)
kosegensel matrislerini tanimlayalim. O zaman (2.2), (2.6) SLP
(P,+Q U =XW_U (2.19)

T

bi¢imindeki matris 6zdeger problemine denktir. Burada U = [uo,ul,...,un dir.

Ayrica tiim 6zdegerler basit ve (2.2), (2.6) SLP nin u(t) 6zfonksiyonu ile aym
0zdegere karsilik gelen (2.19) matris 6zdeger probleminin U 06zvektorii arasinda

u(t) =u, , t€la,b], k=01..n biciminde bir iliski vardur.



Ispat: (2.15), (2.16) sisteminin ¢oziimleri ile asagidaki sistemin ¢dziimleri arasinda

bire-bir bir iliski vardir:
Dy (ul - uo) U = uo(q() - )‘wo) ’ (2.20)

plm(ukH — uk) — pk(uk — ukil) = uk(qk — )\wk), E=12,..n—1 (2.21)

vn+1 - pn (un - un—l) = un (qn - Awn)' (2.22)

Gergekten de kabul edelim ki;

> k=01L..,n ve v, k=01..n+1 (2.15),
(2.16) sisteminin ¢oziimii olsun. O zaman (2.15), (2.16) dan (2.20)-(2.22) elde edilir.

Diger taraftan varsayalim ki (2.20)-(2.22) sisteminin bir ¢ézimi v, , k=01,...,n

olsun. O zaman v, ve v , sirasiyla (2.20) ve (2.22) den elde edilir. v, £ =1,2,...,n

1

(2.15) den tanimli olsun. O zaman (2.20)-(2.22) yi kullanarak (2.16) y1 elde ederiz.

Boylece Lemma 2.1 den (2.8) in (2.6) dan dolay1 herhangi bir ¢6zliimii (2.20)-
(2.22) sisteminin ¢oziimleri ile tek bir sekilde belirlenir. Ayrica (2.6) dan

u, cosa =y, sinay, u cos =wv , sinf. (2.23)

elde edilir ve denklik (2.20)-(2.23) den saglanir.

Sonuc 2.1. a, 3 € (0,7) olsun. (n +1) X (n 4+ 1) boyutunda simetrik ii¢ kdsegensel

p, + cota —p,
—-p b, + b, —bp,
P (2.24)
_p7171 pnfl + pn _pn
-p, p —cotl

matrisini ve
Q(lﬁ = diag(qm qp5--59, s qn) ) I/I/;_ﬂ - (w()’ Wy Wy wn) (225)
kosegensel matrislerini tanimlayalim. O zaman (2.2), (2.6) SLP

(P, +Q U =W U (2.26)



T
matris 6zdeger problemine denktir. Burada U = [uo,ul, o u | ve kathilik da

dikkate alinarak tam olarak n + 1 tane 6zdegere sahiptir.

Ispat: Bu durumda (2.26) y1 elde etmek i¢in (2.19) sisteminin ilk ve son satiri

sirasiyla sin« ve sin 3 ile boleriz.

Sonuc 2.2. &« =0 ve 3 € (0,7) olarak kabul edelim. n x n boyutunda simetrik ii¢

kosegensel matrisini

p,+Dp, D,
—b, p,tp, —py
F., (2.27)
_pnfl pnfl—i_pn _pn
-p, p —cotf
ve
Q, = diag(q,,--q, ,9,), W , = diag(w,,...,w_,w, ) (2.28)

kosegensel matrislerini tanimlayalim. O zaman (2.2), (2.6) SLP

(P, + QU =AW, U (2.29)

03 03

matris 6zdeger problemine denktir. Burada U = [ul,...,un]T ve kathilik da dikkate

alinarak bu problemler tam olarak n tane 6zdegere sahiptir. Ayrica (2.2), (2.6) SLP

nin 6zfonksiyonu u(t) ve (2.29) matris 6zdeger probleminin ayni dzdegere karsilik
gelen ozvektori U, k=0,1..,n olmak izere t¢€a,b] iken u(t)=0 ve

t €la,,b,] iken u(t) = u,_ esitliklerini saglarlar.

ispat: Bu durumda, sina=0 ve u, = 0 oldugundan; Pw,

Qa 3 ve Wa ol

matrislerinin ilk satir ve ilk siitunlarmin (2.19) sistemine katkilari olmadigindan
bunlar matrislerden ¢ikarilabilirler. Béylece son satir1 sin 3 ile bolersek (2.29)%i

elde ederiz.



Sonug 2.3. Kabul edelim ki o € 0,7 ve 8 = 7 olsun. n xn boyutunda simetrik

tic kosegensel matris

p, + cota —p,
b PP, —p
PM: (2.30)
P,y Pyt D, P,
P, p,,tD,

ve
Q. = diag(qo,ql’...,qnil), W = diag(w,w,,....,w, ) (2.31)

kosegensel matrislerini tanimlayalim. O zaman (2.2), (2.6) SLP

(P + Q(‘,W)U = >\W U’ U - [u()’""un,fl ]T (2'32)

T YT

matris 6zdeger problemine denktir. Burada U = [ul,...,un]T ve kathlik da dikkate
alinarak bu problemler tam olarak n tane 6zdegere sahiptir. Ayrica (2.2), (2.6) SLP
nin u(t) 6zfonksiyonu ve (2.29) matris 6zdeger probleminin ayni1 6zdegere karsilik

gelen dzvektori U, k=0,1,...,n —1 olmak iizere t € a ,b | iken u(t)=0, ve

t €la,,b,] iken u(t) = u, esitliklerini saglarlar.

Ispat: Bu durumda sinS =0 ve u =0 oldugundan; P

af’? Qad ve Wasﬁi
matrislerinin ilk satir ve ilk siitunlarmin (2.19) sistemine katkilar1 olmayip

matrislerden ¢ikarilabilirler. Boylece son satir1 sin 3 ile bolersek (2.29) i elde ederiz.

Sonug¢ 2.4. Kabul edelim ki &« =0 ve =7 olsun. (n —1)x(n —1) boyutunda

simetrik li¢ kosegensel matris

b, + D, —b,

—b, Dy TPy P
P = (2.33)
P,y P, TP, Y

P, b, TP,

10



ve
Q,, = diag(ql,qzﬁ...,qnil), W, = diag(w,,w,,...,w ) (2.34)
kosegensel matrislerini tanimlayalim. O zaman (2.2), (1.6) SLP

(B, +Q U =W U (2.35)

0m

T
matris O0zdeger problemine denktir. Burada U = [ul,...,unfl] olup, katlilik da

dikkate alinarak bu problemler »n — 1 tane 6zdegere sahiptir. Ayrica (2.2), (2.6) SLP

nin u(t) 6zfonksiyonu ve (2.29) matris 6zdeger probleminin ayn 6zdegere karsilik
gelen 6zvektdrii U; k= 1,...,n — 1 olmak iizere t € [a,0,]U[a ,b | iken u(t) =0

ve t € [a,,b,] iken u(t) = u,_ esitliklerini saglarlar.

ispat: Bu durumda sina =sinf3 =0 ve u, =u =0 oldugundan P ., Qa_d ve
W, matrislerinin ilk satir ve ilk sttunlarimin (2.19) sistemine katkilari olmayip

matrislerden ¢ikarilabilirler. Boylece son satir1 sin 3 ile bolersek (2.35) i elde ederiz.

Teorem 2.1 ve sonuglari gosteriyor ki; kendine es ayrik smir sartli Atkinson
tipindeki tim SLP leri ii¢ kosegensel matris 6zdeger problemleri bi¢iminde
gosterimlere sahiptir. Yine goriiyoruz ki herhangi reel ayrik olmayan kendine es sinir
sartli Atkinson tipindeki tiim SLP de matris gosterimlerine sahiptir. Bu durumda P
simetrik devirli li¢ kdsegenseldir, yani sag iist ve sol alt elemanlar sifir olmayan i¢

kosegensel matrislerdir.

Teorem 2.2. k, = 0 olmak iizere (2.7) smur sartlarini ele alalim. Asagidaki n xn

simetrik devirli li¢ kdsegensel matrisi

2
_knkm +p+ kllpn - _kllpn
-1, p+p, —D,
P = (2.36)
_p71,72 pn72 + pnfl _pnfl
_kllpn _prhl p”71 + pn

ve yine asagidaki kosegensel matrisleri tanimlayalim.

11



Q, = diag(q, + kflqn,qlv...,qnfl), W, = diag(w, + k’w ,w,,...,w ) (2.37)
Bu durumda (2.2), (2.7) SLP asagidaki matris 6zdeger problemine denktir.

(B, +Q)U = WU (2.38)

T
Burada U = [uo,u1 “'7u7171:| , W, + kflwn = 0 ve kathilik da dikkate alinarak tam

olarak n tane dzdeger vardir. Ayrica (2.2), (2.7) SLP nin u(t) &zfonksiyonu ile
(2.38) matris 6zdeger probleminin ayn1 6zdegere karsilik gelen U 6zvektorii arasinda

t€la,b], k=01,..n—1 oldugu zaman u(t) = u,_ ve t€a ,b ] oldugu zaman

u(t) = K u, iliskisi vardir.
Ispat: k, = 0 oldugunda (2.7) smir sartlari asagidakilerle aynidur.

u =ku, k k =1 (2.39)

Burada k£ k, =1 dir. Simdi gosterecegiz ki (2.15), (2.16) ve (2.39) sinir sartlarinin

117722
olusturdugu sisteminin ¢oziimleri ile asagidaki sistemin ¢oziimleri arasinda bire-bir

esleme vardir.

2

[_knkm + (pl +a,— )‘wo) + kn(pn +aq, — )‘wn)}uo —bhy = kllpnunfl =0 (2.40)
Py —u ) —p (v, —u, ) =ulg —Aw,), k=12..,n-1 (241)

Gergekten de eger u,, k=12,...n ve v, k=1..,n+1 nm (2.15), (2.16) ve

(2.39) sisteminin ¢oziimleri olduklarini kabul edersek, o zaman (2.15), (2.16) dan
(2.41) in elde edilebilecegi kolaylikla goriilebilir. (2.15) de & =1 ve (2.16) de

k = 0 almirsa
v, = p,(u, —u,) —u,(q, — \w,) (2.42)
olur. Yine (2.15) ve (2.16) da £ = n alinirsa

u = pn (un - unfl) + un (qn - >\wn) (243)

n+1

12



elde edilir. (2.39), (2.42) ve (2.43) birlikte diisiiniildiiglinde
pn(knuo o unfl> + kuuo(qn o )\wn) = Ky uy + Ky [p1(u1 o uo) - uo(qo o )‘w0>] (2.44)
sonucuna ulasilir.

Burada k£ Lk =1 dir. Boylece (2.44) den (2.40) elde edilir. Diger taraftan kabul

11722

edelim ki v, , k = 0,1,...,n (2.40), (2.41) in ¢dzimi olsun. O zaman (2.39), (2.42)
ve (2.43) den sirasiyla u_,v, ve v elde edilir. Simdi (2.15) den v, k=12,..n

tanimlanmis olsun. Bu durumda (2.42) nin kullanimindan ve (2.43) deki tiimevarim
yonteminden (2.16) y1 elde ederiz. Yine (2.42)-(2.44) den v =k, u, +k,v,
oldugunu goriiriiz. Dolayistyla (2.39) sinir sartlar1 saglanmis olur. Béylece Lemma
2.1 den (2.2), (2.7) SLP nin herhangi bir ¢6ziimii (2.40), (2.41) sisteminin ¢éztimleri

ile tek bir sekilde belirlenmis olur.

Uyani 2.1. Teorem 2.2 de ele alman k, =0 o6zel durumu asagidaki ‘genel’

periyodik sinir sartlari tipini de kapsar.

.. 1
CIOIank21:k12:0 ku:C ve k22:z

Bu ¢ = k oldugunda periyodik sart, c = —1 oldugunda da yari-periyodik sarttir.

Teorem 2.3. k, =0 olmak iizere (2.7) smur sartlarmi ele alalm. Asagidaki

(n +1)x(n+1) simetrik devirli ii¢ kdsegensel matrisi

ku 1
h k12 h k12
- b +Dp, —P,
P1 = (2.45)
—P,, P, tP, -p,
I} I %
12 k12

ve

13



Q, = diag(q,,q,>---.9, ,,9,),W, = (W, w,...,;w ,w ) (2.46)

n—17 "n

kosegensel matrislerini tanimlayalim. O zaman (2.2), (2.7) SLP asagidaki matris

6zdeger problemine denktir.

(B +Q)U = WU (2.47)

Burada U = |u_,u ,un]T ve ayrica (2.2), (2.7) SLP nin u(t) dzfonksiyonlar ile

TR
(2.47) matris 6zdeger problemi arasinda u(t) = u,, t € [ak ,bk], k=0,1,.,n iliskisi

vardir.
Ispat: (2.7) sinir sart1 asagidaki gibidir,

U, = knuo +k. v

12707 vn+1

= k21u0 + k22v0.

k k. —k k=1 oldugundan asagidaki sekilde de yazilabilir

117722 127721

k 1 1
Y :_k_lluﬂ_l—_un’vnﬂ =— U, + (2.48)
12 12 12 12

Buradaki iddiamiz (2.47) sinir sartina sahip (2.15), (2.16) sisteminin ¢éziimleri ile

asagidaki sistemin ¢ozlimleri arasinda bire-bir esleme vardir.

u, — pu, + kiu" =0, (2.49)

12

k
pl_k_n—’_qo_)‘wo

22

P (u —u)—p(u —u,_)=ulqg — ), k=12..,n—-1 (2.50)

1
k_u[) o pnun*l +

12

k.

22

k
p ——2+q — )\wn]un = 0. (2.51)

Gergekten de kabul edelim ki w,, k =0,1,...,n ve v, k=12,...,n (2.15), (2.16) ve
(2.48) sisteminin ¢dziimleri olsun. O zaman (2.15), (2.16) dan (2.50) kolaylikla elde

edilir. Teorem 2.2 nin ispatindaki sebeplerden v, ve v sirasiyla (2.42) ve (2.43) i

1

saglar. Boylece (2.49) ve (2.51); (2.42), (2.43) ve (2.48) in sonuglar1 olur.

14



Diger taraftan eger v, k = 0,1,...,n (2.49)-(2.51) sisteminin ¢6ziimi ise 0 zaman

v, ve v, sirasiyla (2.42) ve (2.43) den elde edilir. Simdi v, k = 1,2,...,n (2.15) den

tanimlanmis olsun. O zaman (2.42) ve (2.43) iin kullannmindan ve (2.50) ye
uygulanacak tlimevarim yonteminden (2.16) elde edilir. Ayrica (2.42), (2.43), (2.49)
ve (2.51) den (2.48) sinir sartinin saglandig goriiliir. Boylece Lemma 2.1 den (2.8),
(2.7) SLP nin ve dolayisiyla (2.2), (2.7) SLP nin herhangi bir ¢éziimii (2.49)-(2.51)

sisteminin ¢6ziimii ile tek bir sekilde belirlenir.

Uyan1 2.2. Teorem 2.2 ve Teorem 2.3 karsilastirildiginda matris sisteminin

boyutunun ilkinde n sonrakinde 7 41 oldugu goriliir. Bunun sebebi u i u, m

terimleri cinsinden yazmak i¢in w =k u, m kullamlmis olmasidir. Boylece

katlilikta dikkate alinarak Teorem 2.2 de tam olarak n tane, Teorem 2.3 de ise n +1

tane 6zdeger vardir.

Asagidaki sonu¢ her Atkinson tipindeki SLP nin parcali sabit katsayilt SLP ne
denk olmasiyla ilgilidir.

Teorem 2.4. Kabul edelim ki (2.2) denklemi Atkinson tipindendir ve

P, k=12..,n ve q,w, k=0,1...,n (2.12) den verilmis olsun. J iizerinde

asagidaki parcali sabit p, ¢ ve w fonksiyonlarini tanimlayalim:

5(t) = | p(a, —b_),te [bkil,ak},k =12,...,n
o0, te[ak,bk],kzo,l,...,n;

_ 9y ,te[ak,bk],kzo,l, N

7t)=1(b,—a,) (2.52)
0, telb, o] k=12..n;

_ ' ,te[ak,bk},k:(),l, N

U)(t) = (bk - a’k) -
0, telb ol k=12..n

Yine kabul edelim ki (2.4) kendine es sinir sart1 ayrik veya reel ayrik olmayan
olsun. O zaman J {izerinde (2.2), (2.4) SLP asagidaki parcali sabit katsayili

denklemin (1.4) deki ayni sinir sartlari ile olusturdugu SLP ile ayn1 6zdegere sahiptir,
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—(py") +qy = Awy. (2.53)

Ispat: Acikga gorebiliriz ki (2.2), (2.4) SLP ve (2.53),(2.4) SLP nin her ikisi de ayni
P, k=12..n ve q,, w, k=0,1,...,n degerlerini belirler. Bdylece hangi (2.4)
sinir sartini igerdigine bagli olarak Teorem 2.1 ile Teorem 2.3 arasindaki teoremlerin

birisinden bu problemler ayni matris 6zdeger problemine dolayisiyla 6zdegere

sahiptirler.

Teorem 2.4 den gorebiliriz ki verilen J aralig1 iizerinde tespit edilmis (2.4) siur
sart1 icin (2.53) SLP ile aym1 6zdegere sahip Atkinson tipinde SLP ler ailesi vardir.
Bu tiirden aileye (2.53), (2.4) SLP nin denklik ailesi denir.

Teorem 2.5. Teorem 2.1 - Teorem 2.3 deki kabullere ek olarak, ayrica w, > 0,

k=0,1,...,n olsun. O zaman (2.2), (2.4) SLP ve (2.19), (2.38) ve (2.47) matris
0zdeger problemlerinin 6zdegerleri reeldir. Ayrica ayrik siir sartlari altinda eger

o, B €(0,7) ise n+1 tane, efer « =0 ise n tane ve eger o — 0 veya [J = T ise

n — 1 tane 6zdeger vardir.

Ispat: [5] deki temel Sturm-Liouville teorisinden veya matris 6zdeger problemleri

teorisinden ispat yapilabilir.

Uyan 2.3. Daha 6nce de belirtildigi lizere, eger pve w J nin bir ortak alt araliginda

pozitif ve w her bir u¢ noktanin komsulugunda sifira denk degilse, o zaman SLP
iistten siirsiz ancak alttan sinirl olan sonsuz sayida 6zdegere sahiptir. Moller [10]

ve Kong, Moller, Wu ve Zettle [11] ayrica gostermistir ki; klasik durumda, eger p

veya w isaret degistirirse, ki bu durumda pozitif Lebesque Ol¢iimlii J nin alt
kiimeleri lizerinde negatif ve pozitif degerler alir, o zaman 6zdegerler alttan ve iistten

sinirsizdir.

Atkinson tipindeki SLP icin sadece sonlu sayida 6zdegerler vardir. (2.12) den
agiktir ki, (a,,b,) araliginda isaretini degistiren bir w i¢in w, pozitiftir. Ayni uyari
p, i¢in de yapilabilir. Boylece daha Onceki paragrafta bahsedilen tipteki SLP nin

tersine daha fazla 6zdeger ‘liretmeksizin’ Atkinson tipindeki problemlerde p veya

w 1isaret degistirebilir.
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2.3. Matris Ozdeger Problemlerinin Sturm-Liouville Gésterimleri

Bu boliimde asagidaki tipte matris 6zdeger problemlerinin Atkinson tipinde SLP
olarak gosterime sahip olmasini ele alacagiz.

DX = ABX (2.54)

= 0,i=12,...,m—1, olmak lizere mxm boyutlu reel,

Burada D=(d)) d
simetrik ya 1ii¢ kosegensel ya da hemen hemen ii¢ kosegensel matris,

B = diag(b,,...,b ), b, =0 dir. Teorem 2.4 den bu tiir gdsterimlerin tek olmadig

sOylenebilir. Burada (2.53), (2.4) SLP ve onlarin denklik ailesini kullanarak (2.54)

matris 6zdeger probleminin tiim Sturm-Liouville gosterimlerini tanimlayacagiz.

Oncelikle (2.6) ayrik sinir sartlarini ele alalim ve Teorem 2.1 in tersinin bir

¢esidini bulalim.

Teorem 3.1. m > 2 ve D asagidaki gibi tanimlanan m X m boyutunda simetrik {i¢

kosegensel matris olsun.

D= (2.55)
d

m—1,m—2 m—1,m—1 m—1,m

m—1,m mm

Burada dl.j eR1<4,5< m,al]_J+ =0,7=1..,m—1ve

1

B=(b,,...b, ),0=b €R1<j<m (2.56)

R

dir. Bu durumda verilen (2.6) ayrik, kendine es sinir sart1 i¢in, (2.54) matris 6zdeger

problemi (2.2) SLP formunda Atkinson tipinde SLP seklinde gdsterime sahiptir.

Ayrica J nin verilen tespit edilmis bir pargalanisi i¢in (2.53), (2.6) formundaki SLP
gosterimi tektir, oyleki (2.6), (2.12) gosterimleri kullanilmak iizere asagidakilerden

birisi ile saglanir:

1., € (0,m),
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2. =0 ve 3 €(0,7) ve p,,q,ve w,tespit edilmis,
3.a€(0,7) ve B=mve p ,q ve w tespit edilmis,

4. v =0ve § =T ve p,q,w, ve p ,q ,w tespit edilmis.

Bu durumlarin her birinde, (2.54) probleminin tiim Sturm-Liouville gosterimleri,

parametrelerin miimkiin olan tiim sec¢imleriyle (2.53), (2.6) nin karsilik gelen
denklik ailesi ile verilir, 6rnegin o« =0 ve 3 € (0,7) durumunda p, ,q,ve w w, m

miimkiin olan tiim se¢imleri gibi.

Ispat: Oncelikle o,8 € (0,7) durumunu ele alalm. n=m—1, J = (a,b),
—00 < a <b< oo olsun. Sonra (a,b) araliginin (2.9) pargalanmasimi alalim. Simdi
(2.3), (2.10) ve (2.11) i saglayan [a,b] araliginda parcali sabit 7 ,7 ,w
fonksiyonlarmi tanimlayacagiz. Bunun [a,b] araligmin bu alt araliklar1 {izerinde bu

fonksiyonlarin degerlerini tanimlayacagiz, Oyle ki bu araliklar {izerinde bu

fonksiyonlar sifir olmayacaktir. Bunun igin

p, =—d k=12..n w =b k=0,1,..n

k417 E T TkHLE+1
veE

4, = dn - D — cot, q, = dn+1,n+1 -bp, + cot 3

qk:d _pk_pk+17 k:1,2,...,n—1

k—+1,k+1

olsun. (2.52) den p(t), q(t) ve w(t) fonksiyonlarmi tanimlayalim. Her bir p, g ve
w J tzerinde (2.3), (2.10) ve (2.11) i saglayan parcali siirekli fonksiyonlardir.

Boylece (2.53) Atkinson tipindendir ve p, ¢, w nun swrasiyla p, g, w ile

degistirilmesiyle bu denklem (2.12) yi saglar. (2.54) probleminin (2.26) problemi ile
ayni formda oldugunu goérmek kolaydir. Dolaysiyla Sonug 2.1 den (2.54) problemi
(2.2), (2.6) SLP ne denktir. Geriye kalan kisim Teorem 2.4 den elde edilir.

n =0 velveya 3 =7 durumlari da aym sekilde yapilir. Simdi (2.7) ayrik

olmayan siir sartlarindaki durumu ele alalim ve Teorem 2.2 ile Teorem 2.3 {in ters
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formlarmi bulalim. Oncelikle bu iki teoremde (2.54) deki D ye karsilik gelen matris

ic kosegensel degildir, ancak ‘hemen hemen’ li¢ kdsegenseldir.

Teorem 3.2. m >2 ve D sifir olmayan elemanlant d, = d ozeligine sahip

asagidaki simetrik devirli li¢ kdsegensel matris olsun.

dll dl? dlm
12 d22 d23
D= (2.57)
dmfl.,m72 m—1,m—1 m—1m
dlm dm —1,m mm
Burada
di]. eR, 1<e, < m, d“,+1 =0, j=L..,m—1,4d, =0 (2.58)
ve

B = diag(b

119"

b

mm

),OIbﬂER,lgjgm (2.599)

olsun. O zaman verilen herhangi (2.7) ayrik olmayan kendine es sinir sarti igin (2.54)
matris 6zdeger problemi (2.2), (2.7) formunda Atkinson tipinde bir SLP gosterimine
sahiptir. Ayrica J nin verilen (2.9) daki tespit edilmis bir parcalanisi i¢in (2.53) SLP
formunda tek bir gosterime sahiptir. Oyle ki (2.7), (2.12) deki gosterimlerle

asagidakilerden biri ile saglanir:

1. k,=0,
2. k, =0 ve q, ve w, tespit edilmis.

Bu durumlarin her birinde (2.54) probleminin biitiin Sturm-Liouville gosterimleri
(2.53), (2.7) SLP nin parametrelerine karsilik miimkiin olan biitiin se¢imleriyle elde

edilmis denklik siniflartyla verilir.

Ispat: Oncelikle k, =0 durumunu disiinelim. (2.54) denklemini (k,d, ) ile

127 1m

carparak, ki bu durumda d, = — olur, D ve B matrislerini normallestirebiliriz.
12
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Bu iglem (2.54) probleminin 6zdegerlerini degistirmez. n = m —1 ve a < b olsun.

[a,b] araliginm (2.9) daki pargalanigini tanimlayalim. Ayrica

b, :_dk.k+1’ k:1,2,...,n; w, :ka?kJrl; k:()ala"'an
ve
k k
9 =4, —p +k_k12’ 4, =d, ., —P, +k_
G = Ay Py " Py F=120m -1

olsun. O zaman (2.52) p(t), q(t) ve w(t) yi tanimlariz. Teorem 3.1 in ispatina

benzer sekilde gorebiliriz ki (2.54) problemi (2.47) problemi gibidir. Boylece
Teorem 2.3 den (2.54) problemi (2.2), (2.7) SLP ne denktir.

k, =0 durumu i¢in n =m segilerek ¢, ve w, tespit edilir ve aym yontem

izlenerek ispat tamamlanir.
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BOLUM 3

GECIS SARTLI STURM-LIOUVILLE PROBLEMLERININ MATRIS
GOSTERIMLERI

3.1. Giris

Bu boliimde diizenli kendine-es, gecis sartli, Atkinson tipindeki Sturm-Liouville
problemleri ile asagidaki formda olan matris 6zdeger problemleri arasindaki iliskiyi
aciklayacagiz,

VX = \WX. 3.1

Burada, V ve W, Ixl (l€Z,l>3) R iizerinde matrisler ve W kosegensel

matristir.

[3] de, Kong, Volkmer ve Zettle bir Atkinson tipindeki Sturm-Liouville
problemler sinifi ile matris 6zdeger problemleri arasindaki iligskiyi incelemis ve bu
siiftan Sturm-Liouville problemlerinin (ayrik yada ayrik olmayan) kendine-es sinir
sartlar1 ile birlikte olusturdugu 6zdeger probleminin matris 6zdeger problemlerine
denkligini gostermistir. Buradaki iligki bir problemin sonuglarindan diger problemin
sonuglarina ‘transfer’ olarak diisiiniilebilir. Bu tiirden uygulamalar i¢in [12,13]’e
bakilabilir. Son zamanlarda, Ao, Sun ve Zhang [14] de gecis sartli Sturm-Liouville

problemlerinin sonlu spektruma sahip oldugunu gostermistir.
Bu boliimde [1,3,14] deki yontemler kullanilacaktir. Simdi

—(py") +qu = wy, J = (a,c)U(c,h), c€(ab), —co<a<b<+oo (3.2)
Sturm-Liouville denkleminin,

y

/

AY(a)+ BY(b)=0, Y =
(a) (b) oy

, ABeM,|C) (3.3)

bi¢imindeki sinir sartlarinin ve
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CY(c=)+DY(c+) =0 (3.4)

formundaki gecis sartlarinin olusturdugu Sturm-Liouville problemini ele alalim.

Burada c¢ i¢ siireksizlik noktasi, A\ spektral parametre ve C =(c,),, Ve

D=(d)

i/ 2x2

2 x 2 boyutunda, reel degerli matrislerdir, dyle ki; det(C)=p >0 ve

det(D) = 6 > 0 dir. Ayrica M,(C) de C iizerinde, mertebesi 2 olan kare matrisler

kiimesini ~ gostermektedir. L(J,R), J iizerinde Lebesgue integrallenebilir

fonksiyonlar1 gostermek tizere denklemdeki katsayilar

r=1/pgqwe L(J,R) (3.5)

sartlarin1 saglamaktadir, [2,15,16]. (3.3) smir sart1 asagidaki iki sart1 sagliyor ise

buna kendine-es sinir sart1 denir.

* * O
rank(A,B) =2, AFA = BEB, E=

1 0 (3.6)

(3.2)-(3.4) gecis sartli SLP i¢in, eger onunla iligkili 7 operatorii kendine-es ise bu

SLP ne kendine-es denir. Bir T' operatorii kendine-estir, ancak ve ancak

1 -1 * ]_ 1 * O
rank(A,B)=2, —AE A ZEBE B, E= (3.7)

P 1 0

ise. Gegis sartli SLP nin kendine-esligi konusunda daha detayli bilgiler i¢in [17,18]’e
bakilabilir.

[5] nolu kitaptan iyi bilinmeliktedir ki; (3.5) sartlar1 altinda, (3.3) sinir sartlar iki

siniftan birine aittir. Bunlar ayrik yada ayrik olmayan siiflardir. Ayrik sinir sartlari,

cosay(a) —sina(py)(a) =0, 0<a<m
(3.8)
cos By(b) —sin B(py')(b) =0, O<a<m

bicimindeki kanonik (diizgiin) forma sahiptir. Yine ayrik olmayan sinir sartlari da

Y(b)=KY(a), K=(k)€eR, 1<ij<2 det(K)=1 (39
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bicimindeki kanonik (diizgiin) forma sahiptir.

Simdi v =y ve v= (py') diyelim. Bu durumda, J iizerinde (3.2) denkleminin

asagidaki sistem formunu elde etmis oluruz, [2]:

u =rv, v(g—Aw)u (3.10)

Klasik durumda, (3.2) deki r ve w J iizerinde pozitif oldugu zaman ve (3.3)
sinir sartlar1 ile (3.4) gecis sartlar1 kendine-es oldugu zaman gegis sartl (3.2)-(3.4)
SLP i sonsuz sayidaki reel 6zdegerlerin olusturdugu ayrik spektruma sahiptir,
[1,17,18,19]. Son zamanlardaki ¢aligmalarda gosterilmistir ki; gecis sartli, Atkinson
tipindeki SLP leri sonlu sayida 6zdegerlere sahiptir. Bu boliimde bu siniftan Sturm-
Liouville denklemlerini ele alacagiz ve gosterecegiz ki; bu siniftan verilen herhangi
bir siniftan Sturm-Liouville denklemi ve keyfi ayrik yada ayrik olmayan kendine-es
bir (3.3) siir sartt ve (3.4) seklindeki gecis sart1 i¢in (3.1) formunda bir matris
0zdeger problemi vardir, dyle ki; bu matris 6zdeger probleminin &zdegerlerinin
sayis1 tam olarak (3.2)-(3.4) gecis sarth karsilik gelen SLP nin 6zdegerlerinin sayis1
ile aymidir. Tersine, (3.1) formunda gerekli sartlar1 saglayan bir matris 6zdeger
problemi i¢in 6zdegerlerinin sayisi bu matris 6zdeger problemininki ile ayn1 olan
keyfi ayrik yada ayrik olmayan kendine-es sinir sartina ve gecis sartlarina sahip bir
SLP vardir. Iste bu iliski gecis sartl, Atkinson tipindeki bir SLP ile belirli matris
0zdeger problemleri arasindaki baglantiyr ortaya ¢ikarmaktadir. Asagida goriilecegi
lizere, bu tiirden baglantilar bir problemin sonuclarin1 diger problemin sonuglarina

‘transfer’ etmek icin kullanilabilir.

3.2. Gegis Sartlarina Sahip Atkinson Tipindeki SLP’nin Matris Gosterimi

Oncelikle, [3,14,20] calismalarindan gegis sarth dzel tipte SLP leri de Atkinson
tipindendir diyebiliriz.
Tamm 2.1. Gegis sartli (3.2) tipindeki Sturm-Liouville denklemi i¢in eger m,n > 1

pozitif sayilari i¢in J arali§inin

a=a, <a1 <a2 <---<a2m+1

=c¢ c=10b, <b <), <---<a, ., =b (3.11)

bi¢iminde bir pargalanmasi var ise Oyle ki; bu pargalanma tizerinde
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1
k=0,1,...m —1 olmak tizere [a,,,a,, | tizerinde r =— =10

k7 2k41 p
Goky1 (312)
k=01,...m olmak tizere [a, ,a, . )iizerinde w =0
ve
la,, ,a,, ,] lizerinde ¢ = 0 = w, r=0, k=01..m—1
e (3.13)
[b,,.,,0,,.,] tizerinde ¢ = 0 = w, r=0, i=01...,n—1,

by

ise o zaman bu denkleme Atkinson tipindendir denir.

Bu béliimde, 6zdegerlerinin sayis1 tam olarak karsilik gelen gegis sartli Atkinson
tipindeki SLP nin 6zdeger sayisi ile ayni olan bir matris 6zdeger problemi insa

edecegiz.

Tamm 2.2. Bir gecis sartli, Atkinson tipindeki SLP nin 6zdegerlerinin sayis1 bir
matris 6zdeger probleminin 6zdegerlerinin sayisi ile ayni ise bu iki problemlere

denktir denir.

Teoremlere ge¢gmeden Once ihtiyag duyacagimiz bazi ek gosterimleri verelim.

(3.11)-(3.13) verilsin ve ayrica

(3.14)

olsun. Burada belirtelim ki; (3.12) ve (3.13) den p_, w,, p, w, € R\ {0} ve

bunlarin igaretleri konusunda bir kisitlama yoktur. (3.12) ve (3.13) den gorebiliriz ki;

(3.10) un herhangi %,V ¢6zlimii i¢in %, r nin sifira denk oldugu araliklarda sabittir

ve yine v de ¢ ve w nun sifira denk oldugu araliklarda sabittir. Simdi,
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U, = u(ﬂ:), S [a2k7a2k+1]7 k= 07"'7m - 17 um = 'U/(x), S [a'2'rn’a27n,+l)’

i, = u(z), =€ (b,b], 4 =u(x), zelb,,b, |, i=1...mn (3.15)

i 217 72i+1
v, = (), z €la, ,a,],k=1....m, 0 =v(z), <, ,b]i=1...n,

k 2k—17 2k i 2i—17

olsun ve yine

(3.16)

diyelim.

Lemma 2.1. Kabul eldim ki; (3.2) Atkinson tipinde olsun. O zaman (3.10) un

herhangi %,V ¢6ziimii i¢in asagidakiler vardir,

p(u, —u_)=v, k=12,..m, (3.17)
v, — v, =ulg —\w,), k=01,...,m, (3.18)
P, —a_)=uv, i=12,..,n, (3.19)
5.~ =@ —AD), i =01,...mn. (3.20)

Tersine, (3.17)-(3.20) sisteminin herhangi v, , k = 0,1,....m, v, k=0,1,...,m +1

b k’

ve U, 1=0,1,...,n, 0

'R

1 =0,1,...,n +1 ¢6ziimii i¢in (3.10) un (3.15) ve (3.16) y1

saglayan u(z) ve v(x) tek ¢oziimii vardir.

Ispat: (3.10) un ilk denkleminden, k& = 0,1,...,m igin

Gy Gy oy, Gy
J— . J— I __ J— — J—
u, —u,_ = ua,)—ula, ,)= f u = f rv—f TV =, f r=v_/Dp,
Gy —2 Gyf—2 91 g1

elde edilir ki bu (3.17) dir. Yine benzer sekilde (3.10) un ikinci denkleminden,
k=0,1...,m igin
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Goks1 k1 Y
Uy = U = Wy, ) — vy, ) f f = f g — dw)u
A9p—1 Gj—1

:ajk/tl(q—)\w)u ir(q—)\w)—u( —)\w)

bulunur ve &£ = 0 i¢in de ayn1 sonucu elde ederiz ki bu da (3.18) dir. (3.19) ve (3.20)

da aym yolla elde edilebilir. Diger taraftan, eger u,, v, (3.17) ve (3.18) esitliklerini

ve i, ¥, (3.19) ve (3.20) esitliklerini sagliyor ise, o zaman u(z) ve v(z) (3.15) ve

(3.16) ya gore tanimlanabilir ve daha sonra bunlar (3.10) daki denklemlerin alt
araliklar tlizerinde integrallenmesiyle (3.10) un ¢Ozlimii alarak tiim J araliga
stirekli genisletilebilir. Simdi (3.4) ge¢is sarth ve (3.3) sinir sarth Sturm-Liouville
denkleminin matris gosterimini tartismak i¢in yeni bir gdsterim tanimlayalim. Soyle

ki; (3.8) ayrik siir sartinin ve (3.9) ayrik olmayan sinir sartinin her biri igin

=(9,) = —D'C diyelim. Burada teoremleri g, # 0 ve g, =0 olma durumuna

gore iki farkli durumda ifade edecegiz.

Teorem 2.1. Kabul edelim ki; « €[0,7), 3 € (0,7] ve g, =0 olsun. Asagidaki

(m 4+ n +2)x(m + n + 2) boyutundaki

p,sina+cosa — p sina

—p, p,+p, —D,

_pmfl an—l+p7n _pm

1
P, = , Do o 3.21)
_r + s _ ]31
0 g, 9y

_p7171 pnfl_'_jjn _ﬁn
—p sinf3 p sinf —cosf3

ic kosegensel matrisi ve
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me = dzag(‘]g sin «, 4, 54,5, 9,54, 1,4, sin ﬂ),
(3.22)

W, = diag(w,sinc, wy, =+, w_, wy, -, w _, w sing)

kosegensel matrisleri tanimlayalim. Bu durumda (3.2), (3.4), (3.8) gecis sartli SLP

asagidaki matris 6zdeger problemine denktir,

(P,+Q)U =AW U. (3.23)

Burada U = [u,u,,...,u ., ,ﬁn]T dir. Ayrica biitiin 6zdegerler geometrik olarak

ot T
basit ve sabit ¢arpanlar1 dikkate alinmaksizin tektir. (3.2), (3.4), (3.8) gegis sartli SLP

nin u(z) Ozfonksiyonu ve aym oOzdegere karsilik gelen (3.23) matris 6zdeger

probleminin U 6zvektorii arasimnda u(z) =u,, = € [a, k=0,....m—1,

k a2k+1] ’

’u({]j‘) = um » X < [a2m’a2m+1) ’

w(z) =1, v€(b,b], wzr)=a, el

0771 2i7b2i+1] ?

k=1,2,...,n iliskisi vardir.

Ispat: (3.17)-(3.20) sisteminin ¢oziimleri ile asagidaki sistemin ¢oziimleri arasinda

bire-bir iliski vardir.
p(u, — uo) —v, = uo(qo — )xwo), (3.24)

P (u, —u)—p(u —u )=yl —w), k=12..m—1 (3.25)

varl B pm(um B umfl) - um(qm - Awm)’ (326)

pl(u —110)—7_70 260(60 —>\'LZ]0), (327)

B (@, —i)—p (@ —i, ) =i —A@), i=12.,n—1 (3.28)
,l}n+l - ﬁn(ﬂ/n o anfl) = ﬂ’n(qn - Awn) (329)

Gergekten, kabul edelim ki; v, , k#=0,1,2,....m+1 ve v, k=0,1,2,....m +1
(3.17), (3.18) sisteminin ¢oziimii olsun. O zaman (3.17), (3.18); (3.24)-(3.26) dan
elde edilir. Aym sekilde, 4, ¢ = 0,1,2,...,n ve v, 1 =0,1,2,...,n +1 (3.19), (3.20)
sisteminin ¢oziimi oldugunu kabul edersek (3.27)-(3.29); (3.19), (3.20) den elde
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edilir. Diger taraftan wu,, kE=0,1,2,....m nm (3.24)-(3.26) sisteminin ¢6ziimii

oldugu kabul edilirse, o zaman v, ve v

strastyla (3.24) ve (3.26) dan elde edilir.

Simdi v, k=0,12,...,m (3.17) ile tammlanmis olsun. O zaman (3.24) iin

kullanilmas1 ve (3.25) e tiimevarim uygulanmasiyla (3.18) elde edilir. Benzer sekilde

de (3.19) ve (3.20) i¢in de yapilir. Boylece, Lemma 2.1 den (3.10) denkleminin ve

dolayisiyla (3.2) nin herhangi bir ¢6ziimii, (3.24)-(3.29) sisteminin ¢éziimiinden tek

sekilde elde edilir. (3.8) sinir sartlarindan
u,cosa =y sinq, u cosf3 =19  sinf,
bulunur ve (3.4) gegis sartlarindan

uO - gllum _|_ ngU’nhLl’ /UO o ngum _|_ g22lvm+1’

elde edilir. g, = 0 ve det(G) = —g oldugundan, (3.31) den

9
9,

~ g
_ J22 ~
m+1 0 'm? Uo - uo

P
9y 9y 9y 0

m?

esitliklerine ulasiriz ve dolayisiyla (3.24)-(3.32) den denklik elde edilir.

(3.30)

(3.31)

(3.32)

Teorem 2.2. Kabul edelim ki; « €[0,7), 5 € (0,7] ve g, =0 olsun. Asagidaki

(m +n+1)x(m+n + 1) boyutundaki

p,sina +cosa  — p, sina

- b p1+p2 - b,

P P,y TP, - P,
= 905Dy 9Py, T 911231 T 9y — ﬁl
_911]31 ]31 +Z~)2 _152
— D, p, + b, — Dy

_f)7171 ﬁnfl_l—];n _i)n

ic kosegensel matrisi ve
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Qmﬁf - diag(qo SN, q,,5q,, 159554, T 94,4, &5 54, 15 G, S0 8),
(3.34)

Waﬁ = dw,g(w0 sina, w,,w | g,,w + g W, Wy, W, W osin B)

kosegensel matrisleri tanimlayalim. Bu durumda (3.2), (3.4), (3.8) gecis sartli SLP

asagidaki matris 6zdeger problemine denktir,

(P,+Q)U =AW U. (3.35)

Burada U = [u,u,,...,u ., ,ﬁn]T dir. Ayrica biitiin 6zdegerler geometrik olarak

ot T
basit, sabit ve ¢arpanlar1 dikkate alinmaksizin tektir. (3.2), (3.4), (3.8) gecis sarth

SLP nin u(z) dzfonksiyonu ve ayni dzdegere karsilik gelen (3.23) matris 6zdeger

probleminin U 6zvektorii arasimnda w(z) =u,, = € |[a, k=0,....m—1,

k7a2k+1]’
U(flf) = um » T € [a2m’a2m+1) ’ 'LL(.T) - gllum’ T e (b07b1] 3 U(flf) - ai’ T e [bQi’bQH»l] ’

k=1,2,...,n iliskisi vardir.
Ispat: 9,, = 0 oldugu i¢in (3.4) gegis sartlar1

Uy = gu,, Ty =gyt + 90, . (3.36)
sartlarina benzer. (3.26), (3.27), (3.28) ve (3.36) dan,

ﬁl (ﬂl - gllum) - g?lum - g?? [pm(um - umfl)

- N (3.37)
+ um(qm - )\wm)] = gllum(q() - )\w[])

pQ(ﬁQ o ﬁz) o ]31(@1 o gllum> - ﬁ1@1 o )‘@1) (3.38)
elde edilir ve denklige (3.24)-(3.26), (3.28)-(3.30) ve (3.37)-(3.38) den ulasilir.

Sonu¢ 2.1. (i) Kabul edelim ki; «,3€(0,7), ve g,=0 olsun. Asagidaki

(m +n 4+ 2) x(m + n + 2) boyutundaki
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p, +cota  —p
- p, + D, - P
_pmfl pmfl pm _pm
1
p, D+ —
P, = 912 o (3.39)
v p 1 ~ 9 ~
L Pt 1
09, Gz
- D p, + D, — D,
_ﬁnfl i)nfl +ﬁn _ﬁn
- b, p, —cot 3

ic kosegensel matrisi ve

Q;ﬂ = diag<q07""q77L’QO’ 7&7L)’M/;;’)' = diag(w(’)?”’aw

’NL7

@y, @) (3.40)

kosegensel matrisleri tanimlayalim. Bu durumda (3.2), (3.4), (3.8) gecis sarthh SLP

asagidaki matris 6zdeger problemine denktir,

(Pmi + Qasff )U - )\I/VadU (341)

Burada U = [u,u,,...,u_,y,...,4 | dir.
n

sy Wy yyee e

(ii) Eger o = 0 ve/veya 3 = 7 ise, o zaman ayn ifade, (3.39), (3.40) matrislerinin
eger v =0 ise ilk satirinin ve ilk siitunun ve/veya (3 = m ise son satir ve son

stitununun silinmesiyle elde edilen P, (), W matrisleri ile saglanir.

Ispat: (i) Bu durumda, (3.41) i elde etmek igin (3.23) sisteminin ilk ve son satirmni

sirastyla sina ve sin /3 ile boleriz.

(ii) Eger av =0 ise, o zaman u, = 0 dir ve P, @, W matrislerinin ilk satir ve ilk

stitunu silinebilir. Benzer sekilde, eger 5 = 7 ise, o zaman u = 0 dir ve bu

durumda da son satir ve son siitunu silinebilir.
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Sonu¢ 2.2. (i) Kabul edelim ki; «,3 € (0,7), ve 9, =0 olsun. Asagidaki

(m 4+ n +1)x (m + n + 1) boyutundaki

p, +cotax  —p,

—p p, + b, - D
o pmfl pmfl + pm o pm
PM _ — 9P, %22pm + :quf)l :" 99 — -731~ (3.42)
—9,,p, b, + b, - b,
- D, D, + P, — D,

tic kosegensel matrisi ve

ng — di(lg(qo, 4 54, 1,959, —I_gu(jo’ (jla 7gn)7
(3.43)

14 g dmg(wo’ Wy, =ty W5 Gy, W, g Wy Wy e ’wn)

a3y

kosegensel matrisleri tanimlayalim. Bu durumda (3.2), (3.4), (3.8) gecis sartli SLP

asagidaki matris 6zdeger problemine denktir,

(P, +Q,)U=AW_U. (3.44)

_ ~ ST g
Burada U = [u,u,...,u_,4,,-.., @ | dir.

T my o0ttt

(ii) Eger o = 0 ve/veya 3 = 7 ise, o zaman ayn ifade, (3.42), (3.43) matrislerinin
eger v =0 ise ilk satirinin ve ilk siitunun ve/veya (3 = m ise son satir ve son

stitununun silinmesiyle elde edilen P, (), W matrisleri ile saglanir.

Ispat: Ispat, Teorem 2.2 kullanilarak Sonug 2.1’in ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 2.1, Teorem 2.2 ve bunlarin sonuglar1 géstermektedir ki; tiim gecis sarth
Atkinson tipindeki, kendine-es ayrik smir sartlhh SLP leri {ic kosegensel matris
0zdeger problemleri seklinde gosterime sahiptir. Simdi de gosterecegiz ki; tiim gecis

sartll Atkinson tipindeki, reel kendine-es ayrik olmayan sinir sartli SLP leri de iig
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kosegensel matris 6zdeger problemleri seklinde gosterime sahiptir. Bu durumda, P
matrisi ‘hemen hemen ii¢ kosegensel matris’ formda olacaktir. Burada hemen hemen
ti¢ kosegensel matris formu demekle, matrisin sag list ve sol alt kdsesindeki

elemanlarin sifirdan farkli olmasi kastedilmistir.

Teorem 2.3. km = 0 olmak iizere, (3.9) sinir sartlarini ele alalim ve kabul edelim ki;

9, = 0 dir. Asagidaki (m +n +1) X (m + n 4 1) boyutundaki

2 ~ -
k11k21 +p + kllpn - b - kllpn
- D p, + D, - b,
_pmfl pmfl + pm - pm
1
_d pm pm _|_ h —
o = %1z o (3.45)
_ Bi 5o+ gﬁ 5
0 1 1
g12 912
- D b, +D, - D,
- Z37172 fjnf + ﬁnfl - ﬁnfl
_kllf)n - ﬁnfl f)”71 + ﬁn

(Lm+n+1) ve (m+n +1,1) elemanlar1 harig ii¢ kdsegensel matrisi ve

QO = dia’g(Q()?kl?l qn7q1’ Ty qmaqov B gnfl)’
(3.46)

f— y 2 11 .o e 71
W, = diag(w, + k@ , w, -, w W, -, D, )

kosegensel matrisleri tanimlayalim. Bu durumda (3.2), (3.4), (3.9) gecis sarthh SLP

asagidaki matris 6zdeger problemine denktir,
(P, +Q)U = WU (3.47)

Burada U = [u,u (TR a

1oy W gy ee ey

- " dir.

Ispat: k, = 0 oldugundan, (3.9) sinir sartlari

u =k u v o=k u +kv (3.48)

n  1170° nil 210 2270

32



sartlari ila aynidir. Burada £ k,, =1 dir ve g, = 0 oldugundan (3.4) gecis sartlari

11 722
(3.32) formundadir. Simdi amacimiz, (3.48) smir sartli, (3.32) gegis sartl, (3.17)-
(3.20) sisteminin ¢oziimleri ile asagidaki sistemin ¢oziimleri arasinda bire-bir bir

esleme oldugunu gostermektir,

[~k Ky, + (b, + ¢, — Aw,) — K2(B, + @, — Ad u, — pu, —k, B i, =0 (3.49)

1121 n n—1

P, —u)—p(u —u_)=u(qg — ), k=12..,m—1(3.50)

i/aO - &um o pm(um - u'mfl) = um<qm - )\w'm,)’ (351)

gl? 912

L 99y - 1 r y

P, (@, —uo)—[ﬂuo —%—um] = 1,(q, — A\w,), (3.52)
912 912

b (G, —a)—p@ —a )=a(5 — b)), i=12...,n—2 (3.53)

ﬁn (kllu() r ﬂ/nfl) - pnfl (unfl - un72) - ﬂ/nfl (qnfl - Awnfl)' (354)

Gergekten, kabul edelim ki w,, k=012..m 4, 1=012..n ve v,

k b

k=0,12...,m+1, @, i=012...n+1 (3.17-(320), (3.48) ve (3.32)

sisteminin ¢oziimi olsun. Bu durumda (3.50)-(3.53), (3.17)-(3.20) den kolaylikla
elde edilir. Yine (3.17) de £ =1 ve (3.18) de k£ = 0 alinirsa

Yy = i)i(% o uo) B uo(qo B Awo) (3.55)
esitligini elde ederiz. (3.19) ve (3.20) da 7 = n alnirsa

U,, = B@, —1,,)+%a,(F, -, (3.56)

n+1

bulunur. Buradan da (3.48), (3.55) ve (3.56) nin birlestirilmesiyle

p(ku,—d )+ku (G — 0)=ku +k,[pu —u)—ulg—Iw,) 3.57)

1170 1170

esitligine ulasiriz. Burada belirtelim ki; k11k22 =1 dir. Bu durumda (3.57), (3.49)

olur ve (3.53) de i = n — 1 alinmasindan ve (3.48) den asagidaki esitlik bulunur,
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ﬁn (knuo - ﬂ/nfl) - Zﬁjnfl (ﬁnfl - ﬂan) = ﬂnfl (qnfl - Aﬁ}nfl)' (358)

Diger taraftan, kabul edelim ki; u, k=012....,m, u, 1=0,12...,n (3.49)-

(3.54) sisteminin ¢6ziimi olsun. O zaman 4 , v, ve v sirasiyla (3.48), (3.55) ve

1
(3.56) dan belirlenir. §imdi v,, £ = 0,1,2,...,m (3.17)ile; v, 1 = 0,1,2,...,n (3.19)

ile belirlenmis olsun. Bu durumda (3.55) ve (3.32) den ve (3.56) da tiimevarim

kullanilmasindan (3.18) ve (3.20) elde edilir. Ayrica (3.55)-(3.57) den

=k, u, + kv, oldugu goriiliir. Boylece (3.48) sinir sart: saglanr.

Un+1 2270

Teorem 2.4. kn = 0 olmak iizere, (3.9) sinir sartlarini ele alalim ve kabul edelim ki;

9, = 0 dir. Asagidaki (m + n 4 2) x (m + n + 2) boyutundaki

k 1
11
b= - D —
ku k12
- p p, + D, - Db,
_pmfl pmfl + pm - pm
1
- pm pm + & -
g 9
P, = & & (3.59)
_ P 1 = Yo _ 5
res b+ D,
09, 9o
- D b+ p, - D,
_ﬁnfl ﬁnfl+ﬁn _ﬁn
1 - .
. —-p, D,—=
12 12

(L,m + n +2) ve (m+ n +2,1) elemanlar haric ii¢c kdsegensel matrisi ve

Ql = diag(qo’ g, qm@w ’q~n)’
(3.60)
W, = diag(w,, w, -, w @, - ,0)

m? 07

kosegensel matrisleri tanimlayalim. Bu durumda (3.2), (3.4), (3.9) gecis sarthh SLP

asagidaki matris 6zdeger problemine denktir,
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(P —Q)U = WU, (3.61)

~ ~ T qe
Burada U = [u,u,...,u ,4,,..., 4 | dir.

m? 07"
Ispat: Oncelikle (3.9) sinir sartlar

u =k u +k.v v, =ku +k.v

n 1170 12707 n—+1 2170 2270

sartlart ile aymdir. k k_ —k _k =1 oldugundan bu sartlar

112~ M2
v =——u +ﬁﬁn (3.62)

biciminde yazilabilir. Burada belirtelim ki; gec¢is sartlarn (3.32) formundadir

dolayisiyla ispat Teorem 2.3’{in ispatina benzer.

Teorem 2.5. le = 0 olmak iizere, (3.9) sinir sartlarini ele alalim ve kabul edelim ki;

9, = 0 dir. Asagidaki (m + n) % (m + n) boyutundaki

2 ~ -

knkm e b, + kupn - b o kllpn

- D b, + b, —D,
o pmfl pm—l + pm - pm
PM _ — 9P, g~22 b, :l_gulél + 99 N_ ﬁl (3.63)
- 94P b, + b, - b,
- ]32 252 + ]53 - ]53
- ]371,—2 ]377,—2 + ﬁn—l o jjn—l
_kllf)n - ﬁnfl ]377,71 + ﬁn

(Lm 4+ n) ve (m + n,1) elemanlar harig ii¢c kdsegensel matrisi ve
Qg = diag<q0>k121 q~n7q17 e 4 199559, + 9, q~0>q~17 B ~n,1>7

(3.64)

T 9 ~ ~ o~ -
VI/Q o dla/g(w() + kllwn’ wl’ ) wnhl’gQqu + gll wo’wl’ ’ wnfl)
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kosegensel matrisleri tanimlayalim. Bu durumda (3.2), (3.4), (3.9) gecis sarthh SLP

asagidaki matris 6zdeger problemine denktir,

(P, +Q,)U = \W,U (3.65)

Burada U = [u,u,,...,u_, U ﬂ

T -
) m) 1t nfl] dir.

Ispat: Burada simir sartlar1 (3.48) formunda ve gegis sartlar1 da (3.36) formundadir.

Dolayisiyla ispat yine Teorem 2.3’{in ispatina benzer.

Teorem 2.6. km = 0 olmak tizere, (3.9) smur sartlarin ele alalim ve kabul edelim ki;

9,, = 0 dir. Asagidaki (m +n +1) x (m + n 4 1) boyutundaki

k 1
11
p— 7 - D P
k12 kl?
- D p, + D, - D,
- pmfl pmfl _'_ pm T pm
PM _d — 9P, 922~pm + gjli)l _':921 f)1~ (3.66)
— 9ub, p, +p, — D,
—-b,  DytD, - D
- 157171 f)nfl + jjn, - f)n
1 . .k

. —b, b

12 12

(Lm+n+1) ve (m+n+1,1) elemanlar: harig ii¢ kosegensel matrisi ve

Q3 - dwg(qo’qv 5 Gy 509594, 9,000 qn)’

(3.67)
VVS = dmg(wo’wl’ w5954, T 9y, @o’wv T, W )

n

kosegensel matrisleri tanimlayalim. Bu durumda (3.2), (3.4), (3.9) gecis sarthi SLP

asagidaki matris 6zdeger problemine denktir,

(P, +Q,)U = \WW,U (3.68)
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Burada U = [u,u,,...,u ,q,,....0 ] dir.
n

? Um0t

Ispat: Burada simir sartlar (3.62) formunda ve gegis sartlar1 da (3.32) formundadir.

Dolayisiyla ispat yine Teorem 2.3’iin ispatina benzer.

Uyar 2.1: Teorem 2.3 ve Teorem 2.6 karsilastirildigi zaman goriiriiz ki; matris

sistemlerinin boyutlar1 farklidir. Bunun sebebi, &

, =0 oldugunda i y1 u

m

cinsinden yazmak i¢in @ =k u, sart1 kullanilir dolayistyla (3.61) de i min elemine

edilmesine ihtiya¢ duyulur ve/veya g, = 0 oldugunda 4, y1 v _ cinsinden yazmak

igin u = g, u, sarti kullanilir. Dolayisiyla (3.61) de @ nim elemine edilmesine
ihtiya¢ duyulur. Boylece katliligi da hesaba katilarak Teorem 2.3’de tam olarak

m -+ n +1 tane, Teorem 2.4°de tam olarak m + n +2 tane, Teorem 2.5’de tam

olarak m + n tane ve Teorem 2.6’da da tam olarak 7 + n + 1 tane 6zdeger vardir.

Bir sonraki sonug; gecis sartli, Atkinson tipindeki her SLP nin ayni sinir sartina
sahip ve yine geg¢is sarth ancak bu sefer parcali sabit fonksiyon katsayili bir SLP ne

denk oldugu gercegini vurgulamaktadir.

Teorem 2.7. Kabul edelim ki; (3.2) denklemi Atkinson tipinde olsun ve p,,

k=12..,m; p, i=12....,n ve ¢, w, k=012....,m; g, i, i=0L...,n

(3.14) ile verilmis olsun. J iizerinde asagidaki p, g ve w pargali sabit fonksiyonlar1

tanimlayalim,

p(ay, —a, ), z€la, ,a,] k=12..m,
i)(a:):«oo’ z €la,,a,, ], k=01...m,
p(a,—a, ), z€lb, ,a.l], i=12..,n,
B zelb,,b,, ], i=01..n,

,  T€la,,a, ), k=01..m,

~ 0, LL’E[G o1 & ]7 k:1727"'7m7
G(z) = N 2172k (3.69)
S we@ub,,), i=01..n
( 2i+1 22)
0, velb, b, i=12..n
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L, z€la,,a, ), k=0,1...,m,
(a,, , —a,,) 2k “2k 41

@(x):p, . z€la, .a,], k=12..m,
M’ z € (,,b,.,], i=01,...,n,
0 zelb, ,b.], 1=12...,n,

Kabul edelim ki; (3.3) sinir sart1 ya ayrik ya da reel ayrik olmayan tiirden olsun. Bu
durumda (3.2)-(3.4) gegis sarthi SLP nin dzdeger sayist; J = (a,¢) U (c,b) iizerinde

tanimli, katsayilar1 pargali sabit fonksiyon olan ve
~(py) +dy = Ny, (3.70)

bicimindeki denklemden, (3.3) deki sinir sartindan ve (3.4) deki gegis sartindan

olusan SLP nin 6zdeger sayis1 ile tam olarak aynidir.

Ispat: Agiktir ki; (3.2)-(3.4) gecis sartli SLP ve (3.70), (3.3), (3.4) probleminin her

ikisi de aym1 p,, k=12,...om; p,i=12,...nve ¢, w, k=012...m; q, v,

i

1= 0,1,...,n degerlerini belirler. Béylece, hangi (3.3) sinir sartin1 ve hangi (3.4)

gecis sartin1 igerdigine gore Teorem 2.1°den Teorem 2.6’ya olan teoremlerden
birisinden sOylenebilir ki; onlar aym1 matris 6zdeger problemine denktirler ve

dolayisiyla ayni1 6zdegerlere sahiptirler.

Teorem 2.7 den, verilen bir J araligi lizerinde tespit edilmis bir (3.3) sinir sart1 ve
(3.4) gecis sart1 i¢in bir SLP ler ailesi vardir, dyle ki; bu aile gecis sartli, Atkinson
tipindedir ve gecis sarth (3.70), (3.3), (3.4) SLP ile aynm1 6zdeger sayisina sahiptir.
Iste bu tiirden ailelere gecis sartli (3.70), (3.3), (3.4) SLP nin denklik ailesi denir.

3.3. Matris Ozdeger Problemlerinin Sturm-Liouville Gésterimleri

F=(f,), 1x1 boyutunda ii¢ kdsegensel bir matris veya f =0, i=1....[—1
olmak iizere ‘hemen hemen {i¢ kdsegensel’ (ki bu matris ayn1 zamanda hemen hemen

simetriktir) bir matris olsun. Ayrica h, =0, k=12...,] olmak iizere

H = diag(h,,,...,h,) seklinde kosegensel bir matris olsun. Burada ‘hemen hemen
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simetriktir’ demekle matrisin ortadaki bir ya da iki elemani hari¢ simetrik olmasi
kastedilmistir. Bu bdliimde

FX = \HX (3.71)

formunda olan bir matris 6zdeger probleminin gec¢is sartlarina sahip, Atkinson
tipinde bir SLP temsiline sahip oldugu gosterilecektir. Teorem 2.7 den sdylenebilir
ki; bu temsil tek olmayabilir. Burada (3.71) matris 6zdeger probleminin, ge¢is sarth
(3.70), (3.3), (3.4) SLP ve onlarin denklik aileleri kullanilarak tiim Sturm-Liouville

temsillerini karakterize edecegiz.

Oncelikle (3.8) ayrik smir sarti durumunu ele alalim ve Teorem 2.1 ve Teorem 2.2
(aslinda Sonug 2.1 ve Sonug 2.2) nin tersinin bir ¢esidini bulalim.
Teorem 3.1. ; > 3 ve C ile D (3.4) gecis sartlar1 ile uyumlu herhangi iki matris
olsun, Syle ki; det(C)=p >0 ve det(D)=60>0 olsun. Ayrica G =—-D"'C,
g, =0 ve F, IxI boyutunda, asagidaki formda, ‘hemen hemen simetrik’ {i¢

kosegensel bir matris olsun.

I hs
12 'fQQ 'f23
For Dy fpn
F= fk+1.,k fk+1,k+1 fk+1,/c+2 (3.72)
Seirie
-2 e iy
TR
Yine 2 <k <I1-2,f e R,1<4j Sl’fjxm =0,j= 1""7l_1’ﬁ+1¢: — g fipve
H = diag(h,,,...,h,), 0=h, eR 1<j<I (3.73)

olsun. Bu durumda verilen herhangi bir (3.8) ayrik kendine-es siir sart1 i¢in (3.71)
matris 6zdeger problemi (3.2), (3.4), (3.8) formunda gegcis sartli Atkinson tipinde
SLP alarak temsillere sahiptir. Bunun yaninda J nin verilen herhangi bir tespit

edilmis parcalanisi i¢in, (3.14) deki gosterimler kullanilarak asagidaki dért maddeden
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birisi saglanmak iizere bu matris 6zdeger problemi gecis sarth (3.70), (3.4), (3.8)
formunda SLP alarak tek bir temsile sahiptir. Bu maddeler asagidadir:

(@) o,/ € (0,7),

(ii) « =0 ve B €(0,7) ve p,, q, ve w, tespit edilmis,
(iii) o, € (0,7),

(iv) o, 3 € (0,7).

Bu durumlarin her birinde, (3.71) probleminin biitiin Sturm-Liouville gosterimleri;
bunlara karsilik gelen (3.70), (3.4), (3.8) gecis sartli SLP nin denklik aileleri ile

parametrelerin tiim miimkiin olan se¢imlerine bagl olarak verilir. Ornegin, o« = 0 ve

€ (0,7) durumunda p,, q,, w, 1n tim segimleri gibi.

Ispat: Oncelikle o, 3 € (0,7) durumunu ele alalim. Burada belirtelim ki; 7 ve H

matrislerini, (3.71) esitligini —

ile carparak f, = b 1 olacak sekilde

ey 12
normallestirebiliriz. Bu  operasyon (3.71)  probleminin  6zdegerlerini
degistirmeyecektir.  Simdi  m=k—1, n=I1—k—1, J=(a,c)U(cd),
—00 < a < b< oo olsun. J nin (3.11) pargalamgini alalim ve [a,c) U (¢,b] tizerinde
(3.5), (3.12) ve (3.13)’1 saglayacak p, g ve w pargali sabit fonksiyonlarin
tanmimlayalim. Burada yapmamiz gereken, bu fonksiyonlarin [a,c) U (¢,b] nin her bir

alt araliginda degerlerini tanimlamak olacaktir. Oyle ki; bu fonksiyonlar (3.12) ve

(3.13) de sifir olarak tanimlanmayacaktir. Bunu yapmak i¢in,

b, = _-fi,77+1’ i=12..m p = _f'+m+1,j+m+2’ J=L12..n,

J J

wi = hz'+1.i+1’ L= 0’ 1’ SRR wj = hj+m+2,j+m+2’ J= O’ 1’ e 125

ve

9y = Iy, — p, — cota, qi:hyzﬂﬁl_pi_py:ﬂ’ i=12...,m-1,
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gll ~ ~ g22
) 0 m+2,m+2 1 ’
12 912

q, = hj+m+2,]+m+2 - p/ - ijrl’ J= 1’ 2’ sy — 17 qn - hm+n+2.m+n+2 - pn + cot /6 :

J

olsun. Bu durumda (3.69) dan p(z), q(z) ve w(z) tanimlanir. Oyle ki; bu 7, 7 ve

w parcali sabit fonksiyonlar J iizerinde (3.3) (3.12) ve (3.13)’1 saglar, (3.70)
denklemi Atkinson tipindedir ve (3.14) saglanir. Kolayca gorilebilir ki; (3.71)
problemi (3.41) problemiyle aym1 forma sahiptir. Dolayisiyla Sonug¢ 2.1°den (3.71)
problemi gecis sarth (3.2), (3.4), (3.8) SLP ne denktir. Son kisim da Teorem 2.7°den

elde edilir.

o = 0 ve [ = 7 durumlar iginde aymi diisiince gegerlidir.

Teorem 3.2. [>4 ve ¢ ile D (3.4) deki gibi olan ve det(C)=p >0 ile

det(D) =6 >0 kosullarin1 saglayan herhangi iki matris olsun. Ayrica yine
G = (97:]-) =-D'C, g,=0 ve F asagidaki gibi tanimlanan !x! boyutunda
‘hemen hemen’ simetrik {i¢ kdsegensel bir matris olsun.

h b
ho b by

T/ VS
F = f/.ﬁtl,k, flls:+1,k+l flls:+1,k+2 . (374)

fk+1,k+1

1-1,0-2 1-10-1 -1

hp A

=0, j=1...,01—-1,

an

Burada 2<k<I1-3, j;.jeR, 1§i,j§l,fj

f;erk = gQka,kH > fk+2,k+1 = gllf;c+1,k+2 ve

H = diag(h,,....h,), 0=h €R, 1<j<I (3.75)

112700

olsun. O zaman, verilen herhangi bir ayrik kendine-es (3.8) smnir sart1 i¢in (3.71)

matris 0zdeger problemi (3.2), (3.4), (3.8) SLP formunda, geg¢is sartli, Atkinson
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tipinde SLP olarak gdsterimlere sahiptir. Ayrica J nin verilen tespit edilmis (3.11)
pargalanist i¢in (3.14) deki gosterimler kullanilarak asagidaki dort maddeden birisi
saglanmak {izere bu matris 6zdeger problemi gecis sartli (3.70), (3.4), (3.8) formunda
SLP olarak tek bir temsile sahiptir. Bu maddeler asagidadir:

(i) o, € (0,7) ve q, ile w tespit edilmis,

(i) o =0, B €(0,7) ve q , w ilep, q, ve w, tespit edilmis,

m

(iii) o, € (0,7), B=7veq ,w ilep ,§ ve w tespitedilmis,

(iv) =0, 8=mveq, , w ilep,q,w vep,{,w tespitedilmis.

m

Bu durumlarin her birinde, (3.71) probleminin biitiin Sturm-Liouville gdsterimleri;
bunlara karsilik gelen (3.70), (3.4), (3.8) gecis sartli SLP nin denklik aileleri ile

parametrelerin tiim miimkiin olan secimlerine bagh olarak verilir. Ornegin,

«,3 € (0,w) ¢ , w 1ntim segimleri gibi.

Ispat: Halen o, € (0,7) durumunu ele alalm. Simdi m =%k, n=1—k—1,

J = (a,c)U(c,b), —0o < a < b< oo olsun. J nin (3.11) par¢alanigini alalim.

po=— ., i=Ll2..m p =—f . . j=12..n,
w, = hyz+1,7:+17 1=0,1...,m—1 zbj = hj+m+l,j+m+l’ 7=L12....n,
. 1 e
W, = g—n(hm imar OW,,) burada w - tespit edilmis,
ve
q, =h, —p, —cota, q = hm.,m —p,—p,,, t=L12..m—1,
- 1 - g
q, = _(hm+l,m+l’ 954, — 95,0, — 9,,P, — gﬂ) burada ¢ tespit edilmis,
11
G ="h 0 siime — D, =D, 7=12,0on =1, ¢ =h . . —D Fcotf.
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olsun. Ayrica p(z), q(z) ve w(z) fonksiyonlarm (3.69) daki gibi tanimlayalim.

Teorem 3.1’in ispatina benzer sekilde, goriilebilir ki (3.71) problemi (3.44) deki
forma benzer. Buradan Sonug¢ 2.2°den (3.71) problemi (3.2), (3.4), (3.8) gegis sarth

SLP ne denktir. Son kisim yine Teorem 2.7’den elde edilir.
o = 0 ve/veya [ = 7 durumlar1 da ayn1 sekilde yapilir.

Simdi, (3.9) ayrik olmayan durumu ele alalim ve Teorem 2.3 den Teorem 2.6 ya

olan teoremlerin terslerini bulalim.

Teorem 3.3. [ >3 ve C ile D (3.4) deki gibi olan ve det(C)=p >0 ile

det(D) =6 >0 kosullarin1 saglayan herhangi iki matris olsun. Ayrica yine
G = (gi]_) =-D'C, g,=0 ve F asagidaki gibi tanimlanan !x! boyutunda

‘hemen hemen’ simetrik, sifir olmayan fu = jil elemanlar1 hari¢ iic kdsegensel bir

matris olsun.

fn fl2 fll
ho to b

j;s:‘kfl 'f;\",,]if fl;,k+1
F= j;chLk f;m,kﬂ j;»-+1,k+2 . (3.76)

fl;:+l,k,+l

]571,172 ]371,171 j;fl,l
fu -1, Ji,z

Burada 2<ki<[-2, fijeR, 1< <, f

_P _ 9
fk,+1.k - gfl;,kJrl fl,/ =—-2

fk,k:+l ve
12

H = diag(h,,....h,), 0=h €R, 1<j<I (3.77)

TERRRERL

olsun. O zaman, verilen herhangi bir ayrik olmayan kendine-es &, = 0 olan (3.9)

sinir sart1 i¢in (3.71) matris 6zdeger problemi (3.2), (3.4), (3.9) SLP formunda, gecis

sartli, Atkinson tipinde SLP olarak gdsterimlere sahiptir. Ayrica J nin verilen tespit

43



edilmis (3.11) parcgalanist i¢in (3.14) deki gosterimler kullanilarak bu matris 6zdeger
problemi gecis sartl (3.70), (3.4), (3.8) formunda SLP olarak tek bir temsile sahiptir
ve parametrelerin tim miimkiin olan segimleriyle birlikte (3.71) in tiim Sturm-
Liouville gosterimleri, karsilik gelen gecis sartli (3.70), (3.4), (3.9) SLP nin denklik
ailesi ile verilir.

Ispat: Burada belirtelim ki; F ve H matrislerini, (3.71) esitligini — ile

129k, k+1
carparak f . = 1 olacak sekilde normallestirebiliriz. Bu operasyon (3.71)
h 9
probleminin 6zdegerlerini degistirmeyecektir. Simdi m=%—-1, n=1—%k —1,

J = (a,c)U(e,b), —oco < a < b < oo segelim. J nin (3.11) par¢alamgini alalim ve

pi = _f;,H»l’ Lo 1’ 2’ oo dEFD, = _f;'+7rz+1,,j+7rL+2’ J= 1’ 2’ RRIALE

J

'S hi+1,i+1’ t= O’ 1""’m r 1’ wj 3 hj+7n+2,j+m+2’ J= 1’ 2""’”’
veE
=h, —p — E =h —p — 1 =12 m—1
9 = "y b, Lk o 4= TP T P A ’
12
- h — — & Jg = h —n — gﬁ
qm m—+1,m+1 m ) 0 m+2,m+2 pl ’
99 915
i =h —p —p L i=12...n—1 § =h T
qj T Yma2, 4 m42 p‘j pj+17 J= L% ’ qn T U'mn42,m4n+2 pn k

12

olsun. Ayrica p(z), q(z) ve w(z) fonksiyonlarmi (3.69) daki gibi tanimlayalim.

Teorem 3.1 in ispatina benzer sekilde gorebiliriz ki; (3.71) problemi (3.61) deki
problem gibidir. Boylece, Teorem 2.4 den (3.71) problemi gegis sarth (3.2), (3.4),
(3.9) SLP ne denktir.

Teorem 34. [ >3 ve C ile D (3.4) deki gibi olan ve det(C)=p >0 ile

det(D) =6 >0 kosullarin1 saglayan herhangi iki matris olsun. Ayrica yine

G = (gl.].) =-D'C, g,=0 ve F asagidaki gibi tanimlanan Ix! boyutunda
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‘hemen hemen’ simetrik, sifir olmayan f, = f elemanlar harig {i¢ kosegensel bir

matris olsun.

fn f12 fll
fo fo Ky
F = f;\7+1,k fl;+1,k:+l f;»7+1,k+2 (378)
f];+1,k+2
1-1,0—2 -1,-1 -1
fil -1 ﬁ,l

Burada 2<k<[-2, f eR, 1<4j<Il, [

ij Jig+l

=0, Jj=1...,0—-1,
_P
fk+1.k - gfl;,kJrl ve

H = diag(h,,....h,), 0=h €R, 1<j<I (3.79)

ey

olsun. O zaman, verilen herhangi bir ayrik olmayan kendine-es ]{312 =0 olan (3.9)

sinir sart1 i¢in (3.71) matris 6zdeger problemi (3.2), (3.4), (3.9) SLP formunda, gecis
sartli, Atkinson tipinde SLP olarak gdsterimlere sahiptir. Ayrica J nin verilen tespit
edilmis (3.11) parcgalanist i¢in (3.14) deki gosterimler kullanilarak bu matris 6zdeger
problemi gecis sarth (3.70), (3.4), (3.8) formunda SLP olarak tek bir temsile sahiptir
ve parametrelerin tiim miimkiin olan sec¢imleriyle birlikte (3.71) in tim Sturm-
Liouville gosterimleri, karsilik gelen gegis sartli (3.70), (3.4), (3.9) SLP nin denklik

ailest ile verilir.
Ispat: Burada belirtelim ki; F ve H matrislerini, (3.71) esitligini (k,f,)" ile

carparak f, & = S ve f, = k:L olacak sekilde normallestirebiliriz. Bu operasyon
12 12

(3.71)  probleminin  6zdegerlerini  degistirmeyecektir. Simdi @ m =k —1,
n=I1l—k—1, J=(ac)U(¢h), —oco<a<b<oo segelim. J mnin (3.11)

parcalanisini alalim ve
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faa S S
F = ][;\'T+1,k fl‘\:+1,k+l fll:+1,k+2 (380)

j;chl,kJrl

1-1,0-2 1-10-1 -1,

fil fltfl,l f;,l

Burada 2<k<] -2, f

ij

GR’ 1§Z7]§l7‘f]d+1¢0’ j:]‘7"'7l_]‘9

fk+1,k - gZQf;;,kH > fk+2.k+1 = gufkﬂ,kw ve

H = diag(h,,....h,), 0=h €R, 1<j<I (3.81)

112270

olsun. O zaman, verilen herhangi bir ayrik olmayan kendine-es k£, = 0 olan (3.9)

siir sart1 i¢in (3.71) matris 6zdeger problemi (3.2), (3.4), (3.9) SLP formunda, gecis
sartl, Atkinson tipinde SLP olarak gdsterimlere sahiptir. Ayrica J nin verilen tespit
edilmis (3.11) pargalanist i¢in (3.14) deki gdsterimler kullanilarak bu matris 6zdeger
problemi gecis sarth (3.70), (3.4), (3.8) formunda SLP olarak tek bir temsile sahiptir
ve parametrelerin tiim miimkiin olan sec¢imleriyle birlikte (3.71) in tim Sturm-
Liouville gosterimleri, karsilik gelen gegis sartli (3.70), (3.4), (3.9) SLP nin denklik

ailesi ile verilir.

Teorem 3.6. [ >4 ve C ile D (3.4) deki gibi olan ve det(C)=p >0 ile
det(D)=6 >0 kosullarim saglayan herhangi iki matris olsun. Ayrica yine
G =(9,)=—-D"'C, g,=0 ve F asafidaki gibi tamimlanan /x/ boyutunda
‘hemen hemen’ simetrik, sifir olmayan fu = fn elemanlar1 hari¢ tli¢ kosegensel bir

matris olsun.
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h b h
fo b by

faa S f
F = fl.f+2,k+1 f];+1,k,+1 f];+l,k,+2 (382)

fk+1,k+1

1-1,0-2 1-10-1 -1,

fil fltfl,l f;,l

Burada 2<k<] -2, f. eR, 1§z’,j§l,fj‘j+1¢0, j=1...,0—1,

ij

Jl];“rl,k = g22fk,k+1 ’ 'ﬁf+2.k+l = gllfllc+l,k+2 ve

H = diag(h,,....h,), 0=h €R, 1<j<I (3.83)

112270

olsun. O zaman, verilen herhangi bir ayrik olmayan kendine-es k£, = 0 olan (3.9)
siir sart1 i¢in (3.71) matris 6zdeger problemi (3.2), (3.4), (3.9) SLP formunda, gegis
sartl, Atkinson tipinde SLP olarak gdsterimlere sahiptir. Ayrica J nin verilen tespit
edilmis (3.11) pargalanist i¢in (3.14) deki gosterimler kullanilarak bu matris 6zdeger
problemi gegis sartli (3.70), (3.4), (3.8) formunda SLP olarak tek bir temsile sahiptir
ve parametrelerin tiim miimkiin olan se¢imleriyle birlikte (3.71) in tim Sturm-
Liouville gdsterimleri, karsilik gelen gecis sartli (3.70), (3.4), (3.9) SLP nin denklik

ailesi ile verilir.

Ispat: m — &k, n=1—k secelim ve q,» w, ve ¢ w tespit edilmis olsun. Bu

durumda ispat Teorem 3.3 iin ispatina benzer.
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BOLUM 4

SONUC

Bu tezde iki farkli uygulama sonlu spektruma sahip Atkinson tipinden iki farkl
formdaki Sturm-Liouville problemine tatbik edilmistir. Birinci uygulama verilen
Sturm-Liouville problemiyle ayni 6zdegere sahip (ki bu duruma tezde iki problemin
denkligi denilmistir) bir matris 6zdeger problemi insa etmektir. Ikinci uygulama ise
bir anlamda o6nceki uygulamanin tersi sayilabilecek, bir matris 6zdeger problemi
verildiginde bu problemle denk olan bir Sturm-Liouville problemi kumaktir. Tezde
incelenen iki Sturm-Liouville problemi sunlardir. Birincisi —co < a < b < +oo ve

A € C ve p ve gkatsayilar: belirli kabulleri saglayan (Bkz. Boliim 2, (2.3) sartlar)
—(py") +qy = My, J = (a,b) (1.1)

Sturm-Liouville denkleminin ve A ile B, bazi sartlar1 saglayan (Bkz. Bolim 2, (2.5)

esitligi) 2 x 2 boyutunda, kompleks matrisler olmak tizere
AY(a)+BY(0) =0, Y =[ypyT (1.2)

formunda iki noktali diizgiin ayrik veya ayrik olmayan smir sarti ile olusturdugu
sonlu spektruma sahip Atkinson tipindeki Sturm-Liouville problemidir. Ikinci ele
alinan problem ise yine ayn1 kabuller altindaki (1.1) Sturm-Liouville denklemi, (1.2)

ayrik veya ayrik olmayan smir sart1 ve bunlara ek olarak bir ¢ € (a,b) i¢ noktasinda

stireksizlige sahip ve bu noktada

CY(c—)+DY(c+)=0 (1.3)

bicimindeki gecis sartlari ile birlikte olusturdugu gecis sartli Atkinson tipindeki sonlu
spektruma sahip Sturm-Liouville problemidir. Her iki problemde incelenirken gerek
diiz gerekse ters uygulamada biitiin 6zel durumlar dikkate alinmis ve her bir durum

i¢in Sturm-Liouville problemi ve matris 6zdeger problemi ayr1 ayr1 insa edilmistir.
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