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SIMGELER VE KISALTMALAR

viii

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler agiklamalart ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler

C

H
D(A)
R(A)
Wly1,y2l
o(1)
o)
R\(A)
p(A)
o(A)
ca(A)
O(A)
or(A)
L*

Aciklama

Kompleks sayilar ciimlesi

Hilbert uzay1

A operatoriiniin tanim climlesi

A operatoriiniin deger climlesi

y1 ve yz ¢oziimlerinin Wronskiani

Sonsuz kiiciik degerler

Sinirh degerler

A operatoriiniin resolventi

A operatoriiniin resolvent ctimlesi

C\p(A) A operatoriiniin spektrumu
A operatoriiniin diskret spektrumu
A operatoriiniin stirekli spektrumu
A operatoriiniin rezidii spektrumu

L operatoriiniin adjointi



1. GIRIS

Non-selfadjoint Strum-Liouville diferensiyel operatorlerin, spektral analizinin
incelenmesine Naimark tarafindan baglanmistir [1, 2]. Naimark, bu operatorlerin
spekturumunun 6zdegerler, spektral tekillikler ve siirekli spektrumdan olustugunu
gostermistir. Ozdeger olmayan, siirekli spektrumda yer alan, resolventin kutuplarina,
Schwartz spektral tekillik adin1 vermistir [6]. Lyance, spektral tekilliklerine karsilik
gelen esas fonksiyonlarin 6zelliklerini incelemis ve spektral tekilliklerin, spektral

acilima etkisini arastirmistir [7].

Lz(R+,CN) uzayinda, /,(y,) = — y;' +qn(X)¥n , n = 1,2,...,.N xeR, :=[0,0) diferensiyel

ifadesi ve y,(0) = 0 kosuluyla tanimlanan operatdriin ters problemi Apronovich and

Marchenko tarafindan ele alinmistir [5].

L2(R+,(CN) uzayinda -y, +qa(X)yn = 0, n = 1,2,...N xeR, denklemi ve y,(0) = 0

sinir kosulu yardimuiyla iiretilen operator £ ile gosterilsin. Bairamov ve Kir 2004 teki

calismalarinda £ operatdriiniin spektrumunu bulup,

Sup {exp(E\/; )

xeR,

9. () <eo,n=12,..N,e>0

kosulu altinda £’nin 6zdegerlerinin, spektral tekilliklerinin ve onlarin katlarinin sonlu

oldugunu gostermislerdir [4].
Bu tez 4 boliimden olusmaktadir.

Ikinci boliimiin ilk kisminda temel tanim ve teoremler verilmistir. fkinci kisimda ise

diferensiyel operator tammmlanmis ve diferensiyel denklemin ¢oziimleri incelenmistir.

Uciincii  boliimiin ilk kisminda operatoriin resolventi parametrelerin degisimi
yontemiyle hesaplanmis, operatoriin siirekli spektrumu bulunmustur. Ugiincii
boliimiin ikinci kisminda £ operatdriiniin 6zdeger ve spektral tekilliklerinin yapisi

incelenmistir.



Dordiincii boliimiin ilk kisminda £’nin 6zdegerlerine karsilik gelen esas fonksiyonlar
tiimevarim yontemiyle bulunmustur. Ikinci kisminda L’'nin spektral tekilliklerine
karsilik gelen esas fonksiyonlar elde edilmistir. Ozdegerlere karsiik gelen esas
fonksiyonlarin L,, spektral tekilliklere karsilik gelen esas fonksiyonlarin H_ uzayina

ait oldugu incelendi.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Giris

Bu boliimde, spektral analizin bazi temel tanimlar1 ve Onemli teoremleri ifade
edildikten sonra, sonlu Strum—Liouville diferensiyel denklemler sisteminin belirli

baslangic kosullarini saglayan ¢éziimleri incelenecektir.
2.1. Tanim

H Hilbert uzayinda herhangi bir DcH lineer alt uzayr ve A: DcH—H doniisiimii

verilsin. Eger her o;,0€ C ve her x1,Xx,€ D icin

A(061X1+(X2X2) = OCle] + OszAX2

esitligi saglaniyorsa A operatoriine lineer operator, D’ye ise A operatoriiniin tanim

bolgesi denir ve bu kiime D(A) ile gosterilir. C kompleks sayilar kiimesi, X topolojik

vektor uzayi, L(X) X’de tanimli lineer operator uzay1 olsun.

2.2. Tanim

AeL(X) ve Aoe C i¢cin (A—Agl)x = 0 denkleminin x = 0 asikar ¢oziimiinden bagka bir
x # 0 ¢6ziimii bulunursa, Aoe C sayisina A operatoriiniin 6zdegeri, bu denklemin her

bir x # 0 ¢6ziimiine ise A operatoriiniin Ay 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonu

denir.
2.3. Tanim
D(A) = H olmak iizere Vx,ye D(A) i¢in

<AX, y> = <X,Ay>

esitligi saglaniyorsa A operatoriine simetrik operator denir. A simetrik operatorii icin
A* = A ise A operatoriine self-adjoint operator denir. Bu sartt saglamiyorsa

operatore non—selfadjoint operator denir.



2.4. Tanim

Ae L(X) olmak iizere

Ga(A) = {A: Ae C, Ry(A) : = (A—AD) ' resolvent operatérii yoktur}
climlesine A operatoriiniin 6zdegerler ciimlesi denir.

2.5. Tanim

AeL(X) olmak iizere

p(A) : = {A: Ae C, Rj(A) var, Ry(A) smrl;, D(R, (A)) = H}
climlesine A operatoriiniin resolvent climlesi denir.

2.6. Tanim

Ae L(X) olmak iizere

oc(A) : = {A: AeC, Ry(A) var, Ry(A) sinirsiz, m =H}
climlesine A operatoriiniin siirekli spektrumu denir.

2.7. Tanim

Ae L(X) olmak iizere

Gi(A) : = {A: Ae C, Ry(A) var, Ry(A) simirh, D(R, (A)) # H}

climlesine A operatoriiniin kalan (rezidii) spektrumu denir.



2.8. Tanim

Ae L(X) olmak iizere

6(A) :=C\p(A)

kiimesine A operatoriiniin spektrumu denir.
2.1. Teorem (Privalov) [9]

g fonksiyonunun acgik iist diizlemde analitik, E climlesi g fonksiyonunun reel

sifirlarinin ciimlesi ve W, E climlesinin reel Lebesque Ol¢iisii olsun.
Eger WE) > 0 ise bu durumda g(z) =0 olur.
2.2. Teorem

feLy(—oo,400) ise N > 0 i¢in
+N '

)= [f)e™ dx
-N

olmak uizere
lim g, (h) = g(M)

olacak sekilde bir ge L,(0,00) vardir.
2.3. Teorem (Pavlov) [8]

Kabul edelim ki g(z) fonksiyonu acik kompleks iist diizlemde analitik, tiim

basamaktan tiirevleri siirekli, kapali iist diizlemde siirekli olsun.

T

d
V4
& g(z)

<A, r=0,1,2,... Imz>0,|z|<T




veE

]"—ln |g();)| dx| <
1+x

T

| In |g<>§)| i
1+ x

<oo |

T

—oo

saglanacak sekilde T > 0 sayis1 vardir. Ayrica M ciimlesi g(z) fonksiyonunun sonsuz

katl sifirlarinin ctimlesi ve (M) = 0’dir. h keyfi pozitif bir say1 olmak iizere
h

[1In T(s)duM,) = —eo

0

ise bu durumda g(z) = 0’dir. Burada

T

A
T(s) = inf 2>
r r!

dir ve W(Mjy), M ciimlesinin s komsulugunun lineer Lebesque Olciisiidiir.

Simdi asagidaki sinir deger problemini tanimlayalim.

-V + qu(X)yn = Ayn ., x€R,=[000) , n=12,...N 2.1)
Strum-Liouville diferensiyel denklemler sistemi ve

yn(0)=0 (2.2)
sinir kosulunu gézoniine alalim.

Burada g, , n = 1,2,..,N fonksiyonlar1 kompleks degerli fonksiyonlar ve A spektral

parametredir.

f,0f dx <o}

< N
Es. 2.1 ve Es. 2.2 sinir deger problemi yardimiyla Ly(R,,CN):= {f: I
o n=1

uzayinda L operatorii asagidaki bicimde tanimlansin.



Vyn€ Lz(R+,CN) diferensiyellenebilen y,(x,A) (n = 1,2,...N) fonksiyonlar1 igin

Uyn) = -y, +[qn(x)~A’Ty, diferensiyel ifadesini goz oniine alalim.

1—y/ var ve R, 'min her bir sonlu

alt araliginda mutlak siirekli.
D(L)=1y,:y, € L,[0,0;CY) 2—/(y )€ L,[0,00;C")
3-y,(00=0

olmak iizere Vye D(L) icin Ly := /(y) seklinde tanimlayalim [4]. Burada

4,(yy)

£,(y,)
yy=| *.°

Ly (yn)
bicimindedir.

Es. 2.1 ve Es. 2.2 denklemi

! 0 e 0
y=| 1| v Qw=| o &Y :
YN 0 0 e qu(x)
olmak iizere
-y +Q)y=Ay , xeR, 2.3)
veE
y(0)=0 (2.4)

biciminde yazilabilir.



2.2. £(y) = 0 Denkleminin Coziimleri

2.4. Teorem [1]

Es. 2.1 ve Es. 2.2 probleminin herbir ¢oziimii

=

en(x,0) = ™ + I

X

sinA(x —t)

GO LM dt , n=12.N (2.5)

denklemin bir ¢oziimiidiir. Karsit olarak integral denkleminin her bir ¢6ziimii Es. 2.1

ve Es. 2.2 denkleminin bir ¢oziimiidiir.

Es. 2.3 denkleminin

e, (x,A) 0 0 - 0
0 A) 0 - 0
B =| . e2(>:< ) : : 2.6)
0 0 0 - ey(X,A)
lim e ™ E(x,A) =1 2.7)

kosulunu Ae C,= {A : AeC , ImA > 0} icin saglayan E(x,A) matris ¢oziimii vardir.

Burada I, CN deki birim matristir. E(x,A) matris ¢oziimii

gn,n = 1,2,....N kompleks degerli fonksiyonlar

=

[x]a,(0[dx <0 n=12,..N (2.8)

0

kosulunu sagliyor ise Es. 2.5 ¢6ziimii

ea(x M) = ™ + [K (x,0e™ dt n=12,..N (2.9)



biciminde tanimlanir.

Burada K(x,t) Volterra tipli integral denkleminin c¢o6ziimiidiir.

esitsizlikleri saglar [4].

oo

K, (x.0f<c. |

X+t

2

q,(s)ds  n=12,..,N ¢>0 (sabit)

ve

d
dt

=K, (x,t)

d
— K (x,t
‘dx (%0)

1 X+t
<= +
4‘(1( > j

Ayrica ey(x,A) n=1,2,....N fonksiyonlari

le“(")s(x—“j 0<x<o
2 2

Asagidaki

(2.10)

(2.11)

C, := {A : AeC, ImA > 0} bolgesinde A’ya gore analitiktir ve C,’da siireklidir.

Ayrica Es. 2.3 denkleminin

s(0,A)=0 ve s'(0O,A) =1

(2.12)

kosullarin1 saglayan matris ¢Oziimii vardir, tektir ve bu ¢6ziim A’nin tam

fonksiyonudur. Bu matris ¢oziimii

S(A) 0 0

0 S,(x,A) - 0

S(xA) = : 2():( : :
0 0 Sy

gosterimine sahiptir. Burada

S (x,1) = sin}bkx +I sinA(x —t)
0

A q,(©.S, (t,A).dt ,n=12,...N

(2.13)

(2.14)
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dir. Es. 2.14 denkleminin her bir ¢oziimii Es.2.3 denkleminin de ¢oziimii olup

baslangic kosulunu saglar [4].
2.5. Teorem [1]

—y” + Q(x)y = A%y, 0 < x < oo denkleminin Es. 2.8 kosulunu saglayan E(x,\) ¢6ziimii

asagidaki asimptotik esitlikleri saglar.

EXx,A) = e™ o(1),|A]| > oo, ImA >0 (2.15)
E«(x,A) =iA e™ O1),|A\| >, ImA >0 (2.16)
Ispat
e, (x,A) 0 0
0 A) - 0
E(x.\) = : ez():( ) :
0 0 ey (X,A)

en(x,A) = e™ +.[ K, (x,t)e™ dt , n=1.2,..N

oldugundan Es. 2.15 ve Es. 2.16 asimptotik esitliklerini ispatlamak i¢in sirasiyla
ea(xA) =™ +0(1) M=o, IMA>0,n=12,..N

ve
dien(x,x) =ike™ +0(1) M-, ImA>0,n=1.2,.N
X

esitliklerinin varligin1 gostermemiz yeterlidir. Es. 2.15 asimptotik esitliginin ispati ile

baslayalim.
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(i) Imh = 0 olsun. [e™] = 1 oldugu aciktir. Es. 2.10 esitsizliginin 0 < X < oo i¢in

integrali alinirsa

=)

[[K.x.0]dt<c T ]0 q,(s)| ds dt

0 0 x+t
2
=c[]
0t/2
—c.
0

q,(s)| ds dt

2s
q, (s)| . Idt ds
0

=2c. Is.qn(s)|ds <oo
0

elde edilir. O halde K, (x,)) € L;[0,%0) olur.

K, (x,t) , te(x,o),n=12..,N

s

olarak tanimlansin. e,(x,A), (n = 1,2,...,N) ¢6ziimleri

en(x,0) = e™ + .[Izn(x,t).em dt , n=12,...N

olarak yazilir. K, (x,)€L;[0,%) oldugundan ve Kn(x,-), K, (x,) 'nin Fourier

doniisiimii oldugundan Kn (x,) €L1[0,0) olur. O halde
en(x,A) =™ +0(1), ImL =0, |\|>e,n=1.2,...N
elde edilir.

(i) ImA > 0 olsun. Bu durumda e fonksiyonu azalandir.

IKn(x,0)].le™] < [Kq(x,0)] ve Ky(x,t)e L



oldugundan

(M|

lim [ K, (x,0e™]dt=[ lim [K, (x,0)™|dt
0 0 [A| o
= o(1), [A|=se0 , TmA >0
elde edilir. O halde e (x,A) = eM 4 o(l) ImA>0,|A|—=c,n=1,2,..,Nolur.
(i) ve (i)’ den en(x,}) = €™ + o(1) [A| =0, IMA>0n=1,2,...N

elde edilir.

Simdi de Es. 2.16 esitligini ispatlayalim.
ea(xA) =™ + [K, (x,0.6™ dt ,n=12,..N
esitliginde tiirev alinirsa
d i il e, [ 4 in -
—e, (X,A) =ike K, (x,x).e +I—Kn(x,t) e"dt ,n=12,.,N
dx * dx

elde edilir.
(i) ImA = 0 olsun. Bu durumda |e™| = 1 dir.
Es. 2.11 esitsizliginden

9K x,0

;[dx

X, +t
q( 2 ]

bulunur. Bu esitsizlikden diKn(x, t)eL[0,00) dir.
X

r r +t
dtslj L je‘f“‘o).o(x“—j dt<oo, n=12...N
4 2 2

12
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K.(x,t)e L[0,0) oldugundan K,(x,x) simrhdir. Buradan K,(x,x) = 0(1) , |A|—>oo

bulunur. Béylece
dien (x,A) =ike™ +0(1) , M=o, ImA=0,n=12,..N
X

elde edilir.

(ii) ImA > 0 olsun. Bu durumda, e™ azalandir. Ku(x,x)e L[0,0) oldugu aciktir ve

iKH (x,t)e L,[0,o0) dir.
dx

Ayrica

. ‘ eih

dt,n=1.2,. N

| 4R (x0e™ dt
) dx

<]
0

d
—K (x,t
dx (%, 1)

oldugundan

d

d—en(x,x)=ei“+o(1) IM—oo , IMA>0 , n=1.2,...N
X

elde edilir. (i) ve (ii)’den

die“ (x,A)= ine™ + 0(1) M| =, ImMA >0 , n=1,2,..,.N
X

bulunur.

3. L OPERATORUNUN RESOLVENTI VE SPEKTRUMU

Bu bolimde ilk olarak L operatoriiniin resolventi ve siirekli spektrumu
hesaplanacaktir. Tkinci kistmda L operatoriiniin 6zdegerleri ve spektral tekilliklerinin

yapisi incelenecektir.



3.1. L Operatoriiniin Resolventi ve Siirekli Spektrumu

3.1. Teorem [4]

Her Ae C, ve det E(A) # 0 icin

S(LAMEXA)ETA) , 0<t<x

G(x,t;A) =
Ot {—E(t’X)S(X,X)-E_I(X) , x<t<oo

olmak iizere L operatoriiniin resolventi
RULHE) = [Gx,ER).f(1) dt
0

bicimindedir.

Ispat
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(3.1)

(3.2)

Teoremin ispati icin —y” + Q(x)y — A’y = f(x) homogen olmayan denklemini

gozoniine alalim. Es. 2.3 denkleminin E ve S ¢oziimlerinin Wronskian’1 alinirsa

WI[S,E]=S.E' -S"E
= lim[SE -S"E]

x—0

= lim SE’-1im S'E

x—0 x—0

= _E(0,A) =-E(\)

(3.3)

N
bulunur. det E(A) # 0 oldugundan det E(A) = Hen(k);to dir. Bu durumda

n=l

WIS.E] = -E(A) # 0 elde edilir. Boylece S ve E ¢6ziimleri Es. 2.3 denkleminin temel

cOziimler sistemini olusturur.



-y’ +QX)y — Ay = f(x)
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homogen olmayan denkleminin ¢6ziimiinii paremetrelerin degisimi yOntemiyle

bulabiliriz.

—y" +QW)y - Ay =0

homogen denkleminin ¢éziimii

¥ = ciE(x,A) + c2S(x,A)

olsun.

—y” + Q(x)y — A’y =f(x) denkleminin ¢oziimii

y(x,A) = ¢1(x).E(x,A) + c2(x).S(x,L)

biciminde aransin. Es. 3.4 esitliginde tiirev alinirsa

y = ¢’ (X).E(X,A) + ¢2"(X).S(x,A) + ¢1(X).E'(x,A) + c2(x).S"(x,A)
bulunur.

ci’(x).Ex,A) + ¢’ (x).Sx,A) =0

alinsin. Bu durumda

y = c1(X).E' (x,A) + c2(x).S"(x,A)

bulunur.

Son esitlikte tiirev alinirsa

y” = ¢/’ (X).E'(x,A) + ¢2'(x).S'(x,A) + ¢1(X).E”(x,A) + c2(x).S”(x,1)

elde edilir. Bulunan esitlikler

(3.4)

(3.5)
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-y + Q)y ~ AX(y) = f(x)
denkleminde yerlerine yazilirsa
-’ (x).E’(x,A) — ¢’ (x).S"(x,A) = f(x) (3.6)

elde edilir. Es. 3.5 ve Es. 3.6 esitliklerini kullanarak

c’(x) =f(x).S(x,A).E" (L) (3.7)
ve
¢’ (x) = —f(x).E(x,L).E'L) (3.8)

bulunur. Es. 3.7 ve Es. 3.8 esitliklerinin her iki tarafinin integrali alinirsa

ci(x) = jff(t).S(t,?u).E_1 (M) dt + ¢, (0) (3.9
ve
Cox) = — Tf(t).E(t,?»).E_1 (M) dt +c,(c0) (3.10)

elde edilir. Es. 3.9 ve Es. 3.10 esitlikleri Es. 3.4 esitliginde gbzoniine alinirsa
y(x,A) = jff(t).S(t,?u).E_1 (M).E(x,A) dt + ¢, (0).E(x,A)
0
- Tf(t).E(t, M.E™T(M).S(x,A) dt + ¢, (0).5(x,A)
elde edilir. y(0) = 0 sartinin saglanmasi igin ¢;(0).E(0,A) = 0 olmalidir. det E(A) # 0

oldugundan E(A) # 0 olup ¢;(0) = 0 dir. Coziimiin L, de olmasi igin cy(e0) = 0

olmalidir. Boylece
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y(X,A) = j F).S(t,A).E"(V).E(x,A) dt — T f(O.E(,A)E"(V)S(x,A) dt

bulunur.
-1
G(x,t;\) = S(t,A).E(x,A).E _1(70 , 0<t<x
—-E(t,M)Sx,M)E"(AN) , x<t<eo
alinirsa

y= TG(X,t;X).f(t).dt

bulunur.
3.2. Teorem [4]

Herbir A kompleks sayist i¢in ImA > 0 diizleminde

IRl = (3.10)

S S
[E)].y/[Im 2

olacak sekilde ¢, > 0 sayis1 vardir.

Ispat

S(x,A) , 0<x<b
0 , b<Xx<oo

fo(x) = {
olarak tanimlayalim.

1 b

[If, Ol dx = [ISG, W[ dx < oo
0 0

oldugundan f, (-) € L,[0,o0) olur.



Rifo)® = [ Gx, EL.F, (0 de

= j G(x,t;A).S(t,A) dt

E(X A)

E) ET ) Ifell?

olur.
Ex,A) = e™ 4 o(1) |A|—e0 , ImA > 0 asimptotik esitliginden
IEx,)| = €™ 4 (1) [\|—o0 , ImAL =0

elde edilir. Buradan

IE(x,M)| > %e-lm“

oldugu aciktir.

ME(X,X) de—me_ mEEdx
ﬂ |2 II 2ImA
0 4 b

1
> . e—ZbImX

~ 8.ImA

elde edilir. O halde Es. 3.11 asagidaki esitlikte goz Oniine alinirsa

IRy foll* = | |(Rxfb>(t)|2 dt

—2b.Im7»

IR foll* >

|E( | 3. Imk

%
[EV)[./[Im

2
IRAIl™ 2

elde edilir.

18

(3.11)
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3.3. Teorem [4]

A, L operatoriiniin resolvent ciimlesine ait ve A—Ape (0,00) ise xhril [IRA|| = oe.
—Mo

Ispat

Es. 3.10 esitsizliginde ImA( = 0 oldugundan x11r£1 [IRy|| = oo elde edilir.
3.4. Teorem [4]

L operatoriiniin siirekli spektrumu 6.(L) = (0,c0) dir.

Ispat

A€ (0,00) i¢in Teorem 3.2’den Ry(L) operatoriiniin varligit ve Teorem 3.3’den
R(L)’nin sinirsizlig1 ispatlandi. Simdi Rj(L) nin tanim kiimesinin L,(0,e0) da yogun

oldugunu gosterelim.

L»(0,00) = R(L—AI) @ N(L *-AI) (3.12)

esitliginde N(L*-AI) ciimlesi L*-AI operatoriiniin ¢ekirdegidir. L* ise L’nin

adjointidir.

L e {— Yy +[Q() - N1y =0
y(0)=0

ile gosterilen operatoriin pozitif 6zdegeri olmadigindan N(L*-AI) = {0} elde edilir. O
halde L,(0,0) = Di(L -AD™ ) dir. Buradan o.(L) = (0,00) bulunur.

3.2. L Operatoriiniin Ozdegerleri ve Spektral Tekillikleri

3.1. Tanim

L operatoriiniin resolventinin ¢ekirdeginin kutbu olup, 6zdeger olmayan, siirekli

spektrumda yer alan noktalara spektral tekillik denir [1]. L operatoriiniin 6zdegerleri
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ve spektral tekillikleri ciimlesini 64(L) ve Ox(L) ile gosterelim. Asagidaki esitlikleri

tanimlayalim.

Ap={p:Imp=0,en(p) =0} (3.13)
Al = (p:peCy, eu(p) =0} (3.14)
A, ={p:peR, ex(p) =0} (3.15)

burada R = (—oo,00) seklinde tanimhidir. e,(p) climlesinin sifirlarinin limit noktalar

climlesini

A ={A: (A, ImA >0, A=A, m—oo, e;(Ay) =0, n=1,2,..,N} (3.16)
ve e;(A) n = 1,2,....N fonksiyonlarinin sonsuz katlh sifirlarinin ciimlesini

Al ={A:ImA>0,e™ W) =0,n=1.2,.N,k=12,.} (3.17)
biciminde tanimlayalim.

3.5. Teorem [4]
(i) oa(L) = | B, (3.18)
n=1

esitligi vardir ve burada

Bl ={A:A=p°,peAl} (3.19)
bicimindedir.
N
(i) 6(L) = | JB; \{0} (3.20)
n=1

esitligi vardir ve burada
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B:={A:A=p°,pe A’} (3.21)
bicimindedir.

Ispat

N
Es.3.18 esitliginin var oldugunu gosterelim. Bunun i¢in Oncelikle UB}j coq(L)

n=1

oldugunu gosterelim.

N
Ae UB}j olsun. Ae BLO olacak sekilde en az bir npe N vardir. Es. 3.19 esitliginden

n=1
pe Ai] ve buradan ey(p) = 0, n = 1,2,...,N bulunur. e, , n = 1,2,...,N fonksiyonlar1

L,’de ve 6zfonksiyonlar oldugundan A 6zdegerdir. Buradan
N
B, couD) (3.22)
n=1
elde edilir. Simdi de

c4L) c LNJBf1

n=1

oldugunu gosterelim. A¢eog(L) oldugunu kabul edelim. Bu durumda
-y + QX)y — A’y = 0, xeR, denkleminin A = A, icin asikar olmayan y(0) = 0

kosulunu saglayan y(x,Ao)€ L,[0,0) ¢6ziimii vardir.
WIy(x,A0),S(x,0)] = [W(X,X0).S"(X,A0)—¥ (X,A0)-S(X,A0)]
Wronskian x’den bagimsiz oldugundan

Ww(x,10),S(x,A0)] = 1Xl_f)r(} [W(x,A0).S"(x,A0)—W'(X,10).S(X,A0)]

=0
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elde edilir. Bu durumda w(x,Ap), S(x,A¢) lineer bagimhidir. W(x,A0), S(X,A0)

cOziimiiniin bir kat1 seklinde yazilabilir. ¢ sabit say1 olmak iizere
W(X’)\'O) = C'S(X’Q\’O)
elde edilir.

WIy(x,%0).E(x,Ao)] = lim [W(x,20).E"(x,20)-¥ (x,10).E(x,A0)]
= lirr(} [c.S(x,A0).E' (X,A0)—c.S"(X,h0).E(X,A0)]

= —.E(Ao) (3.23)
dir.

WIE(X,A0),W(X,A0)] = lini [E(x,A0).c.S"(X,A0)-E’(x,X0).c.S(x,A0)]

=0
Son esitlikten ve Es.3.23 esitliginden

EA)=0=¢eys(l0)=0,n=12,...N

= 7\,()6 Bil

Boylece

ou(L) LNJB; (3.25)

n=1

N
bulunur. Es.3.22 ve Es.3.25’den 64(L) = UB}1 elde edilir.

n=1

N
(ii) Es.3.20 esitligini ispatlamak icin Oncelikle UBﬁ \ {0} co(L) oldugunu

n=l

gostermeliyiz.
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N
Ae UBﬁ \ {0} oldugunu kabul edelim. Ae Bﬁo olacak sekilde en az bir tane nope N

n=l
vardir. Oyleki A = p* olacak sekilde pe A2 bulunabilir. Buradan e (p) = 0 , peR ,

n=1,2,...,N elde edilir. Spektral tekilligin tanimindan A€ o(L) bulunur. Boylece

JB2 {0} < ou(L) (3.26)

n=l

elde edilir.

N
Simdi de ow(L) < UB?1 \ {0} oldugunu gosterelim. pe o (L) oldugunu kabul

n=l

edelim. pe 6(L) ise peR, ex(p) =0, pe A’ elde edilir.

N
pe A} ise A = p olacak sekilde en az bir Ae B vardir. Ae B ise Ae | JB. \ {0} "dur.

n=l

Buradan

o(L) cLNJBﬁ \ {0} (3.27)

n=l

olur. Es. 3.26 ve Es. 3.27’den ise
N

ou(L) = JB2\{0}
n=l

elde edilir.
Boylece Teorem 3.5’in ispati tamamlanir.

3.6. Teorem [4]

q, (x)| dx < oo

[x
0
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kosulu altinda asagidakiler vardir.

(i) Al kiimesi siirlidir, A! sayilabilir sayida elemana sahiptir ve limit noktalari reel

eksenin sinirl bir alt araligindadir.

(ii) A’ kiimesi kompakttr ve W(A>) = 0’dir. Burada w(A2), A’ kiimesinin

Lebesque olciisiidiir.

Ispat

(i) ea@) =1+ [K,(0,0e™ dt ,n=12,..N
0

fonksiyonlart ImA > O yar diizleminde analitik ve ImA > 0 yar1 diizleminde ise

stireklidir. Diger taraftan
esM)=1+0(1),Ae C, ,|\|—0o

asimptotik esitliginden e,(A), (n = 1,2,...,N) fonksiyonlar1 yeteri kadar biiyiik A’lar ve
ImA > 0 i¢in sifirdan farklidir. Yani e,(A), (n = 1,2,...,N) 6zdes olarak sifir degildir ve
sifirlart sinirlt bir bolgededir. e,(A), (n = 1,2,...,.N) ImA > 0’da analitik oldugundan
buradaki sifirlart en ¢ok sayilabilir sayidadir. Analitik fonksiyonun analitik

bolgesinin icindeki sifirlarinin  limit noktalar1 analitik bolgesinin  sinirinda
oldugundan A! ciimlesinin limit noktalar1 reel eksenin smnirlt bir alt araliginda yer

alir.

(ii) Privalov birebirlik teoreminden A’ ciimlesinin Lebesque olgiisii sifirdan biiyiik
olsaydi A’ ciimlesinin 6zdes olarak sifir olmasi gerekirdi. Fakat A’ £0 oldugundan

W(A2) =0 elde edilir.

Simdi A’ ciimlesinin kompakt oldugunu gosterelim. Bunun igin A’ ciimlesinden

alinan herhangi bir dizinin limit noktasinin A’ ’ye ait oldugunu gostermeliyiz.
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Ame A2, en(Am)=0,n=1,2,..,N, Ay—Ao, m—>oo herhangi dizisini alalm. e,(An),

(n=1,2,...,N) ImA > 0 yan diizleminde analitik ve siirekli oldugundan

lime_(A,) =enk1nim Ao))=e,(Ay) =0

elde edilir. Buradan Ao’ ey(A), (n = 1,2,...,N) fonksiyonlarinin sifir1 oldugu elde

edilir. Yani Ape A’ dir.

3.1. Lemma [4]

¢ > 0 olmak tizere

o €

r
Mr=2r.c.jtr.e > dt < oo ,1=0,1,2,...

0
esitsizligi saglanir.

Ispat

%ﬁ =u doniisiimiini yapalim.

2 2
8—t:u2 :>€—dt:2udu
4 4

:>dt:8—121du
€

oo 2 r
M, = 2r.c.j (u 24J e '8—121du
€
0

o 2r
u _ u
=2c. [ —47e" -8 —du
e €
0

o

J- u2r+1 e—u du

0

_ 8c2'4

2r+2
€

2r kez kismi integrasyon uygularsak

(3.28)
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M, < 24 or ). 32jue du
€
< 8C22+24 Q2r+1)* .[u.e_“ du
€

0

oo

elde edilir. ju.e’” du integralinde kismi integrasyon uygulayarak x—co icin limitine
0

bakalim.

oo

lim |ue™ du= lim (— ue™
Moo Moo

M . ™M
j—hm (e ! ]
0 M— oo 0

elde edilir. Buradan da M, < e bulunur.

3.7. Teorem [4]

sup {esﬁ

xeR,

q, (%) J<e.£50,0=12...N (3.29)

kosulu saglandiginda e,, (n = 1,2,...,N) fonksiyonlari ImA > 0 diizleminde analitik ve
tiim tiirevleri ImA > 0 yan diizleminde siireklidir. Ayrica dyle M, , r = 0,1,2....

sabitleri vardir ki

T

dx

en(k)‘SMr,ke C,,n=12...N

esitsizligi saglanir. Buradaki M, sabitleri Es. 3.28 esitligi ile tanimlanmustir.

Ispat

en(x,A) = e™ +.[Kn(x,t).eiM dt , n=12,...N



esitliginin her iki tarafinin r’inci basamaktan tiirevini alalim.

d : iAx R . it

—(en(x,A)) = ixe™ + | K, (x,t)ite™ dt , n=1,2,...N
(@A) j (x.1)

dr s NI iAX T s \T it

E(en(x,k)) = (ix)'.e +I(1t) K, (x,0)e” dt , n=12,...N
elde edilir. Son esitlikte x = 0 alinirsa

df
dx

(ea() = [ K,(0,0e™ dt , n=1.2,..N
0

bulunur.

e,(A)

‘ ¢ K, (0,0 dt

dx

.
0

olur.

K, (0, t)| < % 0(%) oldugu Es. 3.30 gdzoniine alinirsa

17, ¢
SE!“{
[ v
0

2s
q,(s)]. [t dtds
0

q, (s)| ds dt

q,(s)|dt ds

=

:%j

0

2" %
:mj.srﬂ qn(s)| ds
0

27

(3.30)
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elde edilir. Son esitlikte t = s doniisiimii yapilirsa

de,M)|_ 2" Foa
o |s 1jt .

q, (0] dt

0

bulunur. t.|q,(t)| = |ga(t)] oldugundan

e, 2 F.
dx |S 1It'

q,(0)]dt

0

et

ve Es. 3.29 kosulundan |q,(t)| < c,.e oldugundan son esitsizlik

de, V)| _ 2"
dx |_r+1

-, J.tr.e‘sﬁ dt

0

2' T
< -cljtr.e 2 dt
r+1 ¢

olur. il = ¢ alinirsa buradan

r+1
Clre(7»)<M r=0,1,2 n=12,..N
d?\’r n - r ° 9 Lolegeee ’ 9igeney
bulunur.

3.8. Teorem [4]
(i) Ao c A2, Al c Al
(ii) A c A}

(iii) A} ve A? kiimelerinin Lebesque 6lgiileri sifirdir.
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Ispat

(i) Ozdes olarak sifirdan farkli analitik fonksiyonun, analitiklik bolgesi icindeki
sifirlarinin limit noktalar1 analitiklik bolgesinin sinirindadir. Bu nedenle ImA > 0 yari
diizleminde analitik olan e,(A) , (n = 1,2,...,N) fonksiyonlarinin ImA > O yar1

diizlemindeki sifirlarinin limit noktalart olan A’ ciimlesi reel eksende olmalidir.
en(A), (n = 1,2,..,N) fonksiyonlarinin reel eksendeki siirekliliginden Ai CAi

bulunur. Simdi A? < A’ oldugunu goésterelim. Aoe A? olsun. Bu durumda
e¥(A,)=0,k=012,.. , n=12,..N

yazabiliriz. Ispat igin Ao sayistin A> ciimlesinde oldugunu gostermeliyiz. Analitik

fonksiyonun sonsuz kathi sifirlart analitik bolgenin i¢cinde yer aliyorsa o fonksiyon

0zdes olarak sifir olmalidir. Bu bir ¢eliskidir. e,, (n = 1,2,...,N) fonksiyonlar1 6zdes
olarak sifir degildir. O halde Age A’ dir.

(ii) Kabul edelim ki A} ¢ A olsun. Yani 3(A)e Al ve lim A, = Ao var Syleki

m—soo

Aog Ai olsun. e,(A), (n = 1,2,...,N) fonksiyonlar1 reel eksene dek siirekli oldugundan

Xoe A’ olur ve dyle bir ng sonlu pozitif tam sayisi vardir ki
en(M) = (A=A .al) akg) =0

olur.

en(Am) = 0 ve Ay # A oldugundan

e,(A,)

_ —ah 331
oy~ (331

olur.

a(A) fonksiyonunun siirekliliginden ve Es. 3.31 esitliginden
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0= lim a(A ) =a(r,)

elde edilir ve dolayisiyla a(Ag) = 0 olur ki bu da a(Ay) # 0 olmasina tezattir. O halde

Xoe A? olmalidir. Buradan A’ < A? elde edilir.

(iii) Teoremin (i) sikkinda A* < A’ oldugunu ispatladik. Lebesque olgiisii siirekli
oldugundan A’ < A? ise W(A}) <w(A2) olur. A’ kiimesinin Lebesque dlgiisiiniin
sifir oldugunu Teorem 3.6’da ispatlamistik. O halde w(A')<u(A?2) oldugundan

W(A?2) = 0 elde edilir. Benzer sekilde (A’ ) = 0 oldugu gosterilebilir.

3.9. Teorem [4]

€

2t
Mr:c.zf.jtf.e 2 dt ,r=0,12....,c>0
0

ile tanimlanan M, sabitleri asagidaki esitsizligi saglar.
M, <B.b".r'r! (3.32)
Burada B ve b sabitleri ¢’ye ve €' na bagl pozitif sabitlerdir.

Ispat

r°° r _E\E e qewe s v e ee : € v ee eee.
M, = c.2 .jt e 2 dt esitligini gozoniine alalim. Integralde 5\/; =u donisiimii
0

yapilirsa
24" %
Mr = SCSZT J-u2r+l'e—u du

0

elde edilir. Son integrale 2r kez kismi entegrasyon uygularsak



M, = 224 o b 12032, jue-“ du
€
< B2 o D2r D). 2r ), jue du
€

<82 A oy, fue™du
€

0

olur.

8c. |u.e™ du =B alirsak son esitlik

O ey 8

M, < 2 4 = B.Q2r+D*
8

< 2" 4" B2r+1)*

< 24" BQr+1)*

2r
= 2r.4r.B(2r.[1 + LD
2r

2r
= 2r.4r.B.(2r)2r.(l + ij
2r

2r
=2"4"B2* " .(1 + ij
2r

2r
- 32r.B.r2f.(1 + ij
2r

31

(3.33)

2r
elde edilir. (1 + ij <e ver <e'r! esitsizlikleri Es.3.33’de goz 6niine alinirsa
r

M, <32'B.e'rlre
<32 Burlr

=B.b'.r'r!

bulunur. Burada b = 32.e’dir.



32

3.10. Teorem [4]

gn , n = 1,2,....N fonksiyonlar1 Es. 3.29 kosulunu gercekliyorlarsa bu durumda Aﬁ =

@’dir. Yani ImA > 0 yar1 diizleminde e,(A) , (n = 1,2,...,N) fonksiyonlarinin sonsuz

kath sifirlarinin ciimlesi bostur.
Ispat

Teoremi analitik fonksiyonlarin birebirlik teoremi olan Pavlov teoremini kullanarak
ispatlayacagiz. Pavlov birebirlik teoreminden ImA > 0 yarim diizlemini birim daireye

konform doniistiirelim. Bu durumda ImA > 0, |z| £ 1’e doniisiir ve teoremin sartlari

h
saglanir. Eger jln T(s).du(A?,s) = — o olsaydr ImA > 0’da e,(A) = O olurdu. Fakat
0

ImA > 0’da e,(A) 6zdes olarak sifir degildir. Bu durumda A’ igin

[In T(s) du(A},5) > oo (3.34)

T

olur. Burada T(s) = inf Mr-s—' ve W(A?,s)ise A? ciimlesinin s—komsulugunun
r r!

Lebesque oOlc¢iisiidiir.

T(s) asagidaki gibi degerlendirilebilir. Es.3.32’ye gore

T T T ‘ T
T(s) = inf Mr"s <B.inf br% —Binf b'rs?)
r T! r ! r
< min {b*.x*.s"} (3.35)

xe[0,00)

olur. Asagidaki fonksiyonu g6z oniine alalim.

f(x) = b .s*.x* = (bsx)"
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T(s) ile ilgili bir degerlendirme elde etmek icin f(x) fonksiyonunun minimumu

bulunmalidir. f(x) fonksiyonunun tiirevini alalim.

f(x) = (bsx)* = In f(x) = x.In(bsx)

_ I = In(bsx)+1
f(x)
= f(x) = (bsx)" [In(bsx)+1] (3.36)

Simdi f(x) fonksiyonunun ekstremum noktalarini inceleyelim.

fx)=0
f'(x) = (bsx)™ . [In(bsx)+1]=0

ise In(bsx) =—1 ve In el=-1 oldugundan

In(bsx) = In(e™") = bsx =¢!
=x=b"'sle!

—1 1

bulunur. Simdi x = b'.s™.¢” noktasinda yerel minimum oldugunu gdsterelim. Es.

3.36’dan
In f/(x) = In(bsx)* + In[In(bsx)+1]

ve tiirev alinirsa

bs.
f/(x) =1In(bsx) + x bs | bsx
f(x) bsx In(bsx)+1

(In(bsx) +1)* + l
fx) = f(x). %

In(bsx) +1

f(x) = (bsx)" [(ln(bsx) +1)° +l}
X
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elde edilir.
f//(b—l.sfl'efl) — (e—l)b".s_].e'l [bse] >0

- -1 -1 -1 . s ..
oldugundan x = b .s" . noktast yerel minimum noktasidir. Yerel minimum

noktasini fonksiyonda yerine yazarsak

1 -1 1

f(bil.sil.eil) - e—b_ s e
sonucu elde edilir. Buradan
T(s) <B.inf{b"s"xr"'} <Bexp{-b's'e™}

olur.

In T(s) < —L<l
bse s

oldugundan Pavlov teoremine gore
01

[ —ducay,s) <o

oS

bulunur. Bu integralin yakinsak olmast A! ciimlesinin lineer komsulugunun bos

olmasin1 gerektirir. Bu ise A? = & olmas1 demektir.
A’ c A oldugundan A’ =@ olur.

3.1. Sonug [4]

L operatoriiniin 6zdegerleri ve spektral tekillikleri sonlu sayidadir.
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3.2. Sonug [4]

sup {exp(e\/; )

xeRp

q,(x)} < €>0 n=12,..N

kosulu altinda L’nin 6zdegerleri ve spektral tekillikleri sonludur. Bunlarin kati da

sonludur.



36

4. L OPERATORUNUN OZDEGERLERINE VE SPEKTRAL
TEKILLIKLERINE KARSILIK GELEN ESAS FONKSiYONLAR

Bu boliimde L operatoriiniin 6zdegerlerine ve spektral tekilliklerine karsilik gelen
esas fonksiyonlar incelenecektir. Daha sonra L operatoriiniin 6zdeger ve spektral
tekilliklere karsilik gelen esas fonksiyonlarin sirasiyla L, ve Hilbert uzaylarina ait

oldugu ispat edilecektir.
4.1. L Operatoriiniin Ozdegerlerine Karsilik Gelen Esas Fonksiyonlar

C,’da detE(A)’ nin sifirlari 7J1,7J2,...,7Jj, reel eksendeki det(E(ML)) sifirlarini Aq,As,..., Aq

ile gosterelim. Bunlarin kati da sirastyla mj’, my,...,m; ve m;,m,,...,m, olsun. E(x,A)

ve S(x,A) ¢oziimlerinin Wronskian’1

WIE(x,A),S(x,A)] = E(x,A).S"(x,A)-E"(x,1).S(x,1)

bigiminde tamimlidir [3]. Iki ¢oziimiin Wronskian’1 X ten bagimsiz oldugundan
lxi_r)r(% WIEX,A),S(x,A)] = }(1{)1% E(O,A) =E)

elde edilir.

n=0,1,..m -1, k=12,.,j igin

a n
oA’

{WIEx,A),S(x, M1}, - = {a—n det E(k)} =0 (4.1)
Lol .

esitligi vardir. Gergekten
n =0 icin

{WIE(x,0),806 M, ={det B},

=lim {8, M E(x. 1) —E'(x, M) S(x, M)}, .. =E(;)=0
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elde edilir. a, (A} ) # 0 i¢in
S(x,A) = a, (A, )E(x,A}) 4.2)
yazilabilir.

n=1i¢in

. d 0 ..
lim Py W[E(x.0).S(x. V)], = F lim {WIEx.L).8(x. M)}

d
=—E®R,)=0
o E0)

n =m, —2 i¢in esitlik var olsun.

am:—Z

}\Imﬁ -2

am:—Z

A" 2

[WIE(, )8,y = BOC) =0

n=m, —2 i¢in var oldugunu gosterelim.

o™ d . | o™

lim o WE(x,A),S(x, V)], = o lim W[W[E(x,h),S(x,k)]]x:H
=0
elde edilir.

4.1. Teorem [3]

n=0,1,2,..,m, -1 ,k=12,..jicin

2" L (n N
%wﬁxb} ‘gt}“ﬂwﬁxmKMhﬂ (4.3)

A=AL

dir. Burada a,aj,...,a, sabitleri A} ’ya baglhdir.
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Ispat

Ispatta tiimevarim metodunu kullanacagiz. n = 0 icin Es. 4.2 esitliginden Es. 4.3 elde

edilir. n = 1 igin ispatlayalim. U(x,A), Es.2.3 denkleminin ¢6ziimii olsun. Bu

durumda

(— d +Q(x)—k2jiU(x A) =U(x,AN) 4.4)
dx? oA ’ ’ ’

olur. Bu esitligi kullanirsak

{— d +Q(x) —xz} {i S(x x)} =S(x,\%) 4.5)
dX2 a}\, ’ A=) K '

ve

{— d +Q(x)— )&} {i E(x x)} =E(x,A}) 4.6)
dX2 a)\« ’ A=NL - K )

esitlikleri elde edilir. Es.4.5 ve Es.4.6 esitlikleri Es.4.2 esitliginde gozoniine alinirsa,

4 (2 ol a2
f-dram-n 2 s<x,x>}k:m—a00»k>{ Lram-a E(x,m}wk
d 2|9 T _
{_ dXZ +Q(X)_7\’ }|:(a}\‘ S(X’A’)}}FM aO(A’k) (87\, E(X’A’)}X=M:| O
{_d

Burada

4 +Q(x)—x2}f1(x,x+k):o
X

o _f2 a2
frx,Ay) = {87» S(X,k)}xﬂ a,(Ay) {87» E(X’M}x_y

dir. O halde n = 1 i¢in esitlik gergeklenir. f; (x,A}) ile E(x,A} ) 'nin Wronskian’lart

sifir oldugundan a,(X}) sabit olmak iizere



frx,xy) = a, () .E(x,A})

veya

J . . o J9
{ﬁ S(x,x)}w —a,(\)E&X,A) +a,(Ah) {ax E(x,k)}

A=AL

olur. O halde n = 1 i¢in formiil gergeklenir.

2<np< m; -2 igin

ano n, nO . ai
S(x, A = LU {2 E(x,A
o] 80 o]

A=AL

var olsun. Simdi Es.4.3 formiilinii ne+l1 icin ispatlayalm. U(x,A),

o

denkleminin ¢6ziimii olsun. Bu taktirde U(x,A) ifadesi

Ny

d 3" 2"
- N2 UG = o Uk
{ 5+ } S UM == UGh)

denklemini saglar. Bu son esitlikten

{— d2+Q<x)—>8Han° E(x,m} O B
dx -

PR T
ve
d " gnot
4 -n sml =2 s
{ PRRAUL Hax‘u (x )}M S SCOAD)

elde edilir. Es. 4.9 ve Es. 4.10 esitliklerini Es. 4.7 esitliginde g6zoniine alirsak

39

“.7)

Es.2.3

(4.8)

4.9)

(4.10)
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9 [9™! L (n, ot
ﬁ{ S(x, k)} _Z(;( iJ a, (N — { e E(x, x)}

A=Ay

d an0+1
- -\ S(x, A
= [ rac-m 2 s

_ n (noj no_l (}L+ ) {
i—0 \_ 1
d 5 an0+1
:{ dXZ +Q( ) 7\‘ }I:(a;\’n +1 S(X 7\‘)]}»_7‘;

ng+1 1
_ [“9* j'anom(”k) (al E(x, A)J =0
= i o\ A<t

:{_djz+Q(x>_w}.fwl<x,x;>:o @.11)

A=AL

[oN

A=AL

elde edilir. Burada

. an0+1 ng+1 n.+1 . ai
Fogn (A) = {87\,“ —S(X, k)} - z ( Oi ]ano_iﬂ(}\,k)-{ﬁE(x,k)}

a=rp  1=0 A=X},

dir. Es.4.1 esitligi kullanilirsa anH(X,?C[() ile E(x,A,)’nin Wronskian’t sifir

bulunur. Boylece 6yle bir a, (A} ) sabiti vardir dyle ki

ny+l1
fﬂ0+1 (X’ Aﬁl‘( ) = an0+1 (}\’1 )'E(X’ }\'1 )

seklindedir. O halde Es. 4.3 formiilii np+1 i¢in gerceklenir. Boylece Es. 4.3 formiili

timevarim yontemiyle gosterilmis olur.
4.2. Teorem [3]

Ozdegerlere karsilik gelen esas fonksiyonlar L,(R,,C") uzaymin elemanidir. Yani

np=0,1,2,..m; -1 ,k=12,..jicgin

g™ S(x,A) eLy(R,,CY) (4.12)
axno )L:}Jk
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dir.
Ispat
e (k) 0 0
0 A) - 0
Ban=| o o0 o
0 0 o ey

ea(x ) =™+ [K, (x,0e™ dt n=12,..N
oldugunu biliyoruz. Son esitlikte tiirev alinirsa

0 ox . f 'y
—e (x,AM)=e™ix + |K (x,t)ite™ dt n=1,2,..,N
S S (XA j L (x.0)

ny

oA™

e, (x,A) =(@{x)™.e™ + j K, (x,t).(it)"e™ dt n=1,2,.N

olur. Buradan

o™
E(x.A
Lwﬂ * )}

A=A
(ix)" . e™* + j (i)™ K, (x, e™dt 0 0
_ 0 (ix)"“.eix“’x+J(it)"“.K2(x,t)ew“dt 0
0 0 e (ix)™ M 4 j(it)“ﬂ.KN(x,t)e“‘“dt

(4.13)

elde edilir. Es. 4.13 esitliginden n = 1,2,....N i¢in
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a 0 e, (X,?L) (iX)nO ) ei?&.x + J'(it)no 'Kn (X,t).(it)no .Cm"t dt
o . x

< ‘(ix)““ ] K, 0.60™ e dt

+

< x™ e mImA +jt“°.Kn(x,t)|.e_"lm7”k dt
X

Ky(x,t)eL; (n = 1,2,...,N) oldugundan j |Kn (x, t)| dt < oo dur. Bu durumda

< x Mo .e—xlmﬂ( +Itn0 .e—l.ImM’( dt

X

™
A

dir. ImA} >0 oldugundan

=

J'tn.e—t.ImX,; dt < oo

X

olur. Buradan c; > 0O sabit olmak iizere

olur. np = 1,2,...,N i¢in

o™
A

elde edilir. ng = 0,1,2,...,m, =1 ,k=1,2,...,j i¢in

L,(R,,CY)
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il E(x,A) eLy(R,,CN)
oA’ A=A}

olur.
4.1. Tanim [4]

. ) am}{—l
S(X’}\‘k ),{aS(X,)\‘)} ’.”,{a}\‘mi_l S(X?)\‘)}
A=AY

A=AL

fonksiyonlarma L operatorinin A=A, , k = 1,2,...,j ozdegerlerine bagli esas

fonksiyonlart denir. S(x,A} ) bas fonksiyon,

0 om!
—S(x,?»)} yees —S(x,A)
{87\, A=A {a)ﬁ“k‘l }kn

fonksiyonlart S(x, A} ) 'nin es (associated) fonksiyonlari olarak adlandirilir [4].

4.2. L. Operatoriiniin Spektral Tekilliklerine Karsilik Gelen Esas Fonksiyonlar

ALA2,....Aq L operatoriiniin spektral tekillikleri ise p = 0,1,2,....m—1 , k= 1,2,...,at i¢in

d° a°
—{WIEx,A).8x. V], = {—det E(k)} =0 (4.14)
NP o -

esitligi vardir.
4.1. Sonug [3]

p=0,1,..m~1,k=12,.,aicin

P P p ai
S(x,A = b(A,) {—E(x,A
{a?‘p * )}x_xk iZO(ij ( ){ax * )}x_xk
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esitligi vardir. Sonug 4.1°in ispati1 Teorem 4.1’in ispatina benzer olarak yapilabilir.

4.1. Lemma [3]

p

p=0,1,2,...m~—1 , k=12,...,aicin { J

T S(-,A)} ¢ Lo(R,,CY) dir. Yani spektral

A=A,
tekilliklere karsilik gelen esas fonksiyonlar Lg(R+,(CN)’nin eleman1 degildir.

Ispat

Es.4.13 esitliginden n = 1,2,...,N icin

an
_— ’}\’
{MP%“ %LM

=x" +T |Kn(x,t)

< ‘(IX)H . ei?»k.x

+jtn
X

K, (x,0|dt

L7 dt

p
oldugundan {%S(x,x)} ¢ Ly(R,,CY) dir.

A=y
Simdi asagidaki Hilbert uzaylarini tanimlayalim [10]:

i

H, = HR,CVm)= {f: f= ff ,I(1+X)2m.{f1(x)|2+...+ fn(x)|2}dx<oo

fn

kiimesi tizerindeki norm

fn(x)|2}dx

|Mﬁ=fa+xfﬂhxmr+m+

veE
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H, = HR,,CN-m)={g:g= g:2
g,

kiimesi tizerindeki norm

g, (x)|2 }dx

||g||im = T(1+ x)~m .{gl(x)|2 Fo+

bicimindedir. Bu tamimlarin sonucunda m = 1,2,... i¢in

H(R:,CY,0) = La(R+,C") ve HR,,C"m) GLoR.,CY) G HR:,CY-m)

dir. Gergekten,

, T(1+ X)_zm.{gl(x)|2 +.t |gn(x)|2}dx < oo

45

(i) HR,.C"m) & LyR,.C") m = 1,2,... ifadesini gostermek i¢in Vfe H(R,,C",m)

icin fe L2(R+,CN) oldugunu gosterelim.

fe H(R+,(CN,m) oldugu i¢in

fn(x)|2}dx <oo

T(1+ 0 47, GO + ..+

dur.

1<1+x = 1 <1+x)"™ m = 1,2.,...,xe [0,00)

fn(x)|2}dx < oo

= T{fl(x)|2 o+ fn(X)|2}dxg T(1+X)2m'{fl(x)|2 .y

fn(x)|2}dx <o

= T{fl(x)|2+...+

0

= fely(R,,CY)



elde edilir.
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(ii) Lg(R+,(CN);C¢H(R+,CN,—m) m = 1,2,... ifadesini gostermek i¢in Vfe Lz(R+,CN) icin

fe H(R+,(CN,—m) oldugunu gosterelim.
x€ [0,00) oldugundan 0 < x < 1 ve x > 1 durumlarim ayn ayr inceleyelim.

a)0<x<1lise0<(1+x) ™ < 1 olur.

Buradan

T {fl(x)|2 +ot fn(x)|2}(1+x)-2m dx < T {fl(x)|2 +ot fn(x)|2}dx
yazilir. fe LZ(R+,(CN) oldugu i¢in
T {fl(x)|2 ot fn(x)|2}. (1+x) 7™ dx < T {fl(x)|2 ot fn(x)|2}dx <o

yazilir. O halde fe H(R,,CY,—-m) bulunur.

b)x > 1ise (1+x)_2m < 1 oldugundan (a) sikkina benzer olarak elde edilebilir.

(i) ve (ii)’den HR,.C",m) & Lo(R..C") & HR..C",~m) m = 1,2,... bulunur.

4.3. Teorem [3]

Spektral tekilliklere kars1 gelen esas fonksiyonlar Hilbert uzayindadir. Yani

P
J S(,A)! e HR,.CN~n+1)), p=0,1,..m1,k=12,...0
N -

(4.15)
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Ispat

Es. 4.3 esitliginden p = 0,1,...,m—1 , k= 1,2,...,0t i¢in

oP
{aN’ E(X,?\.)}

elde edilir. H(R+,CN,—(n+1)) uzayinin tanimindan ve Es. 4.16 esitliginden Es. 4.15

< xP +Ttp.|Kn(x,t)| dt, n=12,..N (4.16)

A=Ay

elde edilir.

4.2. Tanim [3]

0 oM
S(x, M) 5 {aS(X,X)} N S(x,A)
A=A,

A=Ay

fonksiyonlarina, L operatoriiniin A = Ay, k = 1,2....,a spektral tekilliklerine bagli esas

fonksiyonlar1 denir [4].
my = max {mj,my,...,my} olmak iizere

HmO = H(R+,(CN,m0+1) , H_mo = H(R+,CN,—(mO+1)) alinirsa

H, SLR.CHS H,,

olur.
4.2. Sonug [3]

Spektral tekilliklere bagli esas fonksiyonlar H_ —uzayina aittir. Yani

{iS(',k)} eH,_  p=012,.. m-~1, k=12,..0
B N :

—Mk

dir.
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