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 SİMGELER VE KISALTMALAR 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur. 

Simgeler Açıklama 

CCCC Kompleks sayılar cümlesi 

H Hilbert uzayı 

D(A) A operatörünün tanım cümlesi 

R(A) A operatörünün değer cümlesi 

W[y1,y2] y1 ve y2 çözümlerinin Wronskianı 

o(1) Sonsuz küçük değerler 

O(1) Sınırlı değerler 

Rλλλλ(A) A operatörünün resolventi 

ρρρρ(A) A operatörünün resolvent cümlesi 

σσσσ(A) C\ρ(A) A operatörünün spektrumu 

σσσσd(A) A operatörünün diskret spektrumu 

σσσσc(A) A operatörünün sürekli spektrumu 

σσσσr(A) A operatörünün rezidü spektrumu 

L* L operatörünün adjointi 
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1. GİRİŞ 

Non–selfadjoint Strum–Liouville diferensiyel operatörlerin, spektral analizinin 

incelenmesine Naimark tarafından başlanmıştır [1, 2]. Naimark, bu operatörlerin 

spekturumunun özdeğerler, spektral tekillikler ve sürekli spektrumdan oluştuğunu 

göstermiştir. Özdeğer olmayan, sürekli spektrumda yer alan, resolventin kutuplarına, 

Schwartz spektral tekillik adını vermiştir [6]. Lyance, spektral tekilliklerine karşılık 

gelen esas fonksiyonların özelliklerini incelemiş ve spektral tekilliklerin, spektral 

açılıma etkisini araştırmıştır [7]. 

L2(R+,CN) uzayında, ln(yn) = ny ′′− +qn(x)yn , n = 1,2,...,N  x∈R+ := [0,∞) diferensiyel 

ifadesi ve yn(0) = 0 koşuluyla tanımlanan operatörün ters problemi Apronovich and 

Marchenko tarafından ele alınmıştır [5]. 

L2(R+,CN) uzayında – ny ′′ +qn(x)yn = 0, n = 1,2,...,N  x∈R+ denklemi ve yn(0) = 0 

sınır koşulu yardımıyla üretilen operatör  L ile gösterilsin. Bairamov ve Kır 2004’teki 

çalışmalarında L operatörünün spektrumunu bulup,  

∞<ε
+∈

})x(q)x{exp(Sup n
Rx

, n = 1,2,...,N , ε > 0 

koşulu altında L’nin özdeğerlerinin, spektral tekilliklerinin ve onların katlarının sonlu 

olduğunu göstermişlerdir [4]. 

Bu tez 4 bölümden oluşmaktadır.  

İkinci bölümün ilk kısmında temel tanım ve teoremler verilmiştir. İkinci kısımda ise 

diferensiyel operatör tanımlanmış ve diferensiyel denklemin çözümleri incelenmiştir. 

Üçüncü bölümün ilk kısmında operatörün resolventi parametrelerin değişimi 

yöntemiyle hesaplanmış, operatörün sürekli spektrumu bulunmuştur. Üçüncü 

bölümün ikinci kısmında L operatörünün özdeğer ve spektral tekilliklerinin yapısı 

incelenmiştir. 
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Dördüncü bölümün ilk kısmında L’nin özdeğerlerine karşılık gelen esas fonksiyonlar 

tümevarım yöntemiyle bulunmuştur. İkinci kısmında L’nin spektral tekilliklerine 

karşılık gelen esas fonksiyonlar elde edilmiştir. Özdeğerlere karşılık gelen esas 

fonksiyonların L2, spektral tekilliklere karşılık gelen esas fonksiyonların H– uzayına 

ait olduğu incelendi.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

2.1. Giriş 

Bu bölümde, spektral analizin bazı temel tanımları ve önemli teoremleri ifade 

edildikten sonra, sonlu Strum–Liouville diferensiyel denklemler sisteminin belirli 

başlangıç koşullarını sağlayan çözümleri incelenecektir. 

2.1. Tanım  

H Hilbert uzayında herhangi bir D⊂H lineer alt uzayı ve A: D⊂H→H dönüşümü 

verilsin. Eğer her α1,α2∈C ve her x1,x2∈D için 

A(α1x1+α2x2) = 
21 x2x1 AA α+α  

eşitliği sağlanıyorsa A operatörüne lineer operatör, D’ye ise A operatörünün tanım 

bölgesi denir ve bu küme D(A) ile gösterilir. C kompleks sayılar kümesi, X topolojik 

vektör uzayı, L(X) X’de tanımlı lineer operatör uzayı olsun. 

2.2. Tanım  

A∈L(X) ve λ0∈C için (A–λ0I)x = 0 denkleminin x = 0 aşikar çözümünden başka bir 

x ≠ 0 çözümü bulunursa, λ0∈C sayısına A operatörünün özdeğeri, bu denklemin her 

bir x ≠ 0 çözümüne ise A operatörünün λ0 özdeğerine karşılık gelen özfonksiyonu 

denir. 

2.3. Tanım  

D(A) = H olmak üzere ∀x,y∈D(A) için 

Ay,xy,Ax =  

eşitliği sağlanıyorsa A operatörüne simetrik operatör denir. A simetrik operatörü için 

A* = A ise A operatörüne self–adjoint operatör denir. Bu şartı sağlamıyorsa 

operatöre non–selfadjoint operatör denir.  
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2.4. Tanım  

A∈L(X) olmak üzere  

σd(A) = {λ: λ∈C, Rλ(A) : = (A–λI)–1 resolvent operatörü yoktur} 

cümlesine A operatörünün özdeğerler cümlesi denir. 

2.5. Tanım  

A∈L(X) olmak üzere 

ρ(A) : = {λ: λ∈C, Rλ(A) var, Rλ(A) sınırlı, ))A(R(D λ = H} 

cümlesine A operatörünün resolvent cümlesi denir. 

2.6. Tanım  

A∈L(X) olmak üzere 

σC(A) : = {λ: λ∈C, Rλ(A) var, Rλ(A) sınırsız, ))A(R(D λ = H} 

cümlesine A operatörünün sürekli spektrumu denir. 

2.7. Tanım  

A∈L(X) olmak üzere 

σr(A) : = {λ: λ∈C, Rλ(A) var, Rλ(A) sınırlı, ))A(R(D λ ≠ H} 

cümlesine A operatörünün kalan (rezidü) spektrumu denir. 
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2.8. Tanım  

A∈L(X) olmak üzere 

σ(A) : = C \ ρ(A) 

kümesine A operatörünün spektrumu denir. 

2.1. Teorem (Privalov) [9] 

g fonksiyonunun açık üst düzlemde analitik, E cümlesi g fonksiyonunun reel 

sıfırlarının cümlesi ve µ, E cümlesinin reel Lebesque ölçüsü olsun. 

Eğer µ(E) > 0 ise bu durumda g(z) ≡ 0 olur. 

2.2. Teorem  

ƒ∈L2(–∞,+∞) ise N > 0 için 

gN(λ) = ∫
+

−

λ−ƒ
N

N

xi dxe).x(  

olmak üzere  

)(g)(glim N
N

λ=λ
∞→

  

olacak şekilde bir g∈L2(0,∞) vardır. 

2.3. Teorem (Pavlov) [8]  

Kabul edelim ki g(z) fonksiyonu açık kompleks üst düzlemde analitik, tüm 

basamaktan türevleri sürekli, kapalı üst düzlemde sürekli olsun. 

)z(g
dz

d
r

r

 ≤ Ar , r = 0,1,2,... Im z ≥ 0 , |z| < T 
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ve 

∞<
+

∞<
+ ∫∫

∞

∞− T
2

T

2
dx

x1

)x(gln
,dx

x1

)x(gln
 

sağlanacak şekilde T > 0 sayısı vardır. Ayrıca M cümlesi g(z) fonksiyonunun sonsuz 

katlı sıfırlarının cümlesi ve µ(Ms) = 0’dır. h keyfi pozitif bir sayı olmak üzere 

∫ ∞−=µ
h

0

s )M(d).s(Tln  

ise bu durumda g(z) ≡  0’dır. Burada 

T(s) = 
!r

s.A
inf

r
r

r
  

dir ve µ(Ms), M cümlesinin s komşuluğunun lineer Lebesque ölçüsüdür. 

Şimdi aşağıdaki sınır değer problemini tanımlayalım. 

– ny ′′  + qn(x)yn  = λ2yn    ,   x∈R+ = [0,∞)  ,  n = 1,2,...,N (2.1) 

Strum–Liouville diferensiyel denklemler sistemi ve 

yn(0) = 0  (2.2) 

sınır koşulunu gözönüne alalım. 

Burada qn , n = 1,2,..,N fonksiyonları kompleks değerli fonksiyonlar ve λ spektral 

parametredir.  

Eş. 2.1 ve Eş. 2.2 sınır değer problemi yardımıyla L2(R+,CN):= {ƒ: ∫∑
∞

=

∞<ƒ
0

N

1n

2

n dx)x( } 

uzayında L operatörü aşağıdaki biçimde tanımlansın. 
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∀yn∈L2(R+,CN) diferensiyellenebilen yn(x,λ) (n = 1,2,...,N) fonksiyonları için                        

l(yn) := ny ′′− +[qn(x)–λ2]yn diferensiyel ifadesini göz önüne alalım. 

D(L) = 



























=−

∞∈−∞∈

′− +

0)0(y3

)C;,0[L)y(2)C;,0[Ly:y
.süreklimutlakaralığındaalt

sonlubirhernın'Rvevary1

n

N
2n

N
2nn

n

l   

olmak üzere ∀y∈D(L) için Ly := l(y) şeklinde tanımlayalım [4]. Burada 

l(y) = 



















)y(

)y(

)y(

NN

22

11

l

M

l

l

 

biçimindedir. 

Eş. 2.1 ve Eş. 2.2 denklemi 

y = 

















N

1

y

y

M        ve       Q(x) = 



















)x(q00

0)x(q0

00)x(q

N

2

1

L

MMM

L

L

 

olmak üzere 

–y″ + Q(x)y = λ2y   ,   x∈R+  (2.3) 

ve 

y(0) = 0  (2.4) 

biçiminde yazılabilir. 
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2.2. llll(y) = 0 Denkleminin Çözümleri 

2.4. Teorem [1] 

Eş. 2.1 ve Eş. 2.2 probleminin herbir çözümü 

en(x,λ) = eiλx + dt),t(e).t(q
)tx(sin

nn

x

λ
λ

−λ
∫
∞

   ,   n = 1,2,...,N (2.5) 

denklemin bir çözümüdür. Karşıt olarak integral denkleminin her bir çözümü Eş. 2.1 

ve Eş. 2.2 denkleminin bir çözümüdür.  

Eş. 2.3 denkleminin 

E(x,λ) = 



















λ

λ

λ

),x(e000

00),x(e0

000),x(e

N

2

1

L

MMMM

L

L

 (2.6) 

I),x(E.elim xi

x
=λλ−

∞→
  (2.7) 

koşulunu λ∈ +C = {λ : λ∈C , Imλ ≥ 0} için sağlayan E(x,λ) matris çözümü vardır. 

Burada I, CN deki birim matristir. E(x,λ) matris çözümü 

qn , n = 1,2,...,N kompleks değerli fonksiyonlar 

∫
∞

∞<
0

n dx)x(q.x    n = 1,2,...,N  (2.8) 

koşulunu sağlıyor ise Eş. 2.5 çözümü 

en(x,λ) = dte.)t,x(Ke ti

x

n
xi λ

∞
λ

∫+     n = 1,2,...,N (2.9) 
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biçiminde tanımlanır. 

Burada Kn(x,t) Volterra tipli integral denkleminin çözümüdür. Aşağıdaki 

eşitsizlikleri sağlar [4]. 

)sabit(0cN,...,2,1nds)s(q.c)t,x(K

2

tx
nn >=≤ ∫

∞

+

 (2.10) 

ve 








 +
σ+







 +
≤ σ

2

tx
e

2

1

2

tx
q

4

1
)t,x(K

dt

d
,)t,x(K

dx

d )x(
nn     0 ≤ x < ∞ (2.11) 

Ayrıca en(x,λ)     n = 1,2,...,N fonksiyonları 

C+ := {λ : λ∈C, Imλ > 0} bölgesinde λ’ya göre analitiktir ve +C ’da süreklidir. 

Ayrıca Eş. 2.3 denkleminin 

s(0,λ) = 0  ve  s′(0,λ) = 1  (2.12) 

koşullarını sağlayan matris çözümü vardır, tektir ve bu çözüm λ’nın tam 

fonksiyonudur. Bu matris çözümü 

S(x,λ) = 



















λ

λ

λ

),x(S00

0),x(S0

00),x(S

N

2

1

L

MMM

L

L

 (2.13) 

gösterimine sahiptir. Burada 

dt).,t(S).t(q
)tx(sinxsin

),x(S nn

x

0

n λ
λ

−λ
+

λ

λ
=λ ∫  , n = 1,2,...,N (2.14) 
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dir. Eş. 2.14 denkleminin her bir çözümü Eş.2.3 denkleminin de çözümü olup 

başlangıç koşulunu sağlar [4]. 

2.5. Teorem [1]  

–y″ + Q(x)y = λ2y , 0 ≤ x < ∞ denkleminin Eş. 2.8 koşulunu sağlayan E(x,λ) çözümü 

aşağıdaki asimptotik eşitlikleri sağlar. 

E(x,λ) = eiλx + o(1) , |λ| → ∞ , Imλ ≥ 0  (2.15) 

Ex(x,λ) = iλ eiλx + O(1) , |λ| → ∞ , Imλ ≥ 0  (2.16) 

İspat 

E(x,λ) = 



















λ

λ

λ

),x(e00

0),x(e0

00),x(e

N

2

1

L

MMM

L

L

 

en(x,λ) = dt.e).t,x(Ke
x

ti
n

xi

∫
∞

λλ +  ,  n = 1,2,...,N 

olduğundan Eş. 2.15 ve Eş. 2.16 asimptotik eşitliklerini ispatlamak için sırasıyla 

en(x,λ) = eiλx + o(1)     |λ| → ∞ , Imλ ≥ 0 , n = 1,2,...,N 

ve 

)1(0e.i),x(e
dx

d xi
n +λ=λ λ      |λ| → ∞ , Imλ ≥ 0 , n = 1,2,...,N 

eşitliklerinin varlığını göstermemiz yeterlidir. Eş. 2.15 asimptotik eşitliğinin ispatı ile 

başlayalım. 
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(i) Imλ = 0 olsun. |eiλt| = 1 olduğu açıktır. Eş. 2.10 eşitsizliğinin 0 ≤ x < ∞ için 

integrali alınırsa 

 

 

 

 

elde edilir. O halde ),x(Kn ⋅ ∈L1[0,∞) olur. 





−∞∈

=∞∈
=

]x,(t,0

N,...,2,1n),,x(t,)t,x(K
)t,x(K

~ n
n  

olarak tanımlansın. en(x,λ), (n = 1,2,...,N) çözümleri 

en(x,λ) = eiλx + ∫
∞

∞−

λ dte).t,x(K
~ ti

n    ,   n = 1,2,...,N 

olarak yazılır.  ),x(Kn ⋅ ∈L1[0,∞) olduğundan ve ),x(K
~

n ⋅ , ),x(Kn ⋅ ’nin Fourier 

dönüşümü olduğundan ),x(K
~

n ⋅ ∈L1[0,∞) olur. O halde  

en(x,λ) = eiλx + o(1) , Imλ = 0 , |λ|→∞ , n = 1,2,...,N 

elde edilir.  

 (ii) Imλ > 0 olsun. Bu durumda eiλt fonksiyonu azalandır. 

|Kn(x,t)|.|eiλt| ≤ |Kn(x,t)| ve Kn(x,t)∈L1 

∫ ∫ ∫ 
∞ ∞ ∞ 

+ 
≤ 

0 0 
2 

t x 
n n dt ds ) s ( q . c dt ) t , x ( K 

∫ ∫ 
∞ ∞ 

= 
0 2 / t 

n dt ds ) s ( q . c 

∫ 
∞ 

∞ < = 
0 

n ds ) s ( q . s . c 2 

∫ ∫ 
∞ 

= 
0 

s 2 

0 
n ds dt . ) s ( q . c 
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olduğundan 

dte).t,x(Klimdte).t,x(Klim ti
n

00

ti
n

λ
∞

∞→λ

∞
λ

∞→λ ∫∫ =  

= o(1) , |λ|→∞ , Imλ > 0 

elde edilir. O halde en(x,λ) = eiλt + o(1)     Imλ > 0 , |λ|→∞ , n = 1,2,...,N olur. 

(i) ve (ii)’den en(x,λ) = eiλx + o(1)       |λ|→∞ , Imλ ≥ 0 n = 1,2,...,N 

elde edilir. 

Şimdi de Eş. 2.16 eşitliğini ispatlayalım. 

en(x,λ) = eiλx + ∫
∞

λ

x

ti
n dte).t,x(K  , n = 1,2,...,N 

eşitliğinde türev alınırsa 

dte)t,x(K
dx

d
e).x,x(Ke.i),x(e

dx

d ti

x

n
xi

n
xi

n
λ

∞
λλ

∫+−λ=λ  , n = 1,2,...,N 

elde edilir. 

(i) Imλ = 0 olsun. Bu durumda |eiλt| = 1 dir. 

Eş. 2.11 eşitsizliğinden 

 ∞<






 +
σ+







 +
≤ ∫∫∫

∞
σ

∞∞

dt
2

tx
.e

2

1

2

tx
q

4

1
dt)t,x(K

dx

d 0

0

)x(

0

0

0

0n
0 ,  n = 1,2,...,N 

bulunur. Bu eşitsizlikden )t,x(K
dx

d
n ∈L1[0,∞) dir. 
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Kn(x,t)∈L1[0,∞) olduğundan Kn(x,x) sınırlıdır. Buradan Kn(x,x) = 0(1) , |λ|→∞ 

bulunur. Böylece  

)1(0e.i),x(e
dx

d xi
n +λ=λ λ  , |λ|→∞ , Imλ = 0 , n = 1,2,...,N 

elde edilir. 

(ii) Imλ > 0 olsun. Bu durumda, eiλt azalandır. Kn(x,x)∈L1[0,∞) olduğu açıktır ve 

),0[L)t,x(K
dx

d
1n ∞∈  dir. 

Ayrıca 

∫∫
∞

λ
∞

λ ⋅≤
0

ti
n

0

ti
n dte)t,x(K

dx

d
dte).t,x(K

dx

d
 ,  n = 1,2,...,N 

olduğundan  

),x(e
dx

d
n λ = eiλx + o(1)        |λ|→∞ , Imλ > 0  ,  n = 1,2,...,N 

elde edilir. (i) ve (ii)’den  

),x(e
dx

d
n λ = iλ.eiλx + 0(1)       |λ|→∞ , Imλ ≥ 0  ,  n = 1,2,...,N 

bulunur. 

3. L OPERATÖRÜNÜN RESOLVENTİ VE SPEKTRUMU 

Bu bölümde ilk olarak L operatörünün resolventi ve sürekli spektrumu 

hesaplanacaktır. İkinci kısımda L operatörünün özdeğerleri ve spektral tekilliklerinin 

yapısı incelenecektir. 
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3.1. L Operatörünün Resolventi ve Sürekli Spektrumu 

3.1. Teorem [4] 

Her +∈λ C  ve det E(λ) ≠ 0 için 

G(x,t;λ) = 




∞<≤λλλ−

<≤λλλ
−

−

tx,)(E).,x(S).,t(E

xt0,)(E).,x(E).,t(S
1

1

 (3.1) 

olmak üzere L operatörünün resolventi 

(Rλ(L)ƒ)(x) := ∫
∞

ƒλ
0

dt)t().;t,x(G   (3.2) 

biçimindedir. 

İspat 

Teoremin ispatı için –y″ + Q(x)y – λ2y = ƒ(x) homogen olmayan denklemini 

gözönüne alalım. Eş. 2.3 denkleminin E ve S çözümlerinin Wronskian’ı alınırsa 

W[S,E] = S.E′ – S′.E 

= ]E.SE.S[lim
0x

′−′
→

 

= ESlimESlim
0x0x

′−′
→→

 

= –E(0,λ) = –E(λ)  (3.3) 

bulunur. det E(λ) ≠ 0 olduğundan det E(λ) = ∏
=

≠λ
N

1n
n 0)(e  dır. Bu durumda                     

W[S,E] = –E(λ) ≠ 0 elde edilir. Böylece S ve E çözümleri Eş. 2.3 denkleminin temel 

çözümler sistemini oluşturur. 
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–y″ + Q(x)y – λ2y = ƒ(x) 

homogen olmayan denkleminin çözümünü paremetrelerin değişimi yöntemiyle 

bulabiliriz. 

–y″ + Q(x)y – λ2y = 0 

homogen denkleminin çözümü 

y~ = c1E(x,λ) + c2S(x,λ) 

olsun. 

–y″ + Q(x)y – λ2y =ƒ(x) denkleminin çözümü 

y(x,λ) = c1(x).E(x,λ) + c2(x).S(x,λ)  (3.4) 

biçiminde aransın. Eş. 3.4 eşitliğinde türev alınırsa 

y′ = c1′(x).E(x,λ) + c2′(x).S(x,λ) + c1(x).E′(x,λ) + c2(x).S′(x,λ) 

bulunur. 

c1′(x).E(x,λ) + c2′(x).S(x,λ) = 0  (3.5) 

alınsın. Bu durumda 

y′ = c1(x).E′(x,λ) + c2(x).S′(x,λ) 

bulunur. 

Son eşitlikte türev alınırsa 

y″ = c1′(x).E′(x,λ) + c2′(x).S′(x,λ) + c1(x).E″(x,λ) + c2(x).S″(x,λ) 

elde edilir. Bulunan eşitlikler 
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–y″ + Q(x)y – λ2(y) = ƒ(x) 

denkleminde yerlerine yazılırsa 

–c1′(x).E′(x,λ) – c2′(x).S′(x,λ) = ƒ(x)  (3.6) 

elde edilir. Eş. 3.5 ve Eş. 3.6 eşitliklerini kullanarak 

c1′(x) =ƒ(x).S(x,λ).E–1(λ)  (3.7) 

ve 

c2′(x) = –ƒ(x).E(x,λ).E–1(λ)  (3.8) 

bulunur. Eş. 3.7 ve Eş. 3.8 eşitliklerinin her iki tarafının integrali alınırsa 

c1(x) = )0(cdt)(E).,t(S).t( 1

x

0

1 +λλƒ∫
−   (3.9) 

ve 

c2(x) = )(cdt)(E).,t(E).t( 2

x

1 ∞+λλƒ− ∫
∞

−   (3.10) 

elde edilir. Eş. 3.9 ve Eş. 3.10 eşitlikleri Eş. 3.4 eşitliğinde gözönüne alınırsa 

y(x,λ) = ),x(E).0(cdt),x(E.)(E).,t(S).t( 1

x

0

1 λ+λλλƒ∫
−  

),x(S).(cdt),x(S.)(E).,t(E).t( 2

x

1 λ∞+λλλƒ− ∫
∞

−  

elde edilir. y(0) = 0 şartının sağlanması için c1(0).E(0,λ) = 0 olmalıdır. det E(λ) ≠ 0 

olduğundan E(λ) ≠ 0 olup c1(0) = 0 dır. Çözümün L2 de olması için c2(∞) = 0  

olmalıdır. Böylece 
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y(x,λ) = dt),x(S.)(E).,t(E).t(dt),x(E.)(E).,t(S).t(
x

1
x

0

1 λλλƒ−λλλƒ ∫∫
∞

−−  

bulunur. 

G(x,t;λ) = 




∞<≤λλλ−

<≤λλλ
−

−

tx,)(E).,x(S).,t(E

xt0,)(E).,x(E).,t(S
1

1

 

alınırsa 

y = ∫
∞

ƒλ
0

dt).t().;t,x(G    

bulunur. 

3.2. Teorem [4]  

Herbir λ kompleks sayısı için Imλ > 0 düzleminde 

||Rλ|| ≥
λλ

λ

Im.)(E

c
  (3.10) 

olacak şekilde cλ > 0 sayısı vardır. 

İspat 

ƒb(x) = 




∞<<

≤≤λ

xb,0

bx0,),x(S
 

olarak tanımlayalım. 

∫∫ ∞<λ=
∞ b

0

2

0

2

b dx),x(Sdx)x(f  

olduğundan )(b ⋅ƒ ∈L2[0,∞) olur. 
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(Rλƒb)(t) = ∫
∞

ƒλ
0

b dt)t().;t,x(G  

= ∫ λλ
b

0

dt),t(S).;t,x(G  

= ⋅
λ

λ

)(E

),x(E
E–1(λ) ||ƒb||

2 

olur. 

E(x,λ) = eiλx + o(1) |λ|→∞ , Imλ ≥ 0 asimptotik eşitliğinden  

|E(x,λ)| = e–Imλ.x + o(1) |λ|→∞ , Imλ ≥ 0  

elde edilir. Buradan 

|E(x,λ)| > xIme
2

1 λ−  

olduğu açıktır. 

 

≥ λ−⋅
λ

Imb2e
Im.8

1
  (3.11) 

elde edilir. O halde Eş. 3.11 aşağıdaki eşitlikte göz önüne alınırsa  

||Rλƒb||
2 = ∫

∞

λ ƒ
0

2

b dt)t)(R(  

||Rλƒb||
2 > λ−

λ

1
⋅ƒ⋅

λ

Im.b22

b2
e

Im.8)(E

1
 

||Rλ||2 ≥ 
λλ

λ

Im.)(E

c
 

elde edilir. 

dx e 
4 

1 
dx ) , x ( E 

b 

x Im 2 

0 

2 
∫ ∫ 
∞ 

λ − 
∞ 

≥ λ 
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3.3. Teorem [4]  

λ, L operatörünün resolvent cümlesine ait ve λ→λ0∈(0,∞) ise 
0

lim
λ→λ

||Rλ|| = ∞. 

İspat 

Eş. 3.10 eşitsizliğinde Imλ0 = 0 olduğundan 
0

lim
λ→λ

||Rλ|| = ∞ elde edilir. 

3.4. Teorem [4]  

L operatörünün sürekli spektrumu σc(L) = (0,∞) dır. 

İspat 

λ∈(0,∞) için Teorem 3.2’den Rλ(L) operatörünün varlığı ve Teorem 3.3’den 

R(L)’nin sınırsızlığı ispatlandı. Şimdi Rλ(L)’nin tanım kümesinin L2(0,∞) da yoğun 

olduğunu gösterelim. 

L2(0,∞) = )I*L(N)IL(R λ−⊕λ−   (3.12) 

eşitliğinde N(L*–λI) cümlesi L*–λI operatörünün çekirdeğidir. L* ise L’nin 

adjointidir. 

L* := 




=

=λ−+′′−

0)0(y

0y])x(Q[y 2

 

ile gösterilen operatörün pozitif özdeğeri olmadığından N(L*–λI) = {0} elde edilir. O 

halde L2(0,∞) = ( )1)IL(D −λ−  dir. Buradan σc(L) = (0,∞) bulunur. 

3.2. L Operatörünün Özdeğerleri ve Spektral Tekillikleri 

3.1. Tanım  

L operatörünün resolventinin çekirdeğinin kutbu olup, özdeğer olmayan, sürekli 

spektrumda yer alan noktalara spektral tekillik denir [1]. L operatörünün özdeğerleri 
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ve spektral tekillikleri cümlesini σd(L) ve σss(L) ile gösterelim. Aşağıdaki eşitlikleri 

tanımlayalım. 

An = {ρ : Imρ ≥ 0 , en(ρ) = 0}  (3.13) 

1
nA  = {ρ : ρ∈C+ , en(ρ) = 0}  (3.14) 

2
nA  = {ρ : ρ∈R, en(ρ) = 0}  (3.15) 

burada R = (–∞,∞) şeklinde tanımlıdır. en(ρ) cümlesinin sıfırlarının limit noktaları 

cümlesini 

3
nA  = {λ : (λm) , Imλ > 0 , λm→λ , m→∞, en(λm) = 0 , n = 1,2,...,N} (3.16) 

ve en(λ)  n = 1,2,...,N fonksiyonlarının sonsuz katlı sıfırlarının cümlesini 

4
nA  = {λ : Imλ ≥ 0 , )k(

ne  (λ) = 0 , n = 1,2,...,N , k = 1,2,...} (3.17) 

biçiminde tanımlayalım. 

3.5. Teorem [4] 

(i) σd(L) = U
N

1n

1
nB

=

  (3.18) 

eşitliği vardır ve burada 

}A,:{B 1
n

21
n ∈ρρ=λλ=    (3.19) 

biçimindedir. 

(ii) σss(L) = U
N

1n

2
n }0{\B

=

  (3.20) 

eşitliği vardır ve burada 
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}A,:{B 2
n

22
n ∈ρρ=λλ=    (3.21) 

biçimindedir. 

İspat 

Eş.3.18 eşitliğinin var olduğunu gösterelim. Bunun için öncelikle U
N

1n

1
nB

=

⊂σd(L) 

olduğunu gösterelim.  

λ∈U
N

1n

1
nB

=

 olsun. λ∈ 1
n0

B  olacak şekilde en az bir n0∈N vardır. Eş. 3.19 eşitliğinden 

ρ∈ 1
nA  ve buradan en(ρ) = 0, n = 1,2,...,N bulunur. en , n = 1,2,...,N fonksiyonları 

L2’de ve özfonksiyonlar olduğundan λ özdeğerdir. Buradan  

U
N

1n

1
nB

=

⊂ σd(L)   (3.22) 

elde edilir. Şimdi de 

σd(L) ⊂ U
N

1n

1
nB

=

 

olduğunu gösterelim. λ0∈σd(L) olduğunu kabul edelim. Bu durumda                                             

–y″ + Q(x)y – λ2y = 0 , x∈R+ denkleminin λ = λ0 için aşikar olmayan y(0) = 0 

koşulunu sağlayan ψ(x,λ0)∈L2[0,∞) çözümü vardır. 

W[ψ(x,λ0),S(x,λ0)] = [ψ(x,λ0).S′(x,λ0)–ψ′(x,λ0).S(x,λ0)] 

Wronskian x’den bağımsız olduğundan 

W[ψ(x,λ0),S(x,λ0)] = 
0x

lim
→

[ψ(x,λ0).S′(x,λ0)–ψ′(x,λ0).S(x,λ0)] 

= 0 
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elde edilir. Bu durumda ψ(x,λ0), S(x,λ0) lineer bağımlıdır. ψ(x,λ0), S(x,λ0) 

çözümünün bir katı şeklinde yazılabilir. c sabit sayı olmak üzere 

ψ(x,λ0) = c.S(x,λ0) 

elde edilir. 

W[ψ(x,λ0),E(x,λ0)] = 
0x

lim
→

[ψ(x,λ0).E′(x,λ0)–ψ′(x,λ0).E(x,λ0)] 

 = 
0x

lim
→

[c.S(x,λ0).E′(x,λ0)–c.S′(x,λ0).E(x,λ0)] 

= –c.E(λ0)  (3.23) 

dir. 

W[E(x,λ0),ψ(x,λ0)] = 
∞→x

lim [E(x,λ0).c.S′(x,λ0)–E′(x,λ0).c.S(x,λ0)] 

= 0 

Son eşitlikten ve Eş.3.23 eşitliğinden 

E(λ0) = 0 ⇒ en(λ0) = 0 , n = 1,2,...,N 

⇒ λ0∈
1
nB  

Böylece  

σd(L) ⊂ U
N

1n

1
nB

=

  (3.25) 

bulunur. Eş.3.22 ve Eş.3.25’den σd(L) = U
N

1n

1
nB

=

 elde edilir. 

(ii) Eş.3.20 eşitliğini ispatlamak için öncelikle U
N

1n

2
n }0{\B

=

⊂σss(L) olduğunu 

göstermeliyiz. 
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λ∈ U
N

1n

2
n }0{\B

=

 olduğunu kabul edelim. λ∈ 2
n0

B  olacak şekilde en az bir tane n0∈N 

vardır. Öyleki λ = ρ2 olacak şekilde ρ∈ 2
nA  bulunabilir. Buradan en(ρ) = 0 , ρ∈R ,            

n = 1,2,...,N elde edilir. Spektral tekilliğin tanımından λ∈σss(L) bulunur. Böylece  

U
N

1n

2
n }0{\B

=

 ⊂ σss(L)    (3.26)  

elde edilir.  

Şimdi de σss(L) ⊂ U
N

1n

2
n }0{\B

=

 olduğunu gösterelim. ρ∈σss(L) olduğunu kabul 

edelim. ρ∈σss(L) ise ρ∈R, en(ρ) = 0 , ρ∈ 2
nA  elde edilir. 

ρ∈ 2
nA  ise λ = ρ2 olacak şekilde en az bir λ∈ 2

nB  vardır. λ∈ 2
nB  ise λ∈U

N

1n

2
n }0{\B

=

’dır. 

Buradan 

σss(L) ⊂U
N

1n

2
n }0{\B

=

  (3.27) 

olur. Eş. 3.26 ve Eş. 3.27’den ise 

σss(L) = U
N

1n

2
n }0{\B

=

 

elde edilir.  

Böylece Teorem 3.5’in ispatı tamamlanır. 

3.6. Teorem [4]  

∫
∞

∞<
0

n dx)x(q.x  
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koşulu altında aşağıdakiler vardır.  

(i) 1
nA  kümesi sınırlıdır, 1

nA  sayılabilir sayıda elemana sahiptir ve limit noktaları reel 

eksenin sınırlı bir alt aralığındadır.  

(ii) 2
nA  kümesi kompakttır ve µ( 2

nA ) = 0’dır. Burada µ( 2
nA ), 2

nA  kümesinin 

Lebesque ölçüsüdür. 

İspat 

(i) en(λ) = 1 + ∫
∞

λ

0

ti
n dte).t,0(K  , n = 1,2,...,N 

fonksiyonları Imλ > 0 yarı düzleminde analitik ve Imλ ≥ 0 yarı düzleminde ise 

süreklidir. Diğer taraftan 

en(λ) = 1 + o(1) , λ∈ +C  , |λ|→∞ 

asimptotik eşitliğinden en(λ), (n = 1,2,...,N) fonksiyonları yeteri kadar büyük λ’lar ve 

Imλ ≥ 0 için sıfırdan farklıdır. Yani en(λ), (n = 1,2,...,N) özdeş olarak sıfır değildir ve 

sıfırları sınırlı bir bölgededir. en(λ), (n = 1,2,...,N) Imλ > 0’da analitik olduğundan 

buradaki sıfırları en çok sayılabilir sayıdadır. Analitik fonksiyonun analitik 

bölgesinin içindeki sıfırlarının limit noktaları analitik bölgesinin sınırında 

olduğundan 1
nA  cümlesinin limit noktaları reel eksenin sınırlı bir alt aralığında yer 

alır. 

(ii) Privalov birebirlik teoreminden 2
nA  cümlesinin Lebesque ölçüsü sıfırdan büyük 

olsaydı 2
nA  cümlesinin özdeş olarak sıfır olması gerekirdi. Fakat 2

nA ≡/ 0 olduğundan 

µ( 2
nA ) = 0 elde edilir. 

Şimdi 2
nA  cümlesinin kompakt olduğunu gösterelim. Bunun için 2

nA  cümlesinden 

alınan herhangi bir dizinin limit noktasının 2
nA ’ye ait olduğunu göstermeliyiz.  
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(λm)∈ 2
nA , en(λm) = 0 , n = 1,2,...,N, λm→λ0 , m→∞ herhangi dizisini alalım. en(λm),            

(n = 1,2,...,N) Imλ ≥ 0 yarı düzleminde analitik ve sürekli olduğundan 

( ) 0)(e)(lime)(elim 0nm
m

nmn
m

=λ=λ=λ
∞→∞→

 

elde edilir. Buradan λ0’ın en(λ), (n = 1,2,...,N) fonksiyonlarının sıfırı olduğu elde 

edilir. Yani λ0∈
2
nA ’dir. 

3.1. Lemma [4]  

c > 0 olmak üzere 

Mr = 2r.c. ∫
∞ ε

−

∞<
0

t
2r dte.t  , r = 0,1,2,...  (3.28) 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat 

ut
2

=⋅
ε

 dönüşümünü yapalım. 

duu2dt
4

ut
4

2
2

2

=
ε

⇒=
ε

 

du
u8

dt
2ε

=⇒  

Mr = 2r.c. ∫
∞

−

ε
⋅⋅









ε
0

2

u

r

2

2

du
u8

e
4.u

 

= 2r.c. ∫
∞

−

ε
⋅⋅⋅⋅

ε
0

2

ur

r2

r2

du
u

8e4
u

 

= ∫
∞

−+

+ε
0

u1r2

2r2

rr

dueu
4.2.c8

 

2r kez kısmi integrasyon uygularsak 
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Mr ≤ ∫
∞

−

+
+

ε
0

u

2r2

rr

due.u2.3...)r2).(1r2(
4.2.c8

 

≤ ∫
∞

−

+
+

ε
0

ur2

2r2

rr

due.u)1r2(
4.2.c8

 

elde edilir. ∫
∞

−

0

u due.u  integralinde kısmi integrasyon uygulayarak x→∞ için limitine 

bakalım. 






−





−= −

∞→

∞
−

∞→

−

∞→ ∫
M

0

u

M
0

M

0

u

M

u

M
elime.ulimdue.ulim  

= 0
e

1
lim

MM
=








−

∞→
 

elde edilir. Buradan da Mr < ∞ bulunur. 

3.7. Teorem [4]   

{ } ∞<ε

∈ +

)x(qesup n
x

Rx

, ε > 0 , n = 1,2,...,N   (3.29) 

koşulu sağlandığında en, (n = 1,2,...,N) fonksiyonları Imλ > 0 düzleminde analitik ve 

tüm türevleri Imλ ≥ 0 yarı düzleminde süreklidir. Ayrıca öyle Mr , r = 0,1,2,... 

sabitleri vardır ki 

+∈λ≤λ
λ

C,M)(e
d

d
rnr

r

 ,  n = 1,2,...,N 

eşitsizliği sağlanır. Buradaki Mr sabitleri Eş. 3.28 eşitliği ile tanımlanmıştır. 

İspat 

en(x,λ) = dte).t,x(Ke
x

ti
n

xi

∫
∞

λλ +  ,  n = 1,2,...,N 
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eşitliğinin her iki tarafının r’inci basamaktan türevini alalım. 

λd

d
(en(x,λ)) = dte.it).t,x(Ke.ix

x

ti
n

xi

∫
∞

λλ +  ,  n = 1,2,...,N 

  M  

r

r

d

d

λ
(en(x,λ)) = dte).t,x(K.)it(e.)ix(

x

ti
n

rxir

∫
∞

λλ +  ,  n = 1,2,...,N 

elde edilir. Son eşitlikte x = 0 alınırsa 

r

r

d

d

λ
(en(λ)) = dte).t,0(K.)it(

0

ti
n

r

∫
∞

λ  ,  n = 1,2,...,N 

bulunur. 

)(e
d

d
nr

r

λ
λ

 ≤ dt.)t,0(K.t
0

n
r

∫
∞

   (3.30) 

olur. 







σ≤

2

t

2

1
)t,0(Kn  olduğu Eş. 3.30 gözönüne alınırsa 

)(e
d

d
nr

r

λ
λ

 ≤ dt
2

t
.

2

1
.t

0

r

∫
∞









σ  

∫ ∫
∞ ∞

≤
0 0

n
r dtds)s(q.t

2

1
 

∫ ∫
∞

=
0

s2

0

n
r dsdt)s(qt

2

1
 

∫ ∫
∞

=
0

s2

0

r
n dsdtt.)s(q

2

1
 

ds)s(qs
1r

2
n

0

1r
r

∫
∞

+

+
=  
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elde edilir. Son eşitlikte t = s dönüşümü yapılırsa 

dt)t(q.t
1r

2

d

(ed
n

0

1r
r

r
n

r

∫
∞

+

+
≤

λ

)λ
 

bulunur. t.|qn(t)| ≅ |qn(t)| olduğundan 

dt)t(q.t
1r

2

d

(ed
n

0

r
r

r
n

r

∫
∞

+
≤

λ

)λ
 

ve Eş. 3.29 koşulundan |qn(t)| ≤ t
1 e.c ε−  olduğundan son eşitsizlik 

dte.tc
1r

2

d

(ed t

0

r
1

r

r
n

r
ε−

∞

∫⋅
+

≤
λ

)λ
 

dte.tc
1r

2 t
2

0

r
1

r ε
−

∞

∫⋅
+

≤  

olur. c
1r

c1 =
+

 alınırsa buradan 

rnr

r

M(e
d

d
≤)λ

λ
 ,     r = 0,1,2,...     ,     n = 1,2,...,N 

bulunur. 

3.8. Teorem [4]  

(i) 2
n

4
n

2
n

3
n AA,AA ⊂⊂  

(ii) 4
n

3
n AA ⊂   

(iii) 
4
n

3
n AveA  kümelerinin Lebesque ölçüleri sıfırdır. 
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İspat 

(i) Özdeş olarak sıfırdan farklı analitik fonksiyonun, analitiklik bölgesi içindeki 

sıfırlarının limit noktaları analitiklik bölgesinin sınırındadır. Bu nedenle Imλ > 0 yarı 

düzleminde analitik olan en(λ) , (n = 1,2,...,N) fonksiyonlarının Imλ > 0 yarı 

düzlemindeki sıfırlarının limit noktaları olan 3
nA  cümlesi reel eksende olmalıdır. 

en(λ), (n = 1,2,...,N) fonksiyonlarının reel eksendeki sürekliliğinden 2
n

3
n AA ⊂  

bulunur. Şimdi 2
n

4
n AA ⊂  olduğunu gösterelim. λ0∈

4
nA  olsun. Bu durumda  

0)(e 0
)k(

n =λ  , k = 0,1,2,...   ,   n = 1,2,...,N 

yazabiliriz. İspat için λ0 sayısının 2
nA  cümlesinde olduğunu göstermeliyiz. Analitik 

fonksiyonun sonsuz katlı sıfırları analitik bölgenin içinde yer alıyorsa o fonksiyon 

özdeş olarak sıfır olmalıdır. Bu bir çelişkidir. en, (n = 1,2,...,N) fonksiyonları özdeş 

olarak sıfır değildir. O halde λ0∈
2
nA ’dir. 

(ii) Kabul edelim ki 4
n

3
n AA ⊂/  olsun. Yani ∃(λm)∈ 1

nA  ve 
∞→m

lim λm = λ0 var öyleki 

λ0
4
nA∉  olsun. en(λ), (n = 1,2,...,N) fonksiyonları reel eksene dek sürekli  olduğundan 

λ0∈
2
nA  olur ve öyle bir n0 sonlu pozitif tam sayısı vardır ki 

en(λ) = )(a.)( 0n
0 λλ−λ     a(λ0) ≠ 0 

olur.  

en(λm) = 0 ve λm ≠ λ0 olduğundan 

0 = )(a
)(

)(e
mn

0m

mn

0
λ=

λ−λ

λ
   (3.31) 

olur. 

a(λ) fonksiyonunun sürekliliğinden ve Eş. 3.31 eşitliğinden 
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0 = )(a)(alim 0m
m

λ=λ
∞→

 

elde edilir ve dolayısıyla a(λ0) = 0 olur ki bu da a(λ0) ≠ 0 olmasına tezattır. O halde 

λ0∈
4
nA  olmalıdır. Buradan 4

n
3
n AA ⊂  elde edilir. 

(iii) Teoremin (i) şıkkında 2
n

4
n AA ⊂  olduğunu ispatladık. Lebesque ölçüsü sürekli 

olduğundan 2
n

4
n AA ⊂  ise µ )A()A( 2

n
4
n µ<  olur. 2

nA  kümesinin Lebesque ölçüsünün 

sıfır olduğunu Teorem 3.6’da ispatlamıştık. O halde µ )A()A( 2
n

4
n µ<  olduğundan 

µ( 2
nA ) = 0 elde edilir. Benzer şekilde µ( 3

nA ) = 0 olduğu gösterilebilir. 

3.9. Teorem [4]  

Mr = c.2r. ∫
∞ ε

−

0

t
2r dte.t  , r = 0,1,2,..., c > 0  

ile tanımlanan Mr sabitleri aşağıdaki eşitsizliği sağlar. 

Mr ≤ B.br.rr.r!  (3.32) 

Burada B ve b sabitleri c’ye ve ε’na bağlı pozitif sabitlerdir. 

İspat 

Mr = c.2r. ∫
∞ ε

−

0

t
2r dte.t  eşitliğini gözönüne alalım. İntegralde ut

2
=

ε
 dönüşümü 

yapılırsa 

Mr = ∫
∞

−+

+ε
0

u1r2

2r2

rr

due.u
4.2.c8

 

elde edilir. Son integrale 2r kez kısmi entegrasyon uygularsak 
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Mr = ∫
∞

−

+
+

ε
0

u

2r2

rr

due.u.2.3)...r2).(1r2(
4.2.c8

 

≤ ∫
∞

−

+
+++

ε
0

u

2r2

rr

due.u).1r2()...1r2).(1r2(
4.2.c8

 

≤ ∫
∞

−

+
+

ε
0

ur2

2r2

rr

due.u.)1r2(
4.2.c8

 

olur. 

Bdue.u.c8
0

u =∫
∞

−  alırsak son eşitlik 

Mr ≤ r2

2r2

rr

)1r2.(B
4.2

+
ε +

 

≤ 2r.4r.B(2r+1)2r 

≤ 2r.4r.B(2r+1)2r 
r2

rr

r2

1
1.r2B.4.2 
















+=  

r2

r2rr

r2

1
1.)r2.(B.4.2 








+=  

r2

r2r2rr

r2

1
1.r.2.B.4.2 








+=  

r2

r2r

r2

1
1.r.B.32 








+=   (3.33) 

elde edilir. e
r2

1
1

r2

<







+  ve rr < er.r! eşitsizlikleri Eş.3.33’de göz önüne alınırsa 

Mr ≤ 32r.B.er.r!.rr.e 

≤ 32r.er.B.r!.rr 

= B.br.rr.r! 

bulunur. Burada b = 32.e’dir. 
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3.10. Teorem [4]  

qn , n = 1,2,...,N fonksiyonları Eş. 3.29 koşulunu gerçekliyorlarsa bu durumda 4
nA  = 

∅’dir. Yani Imλ ≥ 0 yarı düzleminde en(λ) , (n = 1,2,...,N) fonksiyonlarının sonsuz 

katlı sıfırlarının cümlesi boştur. 

İspat 

Teoremi analitik fonksiyonların birebirlik teoremi olan Pavlov teoremini kullanarak 

ispatlayacağız. Pavlov birebirlik teoreminden Imλ ≥ 0 yarım düzlemini birim daireye 

konform dönüştürelim. Bu durumda Imλ ≥ 0, |z| ≤ 1’e dönüşür ve teoremin şartları 

sağlanır. Eğer ∫ ∞−=µ
h

0

4
n )s,A(d).s(Tln olsaydı Imλ ≥ 0’da en(λ) ≡ 0 olurdu. Fakat 

Imλ ≥ 0’da en(λ) özdeş olarak sıfır değildir. Bu durumda 4
nA  için  

∫ ∞−>µ
h

0

4
n )s,A(d).s(Tln   (3.34) 

olur. Burada T(s) = 4
n

4
n

r

r
r

Aise)s,A(ve
!r

s
Minf µ⋅  cümlesinin s–komşuluğunun 

Lebesque ölçüsüdür. 

T(s) aşağıdaki gibi değerlendirilebilir. Eş.3.32’ye göre 

T(s) = ( )rrr

r

rrr

r

r
r

r
s.r.binfB

!r

s!.r.r.b
inf.B

!r

s.M
inf =

/

/
≤  

}s.x.b{min xxx

),0[x ∞∈
≤   (3.35) 

olur. Aşağıdaki fonksiyonu göz önüne alalım. 

ƒ(x) = bx.sx.xx = (bsx)x  
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T(s) ile ilgili bir değerlendirme elde etmek için ƒ(x) fonksiyonunun minimumu 

bulunmalıdır. ƒ(x) fonksiyonunun türevini alalım. 

ƒ(x) = (bsx)x ⇒ ln ƒ(x) = x.ln(bsx) 

⇒ 
)x(

)x(

ƒ

ƒ′
 = ln(bsx)+1 

⇒ ƒ′(x) = (bsx)x [ln(bsx)+1]  (3.36) 

Şimdi ƒ(x) fonksiyonunun ekstremum noktalarını inceleyelim. 

ƒ′(x) = 0 

ƒ′(x) = (bsx)x . [ln(bsx)+1] = 0 

ise ln(bsx) = –1 ve ln e–1 = –1 olduğundan 

ln(bsx) = ln(e–1) ⇒ bsx = e–1 

⇒ x = b–1.s–1.e–1 

bulunur. Şimdi x = b–1.s–1.e–1 noktasında yerel minimum olduğunu gösterelim. Eş. 

3.36’dan 

ln ƒ′(x) = ln(bsx)x + ln[ln(bsx)+1] 

ve türev alınırsa 

1)bsxln(
bsx

bs

bsx

bs
x)bsxln(

)x(

)x(

+
++=

ƒ′

ƒ ′′
 

ƒ″(x) = ƒ′(x).
















+

++

1)bsxln(
x

1
)1)bsx(ln( 2

 

ƒ″(x) = (bsx)x 





++

x

1
)1)bsx(ln( 2  
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elde edilir. 

ƒ″(b–1.s–1.e–1) = 
111 e.s.b1)e(

−−−− [bse] > 0 

olduğundan x = b–1.s–1.e–1 noktası yerel minimum noktasıdır. Yerel minimum 

noktasını fonksiyonda yerine yazarsak 

ƒ(b–1.s–1.e–1) = 
111 e.s.be

−−−−  

sonucu elde edilir. Buradan 

T(s) ≤ B. }e.s.bexp{B}r.s.b{inf 111rrr

r

−−−−≤ &  

olur.  

ln T(s) ≤ 
s

1

bse

1
<−  

olduğundan Pavlov teoremine göre 

∫ ∞<µ
h

0

4
n )s,A(d.

s

1
 

bulunur. Bu integralin yakınsak olması 4
nA  cümlesinin lineer komşuluğunun boş 

olmasını gerektirir. Bu ise 4
nA  = ∅ olması demektir. 

3
nA ⊂ 4

nA  olduğundan 3
nA  = ∅ olur. 

3.1. Sonuç [4]  

L operatörünün özdeğerleri ve spektral tekillikleri sonlu sayıdadır. 
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3.2. Sonuç [4]  

})x(q)xe{exp(sup n
Rx T∈

 < ∞   ε > 0    n = 1,2,...,N  

koşulu altında L’nin özdeğerleri ve spektral tekillikleri sonludur. Bunların katı da 

sonludur. 
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4. L OPERATÖRÜNÜN ÖZDEĞERLERİNE VE SPEKTRAL 

TEKİLLİKLERİNE KARŞILIK GELEN ESAS FONKSİYONLAR 

Bu bölümde L operatörünün özdeğerlerine ve spektral tekilliklerine karşılık gelen 

esas fonksiyonlar incelenecektir. Daha sonra L operatörünün özdeğer ve spektral 

tekilliklere karşılık gelen esas fonksiyonların sırasıyla L2 ve Hilbert uzaylarına ait 

olduğu ispat edilecektir.  

4.1. L Operatörünün Özdeğerlerine Karşılık Gelen Esas Fonksiyonlar 

C+’da detE(λ)’nın sıfırları +++ λλλ j21 ,...,, , reel eksendeki det(E(λ)) sıfırlarını λ1,λ2,...,λα  

ile gösterelim. Bunların katı da sırasıyla α
+++ m,...,m,mvem,...,m,m 21j21  olsun. E(x,λ) 

ve S(x,λ) çözümlerinin Wronskian’ı 

W[E(x,λ),S(x,λ)] = E(x,λ).S′(x,λ)–E′(x,λ).S(x,λ) 

biçiminde tanımlıdır [3]. İki çözümün Wronskian’ı x’ten bağımsız olduğundan 

0x
lim

→
W[E(x,λ),S(x,λ)] = 

0x
lim

→
E(0,λ) = E(λ) 

elde edilir. 

n = 0,1,..., 1mk −+  ,  k = 1,2,...,j  için 

{ } 0)(Edet)],x(S),,x(E[W
k

k n

n

n

n

=








λ
λ∂

∂
=λλ

λ∂

∂

+

+

λ=λ

λ=λ  (4.1) 

eşitliği vardır. Gerçekten  

n = 0 için 

{ } { } ++ λ=λλ=λ λ=λλ
kk

)(Edet)],x(S),,x(E[W  

{ } 0)(E),x(S).,x(E),x(E).,x(Slim k
0x k

=λ=λλ′−λλ′= +

λ=λ
→

+  
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elde edilir. 0)(a k0 ≠λ+  için 

S(x,λ) = ),x(E)(a kk0
++ λλ    (4.2) 

yazılabilir.  

n = 1 için 

[ ] [ ]{ } ++ λ=λ
→

λ=λ
→

λλ
λ∂

∂
=λλ

λ∂

∂
kk

),x(S),,x(EWlim),x(S),,x(EWlim
0x0x

 

0)(E k =λ
λ∂

∂
= +  

2mn k −= +  için eşitlik var olsun.  

[ ] 0)(E)],x(S),,x(E[W k2m

2m

2m

2m

k

k

kk

k

=λ
λ∂

∂
=λλ

λ∂

∂ +

−

−

λ=λ−

−

+

+

+
+

+

 

2mn k −= +  için var olduğunu gösterelim.  

[ ] [ ][ ]











λλ

λ∂

∂

λ∂

∂
=λλ

λ∂

∂
+

+

+

+
+

+

λ=λ−

−

→
λ=λ−

−

→ kk

k

kk

k

),x(S),,x(EWlim),x(S),,x(EWlim
2m

2m

0x1m

1m

0x
 

0=  

elde edilir. 

4.1. Teorem [3]  

n = 0,1,2,..., 1m k −+  , k = 1,2,...,j için 

∑
= λ=λ

+
−

λ=λ
++ 








λ
λ∂

∂
λ








=









λ
λ∂

∂ n

0i
ikinn

n

kk

),x(E
i

)(a
i

n
),x(S  (4.3) 

dir. Burada a0,a1,...,an sabitleri +λ k ’ya bağlıdır. 
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İspat 

İspatta tümevarım metodunu kullanacağız. n = 0 için Eş. 4.2 eşitliğinden Eş. 4.3 elde 

edilir. n = 1 için ispatlayalım. U(x,λ), Eş.2.3 denkleminin çözümü olsun. Bu 

durumda 

),x(U),x(U)x(Q
dx

d 2

2
λ=λ

λ∂

∂








λ−+−   (4.4) 

olur. Bu eşitliği kullanırsak 

),x(S),x(S)x(Q
dx

d
k

2

2

k

+

λ=λ

λ=








λ
λ∂

∂









λ−+−
+

 (4.5) 

ve 

),x(E),x(E)x(Q
dx

d
k

2

2

k

+

λ=λ

λ=








λ
λ∂

∂









λ−+−
+

 (4.6) 

eşitlikleri elde edilir. Eş.4.5 ve Eş.4.6 eşitlikleri Eş.4.2 eşitliğinde gözönüne alınırsa, 

 
++ λ=λ

+

λ=λ 







λ
λ∂

∂









λ−+−⋅λ=








λ
λ∂

∂









λ−+−
kk

),x(E)x(Q
dx

d
)(a),x(S)x(Q

dx

d 2

2k0
2

2
 

0),x(E)(a),x(S)x(Q
dx

d

kk

k0
2

2
=




















λ

λ∂
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Burada  

ƒ1
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+

λ=λ

+




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

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λ∂

∂
λ−









λ
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∂
=λ

kk

),x(E)(a),x(S),x( k0k  

dır. O halde n = 1 için eşitlik gerçeklenir. ƒ1 ),x( k
+λ  ile E ),x( k

+λ ’nın Wronskian’ları 

sıfır olduğundan )(a k1
+λ  sabit olmak üzere 



 39 

ƒ1 ),x( k
+λ  = )(a k1

+λ .E ),x( k
+λ  

veya  

++ λ=λ

+++

λ=λ 






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∂
λ+λλ=









λ
λ∂

∂

kk

),x(E)(a),x(E).(a),x(S k0kk1  

olur. O halde n = 1 için formül gerçeklenir. 

2 ≤ n0 ≤ 2m k −+  için 

∑
= λ=λ

+
−

λ=λ ++ 






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λ∂

∂
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
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k

0

k

0

0 n

0i
i

i

kin
0

n

n

),x(E)(a
i

n
),x(S  (4.7) 

var olsun. Şimdi Eş.4.3 formülünü n0+1 için ispatlayalım. U(x,λ), Eş.2.3 

denkleminin çözümü olsun. Bu taktirde ),x(U
0

0

n

n

λ
λ∂

∂
 ifadesi  

),x(U),x(U)x(Q
dx

d
1n

1n

n

n
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2 0

0

0

0

λ
λ∂

∂
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





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λ−+−
−

−

 (4.8) 

denklemini sağlar. Bu son eşitlikten 

),x(E),x(E)x(Q
dx

d
k1n

1n

n

n
2

2 0

0

k

0

0
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−
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∂
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
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
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

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

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 (4.9) 

ve 

),x(S),x(S)x(Q
dx

d
k1n

1n

n

n
2

2 0

0

k

0

0
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−

−
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λ∂

∂
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

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

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λ
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






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+

 (4.10) 

elde edilir. Eş. 4.9 ve Eş. 4.10 eşitliklerini Eş. 4.7 eşitliğinde gözönüne alırsak 
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∑
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  (4.11) 

elde edilir. Burada 

++ λ=λ

+
+−

+

=λ=λ

+

+
+

+
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0
),x(E)(a
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),x(S),x(

i
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1n
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k1n  

dir. Eş.4.1 eşitliği kullanılırsa ),x( k1n0

+
+ λƒ  ile ),x(E k

+λ ’nın Wronskian’ı sıfır 

bulunur. Böylece öyle bir )(a k1n0

+
+ λ  sabiti vardır öyle ki 

),x(E).(a),x( kk1nk1n 00

++
+

+
+ λλ=λƒ   

şeklindedir. O halde Eş. 4.3 formülü n0+1 için gerçeklenir. Böylece Eş. 4.3 formülü 

tümevarım yöntemiyle gösterilmiş olur.  

4.2. Teorem [3]  

Özdeğerlere karşılık gelen esas fonksiyonlar L2(R+,CN) uzayının elemanıdır. Yani            

n0 = 0,1,2,..., 1m k −+  , k = 1,2,...,j için 

+λ=λ







λ
λ∂

∂

k

0

0

),x(S
n

n

∈L2(R+,CN)  (4.12) 
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dir. 

İspat 

E(x,λ) = 


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

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      ve 
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  (4.13) 

elde edilir. Eş. 4.13 eşitliğinden n = 1,2,...,N için 
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∞

x
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elde edilir. n0 = 0,1,2,..., 1m k −+  , k = 1,2,...,j için 
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+λ=λ
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olur. 

4.1. Tanım [4]  
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fonksiyonlarına L operatörünün +λ=λ k  , k = 1,2,...,j özdeğerlerine bağlı esas 

fonksiyonları denir. ),x(S k
+λ  baş fonksiyon, 
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fonksiyonları ),x(S k
+λ ’nın eş (associated) fonksiyonları olarak adlandırılır [4]. 

4.2. L Operatörünün Spektral Tekilliklerine Karşılık Gelen Esas Fonksiyonlar 

λ1,λ2,...,λα L operatörünün spektral tekillikleri ise p = 0,1,2,...,mk–1 , k = 1,2,...,α için 

[ ]{ } 0)(Edet),x(S),,x(EW
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eşitliği vardır. 

4.1. Sonuç [3]  

p = 0,1,...,mk–1 , k = 1,2,...,α için 
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eşitliği vardır. Sonuç 4.1’in ispatı Teorem 4.1’in ispatına benzer olarak yapılabilir. 

4.1. Lemma [3]  

p = 0,1,2,...,mk–1  ,  k = 1,2,...,α için  ∉








λ⋅
λ∂
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λ=λ k

),(S
p

p

L2(R+,CN) dir. Yani spektral 

tekilliklere karşılık gelen esas fonksiyonlar L2(R+,CN)’nin elemanı değildir. 

İspat 

Eş.4.13 eşitliğinden n = 1,2,...,N için 
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Şimdi aşağıdaki Hilbert uzaylarını tanımlayalım [10]: 
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H–m := H(R+,CN,–m) = { }
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biçimindedir. Bu tanımların sonucunda m = 1,2,... için 

H(R+,CN,0) = L2(R+,CN) ve H(R+,CN,m) �L2(R+,CN) � H(R+,CN,–m) 

dir. Gerçekten, 

(i) H(R+,CN,m) � L2(R+,CN)  m = 1,2,... ifadesini göstermek için ∀ƒ∈H(R+,CN,m) 

için ƒ∈L2(R+,CN) olduğunu gösterelim. 

ƒ∈H(R+,CN,m) olduğu için  
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dur.  
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⇒ ƒ∈L2(R+,CN) 
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elde edilir. 

(ii) L2(R+,CN)�H(R+,CN,–m) m = 1,2,... ifadesini göstermek için ∀ƒ∈L2(R+,CN) için 

ƒ∈H(R+,CN,–m) olduğunu gösterelim. 

x∈[0,∞) olduğundan 0 ≤ x < 1 ve x > 1 durumlarını ayrı ayrı inceleyelim. 

a) 0 ≤ x < 1 ise 0 < (1+x)–2m < 1 olur. 

Buradan 
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yazılır. ƒ∈L2(R+,CN) olduğu için 
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yazılır. O halde ƒ∈H(R+,CN,–m) bulunur. 

b) x ≥ 1 ise (1+x)–2m ≤ 1 olduğundan (a) şıkkına benzer olarak elde edilebilir. 

(i) ve (ii)’den H(R+,CN,m) � L2(R+,CN) � H(R+,CN,–m)  m = 1,2,... bulunur. 

4.3. Teorem [3]  

Spektral tekilliklere karşı gelen esas fonksiyonlar Hilbert uzayındadır. Yani 
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∂
∈ H(R+,CN,–(n+1)) , p = 0,1,...,mk–1 , k = 1,2,...,α (4.15) 
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İspat 

Eş. 4.3 eşitliğinden p = 0,1,...,mk–1 , k = 1,2,...,α için 
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 ,  n = 1,2,...,N (4.16) 

elde edilir. H(R+,CN,–(n+1)) uzayının tanımından ve Eş. 4.16 eşitliğinden Eş. 4.15 

elde edilir. 

4.2. Tanım [3]  
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fonksiyonlarına, L operatörünün λ = λk, k = 1,2,...,α spektral tekilliklerine bağlı esas 

fonksiyonları denir [4]. 

m0 = max {m1,m2,...,mα} olmak üzere 

0mH = H(R+,CN,m0+1) , 
0mH − = H(R+,CN,–(m0+1)) alınırsa 

0mH   � L2(R+,CN) � 
0mH −   

olur. 

4.2. Sonuç [3]  

Spektral tekilliklere bağlı esas fonksiyonlar 
0mH −  uzayına aittir. Yani 
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dir. 
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