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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

: Karmasik sayilar kiimesi

: Sifirdan farkli karmagik sayilar kiimesi

: n boyutlu karmasik vektorler kiimesi

: mxn boyutlu karmasik matrisler kiimesi
: nxn boyutlu karmasik matrisler kiimesi
: Uygun boyutlu birim matris

: Uygun boyutlu sifir matris

: A ve B matrislerinin direkt toplami1

: A matrisinin izi

: A matrisinin devrigi

: A matrisinin ranki

: A matrisinin determinanti

: Toplam sembolii

: Carpim sembolii

: 1spat sonu



OZET

Anahtar kelimeler: Involutif Matris, Tripotent Matris, Rank, Elementer Satir/Siitun
Islemleri.

[k béliimde idempotent, involutif ve tripotent matrislerle ilgili kisa bir literatiir
bilgisi sunulmakta ve rank kavraminin énemine vurgu yapilmaktadir. Caligmanin
tamaminda kullanilacak olan bazi temel kavram ve Ozellikler ikinci boliimde
verilmektedir.

nxn boyutlu M, M,,...,M, karmasik involutif matrislerinin toplaminin ranki ve

ranklarinin toplami arasindaki bir iliskiyi ortaya koyan bir sonug iiclincii boliimde
elde edilmektedir.

Dérdiincii bolimde involutif matrisler ailesini kapsayan tripotent matrisler ailesi igin
ticlincii bolimdekine benzer bir problem ele alinmaktadir. Ayrica bu boliimde elde
edilen temel sonucun idempotent matrislerin ranklartyla ilgili literatiirde mevcut olan
pek ¢ok sonucu kapsadigina dikkat ¢ekilmektedir.



A RANK EQUALITY FOR THE SUM OF FINITELY MANY
TRIPOTENT MATRICES

SUMMARY

Keywords: Involutive Matrix, Tripotent Matrix, Rank, Elementary Row/Column
Operations.

In the first chapter, it is presented some brief literature information related to the
matrices idempotent, involutive and tripotent and also pointed out the importance of
the concept of the rank. Some fundamental concepts and properties which will be
used throughout the study are given in the second chapter.

A relation between the rank of the sum of the nxn complex matrices M|, M,,...,M,
and the sum of the ranks of these matrices is established in the third chapter.

In the fourth chapter, it is handled a problem which is similar to the problem in the
third chapter for the family of tripotent matrices which covers the family of the
involutive matrices. It is also noted that the main result obtained in this chapter
covers many results that exist in the literature related to the of idempotent matrices.

Vi



BOLUM 1. GIRiS

1.1. Calismanin icerigi ve Onemi

Bir lineer denklemler sisteminin ¢oziimlerinin sayisinin rank sayesinde belirlenmesi,
bir matrisin rankin1 hesaplamanin kullanish bir uygulamasidir. Iyi bilinir ki, bir lineer
denklemler sisteminde ekli matrisin ranki katsayilar matrisinin rankindan biiyiikse
sistemin ¢dziimii yoktur. Ote yandan bu matrislerin ranklar1 esitse, sistem en az bir
¢cozlime sahiptir. Coziimiin tek olmasinin gerek ve yeter kosulu rankin bilinmeyen
sayisina esit olmasidir. Aksi halde sistem, k& bilinmeyen sayisi ile rank arasindaki

fark olmak lizere, k tane parametreye bagli sonsuz coklukta ¢6ziime sahiptir [1].

Ote yandan, karar teorisi, kontrol teorisi, istatistik teorisi gibi alanlarda ortaya ¢ikan
problemlerin bir¢ogu matrisler araciligiyla matematiksel olarak modellenir ve

problem karsilik gelen matrislerin ranklaria dayali olarak incelenir [2,3].

Matris teorisinin kullanildigi uygulamali bilimlerin bircogunda, idempotent,
involutif, tripotent gibi 6zel tipli matrislerle sik sik karsilasilir ve literatiirde bu tipli
matrislerin ranklariyla ilgili pek ¢cok calismaya rastlamak miimkiindiir. Ornegin, Tian
ve Styan tarafindan, idempotent ve involutif matrislerle ilgili cesitli rank esitlikleri
ortaya koyulmustur [4]. Bahsedilen bu ¢alismada yazarlar, 6zellikle idempotent veya
involutif matrislerin farki, toplam1 ve ¢arpimin ranklariyla ilgili yeni formiiller elde
etmislerdir. S6z konusu ¢alismanin temeli, idempotent ve involutif matrisler

arasindaki ve yine idempotent ve skaler-potent matrisler arasindaki iligkilere

. o ] 1 . :
dayanmaktadir: 4 C, involutif ise 5(1 + A) ve E([ - A) matrisleri idempotenttir.

Ote yandan herhangi bir P idempotent matrisi i¢in F(/—2P) matrisleri involutiftir.



Yine A bir idempotent matris ise, ¢ € C* olmak {izere ¢4 matrisi bir skaler-potent

matristir.

Daha sonra ayni yazarlar tarafindan idempotent matrisler i¢in yeni bir rank formiilii
ortaya koyulmus [5], li¢ tane idempotent matrisin toplami ile ilgili bir rank esitligi
elde edilmistir [6]. Biitlin bunlarin yaninda 6zel tipli matrislerin ranklariyla ilgili

farkli calismalara da rastlamak miimkiindiir [7-12].

Olduk¢a yakin bir zamanda Chen ve arkadaglar1 tarafindan yapilan yeni bir
calismada, sonlu tane idempotent matrisin toplamu ile ilgili bir rank esitligi ortaya
koyulmustur [13]. S6z konusu ¢alismadaki sonuglar, idempotent matrislerin
ranklartyla ilgili daha Onceden ortaya koyulmus olan bir¢ok sonucu kapsayici

nitelikte olmustur.

Bu ¢alismada ise, dncelikle sonlu tane involutif matrisin toplamai i¢in bir rank esitligi
elde edilmekte, daha sonra elde edilen sonu¢ tripotent matrislere

genellestirilmektedir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR VE OZELLIKLER

Bu béliimde, sonraki boliimlere hazirlik niteliginde olmak tizere, bazi gosterim,
kavram, tanim ve ispatsiz olarak bazi teoremler verilmektedir.
2.1. Matrisler

Asagida, matrisin tanimi ve bazi temel matris tipleri verilmektedir.

Tanmim 2.1. a; (i=1,2,...,m; j=1,2,...,n) karmagik sayilarinin

a, 4ap a,,
/B a5 a'zz a,,
aml amZ amn

bicimindeki bir diizenlemesine, m satirli n siitunlu bir karmasik matris veya kisaca

bir mxn boyutlu karmasik matris denir. Boyle bir matris 4=[q,] ile de gosterilir

[14].

n=m oldugunda A4 matrisine, nxn boyutlu matris yerine genellikle n mertebeli

matris denir.

A=[a;]eC, matrisinin a, (i=12,..,n) elemanlarma A matrisinin esas

kosegenini olusturur denir [1]. Bu olusuma ¢alisma boyunca kisaca “kdsegen”

denilmektedir.



Tamm 2.2. Bir D=[d;]eC, matrisi, i# j i¢in d, =0 kosulunu sagliyorsa D

matrisine késegen matris denir [15].

Tammm 2.3. Bir kare matrisin kdsegeninin solunda ve asagisinda yer alan tiim

elemanlart sifir ise, bu matrise bir st iiggensel matris denir. Bir M eC, st

ticgensel matrisinin genel bigimi

my  m, My m,
0 my my m,,
0 0 my ms,
0 0 0 m

seklindedir. Benzer sekilde, bir kare matrisin kdsegeninin saginda ve {istlinde yer

alan tiim elemanlar: sifir ise, bu matrise bir alt iicgensel matris denir. Bir M € C, alt

licgensel matrisinin genel bigimi

m, 0 0 0
m, m, 0 0
my My, Mgy 0
mnl ng mn3 mnn

seklindedir. Daha genel olarak, bir M =[m,]e C, matrisine, eger j<i igin m; = 0

ise bir iist iggensel matris, j>i igin m, =0 ise bir alt liggensel matris denir [16].

2.2. Bir Matrisin Tersi, Devrigi ve izi

Tamm 2.4. Bir A€ C, matrisi i¢in, AB=1 ve BA=1 olacak sekilde bir B C,
matrisi varsa, 4 kare matrisine tersinir (veya nonsingular) matris denir. Buradaki B

matrisine, 4 matrisinin tersi denir ve A" ile gdsterilir [1].



Teorem 2.5. A ve B tersinir matrisler ise, AB matrisinin tersi vardir ve

(AB)™"' = B™' 4™ olur. Bu 6zellik sonlu sayida matris i¢in de gegerlidir [17].

Tanim 2.6. 4 C,  matrisinin satir ve siitunlarmin yer degistirilmesiyle elde edilen

matrise 4 matrisinin devrigi denir. Bu matris A" ile gosterilir. 4 matrisi mxn

boyutlu ise 4" matrisi nxm boyutludur [1].

Tamm 2.7. M =[m;]eC, olsun. M matrisinin izi, M matrisinin kdsegen

elemanlarinin toplami olarak tanimlanir ve iz(M) ile gosterilir. Yani,
iz(M) = z m;
i=l1

dir [17].
2.3. Bir Matrisin Determinanti

Tanmm 2.8. 1,2,...n tamsayilarmin herhangi bir swrada (i,i,,...,7,) seklindeki

diizenlemesine, 1,2,...,n nin bir permiitasyonu denir. Bu permiitasyonlardan n! tane

vardir [18].

Tanmm 2.9. 1,2,..,n sayillarinin bir (i,i,,...,i,) permiitasyonunda i , i ’den Once

° n

geliyor ve i, >i_ ise, bu durumda permiitasyona bir inversiyon denir. Permiitasyon,

tek ya da ¢ift sayida inversiyona sahip olmasina gore tek veya cift permiitasyon

olarak adlandirilir [18].

Tanim 2.10. 4€C, olsun. 4 matrisinin determinanti

det( A4 Zepal 14,



olarak tanimlanir. Burada toplam isareti altindaki p, toplamn, 1,2,...,n sayilarinin

tim  p=(i,i,...,i,) permitasyonlar1 izerinden oldugu anlamma gelir. e,,

permiitasyon tek ise —1, ¢ift ise +1 sayisina karsilik gelir [18].

A=[a;], nxn boyutlu bir matris olmak lizere 4 matrisinin determinanti

a. n=11ise detd=a,;

b. n=2ise det4d=aq,a,, —a,a,;

c. n>2ise detA=a, detd, —a,det A, +..+(-1)" q, det 4

- Zn:(—l)H'iaU det 4,;,
=1

n

olarak hesaplanir [1].

Teorem 2.11. 4,8 C olmak iizere

det(AB)=[det(4) ][ det(B)]
dir [17].

Teorem 2.12. A € C, matrisinin tersinir olmayan bir matris olmasinin gerek ve yeter

kosulu det(A) =0 olmasidir [17].
2.4. Lineer Denklem Sistemleri ve Bu Sistemlerin Coziimleri

Tamm 2.13. x; (j=1,2,...,n)’ler bilinmeyenler olmak {izere, n tane bilinmeyen ve

m tane denklemden olusan



a, X, +a,X, +a,x; ++a,x, =b,

Ay Xy T Ay Xy + Ay Xy 0+ Ay, X, = bz

(2.1)

amlxl + am2x2 + am3x3 +oeet amn'xn = bm

seklindeki sisteme bir lineer denklem sistemi denir. Burada a; (i=1,2,...,m;

j=12,...,n) sayilarma sistemin katsayilari ve b, (i=1,2,...,m) sayilarma da

sistemin sabitleri denir [19].
2.5. Temel Satir/Siitun Islemleri, Denk Denklem Sistemi ve Denk Matris
(2.1) lineer denklem sisteminde;

a. Bir denklemi sifirdan farkl bir skalerle ¢arpmak,
b. Iki denklemin yerini degistirmek,

c. Bir denklemin bir skaler katin1 diger bir denkleme eklemek
islemlerinden biri veya birkag1 yapilarak elde edilen yeni denklem sistemi

€ X, +CpXy FCpXy ot X, =d,

n"n

Cy X, +CpXy 03Xy +o0 0y, X, =d

(2.2)

cml'xl + cmZ'xZ + Cm3x3 teeet Cmnxn = dm
olsun. Bu durumda (2.1) ile (2.2) lineer denklem sistemleri denktir. Bu sistemlerin,
birinin ¢ézlimii yoksa digerinin de ¢6ziimii yoktur. Eger iki sistem ¢6zlime sahip ise

¢oziimler aynidir [20].

Bir lineer denklem sisteminin artirilmis matrisinin (yani katsayilar matrisine
sabitlerden olusan siitunun eklenmesiyle olusturulan matrisin) satirlarina/stitunlarina
sistemin denklemlerinin katsayilar1 karsilik geldiginden bu ii¢ islem artirilmis

matrisin satirlarinda/siitunlarinda;



a. Bir satiri/stitunu sifirdan farkl bir skalerle ¢arpmak,
b. Iki satirmn/siitunun yerini degistirmek,

c. Bir satirin/siitunun bir skaler katini diger bir satira/siitunun eklemek

islemlerine karsilik gelir ve bu islemler temel satir/siitun islemleri olarak adlandirilir

[20].

Temel satir/siitun islemleri yaparak bir denklem sistemini bagka bir sisteme

dontistiirerek ¢ozme yontemine Gauss eliminasyon yontemi denir [1].

Tamm 2.14. B matrisi sonlu sayida temel satir/stitun islemleri ile 4 matrisinden

elde edilmisse B matrisi A matrisine satirca/stitunca denktir denir [21].

2.6. Bir Matrisin Ranki

Asagidaki ozellikleri saglayan bir matrise, satir indirgenmis eselon bi¢imdedir denir.

a. Tim elemanlar sifir olmayan herhangi bir satirda, sifirdan farkli ilk eleman
1°dir (bu eleman bir 1 bas elemani olarak adlandirilir).

b. 1 bas elemanini i¢ceren herhangi bir siitundaki diger tiim elemanlar sifirdir.

c. Sifirdan farkli eleman iceren herhangi iki satirda, daha biiylik numarali
satirin 1 bas elemani daha sagda bulunur.

d. Sadece sifir elemanlarindan ibaret olan herhangi bir satir, sifirdan farkh

eleman iceren diger satirlardan daha asagidadir [1].

Tanim 2.15. Bir 4€C,  matrisinin ranki, A matrisinin satir indirgenmis eselon

n

biciminde biitliin elemanlar sifir olmayan satirlarinin sayisidir ve rk(A) ile gosterilir

[1].

Bir 4=[a;]€C, , matrisinin i. satir elemanlarindan olusan satir vektorii a, ve ;.

n

siitununun elemanlarindan olusan siitun vektdrii @’ ile gdstermek gelenek haline

gelmistir.



Tamm 2.16. 4 C__ matrisin a',a’,...,a" siitunlariyla iiretilen C” *nin alt uzayina

n

A matrisinin situn uzayr denir. Bu uzayin boyutuna A4 matrisinin situn ranki denir

[1].

Tanim 2.17. A€C, , matrisin satirlar1 olan a,a,,...,a, ile iretilen C"°nin alt

n > m

uzayma A matrisinin satir uzay: denir. Onun boyutuna A matrisinin satir ranki

denir [1].

Teorem 2.18. A< C,  matrisinin satir ranki, siitun ranki ve rankinin hepsi birbirine

esittir [1].

Teorem 2.19. A ve B matrisleri tersinir matrisler ise uygun boyutlu herhangi bir C

matrisi icin C, AC, CB ve ACB matrislerinin tiimii ayni ranka sahiptir [17].

Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak, bir matrisin ranki ile o matrisin sifirdan farkl

bir ¢ skaleri ile garpiminin rankinin esit olduguna dikkat edelim.

Teorem 2.20. Tersinir bir matrisin ranki, o matrisin mertebesine esittir [1].

Teorem 2.21. Satirca/siitunca denk olan matrislerin ranklar1 esittir [21].

2.7. Baz1 Ozel Tipli Matrisler

Asagida matrislerin kuvvetlerinin sagladigi 6zelliklere gore tanimlanan bazi 6zel tipli

matrislerin tanimlar1 ve ilgili teoremler verilmektedir.

Tamim 2.22. 4> = A 6zelligini saglayan bir 4 € C, matrisine bir idempotent matris

denir [17].

Teorem 2.23. 4 < C, olmak iizere 4> =mA ise
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iz(A) =m rk(A)
olur. Ozel olarak 4 bir idempotent matris ise m =1 ve iz(A4)=rk(A) dir [17].

Tamm 2.24. 4% =] o6zelligini saglayan bir 4 € C, matrisine bir involutif matris

denir [16].

Tamm 2.25. 4’ = A o6zelligini saglayan bir A€ C, matrisine bir tripotent matris

denir [17].

Idempotent, involutif ve tripotent matrislerin tanimlarindan, idempotent ve involutif
matrislerin ayn1 zamanda birer tripotent matris olduklari, involutif matrislerin tersinir

tripotent matris oldugu gorliir.

2.8. Blok Matrisler

Tanmim 2.26. Bir 4€C, matrisinin baz1 satir ve/veya siitunlarinin silinmesi ile elde

n

edilen matrise A4 matrisinin bir alt matrisi denir [16].

Tanim 2.27. Bir matris, satirlar1 veya siitunlari arasina yatay veya dikey cizgiler
cizilerek alt matrislere pargalanabilir. Bu durumda matrise parcalanmis matris (blok

matris) ve alt matrislere de bloklar denir [16].

Uyari. Kisim 2.5’deki Gauss eliminasyon yonteminin blok matrisler lizerinde de
gecerli olduguna dikkat edelim.
All A12

A, A,, A, ,A4,, uygun boyutlu matrisler olmak tizere, A4 :[
A21 A22

j eC,,, matrisi

A4, A4
bir blok matris olsun. Bu durumda 4 matrisinin devrigi A" :[A“T Ajrj eC,,
12 2

ile hesaplanir.
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Teorem 2.28. 4C A, i, j=1,2,....k uygun boyutlu matrisler olmak iizere,

mxn 2 ij

A A, .. A, A, 0 .0
0 4, ... k 0

det| . 2 U A:Zk =] [det(4,)=det A:z' 4
S - Poor
0 0 .. 4, A, A, .. A,

dir [15].

k
Tamm 2.29. 4, €C, ve Zni =n olmak lizere,
i=1

4, 0 0 0
4|0 A 00
0 0 .0
0 0 0 4

ke

bigimindeki 4 €C, matrisine bir blok késegen matris denir. Boyle bir matrisi

k

A=4,D94,D...0 4, = .@Aﬁ olarak yazmak gelenek haline gelmistir. Buna

A,,4,,,..., 4, matrislerinin direk toplami1 denir [15].

2.9. Baz1 Rank Esitlikleri

Teorem 2.30. Bir 4 C, matrisi, kdsegen iizerindeki bloklar1 4,,,4,,,...,4,, olan

bir blok kdsegen matris olmak tizere
k
rk(A4) =Y rtk(4,)
i=l

dir [15].
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Lemma 2.31. 4, 4,, A4, ve A,, matrisleri uygun boyutlu matrisler ve 4, tersinir

ise, bu durumda

rk[A“ A”J—rk(A )+1k(4,, — A, 4, 4,))
A21 A22 11 2 124711 1

dir [22].

Lemma 2.31°de 4, = 4, =1 € C, alindiginda

I I
rk( j:n+rk(X—Y)
X Y

oldugu gortiliir.



BOLUM 3. SONLU TANE INVOLUTIF MATRIiSIN TOPLAMI
ICIN BiR RANK ESITLIGi

3.1. Giris

Bu boliimde once ele alinacak olan probleme referans olan & tane idempotent
matrisin toplaminin ranki ile ilgili literatiirdeki [13] ¢alismas1 kisaca 6zetlenmekte,
sonra 0zetlenecek olan ¢calismadaki yonteme benzer bir yontemle sonlu tane involutif

matrisin toplami i¢in bir rank esitligi ortaya koyulmaktadir.

Bu kisimda verilecek olan sonuglar yukarida bahsedilen c¢alismadaki sonuglar
oldugundan ispatlar1 verilmemektedir. S6z konusu ¢alismanin esas sonucu asagidaki

lemmaya dayanmaktadir.

Lemma 3.1. [ [13], Lemma 4] M,,M,,...,M, € C __ olsun. Bu durumda,

m

M 0 ...0 M,
0M,.0M,| .
rk| @ T =Zrk(Mi)+rk(ZMij
0 0.MM| " !
M M,..M, 0
dir. u

Asagidaki teorem, sonlu tane idempotent matrisin toplaminin ranki ile sonlu tane

idempotent matrisin ranklarinin toplami arasinda bir iligki ortaya koyar.

Teorem 3.2. [ [13], Teorem 6] M,,M,,...,M, € C_ matrisleri idempotent olsun. Bu

durumda,
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1

EMI M, M; M, M,

M, 0 M,M, MM, , MM,
WM, M,,..M)=| My MM, 0 - MM, MM,

Mk—l Mk—lMZ Mk—1M3 0 Mk—le

M, MM, MM, MM, 0

olmak tizere,

dir. [ ]

Sonug¢ 3.3. [ [13], Sonu¢ 7] M,,M,,...,M, € C, idempotent matrisler olmak tizere

M, 0 0 M,
0 M, ... 0 M,
k| : o : —rk(W(M],Mz,...,Mk)):rk(Ml):iz(Ml)
0 0 M, M,
M, M, M, 0
dir. [ |

3.2. Sonlu Tane involutif Matrisin Toplamu icin Bir Rank Esitligi

Bu kisimda elde edilen sonug, Lemma 3.1°e, bir matrisin sagdan ve/veya soldan

tersinir bir matrisle carpildiginda rankinin degismedigi gercegine ve Gauss
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eliminasyon yontemine dayandirilarak tretilmektedir. Bu sonug¢ asagidaki teoremde
icerilmekte olup sonlu tane involutif matrisin toplaminin ranki ile ilgili bir esitlik

ortaya koymaktadir.

Bu bolimde, kisalik adina, M,,M,,...,.M, €C,  olmak ilizere asagidaki matris

gosterimi kullanilmaktadir.

V(M,M,,...M,)=
I M, M, M,
M, I-M,MM,-M, MM, -MMM,, — MM, ~M,MM,
Mk—l Mk—1M2_Mk—1M1M2 I_Mk—lMle—l_Mk—l Mk—le_Mk—lMle
M, MM,-M MM, MM, -MMM,,  [-MMM, -M,
Teorem 3.4. M|, M,,...,.M, € C, involutif matrisler olmak iizere
k
rk[ZMij=rk(V(Ml,M2,...,Mk))+n(l—k) (3.1
i=1
dir.
Ispat.

M, 0 ...0 M,
0 M,... 0 M,
N= o
0 0 ..MM,
M, M,..M, 0

olsun. N matrisini,

Ny =M ®M,®-®M,, N,=(M' M .. M) (3.2)
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Ve
N,=(M, M, ... M,) (3.3)

olmak tizere,
N, N,
N= ( ! lzj (3.4)

seklinde parcalayalim.

M;, i=1,2,....k, matrisleri involutif oldugundan tersinirdirler, dolayisiyla Teorem

19

2.20 ve Lemma 3.1’den

rk(N):kn+rk(ZMij (3.5)
i=1
yazilabilir. Ote yandan,

W;:(O (MM -M ) (Mle_Mk)T)TE(anxn’

W, =(-M ... 0)eC |,

2 ( 1 ) nxnk (3_6)
Wy=(M,-1 0 ... 0)eC,,,
W,=(-M 0 .. 0) eC,,

ve Q= N, +W,N,, olmak iizere

I 0\(I W)\(N, N, I 0\1I W,

w, 1\o 1)\N, o )wm 1)\o I

_ Q+N12VV3 (Q+N12VV3)VV4+N12
I/I/ZQ_'_]\JZI_'_I/VZZ\IIZI/IG (VI/2Q+N21+VV2N12VI/3)VV4+VV2N12

(3.7)
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elde edilir.

N,,, N, ve W, matrislerinin swrasiyla (3.2), (3.3) ve (3.6)’daki ifadeleri

Q= N, +W,N,, esitliginde yerine yazilirsa,

M, 0 0 0
M,-M,M, M,+M,MM,~1 ... M,MM, ~M,M,, MMM, MM,
_ : : . : : (3.8)
0= : : . : :
Mk—l _Mk—lMl M/HMle _Mk—lMZ "'Mk—l +Mk—1M1Mk—1 -1 Mk—lMle _Mk—le

M, -MM, MMM,-MM, ... MMM, ~MM,, M +MMM, I

bulunur. N,,, W, ve O matrislerinin sirastyla (3.2), (3.6) ve (3.8)’deki ifadeleri goz

Oniine alinarak,

1 0 0 0

0 M,+MMM,~I ... M,MM, , ~M,M,, M,MM,—~M,M,
Q+N,W,=|: : : :
0 Mk—lMIMZ _M/HMz ---M/H +Mk—]Mle—1 -1 Mk—lMle _Mk—le
0 MMM,-MM, ... MMM, ,~MM,, M, +MMM, I

(3.9)

oldugu goriiliir. (3.9)’dan, (3.2) nin ikinci ve (3.6) nin dordiincii esitligi yardimi ile,
(O+ N W)W, +N,=(0 M ... M) (3.10)

elde edilir. Ote yandan, (3.3), (3.6)'nn ikinci esitligi ve (3.9)’dan
WZ(Q+]\/12W3)+N21=(0 M, ... Mk) (3.11)

yazilabilir. Son olarak, N,,, W, ve W, matrislerinin sirasiyla (3.2) ve (3.6)’daki,

ifadeleri, (3.11) ile birlikte goz Oniine alinirsa,

(VV2Q+N21+VV2]\[12VV3)W1+VV2M2 =—1 (3.12)
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bulunur. (3.9), (3.10), (3.11) ve (3.12) esitlikleri (3.7)’de yerlerine yazilirsa

1 0 0 0
0O M,+MMM,-1 ... MMM, -M,M, M,
: : : : (3.13)
0 MMM,-MM, ... M,+MMM,-1 M,
0 M, M, -1

elde edilir.

) I 0y (I W I 0 I w, L
Boylece, , , ve matrisleri tersinir oldugundan,
w, 1 0 7 w, 1 0 7

N, N r . . o
Teorem 2.19a gore ( ! 12] matrisinin ranki, (3.13)’teki matrisin rankina esittir.
21

Simdi,
M, + MMM, -1 - MMM, MM,
Z, = : : ,
MMM, -MM, - M, +MMM,~I
Z,=(M, My
\YS
Z,=(M, ... M)

olmak iizere,

0 1z, zZ,\0 I\ (I 2,
- =V(M,,M,,...,M,)
-1 o)z, -1)\-1 o) |z, -z,
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le

Z

21

Z
oldugu goriiliir. Buradan, Z :£ 12} olmak {izere Teorem 2.30’a gore

rk(N):rk(N“ N”J

N, 0

=k(/®Z2)

=1k (/)+1k(Z)

=n+1k(V(M,,M,,...,M))) (3.14)
elde edilir.
Boylece, (3.5) ve (3.14)’ten istenen sonug elde edilir. [ |
Teorem 3.4’te k =2 alinirsa,

1 M,

k(M| +M,) =rk -n
M, I-MMM,-M,

olur. Simdi yukaridaki blok matriste birinci satir ikinci satira eklenerek, ikinci satira

yazilir, ikinci satir sagdan ve soldan M, ile carpilir ve Teorem 2.21 dikkate alinirsa

asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.5. M,,M, € C_ involutif matrisler olsun. Bu durumda

1 M,
tk(M, +M,) =1k —n
I+M, I-M,

dir. Ayrica, M, involutif bir matris ise —M, matrisi de involutif bir matris

olacagindan,
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1 -M,
rk(M,-M,) =1k —n
I-M, I-M,

elde edilir. [ |
Teorem 3.4’te k =3 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.6. M,,M,,M, € C, involutif matrisler olsun. Bu durumda,
rk (M, +M, +M,) =tk(M,M, + M M, +1)

dir.

Ispat. Involutif matrisler tersinir oldugundan Teorem 2.20 ve Teorem 3.4’e gore,

I M, M,
k(M +M,+M,)=1k| M, [-M,MM,-M, M,M,—~M,MM, |-2n (3.15)
M, MM,-MMM, I-MMM,-M,

yazilabilir. Simdi,

I M, M,
M, I-M,MM,-M, M,M,-~M,MM, (3.16)
M, MM,-MMM, [-MMM, M,

matrisinde, birinci satir soldan —M, ile garpilir, ikinci satira eklenerek ikinci satira
yazilir ve birinci satir soldan —M, ile ¢arpilir, tiglincii satira eklenerek ticiincii satira

yazilirsa, (3.16)’daki matrisin

I M, M,
0 -M,MM,-M, —M,MM, (3.17)
0 MMM, —MMM,-M,
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matrisine satirca denk oldugu goriiliir. Sonra birinci siitun —M, ile ¢arpilir, ikici
stituna eklenip ikinci siituna yazilir ve birinci siitun —M, ile ¢arpilir liglincii siituna

eklenip ticiinci slituna yazilirsa, (3.17)’deki matrisin de

@[—MZMIMZ—Mz _M2M1M3 j (3.18)

_M3M1M2 _M3M1M3_M3

matrisine siitunca denk oldugu goriiliir. Boylece (3.16) matrisi, elementer satir/slitun

islemleri ile (3.18)’deki matrise doniisiir. Dolayisiyla Teorem 2.21 ve (3.15)’e gore

_MleMz_Mz _M2M1M3
tk (M, +M,+M,)=1k| I ® —2n
_M3M1M2 _M3M1M3_M3
yani,
M MM, —-M M M M
tk(M, +M,+M,)=rk| ~° "2 "2 A B (3.19)
_M3M1M2 _M3M1M3_M3

yazilabilir. Ote yandan, birinci satir soldan —M, ile, ikinci satir soldan —M, ile

carpilirsa,

_MleMz _Mz _M2M1M3
_MleMz _M3M1M3 _Ms

matrisi de

(M1M2+1 MM, ] (3.20)

MM, MM, +1

matrisine satirca denk olur. Simdi ikinci satirin —1 kati birinci satira eklenip birinci

satira yazilirsa, (3.20)’deki matris
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(3.21)

0
J tersinir matrisi ile

1
matrisine satirca denk olur. (3.21)’deki matris sagdan (0
carpilir ve Teorem 2.19 dikkate alinirsa, (3.21)’deki matrisin rankinin,

1 1 N
rk ’ye esit oldugu goriiliir. Ote yandan Lemma 2.31°¢ gore,
(Mle _M1M3_I] e e g ¢

1 1
rk =n+rk(M M, +MM,+1)
MM, -MM,—-1I

yazilabilir. Boylece (3.19)’dan istenen sonug elde edilir. [ |
Teorem 3.7. A4, B € C, herhangi iki involutif matris olsun. Bu durumda
rk(AB—BA):rk(A+B)+rk(A—B)—n (3.22)
olur ve dolayisiyla,
AB=BA<>1k(A+B)+1k(A-B)=n
dir [4]. [ ]
Sonug 3.5 ve Teorem 3.7 birlikte diisiiniiliirse asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.8. 4,B € C, herhangi iki involutif matris olsun. Bu durumda,

1 B 1 -B
rk(AB—BA) =rk +rk —3n (3.23)
I+B -4 I-B I-4
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olur. Ozellikle 4B = BA iken,

1 B 1 -B
rk +rk =3n (3.24)
I+B -4 I-B I-4

dir. [ ]



BOLUM 4. SONLU TANE TRIiPOTENT MATRISIN TOPLAMI
ICIN BiR RANK ESITLIGi

4.1. Giris

Onceki boliimde verilen sonuglar sonlu tane involutif (tersinir tripotent) matris ile
ilgiliydi. Bu bdliimde, tersinir olmasi1 gerekmeyen tripotent matrisler i¢cinde benzer

sonuglar ortaya koyulacaktir.

Bu boliimde, kisalik olsun diye, 7;,7,,...,7, € C olmak iizere,

LTI -TIE 0 T .. T,
WL, T) = | 2L+ T =TT T, 0 .. T,
TP -TTE T, TT, ... 0

matris gosterimi kullanilacaktir.
4.2. Sonlu Tane Tripotent Matrisin Toplamu I¢in Bir Rank Esitligi
Asagidaki teorem bu boliimiin esas sonucudur. Teorem, sonlu tane tripotent matrisin

toplaminin rank1 ve ayni tripotent matrislerin ranklarinin toplami arasinda bir iligkiyi

ortaya koymaktadir.

Teorem 4.1. 7,,T,,...,T, € C  tripotent matrisler olmak iizere,

ﬂ{ k l}:rk(W(ﬂ,Q,...,Q))—Zk:rk(ﬂ)

1
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dir.
Ispat.
0 0 7
0 T 0 7
r=| .
0 0 I, T,
L T, T, 0

olsun. 7" matrisini,

LL,=10L,9 9T,

L=(17 T .. T7), @.1)
L= T, ... T,)
olmak tizere,
T, T
T=( ! ‘ZJ (4.2)
L, 0
) r r\’ )
seklinde pargalayalim. W, =(0 —(Tf) —(Tkz) ) olmak iizere, gerekli
islemler yapildiginda
T 0 0 .. 0
-, 0 -LT ... -L'T, A
LWL, =| T30, ~TT, 0 .. -T7T, *3)
v

oldugu goriiliir. Simdi,
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1
W2:(—51 0 .. 0}, (4.4)
w,=(17 0 ... 0), (4.5)
m:(—%(ﬂzf 0 .. 0] (4.6)

2T 0 0 .. 0

LI -TT, 0 -TT, .. T, .

O+T 0, =| T} ~T2T, ~T7T, 0 12T, *7)
LI -T2 ~T2T, ~TRT, .. 0

elde edilir. Dolayisiyla (4.1)’in ikinci esitligi, (4.6) ve (4.7) esitlikleri goz Oniine

alinarak

0

1
T+ S (LT ~LT)
(Q+T W)W, +T, = : (4.8)

S (T =)
bulunur. Ote yandan (4.1)’in iigiincii, (4.4) ve (4.7) esitliklerinden
WO+, W)+T,=(0 T, ... T,) (4.9)

oldugu goriliir. Boylece, (4.1)’in ikinci esitligi, (4.4), (4.6) ve (4.9) esitlikleri g6z

Ontne alinirsa
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1
(W (Q+ T )+ Ty )W+ WT, == T, (4.10)

olur. Buradan (4.7), (4.8), (4.9) ve (4.10) esitliklerinden

O+ 1,1, (O+ T, W)W, +T,
W (O+T,W)+T, (%Q"'Tzl"'WlezW»%"'VVlez
2T, 0 0 ... 0 0
LIPS0 <TT, o =BT, Lo (BT -TT)
1
T -T'T -T/T. 0 ... -T'T, T,+—(T'T -T.1°)
- 371 371 372 3k 323] 371 (4.11)
LTS, ~BT, T, o 0 L4 (=TT
0 L L .. T -
elde edilir.
Ote yandan,
1o\ W\(T, T, I 0\I W,
w, 1)\o 1 )\1, o )\lw, 1)lo I
(4.12)
[ o+nw, (Q+T,, )W, +T,
W (O+T,W,)+T, (VV2Q+7§1+VV2T12VV3)VK1+W2T12

I 0
oldugunu gérmek kolaydir. Ayrica, Teorem 2.12 ve Teorem 2.28°¢ gére,(W [],
2

4 71 0 I w, . . -
, ve matrislerinin tersinir oldugu aciktir. Dolayisiyla
0 7 w, I 0 7

. I 0\I W I 01 W, L o
Teorem 2.5’e gore ve matrisleri de tersinirdir.
w, I)0 I w, IT)0 I
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T,

Dolayisiyla, Teorem 2.19 ve Teorem 2.5’e gore ( ;}2] matrisinin ranki,

21

(4.12)’deki matrisin rankina esittir.

LT -T3T
T -T3T,
K= :
LT -T7T,
0
Ve
1
0 T LT Lo (DT -1
1
LT 0 ST L (BT L)
L=
1
LT, LT 0 LA (GGG
1
R T =T,

2

olmak tizere, (4.11) ve (4.12) esitlikleri dikkate alindiginda
k(T)=rk 2 0 4.13
r =r .
¥ I (4.13)
elde edilir. Ote yandan
| g
ST =TT

W, = : (4.14)
—(I} -T,T)




olmak tizere,
I 021, O
=21 ®L
w, I\ K L

1
oldugu goriiliir. Ayrica, (W ) matrisi tersinir oldugundan,

5

i 71V oweren - k@) ke
k| o |7 RO L) =rk(T) +1k(L)

ve dolayisiyla

k(7)) =rk(7}) +1k(L)
elde edilir.

Simdi de, L matrisini

0 -L'T, ... -LT., -TT,

-I'T, 0 .. -I'T, -T7T,
L,= : : - : o,
_Tszsz _TszlT3 e 0 _TszlTk

-1, -TT, .. -T]T, 0

k * k-1

29

(4.15)

(4.16)
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L+ (LT -T,T)

1 2 2
T+ S (LT -LT)
L,= : (4.17)

kal +— (Tszlﬂ - ];HT12)

1
T+ (5T~ LT)

ve
Ly=(, §, ... T, T) (4.18)
olmak tizere,
L, L,
i —%Tl

olarak parcalayalim. Bu durumda,
1 =
-1 0)| L, —5]] 21 0 2L, -L,

0 / 0 /
elde edilir. [ / Oj ve ( 5] 0) matrisleri tersinir oldugundan, Teorem 2.19’a

gore

L21 __Tl
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olur. Buradan, (4.15), (4.16), (4.17) ve (4.18) esitlikleri dikkate alindiginda
k() = 1k(T) + tk (W (T, T, )

esitligi ve Lemma 3.1°den,
k k
rk( ,.j =tk(W(T,,T,,....T,)) = D xk(T))
i=1 i=2

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. u

Teorem 4.1°de k =2 alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa asagidaki sonuglar elde

edilir.
Sonug 4.2. 7, ve 1, matrisleri tripotent matrisler olsun. Bu durumda

L L

k(T +T,) =1k
(1) (zn+ﬁﬂ—nﬂ2 0

j— k()
ve T'T, =T,T kosulu ile
LT
k(7} +T,) =tk T 0 —1k(7})

dir. [ |

Eger T,ve T, matrisleri idempotent ise 7,7, —T,7;° =0 olur. Dolayisiyla Sonug

4.2°den de asagidaki iyi bilinen rank esitligi elde edilir.
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Sonug 4.3. [ [6], Teorem 2.1] 7, ve T, iki idempotent matris olsun. Bu durumda

Lo,
(T4 T)=rk| |k

2
dir. [ |
Teorem 4.1°de k =3 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc¢ 4.4. 7, , T, ve T, tripotent matrisler olsun. Bu durumda,

k(G +T,+T) =1k| 2L+ T - 0 TPTy |—1k(T,) ~1k(T;)
U+ -TT T, 0

olur. [ ]

I,, 1, ve T, idempotent matrisler ise, Sonug 4.4’ten de, asagida verilen ve iyi bilinen

rank esitligi elde edilir.

Sonug¢ 4.5. 7,, T, ve T, idempotent matris olsun. Bu durumda

L L T

N | =

k(G+T,+T)=1k| T, 0 DTy [—1k(T,)~1k(T3)
LTI, 0

esitligi saglanir [6]. |
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Teorem 4.1°in Teorem 3.2°yi kapsadigina dikkat edilmesi gerekir. Gergekten eger

1.,T,,..., T, idempotent matrisler ise, bu durumda, her idempotent matris tripotent

oldugundan,
I, T, I T,
2T, 0 T,T, .. LT,
W(T.,T,,....,T,)=|2T, T,T, 0 .. T,T,
21, T,T, TT, .. 0
ve buradan da
lT T. T, T
2 1 2 3 k
tk(W(T,,T,,....,T,)) =tk L T o0 .. TT

bulunur.

Boylece Teorem 3.2, Teorem 4.1°den elde edilmis olur.



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Giris boliimiinde, ele alinacak problemin Onemi, tanitimi ve kisa bir literatiir
arastirmas1 yapilmaktadir. Sonraki bolimde temel tanim ve ispatsiz olmak iizere

bilinen temel sonug¢lar verilmektedir.

Ucgiincii boliimde, calismanin ortaya koyulmasinda esinlenilen [13] ¢alismas: kisaca
0zetlenmektedir. Daha sonra sonlu tane involutif matrisin toplaminin ranki i¢in bir
esas sonu¢ ve buna bagl olarak bazi sonuglar ortaya koyulmaktadir. D6rdiincti
boliimde de sonlu tane tripotent matrisin toplaminin ranki i¢in esas bir sonug¢ ve bu
sonugtan elde edilmek iizere bazilar1 literatiirde iyi bilinen sonuglar elde

edilmektedir.

Bu calismada elde edilen temel sonuglarin, birinci boliimde bahsedilen alanlardaki
uygulanabilirlikleri ve saglayacagi kolayliklar arastirilabilir. Idempotent, involutif ve
tripotent matrisleri kapsayan kuadratik veya genellestirilmis kuadratik matrisler igin

de benzer problemler ele alinabilir.
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