T.C.

ADNAN MENDERES UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
2018-YL-009

SONLU URETECLi MODULLER VE
ILGILi MODULLER

Mine UYSAL

Tez Damismanu:
Prof. Dr. Semra DOGRUOZ

AYDIN






ii

T.C.
ADNAN MENDERES UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU MUDURLUGUNE
AYDIN

Matematik Anabilim Dali Yiiksek Lisans Programi 6grencisi Mine UYSAL
tarafindan hazirlanan " Sonlu Uretecli Modiiller ve Ilgili Modiiller" baslikli tez,
19.01.2018 tarihinde yapilan savunma sonucunda asagida isimleri bulunan jiiri
tiyelerince kabul edilmistir.

Unvami, Adi Soyadi Kurumu Imzas
Bagkan : Prof. Dr. Gonca GUNGOROGLU ADU Fen-Ed. Fak.
Uye . Prof. Dr. Semra DOGRUOZ ADU Fen-Ed. Fak.
Uye : Dog. Dr. Mustafa Kemal BERKTAS  Usak Universitesi Fen-Ed. Fak.

Jiri tiyeleri tarafindan kabul edilen bu Yiiksek Lisans tezi, Enstitii YoOnetim
Kurulunun .................. ... sayilt karartyla ...................o L tarihinde
onaylanmistir.

Prof. Dr. Aydin UNAY
Enstitii Miidiirii






T.C.
ADNAN MENDERES UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU MUDURLUGUNE
AYDIN

Bu tezde sunulan tiim bilgi ve sonuclarin, bilimsel yontemlerle yiiriitiilen gergek
deney ve gozlemler cercevesinde tarafimdan elde edildigini, ¢calismada bana ait
olmayan tiim veri, diisiince, sonug ve bilgilere bilimsel etik kurallarin geregi olarak
eksiksiz sekilde uygun atif yaptigimi ve kaynak gostererek belirttigimi beyan
ederim.

19.01.2018

Mine UYSAL






vii
OZET

SONLU URETECLI MODULLER VE
ILGILI MODULLER

Mine UYSAL

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismant: Prof. Dr. Semra DOGRUOZ
2018, 37 sayfa

Bu tezde, sonlu iiretecli modiillerin temel tanmim ve oOzellikleri verilerek
karakterizasyonu calisilmigtir. Ilk ii¢ boliimde sonlu iiretecli modiillerin bazi temel
ozellikleri verilmistir. Dordiincii ve besinci boliimlerde radikal ve zincir sartlari
ile sonlu iiretecli modiillerin ilgisi incelenmigtir. Son bdliimde sonlu iiretecli
modiillerin ileri karakterizasyonlar1 ¢alisilmis ve bazi uygulamalar verilmistir.

Anahtar Sozciikler: Sonlu iiretecli modiil, Noether modiil, Radikal, small
altmodiil, essential altmodiil, Noether halka
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ABSTRACT
FINITELY GENERATED MODULES AND RELATED MODULES
Mine UYSAL

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Semra DOGRUOZ
2018, 37 pages

In this thesis, characterization of the finitely generated modules is practised with
giving is basic definitions and properties. In the first three section, basic properties
of finitely generated modules has been given. In the forth and fifth sections relations
of finitely generated modules with radical and chain conditions are demonstrated.
In the last section, advance characterization of finitely generated modules has been
studied and some applications of them are given.

Key Words: Finitely generated module, Noether module, Radical, small
submodule, esesential submodule, Noether ring
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1. GIRIS

Vektor uzaylarinda onemli olan fakat kategorik olmayan iirete¢c kavraminin duali
yoktur. Ancak modiil teoride bu durumun genellestirilmesi olarak, sonlu iiretecli
modiiller kategoriktir. Ayni zamanda sonlu iiretecli modiiller icin dual kavram da
s0z konusudur. Sonlu iirete¢li modiillerin duali olarak sonlu es-iiretilmis modiiller
calisilmaktadir. Bu nedenle modiil teoride sonlu iiretecli modiilleri ¢aligmak
onemlidir. Bu tezde sonlu iiretecli modiiller incelenmigtir. Tez alti boliimden
olugmaktadir.

Ikinci boliimde tezde kullanilacak temel tanim ve ozellikler verilmistir [1] ve [2].
Uciincii boliimde sonlu iiretecli modiillerin tanmimi verilerek, sonlu iiretilmis
modiillerin karakterizasyonu incelenmistir [1], [2] ve [3].

Dordiincii boliimde radikal kavrami verilerek sonlu tiretegli modiillerin radikal ile
arasindaki baglantilar ¢calisilmistir. Daha sonra sonlu iiretegli modiillerin projektif
modiil ve trace (iz) arasindaki iligkisi incelenmisgtir [1].

Besinci boliimde Noether modiil tanimi verilerek, bu tanim ile sonlu iiretcli
modiillerin farkli bir karakterizasyonu incelenmistir. Ayrica bu boliimde bir R
halkasinin Noether modiil ile yapilandirilmasi ¢caligilmigtir [1].

Son boliimde sonlu iretecli modiillerin ileri karakterizasyonlarina ve bazi

uygulamalarina yer verilmistir [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10].



2

2. TANIM VE OZELLIKLER

Bu boliimde tez icin gerekli olan temel tanim ve teoremlere yer verilmisgtir.

2.1. Temel Tamim ve Ozellikler

Tanmm 2.1.1. [5]] R bir halka olsun. M bir degismeli toplamsal grup olmak iizere

*x: RxM — M
(nm) — rxm

dig islemi olarak adlandirilan doniisiim i¢in asagidaki ozellikler saglaniyor ise M
ve sol R-modiil denir ve gM ile gosterilir. Her m, my, my € M ve her r, ry, ry € R
icin

(1) rx(my+my)=rxm;+rxm

2) (ri+r)xm=rism+ryxm

3) rix(raxm)=(r1-r)*m

R birimli bir halka ve M bir sol R-modiil olsun.

4) 1eRvemeM igin 1 xm = mise M ye birimsel sol R-modiil denir. Benzer

sekiklde * : M x R — M dis islemi ile sag R-modiil de tanimlanir.

Tamm 2.1.2. [5] M bir sol R-modiil olsun. M nin bos olmayan bir N alt kiimesi,
kendi bagina sol R-modiil oluyorsa N ye M nin bir altmodiilii denir ve N < M veya

gN <gr M bi¢ciminde gosterilir.

Bundan sonra aksi belirtilmedik¢ce halkalar birimli ve modiiller birimsel sol

R-modiiller olarak alinacaktir.

Tanimm 2.1.3. [5]] Sifirdan farkli bir M modiiliiniin her A altmodiilii icin yaA =0
veya A = M ise M ye bir basit (simple) modiil denir. Yani bir M modiilii basit ise

M # 0 dir ve, sifir ve kendisinden bagka altmodiilii yoktur.

Tanmm 2.1.4. [5] M nin basit altmodiillerinin indislenmig kiimesi (Mg )gea olsun.

Eger M = @Ma ise M ye yart basit modiil (semisimple) denir.
A
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Tanimm 2.1.5. [5] Bir M modiiliiniin sifirdan farkli bir altmodiilii N olsun. M nin
N de icerilen sifirdan ve N den basgka altmodiilii yok ise N modiiliine M nin bir

minimal altmodiilii denir.

N nin bir minimal altmodiil olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul basit altmodiil

olmasidir.

Tanmm 2.1.6. [5] Bir M modiiliiniin bir 6z altmodiilii N olsun. M modiiliiniin
N modiiliinii kapsayan N modiiliinden bagka hicbir 6z altmodiilii yok ise N

modiiliiniine M nin bir maksimal altmodiilii denir.

Tanim 2.1.7. [5] M bir sol R-modiil olsun. M nin her U altmodiilii i¢in
A+ U = M olmasi durumunda U = M oluyorsa A altmodiiline M de small

(superfluous) altmodiil denir ve A < M ile gosterilir.

Tanmm 2.1.8. [5] R bir halka M ve N sol R-modiiller olsun. f: M — N fonksiyonu
asagidaki ozellikleri saglarsa f ye bir sol R-modiil homomorfizmast ad1 verilir.

(1) Hermy,my € M igin f(m; +my) = f(my)+ f(my)

(2) Herme M vereRigcin f(rm) =rf(m) dir.

f homomorfizmas1 Orten ise epimorfizma, birebir ise monomorfizma , birebir ve

orten ise izomorfizma ad verilir.

Tanmm 2.1.9. [5] M ve N iki sol R-modiil olmak {iizere bir ¢ : M — N
homomorfizmasi i¢in Ker(a) < M ise « ya small homomorfizma denir. Eger

Q orten ise o ya small epimorfizma denir.

Tanmm 2.1.10. [5]] M bir sol R-modiil ve B, M nin altmodiilii olsun. M = B&®C
olacak sekilde M nin bir C altmodiilii var ise B ye M nin direk toplanani (direct
summand) denir. Ayrica M = 0 olsun, M nin sifirdan ve kendisinden bagka direk

toplanani yoksa M ye direk parcalanamaz (direct indecomposable) modiil denir.

Sonug 2.1.11. [5| Corollary 3.4.11 (2)] R bir halka, B ve C sol R-modiiller olsun.

Bir B : B — C, R-modiil homomorfizmast icin asagidakiler denktir:
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(1) B bir parcalanabilir epimorfizmadur.
(2) By=lc olacak sekilde vy : C — B homomorfizmast vardur.

Teorem 2.1.12. [5| Theorem 5.3.1 ] Bir g P modiilii icin asagidakiler denktir:

(1) Her & : B — P epimorfizmasi parcalanabilir (yani Ker(E), B de direk
toplanandir).

(2) Her B : B — C epimorfizmasi ve her y : P — C homomorfizmast icin y = BA
olacak sekilde bir A : P — B homomorfizmast vardwr. Yani asagidaki diyagram

degismelidir.
P

A
. Y

)..
Bt c
(3) Her B : B — C epimorfizmasi icin Hom(1p, ) : Homg(P,B) — Homg(P,C)

bir epimorfizmadir.

Tamm 2.1.13. [5] Teorem [2.1.12]de belirtilen denk kosullarindan birini saglayan

bir gP modiiliine projektif R-modiil denir.

Tamm 2.1.14. [4] G bir grup ve a € G olsun. a”" = e olacak sekilde en kiiciik n
pozitif tam sayisina a elemanin mertebesi denir. Eger G grubu toplamsal bir grup
ise 0 zaman a € G i¢in n.a = e olacak sekilde en kiiciik pozitif n tam sayisina a

elemanminin mertebesi denir ve n(a) ile gosterilir.

Tamim 2.1.15. [4] G bir abel grup olsun. G,={ u € G | n(u) sonlu } kiimesi G nin

bir alt grubudur. Bu alt gruba G nin bir forsion altgrubu denir.

Tanmim 2.1.16. [4] G bir abel grup olsun ve G;= { u € G | n(u) sonlu } kiimesi

verilsin. Eger G = G, ise ozaman G abel grubuna forsion grup denir.

Tamm 2.1.17. [2]] M bir R-modiil olsun. Bir m € M i¢in
Anng(m) ={r€R | rm=0 } m nin R deki sifirlayan: denir. Bu kiimenin R de
bir ideal oldugu agiktir. Bir m € M elemani i¢in , e8er m nin sifirlayani sifir ideali

degil ise m ye M nin bir torsion elemant denir.



Tanim 2.1.18. [5] R bir degismeli tamlik bolgesi ve M sol R-modiil olsun.
T(M)={xeM]| lg(x)#0 } kiimesi bir altmodiildiir. Bu altmodiil M nin bir
torsion altmodiilii olarak adlandirilir. Eger T (M) = M ise M ye torsion, T(M) =0

ise M ye torsion free modiil denir.

Tamm 2.1.19. [5]] M bir sol R-modiil olsun. A,B,C < M ve B < C olmak iizere
(A+B)NC = (ANC) + B esitligine Modiilarite Kurali denir.

Lemma 2.1.20. (Zorn Lemma) A bos olmayan bir kiime ve < bagintist A iizerinde
bir kismi siralama bagintist olsun. A nin her tam siralr alt kiimesinin bir iist sinirt

varsa A kiimesinin en az bir maksimal elemant vardrr.

Tanimm 2.1.21. [4] R bir halka, A bir R-modiil ve X, A min bir alt kiimesi olsun.
Farkl1 x{,x7,...,x, € X elemanlar1 ve r; € R olmak iizere rix| +rxp + ...+ r,x, =0
oldugunda her i i¢in r; = 0 oluyorsa X alt kiimesine dogrusal (lineer) bagimsizdir
denir. Dogrusal (lineer) bagimsiz olmayan kiimeye dogrusal (lineer) bagimlidir
denir.

Eger, A bir Y kiimesi ile R-modiil olarak iiretilen iiretilmis ise o zaman Y, A yz gerer
denir. R birimli bir halka ve A birimsel ise ¥ nin A y1 germesi i¢in gerek ve yeter
kosul A nin her elemani ; € R ve y; € Y icin r1y; + ryy2 + ... + r,,y, bir dogrusal
(lineer) kombinasyon olarak yazilabilir.

A nin A y1 geren bir dogrusal (lineer) bagimsiz alt kiimesine A nin tabani denir.

Bos kiime dogrusal (lineer) bagimsizdir ve sifir modiiliiniin bir tabanidir.

Teorem 2.1.22. [4, Theorem 2.1.] R birimli bir halka olsun. Birimsel bir R-modiil
F icin asagidaki kosullar denktir:

(1) F nin bos olmayan bir tabani vardur.

(2) F, her biri sol R-modiil olarak R ye izomorf olan devirli R-modiillerin bir
ailesinin i¢ direk toplanudir.

(3) F, sol R-modiil R nin kopyalaruun bir direk toplamina R-modiil izomorftur.

(4) Asagidaki ozellikleri saglayan bogstan farkli bir X kiimesi ve bir 1 : X — F
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fonksiyonu vardur:
Herhangi bir birimsel R-modiil A ve f : X — A fonksiyonu verilsin. O zaman f1 = f
olacak sekilde bir tek f : F — A, R-modiil homomorfizmasi vardir. Baska bir deyisle

F, birimsel R-modiiller kategorisinde bir free objedir.

Yukaridaki teoremin denk sartlarini saglayan bir R halkas1 iizerindeki birimsel F

modiiliine X kiimesi lizerinde bir serbest (free) R-modiil ad1 verilir.



3. SONLU URETECLI MODULLER

Bu calismada aksi belirtilmedik¢e halkalar birimli ve modiiller birimsel sol

R-modiiller olarak alinacaktir.

3.1. Sonlu Uretecli Modiillere Giris

U sol R-modiillerin bir siifi ve M bir sol R-modiil olsun. U da bir (sonlu)

indislenmis (U ) qea kiimesi var ve
Pl —Mm—0
A

tam dizi ise M modiiliine U/ ile (sonlu) iiretilmistir ya daUd, M yi sonlu iiretir denir.
Eger U = {U} tek elemanl bir kiime ise o zaman U, M yi sonlu iiretir. Bunun

anlamu (sonlu) A kiimesi i¢in
U - M—0
tam dizisi vardur.

Simdi bir sonraki béliimde kullanacagimiz asagidaki 6nermeyi verelim.

Onerme 3.1.1. [1} Proposition 6.8.] A bir indis kiimesi ve @ € A icin My

modiillerinin My, ailesi icin eger f = @ for fo : Mg — N homomorfizmalarinin
A
direk toplami ise Imf = Zlmfa dir.
A

Teorem 3.1.2. [1]] Bir sol R-modiil M icin X C M olacak sekilde M yi geren X alt

kiimesi var ise, o zaman
R¥) M —0

epimorfizmast vardir. Bununla birlikte R nin, M yi sonlu tiretmesi icin gerek ve

yeter kosul M nin bir sonlu geren kiimesinin var olmasudr.
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Ispat: X C M, M yi geren kiime olsun. Her x € X icin

px: R— M
r— rx

ile tanimli sol R-modiil homomorfizmasi olsun. Burada p = @ p, direk toplam

homomorfizmasi olsun.
R® 2 M0
tam dizisi vardir. Buradan
Imp =Y Imp, =Y Rx =M dir

Boylece p : RX) — M bir epimorfizmadir. O halde RX) — M — 0 tam dizisi
vardir.

Simdi R, M yi sonlu iiretsin. O zaman hipotezden M yi iireten sonlu bir X C M alt
kiimesi vardir. Burada X, M nin geren kiimesidir.

Tersine M yi geren sonlu bir X C M alt kiimesi var ise o zaman {ist varsayimdan
R¥) M —0

epimorfizmasi vardir. Bu ise R nin , M yi sonlu iiretmesi anlamina gelir. O

Ornek 3.1.3. [1] R bir halka ve M bir sol R-modiil olsun. Z-modiil M nin
Z-modiil olarak sonlu mertebeden elemanlarinin kiimesi 7' (zM) olsun. Bdylece

7M torsiondur.

zM torsion ise her x € M igin n(x) > 0 dogal sayis1 ve Imf, = Zx ile taniml
fx @ Zypxy — M homomorfizmasi vardir. Burada f = @ f; direk toplami bir
[ @®Z,x) — M epimorfizmasidur.

Bu durumda Ze={ 0, 1,2,3,4,5 } kiimesini géz 6niine alalim. Bu mertebesi sonlu

elemanlarin kiimesi, elemanlar1 Z de sifirlayanlar1 sifirdan farkli olan elemanlardir.



Boylece T (Zg) = Zg olur. Yani Zg torsion Z-modiil olur.

7zM = Zg yi alirsak, X = 0 elemant i¢in 0 nin mertebesi n(0) = 1 > 0

X = 1 elemant i¢in 1 nin mertebesi n(

X:

X =

X = 4 eleman i¢in 4 nin mertebesi n

¥ = 5 elemam icin 5 nin mertebesi n

fs5:

2 eleman igin 2 nin mertebesi 7

3 eleman igin 3 min mertebesi n

5

) > M
12— g
1 L — Zg
5 Ly — L
2o — Lg
2l — Lg

Z(,—)Zﬁ

Ornek olarak

1 mfj

—~ o~ N

1)=6>0
2)=3>0
3)=2>0
4)=3>0
5)=6>0

{f2(x)|x € Z3}
{15(0), /(D). 52)}
{0,2,4}

Eger M sonlu devirli gruplarin bir direk toplaminin epimorf goriintiisii ise acik¢a

sonlu merteberden elemanlarla iiretilir bdylece torsion olur.

Bir abel grup torsiondur ancak ve ancak U={ Z, | n = 2,3, ... } ile iiretilir. Bu ise

torsion abel grubun GB Z,, tarafindan iiretilmis oldugu anlamina gelir.

3.2. Sonlu Uretecli Modiillerin Karakterizasyonu

Tamm 3.2.1. [[I]] M bir sol R-modiil A , M nin altmodiillerinin M yi iireten kiimesi

olsun.
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O zaman sonlu bir F C A icin F, M vyi iiretiyorsa M ye sonlu iiretilmistir denir.

Yani her sonlu F C A i¢in,
YA=M ise Y F=M
dir.
Onerme 3.2.2. [1]] Bir sol R-modiil i¢in asagidaki ozellikler denktir:
(1) M sonlu iiretilmistir.
(2) M= Z:Imf)C olacak sekilde her f: Uy — M (ot € A) fonksinyonu igin
A
M = Z[mfx olmak iizere sonlu bir F C A vardur.
F

(3) Her (Ug)aca indislenmis kiimesi @Ua — M — 0 icin, sonlu bir F C A
A
kiimesi ve @ Uy — M — 0 epimorfizmasi vardur.

(4) Myi l}tieten her modiil M yi sonlu iiretir.

(5) M nin bir sonlu geren kiimesi vardur.

Ispat:

(1) = (2). Agik.

(3) = (4). Tanmimdan agik.

(2) = (3). Onerme geregince

fig : Uy — M (a€A)drm.

f= @ Uy — M epimorfizmadir < Zlm fia) = M oldugundan hipotezden
M = Zlm fiq) olur.

4) = ( ). Teorem 1.1 in ispatinin bir pargasidir.

(5) = (2). x1,x2,...,x, kiimesi M yi iireten bir kiime ve A, M nin M =} A olacak
sekilde altmodiillerinin bir kiimesi olsun.

O zaman her x; € ¥ F; olacak sekilde bir sonlu F; C A alt kiimesi vardir.
F=FIUFU...UF, olsun.

F sonludur ve . F, M nin bir altmodiilii oldugundan ve ) F = M dir.

Bu ise M nin sonlu iiretecli oldugunu gosterir. O
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Onerme 3.2.3. [1, Proposition 8.10. (1) ] U ve M sol R-modiiller olsun. O zaman

U nun , M yi (sonlu) iiretmesi icin gerek ve yeter kosul M = Z Imh ile tanuml
heH

sonlu bir H C Homg (U, M) alt kiimesinin var olmasudur.

Ispat: ispat: Teorem den kolayca goriiliir. O

Sonuc¢ 3.2.4. |1, Corollary 8.11. (1)] U ve M sol R-modiiller olmak iizere U nun M
yi tiretmesi icin gerek ve yeter kosul sifirdan farkli her f : M — N homomorfizmasi

icin fh # 0 olacak gekilde h € Hom(U,M) var olmasidur.

Tanmmm 3.2.5. [1] M bir sol R-modiil ve 4 , sol R-modiillerin bir sinifi olsun.

TryU) =Y. {Imh|h:U—M,U el } ye U nun M de izi (trace) denir.

Sonu¢ 3.2.6. [1, Corollary 8.13.] M bir sol R- modiil ve U sol R-modiillerin
bir kiimesi olsun. O zaman U sinifinin M yi iiretmesi icin gerek ve yeter kosul

Try(U) = M olmasidir.

rM kategorisindeki bir f : M — N homomorfizmasi igin

f« : Homg(G,M) — Homg(G,N) olmak iizere f, = Homg(G, f) ile gbsterecegiz.

Onerme 3.2.7. [1] Bir sol R-modiil G icin asagidakiler denktir:

(1) G bir iiretectir.

(2) grM kategorisindeki her f homomorfizmast icin Hom(G, f) =0 ise f =0 dir.
(3) grM kategorisindeki her f :g M —g N icin eger

f« : Hom(G,M) — Homg(G,N) orten ise, [ drtendir.

(4) Eger g M kategorisinde Hom(G,M") LN Hom(G,M) £ Hom(G,M") dizisi
tam ise ozaman M' 1> M 5 M" dizisi tamdur.

Ispat: (1) < (2). Sonugin direk sonucudur.

(1) = (4). G bir iireteg olsun. g M kategorisinde

Homg(G,M") L5 Hom(G,M) £ Hom(G,M") dizisi tam olacak sekilde

M’ i) M 2 M" dizisini alalim.
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g+fs : Hom(G,M") — Hom(G,M") dir.

g+f« = Hom(G,gf) , Imf,. = Kerg, dir. g.f.(h) = g.(f«(h)) = 0 oldugu i¢in
g«f« =0=Hom(G,gf) olur. Onerme (a) < (b) geregince gf = 0 dur.

O halde Imf < Kerg olur.

Simdi Kerg < Imf oldugunu gostermeliyiz.

x € Kerg olsun. Kabuliimiizden G, Kerg yi de iireteceginden bir 8; : G — Kerg <M
homomorfizmasi vardir. O halde x = i Bi(y:) olacak sekilde y; € G vardir. O
zaman her i igin gf3; = 0 dir. b

Boylece B; € Kerg. = Imf, olur. Boylece her i igin Bi = f*(ai) = fo; olacak
sekilde bir o; € Hom(G,M’) vardir. Buradan x = ZB[ Vi) Zfa, yi) € Imf
olur. Boylece Kerg < Imf bulunur. O halde Imf = Kerg olur. Yanl M’ —M—M"
dizisi tam olur.

(4) = (3). Agiktr.

(3) = (1). Sonug geregince her gkM modiilii i¢in Try(G) = M oldugunu
gosterecegiz.

0— Tru(G) 5 M 2 M/Try(G) — 0 kisa tam dizisi goz 6niine aliirsa:

0 — Homg(G, Try(G)) 2 Homg(G,M) > Hom(G,M /Try(G))

tam dizisi vardir.

Eger B € Homg(G,M) ise , o zaman [1.(B)](G) = n.(B(G)) = 0 olur. Ciinkii
B(G) C Try(G) = Kern dur.

Boylece Imt, = Kern, = Hom(G,M) olur ve t, ortendir. (3) kosulundan dolay1

1 orten olur. Boylece Try (G) = Imt = M olur. Burada Trg = M oldugundan Sonug
[3.2.6|den dolay1 G, M yi iiretir. ]

Sonlu iiretecli modiiller i¢in ek olarak asagidaki ozellikleri verebiliriz.

Onerme 3.2.8. [8] K sonlu iiretilmis sol R-modiil ve {U; } » sol R-modiillerin bir
ailesi olsun. O zaman asagidaki ozellikler vardir.

(I) Herf:K— @U;L homomorfizmast icin f(K) < @U,l olacak sekilde sonlu

A E
bir E < A vardir.
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(2) HomR(K,@U,l) = EBHom(K, U, ) dir. Yani, Homg(K,—) direk toplamlari
A A
korur.

Ispat: (1). Herk € K icin f(k) elemam {Uj } o mn sonlu bir kismi toplami iginde

kalir. Boylece f(K) nin sonlu iiretilmig bir kiimesi sonlu bir @ U, direk toplami

icinde kalir. Buradan f(K) < @ U, olur. ’

(2). ¢:Hom(K, HU 2) — I—[EH om(K,U,,) izomorfizmasinin kisitlanmusg1 olarak,

¢ :Hom(K, @U;S — HH ;\m(K , Uy ) monomorfizmasini elde ederiz.

(1) den her f 2 Hom(K, éUl) icin f € Hom(K, @Ul) olacak sekilde sonlu bir

E C A alt kiimesi vardur. ]/3\6ylece 0'(f) € PH ome ,Uy) olur. Buradan

Img ={0'(f)] fe Hom(K,@U;L) } SEGBHom(K,U;L) olmus oldu. Buradan
A E

agik olarak Im¢ = Hom(K, @ U,,) olur ve ispat tamamlanr. O
A

Ornek 3.2.9. [1]] Z, Z-modiil olarak sonlu tretilmistir.
Ornek 3.2.10. [5] Q, Z-modiil olarak sonlu iiretilmis degildir.

Ornek 3.2.11. Z/nZ, Z-modiil olarak sonlu iiretilmistir.
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4. RADIKALLER VE SONLU URETECLI MODULLER

4.1. Sonlu Uretecli Modiillerin Radikal ile Yapilandirilmasi

Tanim 4.1.1. [1]] Bir sol R-modiil M icin

RadM = ﬂ{KgM | K,M de maksimal }

= Y{L<M | K<M}
tanimlansin. RadM, M nin bir altmodiiliidiir. Bu altmodiile M nin radikali denir.

Tanm 4.1.2. [8] R bir halka olsun. Rad(gR) ye, Rg nin (Jacobson) radikali denir.
Rad(gR), R nin iki yanl idealidir ve J(R) ile gosterilir.

Teorem 4.1.3. [1] M bir sol R-modiil olsun. O zaman ,

M nin sonlu iiretilmesi i¢in gerek ve yeter kosul M /RadM nin sonlu iiretilmesi
ve M — M /RadM — 0 dizisindeki dogal epimorfizmamin small olmasidir. (Yani
RadM < M)

Ispat: (=). M sonlu iiretilmis olsun. M /RadM sonlu iiretilmis olur.
RadM + K = M olacak sekilde K < M alalim. K = M oldugnu gosterelim.
RadM, M nin small altmodiillerinin toplam1 oldugundan

RadM =Y { L<M |L < M } dir. Boylece M sonlu iiretilmis oldugundan

(L1 +Ly+...+L,)+ K = M olacak sekilde M nin L;,L,, ..., L, small

altmodiilleri vardir. Fakat L + L, + ... 4+ L, toplam1 M de small oldugundan (small
altmodiillerin toplami small oldugundan) K = M olur.

(«<). M/RadM sonlu iiretilmis ve RadM < M olsun. M nin sonlu iiretilmisg
oldugunu gosterelim. Y, A = M olacak sekilde A , M nin altmodiillerinin bir ailesi
olsun. O zaman Y. { (A+RadM) | A € A } =M olur. Buradan A;,A,,...,A, € A
icin

M = (A} +RadM) + (Ay + RadM) + ... + (A, + RadM)
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=(A1+A2+...+Ay) + RadM dir. Buradan
RadM < M oldugundan (A} +A; + ... +A,) = M dir. Béylece M sonlu iiretilmis

olur. O

Sonug 4.1.4. |[1] M sifirdan farkli bir modiil olsun. M sonlu iiretilmis ise M nin
bir maksimal altmodiilii vardir.

Ispat: M sonlu iiretilmis ise Teorem geregince RadM < M olur.

RadM # & oldugundan ve RadM = " { K <M | K, M de maksimal }

0 # K < M olacak sekilde M de bir maksimal altmodiil vardir. O

Ornek 4.1.5. [8] Z tamsayiar halkast i¢in Radz7 = 0 dir. Ciinkii 7 nin hi¢ small

altmodiilii yoktur.

Ornek 4.1.6. [8] zQ icin RadzQ = Q dir. Ayrica Q nun hi¢ maksimal altmodiilii
olmadigindan RadpQ = 0 dir.

Ornek 4.1.7. [8]] Bir M modiiliiniin herhangi bir K < M altmodiilii icin
RadK # K NRadM dir.

Ornegin, 47, <27 alalim. 87 < 47, < 27 olur, buradan

Rad4Z = 87 +# 47 = 4Z N Rad?27 dr.

Ornek 4.1.8. [5]i# jvem; > 0icin p; # p ;j olacak sekilde, n > 1 tam sayisim asal
sayilarin kuvvetlerinin tek tiirlii ayrisimi ile n = py™'...p;* olarak tanimlayalim.

7 nin maksimal idelalleri asal sayilar ile tiretilmis asal ideallerdir. Bu maksimal
k

idealler nZ yi igerir ve i = 1,...,k i¢in p;Z idelleridir. Buradan ﬂ piZ. = pi...piZ
i=1
dir. Boylece

Rad(Z/nZ) = (ﬂp, )/nZ:pl...ka/nZ

olur. O zaman Rad(7Z/nZ) = 0 dir ancak ve ancak n = pj...p; olmasidur.

Ayrican =0 ve n =1 i¢in Rad(Z/nZ) = 0 dur.
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Ornek 4.1.9. [8] RadM sonlu iiretilmis ise Rad(RadM) # RadM dir. Ciinkii M
sonlu iiretilmis ise RadM < M olmasindan dolayi, RadM #* M dir.

Onerme 4.1.10. [1] M =M, & ... ® M, olsun. M nin sonlu iiretilmis olmasi icin
gerek ve yeter kosul M; (i = 1, ...,n) modiillerinin sonlu iiretilmis olmasidir.

Ispat: («<). (i=1,...,n) M; icin geren kiimelerin birlesimi M icin geren kiime
oldugundan, sonlu tiretilmis durum saglanir. (Onermem (e) = (a) geregince ).
(=). M sonlu iiretilmis olsun.

Uy — M — M; — 0 dizisi ile M; ler sonlu iiretilmis olur. O

4.2. Radikal, Projektif Modiil ve Iz Baglanti Sonlu Uretecli Modiiller

Onerme 4.2.1. [, Proposition 8.21.] Sol R-modiillerin her U sunifi icin Trr(U)
bir iki yanl idealdir. Ayrica bir kM modiiliiniin iiretec olmasi icin gerek ve yeter

kosul Trr(M) = R olmasidir.

Onerme 4.2.2. [1] P bir projektif sol R-modiil olsun. Asagidaki ézellikler denktir:
(1) P bir iiretectir.

(2) Her basit sol R-modiil T icin Homg(P,T) # 0 dir.

(3) P, her basit sol R-modiilii iiretir.

ispat:

(1) = (3). Agiktir.

(3) = (2). Agiktir.

(2) = (1). P projektif modiilii (2) kogulunu saglasin. P modiiliiniin R yi iirettigini
gostermek icin Onerme geregi Trr(M) = R oldugunu gostermeliyiz.

Trr(P) # R olsun. Trg(P), bir sol ideal oldugundan Trg(P), R nin bir maksimal

I sol ideali iginde kapsanir. Buradan R/I basittir. Kabulden sifirdan farkli bir

Y: P — R/I homomorfizmasi vardir. P projektif oldugu i¢in
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P

Y

- =y

»

R —%~ R/l 0

diyagrami degismeli yapacak sekilde y: P — R homomorfizmas1 vardir.
Imy < Trg(P) <I oldugundan Im¥ < I olur. Bu bir ¢eligkidir. O halde Trg(P) =R

elde edilir.

Sonuc 4.2.3. [5, Corallary 9.1.3 (a)] M bir R-modiil ve m eg M olsun. Rm < M

olmas icin gerek ve yeter kosul m € Rad(M) olmasidr.

Lemma 4.2.4. [5, Lemma 9.3.1] Bir R halkasinin bir sol A ideali icin asagidaki
ozellikler denktir:

(1) A<LgR

(2) A <Rad(gR).

(3) Hera € Aigin (1 —a) mn R de bir sol tersi vardur.

(4) Hera € A igin (1 —a) mn R de bir tersi vardir.

Onerme 4.2.5. [5] zP projektif ve S := End(gP) olsun. O zaman a € S icin
Sa < S< a€Rad(S) < Ima < P
Ispat: Sa < S < a € RadS bu Sonugile saglanir.
a € RadS < Ima <g P oldugunu gosterelim.
U <g Pile Ima+U = P olsun ve v : P — P/U dogal epimorfizma oldugundan
va doniigiimii bir epimorfizmadir ve asagidaki diyagrami degismeli yapan § € S
vardir.
. P

\%

»

P~ pr/U
v = vaf dan v(1 —af}) dir. Boylece Im(1 —af3) < U olur. a € RadS igin aff €
RadS$ vardir ve Lemma geregince (1 —af) tersinirdir. Boylece
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P =1Im(1 —af) < U < P olur. Buradan U = P elde edilir, boylece Ima <g P
bulunur.

Simdi Ima <g P olsun.aS < S oldugunu gosterelim. O zaman I'" < S ile

aS+T =; S olsun. O zaman burada 6 € S, Y€ Sileac+ 7y =1 vardir. Buradan
Ima+ Imy = P olur./ma < P oldugu i¢in Imy = P elde edilir.

Buradan y epimorfizmadir ve agagidaki diyagrami degigsmeli yapacak

6 homomorfizmasi vardir. Asagidaki diyagramdan

~

1p = 70 olur ve I' = S elde edilir. O

Onerme 4.2.6. [1, Proposition 17.10.] Bir R halkast icin J(R) = J olsun. P
projektif sol R-modiil ise RadP = JP dir.

Sonug 4.2.7. [1] J = J(R) olsun. Eger P, J(P) yi small olarak icerecek sekilde
(vani P sonlu iiretilmig ise) projektif bir sol R-modiil ise, o zaman

J(End(gP)) = Homg(P,JP) ve End(grP)/J(EndgrP) = Endg(P/JP) dir.

Ispat: Onerme den RadP = JP dir. Kabulden JP < P dir. Tanim den P
nin bir altmodiilii small olmasi icin gerek ve yeter kosul JP de icerilmesidir. Ozel
olarak Onerme den P nin bir a endomorfizmasinin J(End(gP)) ye ait olmast
icin gerek ve yeter kosul Ima < JP olmasidir. J(End(grP)) = Homg(P,JP) dir.
Simdi JP, P nin endomorfizmasi altinda stable oldugundan

¢(s): P/JP— P/IP
p+JP— ps+IJP

¢ : End(RP) — End(RP/JP)
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halka homomomorfizmalar1 tanimlanir. Gergekten

p—". p/ip

K l o(s)

P Njp P/JP

degismeli diyagraminda P projektif oldugu igcin ¢ Orten homomorfizma
olur. Acgikca Ker¢ = Homg(P,JP) dir. 1.izomorfizma Teoreminden
End(gP)/Ker¢ = End(P/JP) yani End(gxP)/Hom(P,JP) = End(P,JP) dur.
Buradan End(gP)/J(End(gP)) = End(P/JP) olur. O

Tanim 4.2.8. [1]] M bir sol R-modiil ve U, sol R-modiillerin bir sinifi olsun.
Reju(U) =RejM,U) =N { Kerh |h: M — U, U €U } ye U nun M de rejecti
denir .

Ayrica €, M nin basit (simple) altmodiillerinin bir sinift olmak tizere

Rej(M,e) =N { Kerh | h:M — U, U € € } bigiminde tanimlanir. Bu durumda
RadM = Rej(M,¢) dir.

Onerme 4.2.9. [1]] Bir R- modiil M i¢in

Rad(M)=RejM,e) = ({K<M | K.,M de maksimal }

= Y{L<M | LM de small }

seklindedir.

Ispat: Rej(M,e) =N { Kerh |h:M — U, U € ¢ } olsun. Ilk esitlik icin Kerh < M
de maksimal oldugunu gostermeliyiz.

M /Kerh = U dur. U basit oldugu i¢in M /Kerh basit ve Kerh maksimal olur.
Simdi ikinci esitlik i¢in L << M olsun. Eger K, M de bir maksimal altmodiil ve L,
K da icerilmiyor ise o zaman K + L = M dir, fakat L < M oldugundan K = M dir.

Bu bir ¢eligkidir. Bu durumda M nin her small altmodiilii bir maksimal altmodiilde
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kapsanir. Boylece her small altmodiil RadM de kapsanir. Yani
Y{L<M|L<M} <RadM olur.

Diger yandan x € M olsun. Eger Rx + N = M olacak sekilde N < M ise ozaman
N =M yada N <K ve x ¢ K olacak sekilde M nin bir maksimal K altmodiilii
vardir. x € RadM ise yukaridaki 6zellik geregince benzer sekilde N = RadM ya da
N <K ve x ¢ K olacak sekilde RadM nin bir maksimal altmodiilii vardir. O zaman
N = RadM den Rx < RadM bulunur. O zaman

RadM =Y { Rx |Rx <M } <Y {L<M | L<K M } olur. Diger durumda ilk

esitlik durumu elde edilir. O

Onerme 4.2.10. [8] M bir sol R-modiil olsun. Asagidaki ozellikler vardir:

(1) Bir f: M — N homomorfizmast icin

(i) f(RadM) < RadN dur.

(ii) Rad(M/RadM) =0 dir.

(iii) Eger Kerf < RadM ise f(RadM) = Rad(f(M)) dir.

(2) RadM, M nin bir sag-Endg(M) altmodiiliidiir.

(3) M nin her altmodiilii bir maksimal altmodiilde icerilirse, o zaman RadM < M
dir. (Yani M sonlu iiretilmis ise bu durum vardir.)

(4) M nin sonlu iiretilmis olmast icin gerek ve yeter kosul, RadM < M ve
M /RadM nin sonlu iiretilmis olmasidur.

(5) M = EBM,- olsun. O zaman RadM = @RadM,- ve M/RadM =
A A

P M;/RadM;.

A

(6) M = M /RadM yart basit ve RadM < M ise ozaman M nin her iz altmodiilii

M nin bir maksimal altmodiilii icinde kapsanir.
Ispat: (1). f : M — N homomorfizmasi icin
(i). RadM="Y" A'igin f(RadM) = f( Y A) — Y f(A) <RadN

A<M A<M fA)<N
(if). Rad(M/RadM) = 0 dur.
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Iddia (1). M/C nin bir maksimal A altmodiilii ve ¢ : M — M/C ile tammh C < B
olacak sekilde M nin B < M maksimal altmodiillerinin goriintiisii olarak elde edilir.
Ispat @~'(A) = ANIme B := ¢~'(A) olsun. O zaman ¢(B) =Ave C<B<M
dir.
A, M/C nin maksimal altmodiilii oldugundan (M /C)/A = (M/C)/(B/C) = M/B
basittir. O halde B, M de maksimaldir.
iddia (2). { B; | i € I }, M nin altmodiillerinin bir ailesi ve her i € I i¢in [C < B]
ise, 0 zaman ﬂ(Bi/C) = (ﬂB,-) /C dir.

iel iel
ispat (ﬂB,-) /C < ﬂ(B,-/C) oldugu agiktir. Tersine v +C € ((B;/C) olsun. O
Jaman < iel
v+ C = b; + C olacak sekilde bir b; € B; vardir. Buradan her i € I icin
v=b;+c; € Bi+C = B, dir. Boylece v+C € ((B;)/C olur. O halde ﬂ(Bi/C) =

(NB:) /€ elde edilir. iel

icl

Simdi iddia(1). ve Iddia(2). 6zellikleri uygulanarak

Rad(M/RadM) = (N A= () (B/Rad(M))
A, B<M de
M /RadM maksimal

de  maksimal RadM<B

— < N B>/Rad(M):< N B)/Rad(M)
B<M de B<M  de

maksimal maksimal
RadM<B

Rad (M) /Rad(M) = 0

elde edilir.

(iii). Kerf < RadM ise f(RadM) = Rad f(M) dir.

(i) den Rad(f(M)) < f(RadM) oldugu agiktir. Tersine f(RadM) < Rad(f(M))
oldugunu gostermeliyiz. f A, f(M) 2 U olsun.

Rad(f(M)) = (N{Kerh | h: f(M) - U, U € € } olur. x € Rad(f(M)) alalim.
Rad(f(M)) nin tanimindan x € Kerh dir. Buradan x = f(m) olacak sekilde m € M
vardir. O halde h(x) = 0 dir. Yani 0 = h(x) = h(f(m)) den m € Kerhf olur.
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RadM = N{Kerhf | hf : M — U, U € € } ve hipotezden Kerhf < RadM
oldugundan m € RadM olur. O halde x = f(m) € f(RadM) bulunur. Boylece
Rad(f(M)) < f(RadM) olur.

(2). f € End(M) olsun. RadM = (\{ Kerhk | hk: M — S } ve

Radf(M) = {Kerh | h: f(M) — S } dir. Buradan k orten oldugundan her
b € f(M) igin k(m) = b olacak sekilde bir m € M vardir. Boylece f € End(M)
oldugundan f(M) < M dir. O halde b € M olur .

Kerhk < Kerh ise Radf(M) < RadM olacagindan ispat i¢in Kerhk < Kerh
oldugunu gostermek yeterli olur. Bunun i¢in x € Kerhk alalim. Buradan hk(x) =0

yani h(k(x)) = 0 olur. O halde k(x) € Kerh bulunur. Simdi

RadM x EndM — RadM
(u, f) = flu)
doniisiimii geregince, f(RadM) < Rad f(M) oldugundan f(u) € Rad(f(M)) olur.

Ayrica Rad(f(M)) < RadM oldugundan f(u) € RadM olur. Boylece u € RadM
icin f(u) € RadM bulunur. Buradan RadM, M nin bir sag -End(M) altmodiili
olur.

(3). N <M igin hipotezden N < K < M olacak sekilde M nin bir K maksimal
altmodiilii vardir. Boylece RadM # 0 olur. Simdi RadM + L = M olacak sekilde
L < M olsun. Buradan L < K veya L < RadM dir. Eger L < K ise RadM < L
olur. Boylece RadM + L = M den L = M bulunur. Yani RadM < M dir. Ya da
L < RadM ise, buradan RadM — M olur. Bu durum maksimal altmodiillerin M
den farkli oldugu gercegiyle celisir. Oyle ise RadM # M dur.

(4). M sonlu iretilmis olsun. M/RadM sonlu iiretilmig olur. RadM + K = M
olacak sekilde K < M alalim. K = M oldugunu gosterelim. RadM, M nin small
altmodiillerinin toplam1 oldugundan RadM =Y, { L< M | L < M } dir. Bdylece
M sonlu iiretilmis oldugundan

(Li+Ly+...+L,)+ K =M olacak sekilde M nin L;,L,, ..., L, small

altmodiilleri vardir. Fakat Ly + L, + ... + L, toplami1 M de small oldugundan

(smallarin toplami small oldugundan) K = M olur.
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(5). M = @ M;, ve RadM = EP) RadM,, igin RadM;, < RadM oldugunu biliyoruz.
1:M; — ]\/} , RadM; = l(Rad/]\W,l) < RadM oldugundan

Y RadM), = @) RadM), < RadM olur.

I[(\ar§1t1 olarakAm =Y M, € RadM olsun. x; : M — M, dogal projeksiyon
olsun. O zaman my (m) = m) € RadM), dir. Boylece m € RadM,, olur. Buradan
RadM < @ RadM), dir. Yani esitlik saglanir.

Simdi M /RadM = M, /RadM,, oldugunu gosterelim.

@ : M/RadM — @M,;/RadM; dontigimiiniin bir izomorfizma oldugunu
gostermeliyiz. my € M, elemant i¢in Y, m) € M; = M nin bir eleman1 olsun.
o((Xmy)+RadM) :=Y (my + RadM)) € @M, /RadM), ile tanimlansin. Burada,
¢ iyi tanimhidir. Gergekten,

my ,m, € M), olmak iizere (Y my )+ RadM = (Y. m),) + RadM olsun.

Buradan (Y my —m);) € RadM olur. Ispatin ilk kismindan mj — m’, € RadM,,
olur. Boylece my + RadM) = m, + RadM, dir. O halde (Y.(m) + RadM,) =
Y.(m, + RadM),) dir. Bu da ¢ nin iyi tanimli oldugunu gésterir.

¢ bir monomorfizmazdir. Gergekten @((Y.my )+ RadM) = Y.(m; + RadM) = 0
olsun. Buradan her my igin m); € RadM dir. Rad(M;) < RadM oldugundan
(X my) € RadM olur. Yani (Y. m) )+ RadM = RadM bulunur. O halde Ker¢ =0
dir. Boylece ¢ bir monomorfizma olur.

¢ nin bir epimorfizma oldugu aciktir. O halde ¢ bir izomorfizmador.

(6). U, M nin bir 6z altmodiilii olsun. p : M — M/RadM dogal doniisiimiinii
gozoniine alahm. p(U) # M dir. Buradan p(U) 6z altmodiil oldugundan ,
M /RadM nin bir X maksimal altmodiilii iginde kalir. Buradan U < p~!(X) <M

olacak sekilde p~!(X) maksimal altmodiildiir. O
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5. SONLU URETECLI MODULLER VE ZINCIR SARTLARI

5.1. Sonlu Uretecli Modiillerin Noether Modiiller ile

Karakterizasyonu

Tamim 5.1.1. [1] £, M nin altmodiillerinin bir ailesi olsun. £ deki altmodiillerin
her L; <L, < ... artan zinciri, (i = 1,2,...) i¢in L,; = L, olacak sekilde bir n varsa
L ye artan zincir sartint saglar denir.

M nin biitiin altmodiillerinin £(M) kafesinde artan zincir sart1 sa8laniyorsa M ye

Noether modiil denir.

Her altmodiilii sonlu iiretilmis olan modiillerin karekterizasyonu icin zincir sartlar
onemli rol oynar. Genel olarak sonluluk sartlarindan higbiri digerini gerektirmez

ancak ¢ok 6zel durumlarda denklik olabilir.

Ornegin; Z nin altmodiilleri sonlu iiretilmistir. Z artan zincir sartin1 saglar. Yani Z

Noether modiildiir.

Onerme 5.1.2. [1]] Bir sol R-modiil M icin asagidakiler denktir:

(1) M Noether modiildiir.

(2) M nin her altmodiilii sonlu iiretilmigtir.

(3) M nin altmodiillerinin bos olmayan her alt kiimesinin bir maksimal elemani
vardur.

Ispat: (1) = (3). A, M nin altmodiillerinin bos olmayan bir ailesi olsun ve A nin
maksimal elemani olmasm. O zaman her L€ Aicin { L' € A|L' > L } # @ dir.
L' € Aig¢in durum devam ettirilirse

L' <L’ <..<.. M nin altmodiillerinin bir artan zinciri elde edilir. Ancak
bu durum M nin Noether olmasiyla celisir. O halde M nin altmodiillerinin bos
olmayan her alt kiimesinin bir maksimal elemam vardir.

(3) = (2). K < M olsun. K =Y A olacak sekilde M nin altmodiillerinin .4 ailesini
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g0z Oniine alalim.

P=Y{F|F< Asonlu } olsun. P # @ ve bdylece hipotezden bir maksimal
elemani vardir. Bu eleman Y F dir. Buradan agikca K=Y F bulunur.

(2) = (1). M nin her altmodiilii sonlu iiretilmis olsun.

Ly <L,...<L,... M nin altmodiillerinin artan bir zinciri olsun.

M = Z L, olsun. Hipotezden L, ; = L, olmak iizere Z L, = M olacak sekilde

eN !
bir n f/ardlr. O halde dizi sonlu adimda durur. Yani M l\fg’étuher modiil olur. O

Ornek 5.1.3. [1] zZ Noether oldugundan sonlu iireteclidir. Ayrica zZ her

altmodiilii sonlu iiretegli oldugundan Noether modiildiir de deriz.

Ornek 5.1.4. [7] 7Q da maksimal altmodiil olmadigindan Noether degildir. Ancak

0Q basit oldugundan Noether modiil olur.

Ornek 5.1.5. [3]] Z-modiil Z,, sonlu oldugu icin Noether olur. Boylece Z-modiil
Z, sonlu iireteclidir. Ayrica Z-modiil Z,, nin sonlu iiretegli oldugunu bildigimizden

de Noether modiildiir denebilir.

Sonug 5.1.6. [1]] M Noether ise M nin bir maksimal altmodiilii vardir. RadM small
altmodiildiir.

Ispat: M Noether ise Onerme (1) = (3) geregince M nin altmodiillerinin bog
olmayan her alt kiimesinin bir maksimal elemani vardir. Bu M nin bir maksimal
altmodiiliidiir. M Noether oldugundan Onermem (a) = (b) geregince M sonlu
tiretilmis olur. Béylece Teorem [4.1.3] geregince

RadM, M de small oldugu elde edilir. O

Onerme 5.1.7. [1] 0 = K —+ M — N — 0 sol R-modiillerinin bir kisa tam dizisi
olsun. M nin Noether olmasi icin gerek ve yeter kosul K ve N nin Noether olmasidir.
Ispat: (=). M Noether olsun. M nin altmodiilii ve boliim modiili Noether

oldugundan, K, M nin bir altmodiiliine izomorf ve M /K = N oldugundan



26

K ve M /K Noether olur.

(«<). K ve N, Noether modiiller olsun. M nin Noether oldugunu gosterelim.
K <M ve M/K = N olsun. M nin alt modiillerinin L; < L, < ... < L,... artan
dizisini géz Oniine alalim.

Li+K<Lh+K<..<L,+K=L,;+K dizisi igin M /K Noether oldugundan
(i=1,...,n) olacak sekilde bir n tam sayisi vardir.
LiNK<LLNK<L..<L,NK=L,NK=L,.;NK (i=1,...,n) olacak sekilde
bir n tam sayis1 vardir. Boylece,

L, < L,; oldugundan modiilarite kurali geregince

Lyti=LyiN(Lyyi+K) =LyyiN(Ly +K) = L, + (Ly+iNK) = L, olur.

Boylece M, Noether olur. O

Sonu¢ 5.1.8. [IIM =M &M, D ... M, olsun. O zaman M nin Noether olmast
icin gerek ve yeter kosul i = 1,...,n icin her bir M; nin Noether olmasidir.

Ispat: (=). M Noether olsun.

O—-M —-M&...M, - M, D ... &M, — 0 kisa tam dizisini gozoniine alalim.
Onerme den M; ve My & M;... & M,, Noether olur, benzer sekilde devam
edilirse M, ve M| & M5... & M, toplam1 Noether olur.

Boylece i = 1,...,n i¢cin M; altmodiilleri Noether olur.

(«<=). Simdi M; ler Noether olsun.

M| < M| &M, icin

0— M; — M, &M, — M, — 0 kisa tam dizisini goz Oniine alalim.

Burada M, ve M, Noether oldugundan M; & M, Noether olur. Benzer sekilde
0—>M &M, - M| &M, M3 — M3z — 0 kisa tam dizisi i¢in M| G My S M3
Noether olur.

Bu sekilde n iizerinden tiimevarimla devam edilirse M| & M, & ... & M,, direk

toplami1 Noether bulunur. O
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Onerme 5.1.9. (1] M sifirdan farkli bir modiil olsun. M, direk toplananlar:
iizerinde artan zincir sartint saglasin. Yani M Noether olsun. O zaman

M = M| & Mp... & M,, direk toplami parcalanamaz (indecomposable)
altmodiillerinin bir sonlu direk toplamidr.

Ispat: M sifirdan farkli bir modiil ve (M’) de sonlu indecomposable ayrisima sahip
olmayacak sekilde M = N’ & M’ 6z (proper) ayrigimi sonlu

indecomposable ayrisima sahip olmasin.

Sifirdan farkli M nin indecomposable modiillerin bir sonlu direk toplama esit
olmadigini kabul edelim. O zaman M =N'&M’', M’ =N"@&M"... 6z ayrigimlarinin
bir dizisi olsun.

Ny <N &N' <..ve M>M >M".. zincirleri M nin direk toplananlarinin
sonsuz zincirleridir. Bu durum hipotez ile ¢elisir. O halde M nin indecomposable

bir ayrigimi1 vardir. a

5.2. Sonlu Uretecli Modiillerin Noether Halka ile Karakterizasyonu

Onerme 5.2.1. [1] Bir R halkast icin asagidakiler denktir:

(1) R sol Noetherdir.

(2) R nin Noether olan bir gG iireteci vardir.

(3) Her sonlu iiretilmis sol R-modiil Noetherdir.

(4) Her sonlu iiretilmis sol R-modiiliin her altmodiilii de sonlu iiretilmistir.
Ispat: (1) = (2). R birimli bir halka oldugu icin gR bir iiretectir. Béylece R nin
sol Noether olan bir gR iireteci vardir. Buradan (2) kosulu elde edilmisg olur.

(2) = (3). Simdi (2) kosulunu kabul edelim. Buradan Sonug geregince her
sonlu F kiimesi icin G noether olur. Boylece sonlu iiretilmis M modiilii noether

olur.

(3) = (4). Onerme (1) = (2) geregince agiktir.
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(4) = (1). Onerme (5) = (1) da oldugu gibi agiktir. O

Ornek 5.2.2. [11] C[x] polinom halkas1 temel ideal bolgesi oldugu icin Noetherdir.

Ornek 5.2.3. [4] Boliimlii bir D halkas1 Noetherdir.
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6. SONLU URETECLI MODULLER ICIN ILERI
KARAKTERIZASYON VE UYGULAMALARI

6.1. Sonlu Uretecli Modiillerin Halka ile Bir Karakterizasyonu

Onerme 6.1.1. [10] R bir halka M bir R-modiil olsun. M nin bir R-modiil olarak
sonlu iiretilmis olmast icin gerek ve yeter kosul bir n > 0 tam sayist icin M nin GBR
nin bir boliim modiiliine izomorf olmasidur. !
Ispat: M sonlu iiretilmis olsun. x1,x2,...,x, € M elemanlar1 M yi iiretsin.

f: EBR —M, (a1,ay,...,a,) — a1x; +axxy + ... + apx, déniigimiinii tanimlayalim.

Burada f bir R-modiil homomorfizmasidir ve Im f = M dir. Buradan 1.izomorfizma

teoreminden @R /Kerf = M elde edilir.

Kargit olarak b1r K< @R icin M = @R /Kerf olsun. O zaman M de, @R nin
tireteclerinin kiimesinin goriintiisii M y1 retir. O

Sonlu iiretilmis modiiller i¢in asagidaki bazi uygulamart verilebilir.

Lemma 6.1.2. [10] (Nakaynama Lemma) R bir halka, M sonlu iiretilmis bir
R-modiil ve I, IM = M olacak sekilde R nin bir ideali olsun. O zaman (1 —a)M =0

olacak sekilde bir a € I vardir.

Onerme 6.1.3. [10] R bir halka, M sonlu iiretilmig bir R-modiil ve f : M — M bir
homomorfizma olsun. Bu durumda, f orten ise f izomorfizmadir.
ispat: M bir R-modiil oldugundan,

f: M— M
X = tx

tanimi ile M bir R[t]-modiil olur. Yani

RfxM— M
(t,x) —  tx

donlistimii vardir. M, R-modiil olarak sonlu iiretilmis oldugundan M = ) tx

yazilir. Buradan M, R[f]-modiil olarak da sonlu iiretilmis olur. Buradan f orten ise
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f(M) =M, yani tM = M olur. Nakaynama Lemma geregince (1 —zp(t))M =0
olacak sekilde p(r) € R[t] vardir. Buradan x € Kerf ise 0 = (1 —1p(t))(x) =x

bulunur. O halde f bire-bir olur. Yani f bir izomorfizmadir. O

6.2. Sonlu Uretecli Modiillerin ACC (DCC) Uygulamasi

Tanmim 6.2.1. [6] R bir halka ve M bir sol R-modiil olsun. /, R nin bir ideali olmak
tizere IM altmodiillerine M nin extended altmodiilleri ad1 verilir. Her i indisi i¢in

m; € M olmak iizere Rm; altmodiillerinin extended altmodiilii /m; bigimindedir.

Lemma 6.2.2. [6] Bir degismeli R halkast iizerinde M = Rm| + Rmy + ... + Rmy,
bir sonlu iiretilmis modiil olsun. R deki her I ideali ve her i indisi icin

Im; = Rm; NIM olsun. O zaman M extended altmodiiller iizerinde artan zincir
(ACC), [ azalan zincir (DCC) ] sartini saglamast icin gerek ve yeter kosul her Rm;

extended altmodiiller iizerinde sirastyla ACC, DCC sartlarimin saglanmasidir.

Ispat: M, extended altmodiiller iizerinde ACC sartin1 saglasn.
i =1 i¢in ispat yapilirsa, digerleri benzer sekilde ispatlanir. Simdi Rm; nin

extended alt modiillerinin
Im <bLhm <..<..

artan zincirini goz 6iiniine alalim.

Buradan Anng(Rm;/Iim;) < Anng(Rm;/ILhm;) < Anng(Rm;/lm;)... R nin
ideallerinin artan zincirini elde ederiz.

Fakat her Anng(Rm /I;m;) = I; + Anng(m, ) bulunur. Buradan

(I +Anng(m))M < (I +Anng(m;))M < ..., M nin extended altmodiillerinin artan

zincirini elde ederiz. Kabulden her n > s i¢in (I, +Anng(m;))M = (I;+Anng(m;))
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olacak sekilde bir s pozitif tamsayis1 vardir. Boylece

I,mi = RmNI,M
< RmyN (I, +Anng(m)))M
= Rm;N(I;+Anng(my))M
= (I;+Anng(my))m
= Iim
Simdi tersine her Rm; extended altmodiilleri iizerinde ACC sart1 saglansin. M nin

extended altmodiillerinin

IM<LM<..<..
artan zincirini disiinelim. Bui=1,2,....k i¢in
Rm;NnIiM < Rm;NLM < ...

artan zinicirini verir.

Fakat her 1 <i <k vehern > 1i¢in Rm; NI,M = I,m; dir. Kabulden her 1 <i <k
ve her n > s i¢in I,m; = I;m; olacak sekilde bir s tam sayis1 vardir. Buradan

s=max { s1,82,...,5; } alalim. O zaman her n > s i¢in I,m; = I;m; bulunur. Buradan

her n > s icin
ILM = ILm+1Limy+ ...+ L,my

= Imy+Imy+ ...+ I;my

= IM

Boylece M, ACC kosulunu saglar. O

Teorem 6.2.3. [6] R bir degismeli halka olmak tizere M = Rm| + Rmy + ... + Rmy,
bir sonlu tiretilmis modiil olsun. Eger R nin her I ideali ve her i icin Im; = Rm; N1,
ve M, extended altmodiilleri tizerinde ACC (DCC) sartint sagliyor ise o zaman M
bir Noether (Artin) modiildiir ve béylece R /AnngM Noether (Artin) halkadur.
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Ispat: Noether durumunu ispat edersek, benzer sekilde Artin durumu iginde de
ispat yapilir. Hipotezden ve Lemma[6.2.2]ile M deki her Rm; extended altmodiiller
ACC sartin1 saglar.

Rm; = R/Anngm;

R-modiil olarak izomorf oldugu i¢in Rm; Noetherdir. Buradan Rm; @ ... @ Rmy,

Noetherdir.
f: Rm&..&Rmp — Rmy+ ...+ Rmy
flrmy, .. rmg) —  (rmyp+ ...+ rmy)

ri € R olmak iizere fonksiyonunu tanimlayalim. Burada f bir epimorfizmadir.
Boylece 0 — Kerf — Rm; & ... ® Rmy — M — 0 kisa tam dizisini elde ederiz.
Buradan M, Noether olur. Simdi r € R olmak iizere
g: R— Rm®..DRmy
g(r)=" (rmy,...,rmy)
doniigiimiinii tanimlayalim. Buradan g bir R-homomorfizmadir. Kerg = AnngM
dir. Boylece R/AnngM, Rm; @ ... ® Rmy nimn bir altmodiilii olarak goriilebilir.
Buradan Rm| @ ... ® Rmy Noether oldugundan R/AnngM Noetherdir. d

6.3. Sonlu Uretecli Modiiller icin Torsion (Torsion Free) Modiil

Uygulamalar

Tanmm 6.3.1. [2] R birimli, degismeli bir halka ve § bir kiime olmak iizere M
bir R-modiil ve 1 : § — M kiime doniisiimii olsun. Herhangi bir R-modiil N ve
f 1S — N kiime doniisiimii i¢in fo1 = f olacak sekilde bir tek f : M — N, R-modiil
homomorfizmasi varsa, M ye S iiretecleri iizerinde free R-modiil ad1 verilir. M de

1(S) nin elemanlari, M i¢in bir R-bazdir.

Onerme 6.3.2. [2, Proposition 1.0.1] S iiretecleri iizerinde eger bir free R-modiil

varsa bu izomorfizma farkiyla tek tiirliidiir.
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Onerme 6.3.3. [2, Proposition 1.0.2] 1 : S — M iiretecler iizerinde bir free R-modiil
M, 1(S) ile iiretilir. Bunun anlami 1(S) yi iceren M nin R-altmodiilii sadece M nin

kendisidir.

Onerme 6.34. [2, Proposition 1.0.3] M, 1 : S — M iiretecler iizerinde bir free
R-modiil olsun. O zaman biitiin rs katsayilar: 0 olan Z rsi(s) = 0 egitligi vardr.
ses

Burada ry € R sonlu ¢oklukta sifirdan farkli katsayilardwr. Yani 1(S) nin elemanlart

lineer bagumsizdur.

Onerme 6.3.5. [2, Proposition 1.0.4] 1 : S — M icin C, S iiretecleri iizerinde
serbest (free) modiil olmak iizere f : B — C R-modiil homomorfizmast olsun. O
zaman fol = l¢ ve B = Kerf & J(C) olacak sekilde J(C) bir J : C — B modiil

homomorfizmast vardur.

Onerme 6.3.6. [2, Proposition 2.0.3] R bir tamlik bélgesi ve T (M), R-modiil M

nin torsion altmodiilii olsun. O zaman M /T (M) torsion freedir.

Tanmm 6.3.7. [2] Bir R-modiil M icin Z‘le~ = M olacak sekilde M nin sonlu

14
coklukta my, ...,m, elemanlar1 varsa M ye sonlu iireteclidir denir.

Onerme 6.3.8. [2, Proposition 2.0.4] R bir tamlik bolgesi olsun. Sonlu iiretecli
R-modiil M verilsin. O zaman M nin bir F maksimal free altmodiilii vardir (Tek

tiirlii olmak zorunda degildir.) ve M/ F torsion modiildiir.

Teorem 6.3.9. [2] R bir esas ideal bolgesi olsun. Bir R esas ideal bolgesi iizerinde
sonlu iiretecli torsion free M modiilii freedir.

ispat: X, M nin bir iiretec kiimesi olsun. Bir onceki énermeden F, 1 : S — M free
icerim doniigiimii ile {iretilen bir altmodiil olmak {izere S, X in bir maksimal alt
kiimesi olsun. X in xi,...,x, elemanlari S de olmasin ve M/F torsion oldugundan
her x; i¢in r;x; € F olacak sekilde 0 # r; € R dur.

Simdi r = Hr,- olsun. Bu carpim sonludur ve R esas ideal bolgesi oldugundan

sifirdan farklidur, Boylece rM < F dir. F, free oldugundan rM en fazla |S]
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tiretecleri iizerinde freedir. M torsion free oldugundan m — r.m doniigiimiiniin M

deki ¢ekirdegi sifirdir ve boylece M = rM dir. Yani M freedir. a

Sonug 6.3.10. [2] R bir esas ideal bolgesi ve M, R iizerinde sonlu iiretilmis bir
modiil olsun. F bir free modiil ve T(M), M nin torsion altmodiilii ise ozaman
M=T(M)&F dir.

Ispat: Onceki onermeden M /T (M) torsion free modiiliin, free modiil oldugunu
gorditk. M/T (M) sonlu iiretilmis olur. ¢ : M/T (M) — M doniisiimiinii verir ve
boylece M =T (M) & o(M/T(M)) olur. O

Sonu¢ 6.3.11. [2] Bir R esas ideal bolgesi iizerinde sonlu iiretilmis bir M
modiiliintin bir N altmodiilii sonlu iiretilmistir.

Ispat: Hipotezden F, F — M &rten doniisiimii ile sonlu iiretilmis bir free modiil
olsun. Buradan N nin ters goriintiisii, /' de sonlu ¢okluktaki iiretecleri iizerinde
bir free modiiliin altmodiiliidiir. Boylece N nin sonlu iireteci vardir. Buradan

doniisiimiin sonlu iiretecligi korumasiyla N sonlu iirete¢li olmus olur. O
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