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OZET

Bu tezde G grubunun dingin altgruplarim ele aldik. Gerc¢ekten dingin altgruplar
grup teorisinin cesitli boliimlerinde 6zel bir arastirma konusu olarak ortaya cikar.

“Dingin altgrup” terimi Kegel tarafindan bulunmustur.

G bir grup, H < G olmak iizere V g € Gicin [H:Hn H*] < «» ise H ya dingin
altgrup denir. Acik olarak her normal altgrup ve her sonlu altgrup dingindir.

Dolayisiyla dingin altgrup kavram normal altgrup kavraminin bir genellemesidir.

Bu calisma yedi béliimden olusmaktadir. ikinci boliim, sonraki béliimlerde
kullanacagimz baz1 tamm ve teoremleri kapsamaktadir. Uciincii boliimde dingin
altgruplarin temel ozellikleri ve 6rnekleri elde edilmistir. Dordiincii boliim akranhk
ozelligi ve baz1 gozlemler tartisilmistir. Besinci boliimde alterne gruplarin ve Lie tipi
basit gruplarin involisyonlarinin merkezleyenleri incelenmistir. Son olarak altinci
boliimde dingin altgruplarin FC-etkisi, dingin altgruplarda radikaller ve basit

gruplarda dingin altgruplar ayrintih olarak incelenmistir.
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ABSTRACT

In the present thesis, we consider inert subgroupsof a group G. In fact, inert
subgroups appear in various section of group theory arouses a natural desire to
maket hem a subject of especial research. The term “inert subgroup’ was coined by

Kegel.

A subgroup H of a group G is called an inert subgroup of G, if [H: Hn H*] < « for

all g € G . It is clear that every normal subgroup and every finite subgroup are
inert. Consequently, the notion of inert subgroup generalizes the notion of normal

subgroup.

The present study consists of seven chapters. The second chapter includes definitions
and theorems which we use in further chapters. In the third chapter, we obtain basic
properties and examples of inert subgroups. In the fourth chapter, we discuss the
commensurable property and some observations. In the fifth chapter, we investigate
the centralizer of involutions in alternating groups and simple groups of Lie type.
Finally, in the sixth chapter, we discuss the FC-efect of inert subgroups, radicals in

inert subgroups and inert subgroups in simple groups in detail.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

viii

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisalmalar, aciklamalar ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler

Aut(G)

Alt (Q)
Cc(N)

detf

G/H

G\H

|G|

G’

[G:H]
GL(V), SL(V)

GL(n, F) , SL(n,F)

H< G

H< G

H<<G

H=K

Imo

Ker ¢

M@m,F)

Stab (o) veya G,
Sym(Q) veya S
Supp (x)

<Xx>

Aciklama

G nin otomorfizmalarinin grubu
Alterne grup

N nin G i¢indeki merkezleyeni
B matrisinin determinanti

G nin H ile boliim grubu

G de olup H da olmayan elemanlarin kiimesi

G kiimesinin kardinali

[G,G]

H 1n G icindeki indeksi

V  vektor uzaymmda  singiiler  olmayan

transformasyonlarin grubu

lineer

F cismi iizerinde derecesi n olan genel lineer grup ve 6zel

lineer grup
H, G nin altgrubudur

H, G nin normal altgrubudur

H, G de altnormaldir

H ile K izomorftur

¢ doniistimiiniin goriintii kiimesi

¢ doniisiimiiniin cekirdegi

F cismi {izerinde nxn tipindeki matrislerin grubu

G altinda o nin dengeleyeni
Q iizerinde simetrik grup
Supp (x)={0€ Q:a” ¥a, xe G}

x tarafindan tiretilen devirli grup



Simge

[x,y ]
[X,)Y]

Z(G)

Aciklama

x ile y nin komiitatorii
<[x,y]:xe X ve yeY>
G grubunun merkezi

G altinda o nin yoriingesi



1.GIRIS

A ve B, G nin iki altgrubu olmak iizere A N B altgrubu , A da ve B de sonlu indeksli ise
A ve B altgruplarina akrandir denir. Eger A altgrubu G de kendi eslenigi ile akran ise , A
altgrubu G de dingindir denir. “Dingin altgrup” kavramu ilk kez O. H. Kegel tarafindan

verilmistir.

Acik olarak bir grubun her normal altgrubu dingindir. Boylece dingin altgrup kavrami
normal altgrup kavramimin bir genellemesidir. Ayrica bir grubun sonlu her altgrubu ve

dingin bir altgrubuyla akran olan her altgrubu dingindir.

Dingin altgruplarin daha ilging bir 6rnegi , SL(n,Q) grubunda SL(n,Z) altgrubu tarafindan
verilir. SL(n,Q) nun i¢ine SL(n,Z) nin gomiilmesinin kendine has bir 6zelligi , SL(n,Q)
nun tamlamasi bir lokal tikiz tamamen baglantisiz grup olarak bir topolojik yapi ile
bahsedilen SL(n,Q) i¢in aritmetik gruplar teorisinde kullanilir. Bu durum dingin altgrup

kavramu ile yakin iliskilidir. Aslinda lokal tikiz bir gruptaki her acik altgrup dingindir.

Dingin altgruplarin oldukc¢a genel bir 6rnegi de, Aut I" deki lokal sonlu graph 1n keyfi bir
node unun dengeleyeni tarafindan verilir. Sayilabilir lokal sonlu gruplar icinde dingin
altgruplar yapilandirmak igin bir genel metot 6nerilebilir [1]. Ozel olarak, sonlu basit
gruplarin simiflandirilmas: amaciyla , sonsuz residually sonlu dingin altgrup icermeyen,

sonlu lokal sayilabilir gruplarin tam tanimi tamamlanmistir (Teorem1.2, Teorem5.13) [1].

Gergekten dingin altgruplar grup teorisinin ¢esitli boliimlerinde 6zel bir arastirma konusu
ortaya ¢ikar. Bu caligma biitiin gruplarin normal yapisi ve dingin altgruplarda normal
altgruplarin yapisinin arasindaki iliskinin ¢alisilmasi icin yapilmistir. Basit gruplarda
dingin altgruplarin yapisim1 calismak ve asagidaki temel teoremleri ispatlamak icin bu

dogrultuda elde edilmis sonuglara bagvuracagiz.

Asagidaki teoremlerin ispatlart caligmamizda Teorem 6.1.2., Teorem 6.1.3., Teorem

6.1.4., Teorem 6.1.5. ve Teorem 6.1.6. da detayl olarak a¢iklanmustir.

(1) Basit bir gruptaki her dingin altgrup ya bir FC-gruba ya da bir FC-radikale sahiptir.



(i1) H, G basit grubunda dingin bir altgrup olsun ve asikar olmayan normal periyodik grup

icersin. O zaman H nin komiitator grubu periyodiktir.

(iii) H, G basit grubunda dingin bir altgrup olsun ve asikar olmayan lokal sonlu normal

altgrup igersin. O zaman H nin komiitatdr grubu lokal sonludur.

(iv) H, G basit grubunda dingin altgrup ve H nin lokal nilpotent radikali F(H) , 1 den

farkli olsun. O zaman

(1) H/ F(H) bir FC- gruptur.

(2) Eger H, FC-grup degilse o zaman ya F(H) torsiyonsuz gruptur ya da F(H) nin
periyodik radikali bir p asali i¢in p-gruptur.

Bu calismada her ne kadar kullanilan sonuglar lokal sonlu gruplarda calisilan dingin
altgruplar icin elde edildi ise de lineer gruplarda dingin altgruplarin yapisina

dayandirilmis bazi sonuclar1 gostermek miimkiindiir.

(v) H, basit bir lineer grupta sonsuz 6z dingin altgrup olsun. O zaman,

(1) H altgrubunun FC-radikali agikardir.

(2) H nin asikar olmayan normal periyodik altgrubu yoktur.

(3) H nin lokal ¢oziilebilir radikali asikardir.



2. BAZI HAZIRLIK TANIM VE SONUCLARI

2.1. Tamim

G bir grup ve N <G olsun. Egerher g€ Gven € Nigin g'ng € Nise o zaman N ye

G nin bir normal altgrubu denir ve N < G seklinde gosterilir.

2.2. Tamim

G bir grup ve G nin (e) ve G den baska normal altgrubu yoksa G ye basit grup denir.
2.3. Tamim

Abeliyan normal altgrubu olmayan gruba abeliyan olmayan basit grup denir.

2.4. Tamim
G bir grup, x,y € Golsun. x* = y'xy elemamna x in y ile eslenigi (konjugesi) denir.

X ve Y, G nin bostan farkli alt kiimeleri olsun. G nin, X in Y ile eslenigi olan altgrubu

XY = <xy :xe X ve ye Y> olarak tanimlanr.
2.5. Tanim

G bir grup ve X,,X,,....,x, € G olsun. [x,,x,]=x;'x}'x,x, elemanna x, ile x, nin

komiitatorii denir. Genel olarak n = 2 agirlikli basit komiitator indiiksiyon yardimiyla

[X, Xy X, 1= [X,X500 X, 4] 5%, ]

seklinde tanimlanir.



X, ve X, G nin bostan farkl iki altkiimesi olsun. X, ve X, nin komiitator altgrubu

[x,,X,]=<[x,X,]: X, € X, vex, € X, > olarak tamimlanur.

Ozel olarak X, = X, = G ise [G,G]=G' komiitator grubuna G nin derived altgrubu

denir.

Daha genel olarak X, = (X, ) ve n = 2 igin [X,, X, X, 1= [X,,X,0 X, 1 5 X, ]
dir.

Eger G = G' ise G ye bir miikemmel (perfect) grup denir.
2.6. Tanim

G bir grup, a € G olmak iizere C,(a)={xe G:xa=ax} kiimesine a elemammn G

icindeki merkezleyeni denir. C(a), G nin altgrubudur.

7Z(G) = {z e G:Yxe G igin zx = xz} altgrubuna G nin merkezi denir.

2.7. Tammm

G bir grup ve Q bostan farkli bir kiime olsun.
Kabul edelim ki;

GxQ-> Q

(x,oc) - o

bir fonksiyon olsun. Eger ;
(1) 1 € G nin birimi o' = a,

Q) Vx,ye Gigina™ = (@),



oluyorsa, Q iizerinde G nin etkisi veya G, Q iizerine etki eder denir.Eger bir grup bir

kiime tizerine etki ediyorsa kiimenin bostan farkli oldugu kabul edilir.
2.8. Tanim

G bir grup, S bostan farkli bir kiime olsun. G, S izerine etki etsin.

VxeS igcin G, = {ge G:x* = x} kiimesine x in dengeleyeni denir.

Vx,x'eS i¢in x'=gx=>x'~x seklinde tanimli bagint1 S de bir denklik bagintisidir. Bu

bagintiya gore x in denklik simiflarimin kiimesi x = {Xg 1ge G} kiimesine G nin bir

yoriingesi denir.
2.9. Tanim

G grubu Q kiimesi iizerine etki etsin ve I' € Q olsun. Eger her x € Gig¢in " =T ise I'
kiimesine Q kiimesinin G-invaryant alt kiimesi denir. Kisaca I" nin G-invaryant olmasi

icin gerek ve yeter kosul I" nin, G nin yoriingelerinin birlesimi olmasidir.
2.10. Tanim

G bir grup olsun ve bir Q kiimesi iizerine etki etsin. Eger G altinda Q nin bir tek
yoriingesi varsa bu etkiye Q iizerinde gecislidir ( transitive ) denir. Yani Voe Q i¢in

0° = Q dir. Baska bir ifadeyle V a,pe Q icin o =p"* olacak sekilde x € G vardur.

2.1. Teorem

Kabul edelim ki bir G grubu Q kiimesi iizerine etki etsin ve x,y € G, o, € Q olsun. O
zaman;
() a® ve B¢ yaesit yada ayriktir. Boylece ikiser ikiser ayrik olan biitiin yoriingelerin

birlesimi Q y1 verir.



(ii) G nin G, dengeleyeni G nin bir altgrubudur ve B = a” ise G, = x"'Gx dir. Bundan
baska 0* =0’ & G x=G_y dir.

(iii) Yoriinge — Dengeleyen Ozelligi: a € Q icinla®l1G |=1G|dir.
Ispat
(i) Varsayalim ki a° n B¢ # @ olsun. O zaman ,

Vpe a®nBS=pea® ve pep®

:>pG=aG ve PG=BG

olur. Dolayisiyla ya a®np°® =@ dir ya da a°=p° dir. Ayrica V o € Q icin

a=a'€ a® dir. O halde Q = UaG dir.

acQ

(ii) G, grubunun G nin bir altgrubu oldugunu gosterelim.

leGoa'=a=>1e G, ={x:a" =a}> B * G, G

dir.x,y € G, ise a* =0 ve a’ = a olur.

@ =a>@) =a

1

-1 -
>a” =a’

dir. Buradan



-1 -1 -1 _
oV =)’ =o' =a>xy'eG,

olur. O zaman, G, <G dir.

Eger B =a" ise 0 zaman,

ye GBQBY :B

<)’ =a”

oo =of
-1 1
c>(xxyx — axx
-1
@axyx — a

oldugundan G, = x"'G x dir.

Simdide o* =a” ©G_x =G,y oldugunu gosterelim.

-1

o =a’ea” =a
oxy'e G,
<G, xy' =G,

<G x=G)y

olur ve ispat tamamlanir.

(iii) G, min G igindeki sag kosetlerinin bir tam kiimesi A olsun. A ={ G x : x € G}

seklinde tanimhidir.



o: a®—> A

a* - G x

fonksiyonunu tanimlayabiliriz. Ciinkii, o =a’ olmasi icin gerek ve yeter kosul

xy' € G, olmasidir. Bu yiizden ¢ fonksiyonu iyi tanimli ve birebirdir.. ¢ fonksiyonu
tammmindan dolay1 6rtendir. O halde la®l =1 A | = IG: G| dir. Lagrange den dolay1

IGI=IG: G,11G,loldugundan |G =1a°11G | olur. Eger |G I < » isela®l/IG | dir.

2.11. Tanmim

a bir G grubunun otomorfizmasi olsun. Eger g =g ise g ye G nin bir sabit noktast

denir.

Ci;(a)={ge G:g" =g} olsun. Eger C(a) =11ise a ya sabit noktasizdir denir.

H <<AutG olmak iizere eger H nin asikar olmayan her elemani sabit noktasiz ise H ya

sabit noktasizdir denir.

2.12. Tanmim

G bir grup, g € G olsun. g" =e¢ olacak sekilde en kiiciik n dogal sayisina g elemaninin

mertebesi denir ve | g | veya O(g) ile gosterilir. Eger g" = e olacak sekilde n dogal sayisi

yoksa | gl = « yazilir.

2.13. Tanim

G bir grup ve p bir asal say1 olsun. Her g € G icin g =1 olacak sekilde bir n*0

tamsayisi varsa, baska bir deyisle G nin her elemaninin mertebesi p nin bir kuvveti ise o



zaman G ye bir p-grubu denir. Bir elemanter abeliyan grup GF(p) iizerinde bir vektor

uzay1 gozii ile bakilabilir.

2.14. Tanmim

G bir degismeli grup olsun. Her x € G igin x” =1 ise o zaman G ye elemanter abeliyan
p-grup denir. Bir elemanter abeliyan p-gruba GF(p) ilizerinde bir vektor uzay1 gozii ile

bakilabilir.

p asal sayr olmak iizere mertebesi p" olan bir G elemanter abeliyan grup, n tane p

mertebeli devirli grubun direkt carpimi seklindedir.

2.15. Tanim

G bir grup, X, G nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. G nin X i iceren biitiin

altgruplarinin arakesitine X tarafindan iiretilen altgrup denir ve <X> ile gosterilir.

<X>=<aj, a, ..., a> ( 3 € G ) altgrubuna ay, a,, ..., a, elemanlan tarafindan iiretilen

sonlu iiretecli altgrup denir.

2.16. Tamim

Sonlu iiretecli her altgrubu sonlu olan gruplara lokal sonlu grup denir.

2.17. Tanmim

G bir grup olsun. Eger S = {I1=G,,G,,...,G, =G} , G nin altgruplarinin bir dizisi ve

G, <G, 1=0,1,...,n-1)1se S ye G nin bir serisi denir ve

1=G,<G,«..<G, =G
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seklinde gosterilir. G,,, /G, bolim gruplarina serinin faktérleri ve G, gruplarina serinin

terimleri denir. Eger S nin biitiin terimleri farkli ise n ye serinin uzunlugu denir.
2.18. Tanim
G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun. Eger G nin

H=H, <H,  <..<H, <H, =G

olacak sekilde H,,H,,....H, altgruplar varsa H, G de altnormaldir denir ve H << G

veya H sn G ile gosterilir. H dan G ye bu sekilde uzanan serilerin en kisasinin uzunluguna

H nin G icindeki altnormallik indeksi denir ve s(G:H) ile gosterilir.
2.19. Tanim

G bir grup olsun. 1=G;, <G, <..<4G,; =G serisi i¢in G, <G (oc < B) ve her
a < B icin G,,,/G, < ZI(G/G,) ise bu seriye G nin artan merke serisi denir. Eger G

nin sonlu artan merkez serisi varsa G ye nilpotent grup denir. G nin sonlu artan merkez

serilerinin en kisasinin uzunluguna G nin nilpotentlik sinifi denir.
2.20. Tanim

G bir grup olsun. G nin 1=G, <G, <...<G, =G ve G,,,/G, ler abeliyan olacak
sekilde bir serisi varsa G ye ¢oziilebilir grup denir. Eger G abeliyan ise 1= G, <G, =G ve
G/G, G abeliyan oldugundan G ¢oziilebilirdir. Dolayisiyla her abeliyan grup

coziilebilirdir.

G coziilebilir bir grupsa G deki en kisa abeliyan serinin uzunluguna G nin ¢oziilebilirlik
uzunlugu denir. Cozilebilirlik uzunlugu en fazla 1 olan gruplar sadece abeliyan

gruplardir.



11

G bir grup olsun. 1=G, <G, <..<G, =G normal serisi, Oyle ki
(G,,,/G,) < Z(G/G,) ise bu seriye G nin merkez serisi denir. G nin merkez serisi varsa

G ye nilpotent grup denir. Her nilpotent grup coziilebilirdir.
2.21. Tanim

Q bostan farkli bir kiime olsun. Q nin elemanlarin1 nokta olarak kabul edecegiz. Q2 nin
bire bir orten bir fonksiyonuna Q nmin bir permutasyonu denir.  mnin biitiin

permutasyonlarinin kiimesi fonksiyonlarin bileske islemine gore bir gruptur. Buna Q

iizerinde simetrik grup denir ve Sym(Q ) ya da S® ile gosterilir.

n pozitif bir tamsay1 ve Q = {1, 2, ..., n} oldugunda 6zel olarak Sym(Q ) simetrik grubu

Sy ile gosterilir. Simetrik grubun altgrubuna permutasyon grubu denir.
2.22. Tanim

G bir grup, N< G ve H G nin G = HN olacak sekilde bir altgrubu ve HNn N =1 olsun. Bu
durumda G, N ve H nin yar direkt carpimidir ve G=HX N veya G=NX Hile gosterilir.

2.23. Tanim

G bir grup ve {1} # H # G olmak iizere H G nin altgrubu olsun. Eger her g € G\H i¢in
Hn H® = {1} ise H ya G nin bir Frobenius altgrubu denir.Eger G bir Frobenius altgrup

H iceriyor ise G ye bir Frobenius grup veya kisaca F-grup denir.

G bir Q={1,2,...,n},n =3 kiimesi iizerinde bir permutasyon grubu olsun. G, Q

tizerinde transitif ve G nin birim elemandan farkli her permutasyonu Q nin en fazla bir
noktasini sabit birakiyorsa G ye Frobenius permutasyon grubu veya kisaca FP-grup

denir. G bir FP-grup ise ayn1 zamanda bir F-gruptur.
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2.2. Teorem (Frobenius Teoremi)

G bir F-grup, H, G nin coziilebilir bir altgrubu olsun. O zaman N=G\U (H\{1})®

2 G
olsun.O zaman N, G nin bir normal altgrubudur. Ozel olarak G = NH ve Nn H = {1} dir.
Buradaki N normal bolenine Frobenius cekirdegi (F-cekirdek) ve H altgrubuna da

Frobenius komplementi (F-komplement) denir [2].
2.24. Tanim

G bir grup, H G nin altgrubu olsun. H < G ve H < K <G i¢in K = G ise H ye G nin bir

maksimal altgrubu denir.
2.25. Tanim

G bir grup, H G nin asikar olmayan bir altgrubu olsun. Eger H nin asikar olmayan

altgrubu yoksa H ya G nin bir minimal altgrubu denir.
2.26. Tanim

Eger bir grubun her elemaninin mertebesi sonlu ise gruba torsiyon (periyodik) grup denir.
Eger bir grubun birimden bagka hicbir elemaninin mertebesi sonlu degilse o zaman gruba

torsiyonsuz (torsion-free) grup denir.
2.27. Tanim

G bir grup olsun. Her x € G ve her pozitif n tamsayisi icin

n

X=Yy

olacak sekilde bir y € G varsa G ye bir koklii (radicable) grup denir.

G bir toplamsal grup olsun. Her x € G ve her pozitif n tamsayisi i¢gin
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X =ny
olacak sekilde bir y € G varsa G ye bir boliimlii (divisible) grup denir

2.28. Tanim

ce) =1,¢f,=c,,i= 1,2,3,...> seklinde tanimli G grubuna lokal devirli p-grubu

i+l

G=<c,

1

veya priifer p-grup veya C e« tipinde bir grup denir.
C, tipinde bir grup, bir sonsuz p-grubudur ve her 6z alt grubu devirli bir p-gruptur.

2.29. Tanim

Elemanlar1 gruplardan olusan ve asagidaki ozellikleri saglayan bir X sinifina grup teorik

swmif veya grup swnifi denir.

(1) G, =G e xise G, € Xdir.

(i1) X asikar grup icerir.
2.30. Tanim

X grup teorik sinif olsun. Eger bir G grubunun her sonlu altkiimesi G nin bir X -altgrubu

tarafindan iceriliyorsa G ye LX -grup denir.
2.31. Tanim

X ve Yiki grup smifi olsun. Eger G bir grup ve N < Giken N e Xve G\N € 7 ise o

zaman G grubuna X tipindeki bir grubun Ytipindeki bir gruba geniglemesi denir.
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2.32. Tanim

G bir grup olsun. Eger G minimum sartin1 saglayan bir abeliyan grubun sonlu genislemesi

ise o zaman G ye bir Chernikov grup denir.

Minimum sartin1 saglayan bir abeliyan grup sonlu sayida C o« tipindeki gruplarin direkt
carpimina izomorf oldugundan, bir Chernikov grup, sonlu sayida C e« tipindeki

gruplarin  direkt carpimina izomorf bir altgrubunun sonlu genislemesi seklinde

tanimlanabilir.

2.33. Tanim

G bir grup ve X bir grup simfi olsun. Her 1# ye G i¢cin y&Ayve G/ Ay € X olacak
sekilde Ay < G var ise G ye bir residually X -grubu denir.

2.34. Tanim

F bir cisim, n sabit bir dogal say1 olsun. Matris ¢arpimi operasyonuna gore nxn tipindeki
singiiler olmayan biitiin matrislerin kiimesi bir gruptur. Bu gruba F iizerinde derecesi n

olan genel lineer grup denir ve GL(n,F) ile gosterilir.

GL(n,F) de determinanti 1 olan biitiin matrislerin kiimesi GL(n,F) nin bir altgrubudur. Bu

gruba ozel lineer grup denir ve SL(n,F) ile gosterilir.

Eger F elemanlarimin bir sonlu cismi ise F = Fy i¢cin GL(n,Fy) ve SL(n,F,) notasyonlar1

yerine GL(n,q) ve SL(n,q) kullanilir.

GL(n,F)/Z(GL(n,F)) béliim grubuna projective genel lineer grup denir ve PGL(n,F) ile
gosterilir. Benzer sekilde SL(n,F)/Z(SL(n,F)) béliim grubuna da projective ézel lineer
grup denir ve PSL(n,F) ile gosterilir.
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2.35. Tanim

Fbir cisim ve a,,a,,a,,...,a, € F olmak lizere

px)=a x"+a, x""+..+a,x+a,

seklindeki bir ifadeye katsayilar1 F de olan bir polinom denir. Buradaki a,,a,,a,,...,a,
elemanlarina polinomun katsayilari, a, elemanina polinomun bas katsayist denir. Eger

a, =1 ise o zaman p(x) polinomuna monik polinom denir.

2.36. Tanim

A € M(n,F) olsun. Buna gore m(A) = 0 olacak sekildeki en kiiciik dereceli monik

polinoma A matrisinin minimal polinomu denir ve m(x) seklinde gosterilir.
2.37. Tanim
Esas kosegeni iizerindeki biitiin elemanlar1 esit ve esas kosegen {iistiindeki ilk kosegen

tizerindeki elemanlar1 1 ve diger tiim elemanlar1 O olan bir kare matrise Jordan bloku

denir. Boylece bir Jordan bloku

A1 0 .. 0
0Ox1 ..0
J=[0 0 A .. O
0 0 0 ... A

seklinde bir kare matristir.

Eger A, nxn tipinde bir genel matris ise, o zaman J, ler Jordan bloklar1 olmak iizere
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L0 0
0'A0 I, 0
0 0 ]

olacak sekilde tekil olmayan bir Q matrisi bulunabilir. Bu matris Jordan kanonik formu

olarak adlandirilir.
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3. DINGIN ALTGRUPLAR
3.1. Dingin Altgruplarm Baz1 Ornekleri

3.1.1. Tanim

G bir grup, H < G olmak iizere V g € G igin [H :Hn Hg] < « ise H ya dingin altgrup

denir.

G den ve G nin sonlu altgruplarindan farkli olan dingin altgruplara 6zdingin altgrup denir.

G nin her sonlu altgrubu, her normal altgrubu ve G nin kendisi G de dingin altgruptur.
Simdi 6zdingin altgruplara bazi 6rnekler verelim:

3.1.1. Ornek

G = GL(n,Q) olmak iizere S = SL(n,Z) G de dingindir.

T € S olmak iizere, [Ty , (i,j) inci girisi [T;Iy = { K; :K; =T;(modN) } olan nxn

tipindeki matrisi gostersin ve S = {Te S:[Tly =[Ily} olsun.
Bu 6rnegi ispatlamadan 6nce asagidaki lemmalar inceleyelim.
3.1.1. Lemma
be Z" olsun.

¢:S=SL(n,Q)—~ SL(n,Z,)

a - [al,

doniisiimii bir epimorfizmadir. Bundan baska S / Ker ¢ sonludur.
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Ispat

a =[al, olsun.

¢ doniisiimii 1yi tanimlidir;

a,be Sicina =b=Vi,jicina, =b, >Vi,jicina, =b. >a=b
1 1 1 1

¢ doniisiimii homomorfizmadir;

a,be Sicin @p(ab) = ab=ab= o(a)o(b)

¢ doniistimii ortendir;

Gergekten verilen herhangi bir a_ij € SL(n,Z,)i¢in bir a;e S vardir dyle ki o(a;) = a_ij

dir.Ayrica

Kergp ={ae S:q(a) =1}
={ae S:a; =3;(modb)}
={ae S:a=1 (modb)}
:Sb

oldugundan, 1. izomorfizma teoreminden S/S, = SL(n,Z,) elde ederiz. Z, sonlu

oldugundan SL (n, Z, ) sonludur ve buradan [S:S,] <« oldugu elde edilir.

3.1.2. Lemma

Be M(n,Z) oyle ki detfp=b=*0 olsun. Negatif olmayan her N tamsayis1 icin
Sw SB'SBN PSP dir.
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Ispat

S =SL(n,Z) ve G = GL(n,Q) ve B'=bp" olsun. O zaman

B'=bp" =b detp adj(B) = bb™adj(B) = adj(B) € M(n, Z) dir.

Eger T =1, (modNb)ise ozaman

B'TP = B'B(modNb)
= bB'B(modNb)
= bl, (modNb)

Boylece bB'TP = bl, (modNb) oldugundan B'TB =1_(modNb) dir. Bundan dolay1
B'TRBe M(n,Z) olur.

Te Sy, olsun. O zaman T =1 (modNb) vedet(BTB") =1 oldugundan B'TRe S, dir.
Boylece Te BS B dir.

Diger taraftan B'=p'b= detp adj(B)b = adj(B)b"'b = adj(B)e M(n,Z) dir. Eger

T =1, (mod Nb) ise o zaman

PTP"'=PP" (modNb)
= BB 'b(modNb)
=] _b(modNb)

Boylece BTB'b =1, b(modNb) oldugundan BTR" =1 (modNb) olup BTB" € M(n,Z)

olur.
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Te S,, olsun. O zaman T =1_(modNb) vedet(BTB") =1 oldugundan BTR"'e S dir
ve boylece Te B'S.p dir.

Te BS B ve Te B'S B oldugundan Te BS B NP 'SP elde edilir.

Ornek 3.1.1 in ispat1

Simdi S nin G de dingin oldugunu gosterelim;

ae GL(n,Q) olsun. O zaman ce QvefPe GL(n,Z) i¢in a =cP seklinde yazabiliriz.

Buradan aSa”' =BSB™" elde ederiz.

Gergekten; a € S olmak iizere
1
aao’ = (cB)a(cP)"’ = cha(_B") = pap" = Pap’ < BSp’

dir. Bu durumda oaa™ € BSB™ dir. Tersine olarak, de S olmak iizere eger pdp™ € BSP™

ise
1 € 1 Lo, 1 1
Bdp~ = ZBaB = CBd(EB )=o0da” € aSa

olur. Bundan dolay1 aSa™ = BSB™" elde edilir. Simdi N = 1 ve b = det(p ) alahm. Bu

durumda
S, S B'SBNBSB'SSNBSB' =Sn aSa™
ve boylece S, € Sn aSa™ dir.

Lemma 3.1.1 den [S:S,]<~ oldugundan [S:Sn aSa']<» dur. Boylece
S=SL(n,Z) G=GL(1n,Q) de dingindir.
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3.1.2. Tanim

G, sonlu Q kiimesi iizerinde bir permutasyon grubu olsun. Eger G nin Q iizerindeki
etkisi gecisli ve G nin her 6z altgrubunun biitiin yoriingeleri sonlu ise G ye barely

transitive grup denir.
Barely transitive permutasyon kavramini ilk defa Hartley takdim etmistir [3].
3.1.3. Lemma

Bir G sonsuz grubunun sadik barely transitive grup olarak gosterilebilmesi i¢in gerek ve

yeter kosul G grubunun ﬂH" ={1} ve G nin her 6z altgrubu icin [K:KnH]<w

xe G

olacak sekilde bir H altgrubuna sahip olmasidir.
Ispat

H 1n G icindeki kosetlerinin kiimesi S olsun. S = {xH : x € G} dir.

Vge G, xHe S i¢in

GxS—-> S
(g,xH)- gxH

olmak iizere,
(1) 1e Gigin IxH =xH ve
(i) Vg ke G, xHe S icin (gk)xH =g(k(xH)) oldugundan G, S iizerine soldan

carpma seklinde etki eder.

¢:G - Sym(S)
g~ o(g)

ve ¢(g)e Sym(S) olmak iizere
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o(g):S—~> S
xH - (xH)* = gxH

olsun.

ge Kerp oo(g) = I
< gxH =xH
o x'gxeH
& ge xHx™

© Vxe Gigin ge xHx

Bundan dolayr Kergp = ﬂx'le dir. Kerp =1 oldugundan ﬂx'IHx =1 dir. G barely

xe G xe G
transitive oldugundan ¥ K<G igin |a*| sonludur. O halde |a*|=[K:K,]<e dur. G, ,

a nin G deki nokta dengeleyeni olsun.

xe G,NnK & xeG, AN xeK
© o' =a A xeK

< xe K,

Dolayisiyla, G,nK = K, dir. O halde [K:HNnK]=[K:G NK]=[K:K_ <=

saglanir.
3.1.2. Ornek ( Barely Transitive Grup )

G, Q kiimesi iizerinde lokal sonlu barely transitive permutasyon grubu ve H bir nokta
dengeleyeni olsun. Lemma 3.1.3 ten G nin her K 6z alt grubu i¢cin Kn H arakesiti K da

sonlu indekse sahiptir.

Ozel olarak verilen her ge Gicin He' grubu G nin bir 6z altgrubudur.Gercekten H® =G

olsun. O zaman
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g'Hg=G=>H=gGg'>H =G dir.

Bu ise H nokta dengeleyeninin 6z olmasiyla ¢gelisir. Buradan [Hg'l :H® n H] < dur.

gile eslenigini alirsak [H: HN H®] <« dur. Boylece H, G de dingin altgruptur.
3.1.3. Tamim

G bir grup, X ve Y G nin iki altgrubu olsun. Eger [X: XN Y]<» ve [Y:XNnY]<w

ise X ve Y akrandir denir.
3.1.4. Lemma

G bir grup, H G nin altgrubu olsun. H nin G de dingin altgrup olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul V x,ye Gicin H* ve H” nin akran olmasidir.
Ispat

Once H, G de dingin altgrup olsun. O zaman [H:Hn H™ ]<w dur Boylece x ile
eslenigini alirsak [H* :H* N H”] <~ elde edilir. Benzer olarak [H:HN ny'l]<oo
dur.y ile eslenigini alirsak [Hy :H’n HX]< « elde edilir. Boylece H” ile H* akrandir.
Tersine olarak eger Vx,ye Gicin H"ileH” akran ise [H* :H* N H’]<«~ ve

[HY :H'nH*] < dur.

Ozel olarak x = 1 alinirsa Vye Gigin [H :Hn Hy]< o elde edilir. Boylece H, G de

dingindir.
3.1.3. Ornek (Agik Tikiz Altgruplar)

G topolojik grup uzay1 olsun. (G bir topolojik uzay, grup islemi ve ters islem siireklidir ).
H acik tikiz altgrubu G de dingindir.
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Ispat

H acik oldugundan Vge GicinH® =¢g'Hg acikir ve  HNH® <H dir. H nin
tikizhigindan X, G de H nm sol transversali bir tam kiimesi olmak iizere

H= Uxi (Hn H?®) acik ortiisii sonlu alt ortitye sahiptir. Boylece bir n € N vardir dyle

x;eX

ki H=|Jx,(Hn H?) dir.0 halde [H: Hn H:]< = dur.

i=1
3.1.4. Ornek (Lokal sonlu graph)

I' graph1 EC VXV olmak iizere V (kose) ve E (kenar) kiimelerinin (V;E) ikilileridir.
Bir (a,B) € E kenart o y1ya birlestirir ve B , o ya bitisiktir (komsudur) denir. o nin
derecesi o ya bitisik olan koselerin sayisidir. Eger o ve B, bir I' graph min iki

kosesiyse, adan B ya giden direkt yolun uzunlugu olan d, d+1 kosenin bir listesidir;
o= 0,,0,,0,,.,0, =B OylekiVi=1,2,...,d i¢in (ai_l,ai)e E dir.

I' = (V,E) baglantili lokal sonlu graph ( yani her kosesinin derecesi sonlu ) olsun. Eger

bir G grubunu

G=Au(T")={ge Sym(V):(a,b)e E=(g(a),g(b)) € E }
olarak alirsak Vae Vigin Stab,(a) = G, G de dingindir.
Ispat

Vxe Gi¢in[G, :G,Nn G ]<» oldugunu gostermeliyiz. Teorem 2.1 den G} =G,

dir. G, ,, =G, diyelim. Va,be Vigcin G, ve G nin akran oldugunu gostermek

x(a) a

yeterlidir.



25

Iki kose arasindaki uzakhigi a dan b ye en kisa yol olarak tanimlayalim ve bunu d(a,b) ile

gosterelim. Simdi 6 =d(a,b) <« olsun. I' baglantili lokal sonlu graph oldugundan

C(a,0)={ ve V:d(a,v)= 0} sonludur.

G, altinda b nin yoriingesi G, (b) ={g(b):g(b)e G,} olup bir g(b) € G,(b) icin
otomorfizma uzakliklart korudugundan o =d(a,b)=d(a,g(b)) dir. O halde g(b)
C(a,d) dir. Buradan G, (b) < C(a,d) dir. Bundan dolay1 | G, (b) | < C(a,d)| ve C(a,d)

sonlu oldugundan |G, (b) I<» dur.Aym zamanda (G,), ={ge G, :g(b)=b} =G, NG,

dir. O halde |G,(b)|=lG,:(G,),]=1G,:G,nG,J<» dur. Boylece G, veG,

akrandir.
3.1.5. Ornek (Tamamen ilkel Olmayan Gruplar)

G, Q lizerine gecisli etki eden bir permutasyon grubu olsun. A, Q nin bostan farkli bir
altkiimesi olsun. Eger V g€ Gigin g(A) = A veya g(A)N A =@ ise A ya G-blok denir.
Bundan bagka her ¥ € Q sonlu kiimesi i¢in X y1 kapsayan bir A sonlu G-blogu varsa G

ye tamamen ilkel olmayan grup denir.

Eger G, Q iizerinde tamamen ilkel olmayan grup ise  da herhangi bir noktanin

dengeleyeni G de dingindir.
Ispat

G,, x 1in G de dengeleyeni olsun. G, ={ geG:g(x)=x } dir

X

Vge GveVxe Qicin G =G,,, oldugundan herhangi bir o,f€ Q icin G, ve G

g(x
nin  akran  oldugunu  gostermek  yeterlidir. G,Nn G, =(G,);, oldugundan
[G, :(G,)g] <= olmasi i¢in gerek ve yeter sart G, ya gore B min yoriingesinin sonlu

olmasidir. Yani 1(G,); I<® olmasidir. Tam ilkel olmayan grubun tanimina gore bir

sonlu A blogu vardir, oyle ki {a,f} S Adir. Vge G, icin a =g(a) dir.
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A blok ve Vge G, icin g(a) = a € g(A)N A oldugundan g(A) =A dir. O zaman B
nn G, ya gore yoriingesi sonludur, yani B ={g(B):ge G,}SA ve A sonlu
oldugundan B l<e dur. Boylece [G, (G, pl=1G,:G,NGy]<» dur. Buradan G,

ile G, akrandir. Bu durumda [G, :G, N G,"]<« olup G, G de dingindir.
3.1.6. Ornek (Lokal Sonlu Gruplar)

G, sayilabilir lokal sonlu grup olsun. O zaman, G = UGi olacak sekilde G, <G, <...

i=1
sonlu altgruplarim1 bulabiliriz. Eger N, <G, ise o zaman N:= <Ni lie I> G de
dingindir.

Ispat

g € Golsun. O zaman bir i € Tigin g € G; dir. Bdylece her j = ii¢in g € G; dir. Eger
her j = i igin N, <G, ise N® =N, dir. $imdi, L := (N 1j =i} ve K = (N, Ik <i)
olsun. Oncelikle 6nce N = <L, K> oldugunu gosterelim. G sayilabilir ve lokal sonlu ve
biitin N, lar sonlu oldugundan K = <Nk Ik<i> = <N1,N2,...,Ni_l> sonlu buluruz.
Simdi k<i ve L<N oldugunu gosterelim. Gergekten k < i ve her j = i icin x € G;
verildiginde N; <G; oldugundan N} = N; dir. Bu durumda her x € Nigin L* = L dir.
Buradan L < N dir. Bu durumda N = <L, K> oldugu agiktir. K sonlu oldugundan [N : L]
sonludur. Her j= i i¢in N7 =N, <N*® oldugundan, L <NN N® ve bu nedenle

[N:Nn N£]< [N,L]<» dur. Dolayistyla N, G de dingindir.

Asagidaki teoremi kullanarak ornek verelim:
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3.1.4. Teorem

G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun. O zaman her g € G icin [H: Hn H®*] < 2
olmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin dyle bir normal N altgrubu vardir ki; ya

()H <Nve [N:H] < 2 dir

veya,

()N <Hve [H:N] <2 dir. [4]
3.1.7. Ornek

V, p elemanli cismin {izerinde olabildigince genis (muhtemelen sonsuz) boyutlu bir vektor
uzayl ve A, V nin yeterince biiyiik otomorfizmalarinin bir grubu olsun 6yle ki; A altinda
H 1n yoriingelerinin V deki kesisimi genis boyuta sahiptir. Son olarak G, V tizerindeki A

nin hareketinden elde edilen yar1 direkt ¢arpim olsun. Bu durumda H, V de dingindir.
Ispat

V=27 xZ x..xZ x..=Dr_(Z,)" alalm.

L:V>V

e - ej

ke {1,j}
e~ ¢

Cx ™ &
otomorfizmasini tanimlayalim.

H =< B \{ ¢, }> oldugunu kabul edebiliriz. V = <e,> x H oldugu agtktr. Hn H" nin V
de 2 boyutlu oldugunu elde ederiz. Buradan [H: Hn H" | = p dir. Simdi A = <Lil lie N>

ve G =VX| A alalim. Buradan [H:HN H*]=[H:Hn H*] <~ dur. V abeliyandir, o

halde H" = H® dir. O halde H, G de dingindir.
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3.2. Dingin Altgruplarmn Ozellikleri

3.2.1. Tanim

G bir grup, g € G olsun. g nin G de sonlu sayida eslenigi varsa g elemanma FC-elemani

denir. Yani g bir FC- elemani ise [G : C;(g)] < « dur.

G nin tim FC-elemanlarinin olusturdugu altgruba G nin FC-merkezi denir. Eger grubun
kendisi FC-merkezine esit ise bu gruba FC-grubu denir. Yani G, FC-grubu ise G deki
biitiin elemanlarin eslenik siniflar1 sonlu olmalidir.

3.2.2. Tamim

Eger G nin her altgrubu G de dingin ise G ye tamamen dingin grup (TIN-grup) denir.
3.2.1. Ornek

Her FC-grubu bir TIN-gruptur.

Ispat

G bir FC-grubu olsun. O zaman G nin herhangi bir H altgrubu ve herhangi bir x € G i¢in
[H:HNnH ] < oldugunu  gostermeliyiz. G  bir FC-grubu  oldugundan
Vxe Gicin[G:C;(x)] <o dur. H ile arakesitini alirsak [HN G:HN C (x)] <« olur.

H, G nin altgrubu oldugundan HNn G = H dur.

Ayrica Hn C, (x) = Cy;(x) tir. Gergekten

Vhe Hn C,(x)eohe Hvehe C;(x)

oshe Hveh™ =h
<he Cy(x)
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oldugundan HN C;(x) = C,(x) tir.

Ohalde Vxe Gicin[H: C; (x)] <

Simdi C,;(x) =< Hn H* oldugunu gosterelim. C,,(x) < H oldugu agiktir.

he C,(x)olsun<hx = xh
ox(hx)x! =x(xh)x™
oxhx"'x)xx" = x(xhx™")
& (xhx™)x = x(xhx™)
oh* ' x = xh*
oh® e C,(x) <H

<he (C,(x))" <H

Buradan C,(x) <HnH" ve Vxe Gigin[H: C,; (x)] < oldugundan

[H:HNn H*] < dur. O halde H, G de dingindir.

Yukarida verilen Ornekten de anlasilacagi gibi TIN-grup FC-gruplarinin  bir
genellemesidir. Boylece her FC-grubu bir TIN-gruptur ancak bunun tersi dogru degildir.

Simdi FC-grup olmayan ancak TIN- grup olan bir grup drnegi verelim.
3.2.2. Ornek
A sonsuz abeliyan 2'-grubu olsun.

t:A-> A

-1
X - X

doniisiimii A nin mertebesi 2 olan sabit noktasiz bir otomorfizmasidir. Gergekten eger;
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t -1 2
X=X=2>x =x=>x"=1

dir. Fakat A, 2’ grup oldugundan A min disinda mertebesi 2 olan elemani yoktur.

Dolayisiyla x=1 dir. Yani t, sabit noktasizdir.

G = A Xl<t> yan direkt ¢carpim grubunu alalim.
(i) G, FC-grubu degildir.
(i1) G, TIN-gruptur.

Ispat
(i) Co)={ ge G:g' =g }

Iddia ediyoruz ki C(t) = (t) dir. g€ C,(t)olsun. O zaman bir x € A icin g = xt dir ve
g € C,(t) oldugundan g' = g dir. Boylece ( xt )' = xt dir. Fakat o zaman x't = xt ve
bdylece x”= 1 dir. Fakat A bir sonsuz abeliyan 2'-grup oldugundan x = 1 dir ve bdylece
g = xt =t oldugundan C(t) = (t) dir. Bu durumda [G: Cs; (0] =[ G: <t>] sonsuzdur.
O halde G FC-grup degildir.

(i1) H, G nin herhangi bir altgrubu olsun. H in G de dingin oldugunu gostermeliyiz.
[H:Hn Al=|HA/A| <|G/A| < » dir. iddia ediyoruz ki; Hn A <G dir. Gergekten

HN A < A ve A abeliyan oldugundan hera€ A (HN A)*= HN A dir. Herx € An A

ve at € G icin t A nin involisyon otomorfizmasi oldugundan
x*=x'=x"'e Hn A

dir. Boylece HN A G de normaldir. Bundan bagka V g € Gicin (HNA)®* = HNA <

H® ve Hn A < H dir. Boylece Hn A < Hn H?® dir. Bundan dolay1 [H: Hn H*] <
[H: Hn A ] < «» ve boylece G bir TIN-gruptur.
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3.2.1.Gozlem

Yukaridaki 6rnekte G sonlu bir FC-grubudur. Yani A < G, A bir FC-grubu ve G /A

sonludur.

Her sonlu FC-grubunun bir TIN-grup oldugu diisiiniilebilir ancak asagidaki érnek bunun

dogru olmadigim gosterir.
3.2.3. Ornek

A sonsuz abeliyan grup ve t, G nin mertebesi 2 olan otomorfizmasi  ve
A=<a,>x<a,'>x<a,>x<a, >X... olmak iizere G = A X|<t> olsun. O halde [G : A]=2

ve boylece A abeliyan grup oldugundan G sonlu bir FC-grubudur.

C = <a,> x <a,> X... olsun. Buradan C' = <a,'> x <a,'> x...dir. O zaman

Cn C'=1 dir. Bundan dolay:1 [C: C n C'] sonsuzdur. Boylece C, G de dingin degildir.
3.2.1. Lemma

Iki dingin grubun arakesiti de bir dingin gruptur.

Ispat

H ve K, G de dingin gruplar olsun. O halde V g € G i¢in [H:Hn Hg]<oo ve
[K:KnK:]< » dur. Buradan [HNK:KnHNH:] < » ve [HNK:KnHnK#]<w
elde ederiz. O zaman [HNK:(KnHNHH)N (KN HNK®)|<o dur. Boylece

[Hn K :(Hn K)n (HN K)2| < © olur. O halde HN K G de dingindir.

3.2.2. Lemma

H G de dingin grup ve K < G olsun. O zaman Hn K, K da dingindir.
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Ispat

H, G de dingin oldugundan verilen herhangi bir k € K i¢in [H :Hn Hk] < o olur.
HNnK nn K da dingin oldugunu gostermek icin herhangi bir k € K icin

[Hn K:(Hn K)n (HN K)*] < » oldugunu gostermeliyiz.

Hn H'NnK=Hn H*nKn K* = HNK)n( H*n K*)=HNK) n (Hn K)* oldugu
g6z oniine alinirsa [HN K : (HNK)n (HNK)*] < « olur. Boylece HN K , K da

dingindir.
3.2.3. Lemma

H, G nin dingin altgrubu, K H nin sonlu indeksli bir altgrubu ise K, G nin dingin
altgrubudur.

Ispat

H, G de dingin oldugundan V ge Gigin [H :Hn Hg]< o ve K H nin sonlu indeksli
altgrubu oldugundan [H:K] <« dur. O zaman VY ge Gicin [K :Kn Kg]< « oldugunu

gostermeliyiz.

H G nin dingin altgrubu oldugundan V ge Gigin [H :HN Hg]< o dur. g ile eslenigini
alirsak [H® : H® n ng] <o olur. H ile arakesitini alirsak [Hn H® :Hn H® n ng] <o
dur. O zaman [H:HNH!NHE] = [H:HNH:][HNH: :HNH:NH ]<» dur
[H:Hn H®n ng] nin K ile arakesiti alimirsa [KNH:KnHN H®N ng] <o dur.
g ile eslenigini alirsak [K*®:K®*n H®*n H® NnH]<= olur. Ayrica [H : K] sonlu
oldugundan [H®*:K®]<w ve Dboylece [H®*:K®*nH®n He n ng] <o =
[He:K¢][KE:KENHENHE N HE J<~ veburadan [H® :KENHENHE NHE [ <o

dur. H ile arakesitini alirsak [HnN H®* :Hn K®n H®*n H® n Hga] <x ve boylece
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[H:HNnKENnHENHE NHE J<w=[H:Hn H:][HN H: :Hn K¢ n HEn HE 0 HEY

<x veburadan [H:HnN Kgananang3]<oo dur.

Ayrica  [H:K] <o ve [H:HNH!NK!NH®NH']<w oldugundan

[H:HNH:NKNKENHE N HE | < dur.

Boylece HNn H®*n Kn K*n H® nHY < KnK? oldugundan [H :Kn Kg]< « olur.

Buradan V ge Gigin [K:KnKt]<» dur. Ohalde K, G de dingindir.

3.2.4. Lemma

H G nin dingin altgrubu, K < Hve [K:H] < » olsun. Bu durumda K, G de dingindir.
Ispat

H, G de dingin oldugundan Vge Gigin [H :Hn H® ] < olur.

Vge Gigin [K :KnK*® ] < o oldugunu gostermeliyiz.

[K:Hl<» veVee Gicin[H:HNnH:]<» oldugundan [K:H][H:HnH!] =
[K:HNH®]<» dur. Ayrica H < K oldugundan Hn H® < Kn K® dir.
Boylece [K:KNnK®*]< [K:HNH®]<x olur. Buradan [K:KNnK®]< « dur. O
halde K, G de dingindir.

3.2.5. Lemma

Eger X, G nin dingin altgrubu ve Y < G olmak iizere X ile Y akran ise, Y G nin dingin

altgrubudur.
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Ispat

g € G olsun. Hipotezden X G nin dingin altgrubu oldugundan [X : XN X# ] <o dur. X
ile Y akran oldugundan [X:XnY]<eo ve [Y:XnYl<ew  dur

Vge Gigin [Y :YNY® ] < oldugunu gostermek istiyoruz.

[X : XN Xg]< o ise Y ile arakesitini alirsak [Xn Y:XNnYnN Xg]< o dur. Ayrica

[Y:XnY]<w [Y:XnYIXNnY:XnYnXE]<w =

oldugundan

[Y:XnYnX:]<o dur

[X:Xn Y]<w ise gile eslenigini alirsak [Xg :XfNnY® ]<oo ve X ile arakesitini alirsak
XN X :XNXENYE] <o dur.  Fakat [X:XN X< oldugundan
[X:XNXE[XNXE:XNXENY?E] = [X:XnX:nY:]<w dur Y ile arakesitini
alirsak [YnX:YanXgan]<oo dur. [Y:XNnY]< ve
[YNX:YNXNXENY:]<wo oldugundan [Y:XnY] [YnX:YnXnXenYe] =
[Y:YnXnX:nY:]<o dur. Fakat YNnXnX:nY® <YNnY® oldugundan

Vge Gigin [Y :YNY® ] <o olur. O halde Y, G nin dingin altgrubudur.
3.2.3. Tamim

G bir grup olsun. Her 1#ge Gigingée N, ve [G:N,] <= olacak sekilde N, <G

normal altgrubu varsa G ye residually sonlu grup denir.
3.2.6. Lemma
(i) Eger H, G de sonsuz basit dingin grup ise H < G dir.

(i1) Eger G basit grup ve H, G nin 6z dingin altgrubu ise H residually sonlu gruptur.
(111) Eger H, G nin dingin altgrubu ve N < G ise HN, G de dingindir.
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Ispat

(i) H dingin oldugundan V ge Gigin [H :Hn Hg]: n <o dur. K = Hn H®* diyelim. K
nin H deki kosetlerinin kiimesi S = {Kx,Kx,,...,Kx } olsun. H, S ye sag carpim olarak

etki eder.

Vxe Hicing,_: S-S
Kx, - Kx,x

doniigiimii bire bir ve ortendir. Gergekten;

0, (Kx;) =0, (Kx;) ©Kx;x =Kx;x ©Kx; = Kx;

oldugundan ¢, birebirdir ve VKx,xe S i¢cin Kx, e S oldugundan ¢, Ortendir.

Dolayisiyla ¢, € Sym(S) dir. O halde

¢: H- Sym(S)=Sym(n)

X=> @,
olarak tanimlanan bir homomorfizma vardir. Gergekten;

Vx,ye Hicino(xy)=¢,, , ©¢,: S—> S s 9,0 S-S
Kx, - Kx;x Kx, - Kx,y

9., (Kx;) = Kx;(xy) = (Kx;x)y = ¢, (9 )(KX;)

Bu her Kx; € S i¢in dogru oldugundan o¢(xy)= Py dir. Boylece ® homomorfizma
oldugundan Kerg <H dir. O halde H basit grup oldugundan Ker = {1} veya Kergp = H

dir ve Keroe = ﬂ(Hn Hg)X < Hn H® dir. Eger n > 1 ise Kero < Hn H® < H dir. By

xe H

durumda Kerg < H oldugundan Kerg = {1} dir. Buradan H, Sym(n) in bir altgrubuna
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izomorftur. Bu da H 1n mertebesinin sonsuz olmastyla celisir. O halde n = 1 dir. O halde

Vge Gigin [H:Hn Hg]=n<oo dir. Boylece H < G dir.

(11) ﬂHg <G oldugunu biliyoruz. Ancak G basit oldugundan ﬂHg =1 dir. O halde

geG 2 G
her h € H icin 6yle bir g € G vardir, 6yle ki h ¢ Hn H* dir. H dingin oldugundan
[H :HnN Hg]< o dur. O zaman H da normal bir N, altgrubu vardir, dyle ki
N, <HNH®, [H:N,]<~ dur. hg HNnN® = N, oldugundan h ¢ N, dir. O halde

H residually sonlu gruptur.

(iii) H, G de dingin, N < G olsun. Ve Gigin [HN:HNN (HN):]<« oldugunu

gostermeliyiz. N < G oldugundan
(HN)® = ¢'"HNg = ¢'Hg ¢'Ng = H*N

dir. Ayrica H, G de dingin oldugundan V ge Gigin [H:HN H®*] <« dur. O halde bir

M < H bulunabilir 6yle ki M <HN H# ve [H: M] < « dur. Boylece;

[HN:HNn (HN)®]=[HN: HNn HEN]
<[HN:MNn MN]
=[HN : MN]
= [HMN : MN]
=[H:Hn MN]
=[H:M(Hn N)]
<[H:M]<»

olur. Boylece [HN : HNn (HN)¢ | < dur. O halde HN, G de dingindir.
3.2.7. Lemma

Dingin bir altgrubun homomortfik goriintiisii de dingindir.
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Ispat

H,G de dingin altgrup, N < G olsun. V gN € G/N igin

[HN/N : (HN/N)n (HN/N)® J< « oldugunu géstermeliyiz.

[HN/N : (HN/N)n (HN/N)® 1= [HN/N : (HN/N)n (HEN/N)] < [HN/N : HNn HEN/N]
= [HN : (HN)n (H*N)] < ( Lemma 3.2.6 (iii) den )

Boylece [HN/N : (HN/N)n (HN/N)® < dur.

3.2.8. Lemma

Bir TIN-grubun homomorfik goriintiisii de bir TIN-gruptur.
Ispat

G, tamamen dingin grup ve N, G nin normal altgrubu ve K < G olsun.
[G/N:K/N]=[G:K] dir. Gercekten K=K/N <G/N =G ve Y ={x,K:x, € G}
olsun. O halde |Z| =[G/N: K/N] dir. Boylece I' = {x,K: x, € G} olarak tanimlarsak o

zaman | =[G : K] dur.

o: ¥ -»>T

Xili(—> x; K

seklinde tanimlanan doniisiim 1yi tanimli ve bire birdir. Gosterelim;

>
A~

K,y KeX icinx,,y,eG=x,y,€GN=>xN,yNeG

>
A~

=y, K ©x;N(K/N) = y,N(K/N)

i

<y, 'x,N(K/N) = K/N
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oy, 'x,Ne K/N
<:>yi’lxi e K

oy, 'x, K=K

ox.K=yK

sa(x, K) = a(y, K)

oldugundan o doniigiimii birebirdir ve iyi tanimhdir. Simdi de o doniisiimiiniin Orten

oldugunu gosterelim.

x,KeTise x,e G ve x,;Ne G/N, (x,;N)K/Ne T ve a(x,K)=x,N dir.

Boylece o doniisimii birebir ve orten oldugundan |I| = [X| dir. O halde
[G/N:K/N]=[G:K] dir. Lemma 327 den dolayi VgNe G/N igin

[K/N: (K/N)n (K/N)N ] < dur,

Ayrica (K/N)N =Ke/N  ve (K/N)n(K/N)® = (KnK®)/N oldugundan

[K/N:(K#/N)n (K/N)] <[K/N:(KnK?)/N]=[K:KnK]<w» olur.
3.2.9. Lemma

G basit TIN-grup olsun. Asagidakiler saglanir:
(1) G de birimden farkli her x ve y elemani i¢in C (x) ile C;(y) akrandir.

(i1) G de birimden farkl x torsiyon elemani i¢in C (x) sonludur.
Ispat

(i) 1 # x € G olsun. O zaman N ={ye G:[C;(x):Ci(x)N CG(y)]<oo}<1G dir.

Gergekten;
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y,.y,€ N olsun. O zaman [Co(x):Co(x)NC(y))]<» ve
[Co(x):Co(x)NCy(y,)] <o dir. Ayrica Cg;(y,)N Cy(y,) <C,(y,y,) oldugundan
[Co(X):Cu(x)N Cy(y,y,)] <o dir. Boylece y,y, € N dir. Ayrica C;(y) = Co(y™)

oldugundan y € Nicin y ' e N dir. Boylece N, G nin bir altgrubudur.
Simdi de N nin G de normal oldugunu gosterelim.

g € G ve y € N olsun. [Ci(x):C(x)NC;(y)]<x  oldugundan
[Co(x)®:Cr(x)!NCyh(Y)El<® dur. Cs(x) ile arakesitini alirsak;
[Co(x)NCr(x)* :Cu(x)NC(x)2N Ci(y)¥ 1< olur. G bir TIN grup ve dingin bir
grubun her altgrubu dingin oldugundan V ge Gigin[C,(x): Cy;(x)N Cy(x)¥] < dur.
Boylece [Ci;(x):Cq(x)NCu(x)*][C(x)NCi(x)% :Cru(x)NCu(x):N Ci(y)f]<w

oldugundan [C(x):C;(x)N C5(x)* N C(y)*¥] <= dur.

Fakat CoxINCy(x)*NCy(y)* = Co(x)NCy(y)# oldugundan
[Co(x):Cu(x)NCy;(y)¥] <o dur. Ayrica C,(y)® =Cq;(y*®) oldugundan y* € N dir.
Boylece N < G dir. 1 # x € N oldugunu biliyoruz. O halde N asikar degildir. Fakat G
basit oldugundan N = G dir. Boylece V x,y € Gigin C;(x)ile C;(y) akrandir.

(i) 1 # x, G de bir torsiyon eleman oldugundan x € T(G) dir. Boylece T(G) * 1 dir.
K={ab}& T(G) olsun. (1) den dolay1 [C;(x):Ci(a)n Cq(x)] < « ve
[Co(x):Cu(x)N Cy(b)] < o dur. Boylece [C(x):Cy(x) N Ci(@a)n Ci(b)] <
oldugundan [C,(x):C;(x) N C;(K)] < « dur. Bu C;(K) nin sonsuz oldugunu

gosterir.

y € C,;(K) olsun. O zaman K< C;(y) bir FC-gruptur. Dietzman Lemma dan

<K>=<K“® > sonludur [2]. O halde <K> sonlu oldugundan Ixy'| < « dur. Boylece
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T(G) <G dir. Ayricat € T(G)icinlt|=n olsun. O zaman V g € Gicin|g'tg|=n dir.
Boylece T(G) < G dir.

M={ m,,m,,..m,_ }, T(G) nin sonlu bir altkiimesi olsun. Ispatin ilk kismina benzer
olarak <M> sonlu bulunur. Fakat G basit , T(G) ¥ 1 ve T(G) < G oldugundan T(G) =G
dir. Boylece G lokal sonludur. Fakat lokal sonlu basit TIN-grup olmadigindan bu bir
celiskidir. O halde kabuliimiiz yanlhs olup |C (x) | sonludur.
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4. AKRANLIK OZELLIiGi

H ve K bir G grubunun altgruplari olsun. Eger [ H: HN K] < ve [ K: HN K [ < =

ise H ve K ya akrandir denir.

Eger H, G de tiim eslenikleri ile akran ise H, G de dingindir.

4.1. Tanim

Eger G nin birimden farkli herhangi iki altgrubu akran ise G grubuna akranlik ozelligini

saglar denir.

Eger G akranlik 6zelligini sagliyorsa tamamen dingin gruptur.

4.1. Lemma

Eger G akranlik Ozelligini sagliyorsa G nin herhangi bir homomorfik goriintiisii de

akranlik 6zelligini saglar.

Ispat

G akranlik ozelliklerini saglasin. N <G, Hile K, G nin akran altgruplarn olsun. G/N
nin K/N ve H/N altgruplarinin da akran oldugunu gosterelim.

[K/N:K/Nn H/N] < [K/N:(KnH)/N]=[K:Kn H] <=

ve

[H/N:K/NnH/N] < [H/N:(KnH)/N]=[H:KnH] <=

olur.
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4.2. Lemma

Akranlik 6zelligini saglayan her grup sayilabilirdir.

Ispat

G akranhk ozelligini saglayan bir grup, x, € G olsun. G = <x,> ise G sayilabilirdir.

Kabul edelim ki <x,> < G olsun. O zaman x, € G\<x,> vardir. Akranlik 6zelliginden

[<X,,X, ><X, >]<o dur. Eger G = <X,,Xx,> ise G sayilabilirdir. Kabul edelim ki
<X,,X,> < G olsun. O zaman x,e€ G\<X,,Xx,> vardir. Yine akranlik ozelliginden

[<X[,X,,X; >< X,,X, >][<X,X, >< X, >]=[<X,,X,,X; >< X, >] <~ olur. Benzer

olarak devam edilirse [U< Xy X; >0 <X, >]<o olmast beklenirdi ancak
i=1

[U< X,,...,X; >:< X, >] sonsuzdur. Dolayisiyla U< X5 X; > = G dir. O halde G

i=1 i=1

sayilabilirdir.

4.3. Lemma (P. Hall - Kulatilaka)

Her sonsuz lokal sonlu grup, sonsuz abeliyan altgruba sahiptir [5].
4.2. Tanim

Eger G nin asikar olmayan, sonlu iiretecli her altgrubunun sonlu indeksli bir 6z altgrubu

varsa G grubuna lokal dereceli grup denir.
4.4. Lemma

G asikar olmayan torsiyon elemani igeren lokal dereceli grup olsun. G nin birimden farkli

herhangi iki 6z altgrubu akran ise G lokal sonludur.
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Ispat

X, G nin sonlu mertebeli asikar olmayan elemani olsun. < x > = G ise G sonludur. O halde
< X > < G olsun. H, G nin herhangi bir 6z altgrubu olsun. O zaman hipotezden H ve < x >
akran oldugundan [H:H n < x >| <« dur. Fakat < x > sonlu oldugundan H sonludur.

Buradan G nin her 6z altgrubu sonludur.

Y G nin sonlu iiretecli altgrubu olsun. Lokal dereceli olma 6zelliginden Y, sonlu indeksli
oz altgrup icerir. Yani Y nin Syle bir M altgrubu vardir ki [Y :M]<«» dur. Fakat M

sonlu oldugundan Y sonludur. Buradan G lokal sonludur.

Eger bir grubun torsiyon eleman1 yoksa bu grup lokal sonlu olmak zorunda degildir.
Tamsayilar kiimesini géz Oniine alalim. Z nin herhangi iki 6z altgrubu akrandir ve Z lokal

derecelidir ancak lokal sonlu degildir.

4.5. Lemma

G, 1#x torsiyon elemanini iceren lokal dereceli grup olsun. O zaman G nin birimden
farkli herhangi iki 6z altgrubunun akran olmasi i¢in gerek ve yeter sart bir p asali icin G

nin C o grubuna izomorfik olmasidir.

Ispat

Kabul edelim ki G, bir p asali igin C o ile izomorfik olsun. G nin her 6z altgrubu sonlu

oldugundan herhangi iki 6z altgrubu akrandir.

Karsit olarak x , G nin sonlu mertebeli eleman1 olsun. G nin herhangi bir 6z altgrubu H
icin hipotezden H ile < x > akran oldugundan [H: H N <x>] < « dur. H N <x > sonlu
oldugundan H sonludur. Boylece G nin her 6z altgrubu sonludur. Lemma 4.4 dan G lokal
sonludur. Hall — Kulatilaka teoreminden her lokal sonlu grup sonsuz abeliyan altgrup

icerir. Eger G nin sonsuz abeliyan 0z altgrup olsaydi, her 6z altgrup sonlu oldugundan bu
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bir ¢eliski olurdu. Dolayisiyla bu altgrup G ye esittir. O halde G abeliyandir. Bu durumda

G yi G, maksimal p altgruplarinin direkt carpimi olarak yazabiliriz.

Eger G nin elemanlarinin mertebesini sonsuz sayida asal bolerse, o zaman G bir sonsuz 6z
altgrubunu elde edilir. Ancak G nin biitiin 6z altgruplar1 sonlu oldugundan sadece sonlu
sayida asal G grubunun elemanlarinin mertebesini boler. Her bir 6z altgrup sonlu oldugu
stirece G nin elemanlarinin mertebesini sadece bir p asali bolebilir. Buradan G abeliyan p

gruptur.

¢ doniistimiinii

0:G - G,

X - x°

olarak tanimlayalim. Eger G® 06z altgrup ise GP sonludur. Eger Ker¢ < G ise
G/Kerp=G" ve Ker¢ sonlu oldugundan G sonlu olur. Bu G nin sonsuz olmasi ile
celisir. O halde Ker¢ = G dir. Bu durumda G sonsuz elemanter abeliyan p gruptur.
Buradan Ker¢ =1 dir. Bu durumda G® = G dir ve G divisible abeliyan p gruptur. O halde
Gz= C, » dur.

4.1. Teorem (Pontryagin)

G sayilabilir torsiyonsuz abeliyan grup olsun. O zaman G nin serbest abeliyan olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul sonlu rankl1 her altgrubunun serbest abeliyan olmasidir.

Ispat

Farz edelim ki G, abeliyan olmasin ancak tiim altgruplar1 sonlu rankli olsun. { g;, g, ..} G
nin iireteclerinin sayilabilir kiimesi ve sonlu G, G deki tiim mx €< g, > olacak sekildeki

x lerden meydana gelsin. Acik¢a G in ranki 1 dir, boylece hipotezden sonsuz devirlidir.
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O halde G/G, torsiyonsuz ve sayilabilirdir. Ustelik bu grubun sonlu rankh altgruplari
serbest abeliyandir. Gergekten H/G, bir altgrup ise H sonlu ranklidir ve buradan serbest
abeliyan ve sonlu iireteglidir. O halde H/G, serbest abeliyandir, sonlu iiretegli ve

torsiyonsuzdur. Sonug olarak G/G, G deki hipotezi saglar.

Ayn1 yolla tiim x + G lerden olusan, Oyle ki baz1 pozitif m ler icin m(x+G;) € <g2 + G1>

olacak sekilde G,/G, tammlamr. Boylece G,/G, sonsuz devirli ve G/G, G deki
hipotezi saglar. Aym yontemle devam edilirse altgruplarin sayilabilir artan zinciri

Gi<Gx<... 6yle ki G,,,/G; sonsuz devirli elde edilebilir. Bu sonsuz kiimenin x,,X,.,...

elemanlarmin G yi Urettiginin kamtidir. Buradan G { x,,X,,... Jde serbest abeliyan

gruptur.
4.2. Teorem

G sonsuz abeliyan grup olsun. Eger G akranlik 6zelligini sagliyorsa G=Z veya G = C »

dur.
fspat

G sonsuz abeliyan grup olsun. D bir divisible grup ve R bir indirgenmis grup olmak iizere
G =D @ R dir [2]. Aym1 zamanda her D divisible grup, Q nun ve bazi p asallar1 i¢in

C,~ un kopyalarinin direkt toplami olarak yazilabilir [2].

1.Durum: Eger G torsiyonsuz grup ise G, C o un herhangi bir kopyasimi icermez.

Boylece divisible kisim Q nun kopyalarmin direkt toplamidir. Ancak akranlik

m
n

ozelliginden dolay1 yalmzca bir kopyaya sahiptir. Diger taraftan; Q, = {
p

:m,ne 7}

igin Q, / Zsonsuz oldugundan [Q :ZNQ,]1>[Q, :Z]=x» olup Q akranhk &zelligini

saglamaz. O zaman G = R indirgenmigstir. Ayrica Lemma 4.2 den G nin sayilabilirdir.
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Simdi G" i goz oniine alalim. G reduced oldugundan G # G" olacak sekilde n vardir.
Lemma 4.1 den akranlik 6zelligini saglayan herhangi bir grubun homomorfik goriintiisii

de akranlik 6zelligini saglar. O zaman G/ G" akranlik 6zelligini saglar. Ayrica bu grubun
torsiyon eleman1 vardir. O zaman G/ G" periyodik abeliyan ve lokal sonlu oldugundan

Lemma 4.5 den G/G" = C,~ elde ederiz. G/ G" sonlu exponentli oldugundan C
sonlu exponentli olmalidir. Ancak C o« sonsuz exponentli oldugundan G/ G" = C,»

olmasiyla ¢elisir. G torsiyonsuz oldugundan G" #1 dir. Boylece G/ G" asikar olmayan
gruptur. H = <X,,X,,...,X,> G nin sonlu iiretecli altgrubu olsun. G torsiyonsuz

oldugundan H=7 ®Z ® ... ® Z dir. Akranlik 6zelliginden dolay1 H = Z dir. O halde G
nin her sonlu iiretecli altgrubu devirlidir. G nin ranki 1 dir. Bu durumda Teorem 4.1 den G

serbest abeliyandir. Bundan dolay1 G = Z dir.

2.Durum: G nin bir torsiyon elemani varsa Lemma 4.5 ten dolay1r G = C « dur.

4.3. Teorem

G sonlu grup, A, G nin abeliyan altgrubu olsun. Eger A, G nin maksimal altgrubu ise G
coziilebilirdir. [6]

4.6. Lemma

G asikar merkezli sonlu grup olsun. Eger A , G nin normal olmayan abeliyan, maksimal
altgrubu ise o zaman G de bir minimal normal elemanter abeliyan p altgrubu N i¢in
G=AN ve An N =1 dir. Ayn1 zamanda A, mertebesi p ile aralarinda asal olan devirli
gruptur. Ustelik G, derived uzunlugu en fazla 2 olan ¢oziilebilir gruptur.

Ispat

A , G nin abeliyan maksimal altgrubu olsun dyle ki A normal olmasin. A , G de normal

olmadigindan Oyle bir x € G\A vardir ki A* # A dir. A, G nin maksimal altgrubu ve
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x¢ A oldugundan < A,x >=Gdir. A* # A ve A maksimal oldugundan < A, A* >=G dir.
Eger w € AN A" ise o zaman < A,A*> < C,(w) dir. Gercekten V a € Aigin, A

abeliyan oldugundan a"'wa = w dir. Boylece A <C(w) dir.

Simdi de ve A® ise v = b" olacak sekilde b € A vardir. Fakat we An A*

oldugundan w = ¢* olacak sekilde c € A vardir.
viwv=(0b")"c*'b* =(b'cb)* =c* =w

dir. Boylece A* <C,(w) dir. O halde <A",A> <C,(w) elde edilir. Fakat <A, A*>
oldugundan C,(w) =G dir. Buradan w € Z(G) = 1 oldugundan w = 1 dir. Boylece

An A" =1 dir. Teorem 2.2 den G bir Frobenius gruptur. Bu da A nin G de Frobenius
complement oldugunu gosterir. Buradan G = AN ve AN N = 1 olacak sekilde N
Frobenius cekirdegi vardir. Frobenius teoreminden , Frobenius ¢ekirdegi G de normal ve
nilpotent altgruptur. Bdylece G/N = AN/N=A/ANN olup A abeliyan oldugundan
G/N ¢oziilebilir, fakat N c¢oziilebilir oldugundan G ¢oziilebilirdir. Coziilebilir G
grubunun minimal normal altgrubu elemanter abeliyan p gruptur. Bundan dolayr N

elemanter abeliyan p gruptur.

Eger G= AM ve 1 # M <N olacak sekilde M normal altgrubu varsa AN M <AN N =1

AM]_ A[N]
IAnM|  |JAnN|

dir.Ustelik |G| = =|A|M| = |A|N| dir. O halde |M|=|N| dir. Buradan

M=N elde edilir. Boylece N G nin normal altgrubudur.

N elemanter abeliyan p grup oldugundan A, mertebesi p nin kuvveti olan bir g elemani
icerir, o zaman H = N<g> bir p gruptur. Sonlu bir p grup nilpotenttir ve nilpotent bir

grubun merkezi trivial olmadigindan Z(H) * 1 dir.

1% xe Z(H) olsun. Eger xe A ise C,(x) =(A,N)=G dir. Bu xe ZG)=I ,

dolayisiyla x = 1 oldugunu gosterir. Ancak x # 1 oldugundan bu imkansizdir. Boylece
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X

x € G\A dir. O halde <g>n <g>X < AN A" =1 dir ancak <g>n <g> = <g> oldugundan

g =1 elde edilir. Boylece ( |A

,p) = 1dir.
Iddia: A devirlidir.

Frobenius teoreminden, eger p > 2 ve devirli veya genellestirilmis quaternion ise
Frobenius complement A nin Sylow p altgruplari devirlidir. Eger p = 2 ise A abeliyan
oldugundan , Sylow altgrup genellestirilmis quaternion grup olamaz [2]. Buradan A nin

tiim Sylow altgruplar1 devirlidir. Bu da A nin devirli oldugunu gosterir.
4.1. Onerme

M lokal sonlu G grubunun maksimal altgrubu olsun. Eger M dingin ve abeliyan ise o

zaman G, ¢oziilebilirlik uzunlugu en fazla 3 olan ¢oziilebilir gruptur.
Ispat

M, G nin maksimal altgrubu oldugundan x € G\M igin <M,x> = G dir. Eger M, G nin
normal altgrubu ise o zaman G/M = <X>M/M = (x)/({x)n M) oldugundan G/M
abeliyan ve boylece [G,G] < M dir. Fakat M abeliyan oldugundan [G,G] abeliyandir.
Buradan G = [G,G] = 1 dir ve G ¢6ziilebilirlik uzunlugu en fazla 2 olan ¢oziilebilir bir

gruptur.

Kabul edelim ki M, G de normal olmasin. M maksimal oldugundan Ng(M) = M dir. O
halde M* # M olacak sekilde bir x € G\M vardir. O zaman <M,Mx> =G dir. Ayrica M
dingin oldugundan [M:MNM*]<x ve [M*":MNM*']<w dur. O zaman
[G:MNM*]=[<M,M* >MnM*]<» dir [7]. G=<M,M"*><N,(MnM")

oldugundan G =N (Mn MX) ve Dboylece MNnM* <G dirr O zaman

M= M/ (M n MX) grubu G= G/ (M n MX) sonlu grubunun abeliyan maksimal
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altgrubudur. Z(G ) yi goz oniine alalim. Eger Z(G ), M tarafindan icerilmez ise M, G
nin maksimal altgrubu oldugundan MZ(G) = G dir. Bir abeliyan grup ile merkezi
genislemesi yine abeliyan oldugundan G = MZ(G) abeliyandir. Béylece G,
coziilebilirlik uzunlugu en fazla 2 olan ¢oziilebilir gruptur. Z(G) nin M tarafindan
icerildigini kabul edebiliriz. O zaman Z(G) = Z(G)'< M?* tir ve bdylece

Z(G)<Mn M™ tir.
Iddia: Z(G )= Mn M ™ tir.

Eger we Mn M*ise, C(w)= <M,M" >=G ve béylece C, (W) = G oldugundan
we Z(G) dir. O halde MANM* € Z(G) dir. Buradan Mn M* = Z(G) dir. Simdi de
Z(G) = 1 oldugunu  gosterelim.  Gercekten eger, a(MNM*) €
M/(Mn M")n M"/(Mn MX) ise 0 zaman Oyle a, € M, m;, € MNM" vardir ki a =
a,m, vedyle a,e M*, m, € MNM" vardirkia= a,m, dir. Ozaman am, = a,m,

ve boylece a, =a,m, m,’ € M"* dir. Fakat a, € M oldugundan a, € MnM"* dir. O

halde a = a,m, € MnM" dir. Béylece a(MnM*)=1 ve MNM* = 1 dir. O zaman

Z(G) = 1 elde edilir. Lemma 4.6 dan G, Frobenius komplementi 1\71, Frobenius
cekirdegi N ve G = M N olan Frobenius gruptur. Bu durumda G ¢oziilebilirdir. G/ N

nin abeliyan oldugundan G’ <N dir. Yani (G/(Mn M*)) <N/(Mn M") dir. O halde
G MnM*) <MnM* oldugundan G" <MnM* dir. Boylece, M abeliyan

oldugundan G =1 dir.
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4.3. Tanim

M, < bagintisina gore kismi sirali bir kiime olsun. Bostan farkli her M, kiimesi en az bir

minimal eleman igeriyorsa, o zaman M ye minimal sartimi saglar denir.
4.2. Ornek

Minimal sartin1 saglayan fakat TIN olmayan bir lokal sonlu G grubu vardir.
Ispat

A sonsuz , minimal sartim1 saglayan lokal sonlu abeliyan grup ve t, mertebesi 2 olan
eleman olsun. T = AxX A" olsun. t, (a,b")" =(b,a") seklinde T iizerine etki etsin. Bu etki

asagidaki yolla diisiiniilebilir.

0:AXA-> AxXA
(a,b) — (b,a)

¢, AxA nm mertebesi 2 olan otomorfizmast olsun. G=(AXA)x < ¢ > olsun. Ax {1}

grubunu diisiinelim. O zaman [AxA S(Ax{IH'n (Ax{l})] sonsuzdur. Boylece AxA,

G de dingin degildir. G grubu minimal sartim1 saglar ve lokal sonludur ancak TIN-grup
degildir.

Ornegin A = C,~ veya herhangi bir Chernikov grup da minimal sartin1 saglar.
4.3. Ornek

V, E, cismi iizerinde sonsuz boyutlu vektor uzayi, T mertebesi p olan sonlu lineer

transformasyon ve G = V | <T> olsun. O zaman ‘G/ V‘ =p ve V, G de maksimal,

abeliyan ve G derived uzunlugu 2 olan ¢oziilebilir gruptur.
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Asagidaki Ornek maksimal altgruplarin  dingin oldugunu, ancak normal olmasi

gerekmedigini gostermektedir.

4.4. Ornek

A, sonsuz abeliyan grup olmak iizere , G = A x Sym(3) olsun. O zaman M, G de normal
olmayan fakat M, G de dingin olmayacak sekilde bir maksimal M altgrubuna sahiptir.
Eger M sonsuz G grubunun maksimal altgrubu ve M G de dingin ise M nin G de normal
olmasia gerek yoktur.

Ispat

M = A x<(1,2) > olsun. M nin G de maksimal ve abeliyan oldugu agiktir. Simdi M nin
G de dingin oldugunu gosterelim. Verilen herhangi bir x € G igin

(Ax < (1,2) >)* = (Ax{1})*=A oldugunu biliyoruz. O halde

[Ax < (1,2) > Ax < (1,2) >NAX < (1,2) >* ] < [Ax < (1,2) > Ax < (1,2) >N A x{1]]
< [Ax<(1,2) > Ax{I}]< 2

O halde M, G de dingindir.
4.7. Lemma

M, lokal sonlu G grubunun sonsuz dingin ve maksimal altgrubu olsun. Bu durumda G

basit degildir.
Ispat

G sonsuz, basit, lokal sonlu grup ve M G nin sonsuz, maksimal ve dingin altgrubu olsun.
[<M,M* >MnM"*"]<» oldugundan Mn M"* de Oyle bir N altgrubu vardir ki N <« G

dir [6]. Bu ise G nin sonsuz basit olmasiyla celisir.
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5. INVOLISYONLARIN MERKEZLEYENI

Bu boliimde sonsuz, lokal sonlu basit gruplarin involisyonlarinin merkezleyenlerinin
dingin olup olmadigin1 inceleyecegiz ve Lie tipi gruplarda involisyonlarin
merkezleyenlerinin yapilarinm arastiracagiz.

5.1. Tanmim

3., en fazla n tane faktorii abeliyan olmayan basit grup, diger faktorleri ¢oziilebilirlik
uzunluklar toplami en fazla r olan sonlu uzunluklu serilere sahip tiim gruplarin sinifini

gosterir.

8, en fazla n tane faktorii abeliyan olmayan basit, diger faktorleri lokal ¢oziilebilir, sonlu

uzunluklu serilere sahip olan tiim lokal sonlu gruplardan olusur.
5.1. Lemma

(i) Sy ve 3, siniflart normal altgruplar ve boliim gruplar altinda kapalidir.
(i) N<M <G olsun. Eger G € 3,; ve M/N c¢oziilebilir ise M/N nin ¢oziilebilirlik
uzunlugu en fazla r dir.

(iii) Eger M <G ,M € 3, ve G/Me 3, ise 0 zaman G € 3., dir [8].
5.2. Lemma

G, derecesi m olan simetrik grup ve x, G nin mertebesi n olan elemani olsun. O zaman

C,;(x) e Sz dir [9].
5.3. Lemma

G lokal sonlu grup ve i G nin involisyonu olsun. Eger C, (i) € 3, ise o zaman Z, G nin

merkezi olmak tizere Cg, (e 3, dir.
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Ispat

C/zZ = CG/Z(i) ve C;({)=C,>C,>..>C_ =1 C,() nin bir serisi dyle ki her bir
faktorii abeliyan olmayan basit ya da lokal c¢ozilebilir olsun. O zaman

C/Z2=C,Z/Z>C,Z]Z>..>C,Z/Z=7 , C/Z nin serisidir.

¢,:C—> Z

g~ [gi]

doniisiimii , gekirdegi C, (i) olan grup homomorfizmasidir. Gergekten;

Vge CigingZe C/Z = CG/Z(i) > gligZ =iZ
> Z=g"'i"'giZ
> gli'gie Z
> [g,i]le Z

oldugundan ¢, anlamlidir.

-1

Vg,g,€Ciging =g, > gl—l =g,
= gl_li_l&i = gz_li_lgzi

= [gpi] = [gz’i]

oldugundan ¢, iyi tantmlidur.

Vgl,gz e C lgll’l (pi(glgz) = [glgzai] = [gl’i]gz [gz’l] = [gl,l][gz,l] = (Pl(gl) (Pl(gz)

oldugundan ¢, homomorfizmadir.

ge Kerg; <¢,(g) =1
olg,i]=1
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ogli'gi=1
ogl=ig

ege Cy (1)

O halde Kerg, =C,; (i) <C ve C/C,(i) abeliyandir. Eger C,/C,, faktorii abeliyan

i+l

olmayan basit ise o zaman (C,Z/Z)/(C,,Z2/Z) = C,Z2/C,,Z = CC,,Z/C,Z =

i+l i+l i7i+l i+l

C,/(C,nC.Z)= C,/C,(C,nZ) dir. Simdi C,,(C,nZ)/C,, <C,/C,, abeliyan

olmayan basit ancak C..(C,n2)/C,, =C,nZ/(C,nZ)NC,,, ve

i+l

C,nZ/(C,nZ)nC,,, abeliyan oldugundan C,, (C,nZ)/C abeliyan normal

i+l

altgruptur. Boylece C,,,(C,n Z)/C,,, =1 olmak zorunda ve buradan C,,,(C,nZ)=C,,,

i+l

oldugundan C,nZ <C,, dir. Bundan baska (C,Z/Z)/(C,,,Z/Z) faktorii abeliyan

i+l

olmayan basittir. Diger taraftan, eger C,/C lokal c¢oziilebilir ise, o zaman

i+l

(C,Z/2)/(C,,,Z/Z) = C,/C,,,(C,n Z) lokal ¢oziilebilirdir. Buradan C/Ze 3, dir.

i+l
5.4. Lemma

G, S, de lokal sonlu grup olsun. Eger G, residually-sonlu ise o zaman G almost lokal

coziilebilirdir. Ozel olarak G sonsuz basit grup icermez [8].
5.5. Lemma

G bir grup ve a G de bir otomorfizma olsun. N, G nin normal o -invaryant altgrubu ve

C/N =Cy (o) olsun.

(i) Eger N <Z(G) ise 0 zaman C (o) <C ve C/C () N nin bir altgrubuna izomorftur.
(ii) G terimleri sonlu sayida olmak iizere [N,G,...,G]=1 ve C € 3, ise 0o zaman

Cy(a)e B, dir [9].
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Ispat

¢,:C - N

W g lgal=g'g

o

Frobenius doniistimiinii g6z oniine alalim.

C/N =Cgq(0) = {gN: (gN)" = gN} oldugundan gN € C/N ise (gN)" =gN dir. N o-
invaryant oldugundan g*N = gN dir. O halde g"'g*N =N oldugundan g'g" e N dir.

Boylece ¢, anlamlidir.

Vg,g,eCicing =g, = gl-l — g2-1 veg =g,
= gl»1g1Ol :gz_1 g,"

> [g,,a]=[g,,q]

oldugundan ¢ iyi tanimlidir.

¢, nmin homomorfizma olmast i¢in gerek ve yeter kosul ¢ (C) € Z(G) olmasidir. Bunu

gosterelim.

¢, homomorfizma olsun. < V g,,g, € C icin ¢,(g,2,) =9,(g,)0,(g,)
© [2,8,,0]=1[g,,0].[g,,0]
o [g,,al’[g,,a]l =[g,,a].[g,,0]
< [g.a]" =[g;,0]
< [g,,ale Z(G)
< 0,(g) € Z(G)

< 0,0 ZG)
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Kabulden dolayr ¢, (C)=NEZ(G) oldugundan doniisim homomorfizmadir.
Dolayisiyla Kergp, = C;(a) dir. C,(a) <C ve 1. izomorfizma teoreminden C/Cg(a),

N nin bir altgrubuna izomorftur.

(i)N,=N ve N,,=[N,,G] olsun. N normal oldugundanN, <N dir. Ayrica
N.,, =[N,,G]< G dir. Kabulden dolayr bir r icin N, =1 oldugundan
N =N, >N, >...> N, =1 normal serisi vardir.

C,;/N; =Cgy (o) olsun. (i) den C

< C, ve boylece C,, C de altnormaldir. Bdylece

i+l

ispat Lemma 5.1 den sonuclanir.
5.6. Lemma

(i) Eger G € L3, ise o zaman G, faktorlerinin en fazla n tanesi abeliyan olmayan basit,
en fazla n+1 tanesi ¢oziilebilirlik uzunlugu en fazla r olan, uzunlugu en fazla 2n+1 olan
seriye sahiptir.

(1) L3, =3, dir [9].
5.1. Teorem

G = b (F), F karakteristigi p olan sonsuz lokal sonlu cisim ve n, p ile boliinmeyen bir

pozitif tamsayr olsun. [I={r,...,r,} G nin olusturdugu Lie cebirinin esas koklerinin

kiimesi olsun ve r = mr, +...+ m,r, en yiiksek kok olsun.

14
(i) Eger n<2_ m, ise o zaman G deki mertebesi n olan ( eger varsa ) her elemanin

i=1
merkezleyeni sonsuz basit grup igerir.
4
(i1) Kabul edelim ki n >z‘,mi ve eger n tek ise F, 1 in n. ilkel kokiinii igerir, eger n ¢ift
i=1
ise 1 in 2n. ilkel kokiinii icerir. O zaman G mertebesi n ve merkezleyeni bir temel grubun

bir altgrubu ile bir abeliyan p'-grubunun genislemesi olan elemanlari igerir [9].
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5.2. Teorem

Kabul edelim ki G nin elemanlarinin her sonlu kiimesi bir sonlu basit altgrup icinde olsun
ve G lineer olmasin. O zaman asagidaki 6zellikleri saglayan bir p asal sayis1 vardir. n, p
tarafindan boliinmeyen herhangi bir dogal say1, g , G nin mertebesi n olan herhangi bir

elemani ve r(n) = n + [4/n] olsun. O zaman C(g) uzunlugu en fazla 2r(n)+1 olan ve her

bir faktorii ya abeliyan olmayan basit ya da ¢oziilebilir olan sonlu bir seriye sahiptir.
Abeliyan olmayan basit faktorlerinin sayist en fazla r(n) ve bunlardan en az biri lineer
degildir. Her bir ¢oziilebilir faktoriiniin derived uzunlugu en fazla 6 ve bunlardan en fazla

r(n)+1 tane vardir [9].
5.3. Teorem (Siniflandirma Teoremi)

G sonlu basit grup olsun. O zaman G,

(1) Asal mertebeli devirli gruptur, ya da

(i) Derecesi n = 5 olan alterne gruptur, ya da
(ii1) Lie tipinde sonlu basit gruptur, ya da

(iv) 26 sporadik sonlu basit gruptan biridir.

Asagidaki lemma yalmz elemanlarin merkezleyenlerinin degil ayni zamanda sonsuz
alterne gruplarin sonlu altgruplarin merkezlerinin de sonsuz alterne gruplarda dingin

olmadigini gosterir.
5.7. Lemma

G=Alt(Q) sonsuz Q kiimesi iizerinde Sym(€Q ) nin ¢ift permutasyonlarinin grubu, F
sonlu bir altgrup olsun. O zaman €, = supp(F) = {ae Q:0" Fa,xe F} ve Q, =Q \Q,
olmak iizere C (F) = C,q ,(F)xAlt(Q,) dir.
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Ispat

Once C Aty (F)XAI(Q,) <C;; (F) oldugunu gosterelim. Eger g € Alt(Q2,) ve f € Fise
o zaman Q,NQ, bos kiime oldugundan her ae Q, igin o =a' =a® dir. Benzer
olarak o€ Q, icin a* =a® = a® dir. Buradan herhangi bir ae Q, o =a® esitligini
saglar. Bu esitlik her o i¢in dogru oldugundan gf=fg dir. Bundan dolay1 ge C,(F) dir.
Agikca  C,y o, (F) SC,(F)  dir. Boylece Q,NnQ, bos kime oldugundan

Cana) (F)N Al(Q,) =1 ve buradan C,q , (F)x Alt(Q,) <C; (F) dir.

Karsit olarak g € C,(F) olsun. O zaman g, ler aynk devirler olmak iizere

g=g,g,..g, € C;(F) olarak yazilabilir.

Iddia ediyoruz ki verilen herhangi bir g, nin tiim girigleri ya Q, de ya da Q, dedir.
Kabul edelim ki bu dogru olmasm. O zaman 3,,9,,...,6,, € Q, ve B, € Q, olacak
sekilde g; =(3,9,..8,,B,8;,,.--8,) vardir. Simdi giriglerinden biri 6;, olan x € F
secelim. Biliyoruz ki F nin her elemamt o, € Supp(F)=Q, olmak iizere
X= (00 e Oy )0y 0y oy ). (0,050, ) formundadir. Simdi x in g ile eslenigini
alirsak  x® = (glay))...g(oy )..g(a,)..g(a, )) elde ederiz. Genelligi bozmadan
0,,=g(a,; ) alabiliriz. O zaman g(5;,) = g(a;) = B; ve B; € €, oldugundan
B, € Supp(F) olup x* * x tir. Buise g € C;(F) olmasiyla gelisir. Boylece g; nin tiim
girisleri Q, de ya da Q, dedir. Eger girisler 2, de ise o zaman g € Alt(€2,) dir. Aksi
taktirde girisler Q, de ve ge C,q,,(F) olur. O zaman Cg;(F) <C,;q,, (F)xAlt(Q,)
dir. Boylece C, g, (F)XAlt(Q,) <C(F) ve C;(F) <C,q,, (F)XAlt(Q,) den esitligi

elde ederiz.
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5.1. Sonug

Q sonsuz bir kiime olmak iizere Alt(Q ) daki involisyonlarin merkezleyenleri Alt(Q ) da

dingin degildir.

Ispat

1, Alt(Q ) da bir involisyon olsun. Lemma 5.7 den €, = Supp(i) ve Q, = Q\Q, olmak
tizere C,q,(1) = Cyyq,XAI(Q,) dir. O zaman Q, sonsuz oldugundan Alt(€2,)

basittir. Buda C,, (1) nin sonsuz basit altgrup olmasini gerektirir.

Lemma 3.2.6 (ii) den her dingin altgrup residually-sonludur. Bu ise grubun basit

olmasiyla celisir.

Asagida, F karakteristigi tek olan bir cisim olmak iizere PSL(2,F) de involisyonlarin

merkezleyeni incelenmistir.

5.8. Lemma

F karakteristigi tek olan bir cisim ve G = PSL(2,F) olsun. O zaman herhangi bir g € G

eleman1 ve herhangi biri € G involisyonu i¢in [C; (1) :C;({)N C,(1)*] = F'| dir. Ozel
olarak, eger F sonsuz ise o zaman C (1) G de dingin degildir.
Ispat:
L O
Bilindigi iizere SL(2,F) nin merkezleyeni Z = ({ 0 Il =1} ve

0 1
G=PSL(2,F)=SL(2,F)/Z(SL(2,F)) dir. O zaman i :[ | OJ Z. G de bir involisyondur.
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Gk'2012[01]2 El()]za'[lﬂ Z oldugund
ergetenl —_1 0 _1 0 = 0 ) 1r. 0 _1 (S (6] ugunan
o 7 =7di
0 ) = 1T.

r
g :[1: tJ olsun. C; (1) yi bulalim. ig = gi esitliginin saglanmasi gerekir. O zaman

{0 1}[1) I}Z P r}{o 1JZd' 0) A=1 A =-11ci
1 ools JZEl g o ir. O zaman A =1 veya A =-1ig¢in
S

[ J [ Ij Aldir.

Eger A= 1lseC1—{[ JZ L p S+ =1, p,1€ F}

- . p2 r2
Eger L=-11ise Co= Z:p,+1,°=-1,p,1,€F
I -P,

T. I -I,r T, +p,r T.
{2 ZJZ [pl 1]Z={P1p2 1 1P2 TPy szecz oldugundan x P, 2|
I, -Pp L P Lp, +pit,  -(pip, -1iL,) I, -p

olmak tizere C (1) = <C1 U C2> = <C1 U xC1> dir.

Eger —[l OJZse ersek C. = Pith & Z : p’l+r’=1 rreF
g y_—l 1 ¢ = 2r p, -, . 1 =1, P.T

elde ederiz.

Ohalde [C, : C,n C,”] =IF*l olur. Gergekten r, = -2r, >, =0

I +r I 0
>C,nC/ ={ P h z} n{ Prrh b z} ={ P z} dir. Buradan
-, Py -2, p-1 0 p,

eger F sonsuz ise C; G de dingin degildir. Boylece C,(1) G de dingin degildir.

[C; (1) : C,] sonlu oldugundan Lemma 3.2.4 ten C (i) G de yine dingin degildir.
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Simdi q tek olmak iizere SU3,q%) ve PSU3,q>) de involisyonlarin merkezleyenini

inceleyelim.

T, SU(3,q2) de triviyal olmayan bir involisyon olsun. O zaman T =1 dir. Buradan T,
x*-1 polinomunu saglar. Béylece T nin minimal polinomu x-1, x+1 veya (x-1)(x+1) dir.

T #1 oldugundan minimal polinom x-1 olamaz. Ayrica eger minimal polinom x+1

-1 0 0
olsaydi T = -I olurdu ve bu durumda detT =det|{0 -1 O |=-1 olurdu. O halde T nin
0 0 -1

minimal polinomu x+1 de olamaz. Buradan T nin minimal polinomu (x-1)(x+1) dir. O

zaman T diyagonallestirilebilir bir matristir ve T nin aygen degerleri 1 ve -1 dir. Buradan

1 0 O
T,A=|0 -1 O | diyagonal matrisiyle benzerdir.
0 0 -1

1 aygen degerine karsilik gelen aygen vektor u , -1 aygen degerine karsilik gelen aygen

vektorler v,,v, olsun. V=<u>®<v,,v, >veAe C (T) olsun.

SUB.q%)

Genel olarak, X ve Y degismeli matrisler ise o zaman X, Y nin aygen uzayin sabit
birakir. Gergekten o, Y nin c aygen degerine karsilik gelen aygen vektor olsun. O zaman
YX(a))=X(Y(a)) =X(ca)=c(X(a)) dir. Buradan Y(X(a)) = c(X(a)) esitligi X(a)

nin Y nin ¢ aygen degerine karsilik gelen aygen vektor oldugunu gosterir.

O halde AT = TA ve herhangi bir Au i¢cin TA(Au) = AT(Au) = ALT(@) = A(Au) =
A A(u) olur. Boylece TA(Au) = A(Au) yani 1 aygen degerine karsilik gelen aygen uzay

A(Au) dur. Bu yiizden {u, v,,v, } sirali bazina gore

Au=Au
Av,=a,v,+a,v,

Av, =a,v, +a,v, oldugundan
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A 0 O
A= |0 a,, a,,| gosterimine sahiptir. Bundan bagka bu formdaki her matris T ile

0 a, a,

degismelidir. Yani ;

1 0 0)y(a» O O A 0 O0)(1 0 O
0O -1 0(|0 a, a, |=]0 a,; a,||0 -1 O
0 0 -0 a, a, 0 a, a,/0O 0 -1

SU(3,q%) den A matrisini alalim. Bu durumda A iiniter matristir ve A (a,,a,,-a,a,,)=1

A0 0
dir. CSU(3,q2)(T): 0 a, a,|| A(aja,-aja;,)=1
0 a, a,

Simdi

0 : CSU(3_q3)(T) - F*
A0 0
0 a,, a,| - A

0 a, ay

doniisiimiinii tanimlayalim.

1 0 O

¢ grup homomorfizmasidir ve Ker¢o=<|0 a,, a,|¢€ SUG,q) | a;eFp = SUR,q)
0 a, ay

O zaman C, ) (T) > Kere > Z(C, ) (T)) > 1 serisini elde ederiz.

SUR2,q) = SL2,q) ve Z(SUR,q)) = ZGSL2,q) oldugundan

PSL(2,9)=SU(2,q%)/Z(SU(2,q*)) elde ederiz. PSU(3,q°) = SU(3,q%)/Z(SU(3,q%)) idi.
Ozel olarak 1Z(SU(3,q))l=(3,q°-1) dir. O zaman I1Z(SU(3,q%)! 1 ya da 3 tiir.
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Eger s, mertebesi n olan eleman ve M normal altgrup 6yle ki (IMl,n)=1 ise o zaman

Com(8)=Cq (s)M/ M dir. Bunu kullanarak M yerine SU(3,q2) nin merkezini alirsak;

CPSU(3,q2)(T) = CSU(3,q2)(T)Z/Z = CSU(3,q2)(T)/(CSU(3,q2)(T)n Z) dir.

l

Ozel olarak CPSU(3,q2)(T) = )(T) nin bir

Covigy(DZ/Z>KergZ/Z> 1 C

PSU(3.q°

serisidir. ~ Z(SU(3,q*))n C UG (T)=1 oldugundan  Ker¢pZ/Z =Kero oldugunu

biliyoruz. Kerp = SL(2,q), C )(T) nin bir alt grubuna izomorftur. Boylece sonsuz

PSU(3,q°

lokal sonlu F cismi i¢cin C )(T) grubunun sonsuz basit grup SL(2,F) olmasini

PSU(3,q>

gerektir.

Her 6z dingin altgrup residually sonlu oldugundan Lemma 5.4 ten sonsuz basit grup

icermez.

Asagida PSL(2.F) deki involisyonlarin merkezleyeni incelenmistir.

5.9. Lemma

F karakteristigi 2 olan sonlu cisim olsun. O zaman SL(2,F) ile PSL(2,F) izomorftur.

Ispat

A0
SL(2,F) in merkezinin Z{ [ }J | A =}1 oldugunu biliyoruz. F nin karakteristigi 2

0
ve A =1 oldugundan (A-1)>=1>-2A+1=1-244+1=2-24=0 dir. Boylece
M -1=(A-1)* =0 esitligi saglamr. O zaman A = 1 dir. Boylece SL(2,F) nin merkezi
birimden olugur. Buradan PSL(2,F)=SL(2,F)/Z(SL(2,F)) oldugundan PSL(2,F) =
SL(2,F) elde edilir.
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5.10. Lemma

1 0
F karakteristigi 2 olan bir cisim olsun. SL(2,F) deki herhangi bir i involisyonu [ | J nin

eslenigidir ve bir g € SL2.F) eleman1 vardir oyle ki
[CoLiop @D :Cy oy DN (Cy o, ()] = |FI dir. Ozel olarak eger F sonsuz ise

involisyonun merkezi SL(2,F) = PSL(2,F) de dingin degildir.
Ispat

i, SL(2,F) de bir involisyon olsun. O zaman i, i2=1 oldugundan x?-1 polinomunu

saglar. x* -1=(x-1)* oldugundan i nin minimal polinomu (x -1)* dir. Bundan dolay1 i ,

1
[l J Jordan kanonik formuna sahiptir. O zaman 1 ile eslenik olan her involisyon

SL(2,F) dedir. Cg, , (1) yibulalim.y € Cy , (i) olsun. O halde iy = yi dir.

pr | o 1 Offp r p rf|ll O g
Y=g tosun. zaman|, o tTls el q )4
r +r T
Buradan [ P J = [p J dir.
pt+s r+t s+t t

p = p+r oldugundan r = 0 ve p+s = s+t oldugundan p = t dir. Determinant 1 oldugundan

pt+rs = 1 dir. O zaman pt = 1 dir. Buradan p* = 1 dir. Karakteristigin 2 olmasi p = 1

1 0
oldugunu gosterir. Buradan Cg , ¢ (1) = {L J | se F} elde ederiz. O zaman

. . 1 0 '
CsLiop DN (Cg o) (1))° ={[0 J} dir.

Bundan dolay1 [Cg; , 5 (1) : Cg o5, ()N (Cgp o5, D)¥] = | FI dir.
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Ozel olarak eger | F | sonsuz ise CsLopm (1) 5 SL(2,F) de dingin degildir.
5.11. Lemma

V, karakteristigi 2 olan F cismi iizerinde 2 boyutlu vektér uzayr olsun. Eger i ve j

involisyonlart GL(V) de eslenik iseler SL(V) de de esleniktirler.

Ispat:
|10 o a b . L .
=, SL(2,F) de involisyon ve g = ¢ d € GL(n,F) olsun. i nin keyfi bir eslenigi

. 1 f{a bl 0|fd -b 1 [a+b bld -
YT ad-be le dlll 1)l a)Tad-be le+d dll-c a

1 ad - bc +bd -b?
"~ ad-be d? ad -bc-bd

X
formundadir. i nin SL(2,F) deki tiim esleniklerini bulalim. s = [Z ﬂ e SL(2,F) olsun.

N x y|[1l Offjt -y x+y y|l[t -yl [1+yt -y?
T dl ez )Tzt Yl x| 2 1-yt
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oldugundan verilen herhangi a,b,c,d € F i¢in yukandaki esitlikleri saglayan x,y,z,t € F

bulabiliriz.
F cismi lizerinde ¢ doniisiimii

¢o:F- F

X = X2

olarak tanimlansin. F cisminin karakteristigi 2 oldugundan

Px+y)=(x+y)’ =x>+2xy+y’ =x"+y’ = p(x) + ¢(y)

veE

P(xy) = (xy)” = xy* = p(x)¢(y)

dir. Boylece ¢ bir cisim otomorfizmasidir. Buradan t ve y yi bulabiliriz. Esitliklerdeki

a,b,c,d ile bu degerleri yerine yazdigimizda x ve t degerlerini elde edebiliriz.
Simdi PSL(3,F) deki involisyonlarin merkezleyenini inceleyelim
5.12. Lemma

F karakteristigi 2 olan bir cisim olsun. O zaman i € PSL(3,F) involisyon ve ye PSL(3,F)
vardir 6yle ki [Cpg 55 () : Cpg 3p ()N (Cpg 55,11 = IFI dir. Ozel olarak eger F

sonsuz ise Cpg 35 (1) , PSL(3,F) de dingin degildir.
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Ispat

I 00 a, a;, a;
1=|0 1 0|Z, PSLG,F) de olsun. Herhangi bir y = |a,, a,, a,|Z €PSL@3.F)
1 0 1 a; a; agy

secelim. iy = yi esitliginden;

1 0 O)fa,, a, aj a, a, aj |l 0 O
0 1 O]la, a,, ayl[Z=|a, a, a,l|O0 0|2
1 0 1la; a; ay a; aj; ays)\l 1

g ap a3 a,+a;; a;, ag
ay as ds3 Z=|a, +a, ay, ay|”Z
a; +a;; as;+a;, a;t+ag a; tay; a;  ag

PSL(3,F) de eger aZ =bZ ise 0 zaman A< Ficina=bAl= Ab oldugundan

ap ap ap a,+a;; a;, ag
ay 4y ay3 =A|a, +a, a, ay
az +a;,; az +a;, az;+ag a3 +taz Az ag

elde ederiz. O halde a,, =Aa,, , a; =Aa,;; , a,; =Aa,; , a,, =Aa,, olup A =1 veya
A= 0 dir. Eger A = 0 ise o zaman a, =a;; =a,; =a,, =a,, =a,; =0 dir. Bu

determinantin sifir oldugunu gosterir ki bu imkansizdir. Dolayisiyla A =1 dir.

a,+a;;=a,; >a;=0
ay +ay, =a, >a, =0
ay,t+a,=a; =>a;, =0

a; tay =ay +a,;, >a;,; =ay
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a, 0 O
Buradan C =Cy 5 1, (1) a, a, O0|ZlaeF, alay,=1
a3 ap ay
0 01
Simdi y=|0 1 O0|Zsecelimve C’ yi bulalm:
1 00
0 0 1)(fa, O 0)(0 O 1 a,, a, a,
0 1 Ofla, a,, O (0 1 O0[Z= |0 a, a, |Z
I 0 0)lay;, a;, ay)(1l 0 O 0 0 ay
a, 0 O
Boylece Cn CY = 0 a, 01|ZIla,eF, a,a,=1 polur
0 0 a

O halde a,,, F" dan keyfi secilebileceginden dolay1 [C:CNC"] 2> IF'| dur. Ozel olarak F

sonsuz ise o zaman C, PSL(3,F) de dingin degildir.
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6. BASIT GRUPLARDA DIiNGIN ALTGRUPLAR

6.1. Temel Sonuclarin ifadeleri

Bu bolimde Balyaev’in “Sonsuz Basit Gruplarda Dingin Altgruplar” adli makalesi

incelenmis ve asagidaki teoremler elde edilmistir.

6.1.1. Teorem

G sayilabilir lokal sonlu basit grubunun sonsuz 6z dingin altgrup icermesi i¢in gerek ve
yeter kosul G nin, bir lokal sonlu cisim {izerinde sonlu rankli Lie tipi grup olmamasidir.
Gergekten dingin altgruplar grup teorisinin ¢esitli boliimlerinde 6zel bir arastirma konusu
ortaya cikar. Bu caligma biitiin gruplarin normal yapist ve dingin altgruplarda normal
altgruplarin yapisinin arasindaki iliskinin calisilmast i¢in yapilmistir. Basit gruplarda
dingin altgruplarin yapisini ¢aligmak ve asagidaki temel teoremleri ispatlamak icin bu

dogrultuda elde edilmis sonuglara bagvuracagiz.

6.1.2. Teorem

Basit bir gruptaki her dingin altgrup ya bir FC-gruba ya da bir FC-radikale sahiptir.

6.1.3. Teorem

H, G basit grubunda dingin bir altgrup olsun ve asikar olmayan normal periyodik grup

icersin. O zaman H nin komiitator grubu periyodiktir.

6.1.4. Teorem

H, G basit grubunda dingin bir altgrup olsun ve asikar olmayan lokal sonlu normal altgrup

icersin. O zaman H nin komiitator grubu lokal sonludur.
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6.1.5. Teorem

H, G basit grubunda dingin altgrup ve H nin lokal nilpotent radikali F(H) , 1 den farkli

olsun. O zaman

(1) H/ F(H) bir FC- gruptur.
(2) Eger H, FC-grup degilse o zaman ya F(H) torsiyonsuz gruptur ya da F(H) nin
periyodik radikali bir p asali i¢in p-gruptur.

Bu calismada her ne kadar kullanilan sonuglar lokal sonlu gruplarda calisilan dingin
altgruplar icin elde edildi ise de lineer gruplarda dingin altgruplarin yapisina

dayandirilmis bazi sonuclar1 gostermek miimkiindiir.

6.1.6. Teorem

H, basit bir lineer grupta sonsuz 6z dingin altgrup olsun. O zaman,
(1) H altgrubunun FC-radikali asikardir.
(2) H nin asikar olmayan normal periyodik altgrubu yoktur.

(3) H nin lokal c¢oziilebilir radikali asikardir.

6.2. Dingin Altgruplarin FC-Etkisi

Sonraki gozlemlerimiz ile dingin gruplar yardimiyla normal altgruplart ¢alisacagiz. H bir
G grubunun dingin altgrubu, N de G nin normal altgrubu olsun. Acik olarak HNn N<H
dir. N < G oldugundan N, G nin dingin altgrubudur. Ayrica iki dingin altgrubun arakesiti
de dingin oldugundan Hn N, G de dingindir.

Ortaya cikan sorular:
e L < Hve L veH G de dingin altgruplar olsun. N = < L* : x € G > olmak iizere
Nn H/L béliim grubu nasil genisletilebilir ?

e Nezaman Nn L =H olur ?
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Cok sayida notasyona ihtiyacimiz var. Simdi asagidaki notasyonlar: tanimlayalim.

H < G olsun. C,(g) nin H da indeksi sonlu olacak sekilde tiim g € G elemanlarinin

kiimesi FC; (H) ile gosterilsin.

Cy(g) = Cy(g") ve Cy(gh) < Cy(g) n Cy(h) oldugundan eger Cy(g) ve Cy(h),
H da sonlu indeksli ise [H:CH(g'l)]< o ve[H: C,(gh)] <[H: C,(g) N Cy(h)]<
olur. O halde FC (H) , G de bir altgrubudur.

Ozel olarak H = G olmast durumunda FC (H) altgrubu FC(G) ile gsterilir ve FC(G) ye
G nin FC-radikali denir.

6.2.1. Onerme

H bir G grubunun dingin altgrubu olsun. O zaman FC(H), G de normaldir. Ozel olarak
<(FC(H))*: g€ G>n H=FC (H) dir.

Ispat

H, G de dingin altgrup oldugundan H ile H® akrandir. Dolayisiyla FC;(H®*) = FC (H)
dir. Buradan V g € Gig¢in (FC;(H))®* = FC,(H*®) = FC, (H) dir. Boylece FC;(H) <G
dir.

FC(H) = FC,(H)n H

oldugundan

FC(H) =<(FC;(H))* :ge G>n H < FC,(H)n H =FC (H)

dir. Bundan dolay1
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<(FC,(H))* :ge G>n H=FC (H)
dir.

6.2.1. Sonug

H, G basit grubunun dingin altgrubu olsun. O zaman FC,(H) =1yada FC,(H) =G
dir.

Ispat

Onerme 6.2.1 den dolayi FC,(H), G de normaldir. Fakat G basit oldugundan

FC;(H)=1yada FC,(H) =G dir.

Acik olarak Teorem 6.1.2, Sonug 6.2.1 nin basit bir sonucudur.

Teorem 6.1.2 nin ispati

G bir basit grup olsun. Her grup kendinin bir dingin altgrubu oldugundan Sonug 6.2.2 den
dolay1 FC(G) = 1 veya FC(G) = G dir.

Simdi daha genel bir durumu g6z 6niine alalim.

6.2.1. Teorem

Kabul edelim ki N < H < G, N ve H G nin dingin altgruplarn ve L, H de FC(H/N) nin

ters goriintiisii olsun. O zaman L=< L* : ge G>

dir.
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Ispat

Kabul edelim ki g € G ve H, ={xe€ H:[g,x]€ N} olsun. Eger x, y € H, ise o zaman

[g,y]ve[g,x]e Ndir. AyricaN < Holdugundan [ g, x | € N dir. O zaman

[g.xyl=[g.yllg.x]' e N

dir. Boylece H, ¢arpma islemi altinda kapahdir. H g’l ={x"':xe H .} olmak lizere

Hg=H,' n H

g

olsun. O zaman H(g) elemanlarinin tersini alma ve ¢arpim altinda kapahdir. Boylece H(g)

H nin bir altgrubudur. H(g) nin yardimiyla
K={ge G: [H: H(g) ] <= }

kiimesini tanimlayalim. Her g € Hven € Ni¢cin N < G oldugundan [ g, n ] € N dir.

Boylece n € H, dir. Ayrica n"'e N oldugundan benzer olarak [ g, n”' ] € N ve boylece

n'e H, dir. O halde N < H, dir.

x N € H(g)/N olsun. O zaman x € H(g) dir.

xe H(g) oV ge Hicin[ gx]e N;
oV ge Hicin g' x"'gxe N;
&V ge Higin g’ x'gxN=N;
&V ge Hicin x ' gxN =gN;
<V ge HiginxN € Cy(gN)

Buradan H(g)/N = Cyyn (gN) dir. Boylece g € K N H olmast i¢in gerek ve yeter sart
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Cyyn (gN) nin H/N de sonlu indeksli altgrup olmasidir ya da denk olarak gN € FC(H/N)

olmasidir.

Gergcekten ge KN Hise g e Kve g e H oldugundan [H : H(g)] < » ve N < H(G)
oldugundan [ H:H(g) IN / N < « ve boylece [ H/ N : H(g) / N ] < « dur. Fakat
H(g)/N=C;x (gN) oldugundan [H/N: C,\(gN) ] < « dur. Bdylece gN € FC(H/N)

dir.

Karsit olarak gN € FC( H/ N ) olsun. O zaman [ H/ N : CH/N(gN) ] < « dur.
H(g)/N=Cy,x (gN) oldugundan [ H/ N : H(g) / N ] < « ve boylece [H : H(g)] < «»

oldugundan g € K dir. Fakat g € H oldugundan ge K n H dir.

Boylece L, H de FC( H/ N ) nin ters goriintiisii olmak {izere K N H = L dir. A¢ik olarak

teorem asagidaki sartlarin saglandig1 durumlarda gecerlidir.

(i) K G de invaryant altkiimedir.
(il) K carpma islemi altinda kapalidir.

Once (i) yi ispat edelim. Kabul edelim ki g € K, te G ve H, =H'(g)n H olsun. O

Zaman
[¢'.H,]=[g" . H' ()N H] = [g,HnH' ]'< N'

dir. N <« H ve dolayisiyla N altgrubu H-invaryant ve N' altgrubu H'(g)-invaryanttir.
Sonug olarak N' ve Nn N' altgruplari H'(g) n N-invaryanttir. O halde N' ve Nn N'

altgruplar1 H, -invaryanttir.

Hipotezden dolaytr N, G de dingin oldugundan Nn N' , N' de sonlu indekslidir.
N,=N've N, = [ (N N")* olsun. [N,:N,]< « ,ayrica N, < N, ve N,

xe N;
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H, -invaryanttr. H, = Cy, (N, /N,) olsun. N, /N, nin sonlu oldugundan [H,:H,] < =

dur ve boylece H, , H da sonludur.

¢:H, > N,/N, , o()=[,g'IN,

olsun. i € H, = C, (N,/N,) oldugundan [i, g'] = [g', i ] € N, dir. Boylece ¢

doniistimii anlamlidir.

Simdi ¢ doniisiimiiniin homomorfizma oldugunu gosterelim. a, b € H, olsun. O zaman
@(ab) =[ab,g"'IN, =[a,g']°[b,g'IN, dir.b € Cy, (N, /N,) oldugundan

[a,g']" N, = [a,g'] N, dir. Boylece

¢(ab) =[ab,g"'IN, =[a,g'1°[b,g'IN, =[a,g'1[b,g'IN, = @(2)¢(b)

dir. N, /N, sonlu grup oldugundan Ker ¢ = H; , H, i¢inde sonlu indekslidir. Bdylece

Vxe Ker ¢ = H; igin ¢ (x)=[x,g'] N, = N, oldugundan [H,,g']< N, dir. O halde
[g',H,]=[H,,g']< N, <N

dir. Sonug olarak H, <H(g") dir. Bundan dolay1 g'< K dir.

Simdi de iddia (i1) yi ispat edelim. a , b € K olsun. (i) den dolay1 K, G-invaryant
oldugundan a® € K dir. Bundan dolayt R = (H(a"))* n H(b) , H da sonlu indeksli

altgruptur. [ab , R] < N oldugunu gésterelim. r € R olsun. O zaman [ ab , r |=[a,r]°[b,r]

dir. R < H(b) oldugundan [b, r] € N dir.
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[abry] € N oldugunu goéstermek icin [a,r]’e N oldugunu gostermek yeterlidir.
[a,r]° =[a®,b"] ve R® < H(a") oldugundan [a,r]* =[a”,b?] € N dir. Boylece
[ab,r]e N dir. Boylece [ab, R] <N ve R < H(ab) dir.

Boylece K  G-invaryant altgrubu carpma islemi altinda kapalidir. Sonug¢ olarak

L<sHn<L*:ge G><HnN K <Lveboylece L=Hn <Lf:ge G>dir

Teorem 6.2.1 in ispatinin (ii) sikkindan dolay1 K={ g€ G:IH: H(g) | < «» } altkiimesi
carpma altinda kapali oldugundan K N K™, G nin bir altgrubudur. Ayrica (ii) den dolay1
K, G-invaryant oldugundan K" de G,invaryanttir. Boylece K n K™, G-invaryanttir.

Bundan dolayt K n K™, G nin bir normal altgrubudur. Béylece Teorem 6.2.1, Onerme
6.2.1 1icerir.

6.2.2. Sonug

Kabul edelim ki 1 # N <H< G ve N ve H, G basit grubunda dingin altgruplar olsun. O
zaman H / N bir FC- gruptur.

Ispat

Teorem 6.2.1 den agiktir.

6.3. Dingin Altgruplarda Radikaller

6.3.1. Tanim

X gruplarin siifi olsun. Eger her G € ¥ i¢in

RG)=<X:X<G,Xe R>e R

ise R gruplarin sinifina X gruplarin sinifinda radikaldir denir.
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Bir R radikal smift verildiginde, bir G grubunun R(G) altgrubuna G nin Ji-radikali
denir. Eger R radikal sinifinin keyfi bir grubundaki sonlu indeksli olan her normal altgrup

da R ye ait ise 0 zaman R ye dingin radikal sinif denir.

Periyodik gruplar, lokal sonlu gruplar, lokal nilpotent gruplar gibi siniflar, biitiin gruplarin
simifinda dingin radikal smiflara 6rnek olusturur. Lokal ¢oziilebilir gruplarm sinifi lokal

sonlu lineer gruplarin sinifinda dingin radikaldir.

6.3.1. Teorem

G bir grup, H G nin dingin altgrubu, X altgrup kapali gruplarin simifi olmak iizere H € X
ve R, X nin dingin radikal sinifi olsun. O zaman R(H) altgrubu G de dingindir.

Ispat

Kabul edelim ki K = R(H) ve g € G olsun. H, G de dingin oldugundan Hn H®, H da

sonlu indekslidir. O zaman HnN H* , H da normal, sonlu indeksli bir H, altgrubu igerir.

K, = H,n K# olsun.

K=<X:X<H,Xe R>e R

oldugundan K*®, H®-invaryant altgruptur. Yani K* < H*® dir.Ayrica H, <H oldugundan
K, =H,n H®* <« Hn H® = H, dir. O halde K, < H, dir. H, ve H* akran oldugundan
[H, : HnH®* ]<» ve[ H* : H n H®* ] < » dur. Her iki tarafin K*® ile arakesitini
alirsak [ H*n K* : H n H*n K* ] < « oldugundan [K* : K, N H* ] < « dur.
Boylece [K®:K,] < @ dur. O zaman K, , K* de normal sonlu indeksli bir K, altgrubu
icerir. R dingin radikal oldugundan K, € R dir ve R(K,), K, de sonlu indeksli bir
altgruptur. Bununla bagka R(K,), K, de karakteristik altgrup ve K, < H, oldugundan
R(K,)< H, dir. Boylece
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K, <R(K,) <R(H,) <RH)=K

ve boylece Kn K*® , K#® de sonlu indekslidir. g, G nin herhangi bir eleman1 oldugundan

K, G de dingindir.
6.4. Basit Gruplarda Dingin Altgruplar

Boliim 6.2 de Onerme 6.2.1 den sonra verilen sonuclarda basit gruplardaki dingin
altgruplarin yapisinin bazi 6zelliklerinden bahsedilmisti. Diger bir gercek asagidaki iddia

tizerinde temel teskil eder.

Iddia : Her H < G altgrubu igin [ JH* < G dir.

xeG
Iddiay1 kullanarak asagidaki 6nermeyi elde edebiliriz.
6.4.1. Onerme

Basit bir gruptaki her 6z dingin altgrup residually-sonludur.
Ispat

G bir basit grup, H G nin 6z dingin altgrubu olsun. O zaman H < G, ﬂHX 4G ve G

xeG

basit grup oldugundan ﬂHX =1dir.OzamanV 1 #he Higin 3 x € G vardir 6yle ki

xe G
h € H* dir. O zaman h ¢ Hn H* dir. H, G nin dingin altgrubu oldugundan
[H:HN H* ]< dur. O zaman HN H* , H da normal ve sonlu indeksli olan bir H,
altgrubu icerir. h ¢ HnN H* = H, oldugundan h ¢ H, ve H, <H dir. Ayrica

[H:H, ]<» oldugundan H residually sonludur.

Sonug 6.2.2 ve Teorem 6.3.1 i kullanarak daha derin ve ilging sonuglar elde edebiliriz.
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6.4.1. Teorem

G basit bir grup ve H G de 6z dingin altgrup olsun. X altgrup kapali bir gruplar sinifi
olmak tizere H € X ve R, X de gruplarin dingin radikal sinifi olsun. O zaman H / R(H)
bir FC-gruptur.

Ispat

G bir basit grup ve H < G dingin altgrup oldugundan Onerme 6.4.1 den dolay1 H
residually sonludur. O zaman her 1 # h € H i¢in bir h ¢ H, vardir d6yle ki H, <H ve

H/H, sonlu ve R dingin radikal oldugundan her 1 # h € H i¢cin H, € R dir. Boylece
H, < R(H) dir. Bu yiizden R(H) # 1 dir. Ayrica Teorem 6.3.1 den dolay1 R(H), G nin

dingin altgrubudur.

Boylece 1 # R(H) < H < G ve R(H) ile H basit G grubunun dingin altgrubu oldugundan
Sonug 6.2.2 den dolay1 H / R(H) bir FC-gruptur.

Teorem 6.4.1 in yardimiyla Teorem 6.1.3, 6.1.4 ve 6.1.5 in ispat1 yapilabilir.

Teorem 6.1.3 in ispati

G bir grup ve H altgrubu Teorem 6.1.3 iin hipotezlerini saglasin. Eger H = G ise
hipotezden G asikar olmayan bir periyodik normal altgrup igerir. Fakat G basit
oldugundan periyodik gruptur. O zaman G’ de periyodiktir. O halde H < G kabul

edebiliriz.

Biitiin gruplarin sinifinda periyodik gruplarin smifit dingin radikal oldugundan ve
teoremin hipotezinden dolay1 H asikar olmayan periyodik normal altgrup icerdiginden H
nin 1 den farkli en biiyiik normal periyodik altgrubu vardir. Bu altgrup T(H) olsun. O
zaman Teorem 6.4.1 den dolayr H / T(H) bir FC-gruptur. O halde H'T(H) / T(H)
periyodiktir. Buradan H' T(H) periyodik oldugundan H' periyodiktir.
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Teorem 6.1.4 iin ispat1

Teorem 6.1.3 e benzer olarak yapilir.

Teorem 6.1.5 in ispati

Teorem 6.1.5 iki iddia igerir. Ilk iddia Teorem 6.4.1 den kolayca gosterilir. Teorem 6.1.5
in ikinci iddiasin1 g6z oniinde bulunduralim. H , G basit grubunda dingin altgrup olsun, H
nin lokal nilpotent radikali F(H), sonlu mertebeli asikar olmayan elemanlar icersin ve H
bir FC-grup olmasin. Eger F(H) grubunun periyodik radikali T=T(F(H)) asal degil ise, o
zaman T altgrubu p € 7 (T) olmak iizere maksimal asikar olmayan p-altgruplarinin direkt
carpim olarak T = P, x P, x... ile temsil edilir. Teorem 6.3.2 den dolay1 P; altgrubu da G

de dingindir.Sonu¢ 6.2.2 den H / P; nin her 1 i¢in FC- grup oldugu sonucuna variriz.
Dolayisiyla H, iki FC- grubunun alt direkt ¢arpimi olarak yine bir FC-gruptur. Bu da

bizim iddiamizla celisir. Buradan, Teorem 6.1.5 in ikinci iddias1 da gecerlidir.

6.4.1. Lemma

Kabul edelim ki N < G, FC;(N) =G ve G/C;(N) bir FC-grup olsun. O zaman
[G,N] < FC(G) dir.

Ispat

g , G nin herhangi bir eleman1 olmak iizere K = { [g, n] : n € N }€ FC(G) oldugunu

gostermek yeterlidir.

FC;(N) = G oldugundan N bir FC-grup ve N < G oldugundan K € N dir. O zaman

[g,N] sonludur (Sonug 3, sf 122) [10]. O halde K kiimesi sonludur. G =G/ C; (N) olsun.

1:G - G/Cy(N)
g~ gCs(N)
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epimorfizma olmak lizere L, G de C; (gC;(N)) altgrubunun ters goriintiisii olsun.

L={xe G:n(x)e Cg(gCs(N))}
={xe G:xCz(N) € C;(gC;(N)) }
={xe G: x'gx C4(N) =gC,(N) }
={xe G:[g,x]e C,(N) }

Lemma mn hipotezinden G bir FC-gruptur. Dolayisiyla L , G de sonlu indeksli bir
altgruptur. V x € Gigin, g* = gc olacak sekilde c € C,(N) vardir. Boylece V n € N

icin

[g,n]" =[g",n"]=[gc,n" |=[g,n"|°[c,n"]

c € C;(N) oldugundan [c,n*] =1 ve [g,n"]" = [g,n"] dir. Boylece L<N,(K) ve

K < FC(G) dir.

6.4.2. Teorem

G bir basit grup , H ve N, G nin dingin iki altgrubu ve N < H olsun. Eger FC (H ) =1

ise o zaman FC (N ) =1 dir.

Ispat

Kabul edelim ki FC(H ) =1 ve FC(N ) # 1 olsun. Sonug 6.2.1 den dolay1 FC,(N)=G
dir. Ozel olarak N bir FC-gruptur.

Once N grubunun lokal nilpotent radikali F(N) nin 1 den farkli oldugu durumu géz 6niine

alalim. Sonug 6.2.2 den dolayr H / F(N) bir FC-gruptur. Herhangi bir lokal nilpotent FC-
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grup asikar olmayan merkeze sahip oldugundan Z( F(N) ) # 1 dir. FC,(N) = G

oldugundan

FCy (Z(F(N))) =H

ve F(N) < C,(Z(F(N))) dir. Boylece H/F(N) bir FC-grup oldugundan H/C, (Z(F(N)))
FC-gruptur. Lemma 6.4.1 den

[H,Z(F(N))] <FC(H)=1

elde ederiz. Boylece Z(F(N)) <Z(H ) <FC(H ) =1 ve Z(F(N)) = 1 elde ederiz. Bu bir
celiskidir. O halde F(N ) # 1 dir.

Simdi de eger F( N ) = 1 ise o zaman N lokal normal gruptur. Boylece bir sonlu minimal
normal abeliyan olmayan M altgrubu igerir. L =< M* I x € H > olsun. O zaman L sonlu
basit abeliyan olmayan gruplarin direkt carpimidir. H grubu L nin ayrisimlarindaki basit
direkt faktorleri tizerine gecisli etki eder ve sonu¢ olarak L, H de minimal normal
altgruptur. Onerme 6.4.1 den dolay1 H residually sonlu oldugundan her g € L ve g# 1
icin H de sonlu indeksli normal altgrup R vardir dyle ki g¢R dir. Boylece R n L # L
oldugundan ve L, H nin minimal normal altgrubu oldugundan R n L = 1 dir. H/R sonlu
oldugundan RL / R = L / Rn L sonludur. Fakat R n L = 1 oldugundan L sonludur.

Boylece L <FC(H)= 1 dir. Bu bir celiskidir ve teoremin ispati tamamlanur.

6.4.1. Sonug

H, G basit grubunun dingin altgrubu, F(H) , H grubunun 1 den farkli lokal nilpotent
radikali ve FC(H) = 1 olsun. O zaman F(H) altgrubunun periyodik radikali asikar FC-

radikaline sahiptir.

Sonu¢ 6.2.1 i kullanarak dingin FC-altgruplarda cesitli genel sonuglar elde edilebilir.

Onlarin kolay ispatlart asagidaki gozlemin temeline dayanir. H, G basit grubunda dingin
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FC-altgrup olsun. O zaman her sonlu K€ G sonlu kiimesi i¢in C,;(K) H de sonlu

indekse sahiptir.

6.4.2. Sonug

Sonlu iiretegli basit bir gruptaki her dingin altgrup ya sonludur ya da FC-radikale sahiptir.

6.4.3. Sonug

Altkiimelerin merkezleyenleri i¢in minimal kosulunu saglayan basit bir grupta her dingin

altgrup ya sonludur ya da FC-radikale sahiptir.
Son olarak, basit lineer gruplarda dingin altgruplar1 gbz oniine alalim. Bir yar1 basit lineer
grupta her residually-sonlu dingin periyodik altgrup sonludur (Sonu¢ 5.12 )[1]. Bu

calismada elde edilen sonuglarin yardimi ile Teorem 6.1.6 y1 ispatlayabiliriz.

Teorem 6.1.6 nin ispati

(i) H bir basit lineer G grubunda sonsuz 0z dingin altgrup olsun. Lineer gruplar
altkiimelerin merkezleyenleri i¢cin minimal sartim1 sagladigindan ve H , G nin sonsuz
dingin altgrubu oldugundan Sonug¢ 6.4.3 ten dolayr H altgrubunun FC-radikali asikardir.

Sonug olarak Teorem 6.1.6 nin ilk iddias1 saglanmis olur.

(i) Kabul edelim ki H nin 1 den farkli periyodik radikali T(H) olsun. (i) den dolay1
FC(H)= 1 oldugundan T(H) sonsuz altgruptur. Gercekten eger T(H) sonlu ise
T(H) <FC(H) = 1 oldugundan T(H) = 1 olur ki bu kabuliimiizle celisir. O halde T(H)
sonsuzdur. Teorem 6.3.1 den dolay1 T(H), G de bir dingin altgruptur. Bundan bagka
Onerme 6.4.1 den T(H) residually-sonlu gruptur. Fakat bu bir ¢eliskidir (Sonug 5.12)[1].
O halde H nin asikar olmayan normal periyodik altgrubu yoktur. Boylece Teorem 6.1.6

nin ikinci iddias1 da saglanmais olur.
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(111) H grubunun lokal ¢oziilebilir radikali S, 1 den farkli olsun. (i) den dolayr H nin FC-
radikali asikar oldugundan S altgrubu sonsuzdur. Teorem 6.3.1 den S , G nin dingin

altgrubudur. G bir lineer grup oldugundan G de indirgenmis Zariski topoljisini g6z Oniine

alabiliriz. Indirgenmis topolojide S altgrubunun kapamisi S ile gosterilsin. Lokal

coziilebilir lineer gruplarin coziilebilirliginden , S altgrubu i¢in ve bdylece S nin S

kapanust icin ¢oziilebilirliginden bir sonuca varabiliriz. Bundan baska S # G ve ﬂ§" =1
xeG

dir. S altgrubu kapali oldugundan G de X; elemanlarinin her sonlu kiimesi i¢in

s =Ns

xeG i

dir. Bundan dolay1
(s <(\s%=1

Boylece ﬂS"i =1 dir. Bundan bagka S, G de bir dingin altgrup oldugundan her V x, € G

icin [S : SNS™] < « oldugundan G de x; elemanlarinin her sonlu kiimesi i¢in

[S:[)S" 1< = dur. Fakat [ )S* = 1 oldugundan S sonludur. Bu bir geliskidir. O halde

S=1 dir. Boylece Teorem 6.1.6 nin ispati tamamlanmuis olur.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu tezde dingin gruplar, akranlik , alterne gruplarda ve Lie tipi gruplarda involisyonlarin
merkezleyenleri ve son olarak da sonsuz basit gruplarda dingin altgruplar kavramlarina

deginilmistir.

Calismamizdan yararlanmak isteyen okuyucular grup teorisine genel bir giris yapmis
olmal1 , radikaller , involisyonlar , alterne gruplar ve FC-gruplar hakkinda gerekli bilgilere
sahip olmalidirlar. Caligmamizin ilk boliimiinde ihtiya¢c duyulabilecek genel bilgiler
verilmistir. Bu konu ile ilgili yapilacak ¢alismalarda, bizim ¢calismamizin faydali olmasini

umarim.



10.

11.

12.

86

KAYNAKLAR

. Balyaev , V. V., “Locally Finite Groups Containing a Finite Inseparable Subgroup”,

Sibirsk. Mat. Zh. , 34 (2) : 23-41 (1993).

Robinson, D. J. S., A Course in the Theory of Groups, Springer-Verlag, New York ,
91-244 (1996).

Hartley, B., “The Normalizer Condition and Mini-Transitive Permutation Groups”,
Algebra i Logika , 13 (5) : 539-602 (1974).

. Bergman, G. M., Lenstra, H. W. Jr., “Subgroups Close to Normal Subgroups” ,

Journal of Algebra, 127 : 80-97 (1989).

Hall, P., Kulatilaka, C. R., “A Property of Locally Finite Groups” , J. London Math.
Soc., 39 : 235-239 (1964).

. Herstein, I. N., “ A Remark on Finite Groups”, Proc. London Math. Soc., 9 : 255-257

(1958).

Balyaev , V. V., “Locally Finite Groups with Cernikov Sylow p-Subgroups”, Algebra
i Logika, 20 (6) : 605-619 (1981).

Kuzucuoglu, M., “Barely Transitive Permutation Groups”, Arch. Math. , 55 : 521-532
(1990).

Hartley, B., Kuzucuoglu, M, “Centralizers of Elements in Locally Finite Simple
Groups”, Proc. London Math. Soc. , 62 (3) : 301-324 (1991).

Balyaev, V. V., “Inert Subgroups in Infinite Simple Groups”, English Translation
Siberian Math. J. , 34 : 218-232 (1993).

Balyaev , V. V. , “Locally Finite Groups with Cernikov Sylow p-Subgroups”,
Translation Algebra and Logic, 20 : 93-402 (1981).

Ozyurt, E., “Inert subgroups and centralizers of involutions in locally finite simple
groups” , Doktora Tezi , Orta Dogu Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii,
Ankara, 5-48 (2003).



Kisisel Bilgiler
Soyadi, adi

Uyrugu
Dogum tarihi ve yeri
Medeni hali

e-mail

Egitim
Derece
Lisans

Lise

Is Deneyimi
Yil

2004-2006

Yabanc Dil

Ingilizce

Hobiler

OZGECMIS

: USTA, Tugba

: T.C.

: 25.03.1980 Ankara
: Evli

: tbozkurtusta@ gmail.com

Egitim Birimi
Gazi Universitesi/Matematik Boliimii2003
Baskent Lisesi YDA

Yer

Ozel Umuda Yiikselis Dersanesi

Sinema, Tiyatro, Miizik, Hayvanlar

87

Mezuniyet tarihi

1997

Gorev

Matematik Ogretmeni



