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Matematik Anabilim Dal
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2010, 85 Sayfa

Clifford cebirleri matematigin bircok alaninda ve fiziksel uygulamalarda
onemli roller oynayan bir konu niteligindedir. Clifford cebirleri bir vektor
uzay1 lzerinde simetrik bir bilineer fonksiyon yardimiyla iiretilen asosyatif
bir cebir ailesi olup, sonsuz boyutlu Clifford cebirleri hentiz ilgi odagi haline
gelmis degildir. Sonlu boyutlu Clifford cebirlerinde Spinorlar (Clifford cebri
modiilleri) ve temsil teorisi klasik bir konu olarak tamamen bilinmekte olup,
bu caligmada sonsuz boyutlu Clifford cebirlerinin temsillerinin aragtirilmasi
hedeflenmigtir.

Lawrynowicz ve Suzuki tarafindan bu konuda yapilmis olan ve bazi teknik
hatalar icermesine ragmen ilging bazi fikirler de iceren caligmalar 1g181nda son-
suz boyutlu Clifford cebirlerinin fraktaller izerinde temsil edilebilecegi diisiincesi
gelismistir. Bu tezde, hem sonlu hem de sonsuz boyutlu reel ve kompleks Clif-
ford cebirleri, K Cantor kiimesi olmak tizere, L?*(K) uzay1 tizerinde dogrudan
ve agik bir gekilde temsil edilmistir. Ayrica sonsuz boyutlu kompleks Clif-
ford cebri i¢in ingaa edilen temsilin, literatiirde var olan ve Fock temsili olarak

bilinen temsile denk oldugu gosterilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Clifford Cebri, Cebir Temsili, Cantor Kiimesi,
Fraktal, Fock Temsili.
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Clifford algebras play an important role in many areas of mathematics and
in physical applications. Clifford algebras are associative algebras which are
generated by means of a symmetric bilinear function on a vector space. Infinite
dimensional Clifford algebras are however not yet at the center of interest.
Spinors and representation theory are completely known for finite dimensional
Clifford algebras. The aim of this study is to investigate the representations
of infinite dimensional Clifford algebras.

The idea that Clifford algebras could be represented on fractals is suggested
in the paper by Lawrynowicz and Suzuki [7], which contains some interesting
ideas as well as some technical errors. In this thesis, a direct representation is
given for both finite and infinite dimensional real and complex Clifford algebras
on the Cantor set. Moreover, it is proved that this representation is equivalent

to Fock representation for infinite dimensional Clifford algebras.

Keywords: Clifford Algebra, Algebra Representation, Fractal,

Fock Representation.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

H(X) : X in bog kiimeden farkli kompakt alt kiimelerinin uzay.

YFS : Yinelemeli Fonksiyon Sistemi.

L (K) : K iizerinde reel degerli, karesi integre edilebilir fonksiyonlarin
uzayl.

L*(K),LA(K) : K lzerinde kompleks degerli, karesi integre edilebilir fonksiyon-
larin uzayi.
Bk (H) : K =R veya C olmak iizere H Hilbert uzay: iizerinde sinirh

K-lineer operatorlerin cebri.

Viil



1 TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde bu caligma sirasinda kullanilan bazi temel tanim ve teoremler

ifade edilecektir.

1.1 Yinelemeli Fonksiyon Sistemi, Hausdorff Boyutu ve Haus-

dorff Ol¢iimii Kavramlar:

(X, d) bir tam metrik uzay olmak iizere X in bog kiimeden farkli kompakt

alt kiimelerinin uzay1 H(X) ile gosterilir ve
H(X)={ACX : A#( ve Akompakt}
seklinde tanmimlanir. B € H(X) ve x € X olmak {izere
{d(z,y):ye B} CR

kiimesini diigiinelim. B kompakt oldugundan dolay1 bu kiimenin bir en kii¢iik

eleman1 vardir.

Tanim 1.1. x € X ve A, B € H(X) olmak idizere x noktasimin B kiimesine

olan uzakhge

d(x, B) = min{d(x,y) : y € B}
ve A kiimesinin B kiimesine olan uzakhg,
d(A, B) = max{d(z,B) : x € A}
dar.
Uyar1 1.2. A, B € H(X) olmak ‘zere,
d(A,B) #d(B, A)

oldugu durumlar séz konusudur. Bu nedenle her ne kadar d(A, B) 'ye A kiimesinin
B kiimesine uzakhgu denilse de d(A, B) # d(B, A) oldugu i¢in X uzay izerindeki

d metrigi yardimayla tanimlanan

H(X)x H(X) — R
(A,B)  +— d(AB)

olarak tanimly donigim H(X) uzays dzerinde bir metrik degildir.



Tanim 1.3. (X, d) bir tam metrik uzay ve A, B € H(X) olmak tzere,
B(A, B) = max{d(A, B), d(B, A)}
degerine A ile B kumeleri arasindaki Hausdorff uzaklgr denir.

Teorem 1.4. h, H(X) uzayr tzerinde bir metriktir. Bu metrige Hausdorff

metrigi denir [1].

Teorem 1.5. (X, d) tam metrik uzay olsun. Bu durumda (H(X),h) uzay: da

tam metrik wzaydur [1].

Tanmim 1.6. (X, d) bir metrik uzay ve f : X — X fonksiyonu verilsin. ¥ x,y €
X icin
d(f(z), f(y) <sd(z,y), 0<s<1

olacak sekilde bir s € R varsa f ye X dzerinde bir buzilme doniusimiu denir.

Bu esitsizligi saglayan s sayisina da f nin buzilme katsayist denir.

Tanmim 1.7. (X, d) bir metrik uzay ve f: X — X fonksiyonu verilsin.

olacak sekilde bir x* € X noktasi varsa, x* noktasina f nin sabit noktasi denir.

Teorem 1.8 (Biizillme Teoremi). (X, d) bir tam metrik uzay ve f : X — X
biziilme donisiumi olsun. Bu durumda f nin sabit noktast vardir ve tektir.

Ayrica x € X olmak dizere {f"(x)}02, dizisi f nin sabit noktasina yakinsar
[1].

Sabit noktay1 x* ile gosterecek olursak, Biiziilme Teoremine gore X icinden

alian keyfi bir z elemani igin,

lim f"(x) = 2"

n—oo

dar.

Yardimci Teorem 1.9. (X, d) bir metrik uzay ve w : X — X bir biizilme

dondisimi olsun. Bu durumda w streklidir [1].



Yardimci Teorem 1.10. (X,d) bir metrik uzay ve w : X — X bizilme
katsayist s olan bir bizulme donusimi olsun. Bu durumda,
w:HX) — H(X)
B +— w(B)=A{w(x)|x € B}
olarak tanimlanan w dénisimi de (H(X), h) uzay: tizerinde bizilme katsayist

s olan bir bizilme dénisimidir [1].

Yardimci Teorem 1.11. (X, d) bir metrik uzay ve w,,n = 1,2, ..., N donigimleri
(H(X), h) uzayinda biizilme katsayilar: siraswyla s, olan bizilme dénigimleri

olsun. Bu takdirde,

W:H(X) — H(X)
B~ W(B)= Gwn(B)

n=1

olarak tamimlanan W donusumu buzulme katsayisi,
s =max{s, |n=1,2,..., N}
olan bir bizilme donigimidir [1].

Tanmim 1.12. (X, d) tam metrik uzay olmak tizere, n = 1,2, ..., N i¢in biizilme
katsaylary siraswyla s, olan w, : X — X buzilme donisumlerinin kimesine

yinelemeli fonksiyon sistemi (YFS) denir. Ayrica bir YFS, biizilme katsayist
s =max{s, |n=1,2,.., N}

olmak “zere
{X;wp,n=1,2,...., N}
seklinde gosterilir.

Simdi biiziilme teoreminin bir sonucu olarak asagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 1.13. Biiziilme katsayise s olan bir {X; w,,n = 1,2, ..., N} yinelemeli
fonksiyon sistemi verilsin. Bu takdirde,
W H(X) — H(X)
N
B — W(B)= Juw.(B)
n=1



olarak tanvmlanan W déndisimi de (H(X), h) tam metrik uzay tzerinde biizilme

katsainst s olan bir bizilme donusimidur. Ayrica

N

A=w(4) = | Juwa(4)

n=1

olacak sekilde bir tek A € H(X) vardur ve herhangi B € H(X) i¢in
A = lim W"(B)

dir [1].
Tanim 1.14. Teorem 1.13 de ifade edilen A € H(X) kimesine

{X;wp,,n=1,2,...,N}

yinelemeli fonksiyon sisteminin c¢ekicisi denir. Ayrica bir kime bir YFS nin

cekicist ise kendine benzer kime adiny alr.

o {X;w,,n =1,2,..., N} yinelemeli fonksiyon sistemi olmak tizere A bu

sistemin gekicisi olsun. Eger 4,7 € {1,2,--- N} ve i # j iken,
ise Y F'S’ye tamamen baglantisizdir denir.

o {X;w,,n=12 ., N} yinelemeli fonksiyon sistemi verilsin. Eger i,; €

{1,2,--- N} ve i # j iken,

ve
N
|Jwi(B) c B
=1

olacak gekilde bir B C A agik kiimesi varsa bu Y F'S’ye ”just-touching”

dir denir.

Simdi m pozitif bir tamsay1 olmak tizere R™ nin sinirhi alt kiimelerinin geo-

metrik karmagikligini karakterize eden Hausdorff boyut kavramini tanimlayalim.



A C R™ sinirh bir kiime olsun. A kiimesinin gap1 diam(A) ile gosterilir ve d,

R™ tizerindeki standart metrik olmak tizere,
diam(A) = sup {d(z,y) : x,y € A}

seklinde tanimlanir. 0 < € < 0o ve 0 < p < oo olsun. A kiimesi

AC [.OJAi
i=1

olacak gekilde {A4; C A} alt kiime dizilerinin bir ailesi olsun. A; = () oldugu

durumda diam(A;) = 0 olarak kabul edelim. Bu durumda,
M(A,p,e) =inf {Z(diam(/li))p :{A;} € Ave diam(A;) <e,i € N}
i=1
olmak tizere M(A,p,e) € [0,00] dir ve € a gore azalmayan bir fonksiyondur

[1].

Tanmim 1.15. m pozitif tamsayr ve A, R™ metrik uzayimin sinarl alt kiimesi

olsun. Bu durumda p € [0,00) i¢in,
M(A,p) = sup{M(A,p,e) : ¢ > 0}
degerine A kiimesinin p-boyutlu Hausdorff élcuimi denir.

Teorem 1.16. m pozitif bir tamsayr ve A, (R™, d) uzaywnin sinirl alt kimesi

olsun. Bu durumda,

o0, p< Dy wvepe]|0,00)
M(A,p) =
0, p>Dgvepe]l0,00)

olacak sekilde tek tirli belirli bir Dy € [0, m] vardwr [1-3].

Tanim 1.17. Teorem 1.16 de ifade edilen Dy sayisina A kimesinin Hausdorff

boyutu denir.

Teorem 1.18. m pozitif bir tamsayr ve A, (R™,d) metrik uzayimin simarl alt
kiimesi olsun. A kiimesinin fraktal boyutu D(A), Hausdorff boyutu da Dy(A)
olsun. Bu durumda,

0<Du(A) <D(A) <m

dur [1-3].



Teorem 1.19. m pozitif bir tamsayr, wy,,n =1,2,--- N dontigumler: buzilme
katsayisi s, olan benzerlik dontgimleri, {R™;wy, ws, -+ ,wy} yinelemeli fonksiyon

sistemi verilsin.

N
A=W(A) = [ Juwa(4)
n=1
olsun. Eger YFS tamamen baglantisiz veya “just-touching” ise bu durumda,

D(A) = Dy (A) dir ve D = Dy (A) = D(A) olmak dizere D,

N
> Isal” =1, De[0,m]
n=1

denkleminin tek ¢ozimidir [1,3].

{R™; wy,ws, -+ ,wy} yinelemeli fonksiyon sistemi verilsin. A kiimesi bu
yinelemeli fonksiyon sisteminin gekicisi olsun. A kiimesinin Hausdorff boyutu
p, p-boyutlu Hausdorff 6l¢iimii de g olsun. Bu durumda A {izerinde karesi

integre edilebilir kompleks degerli fonksiyonlarin uzayi,

2) = 1) = {75 4~ €5 [ P <

olarak, A tizerinde karesi integre edilebilir reel degerli fonksiyonlarin uzay ise,

z@mz{ﬂAﬁR3Awmw<w}

olarak tanimlanmaktadir.

Bu ¢aligmada kompleks Clifford cebirlerinin temsilleri 6n planda oldugu i¢in
L%4(A) yerine L?*(A) gosterimini kullanacagiz. Reel durum soz konusu oldugu
durumda ozellikle L% (A) olarak belirtilecektir.

K = R veya C olmak iizere, L% (A) {izerindeki sinirli K lineer operatorlerin

kiimesi de,
B(L*(A)) = {T : L3(A) — Lg(A) : T smurh K lineer operator }

olarak gosterilmektedir. Bu kiime fonksiyon toplami, skalerle carpma iglemi ve

fonksiyon bilegkesi altinda bir K cebirdir.



1.2 Clifford Cebirleri

Tanim 1.20. K karakteristigi 2 den farkly olan bir cisim olmak tzere V, K

cismi tzerinde bir vektor uzay olsun. Q) @'V — K donisimii,

i) Ve eV, a € K igin
Qo) = a*Q(z) ve

i) Y,y € V igin
br,y) = QU +) ~ Q) — Q)

donisumi V' uzerinde bir simetrik bilineer form ise Q) ya V uzerinde

kuadratik form, (V,Q) ikilisine de kuadratik uzay denir.

Tanim 1.21 (Clifford Cebri). (V,Q) kuadratik uzaywmin belirledigi Clifford
cebri asaqudaki ézellikleri saglayan (C(Q),7) ikilisidir.

1) C(Q) birimli, birlesmeli bir K cebridir.
2) j:V = C(Q), j(0)? = Q)1 dir

3) Clifford cebrinin evrensel dzelligi: A baska bir birimli K cebri ve
u:V — A u@)? = Q) -1 kosulunu saglayan bir lineer dontisim
olsun. Bu takdirde,

v

Q)
N A

diyagrama komutatif olacak sekilde (u = Uo J) tek tirli belirli bir
U:C0Q)— A
cebir homomorfizmast vardir [4].

Teorem 1.22. Her (V,Q) kuadratik uzayma karsik (C(Q),j) Clifford cebri

vardir ve izomorfizm farkwla tek tirli belirlenir [4].

Teorem 1.23. V' n-boyutlu bir K vektdr uzayr olsun. Bu takdirde C(Q), 2"
boyutlu K vektor uzayidir [4].



Teorem 1.24. (V,Q) kuadratik uzay ve {vi,ve, -+ ,v,} C V tabani i # j

olmak uzere,
1
b(v;, Uj) = 5[@(%’ + ’Uj) - Q(vi) — Q(Uj)] =0

olacak sekilde secilsin. Bu takdirde C(Q), v1,vs,- - ,v, € V elemanlar tarafindan

cebirsel olarak tretilir. Ayrica trete¢ elamanlars,
v = Q(v;)  we vvj + vjv; =0
egitliklerini saglar [4].

Tanim 1.25. V = R" olmak tizere R™ tizerinde,

Q(‘rlaan”' 71;71):x%—i_”'_’_xf?_x?)-i-l_"'_"E}Q)—i-q? (p+q:n)

kuadratik formunu alalim. Bu takdirde (R™, Q) kuadratik uzayina karsilik gelen
Clifford cebri Cl,,, olarak gosterilir. Ozel olarak

Q(l’l,x%-.. ’xn):x%+zg++xi

olmak tzere (R, Q)) kuadratik uzayina karsilik gelen Clifford cebri Cl,, o olarak;

Q(l’l,fﬂQ,"' an):—x%—:(:g——xi

olmak dzere (R™, Q) kuadratik uzayina karsilik gelen Clifford cebri ise Cly,,

olarak gosterilir.

Bu durumda Teorem 1.24 in bir sonucu olarak e, es,--- , e, € R™ in standart

taban vektorleri olmak tizere,
Cly,=<{er=epep e, |1<iy<---<i<n, k=1...p+q}

dir. Burada
1 S Z S p ) €;

2
p+1<j<p+q, e=-1
dir.



Tanim 1.26. V = C" olmak tzere C" dzerindek:

Q(Zl,ZQ,"‘ azn):Z%“—Z%—F—}—zi

kuadratik formunu diginelim. (C", Q) kuadratik uzayina karsilik gelen Clifford

cebri Cl,, olarak gosterilir.
C™ tizerindeki butun kuadratik formlar
Q(Zlaz%"' >Zn) :Z%+Z§++22

kuadratik formuna denktir. Bu yiizden C" iizerinde biitiin dejenere olmayan

Clifford cebirleri birbirine izomorftur. Ayrica p + ¢ = n olmak tizere,
Cl,=Cl,,®rC
dir.

Tanim 1.27. V' kompleks Hilbert uzayr ve {ey,ea, €y, -}, V nin bi-

rimdikey bir tabans olsun. Bu durumda sonsuz boyutlu kompleks Clifford cebri,
Cloo =< {6]:6i16i2"'€ik 1<y << <ik,€2: 1, l{:1,2,} >
dar.

Simdi sonlu boyutlu reel ve kompleks Clifford cebirlerinin baz1 6zelliklerini

ispatlarini burada vermeden ifade edelim.
Teorem 1.28.

1) Clypyo =2 Clyo @ Clog

2) Clypioo = Clyy, ® Clag

3) Clyi1,49+1 = Cl, g @ Clyy

Kanat. Bakiniz [5]. ]



n =1 ve n = 2 durumunda,

Chy™ R&R
Cly, =
Cloy = R(2)
Clos =
Clia 2 R(2)

Il
Q

I
==

dir.
Teorem 1.29. n, m pozitif tamsaylar olmak tzere,
a) R(n) @ R(m) = R(nm)
b) K =R veya C olmak iizere R(n) @ K = K(n)
c) CepC=CqpC
d) Cer H=C(2)
e) Hor H=R(4)
Kanat. Bakiniz [5]. O

Simdi reel ve kompleks Clifford cebirlerinin 6nemli bir 6zelligi olan periyo-
diklik ozelligini ifade edelim. Reel Clifford cebirleri i¢in 8 li periyodiklik 6zelligi

varken, kompleks Clifford cebirleri igin 2’li periyodiklik s6z konusudur.
Teorem 1.30. Vn > 0 i¢in,

Clytgo = Clpo @ Clgg
Clonys = Clyy @ Clog
Clyy = Cl, ® Cly

Kanat. Bakiniz [5]. O

10



Cizelge 1: Cl, o, Cly n, Cl,, cebirlerinin izomorfizm tablosu

1 2 3 4 5 6 7 8
Clop | ROR | R(2) C(2) H(2) | H(2) @ H(2) | H(4) C(8) R(16)
Clon | C | | HoH | HE) C(4) R(8) | R(8) & R(8) | R(16)
ClL, |CaoC|C@ |Cceac?)|CcM | Cceaecd | c@E) | s sce) | cas)

11




¢l

Cizelge 2: Reel Clifford cebri Cl, 4 i¢in izomorfizm tablosu

p\¢ ] 1 2 3 4 5 6 7 8

0 R C H HeH H(2) C(4) R(8) R(8) ®R(8) R(16)

1 ROR R(2) C(2) H(2) H(2) @ H(2) H(4) C(8) R(16) R(16) @ R(16)
2 R(2) R(2) ® R(2) R(4) C(4) H(4) H(4) @ H(4) H(8) C(16) R(32)

3 C(2) R(4) R(4) ®R(4) R(8) C(8) H(8) H(8) @ H(8) H(16) C(32)

4 H(2) C(4) R(8) R(8) @ R(8) R(16) C(16) H(16) H(16) ® H(16) H(2%)

5 H(2) & H(2) H(4) C(8) R(16) R(16) & R(16) R(25) C(2%) H(25) H(25) ¢ H(2%)
6 H(4) H(4) & H(4) H(8) C(16) R(2%) R(2%) © R(2°) R(2%) C(2%) H(26)

7 C(8) H(8) H(8) @ H(8) H(16) C(2%) R(26) R(26) @ R(2%) R(27) C(27)

8 R(16) C(16) H(16) H(16) @ ~(16) H(2°) C(2%) R(27) R(27) ® R(27) R(28)




Tanmim 1.31. (A, +,-,e), F cismi tzerinde bir cebir olsun. V bir F vektor

uzayr olmak tzere,
0:A— Endp(V)={T:V =V | T, F-lineer }

olacak sekilde bir F lineer cebir homomorfizmas: varsa ¢ 'ye A cebrinin bir F'

temsili denir ya da V' vektor uzayina bir A moduldir denir.

1.3 Kompleks Clifford Cebirlerinin Fock Temsilleri

Bu bolumde herhangi bir reel Hilbert uzayima karsilik gelen kompleks Clif-
ford cebirleri i¢in ingaa edilen ve Fock temsilleri olarak adlandirilan tem-
sillerin anlagilmasi hedeflenmektedir. Bu temsili ingaa etmek icin oncelikle
(V, (-, -)) reel Hilbert uzay: alarak, bir J uniter yapisi ile bu uzayi komp-

leks Hilbert uzayina doniigtiirmek gerekmektedir. Burada J uniter yapisi
J:V—V

ortogonal ve J? = —I olan bir lineer doniigiimdiir. Tek boyutlu uzay iizerinde
ortogonal ve karesi —I olan bir dontigiim olmadigindan dolay1 bu uzaylarin
tizerinde bir J uniter yapisi olamaz. Dolayisiyla bu durum V reel vektor
uzayinin boyutunu ¢ift boyutlu ya da sonsuz boyutlu uzaylara kisitlamaktadir.
Bu nedenle, ¢ift boyutlu ya da sonsuz boyutlu herhangi bir reel Hilbert uzay1

alarak bu uzay iizerinde herhangi bir J : V' — V uniter yapisi secelim. “i

imajiner sayiy1 gostermek tizere v € V' i¢in
iv=J(v)

olarak tanmimlandigi takdirde kompleks skalerle ¢carpma iglemi tanimlanmig ola-
caktir. Segilen uniter yap1 ile bu sekilde elde edilen kompleks vektor uzayr V;

ile gosterilecektir. x,y € V olmak iizere,
<T,y >5= (:U7y) + Z(l’, Jy)

olarak tanimlh fonksiyon V; iizerinde bir i¢ ¢carpim tammlamaktadir. Ayrica
<+, - >yile (-, ) ayni normu iirettiklerinden dolay1 V; vektor uzay1 da tizerinde

tamimh < -, >; i¢ carpim ile bir kompleks Hilbert uzayina dontigmektedir.
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Bu 6n tanmimlamalardan sonra hedefimiz dogrultusunda Fock uzay: olarak ad-
landirilan temsil uzayini tanimlayalim. n herhangi bir pozitif tamsay1 olmak
lizere, V; vektor uzayimin n kath dig garpim A" (V) tizerinde 21,41, -+, Tp, Yn €

V olmak iizere,
<TL NNy Y1 A Ay, >=det[< xy,y; >

seklinde dogal bir i¢ carpim vardir. Olusan i¢ ¢arpim uzay1 V' sonsuz boyutlu ve
n > 1 oldugu durumda tam degildir. Bu nedenle A" (V) uzaymn Hilbert uzay:
tamlamasi alinmaktadir ve olugan Hilbert uzay1 A"[V}] ile gosterilmektedir.
Burada A\°(V;) = A’[Vy] = C olacaktir. A\"(V;) uzaylarmn direkt toplami

alinarak V; vektor uzayimin dig cebri,
Hy=H;(V)= & \ (V)

olarak tammmlanir. Bu kiimenin elemanlar1 n > 0, (, € A"(V;) olmak {izere
@ (, seklinde toplama giren elemanlardan sonlu tanesi disinda kalan elemanlar
n>0

sifir olacak bigimdedir. @ &, ve @ n, € H;(V) olmak iizere
n>0 n>0

<n§05n> negonn> = Z < &nyMn >

n>0
olarak tanimli fonksiyon H;(V') vektor uzay: lizerinde bir i¢ ¢arpim tanimla-
maktadir. Fakat (H;(V),(:,-)) uzay1 V sonlu boyutlu oldugu durumda tam
olmasina ragmen, V' sonsuz boyutlu oldugu durumda tam degildir. Fock uzayi,
H;(V) uzaymin tamlamasiyla olusturulan ve H; = H;(V') olarak gosterilen
kompleks Hilbert uzayidir. H;(V') uzayr aym zamanda n > 0 olmak iizere
N"[V;] uzaylarinin direkt toplami olarak da diigiiniilebilir. Ayrica I tamamen
sirali bir kiime olmak tizere, {e; | ¢ € I} kiimesi V; kompleks Hilbert uzay: igin

birimdikey bir taban olmak iizere
{61'1/\61'2/\"'/\6% |’ll < g < v-- <Zn}

de Vn > 0 i¢in A"(V;) i¢in birimdikey bir taban olacaktir. Bu sekildeki
miimkiin biitiin kiimelerin birlesim kiimesi de Fock uzay1 H; (V) icin bir taban
olacaktir [6]. Temsil uzayimm tammladiktan sonra gimdi temsil taniminda kul-

lanilan iki 6nemli operatorii tanmmmlayalim. Keyfi secilen v € V igin A(V;) =

14



H;(V) dig cebri tizerinde tanmimh
c(v) = cy(v) ( creator ) ve a(v) = ay(v) ( annihilator )

dontigiimleri soyle tanimlanmaktadir:

clv): H;(V) — H;»V)
¢ = cv)(¢)

vA(C

ve a(v) = a;(v) operatérii ise A”(V) = C nin her elemammi sifira resmeden

diger elemanlar1 ise wq, - -+ ,w, € V i¢in:

n
a(V)(wo Awi A-wg) =Y (—1) <wjv>wo A A A Aw,
=0

seklinde resmeden bir operator olarak tanimlanmaktadir. Burada dikkat ede-
cek olursak, tanimlanan operatorler A (V) tizerinde kompleks lineer operator-
lerdir. Fakat V; tizerinde c¢; hem reel hem de kompleks lineer olmasina ragmen

a; operatori V; lizerinde reel lineer olup kompleks lineer degildir.

Teorem 1.32. v € V olmak iizere c;(v) (creator) ve ay(v) (annihilator) o-
peratdrleri H (V') dzerine birbirlerinin adjoint operatérleri olacak sekilde siirekli

olarak ve normu ||v|| olacak sekilde genislerler [6].

Simdi herhangi bir v € V i¢in tammlanan a;(v) ve c;(v) operatorleri

yardimiyla H (V') iizerinde smirh reel lineer 7, doniigimiini,
Ty V — BC(HJ(V))
v o= my(v) =cy(v) +ay(v)

olarak tanimlayalim. 7; dontisiimii
[0 =< v,0 > T

esitligini saglamaktadir. Gergekten,

[711(0)]2 =m;(v) oms(v) = m;(v)(cs(v) + as(v))
cs(v)(cs(v) + a;(v)) + as(v)(cs(v) + ay(v))
(

ci(v)es(v) + cp(v)as(v) + as(v)e;(v) + az(v)as(v)
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dir. ¢ € H;(V) igin ¢ (v)(cs(v)(C)) =vAv A =0ve ay(v)(as(v)) =0 [6] ve

cy()(ay(v)(wo Awi A=+ Awy)) = cy(v)(< wo, v >wi Awg A+ Awp—
< Wi, > wowa A Awp+ o+ (1) <wp,v > wowr A Awpq)
=< wp, " >V AW Awa A~ ANwp— <wi,0 >0V Nwogwag A -+ ANwy + -+

H(=1)" < wp, v >V Awowi A - Awy_ 1.

Diger taraftan,

a;()(csj()(wo Awr A+ Awy)) =as(V) (Vv Awg Awr A+ Awy)
=<V, 0> W AW N - ANwp— < wp,V >V Aw; Awg A -+ ANwp+

<wlU>VAWWa A Awy + 4 (1) < wp v > wowr A A wgg
olmak ftizere taraf tarafa toplarsak,
[cr(v)(as(v) + as(v)(csV)|(Wo Awr A Awy) = [< 0,0 >wog Awg A=+ Awy,
olarak elde edilir. O halde,
[m(0) =< v,0 > 1

dir. Boylece
wy:V — BH,;(V))
reel lineer dontigimii Clifford cebrinin evrensel 6zelliginden CI(V') {izerine tek
tiirlit olarak genislemektedir. Iste
7y : Cl(V) — B(H,(V))
doniigiimiine CI(V') kompleks Clifford cebrinin Fock temsili denir.

Ornek 1.33. Simdi Cls, Cly ve Clg igin siraswyla R?, R* ve RS dizerinde birer
uniter yapr secerek secilen yapilara bagl Fock temsillerine iliskin birer ornek

verelim.

o Cly i¢cin Fock temsili elde edilirken, R? dizerinde (-,-) standart i¢ carpim

ve e; = (1,0), ea = (0,1) standart taban vektdrleri olmak iizere,

J: R? — R?
€1 = €9

€9 = —€1
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ile tanaml J uniter yapise ile R? kompleks Hilbert uzayina dondistirildi-
ginde, R% uzayr e, tarafindan gerilen kompleks bir boyutlu uzay olarak

elde edilmektedir. Bu durumda

H,(R?) = A(R2) = \'(R2) @& \'(R2) = span{1,e:}

olmak vzere iki boyutlu vektor uzayrdir. Cly nin Fock temsilini bulmak

icin sadece wy(e1) ve wy(es) dontigimlerini bulmak yeterli olacaktur.

e milen): N B @ N (®2) - N (B2 @ A (R2)

dontigtimlerinin {1, e, } swraly tabanina gére matrisleri,
7TJ<€1)(1> =e1 A 1+ aJ(el)(l) =e1 A 1= €1

ms(er)(er) = e Aep +ayler)(er) =04 < ep,e; >=1

olmak tzere,

wy(er) < seklindedir.
10
mr(e2)(1) =ea Al +ay(es)(l) =ieg AN1+0=ie
wi(ea)(er) =exNep+ay(es)(er) =ie; Aej+ < ey, eq >
= (e1,e2) +i(er, J(e2)) = —i
olmak tzere,
0 —
1 0

mi(e2) <

olarak elde edilir. Dolayisiyla Cly nin secilen bu uniter yapr i¢in Fock
temsili,
R? i Cly

B(H;(R?))

diyagraman komutatif yapan 7y : Cly — B(H;(R?)) homomorfizmasidar.

o Cly Clifford cebri i¢in Fock temsili elde edilirken R* vizerinde (-,-) stan-
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dart i¢c carpima ve eq, e, €3, e4 standart taban vektorlerini gostermek tizere,

J: R? — R?
e; +— €9
ea — —eg
€3 = €4

eq > —es

ile tanamly J uniter yapist ile R 4 kompleks vektor uzayina doniistiirerek
RS = span{es, e}

kompleks ki boyutlu vektor uzayr elde edilmektedir. Bu durumda da
ARY) = A"(RY) @ A'(RY) @ A*(RY) olmak dizere {1,eq,e3,e, A eg}
tarafindan gerilen kompleks 4 boyutlu vektor uzayr olacaktur.

7y : Cly — B(A(RY)) temsilini bulmak icin Cly tin ey, eq, €3, ¢4 tireteg

elemanlarimin resimlerini bulmak yeterli olacaktur.

UWANET 1) ( )(1)+GJ(61)(1):€1A1—|—0:€1

(

(61) = cJ(el)(el) + cu(el 61) =egNe+<ep,ep >=1
(e3) = cy(er)(e3) + ay(ey
( (

Ty 61) 61/\63) =CyJ 61)(61/\€3)+GJ(61)(61/\63> = 61/\61/\63+ < e, e >

)
m;(er) )
) )

63) =e; Nes+ < es, e >=e; N\eg

=

(

(
J(€1
(
e3— < e3,e; > €] = €3

olmak tuzere;

01 00

1 0 0 O
wi(er) <

00 01

0010

olarak elde edilir. Benzer sekilde my(es) nin matrisi,
mr(e2)(1) = cy(ez)(1) +ay(e2)(1) =ea A1+ 0 =ieg
my(es)(e1) = cyle2)(e1) + as(e2)(e1) = ea Aer+ < er,eq >=ie; Aep +
(e1,€2) +i(er, J(e2)) = —i
mr(e2)(es) = cy(ez)(es) +ay(ex)(es) =ea Aes
+ < ez, e0 >=1e1 Neg

mr(e2)(erNes) = cy(ea)(erANes)+ay(e2)(erNes) = eaNey Aes+ < er,ea >

18



ez3— < €3, > €1 = 1e1 Nep Nes+ [(61,62) + ’i(€1, J(@Qﬂeg — [(63,62) +
i(@g, J(eg)]el = —ieg

olmak tzere,

0 — 0 0

7 0 0 O
my(ea) <

0 0 0 —

0 0 2 O

olarak elde edilir.
my(es) dondigiminin matrisi,
my(e3)(1) = cye3)(1) +ay(e3)(1) =e3 A1+ 0=e;3

63) 61) = CJ(Gg)(@l) + Clj(eg 61) =ez3Ne+ < ej,e3 >= —e; ANeg

3

(e3)(

s(es)(

7y(es)(es) = cs(es)
(e3)(

my(es)(e1Ne3) = ¢y

)
(e3) + as(es)(es) = e3 Nest+ < es,eg >=1
(es)(exrAes)+ay(es)(erNes) = esNep Aes+ < eq, ez >
e3— < e3,63 > €1 = —€

olmak uzere,

O 0 1 0

0 0 0 -1
7TJ(63) —

1 0 0 0

0O -1.0 O

olarak elde edilir.
my(es) dondisimiinin matrisi,

my(es)(1) = cyles)(1) +ay(eq)(l) =eg A1+ 0 =ieg

my(ed)(er) = cyles)(er) +ayles)(er) =iez Aer+ < e, eq >
— e Ae; = —ieg Aes

my(es)(es) = cyles)(es) +ayles)(es) =ies Aes+ < eg,eq >
= (es,eq) +i(es, J(eq)) = —i

my(es)(er Nes) = cyleq)(er Aes)+ays(es)(er Aes)

= degNe;rNegt+ < ep,eq >e3— < e3,eq4 > €1

= —[(es,eq) +i(es, J(eq))]er = ie;
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olmak tzere,

0 0 —2 0

0 0 0 =2
wy(es) <

1 0 0 O

0 — 0 0

olarak elde edilir.

e Son olarak benzer sekilde Clg icin Fock temsilini elde etmek igin R®
tizerinde (-,-) standart i¢ ¢arpymi ve ey, es, €3, €y, €5, €6 Standart taban

vektorlerini gostermek tzere,

J: R? — R?
€1 = €9
ey = —eq
ez +— ey
€4 = —€3
€5 = €4

€6 +— —€5

ile tanwmly J uniter yapisine tanimlayalim. Bu yapiya karsilik gelen Fock
temsiling elde etmek icin bu yapr ile RS reel vektor uzay kompleks vektor

wzayina dontsturildigu takdirde,
RS = span{ey, es, e5}

olacakter. Bu durumda da A(RS) = A’ (RO @A (RO @A (RS) DA (RS)
olmak tzere 1,e1,e3,e1 A ez, es,e1 A es,es3 A\ es,er A\ ez N es vektorlers
tarafindan gerilen kompleks 8 boyutlu vektor uzayr olacaktir. Clg igin
Fock temsilini elde etmek i¢in ey, eq, €3, €4, €5, € Urete¢ elemanlarinin res-

imlering bulmak yeterli olacaktur.
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o 7, (e1) doniigiminin matrisi,

(
(

61) + aJ<61)(61) =e 1 Ne+<ep,ep >=1

my(er)(1) =cyler)(1) +as(er)(l) =er A1 +0=¢
61) =

cs(e)(
e3) = cy(er)(es) +ay(er)(es) =er Nes+ < es,ep >=e; Aes
=e; Neg Nest+ < ep,ep > e3— < e3,€61 > €1 = €3
my(e1)(es) = cyler)(es) +ay(er)(es) = ex Aes
my(er)(er Nes) =cyler)(er Aes) +ag(er)er Aes
=ej Neg Nes+ < ep,ep > e5— < e;,61 > €1 = €5
my(er)(es Nes) =cyler)(es Aes) +ay(er)(es Nes) =e; Aesg Aes

my(er)(er NesNes) =cyler)(er Neg Aes) +ag(er)(er ANesAes) = ez Aes

olmak tzere;

01 0000O0O0
1000 0000
000 1O0O0O0O0
o)) o 00100000
00 00O0T1TO0®O0
00 001O0O0G®O0
00 0O0O0O0OO01
000O0O0O0OT1OQO0
olarak elde edilir.
o my(ea):
my(ex)(1) = ieq, my(ex)(er1) =< eq, eq >= —i,
my(es)(e3) = iey A es, my(es)(er Aes) = —ies,
mr(ex)(es) = ieg A es, my(ea)(er Nes) = —ies,
my(ea)(es Nes) =ie; AesNes, mi(ex)(er AesAes) = —ieg A es
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olmak tzere;

000 0 0 O
0 00 0 0 0 O

—1

0

l

0 0 0 O
0O 0 0 0 O

—1

0 0 0

0 =1
0O 0 0 0 0
0 0 0 0

0

0 0
0 0 0

—1

i

—1

0O 0 0 0 0 0 O
0O 0 0 0 0 O

0

1

my(e2) <

olarak elde edilir.

o m;(es3):

= —e1 Neg

my(es)(er)

€3,

m(e3)(1)
m(es)(es)

—eq

ms(es)(er A e3)

€3 A €5, 7TJ(63)(€1 N 65)

—€1 /\63 /\65

m(es)(es)

—eq1 A es

€5, 7T](€3)(€1 N €3 A 65) =

ms(es)(es A es)

olmak uzere;

10 0 0 0 O
-1 0 0 0 O
0 00 0 0 0 O
-10 0 0 0 0 O

0
0 0 0
1

0
0

0
-1

1

0 0 0 0 0 O

0 0 0 0 0 0 O

0 0
-1 0 O

1

0 0 0 O

0 0 0 0 0

7TJ(63) —

olarak elde edilir.

o m;(eq):

—?:€1 N es

my(es)(e1)

i€37

m(ea)(1)

iel

7TJ(€4)(€1 A 63)

my(es)(es) = —i,

= —t1e1 Neg A es

7TJ(64)(€1 A 65)

= te3 A\ es,

mr(es)(es)

i€1 N es

—ies, my(eq)(er Aes Aes)

my(es)(es A es)
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olmak tzere;

0

— 0 0 0 0

0 0

0
0
0

0
0

0 00 O

0 00 O

0

—1
0
0

0
0
0

—1
0

0 00 O

0 00 O

0 0 00 — 0 0

0

my(es) <

olarak elde edilir.

o m;(es):

= —€ /\65

m;(es)(e1)

€5,

my(es)(1)

61/\63/\65

—E€s3 AN €5, 7TJ(65)(61 A 63)

m(es)(es)

7TJ(65)(6]_ A\ 65) = —€1

7TJ(€5)(€5) =1,

e N\es

—€s3, 7TJ(€5)(€1 Nes A 65)

7TJ<€5)<€3 A 65)

olmak tzere;

0
-1
0
0
0

0 0 0 -1

0
0
0

0
-1

0
0
0

0 00 O

0 00 O

0
0
0

0 00 O

1

0 00 O
-1 00 O

0

0

0

7TJ(65) <

olarak elde edilir.
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o m;(eq) :

= —iel VAN €5

my(es)(e1)

i65,

m;(es)(1)

7:61 VAN €3 N €5

7TJ(66>(63) = ieg A €5, 7TJ(66>(61 N 63)

i61

mr(es)(e1 A es)

7TJ(€6)(€5) = —1,

—?:€1 N es

i€3, 7TJ(€6>(€1 Neg A 65) =

7TJ(€6>(€3 A 65)

olmak tzere;

0 0 0 — 0 0 O

0
0

0
0
0

0
0

0

l

0 0 0

?

0 0 0 O

0 0 0 00 —

0
0

0

0 0 0 00 0
0 0 0 00 O

—1

0

0 0 00 O

—1

0 0

¢ 0 0 0 0

0

0

my(es) <

olarak elde edilir.
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2 SONSUZ BOYUTLU KOMPLEKS CLIFFORD CEBRI ICIN
TEMSIL INSAASI YAKLASIMLARI

Bu boliimde oncelikle Be(L?[0,1]), L?[0, 1] uzay1 tizerinde smirh kompleks
lineer operatorlerin olugturdugu cebir olmak tizere Cly, cebri L2([0, 1]) tizerinde
temsil edilmig ve bu temsiller yardimiyla sonsuz boyutlu kompleks Clifford ceb-
ri i¢in de bir temsil aranmistir. Fakat sonlu durumda elde edilen bu tem-
siller yardimiyla sonsuz boyutlu kompleks Clifford cebri igin bir temsil vermek
miimkiin olmamigtir. Daha sonra yine sonlu boyutlu Clifford cebirlerinin mat-
ris izomorfizmleri yardimiyla L?(K) uzay1 iizerinde temsilleri olusturulmus ve

bu temsiller yardimiyla da Cl, icin bir temsil verilmeye ¢aligilmigtir.

2.1 Sonlu Boyutlu Kompleks Clifford Cebirlerinin Matris Izomorfizmleri
Yardimiyla L2([0,1]") Uzerinde Temsilinin Elde Edilmesi

Sonlu ve 2n boyutlu kompleks Clifford Cly,, cebrinin C(2") cebrine izomorf
oldugu genel teoriden bilinmektedir. Bu béliimde Cly,, cebri ile C(2") cebri
arasindaki izomorfizmi kullanarak B(L?([0,1]™)) i¢indeki baz1 6zel elemanlar
yardimiyla Cly,, cebri L?([0,1]") uzay iizerinde temsil edilmistir. Motivasyon
agisindan oncelikle 2 boyutlu kompleks Clifford cebri olan Cly cebrinin L?[0, 1]
uzay1 iizerinde bir temsilini olugturalim. Bu temsil agagida sirasiyla tanimlanan
S1, 85 € B(L?[0,1]) operatorleri ve Cly cebri ile C(2) cebri arasindaki izomor-

fizm yardimiyla olusturulacaktir.
Sy L*0,1] — L?[0,1],
V2f(2x), x€[0,4]

0, Diger durumlarda

o= (Su)(x) =

Sy L20,1] — L2[0,1],
Vaf(r 1), relb

0, Diger durumlarda

[ (Saf)(x) =

olarak tanimlansin. Bu durumda bu doniigiimlerin adjointleri,
Sy L*0,1] — L2%0,1],

o s =25 (%)
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Sy: L7[0,1] — L2[0,1],
Fo— s = (5

seklindedir. Tanimlanan bu operatorler yardimiyla 1 < 7,7 < 2 olmak iizere

E;;, C(2) cebrinin 7. satir j. siitun eleman: 1, diger girdileri 0 olan standart

taban elemanlarini gostersin. Bu durumda,

7y C(2) — B(L*0,1])

ile tamiml déniigiim bir cebir homomorfizmasidir. Yani C(2) cebrinin bir tem-

silidir. Ote yandan Cly 22 C(2) oldugundan aralarindaki izomorfizm,

olmak tizere,

pQI(ClQ — (C(2)
eqr — U

62|—>V

seklinde elde edilebilir. Bu durumda my o py : Cly — B(L?[0,1]) déniigiimii
bir cebir homomorfizmasidir. Bu dontigiim acik olarak ifade edilecek olursa,

P9 1= Ty 0 py olmak tizere,

wy: Cly —  B(L?*[0,1])
er. = 5157 — 95255
ea 5155 + 5257
olarak elde edilmektedir.

Benzer diigtinceyle dort boyutlu kompleks Clifford cebri olan Cly cebrinin
L%([0,1]%) = L*(]0, 1]x [0, 1]) uzay1 iizerinde bir temsili agagida sirastyla tanimlanan
S1, Sy, 53,8, € B(L*([0,1]?)) operatorleri ve Cly cebri ile C(4) cebri arasindaki
izomorfizm yardimiyla verilecektir.

Sy : L2([0,1] x [0,1]) — L%*([0,1] x [0,1])
o i) - { ﬂf(zx,zw , Efc}y) €[0,31x [0.3]
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Sy L2([0,1] x [0,1]) — x [0,1])

[ o— (Sa2f)(z,y)
d.d.

Ss: L2(0,1] x [0,1]) — x [0,1])

fo— (Ssf)(zy) =

Sy : L2([0,1] x [0,1]) —

fo— (S4f)(x7y){
0, d.d.

olmak tizere bu doniigiimlerin adjoint dontigiimleri,

Sy L*([0,1] x [0,1]) — L2([0,1] x [0,1]),
Fo— St =21 ()
Sy L2([0,1] x [0,1]) — L2([0,1] x [0,1]),

o e =5 (5

S5 L([0,1] x [0,1]) —  L*([0,1] x [0,1]),

Fo— Ginen =% (55")
Sy L%([0,1] x [0,1]) — L2([0,1] x [0,1]),
P s =S (S )

seklindedir. FE;; matrisleri 1 < ¢,j < 4 olmak tizere C(4) cebrinin standart

taban matrisleri olsun. Tanimlanan bu operatorler yardimiyla olusturulan,
7 C(4) — B(L*([0,1]%)

doniigimii bir cebir homomorfizmasidir. Ayrica Cly; = C(4) oldugundan ar-

alarindaki izomorfizm p4 : Cly — C(4),

1 0 0 O 01 00

0O -1 0 O 1 0 00
€1 — , €2

0O 0 1 O 0 0 01

0O 0 0 -1 0010
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{ V2f(2 2y—1) (z,y) €[0,5] x [3

{ V2f(2r—1,2)) , (w,y) €[5,1] x[0,1]

V2f(2z—1,2y—1), (z,y) € [3,1] x|



0 ¢+ 0 O 0O 0 0 =

- 0 0 0 0 0 — O
€3 — , €4

0 0 0 —2 0O ¢« 0 O

0 0 ¢« O — 0 0 0

olarak verilir. Bu durumda 74 0 py : Cly — B(L*([0,1] x [0,1])) doniigimi
bir cebir homomorfizmasidir. Bu doniisiim acgik olarak ifade edilecek olursa,
4 := my4 0 py olmak tizere,
pa: Cly —  B(L*([0,1] x [0,1]))
e S157 — 5285 + 5555 — S4S;
5195 + 8957 + 5357 + 5453
e i(S1S5 — S2St — S58; + S4S5)
eqs — i(S1S5 — 9255 + 5355 — S4SY)

ey
—
temsili elde edilmektedir. Boylece Cly ve Cly cebirleri sirasiyla L2[0,1] ve
L*([0,1]?) uzaylar iizerinde temsil edilmigtir. Diger taraftan Cly cebri Cly
cebrinin bir alt cebri olarak digiiniildiigiinde acaba her iki cebir iizerinde insaa
edilen bu temsiller arasinda nasil bir iligki vardir sorusu giindeme gelmekte-
dir. Fakat temsil uzaylar farkli uzaylar oldugundan bu iligkiyi anlamak igin
oncelikle B(L?([0,1]?)) cebri ile B(L?[0,1]) cebri arasinda uygun bir identi-
fikasyon kurulmalidir. Bu durumda Cly cebrinin L?([0,1]?) iizerinde ingaa
edilen ¢, temsili, Cly igine bir alt cebir olarak gémiilmiig olan Cly cebri tizerine

kisitlandigr takdirde Cly iizerindeki ¢o temsilini verir mi? sorusu anlam kazan-

maktadir. Daha da agik ifade edilecek olursa

Cl, 2~ B(L?[0,1]) (2.1)
zl \Llh
Cly = B(L2([0,1]?))

diyagrami komutatif olacak sekilde bir
o+ B(L?[0,1]) — B(L*([0,1]))

cebir homomorfizmasi var midir? Aranan 1, dontisimii B(L?[0,1]) uzaymmn

bir T" elemani igin,
T L*([0,1]%) — L*([0,1]%)
g = (0T)(9)(z,y) = (Tgy)(x)
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olarak tanimlandigl takdirde 2.1 diyagrami komutatiftir. Simdi Cly cebrinin

e1, e uUreteg elemanlari igin,

(paoi)(er) = (¥20p2)(er)
(paoi)(ea) = (Y20 p2)(e2)

esitliklerinin saglandigini gosterelim.

[(paci)(er)(@(x,y) = (S1S7 — 8255 + 8355 — S457)(9)(z, )
= (S1S)(9)(x,y) — (5255)(9)(x, )
+(9393)(9)(z,y) — (S451)(9) (%, y)

olarak elde edilir. Bu ifadedeki terimler ayr1 ayr1 hesaplanarak,

V2(St9)(2z,2y) , (x,y) € [0,5] x [0, 3]
0, d.d.

_ { g(z,y), (z,y) €[0,3] x[0,1]

(S157)(9)(2,y) = {

0, dd

V2(S39) (2 — 1,2y) , (x,9) € [5,1] x [0, 3]
0, d.d.

(5295)(9)(z,y) =

g9(z.y), (2,y) € [5,1] x [0, 3]

0, dd.
V2(Si9)(2x,2y — 1), (z,y) € [0,3] x [3,1]
0, d.d.

g(z.y), () €10,5] x [3,1]

(5353)(9)(x,y) =

————

0, dd.
5.5 o) o) {\/éwzg)(leﬂym, (e.y) € 131 x [3.1]
0, d.d.
e @y uxiy
0, dd.

gzy) . (o.y) €00,3]x 0,3
. x 1 1
(5151 — 5253 + 5455 — SiS) )y = {0 (S e
glz,y) . (z,y) €[0,3] x (3,1]
L _g(l'ay) ) (l'ay) S (%’1] X (%71]
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* * * * g(x,y) ) WS [077]
(5157 — 5255 + 9353 — SaSy)(9) (. y) = . ?
—g(:L‘,y) y & € (§a 1}

olarak elde edilir. Diger taraftan,

(2o pa)(e1)(g)(x,y) = (P2(p2(e1))(9)(z,y) = (wale1))(gy)(x)
= (5157 — 5253)(gy)(x)
= (S157)(gy)(z) — (52553)(gy) ()
= S1(57gy)(@) — S2(S39y)(x)

dir. Bu ifadeyi acacak olursak,

S1(579y)(x) = . i

gy(m) , TE [0’ %]

{¢Z$%X%% z€[0,3]
{ 0, dd.

5 1
S2(S39y)(x) = { VASEn) G =) e

0, d.d.
D RO
0, dd.
X €T 7l
<ag&$mww{g“)’ egﬂ
—gy(z) .z €(3,1]

glz,y) ., x€0,3]

(8157 — 5255)(gy) () = { 1
—g(z,y), z€(3,1]

olarak elde edilir. Boylece 2.2 ve 2.3 egitliklerinden,

(¢aoi)(er) = (Yo 0 pa)(er)

oldugu gosterilir. Benzer diiglinceyle,

(pa 0 1)(e2) = (¥ 0 p2)(e2)
oldugunu gosterelim:

(paoi)(ea)(g)(z,y) = (5155 + 5257 + 5357 + 5453)(9) (2, )
= (8155)(9)(z,y) + (S257)(9)(z, y)
+(8357)(9)(,y) + (5453)(9) (=, v)
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dir. Bu toplamdaki ifadeler ayri ayr1 acilarak ifade edilirse,

(5153)(9) (2, y)

(5257)(9)(z,y) =

(9350)(9)(z,y) =

(5453)(9)(x,y) =

—T——

S1(S39)(z,y)

|

———

———
=
N

0,

y), ()

d.d.
€[0,5] x [0, 3]

V2(S59)(22,2y) , (z,y) €

[0, 3] % [0,

V2(819) (22 = 1,2y) , (x,y) € [5,1] x [0, 3]

(5155 + S2.57 + 5355 + S455)(g9)(x, y)

(5155 + 5257 + 9357 + 5453)(9)(2,y) = {

[0, 3] x|
d.d.
3] % [3.1]

V2(859)(2r — 1,2y = 1), (2,y) € [5,1] x [5,1]
0, d.d.
(z,y) € [3.1] x [3,1]
d.d.
([ 9(ZLy) . (a,y) € (0,3 % [0, 4]
_ ) e () € (3,1 % (0,4
g(3H Yy, (w,y) €10,3] x (3,1]
9(32y), (z,y) € (5,1] x (3,1]
g(ZH y), 2 el0,3] (2.4
9(32ty), xe(3,1]
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olarak elde edilir. Diger taraftan,

(V20 @2)(e2)(9)(w,y) = ta(p2(e2))(9)(x,y)
= (p2(e2)(gy) (@)
= (5155 + 5257)(9y)(2)
= (5155)(gy) () + (5257)(gy) (@)

seklindedir. Bu ifadede de terimler agik olarak yazilacak olursa,

(5155)(gy)(x) =

V2(S39,)(2z) , x€0,3]
0, d.d.

ST r—1), = l’
(5257)(gy)(z) = { V2(S7gy) (22 — 1) €31
0, d.d.
_ gy(EY), ze[d,1]
0, d.d.

2z—1 rell
(SQST)(gy)(x) — { 9 2 Y) € [5,1]
0, d.d.

olarak hesaplanir. Buradan,

S5+ S50 = { N F 0 ey
9Bty v e (31

olarak elde edilir. Boylece 2.4 ve 2.5 egitliklerinden

(¢a0i)(e2) = (Y2 0 p2)(e2)

esitligi gosterilmis olur. Beklentilerimiz dogrultusunda gergekten Cl, igin veri
len temsilin Cl; tizerine kisitlanmiginin uygun identifikasyon altinda Cls tizerindeki
temsil oldugu gosterilmigtir. Acaba Clg igin verilen temsil ile Cly tizerindeki
temsil arasinda da bu tarz bir iligki var midir? Eger her adimda boyle bir iligki

oldugu goriiliirse amag sonsuz boyutlu Clifford cebri i¢in bir temsil bulmak
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oldugundan, bulunacak o temsilin de her sonlu adima kisitlamisi olan temsilin
sonlu boyutlu Clifford cebri tizerinde var olan temsil olmasini beklemek yerinde
olacaktur.
Benzer iligkinin genel durumda da ilerletilip ilerletilemeyecegini gormek icin

bir de Clg ile Cly cebirleri arasindaki iligkiyi inceleyelim. Clg min L*([0,1]?)
uzay1 lizerindeki temsilini tamamen Cly ve Cly de oldugu gibi matris izomor-
fizmleri yardimiyla Clg = C(8) 6zelligini kullanarak,
wo : Cls — B(L*([0, 1] x [0,1] x [0,1])),

er —— 5157 — 5255 + 5555 — SuS; + S55F — SeSg + 5755 — SsS%,

ey —— 5195 + 5257 + 5355 + SuS5 4+ 5555 + SeS% + 5755 + Ss5%,

es +— (5155 — 5257 — 5355 4+ SuS5 + 5555 — S6S: — S7.5% + Sg.5%),

ey +— 1(S155 — 5955 + 5355 — SuST + 5555 — S6S% + S75§ — SsS5),

es —— —S515% + 5255 + 5355 — S457 + S555 — S657 — S7.5¢ + SsS%,

eg —— —5155 + 5255 + 5355 — S4Si — 5555 + 5655 + 5755 — Ss57

temsilini elde edebiliriz. Burada da ilgili doniigtimler sirasiyla,
Sla 527 S3a S47 S5a 867 577 SS : LQ([Ov 1]3) B L2([Oa 1]3)
olmak tizere bir f € L*([0,1]?) igin,

<51f)<w7y,Z){ ﬂf@i’%’%)v ;“f;lyaz)e[07 3l [0.4] > [0.3]

(S2f)(l’vyvz){ V2fQr=1,2y,22) , (@y,2) €[5, 1% [0,5] ¥ [0, 5]
0, d.d.

(S51)(0.2) = { v2f <2$viy ~1.29). ;w(;m cO41x B0

<S4f><x,y,z>{ V2fQRr =12y = 1,22) , (@y,2) €[5 1] [3:1] % [0,3]
0, d.d.

(55f)(ffay72){ V2f(20,29,22 = 1) 5 (9,2) €05 x 03] ¢ [3,1]
0, d.d.

(56f>(l’ay7Z){ V2fQ@r =12y 22— 1), (@y2) € 51X 03] x [ 1]
0, d.d.
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(S7f)(@,y,2) = { V2f@e2y—1,22 1), (5,9:2) € 03] < [, 1] x [3.1]
0, d.d.
(SSf)(x,y,z) = { \/if(2l’ B 1’Zy o 1’2Z - 1) ) E;Calya Z) S [%al] X [%71] X [%,1]

olarak tanimlanmaktadir. Bu dontigiimlerin adjointleri ise,

(Sif)(@,y.2) = R34, (S5)(@.y,2) = 2 4,.3),
(S5, y,2) = BRf(5, 555, (S, 2) = RF(EE 5L 5),
(S, y,2) = P55, (SiHw,y,2) = RF(EEL L, 550,
(Sif)(@,y.2) = P55 ), (S5 ) (@, y,2) = R 58 =)

olarak tanimlanmaktadir. Bu durumda da bir 6nceki agsamadakine benzer
olarak B(L?([0, 1] x [0,1]) uzay1 ile B(L?([0, 1] x [0, 1] x [0, 1])) uzay1 arasidaki
uygun bir identifikasyonla Clg i¢in elde edilen ¢4 temsilin Clg i¢inde dogal
olarak gomiilmiig bulunan Cl, tizerine kisitlanmisi olan temsilin Cl, tizerindeki

4 temsili vermesini isteyebiliriz. Yani uygun bir
v B(L*([0,1]%)) — B(L*([0,1]))

dontigtimii ile,

Cl, 2% B(L*([0,1]?))

i O (2.6)

Cls > B(L*([0,1)))
diyagraminin komutatif olmasim isteyebiliriz. T' € B(L?*([0,1]?)) olmak iizere
14 doniigtimii,

Uil L2([0,1%) — L*([0,1]%)
9 = (aT)(9)(z,y, 2) = (Tg:)(z,y)

olarak tanmmlandigi takdirde 1-1 bir cebir homomorfizmasidir ve 2.6 diyag-
rami degismelidir.

Ozel durumlarda Cly, Cly ve Clg cebirleri icin acik olarak verilen bu tem-
siller genel durumda Cls,, cebri igin L?([0, 1]™) uzay1 iizerinde benzer argiimanla
su sekilde ingaa edilebilmektedir:

Oncelikle,
0,1]" =1[0,1] x --- x [0,1]

J/

~
n-1 tane
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kiimesini bir yinelemeli fonksiyon sisteminin gekicisi olarak yazacagiz.

wol@) = =
wi(z) = sz + %
olsun. Bu durumda,
0,11 =10, 3]0 [3,1] = w0, 1] Uwr [0, 1
0.1 x 0,1] = (0,2 0,4 U221 x 0,4 U[0,4] x [, 1] U5, 1] x [4, 1

= (w0, 1] x wp0, 1]) U (w1[0, 1] x wg|0, 1]) U (we[0, 1] x w1[0, 1])
U(w[0, 1] x wq[0, 1])

olarak yazilabilir. Ya da daha da sadelestirmek igin

0(00)2

( ) ( )
0(01)2(ZE1,:E2) == 0'1(1’1, :L‘Q) =
(10, (21, T) = 0a(21, T3)

( ) ( )
olmak tizere,

[0,1]x[0,1] = o0([0, 1]x[0, 1]) U &1 ([0, 1] %[0, 1]) U 0([0, 1] x [0, 1}) U o5([0, 1] x
[0,1]) olarak elde edilir. Genel durumda ise 41,4z, - ,i, € {0,1} ve

O (inin—1-i1)2 ($1, Loy 7xn) = (wi1 (261), wiz(aj2)> T, Wi, (an))

olmak tlizere
2”

0,11 = | o[0,1]"

k=1
olarak elde edilir. Tanimlanan biiziilme doniigtimleri yardimiyla temsil insaasinda

kullanilacak operatorler su sekilde tanimlanmaktadir:

V2f(o; (x) , @€ oi([0,1]")
0, d.d.

(Sif)(x) =

S0 = L)
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Tanimlanan bu operatorler yardimiyla, Cly, nin L?([0, 1]") uzay tizerinde tem-
sili, Cly, = C(2") izomorfizmi ile E;;, 1 < i,5 < 2™ C(2") in standart taban
matrislerini gostermek iizere,

T 1 C(27) — B(L*([0,1]"))

homomorfizminin bilegkesi alinarak verilmektedir. Daha da acik bir ifade ile,

Cln+2 — (Cln ®(c (C(2)
€1 = 1 (%) U
€y 1 & Vv
Gj — 7:6]‘_2 ® UV
i
izomorfizmasimi kullanarak, W = olmak fizere,
—1 0
P2n - Cl2n - (C(2n)
e1r = LRLE QLU

n-1 tane

e = LRL - LV
n—l‘,tane
en-1 = LR QLRI UIW®---0W
N—— —
n-k tane k-1 tane
e — L - QLIVIWR - W
~——— —_————

n-k tane k-1 tane

dontigiimiiniin bir izomorfizm oldugu tiimevarimla gosterilebilir. Bu durumda
Qon 1= Tap © pan : Cly, — B(L*([0,1]™))

doniigiimii Cly, cebri icin bir temsil olugturmaktadir. Ozel durumda Cls ile
Cl4 tun temsilleri arasindaki ve Cly ile de Clg cebirlerinin temsilleri arasindaki
iligkinin sezgilerimiz dogrultusunda genel durumda Cly,, ile Cly,, 5 cebirleri i¢in

de gegerli oldugunu gimdi ispatlayalim. Yani,

Clyy, 2 B(L*0,1]) (2.7)

| o

Cl2n+2 o B(LQ([07 1]2))

36



diyagrami komutatif olacak sekilde bir 1),, doniigiimiiniin var oldugunu gosterelim.
Bunun igin oncelikle Cly, o cebrinin L?([0,1]""!) {izerindeki temsilinde kul-
lanacagimiz biiziillme dontigiimlerini oy, temsil ingaasinda kullanacagimiz ope-
ratorleri ise S; ve S¥ olarak gosterelim. Bu durumda T' € B(L?([0,1]™)) olmak
uzere,
o't LA(0,171) — L2([0,1]")
g +— (@T)(9)(@1, 22, Tn, Tnt1)
= Tz, ) (X1, 22, -, )

olarak tanimlandig1 takdirde 2.7 diyagraminin komutatif oldugunu gosterelim.
Bu diyagramin degismeli oldugunu iki agamada gorecegiz.

A0

0 A

My, : C(2") — C(2") , A

ve

Ton - (C(Qn) — B(LQ([O, 1]”), Eij [— SzSJ*

olmak fizere, sirasiyla asagidaki diyagramlarin degismeli oldugunu gorecegiz.

Cly— e C2)—— ™ B(I2(0,1]")
’l lM% M2ni lﬂ’zn
Cl2n+2 % (C<2n+1) C(2n+1) & B(LQ([O, 1]n+l))

Herhangi bir £ > 1 igin,

pon(eon 1) =L@ LRIUQW @--- QW
S——— —

n-k tane k-1 tane
ve
ponie(eon_1) = LR - RLRIVIW @ - W)
kt k-1t
n+1-k tane -1 tane

kt k-1 tane

= I, ® pon(eai-1)
dir. Benzer sekilde po,12(ear) = Io ® pan(egx) dir. Dolayisiyla,

Cloy, P C(27)

| s

Cl2n+2 P2n+2 C(zn—i—l)
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diyagrami degismelidir. Simdi

C(2") = B(L*([0,1]")

Map, l J{d’Qn

C2mH!) ——= B(L*([0,1]"*))

diyagraminin degigmeli oldugunu gorelim. Bunun i¢in
Yon(S:S7) = SiS} + SivanSyon

oldugunu gostermek yeterli olacaktir. i = (iyip_1---11)2, 7 = (JnJn-1--J1)2

ve x = (x1, 29, ,x,) olmak lizere,
Un(SiS3)(9) (@, ) = (58] + SivanSjy0) (9)(, Ta)
oldugunu goérmeliyiz.

$an(SiS5)(9) (2, Tni1) = (5057)(9anyn) ()
V2(85g2,.1) (07 (@), @ € 3([0,1]")

0, d.d.
. Gonan (0507 (), @ € 03([0,1]")
$an(5:57)(9) (2, Tng1) = o (2.8)
0, d.d.
dir. Diger taraftan,
(5555 + SitanS7i0n)(9) (@, xng1) = (SiS7)(9)(@, Tns1) + (SipanS7190)(9) (@, 1)

V2(539)(3; (@, x011)), (@, 2011) € 5((0, 1)
0, d.d.

(St 10n0)(Giyn (@, 2041)), (2, Tn41) € Gipan ([0,1]7F1)
0, d.d.

9(3;0; (@, 2n11)), (2, 2011) € 33((0,1]"F)

(SiS% + Siyon St 0n)(g)(x,y) =
7 It 0, d.d.

N { 9(Gj42n G 90 (2, 2n41)), (%, Tns1) € Tigan([0,1]7F1)

0, d.d.

38



olarak elde edilir.

i = (in-i1)2 = (0in -+ 41)2

oldugundan,
i, tns1) = (01(x), wo(Tn+1))
ve
i+ 2" = (Lip---i1)2
oldugundan,

Tiyon (T, Tny1) = (04(2), w1 (Tnt1))

olarak yazilabilir. Bunlarin bir sonucu olarak,

50,11 = 0u([0,1]") x [0, 5]

ve

G2 ([0, 1)) = 03([0,1]") x [5, 1]
olarak yazilabilir. Boylece,

g(5j<a;1(x)72xn+1))v (xaxn-f-l) € Ui([oa 1]n) X [07 %}

(SiST + Sitan St on)(9) (2, Tng1) =
0, d.d.

) 9@ (07 @), 2252, (@,war) € 00,1 X [3,1
0, d.d.

(gz‘g}k + §i+2"§;+2n)(9)($a$n+1) =
0, d.d.

g(O'jO'i_l(l'),:L'n+1>), (.%,.’L‘n_;,_l) € Ui([()? 1]n) X [%7 1]
0, d.d.

{g@m%wwmm,@wmﬂem@uwxma
1

g(UjUi_l(x)ﬂxn+1))ﬂ T e UZ‘([O, l]n)

(§i§; + §i+2"§;+2n)(9)($,$n+1) =
0, d.d.

Gonyi (0jor M (@) . @€ 0y([0,1])
0 , d.d.

(gig; + §i+2”§;+2”)(g)(x7$n+l) = { (2.9)

olarak elde edilir. 2.8 ve 2.9 egitliklerinden istenilen ozellik saglanmig olur.

Boylece her ¢ift boyutlu kompleks Clifford cebri iizerinde elde edilen temsilin
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daha diigiik boyutlu Clifford cebri iizerine kisitlandiginda uygun bir identi-
fikasyon altinda o diisiik boyutlu cebir iizerindeki temsille tirnak icinde aym
temsili olugturacak sekilde icice gecen temsiller elde etmis olmaktayiz. Bu ise
akla su soruyu getirmektedir. Acaba limit durumunda sonsuz boyutlu Clifford
cebrinin sonsuz kiip iizerinde bir temsili, var olan temsiller zincirinin bir limi-
ti olarak elde edilebilir mi? Asagidaki teorem bize bu sorunun cevabinin
miimkiin olmadigini soylemektedir. Sonsuz boyutlu ayrilabilir normlu uzay
tizerinde trivial dl¢iimden (sifir 6l¢iimii) bagka Lebesgue 6lglimii olmadigindan
dolay1 (sonsuz kiip iizerinde de Lebesgue 6lgiimii yoktur), sonsuz boyutlu
kompleks Clifford cebirleri i¢in bu zincir yardimiyla bir temsil vermek miimkiin

degildir. Simdi bu teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem 2.1. (X, |.||) sonsuz boyutlu ayriabilir bir normlu uzay olsun. Bu
durumda X tzerinde yerel sonlu ve oteleme altinda invaryant kalma ozelligini

saglayan Borel él¢timi trivial él¢umdiir yani sifir ol¢timadiir.

Kamit. (X,].]|) normlu uzay1 sonsuz boyutlu ve ayrilabilir uzay olsun. p,
(X, |I-]l) normlu uzay1 tizerinde yerel sonlu ve &teleme altinda degismez kalan
bir 6lciim olsun.  Olgiimiin yerel sonlulugundan dolay1 Yz € X icin 3N,
komgulugu vardir éyle ki u(N,) < oo dir. Ozel olarak 0 € X icin de 3N,
vardir Oyle ki pu(Ny) < oo dir. Komguluk tanimindan dolayr 30 > 0 vardir
oyle ki B(0,d) € Ny dir. O halde dl¢iimiin saglamasi gereken kogullardan
biri olarak p(B(0,0)) < u(Ny) < oo dir. Sonug olarak diyebiliriz ki X i¢inde
ol¢iimii sonlu olan en az bir ¢ yuvar1 vardir. X sonsuz boyutlu oldugundan
bu ¢ yuvar igerisinde kalan ve birbirine degmeyen yuvarlar dizisini su sekilde
olugturabiliriz:

(X, ].]]) sonsuz boyutlu oldugundan sonlu tane lineer bagimsiz vektorler
tarafindan gerilemez. Bu durumda e, ey, --- e, vektorleri X icinde lineer

bagimsiz vektorler olmak tizere,
X #<{e,e9, -+ ,e,} >

dir. A=<{ey,eq, - ,€,} > olsun. Bu durumda X iginde 6yle bir zy vektorii

vardir ki g ¢ A dir. A sonlu boyutlu oldugundan kapalidir. (Normlu uzayin
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sonlu boyutlu her alt uzay1 kapalidir.)
do = inf {||zg — z|| | z € A}

olmak tizere dy > 0 dir. Jimdi A i¢inde bir y elemani segelim Oyle ki y nin z,
a olan uzakhg dj a istenildigi kadar yakin olsun.
1
7= — (70— )
lzo —
ve

a; = (0/2+¢)z

olsun. w € A olmak tlizere

) ) 1
w—a||l=|lw—I=z+e)z| = ||lw—|z+¢e ]| +7——(x9 —
o =il = o = (3¢} all = o= (5+) o=yl

st+e | llzo—yl
lzo —yll || 2+¢

w—=Ty+Yy

seklinde diizenleyelim. Burada dikkat edecek olursak,

[0 — yll

w vey€c A
g—i—g Y

oldugundan y elemanini uygun sekilde secerek ,

|20 —
w—To+
( g+€ 0 )

esitsizligini elde edebiliriz. Benzer diigiinceyle

)
§—|—€

[0 = yll

)
5—1—6

[0 =yl

>

)
doZ§

lw — | = +

DO | ™

X 7A< {alaelae% e 7611} >
oldugunu kullanarak
las]| =0/24+¢ ve a1 — as]| > /2 +¢/2
olacak sekilde as € X bulabiliriz. Bu diigtinceyi ilerleterek Vi € N igin
)
lla;]| = 3 +e ve |la; —aj|| >6/2+¢/2

olacak gekilde X iginde {ai,as,---} dizisi bulabiliriz. Vi € N i¢in ¢ < §/2
segilirse, B(a;,6/4) C B(0,9) saglanir. Ayrica

la; — a;ll = 6/2+¢/2
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oldugundan,
B(ai, 6/4) N B(a;j,0/4) =0
dir. Aksi halde
B(a;,0/4) N B(aj,6/4) # 0
olsayd1 3 v € B(a;,d/4) ve v € B(a;,d/4) olurdu. Bu durumda

lo—all <5/4 ve |[v—a;]| <5/

olacagindan,

lai = a;l] < flv = afl + [lv = a;][ < 9/2

elde edilirdi ki bu ifade ||a; — a;]| > /2 + ¢/2 olusuyla gelisirdi. p Gteleme

altinda degismez oldugundan ¢ € R olmak iizere,

u(Blar,5/4)) = j((Blas, 5/4)) = --- = ¢

dir. Diger taraftan,

u( U B(a;,6/4)) Z,u (@i, 0/4)) Zc < u(B(0,9)) < o0

ieN ieN

oldugundan ¢ = 0 sonucunu elde ederiz. Buradan biitiin §/4 yarigapli yuvar-
larin Ol¢iimiiniin sifir oldugunu soyleyebiliriz. X ayrilabilir uzay oldugundan
3B C X vardir 6yle ki B sayilabilirdir ve B = X dir. B = {by,ba, - ,b,,---}
olsun. Bu durumda X = |J B(b,, §/4) oldugunu gorelim. |J B(b,,d/4) C X
oldugu aciktir. Ters kapsgiiayl gostermek icin keyfi x € ;(6 Nalahm. X =28
oldugundan = € B dir. ¢ = §/4 igin B(z,e) N B # 0 dir. O halde 3 b;, € B
vardir 6yle ki b, € B(x,6/4) dir. O halde z € B(b;,,0/4) dir. Boylece
X C U B(by,,d/4) oldugu da gosterilerek her iki kapsamadan kiime esitligi

neN
gosterilmis olur. Diger taraftan da ol¢iimiin 6teleme altinda degismezligini kul-

lanarak tiim ¢/4 yarigaph yuvarlarin dl¢iimiiniin sifir oldugunu gostermistik.

O halde p(X) =0 dir. Yani ol¢iim sifir 6l¢timiidiir. O

2.2  Sonlu Boyutlu Kompleks Clifford Cebirlerinin Matris Izomorfizmleri
Yardimiyla L*(K) Uzerinde Temsilinin Elde Edilmesi

Onceki boliimde n € N olmak iizere Cly, kompleks Clifford cebirlerinin

L%(]0,1]") uzay1 tizerinde temsilleri elde edilmistir. Ayrica Cly, 2 cebrinin
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L2([0,1]™*") iizerindeki temsili, Cly, 5 nin bir alt cebri olan Cly, cebri iizerine
kisitlandigr takdirde, uygun identifikasyon altinda Cls,, cebrinin L2(]0, 1]")
tizerindeki temsili oldugu gosterilmigtir. Bunun bir sonucu olarak “sonsuz
boyutlu Clifford cebrinin sonsuz kiip tizerinde bir temsili, var olan i¢ ice ge¢mis
bu temsiller yardimiyla elde edilebilir mi” sorusuna cevap aranmigtir. Fakat
sonsuz boyutlu ayrilabilir normlu uzay tizerinde Lebesgue ol¢timii olmadigindan
dolay1 (sonsuz kiip iizerinde de Lebesgue 6lgtimii yoktur), sonsuz boyutlu Clif-
ford cebri i¢in varolan bu temsiller yardimiyla bir temsil vermek miimkiin ol-
mamigtir. Anlagildigi tizere burada problemin kaynagi Clifford cebrinin boyutu
degistikce temsil uzayimin da degismesidir. O halde eger her boyuttaki Clifford
cebri ic¢in temsil uzayr degismeden sabit kalarak temsiller insaa edilirse sonsuz
boyutlu Clifford cebrinin ayni temsil uzayi iizerinde temsilini vermek miimkiin
kilinabilecektir. Bu diigiinceyle bu boltimde her bir sonlu ve ¢ift boyutlu kom-
pleks Clifford cebirleri ayni temsil uzayi tizerinde temsil edilerek sonsuz boyutlu
Clifford cebri igin de bir temsil elde edilmigtir. Simdi bu temsili olugturmaya
caligalim.

wo, w1 : R" — R™ biiziilme doniigtimleri olmak tizere { R"; wy, w; } yinelemeli

fonksiyon sisteminin c¢ekicisi I olsun. Bu takdirde,
K= WO(]C) U wl(lC)

dir. L?K, K nin Hausdorff boyutu d olmak iizere, K iizerinde d boyutlu Haus-
dorff ol¢timiine gore karesi integre edilebilen kompleks degerli fonksiyonlarin
olugturdugu vektor uzayr olsun. Ayrica wo(K) N wy(K) kiimesinin 6lgiimii
sifir olsun. Burada sonlu boyutlu kompleks Clifford cebirlerinin L?K son-
suz boyutlu vektor uzay: tizerindeki temsilleri elde edilmeye caligilmaktadir.
Bu temsillerin ingaasinda ¢ift boyutlu kompleks Clifford cebirlerinin matris
izomorfizmleri kullamlmistir. Oncelikle C(2") nin L2K {izerinde bir temsili
verilerek ve Cly, ~ C(2") 6zelligi kullamlarak, ¢ift boyutlu kompleks Clifford
cebrinin L2K iizerinde temsili bilegke yardimiyla elde edilmigtir. Simdi C(2")

cebrini L2K iizerinde temsil etmeye caligalim.

e n = 1 olmak iizere oncelikle Cly cebrinin L*(K) iizerinde temsilini elde

edelim. Bunun i¢in de bahsedildigi gibi 6ncelikle C(2) matris cebri L?(K)
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uzerinde temsil edilecektir.
m: C(2) — B(L2(IC))
Ei ; — 9 (El )

m(Ey): LK) — LK)

P m(E) () = { flomein @) € e ()

0, d.d.
olarak tanimlanan my dontigiimii bir cebir homomorfizmasidir. Bunu
gostermek icin tabanlar tizerinde taniml bu doniigiim lineer genigletildiginden
dolay lineerligi kontrol etmeye gerek yoktur. Dolayisiyla sadece iireteg
elemanlar igin
To(Eij Er) = ma(Eij) 2 (Ex)

oldugunu gostermek yeterli olacaktir.

¢2(Eil) ) J: k
0,  dd

Vo(Eij En) = V26, Eq) =

dir. Diger taraftan,

(2 (Br) [)(wjmawy (2) , 2 € wig(K)
0, d.d.

o (Eij) (a2 (Ew) () () =

{f<wl1wk11wj1wfl<w>>, arwin@ ua® L

0, d.d.
0, d.d.
seklindedir. Bu ifadeye daha yakindan bakacak olursak 7 = k durumunda

wjw; ' (z) € wj_1(K) olacagindan

f(wlfle_11wjflw;—ll<x>> = flwimiw; 4 (x))
~——

I
dir. Tlgili esitlik

w—lwi_—llm , TEw1(K
(B r(Ba) (@) = 4 T@memle), x€wiall)

= Yo(Eu)(f) ()
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dir. j # k durumunda ise 6lgiimii sifir olan kiime diginda w;_w; ) (7) ¢

wi—1(K) olacagindan

Vo (Eij) (2 (Er) (f)) (@) = 0
olarak elde edilir. O halde,

w2(Eil) ) j =k
0, d.d.
= s(EijEy)

Vo (Bij) (Va2 (Er) =

olarak elde edilir. Bdylece istenilen esitlik gosterilmig olur. Yani C(2)

icin bir temsil elde edilmig olur. Diger taraftan,

olmak tizere,
p2: Cly — C(2)
el — U
€9 — VvV

olarak tanimli p, doniigiimii bir cebir izomorfizmasidir. Bu durumda
@y 1= Ty 0 py : Cly — B(L*(K))
olmak {izere g, Cly nin L*(K) iizerinde bir temsili olarak elde edilir.

Benzer diisiinceyle Cly iin L?(K) iizerinde bir temsili goyle olusturulabilir.
Cly = C(4) ozelligi kullanilarak éncelikli olarak C(4) matris cebri temsil
edilecektir. Bunun igin C(4) matris cebrinin standart taban matrislerini
E;

i, 1 <4, < 4 olmak tizere

0p=WyoWwp, 01 =W10w,

O =WyOoWwW; , 03=W10W
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ma(Eij): L*(K) — L*K)
f — m(Ey)(f)(z) = f(O'jflo';_ll(:L‘)) , z€oi_1(K)
’ 0, d.d.

olarak tanimlansin. 7, dontisiimiiniin bir cebir homomorfizmasi oldugu

dogrulanabilir. Diger taraftan py : Cly — C(4)

1 0 0 O 01 00
0 -1 0 1 00
€1 = :IQ®U, €9 H— :]2®V
0 0 1 0 0 0 01
0 0 0 -1 0010
0 2 0 O 0 0 0 =<
- 0 0 0 0 — 0
€3 — =UxW, es— =VeW
0 00 — 0 2 0 0
0 0 ¢z O - 0 0 0

olarak tanimli p,; doniigiimii bir cebir izomorfizmasidir. Bu durumda
@4 =m0 py: Cly — B(L*(K))

olmak {izere ¢4, Cly cebrinin L?(K) {izerinde bir temsili olarak elde edilir.
Diger taraftan Cly, Cl, 1in bir alt cebri olarak diigtintilebilir. Bu durumda
Cl, tizerinde biri bu yolla elde edilen ¢, temsili, digeri ise Cl, icin elde
edilen ¢4 temsilinin Cl, iizerine kisitlanmigi olarak elde edilen temsil
olmak fiizere farkl iki temsil vardir. Acaba bu iki temsil arasinda nasil
bir iligki vardir? Daha da otesi bu temsiller birbirine egit midir? Bu 6zel

durumda ispatin1 burada vermeden bu temsillerin esit oldugu yani,

Cl, = B(L*(K))
] 11
Cl, & B(L*K))
diyagraminin komutatif oldugu gosterilmigtir. (Genel durumda ayrintih

yapilacaktir.)

Simdi en genel durumda Cly, cebrinin L?(K) {izerindeki temsilini ingaa

edelim. Ozel durumda yapilanlara paralel olarak bu durumda da Cl,,, =
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C(2") oldugunu kullanarak 6ncelikle C(2") matris cebrini L2K tizerinde

temsil etmeye galisalim. iy, 49, ...,4, € { 0, 1 } olmak tizere
Wiyip..in = Wiy © Wiy O .. O Wy,

olsun. Simdi indis karmagasindan kurtulmak icin ve temsili vermeye
yardimc1 olmak adina gerekli bazi kisaltmalar yapalim. Bu nedenle,
bu agamada verilen yinelemeli fonksiyon sisteminin biiziilmelerini siraya
koyalim. Bize herhangi bir biiziilme dontigiimii verildiginde ona bir nu-

mara verelim. Ornegin  wj,;,. ;, buzilme dontisimiiniin numarasi
j - (’L‘ninfl...il)Q

olsun. Bu yeni siralamayla biiziilmelerimize yeni isim verelim ve on-
lar1 goyle indisleyelim. Bu agamada 2" tane doniigiim olacagindan yeni

biiziilmelerimizi, j = 1,2, ...,2" ve j = (inin_1...11)2 olmak ftizere,
05 = Wiyig..ip,

olarak gosterelim. FE;;, 1 < 4,5 < 2", C(2") matris cebrinin standart
taban matrisleri olmak tizere,
Ton : C(2") — B(L*(K))
Ei‘ — 7TQn<Ei‘)
man(Ey) : I2(K) — LA(K)

flojmoh(2), © €04 (K)
0, d.d.

[ man(Ey)(f)(z) =

olarak tanimli 7, doniisiimii bir cebir homomorfizmasidir. Tabanlar
tizerinde taniml bu doniigtim lineer genisletilecegi i¢in cebir homomorfiz-
mas1 oldugunu gostermek i¢in tiretecler tizerinde ¢carpimin korundugunu,
yani

7T2n<EijEkl) = 7TZn<Eij)7T2n(Ekl)

oldugunu gostermek yeterli olacaktir.

WQH(EZ') > j =k
0.  dd

Ton(Eij Ex) = Ton (86 Ei) =
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dir. Diger taraftan,

(T2n (Eij)Ton(Er)) (f)(2) = mon(Eij) (m2n(Ewi) (f)) ()

(Ton (Br) ) (0510, (2)) , 2 € 0-1(K)
0, d.d.

flormioyoj-10(2)) , ojo10,(2) € 0p-1(K)
= 0, d.d.

0, d.d.
seklindedir. Bu ifadeye daha da yakindan bakacak olursak, j = k& duru-

, T €& O'i_l(,C)

munda o, 0, (z) € 0;_1(K) olacagidan

florao o0 () = floro, (x))
~——

1

dir. O halde,

floao i (x), =€ 0iq(K)
0, d.d.
= (L) (f)()

Ton (Eij) (Ton (Er) (f)) () =

dir. j # k durumunda ise sifir 6lgiimli kiime diginda

0j-104(x) ¢ 0,1 (K)
oldugundan
Ton (Eij ) (Ton (Ert) (f)) () = 0
olarak elde edilir. O halde,
72n(Ez‘) , J=k

0. dd
= T (EijEr)

7TQn(Eij)7r2n<Ekl) =

olarak istenilen egitlik elde edilir. Boylece o, in carpimi da korudugu

gosterilerek bir cebir homomorfizmasi oldugu gosterilmisg olur. Diger
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taraftan, U = ve V = olmak fizere,

0 -1 10

Cln+2 — Cln ®(C (C(Q)
eg — 1®U
€y 1 ® V

€j Z‘Gj,2®U.V

izomorfizmasimi kullanarak, Cly,, = C(2") oldugu ve aralarindaki izomor-

fizmanin,

pQH:CZQn — (C(Qn)
er = !2®fz®-'-®]%®U

n-1 tane

€y g2®[2®"'®[%®v
n—mane
-1 — LR - RLRIQWR--- QW
— —
n-k tane k-1 tane
e — LR - RLIAIVIWR--- W
—— —

n-k tane k-1 tane

seklinde oldugu tiimevarimla gosterilebilir. Bu durumda s, = 7, 0 pa,
dontigiimi Clg,, cebri i¢in bir temsildir. Boylece genel durumda Vn €

N icin, Cly, cebrinin L?K iizerinde temsilleri elde edilmistir.

e Simdi 6zel durumlarda istenilen 6zelligin en genel durumda da saglandigini
gosterelim. Cly,, cebri Cly, o cebrinin bir alt cebri olarak diistiniildiigii
takdirde (g, 1o temsilinin Cly,, cebri tizerine kisitlanmigi Cly,, cebri igin de
bir temsil olacaktir. Bu durumda Cls,, lizerinde birbirinden farkl olarak
goriinen (9, temsili ile Ponta), temsillerinin her ikisi de aslinda LZ(IC)

uzay1 tizerinde ayni temsillerdir. Simdi bu iddiay1 ifade ve ispat edelim.

Yardimc: Teorem 2.2.

M, : C(2") — C(2m)
A 0
0 A

A —
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olmak tzere,
Cly,, 28 C(2) 2 LX(K)
il M, | v
Clynye 2257 C(2nth) 22 [2(K)

diyagrama komutatiftir.

Kanat. Bu iddiay1 dogrulamak icin asagidaki diyagramlarin ayri ayr1 degismeli

oldugunu gostermek yeterli olacaktir.

n an 2
Chy ™ cv  C2Y  — LK)

Clypyr —3° C(27H) C(2n+1) Vang2 L*(K)
Herhangi bir £ > 1 igin,

pon(en1) =L@ - QLRA)IURIW ®@--- QW
N— S———

n-k tane k-1 tane
ve
poni2(on-1) = LR RLRIUIW @ --- W)
k k-1t
n+1-k tane -1 tane

——— —
n-k tane k-1 tane

= I, ® pan(ear-1)
dir. Benzer sekilde po,12(ear) = Io ® pan(egx) dir. Dolayisiyla,

Cl2n P2n (C (211)

Clop iy — 222 - C(20HY)

diyagrami degismelidir.

Simdi,

C(2r) — " 12(K)

Mnl |1

C(2mtt) — 2 [2(K)
diyagraminin degismeli oldugunu gorelim. Bunun i¢in
—~ E,; 0
E;=| "
0 Ej
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olmak tizere,

—

Wzn(Eij) = 7T2n+2(Eij)

oldugunu gostermek yeterli olacaktir.

floj04(2) s @ €0 (K)
0, d.d.

Ton(Eij) (f)(z) =

dir. Bu agsamada Cls, 2 nin temsilinde kulanacagimiz biiziilme dontisiim-
lerini 7y, i = 0,1,..., (2" — 1) olarak gosterelim. Déniigiimlerin nasil siraya
koyuldugunu hatirlatacak olursak wj, ;,. ;, doniigiimiine karsilik gelen dontigimiin
numarast k = (inip_1...11)2 idi. o) = Wiiy. 4, i8¢ k = (inip_1...71)2 dir. Ayni

zamanda k = (0i,i,_1...11 )2 oldugundan
Ok = Wijig...in0 = Wiyig...i, ©Wo = Ok O Wo

olacaktir. Benzer digiinceyle oy, = wj,i,. 4, i¢in k = (ip4,_1...11)2 olmak tizere

k + 2" = (1ann—121)2 dir. O halde
Ok+4on = Wigin..inl = Wiyig. 4, ©W1 = 0 O W1

olarak elde edilir. Boylece,

. 5‘—15;11 ), r€o0_1(K
ra (B (F)(x) = 4 7 7m@), w oK)
0, d.d.

f(5j+2"—15;r12n71($)) ;X € Oigan_1(K)

0, d.d.

+

7:(K) = 05 0 wy(K), ve 7190 (K) = 0; 0 w1 (K) oldugundan,

= f(@ia(wg' 00 y(2))) . @ € (051 0 wo)(K)

Tont2(Eiy) (f)(x) =

ol



~ flojmiowgowg! oo (x), € (0i-10w)(K)

7Tzn+2(Ez‘j)(f)($) = -
0 d.d.
N flojoowiow oo i (2), z€ (g 0w)(K)
0 d.d.
_ a-_lal:ll ), x € (0;_10wy)(K
monea B () = { T0ml) s @€ irowo)’)
0, d.d.
N floj105(x)) , @ € (0i-1 0ow)(K)
0, d.d.
Tl By Py = 4 TOmoal) w €l
0, d.d.
= Ton(Eij) () ()

olarak elde edilir. Boylece,

C2") — ™ [2(K)

Mnl |

c(2m!) —=—I(K)

diyagraminin komutatif oldugu gosterilmis olur. her iki diyagramin da ko-
mutatifliginden dolay1 sonug olarak Cly, tzerindeki s, temsili ile Pant2|,

temsili ayni1 temsillerdir. O

Boylece c¢ift boyuttaki Clifford cebirleri igin her biri birbiriyle uyumlu olan
temsiller elde edilmistir. Her tek boyutlu Clifford cebri de bir iist boyuttaki
¢ift boyutlu Clifford cebri i¢inde yattigi igin ¢ift boyuttaki Clifford cebrinin bir
diisiik boyuttaki tek boyutlu Clifford cebri iizerine kisitlanmisi tek boyutta bir
temsil verecektir. O halde sonlu boyutlu tiim Clifford cebrileri L*(K) iizerinde

temsil edilmigtir.
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2.3 Sonsuz Boyutlu Kompleks Clifford Cebrinin L?*(K) {izerinde

Temsili

Sonlu boyutlu biitiin kompleks Clifford cebirleri i¢in cebrin boyutu arttikca
va da degistikce temsil uzay1 degismeyen L?(K) uzay1 tizerinde temsiller elde
edilmigtir. Oyle ki bu temsillerin her birisi birbirleriyle uyumludur. Yani,

Cly S o) /L L o M

1 | V2 | ©n |

B(L*(K)) & B(L*K)) &  B(L*K) —

diyagrami komutatiftir. Temsillerin bu manada uyumlulugunu kullanarak
boylece sonsuz boyutlu kompleks Clifford cebri Cl, i¢in de ayni temsil uzay1
lizerinde yani L?(K) sonsuz boyutlu vektoér uzayi iizerinde bir temsil vermek

miimkiin olmustur.

Yardimci Teorem 2.3.
¢oo: Cloe — B(L*(K))
€ vile:)
olarak taniml oo doniisimi bir cebir homomorfizmasisidr yani Cly, i¢cin

bir temsildir.

Kanat. Tanmimlanan ¢, dontisimi tabanlar iizerinden lineer genigletildigi i¢in
lineerligi kontrol etmeye gerek yoktur. Bu nedenle tiretecler tizerinde carpmanin

korundugunu gostermek yeterli olacaktir. Yani e;, e; € Cly olmak tizere,

Poo(€i€j) = Pool€i)pos(€;)
oldugu gosterilmelidir. ¢.(e;) = pi(e;) ve vao(e;) = @j(e;) dir. Ayrica k =

max{i,j} olmak tizere

vr(ei) = pilei), prlej) = ¢j(e;s)

oldugundan
wi(e)pi(e;) = erlei)vr(e;) = wr(eie;)
dir. O halde,
Pool€its) = prleie;) = pilei)pi(e) = Pool(€i)Poo(€;)
olarak elde edilir. O
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Boylece sonsuz boyutlu kompleks Clifford cebri Cly, cebrinin L*(K) uzay1

tizerinde bir temsili varolan ¢,, temsilleri yardimiyla elde edilmistir.

2.4 Temsillerin Matris Gosterimi

Sonlu boyutlu Cly, Clifford cebrilerinin L?(K) iizerindeki temsilleri tanim-
lanirken p : Cly, — C(2") izomorfizmasi ara kademe olarak kullanilmigti.
Burada bazi tanimlamalar yaparak ps, izomorfizmasini bir sekilde ortadan
kaldirarak direk bir sekilde Cls,, — B(L?*(K)) temsilini vermek miimkiin kilin-
maktadir. Bunun i¢in oncelikle bir matrisin K tizerinde verilen bir fonksiyona
etkisini tanimlayalim:

o ve @1 1 K — K biizlilme doniigtimleri ve w = wywy -+ w, € {0,1}" olmak
lzere

Puw = Puy © Puwg O 0Py,

ve

Ko = oo (IC)

olsun. Ayrica verilen bir f : L — C fonksiyonu i¢in f, = f |c, olmak iizere,
fw:’C_)(Ca fw:fwospw

olarak tammmlansin. Burada dikkat edilecek olursa f,, fonksiyonu K, iizerindeki
fo fonksiyonunun K iizerine genisletilmesi seklinde diigtiniilebilir. Simdi 2™ x 2"
tipindeki bir matrisin I tizerinde verilen bir fonksiyona olan etkisini tanimlayalim.

A = (ajj)anx2n olmak fizere,

fw1 (Af)wl
Af=A f“fz - (A‘l_f)“’z (2.10)
fw2n (Af)w2"
seklindedir. Burada,
gn

(Af)or = O _ar, fur) o o

=1
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olarak tanimlanmaktadir. Bu tanimlamalardan sonra Cls,, cebrinin

¢on : Cly, — B(L*(K)) temsili,

1 0 0 1 0 10
U= V= W = 1=
0 —1 10 —1 0 01
olmak tizere matris gosterimiyle su sekilde ifade edilebilmektedir. e, ey, -+, ea,

Cls,, cebrinin temel tiretecleri olmak iizere homomorfizma altindaki resimleri,

€1 — ]®---®]®U,
1t

€2 — ]®---®]®V,
1t

es3 = IQ---IQU W,
2t

ey = Q- IV W,

—_——

n-2 tane

eh—1 — IQ@ - QIQUIWR@---QW,
n-k tane k-1 tane

ek — IR - QIQVOIWR---0W,

———— —_—————

n-k tane k-1 tane

o1 — URW®---W,
N— ——

n-1 tane
€on — VolWe.---W
N— ——

n-1 tane

seklinde elde edilir.
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3 SONSUZ BOYUTLU REEL VE KOMPLEKS CLIFFORD
CEBIRLERININ %K) UZERINDE TEMSILLERI

Bir onceki boliimde her bir sonlu boyutlu kompleks Clifford cebirlerinin
L?K iizerinde temsilleri insaa edilmistir. Ayrica n € N olmak iizere, Cla, 42
kompleks Clifford cebri i¢in verilen temsilin, Cl,, cebrine kisitlanmigi olarak
elde edilen temsil ile Cly, tizerindeki temsilin esit oldugu da gosterilmistir.
Boylece i¢ ige gegmis temsiller elde edilerek, sonlu boyutlu Clifford cebirlerinin
bir direkt limiti olarak elde edilebilen sonsuz boyutlu Clifford cebirleri i¢cin de
bir temsil elde etmek miimkiin olmustur. Fakat bu temsiller elde edilirken,
matris izomorfizmleri ara kademe olarak kullanilmigtir. Daha da acacak olur-
sak, esasinda Clifford cebrinin izomorf oldugu matris cebri L?(K) uzay1 iizerinde
temsil edilmis olup bunun da bir sonucu olarak kompleks Clifford cebri i¢in de
bir temsil elde edilmigtir.

Bu boliimde gectigimiz donemde ara kademe olarak kullanilan matris izomor-
fizmasim aradan kaldirarak direkt bir gekilde kompleks Clifford cebirlerinin
L*(K) uzay1 iizerinde temsilleri elde edilmeye ¢aligilmigtir. Daha sonra en

genel durumda C1, , reel Clifford cebri i¢in de bir temsil edilmistir.

3.1 Sonsuz Boyutlu Kompleks Clifford Cebirlerinin L?(K) Uzerindeki

Temsili

Bu béliimde sonlu boyutlu kompleks Clifford cebirlerinin L2 iizerindeki
temsilleri dogrudan apacik olarak elde edilmistir. Oncelikli olarak n € N ol-
mak tizere Cly,, Clifford cebri i¢in bir temsil verilmis olup tek boyutlu Clifford
cebirleri i¢in bir tist boyuttaki cebir temsilinin kisitlanmigi alinmigtir. Simdi
ilk hedefimiz dogrultusunda cift boyutlu kompleks Clifford cebirlerinin L?(K)
tizerindeki temsillerini ingaa etmeye galisalim. Bu amacla oncelikle Cly,, den
Endc(L?K) nin bir alt cebri olan ve bu uzaydaki smirh lineer doniigiimlerin
kiimesi olan B(L2K) ya bir cebir homomorfizmi verecegiz. Bunun igin gerekli

baz1 tanimlamalarimizi yapalim.
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Herhangi bir z € K alalm. Bu durumda w; € {0,1} olmak iizere,

{ZL‘} = ﬂgpwl O Puy ©+0 gpwg(lc)
j=1
olacak sekilde tek tiirlii belirli wjws - --wj - -+ dizgesi vardir. Buna x in adresi

diyelim. Boylece x € K elemanini ona karsilik gelen adresiyle 6zdeslestirerek,
szlWQ"'CUj"'

seklinde yazilabilir. C tizerindeki bir noktanin adres karsiligi olarak herhangi
bir j. bilegenini diiglinecek olursak o bilesen ya 0 veya 1 dir. Bu durumda
IC kiimesi j. bilegeni 0 olanlar ile j. bilegeni 1 olanlarin olusturdugu iki ayri

kiimenin birlegimi olarak diigiintilebilir. Yani,
K% = {l‘ S K | T :wlwgn-wj_lOij---}

ve

IC{ ={rel|r=wwr - wj_1lwjy -}

sirasiyla j. yeri 0 ve j. yeri 1 olan noktalarin olugturdugu kiime olmak tizere,

K=K,UuK]
seklindedir. Simdi j € N olmak tizere, = wjws - - -w; - - - elemamn icin,
: wiws -+ wij—10w;gq - - - for w; =1
= 1w2 J—1Y%5+1 ) J
Wiy « -+ Wj,11Wj+1 s s for W; = 0

olarak tamimmlayalim. Simdi L?K iizerinde temsil insaasinda kullanacagimiz
(j € N) olmak tzere T;,5; : L*(K) — L*(K) operatorlerini tammlayabiliriz.

f € L2K olmak iizere,

), zc€K)
@] & ek
—f(l') ) WS IC{

ve
z € K, (S;f)(x) = f(&7)
olarak tanimlanir. (7} operatérii verilen f fonksiyonunun IC% iizerindeki parcasini

aynen birakip, IC{ tizerindeki grafigini eksilisine resmettigi i¢in bagka bir ifadeyle
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o parcasii devirdigi i¢in bu operatore “tilt-"operatorii, S; operatorii ise verilen

f fonksiyonunun ng ve lC{ iizerindeki grafiklerini yer degistirilerek elde edilen

fonksiyona resmettigi i¢cin bu operatore de “switch-" operatorii diyecegiz.)
Simdi bir ka¢ adimda K nin pargalanigini ve verilen bir f fonksiyonunu

Ty, 51,15 ve Sy operatorlerinin nasil resmettigini bir ornekle gorelim.

Ornek 3.1. @y(x) = /3 ve 1 (z) = (2+2)/3 olsun. Bu durumda {[0,1]; o, 1}

YFS nin c¢ekicisi yani IC Cantor kiimesidir.

Sekil 3.1: Bir ka¢ adimda /C nin ayrigim.

Sekil 3.2: Cantor iizerinde bir f fonksiyonunun grafigi
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b)

d)

Sekil 3.3: (a) T0f , (b) Sif, (¢) Tof, (d) Saf fonksiyonlarmimn grafikleri.

Simdi tilt- ve switch- operatorlerinin birbirleri ile olan iligkilerini ifade ve

ispat edelim.

Yardimci Teorem 3.2. p,q € N olmak tizere asaqidaki esitlikler gecerlidir.
i) T,0T,=T,0T,
it) Sp0S,=95,05,
iti) T,0 .S, = S,0T, (p #q)
iv) T,08,=—-S,0T,

Kanit. 1) p,q € Nicin T, 0T, = T, 0T, oldugunu gérelim. Tanimdan hareketle

(Tyf)(x) ,  we kg

(Tp o Ty)(f)(z) =
—(Tyf)(x), e Ky
flx), =ze€Ki R
_ —f(z), ze K
—f(:L‘), IKEIC% : ZEE’CIIJ
f(z), =xeKi
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seklinde yazilabilir. Uygun diizenlemelerle

( p
{f(x),) xr e Kj ek
)

(Tp o Ty)(f)(z) = e
{ —f(l' , T E 0 . z€ ’th

\ flx) , xe K¥

| @mnw . ek

—(Lf)(x) , xe Ki

= (TgoT,)(f)(z)
seklinde istenilen elde edilir.
i1)

i11) p # q olmak tizere T, 0 S, = S, o T}, oldugunu gorelim. Oncelikle bir
x € K igin
(Sef)(x) ,  xe K§
—(Sef)(@) . we Ky

_ f(§q> ) z € Kp
_f(gtﬂ ) xe,czlj

(Tp 0 Sg)(f)(x) = {

seklinde ifade edilebilir. zq nun tanimlanmisindan ve p # ¢ oldugundan
r€Khez, € Kb

reKh ez, €Ky

dir. O halde son esitlik,

i) Foek
Tos) P = { TE o e
—flzg) , w4 €KY
= (Tpf) (%q>
= (Sg0T)(f)(x)

olarak elde edilir.
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iv) Onceki durum incelenir ve z € K ise z, € K} ve z € K} ise z, € K]

oldugu kullanilirsa,

(Sp o Tp)(f)(x)

seklinde elde edilir.

Cly, nin tireteglerini ;2 =1 (j = 1,2, ...,

(To(f)) ()

|
|
|

f@,) . Te Kf
—fl@,) , zp€ KY
f@,) . wzekj
—f(z,) , we Ky
(Sp(M)(x) .,  we Ky
—(Sp(M)(x) , we K
—(T, 0 Sp)(f) ()

2n) olmak iizere ey, e, ...

, Eon ile

gosterelim. Her bir iireteci, tek veya ¢ift indisli olmasima gore asagidaki gibi

bir operatore resmedelim (%,

(O Cly,
€1
€2
(k>1) ey
€2k

—

—
—
—

—

kompleks i sayisini gostersin):

’(k+1)2 (Tk o Tk,1 o Sk,1 ¢} Tk72 o Sk72 S

i (S 0 Ty 0 Sp_y 0 Thp 0 Sp_g 0 -

Teorem 3.3. v, Cly, nin L2K izerinde bir temsilidir.

OTl OSl)

-oTloSI)

Kanat. 1 doniigiimiiniin bir cebir homomorfizmasi oldugunu gostermek igin,

V1 < p # q < 2nigin ¢?(e,) = I ve ¥(ep)(e,) =

—1)(eq)1(ep) oldugunu

gostermek yeterli olacaktir. Oncelikle ¥?(e,) = I oldugunu gosterecegiz.

o V(1)

oldugundan

olarak elde edilir.

=TT, ¢2(€2)

= 515; dir. Vp € NT icin

T,T, = 5,5, = I
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Simdi £ > 1 olmak iizere
¢2(€2k) =1
V¥ (eapr) = 1
oldugunu gorelim.
e p =2k — 1 olsun. Bu durumda
Y(e,) = i T T 1Sk 1 Ty 2Sk—o - - TLSy
seklindedir. Bu durumda Yardimer Teorem 3.2 ve Vp € NT icin
T,T,=5,5, =1
oldugu kullanilarak
Vi(ep) = (i(k+1)2Tka—1Sk—1 x 'T151)(i(k+1)2Tka—1Sk—1 - T15Y)
= i2(k+1)2(Tka715k71 Ty S T Th—1Sk—1 - - - T1.54)
= P )T T Th 1 Sp1Sper -+ ThT1S151)
=1
olarak elde edilir.

e p = 2k olsun.
We,) = (%Y STy Sy TS (i S Ty Spy - - TLS))
2D (S T 181 - - T1S18, T 1 Sy - - - TLS))
= P )Y (T T T o1 Sk 1Sk - - - Ty T1S1.57)
_ (_1)kz(k’+1)[ -7
olarak elde edilir.
Simdi de
U(ep)(eq) = —th(eq)¥(ep)

oldugunu gorelim. 1 < p # ¢ < 2 igin Yardimer Teorem 3.2 (iv) den dolay1

Y(e)(ez) =TSy = —=S1T1 = —(e2)(er)

olarak elde edilir.

Simdi k,l > 1 olmak tizere agagidaki durumlar: inceleyelim.
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e pveqtek, p=2k—1<qg=2—1 olsun.

Y(ep) = i LT S ThaSha - - 115y

¢(€q) — i(l+1)2ﬂﬂ—lsl—1ﬂ—2sl—2 “ e T]_Sl
seklindedir. Bu durumda yine Yardime1 Teorem 3.2 yardimiyla,

Ylele)) = (VLIS TiS) Y TGSy -+ T1S))

(DY (T Sy - TS (TT -1 Siey - - - Ty Sy)
= A DN (T 18,y -+ Th1 Sk ) (Ti T 1 Si1 - - - Ty S1) (T Sk - - - T1.Sh)
= i(k+1)2+(l+1)2(—1)2k_1(TlTZ—1SZ—1 ST (T Ty—1 Sk—1 - - - T151)
= DTSy - TS (TeTh1 Skt - - - T1Sh)
= (TS - ThSy) %D (T Ty Spey - T1SY)

= —1(eq)Y(ep)

olarak elde edilir.
e p tek ve g cift, p =2k — 1 < g = 2[ olsun.
v(ey) = iV NI 1S 1T aSka- - TiSH
dleg) = iV ST S T-2Sis - TiS
seklindedir. Bu durumda yine Yardimci1 Teorem 3.2 yardimiyla,
Yleptley) = (VLT 1Sk TiS) (T STy Sy - ThSh)

- i(k+1)2+(l+1)2 (Tka—lsk—l o 'Tlsl)(SlTl—ISl—l te Tlsl)
= DD (ST 1Sy - Tt Siern) (T TSk - - TiS1) (T Sk - - - T1Sh)
— kA2 (V2RSS TS (T T 1S - - TLS
[L]—-19]-1 121 kELEk—1°k—1 121
= _Z‘(Hl)Q(SlTl—ISl—l -~ T1SY) i(k+1)2(Tka—18k—1 - T151)
= _@D(eq)@b(ep)

olarak elde edilir.

e Diger durumlar da benzer iglemlerle goriilebilir.
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Sonug olarak, her 1 < p # ¢ < 2n i¢in

Y(ep)th(eq) = —th(eq)b(e,)

elde edilmisg olur. O halde tanimlamig oldugumuz « doéniigtimi bir cebir ho-
momorfizmidir. Dolayisiyla 1), Cly, nin L2K iizerinde bir temsilidir.

]

Her n € Nigin Cl,, iizerinde verdigimiz bu temsili, n ye bagl olarak bundan
sonra 1y, seklinde gosterelim. Vermis oldugumuz temsilin tanimlamigindan,
Cls,, tzerindeki 15, temsilinin Cly,_o ye kisitlanmiginin, Cls,_5 icin verilen
Voo temsili oldugu aciktir. Yani agsagidaki biiytik diyagramda her bir kiigiik
dikdortgen komutatiftir.

cl, Lol bl

Ly Lty L than

B(*k) & Brk) L5 Buk) L.

Bilindigi gibi sonsuz boyutlu kompleks Clifford cebri sonlu boyutlu kom-
pleks Clifford cebirlerinin direkt limiti olarak ifade edilebilir. Bu boliimde sonlu
boyutlu Clifford cebileri icin elde edilen temsiller yardimiyla, sonsuz boyutlu

Clifford cebri i¢in bir temsil elde edecegiz.

Tek boyutlu kompleks Clifford cebirleri bir {ist boyutlu (¢ift boyutlu) kom-
pleks Clifford cebrinin icinde dogal bir sekilde yatmaktadir. Tlgili cift boyutlu
cebir i¢in verilen temsilin, i¢inde yatan tek boyutlu temsile kisitlanmisi da bu
tek boyutlu cebir icin bir temsil tegkil etmektedir. Daha acik olarak, 1), nin

Cly,—1 e kisitlanmasi, Cly,_1 icin bir temsil vermektedir. Yani

Yop—1 1= w2n|u2n71
dontigiimii Cly,_; in L2K iizerinde bir temsilidir. Buradan,
1:Cl, — Cl,41

gomme doniigiimii olmak tizere
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c, S c, SH..o45 ¢, 5.
L 1 o L ¥n

k) & puk) Lo L Brrk) L.

diyagrami komutatif olacak sekilde bir temsil zinciri elde edilmig olur.
(Cl,,, i)nen directed sistemini diigiinelim. Bu durumda

Clyw = lim Cl,

n—oo

seklinde sonlu boyutlu kompleks Clifford cebirlerinin direk limitidir. Sonlu

boyutlu kompleks Clifford cebirleri i¢in verilen bu temsilleri kullanarak

Yo: Clo — B(L?K)
ej = (e)

doniigimiini tanimlayalim.
Sonug 3.4. 1V, Cly, cebrinin L*K tzerinde bir temsilidir.

Kamt. e; € Cly olsun. Her n > j i¢in e; € Cl,, ve 9;(e;) = ¢y (e;) olduguna
dikkat ¢ekelim. e,, e, € Cly ve k = max{p, ¢} olsun. Theorem 3.3 den ¢, bir

cebir homomorfizmasidir. Buradan

Voolepeq) = Yr(epeq) = Yr(ep)br(eq) = p(ep)iby(eq) = toolep)thoo(ey)

olarak elde edilir. Sonug olarak 1., bir cebir homomorfizmasidir ve bdylece

Cly cebrinin L?K {izerinde bir temsili elde edilmis olur. O

Uyar1 3.5. Elde ettigimiz temsillerde kullanilan IC ¢ekicisi i¢in verilen kosulu

biraz daha gevseterek p, IC tzerindeki Hausdorff olgimuni gostermek vzere,

(oK) N1 (K)) =0

olarak degistirebiliriz. Bu gevsetme, birim aralgr IC olarak almamaza olanak
saglayacaktir. Fakat bu durumda T} ve S; dontusimlerinin iyi tansmly olamay-

acagina dikkat edelim. Bu sorunu gidermek icin, K/ = lCé N /C{ olmak tzere
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T; ve S; dontsimlering,

fz)y , zeK)-KI
(T;f)(x) =4 —f(z) , ze K — K
0 , xe K

f(%]) , T €& K— ’Cj

(S5f)(x) = .
0 , xe K

olarak tanwymlayalim. Bu durumda da Yardimcir Teorem 3.2 ve Teorem 3.3

gecerliligini korumaktadar.
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3.2 Reel Clifford Cebirlerinin L2 (K) Uzerinde Temsil Edilmesi

Cl,q reel Clifford cebrinin tireteclerini j € {1,2,...,p} olmak fizere e;
ve k = 1,2,...,q olmak lizere ¢ ile gosterelim. Burada e;? = 1 ¢ =—1
dir. LK uzay1 K lizerinde karesi integre edilebilen reel degerli fonksiyonlarin
olugturdugu vektor uzay1 olmak tizere bu boliimde C1,, cebrinin LK uzayi
lizerinde temsilleri elde edilmistir. Bu amagla Cly,, den Endg(L3K) nin bir alt
cebri olan ve bu uzaydaki siirh lineer dontigtimlerin kiimesi olan B(L3K) ya
bir cebir homomorfizmi verilecektir. Bu temsillerin insaasinda kompleks du-
rumda kullandigimiz tilt- ve switch- operatorlerini kullanacagiz. (Bu durumda
tilt- ve switch- operatorlerinin tanim uzay1 olan L2 K uzayinin bu durumda reel

vektor uzayr oldugunu vurgulayalim!).

Teorem 3.6.

¢ e — S5
€y SQTl
€3 SgTQTl

ep = Splp1Tp—o---ToT,
g1 — ST

g0 — ST,

g3 +—  S3TETLTY

Eqg SqTqququ,Q s TQTl
olarak tanvmlanan ¢ : Cl,, — B(LiK) dondsimi bir cebir homomorfiz-

masidur, yani Cl,, cebrinin LK uzay tizerinde bir temsilidir.
Kanat. ¢ doniisiimiiniin temsil oldugunu gormek icin,

o 1 <j<p, 1<k<qolmak lizere,



oldugunu gostermeliyiz.

e Oncelikle 1 < J <pvel <k <qolmak tizere,

(Dle)* =1, (o)) =~1I
oldugunu gosterecegiz. j = 1 durumunda (¢(ey))? = 515, = I dir.
e j > 1 olsun. Bu durumda,
(¢(e;)* = (ST 1Ty o TT) (ST 1Ty o - - - ToTh)

= 95T 1 T; 1 T; 5T -+ - TYT5TVT

= 1

(@(en)® = (ST Tjn - NS T T Tjs - - T2Th)
= =551 T T - LIV

= -1
seklinde elde edilir.

e Simdi tiretecler tizerindeki carpmanin anti-komutatifligini gorelim. Yani,

i) 1<j<p, 1<1<p, j#ligin, o(ej)d(er) = —o(e)d(e;)
iii) frm[o]——leqj <p, 1 <1< qigin, ¢(ej)p(e) = —o(er)d(e))

oldugunu gosterelim.
i) Oncelikle 2 < 7 <p, 1 <1< qolmak iizere,

¢(€1)¢(€j) = —¢(€j)¢<€1) ve ¢(e1)¢(er) = —d(er)p(er)

oldugunu gosterelim.

dler)ple;) = Si(S;Tio1Tj—o---ToTh)
( Yardimc1 Teorem 3.2 den ) = —(S;T;_1Tj_o---T5T1)5

= —d(ej)9(er)
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¢(61)¢(5l) = Sl(SlTlTl—lTl—Q e 'T2T1)
( Yardimer Teorem 3.2 den ) = — (ST, 1T o---Tx11)S;
= —d(e)g(er)

1 <7 <1< poldugu durumda ise,

olej)oler) = (STj1Tj—2 - T ) (S Ty -+ Ty - - - T Th)
= (ST Tj) (ST Tj—z - - LT (TiTj-1 - - - ToTh)
= STy Ty TiTy - T (ST Ty o - - TRTY)
= —o(e)d(e))
olarak elde edilir.

ii) 1<j<I<qolsun.

o(ej)ple) = (STTj—r- - D) (STiTi—y - - Tj - - - ToTh)
= (SLT- - Ti) (ST T - - L) (15T - - - T5Th)
= —(STT - Ty 1T - - - ) (ST - - - ToTh)
= —¢(e)ole))

i) j<I,1<j<p,1<1<qolmak iizere,

o(ej)d(er) = —d(er)d(e;)
oldugunu gorelim.
7 =11ise,

o(ej)ole;) = (5iTj-1-- 1) (S;TiTj-1 - - ToTh)
= Si(SiTj—1 - D) (TjTj-1 - - - T T1)
= =TT - TO)(S T - TTh)

= —9¢(g;)9(e;)-
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d(ep)p(er) = (SiTjr---TI)(S'T Ty - Ty - ToT)
= (ST Tip)(SiTj-1 - - D) (T Ty - - ToTh)
= —(STTi_y - TT) (ST - TyT)
= —o(e)o(e;).

Son olarak 7 > 1,1 < j<p,1<I[<qoldugu durumda,

¢(€j)¢(51) = (SjTj—l VIR 'T2T1>(SlTlTlfl o 'T2T1)
— _Sl(SjTj_l...Tl...TZTl)(TlTl_l...TQTl)
= (ST TR (S T - ToTh)

= —o(e)o(e;).

olarak elde edilir.
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3.3 Temsillerin Uniterligi

Bu boliimde hem reel hem de kompleks Clifford cebirleri i¢in verilen tem-
sillerin uniter oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in de iireteclerin resimleri olan
operatorlerin i¢ carpimi korudugunu géstermemiz gerekecektir. Ureteclerin
resimleri switch- ve tilt- operatorlerinin bir takim bilegkesi halinde oldugu
i¢in sadece switch- ve tilt- operatorlerinin uniter oldugunu gostermek yeterli
olacaktir. Oncelikle tilt- operatérlerinin uniter oldugunu yani i¢ carpimi ko-
rudugunu gosterelim. ¢ € N olmak iizere, T; operatoriinii alahm. f, g € L?(K)
olmak fizere,

<Tf,Tig>=<fg9>

oldugunu gosterelim. (u, K nin Hausdorff 6l¢iimii d olmak tizere d boyutlu

Hausdorff dl¢iimiinii gostersin.)

<TfTg> = [@mHTgdu (3.1)

K

~ [@n@adu+ [@nTg)d (3.2)
ki ki

— [ fodu+ [(=Pi-g)dn (3.3)
ki ki

— [ fodu-+ [ fodu (3.4)
K Kt

~ [ fodu (3.5)
K

= < f,g> (3.6)

olarak i¢ carpimin korundugu gosterilmis olur. Simdi switch- operatoriiniin

uniter oldugunu gosterelim. i € N ve f, g € L?(K) olmak iizere,
< Szf>Szg >=< fag >

oldugunu gosterelim.

< Sif, Sig = / (S.1)(Sig)dn (3.7)
K
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(Sif)(Sig) = Si(f.g) oldugu kolayca dogrulanabilir. O halde, 3.7 esitligi,

< Sif.5ig> = / (S:)(Sig)du (3.8)
K

= /Si(fg)du (3.9)
K

olur. h € L*(K) olmak tizere, [ S;hdu = [ hdu dir. O halde,

< 5., Sig 5= / (S:)(Sig)dp = / Si(fg)du = / fodu =< fog >
K Ic

K

olarak elde edilir.
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4 SONSUZ BOYUTLU KOMPLEKS CLIFFORD CEBRININ L%(K)
UZAYI UZERINDE FOCK TEMSILINE DENK BIR TEMSILI

Bu boliimde sonlu ve sonsuz boyutlu kompleks Clifford cebirleri i¢in L*(K)
iizerinde yeni bir temsil ingaa edilecek daha da otesinde bu temsilin literatiirde

Fock temsili olarak bilinen temsile denk oldugu gosterilecektir.

Teorem 4.1.

6. Cl. — B(L*K))

€1 — T1
€9 — ZTl Sl
€3 = 155,

€4 — ’iTQSQSl
€2k—1 T3 Sk—1Sk—2 - - S251
ok = 1S Sk—1Sk—2 - - - 5251

1

olmak tizere ¢, Cly, un L*(K) tzerinde bir temsilidir.

Kanit. ¢ nin Cl,, un bir temsili olmasi i¢in,
Vi € N icin (¢(e;))? =1 ve

Vp # q,p,q € NT igin ¢(e;)o(e;) = —o(e;)o(e;)

esitlikleri saglanmalidir. Oncelikle iireteclerin goriintiilerinin karelerinin I oldugunu
gosterelim. Tilt- ve switch- operatorlerinin, karesi I olan doniigtimler oldugunu

hatirlayacak olursak,

(d(e1)? =TTy =1
(¢(€2))2 = (ZT151)<ZT151) = iQ(—SlTl)(Tlsl) =1 (Yardlmm Teorem 32)

olarak elde edilir.
Simdi en genel durumda eg;,_1 ve ey, icin ¢ doniigiimii altinda resimlerinin
karelerinin I oldugunu gosterelim.

k > 1 olsun.

(¢(e2k—l))2 = (TkSk—lsk—2 U SQSl)<TkSk—ISk—2 U 5251)
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Yardime1r Teorem 3.2 (iii) den Vi = 1,2 -k — 1 i¢in S;T}, = T}.5; dir. O halde,

(pleap-1))? = (TpTrSp-1Sk_2-+5251)(Sk_1Sk_2---5251)

= (Sk—15k—2+5251)(Sk-1Sk—2" - 5251)

= Sk_15k-15k—2Sk—2 -+ - 5151 (Yardimer Teorem 3.2 (ii) den)
(dleaw—1))® = 1

olarak elde edilir. Diger taraftan da,

(6(ea)? = ((T3SkShor -~ - S1)(IT0SkSk—1 -+ - S1)
= i3(TuSkSk_1+ - S1)(TpSpSk_1 -+ S1)

Vi=1,2,--- ,k—1igin
SiTy = TyS;,  SpTy = =TSy

ve Vk, [ i¢in
SkS; = S1Sk

oldugundan,

(Y(ea))? = —(TrSkSk—1-+S1)(TkSkSk-1-+-S1)
= T3 T3 SkSkSk—15k—1 - - S1.51
=7

olarak elde edilir.

Simdi anti-komutatifligi yani, Vi # 7, i,j € N* icin
p(e)9(e;) = —d(ej)o(es)
oldugunu gosterelim. Oncelikle ilk iki {iretec icin dogrulayalim.
o(er)p(e2) = (Th)(111S1) = 111151 = iS5

dir.
p(ea)p(er) = (1T151)(Th) = —iThT1S1 = —iS1 = —p(e1)p(e2)

dir. Simdi £ > 1 olmak tizere,
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o o(er)p(ea_1) = —d(ear—1)0(e1) oldugunu gorelim.
¢(er)d(ear—1) = (T1)(TiSk-1Sk—2 - - - S1)
Vi # 1 icin
T\5; = STy , T\ T, =TTy ve T1S1 = =511
oldugundan,

dler)p(ea—1) = — (T Sk—1Sk—2 - - S1)(11) = —(ear—1)p(e1)
dir. Benzer bi¢imde,

dler)plear) = (Th)(1TkSkSk—1---51)
= —(iTpSKSk—1---S1)(T1)

= —¢(ear)P(er)

olarak elde edilir.
o o(ex)p(ear—1) = d(eap—_10(ez)) oldugunu gosterelim.
o(e2)p(ear—1) = (11151) (T Sk—15—2 - - - S1)

dir. Burada k > 1 oldugundan S;T}, = T}S; dir. Diger yer degistirmelerde

de Yardimer Teorem 3.2 (ii) 6zelligini kullanarak,

dlea)p(ear—1) = —(TpSk—1Sk—2---51)(i115)
= —¢(e2m-1)9(€2)

olarak elde edilir.

Benzer bicimde ¢(es)d(ear) = —d(ear)P(e2) oldugu gosterilebilir.

Simdi en genel durumda ¢, 5 > 2 olmak tizere

¢(€i)¢(€j) = —¢(€j>¢(€i)

oldugunu gosterelim.
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e k.l >1olmak tizere i =2k — 1,7 =2l — 1 ve k <[ olsun.

pleak-1)p(ear-1) = (TpSp-1--+S1)(TS1—1 -+ SpSk—1- - S1)
= —(Sp_1- - SO(TSi—y - SpSp—1 -+ S1)(Th)
= —(T1Si_1 -+ SpSp_1+-S1) (T Sp—1---S1)
= —¢(ex-1)9(e2r-1)

olarak istenilen esitlik elde edilir.

o 1 =2k —1,7=2]vek <[ olsun.

dlege1)d(en) = (TeSi1S—2--- ) (T1SIS1_1 - SeSpoy - - S1)
= —(Sk—l ce Sl)(iTlSlSl—l R Sksk—l Ce Sl)(Tk)
= —(iTzSzSz_1-"SkSk_l--~S1)(Tk5k_15k_2-~-51)
= —o(eu)d(ew-1)

o i =2k, j=2l—1vek <l olsun.

dlean)den ) = (iTeSpSkor -+ S))(TyS1_1 -+ SpSp_y -+ 51)
= —(iSkSk_1-+-S1)(TiSi—1 -+ SkSk_1- -+ S1)(Tk)
= —(T1S;_1-+- SkSk—1-+ - S1)(TkSkSk_1Sk_2 -+ S1)
= —¢(ear)P(ex-1)

olarak istenilen esitlikler saglanmig olur.

]

Boylece sonsuz boyutlu kompleks Clifford cebri Cl, icin L?(K) iizerinde
bir temsil elde edilmigtir. Simdi elde edilen bu yeni ¢ temsilinin Cl,, cebrinin
Fock temsiline denk bir temsil oldugunu gosterecegiz. Bunun icin kisaca sonsuz
boyutlu Clifford cebri i¢in Fock temsilinin nasil ingaa edildigini hatirlayalim.
V' sonsuz boyutlu reel Hilbert uzay1 ve {ej,eq, - en, -} V vektdr uzaymin
birimdikey bir tabani olsun. Sonsuz boyutlu kompleks Clifford cebri iizerindeki

Fock temsilini elde etmek igin oncelikle V' vektor uzayimi kompleks Hilbert
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uzayina dontistiirecegiz. Bu dontigtiirme iglemini V' iizerinde tanimh bir uniter

yapi ile gerceklestirecegiz. k > 1 olmak iizere,

J: VvV — V
€1 = €9

€2 = —€

€k—1 > €2

€2k = —€2k—1

uniter yapisini diigiinelim.

Teorem 4.2. Cl,, cebrinin L*(K) izerindeki ¢ temsili ile w; Fock temsili

birbirine denk temsillerdir.

Kamit. Oncelikle temsil denkligini hatirlayalim. Bir A cebrinin V' ve W vektor
uzay1 lzerinde birbirinden farkli ¢ ve 1 olmak tizere iki temsili verilsin. Bu

temsillerin denk olmasi igin gerek ve yeter sart Va € A igin,

vy

fl L f

w — W
(a)

diyagrami degismeli olacak sekilde tek tiirlii belirli bir f : V' — W lineer
izomorfizmasi var olmalidir. Simdi L?(K) uzay1 ile Fock uzay1 arasnda Va €

Cly i¢in,

fl Lf (4.2)

diyagramini degismeli yapacak sekilde bir f lineer izomorfizmasi tanimlayacagiz.

Bunun i¢in L?(K) nin
1,T0(1), To(1), Ty To(1), Ty(1), Ty T5(1), Ty T3 (1), Ty ToTs(1), - - -
sirali tabanini(Bakimiz [9]) ve H,; (V') vektor uzaymin

{1,e1,e3,e1 Nes,es,e1 Aes,es Nes,eq ANesANes, -}

7



sirali tabanini alalim ve f dontigiiminii,

fo L*K) — Hy (V)
1 — 1
Ti(1) — e
T5(1) = e3
TiT5(1) —  ep Aes
T5(1) = es
Ty T3(1) — e A es (4.3)
T>T5(1) —  es A es
T T5T5(1) — e AegAes
T3 (1) = eap—1

1,1, ---Ti, —  egip—1 Negig—1 N+ Neg 1

olmak tizere taban elemanlari izerinde tanimlayalim ve lineer olarak genisletelim.
Tanimlanan f doéniigiimiintin 1 — 1 ve 6rten oldugu aciktir. Simdi bu sekilde
taniml f lineer doniigiimii i¢in 4.2 diyagraminin komutatif oldugunu gosterelim.
Bunun igin keyfi a € Cl, igin diyagramin degismeli oldugunu gostermek yerine
Cls un her bir taban elemani i¢in diyagramin degismeli oldugunu gostermek

yeterli olacaktir.

Yardimci Teorem 4.3.
k) k)
fl Lf
H, (V) H,; (V)

ﬁ
w(a)
diyagrams k € NT olmak tizere Ve, € Cly, icin degismeli ise Va € Cly, icin de

degismelidir.

Kanit. Oncelikle Ve, € Cl., icin degismeli iken 7,7 € NT olmak iizere e;e; €
Cly igin de degismeli oldugunu gorelim. Ve, € Cly igin diyagram degismeli

oldugundan,

fooler) = mler)of

78



dir. Simdi,
fodleie;) =m(eie;) o f

oldugunu gosterelim. ¢ bir cebir homomorfizmasi oldugundan,

fo ¢(€i€j) = fo(d(e)o ¢(6j)

fogleie;) = m(eiej)o f (4.4)

seklindedir. Simdi c = e;,€;, - - - €;,, d = ¢ej,¢e;, - - - €j, olmak tizere, Cl un c ve d
seklinde elemanlar i¢in diyagram komutatifse onlarin herhangi lineer toplami

i¢in de komutatif oldugunu gosterelim.

fodlactBd) = fo(ad(c)+ B(d)( é cebir hom. old.)
= a(fod(c) + B(f o ¢(d)) (f lincer old.)
= a(n(c)o f) + B(w(d) o f)
— (an() + Br(d)) o f
= 7(ac+ fGd)o f (4.5)
olarak istenilen esitlik elde edilir. Sonug olarak eger Ve; € Cl icin 4.2
diyagrami komutatif ise keyfi bir a € Cl,, elemani bu sekildeki e; lerin sonlu
carpimlarinin sonlu bir lineer toplami olacagindan 4.4 ve 4.5 esitliklerinden

dolay1 keyfi secilen a € Cl, iginde ilgili diyagram komutatif olacaktir.
O

Motivasyon olarak once e; ve e icin ilgili diyagramin degismeli oldugunu

gosterelim. Daha sonra genel durumda herhangi bir e;, 7 € N7 icin gosterilecektir.

e ¢ icin: Ozel olarak 1,71(1),T5(1), ThT5(1) taban elemanlar igin diya-
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gram tizerinde resimlerinin egitligini gérelim.

1 p(er Tl(l) Tl(l) #(e1) 1
fI f f If
1 lﬁ €1 e T 1
(el T €1

#(e1) d(er1)

TQ(].) TlTQ(]_) Tng(l) TQ(].)

| b If

e3——>e¢1 Neg e1\Neg——— €3
n(er) m(e1)

Simdi 1 <4y < ip < -+ < i), olmak tizere keyfi T}, T;, - - - T;, (1) € L*K
taban elemani icin 4.2 diyagraminin degismeli oldugunu cebirsel olarak

gosterelim. Yani,

[f o p(e)/(Ti T, - - T0, (1)) = [w(en) o SUTL T, - T3y (1))

oldugunu gorelim.

o de)(TaT - To(1) = Fe)(T T Ty (1)
= f(LT,\T,---T,(1))
(fodle)) T3\ Ty, ---T;, (1)) = erNegy A N Negy1, G # 1

€2i5—1 N Neg 1, 1 =1

(4.6)
olarak elde edilir. Diger taraftan,

[m(e1) o fUT Ty - -+ T3, (1)) = w(e)(f(LT, -~ Ti (1))
= m(er)(€2i—1 A €2ipm1 A+ Aegi_1)
€1 VAN €211 VANEIIAN €2i.—1 » il 7£ 1

(m(er) o T3 Thy -+~ T (1) = .
€2ip—1 N - - Negj 1, 1 =1

(4.7)

olarak elde edilir. Boylece 4.6 ve 4.7 den istenilen esitlik gosterilmis olur.
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® ¢ icin:

[f o ¢(e)[(T5 Ty -~ T0, (1)) = f((e)(Ti T, - - Tii (1))
= fUNST, T, - T;, (1))
fENT Ty, -+ T, (1), i #1
f(=i, - T, (1), =1
ieg N egiy—1 AN+ Negj—1, i1 F#1

—1€2i5—1 N+ Ny 1, 1 =1

dir. Diger taraftan,

m(e2) o [T T, -+ T, (1)) = m(ea)(f(TuTh, -~ T3 (1))
= m(ea)(ei,—1 A Aegip1)
?:61 A €211 VANCIVAN €2i1,—1 » il 7’é 1

—1€9i5—1 N -+ N e 1, 1 =1
olarak elde edilir ki elde edilen esitliklerden,
[f o d(ex) (T3, T, - - T3, (1)) = [w(e2) o fI(T3 T, - - - T, (1))

esitligi gosterilmis olur.

Simdi en genel durumda keyfi e; € Cl, icgin

[f o ()T T, - - 10, (1)) = [m(es) o SUTL T, - - T3 (1))

oldugunu gosterelim. Bu durumda ¢ temsili iirete¢ elemaninin tek veya
¢ift indisli oluguna gore farkh tanimlandigi i¢in iki durum igin de esitligin

saglandigini gosterecegiz.

e [ > 1 olmak tizere i = 2] — 1 durumu:

(f o dlea)) (T3, T, - - - 5, (1)) = (mw(ex—1) o /)T T, - -- T (1))

oldugunu gosterelim.

[fodlea-)(Ti Ty -~ T;,(1) = f(olea-1)(T 15, -+ - T;,(1)))
= f(1S1-151—2 - S25T,\ T, - - - T;,. (1))

81



dir. Burada tilt- ve switch- operatorlerinin kendi aralarinda yer degisimi
sirasinda igsaret degistirdigi durumlar1 goz Oniine alacagiz. S;_15;_o---995]
operatorlerini sirayla 15, 7T;, - - - T;, tizerinden atlatarak gerekli sadelestirmeleri

yapacaglz. Burada switch- operatorlerini tilt- operatorleri iizerinden atlat-

mamizin sebebi Vi € N i¢in S;(1) = 1 olmasidir. Boylece
S1-181_9 -+ 8251(1) =1
olacaktir. Bunun icin soyle bir kiime tanimlayalim.
A={i;|3t=1,2,---l—1li¢ini; =¢,j=1,2,-- k}

Bu kiimeyi tanmimlamaktaki maksadimiz biliyoruz ki bir switch operatori ile
bir tilt- operatorii sadece ayni indisli oldugu durumda yer degistirme sirasinda
isaret degistirmektedir. Diger biitiin yer degistirmelerde isaret degismemektedir.
Onun i¢in indisi ayni olan switch- ve tilt- operatorlerinin sayisini belirlememiz
gerekmektedir. Ciinkii yer degistirme sirasinda o kadar igaret degisimi ola-

caktir. O halde |A|, A nin eleman sayisin1 gostermek iizere,
S8+ STy Ty -+ Ty = (= )AT, Ty, -+ T,

olacaktir. Boylece,
f(olea-1)(T Ty - - T (1) = f(L1S1-1S1-2 - - S251 T, T, - - - T3, (1))
= M(-V)ATT,T, - T,.(1))

A

f(<_1)j0_1TilTi2 RN AP le(l)) ) ijo =1

_ T g
f(=)A T, T, - T, (1)) Vie{1,2,- k}i; #1
(=1)%0 7 eg; g Ar A €2i5—1 N\t AN €1 ijo =1
egp—1 Neg 1 N Negy 1, 1<j<k, 1<
(A=0)

= (*1)j162i1,1 VANCEIWAN €2i;, —1 Neg—1 A €2i;,—1 N Negi—1, 1 < I < Ty
( A= {i17i27” ' 7Z]1})
(=D)*eqi 1 A+ Neg—1 ANeg_1 1<j<k, >4

L (A= {ir iz, - ,ip}
(4.8)
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olarak elde edilir. Simdi egitligin diger tarafi
[m(e2-1) o fI(T3, T, - - - T3, (1))
in agik ifadesini elde edelim.

m(eq-))[f(T, Ty - - Ti (1)) = m(ea—1)[eai,—1 A eig—1 A=+ A egy—1]

dir. Buradan devam edildigi takdirde,

4 .
(—1)]071621‘1_1 FANRIRIRIVAN €24, —1 N Negg, 1, Ljy = l
€ —1 Nez 1 N Negg 1, 1<7<k 1<

(—1)]‘1621'1,1 VANCEIWAN €2i;, —1 Negy—1 A €2i;,—1 N Negi -1, 1 < I < T,

(=1)*egi,—1 A=+ Neaip—1 Ney—1 1<3<k, [>1

olarak elde edilir. Boylece 4.8 ve 4.9 egitliklerinden

f(olea1)(T, T, - - - T3, (1) = m(ex—1)[f (T, T3, - - T, (1))]
oldugu gosterilmis olur.

e =2/, >1 durumu:

(f o dlea))(T0, T, - - T3, (1)) = (m(exr) o [YTLTs, -+ Ti (1)) oldugunu

gosterelim.

[f o dlex) (T T, - T3, (1)) = fl(ea) (T3, T, -+ T5 (1))
= f(i11S1S1-1S1—9 -+ - S5 T;, Th, - - T3, (1))

dir. Burada da Tilt- ve Switch- operatorlerinin kendi aralarinda yer degisimi
sirasinda igaret degistirdigi durumlar1 goz oniine alacagiz.

S1S1-151—2 - - - 5251 operatorlerini sirayla 75, T;, - - - T;, tizerinden atlatarak gerekli
sadelegtirmeleri yapacagiz. Burada switch- operatorlerini tilt- operatorleri
lizerinden atlatmamizin sebebi yine Vi € NT i¢in S;(1) = 1 olmasidir. Boylece
S1S1-181_9 -+ - S251(1) = 1 olacak ve bir ¢ok terim ortadan kalkacaktir. Bunun

i¢in g0yle bir kiime tanimlayalim.
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Boylece indisi ayni olan switch- ve tilt- operatorlerinin sayis1 tanimladigimiiz
B kiimesinin eleman sayisi olacaktir. Ohalde |B|, B kiimesinin eleman sayisini

gostermek tizere,
SiSi-181-2- - S5 T Tyy - Ty, = (=1)PITL T, - - T3,

olacaktir. O halde,
f(plea) (T3, Thy - T3, (1) = f(T1S1S1-1S1-2 - 25T, Ty - - T3y (1))
= f(-D)BLT, T, - T, (1))
le(l)) ) ijo =1

f(i<_1)‘B‘Ti1Ti2 T

i
= f(z(_l)‘B‘TlTllTZQ o le(l)) ) 1< ] < k‘,
i #1
(—1)0e2i,—1 A egip—1 A=+ Algi 1 A= Aegjp-1 ijo =1
€1 Nexy—1 N Negjp—-1 1<j<k, 1<i

(—1)71621'171 VASRRIVAN €2i;, —1 Negy—1 N €2i;,—1 N Negj 1, ijl <l< ij2

(=1)kegs, 1 A egip—1 A+ Aegjp—1 Aex—1 , 1<j<k, 1>1
(4.10)

olarak elde edilir. Simdi esitligin diger tarafi
[w(ea) o fU(T3, T, - - T, (1))

ifadesini acalim.

m(ex) [ f(Ti, Tiy - T3, (1))] = m(ew)[e2i—1 A eig—1 A=+ A egj—1]
( .
—7;(—1)]071621'1_1 Negis—1 N+ A éQijO_l N Negg, 1, ijo =1
1€ Negj—1 N+ Negy -1, 1< <k, 1<

’i(—l)J162i1_1 VANKIERA €2i;, —1 Neg_1 N €2i;,—1 N Neg -1, ijl <l< ijz

i(—1)*ei, 1 Aegig—1 A+ Aeai—1 Neag1 1<7<k, [>1
(4.11)

olarak elde edilir. Boylece 4.10 ve 4.11 esitliklerinin bir sonucu olarak,

(f o ¢lea)) (T, Ty - - - T3, (1)) = (w(ea) o [T T, - Tii (1))

esitligi elde edilir. Tiim iiretegler i¢in diyagram komutatif oldugundan ¢ temsili

ile m; Fock temsilinin denk temsiller oldugu gosterilmis olur. O]

84



KAYNAKLAR

[1] BARNSLEY, M. F., Fractals Everywhere, London: Academic Press,
(1993).

2] EDGAR, G., Measure, Topology and Fractal Geometry, USA: Springer,(2000).
[3] FALCONER, K., Fractal Geometry, USA: Wiley, (2003).

[4] FRIEDRICH, T., Dirac Operators in Riemannian Geometry, USA: Ame-
rican Mathematical Society, (2000).

[5] LAWSON, H. B., MICHELSOHN, M.-L., Spin Geometry, USA: Prince-
ton University Press, (1989).

6] PLYMEN, R. J., ROBINSON, P. L., Spinors in Hilbert Space, USA:
Cambridge University Press, (1994).

[7] SUZUKI, O., LAWRYNOWICZ, J., A Fractal Method for Infinite Di-
mensional Clifford Algebras and The Related Wavelet Bundles, Bul. des
Scie de Lodz, LIII, 53-70(2003).

[8] MORI, M., SUZUKI, O., WATATANI, Y., Representations of Cuntz Al-
gebras on Fractal Sets, Kyushu J. Math., 61, 443-456(2007).

9] KAWAMURA, K., SUZUKI, O., Construction of Orthonormal Basis
on Self Similar Sets by Generalized Permutative Representations of The

Cuntz Algebras, Preprint.

85



