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Bu tezde sonsuz boyutlu Grassmann cebirinin otomorfizmler grubunun özel bir
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: Assoc. Prof. Dr. Nazar Şahin ÖĞÜŞLÜ

In this thesis, a special subgroup of the automorphism group of the infinite
dimensional Grassmann algebra was determined and a generating set for this subgroup
was given. In addition, the free algebras of rank 2 and rank 3 in the variety generated
by infinite dimensional Grassmann algebras were considered. Finite generating sets for
algebras of symmetric polynomials of these free algebras were obtained.

Keywords: Grassmann, automorphism, symmetric polynomial.

II



GENİŞLETİLMİŞ ÖZET

Grassmann cebiri, Hermann Grasmann tarafından yapılan çalışmalarla

başlayıp, farklı bakış açıları ve konularla zenginleşerek günümüzde de yaygın olarak

çalışılan konular arasında yer almaktadır. Gibbs, Clifford, Peano, Whitehead, Forder

gibi birçok isim tarafından çalışılmıştır.

K〈Xm〉, karakteristiği sıfır olan bir cisim üzerinde x1, . . . ,xm tarafından üretilen

serbest birleşmeli cebir olsun. K〈Xm〉 nin xix j + x jxi, 1≤ i, j ≤ m şeklindeki elemanlar

tarafından üretilen bir ideali Im olmak üzere K〈Xm〉/Im bölüm cebirine Grassmann cebiri

denir.

Grassmann cebirinin otomorfizm grupları ile ilgili yapılmış birçok çalışma

mevcuttur. Bu çalışmalarda sonlu boyutlu Grassmann cebirinin otomorfizm grubunun,

belli şekilde tanımlı üç alt grubun yarıdirekt çarpımına izomorf olduğu belirtilmiştir.

Bu tezin üçüncü bölümünde sonlu boyut için yapılmış çalışmalardan yola çıkarak son-

suz boyutlu Grassmann cebirinin otomorfizm grubunu elde etmek için bazı çalışmalar

yapılmıştır. Bu çalışmalarda sonsuz boyutlu Grassmann cebirinin otomorfizm grubunun

bir alt grubu elde edilmiştir Bu alt grup, sonlu boyutlu Grassmann cebirinin otomorfizm

grubunu tanımlamada rol oynayan alt gruplardan birine karşılık gelir. Dolayısıyla bu

alt grup sonsuz boyutlu Grassmann cebirinin otomorfizm grubunu tanımlamada önemli

bir rol oynayacaktır. Ayrıca elde edilen alt grup için bir üreteç kümesi bulundu ve

elde edilen alt gruptaki her otomorfizmi üreteç elemanlarının bir bileşkesi olarak nasıl

yazılacağını gösteren bir algoritma verildi.

Bir A cebirin bütün polinom özdeşliklerinin kümesi, K〈Xn〉 nin bir T -idealini

oluşturur. Bu T -idealindeki polinom özdeşlikleri tarafından tanımlanan varyeteye A

cebiri tarafından üretilen varyete denir.

Sonsuz boyutlu Grassmann cebirleri tarafından üretilen varyetede rankı 2 olan
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serbest F2 cebirini ele alalım. F2 cebirindeki simetrik polinomların kümesi S2 simetrik

grubunun FS2
2 invaryant cebiri olup bu tezin dördüncü bölümünde FS2

2 invaryant ce-

birinin sonlu bir üreteç kümesi elde edilecektir.

Sonsuz boyutlu Grassmann cebirleri tarafından üretilen varyetede rankı 3 olan

serbest F3 cebirini ele alalım. F3 cebirindeki simetrik polinomların kümesi S3 simetrik

grubunun FS3
3 invaryant cebirini oluşturur. F3 cebirinin komütatör ideali F ′3 bir sol

K[X3]-modüldür ve (F ′3)
S3 bir sol K[X3]

S3-modüldür. Bu tezin beşinci bölümünde FS3
3 in-

varyant cebiri elde edilecektir ve K[X3]
S3-modül olan (F ′3)

S3 için sonlu bir üreteç kümesi

verilecektir.
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sağladıkları katkılar için teşekkür ederim.
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ÖZ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I

ABSTRACT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . II
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1. GİRİŞ Nazan AKDOĞAN

1. GİRİŞ

Grassmann cebiri, Hermann Grassmann (1844) tarafından yapılan çalışmaya

dayanır. Hermann Grassmann’ın çalışmalarının önemi uzun yıllar keşfedilmedi.

1860’lardan sonra yavaş yavaş önemi anlaşılmaya başlanan bu çalışmalar, 1877 yılına

gelindiğinde özellikle J. Willard Gibbs ve William Kingdon Clifford’un oldukça dikka-

tini çekmiştir. Ayrıca Grassmann cebiri Giuseppe Peano (1888) tarafından incelenmiştir.

Hermann Grassmann’ın çalışmaları üzerine yapılmış en kapsamlı çalışmalardan biri

Alfred North Whitehead (1898) diğeri ise Henry George Forder (1941) tarafından

yapılmıştır.

Fizikte ve mühendislikte yaygın olarak kullanılan geometrik ve fiziksel un-

surların çoğu matematiksel olarak temsil edilirken Grassmann cebiri kullanılmıştır.

Grassmann cebiri [[x,y],z] = 0 özdeşliğini sağlıyor olup bir PI-cebirdir. Grass-

mann cebiri PI-teoride önemli bir yere sahiptir. PI-teorisinde amaçlarından biri bir ce-

birin özdeşliklerinin T -idealinin üreteçlerini elde etmektir. Krakowski ve Regev (1973)

karakteriği sıfır olan bir cisim üzerinde sonsuz boyutlu ve birimli Grassmann cebirinin

T -idealinin [[x,y],z] komütatörü tarafından üretildiğini gösterdi. Cismin karakteristiği

pozitif (asal) iken bu durumun hala geçerli olduğunu Giambruno ve Koshlukov (2001)

göstermiştir. Bekh-Ochir ve Rankin (2011) ise sonlu bir cisim üzerinde sonsuz boyutlu

birimli Grassmann cebirinin T -idealinin üreteçlerini elde etti.

Herhangi bir cebiri tanımak ve karakterize etmek için bu cebirin otomorfizm

grubunu çalışmak önemli bir yaklaşımdır. Grassmann cebirlerinin otomorfizm grup-

ları ile ilgili çalışmalarından biri Berezin (1967) tarafından yapılmıştır. Bu çalışmaya

göre sırasıyla Um ve Bm ile lineer otomorfizmler grubunu ve lineer bileşene sahip

olmayan bir fp için T (ep) = ep + fp(e1, . . . ,em) şeklindeki otomorfizmlerin grubunu

tanımlayalım. Burada ep Grassmann cebirinin üretecidir. K karmaşık sayılar cismi
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1. GİRİŞ Nazan AKDOĞAN

iken Berezin (1967) Gm m üreteçli Grassmann cebirinin otomorfizmler grubunun Bm

ve Um alt gruplarının yarı direkt çarpımı olduğunu belirledi. Karakteristiği 2’den farklı

bir cisim için Djoković (1978), Gm cebirinin otomorfizmler grubunun Grassmann ce-

birinin iç otomorfizmler grubu ile Gm cebirinin Z2-derecelendirmesini koruyan Aut(Gm)

nin bir alt grubunun yarı direkt çarpımı olarak yazılabileceğini gösterdi. Bavula

(2010) K değişmeli bir halka iken Grassmann cebirlerinin otomorfizmleri grubunun

benzer şekilde yazılabileceğini gösterdi. Grassmann cebirinin Aut(Gm) otomorfizmler

grubunun tanımı açık bir şekilde literatürde verilmiştir (bkz. László, 2016).

Bu tezin üçüncü bölümünde, Gm Grassmann cebirinin otomorfizmleri grubuyla

ilgili elde edilen sonuçlardan yola çıkarak ve sonlu boyutlu Grassmann cebiri fikrini

karakteristiği sıfır olan bir cisim üzerindeki sayılabilir sonsuz eleman tarafından üretilen

(sayılamaz sonsuz boyutlu) G Grassmann cebirine taşıyarak sonsuz boyutlu G Grass-

mann cebirinin Aut(G) otomorfizmlerinin bir sınıfı verilecektir. Bu sınıf sonsuz boyutlu

Grassmann cebirinin Aut(G) otomorfizmleri grubunun bir H alt grubunu oluşturur. Bu,

Aut(G) grubunun tanımlanmasında önemli bir rol oynayacaktır. Ayrıca H alt grubun-

daki her otomorfizmi belli bir şekilde tanımlanmış otomorfizmler cinsinden ifade eden

bir algoritma elde edildi. Böylece bu şekilde tanımlanmış otomorfizmler H grubu için

sonsuz elemanlı bir üreteç kümesini oluşturur. (Akdoğan, 2021a)

L, GLm(K) genel lineer grubunun bir alt grubu ve Xm = {x1, . . . ,xm} olsun. Her

g ∈ L için g(p(Xm)) = p(Xm) olacak şekildeki p(Xm) ∈ K[Xm] polinomlarının kümesine

L nin invaryant cebiri denir ve K[Xm]
L ile gösterilir. Burada K[Xm] ile değişmeli poli-

nomların cebiri gösterilmektedir. İnvaryant teorisinin birinci ve ikinci temel teorem-

leri olarak bilinen invaryant cebirinin sonlu üretilmesi ve syzygy’ lerin sonlu bazlı ol-

ması ile ilgili çalışmalar 19. yüzyılın son yıllarında yayınlanan Hilbert (1890); Hilbert

(1893) çalışmalarında ele alınmıştır. Hilbert’in 1900 yılında Paris kongresinde or-

taya attığı meşhur yirmi üç probleminden biri olan Hilbert’in 14. problemi (Hilbert,
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1. GİRİŞ Nazan AKDOĞAN

1900), Hilbert’in kendi elde ettiği sonuçları GLm(K) grubunun herhangi bir alt grubuna

genellemeyi amaçlıyordu. Bu problemin özel bir durumu GLm(K) nın bir L alt grubu

için K[Xm]
L invaryant cebirinin sonlu üretilip üretilmediğini belirlemek ile ilişkilidir. Bu

probleme yanıt olarak kısmen olumlu sonuçlar elde edilmiştir. Örneğin, L, GLm(K) nın

sonlu bir alt grubu iken K[Xm]
L invaryant cebirinin sonlu üretilmiş olduğunu Noether

(1916) gösterdi. Diğer bir olumlu cevap ise Shephard ve Todd (1954) ve Chevalley

(1955) tarafından (özel bir durum için) verildi. Bu çalışmalarda, sonlu G grubu re-

flection’lar tarafından üretilmiş ise K[Xm]
L invaryant cebirinin m tane cebirsel bağımsız

homojen eleman tarafından üretildiği gösterildi. 1959 yılına gelindiğinde Nagata (1959)

Hilbert’in 14. problemine bir aksine örnek verdi. Bu problem hakkında daha fazla bilgi

Humpreys (1978)’de bulunabilir.

Yukarıda bahsedilen problem değişmeli olmayan invaryant teoriye de uygu-

lanabilir. Serbest birleşmeli bir cebiri K〈Xm〉 ile gösterelim. Kharchenko (1984)

Noether’in elde ettiği sonucu değişmeli olmayan duruma genişletti ve T bir T -ideal

olmak üzere GLm(K) nın her sonlu L alt grubu için (K〈Xm〉/T )L nin sonlu üretilmiş

olması için gerek ve yeter koşul K〈Xm〉/T nin iki taraflı idealler üzerinde azalan zin-

cir koşulunu sağlamasıdır, ifadesini elde etti. Ayrıca Dicks ve Formanek (1982) ve

Kharchenko (1984) K〈Xm〉L cebirinin sonlu üretilmesi için sonlu L grupları üzerinde

koşul belirlediler: GLm(K) nin sonlu bir L alt grubu için K〈Xm〉L invaryant cebirinin

sonlu üretilmiş olması için gerek ve yeter koşul L nin skaler çarpma işlemi ile cebir

üzerine etki eden bir devirli grup olmasıdır. GLm(K) nın herhangi bir sonlu alt grubu

için K〈Xm〉L cebirinin bir serbest cebir olduğunu Lane (1976) ve Kharchenko (1978)

gösterdi. Daha sonra, Domokos (1996) gösterdi ki sonlu bir L grubu için (K〈Xm〉/T )L

nin cebirsel bağımsız elemanlar tarafından üretilmesi için gerek ve yeter koşul L nin

bir pseudo-reflection grubu olması ve T idealinin [[z1,z2],z2] polinomunu içermesidir.

Değişmeli olmayan durumlar hakkında daha fazla detay Formanek (1985)’de bulu-
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1. GİRİŞ Nazan AKDOĞAN

nabilir.

Değişmeli olmayan ve birleşmeli olmayan cebirler söz konusu olduğunda ilk

düşünülen cebirlerden bazıları Lie cebirleri ve Leibniz cebirleridir. Bryant ve Papis-

tas (2000) serbest Lie cebirinin aşikar olmayan sonlu bir otomorfizmler grubu için bu

cebirin invaryantlar cebirinin sonlu üretilmediğini göstermiştir. Benzer bir sonuç aynı

çalışmada serbest metabelyen Lie cebiri için de elde edilmiştir. Yakın zamanda prob-

lemin Lie ve Leibniz cebirleri için genellemesi ile ilgili çalışmalar yapılmıştır. Rankı

m olan serbest metabelyen Lie ve Leibniz cebirlerini sırasıyla Lm ve Lm ile gösterelim.

İki durumda da verilen cebirlerin L′m ve L ′m komütatör idealleri sağ K[Xm]-modüldür.

LS2
2 Lie cebirinin sonsuz elemanlı bir minimal üreteç kümesi Fındık ve Öğüşlü (2019)

tarafından verilmiştir. K[Xm]
Sm-modül olan (L′m)

Sm için ise sonlu bir üreteç kümesi Dren-

sky ve ark. (2020) tarafından elde edilmiştir. Ayrıca K[Xm]
Sm-modül olarak (L ′m)Sm ce-

birindeki simetrik polinomların karakterizasyonu Fındık ve Özkurt (2020) tarafından

yapılmıştır.

Değişmeli olmayan cebirlerin önemli bir sınıfı [[z1,z2],z3] = 0 Grassmann

özdeşliği tarafından tanımlanan varyetedir. Bu varyetede rankı m olan serbest cebiri Fm

ile gösterelim. Bu cebirin F ′m = Fm[Fm,Fm]Fm komütatör ideali bir sol K[Xm]-modüldür.

Bu tezin dördüncü bölümünde karakteristiği sıfır olan bir K cismi üzerinde X2

kümesi tarafından üretilen rankı 2 olan serbest birleşmeli F2 cebiri ele alınacaktır. S2

grubunun FS2
2 invaryant cebiri elde edilip cebir olarak üreteç kümesi verilecektir ve bir

sol K[X2]
S2-modül olarak (F ′2)

S2 nin üreteçleri elde edilecektir. (Akdoğan, 2021b)

Bu tezin beşinci bölümünde karakteristiği sıfır olan bir K cismi üzerinde X3

tarafından üretilen rankı 3 olan serbest birleşmeli F3 cebiri ele alınacaktır. S3 grubunun

FS3
3 invaryant cebiri elde edilecek ve bir sol K[X3]

S3-modül olarak (F ′3)
S3 ün sonlu

serbest bir üreteç kümesi verilecektir. (Akdoğan ve Fındık, 2021)
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Nazan AKDOĞAN

2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu tezde K karakteristiği sıfır olan bir cisim, K〈Xm〉 üreteç kümesi

Xm = {x1, . . . ,xm} olan K cismi üzerindeki serbest birleşmeli birimli cebir ve K[Xm]

ise üreteç kümesi Xm olan K cismi üzerinde değişmeli birleşmeli birimli polinom cebiri

olarak düşünülecektir.

Tanım 2.1 V , K cismi üzerinde {e1, . . . ,em} baz kümesine sahip bir vektör uzayı olsun.

Bu {e1, . . . ,em} kümesi tarafından üretilen ve bu üreteç kümesi üzerinde eie j +e jei = 0

bağıntısı tanımlı olan birleşmeli cebire V tarafından belirlenen Grassmann cebiri denir

ve Gm = Gm(V ) ile gösterilir.

Yukarıdaki tanımdan, K〈Xm〉 nin xix j + x jxi, 1 ≤ i, j ≤ m şeklindeki elemanlar

tarafından üretilen bir ideali Im olmak üzere Grassmann cebiri K〈Xm〉/Im bölüm cebirine

izomorftur (Drensky, 1999). Buradan, üreteçler ei = xi+ Im formundadır. Cismin karak-

teristiği 2’den farklı iken eie j + e jei = 0 eşitliği e2
i = 0 a denktir. Bunu gösterelim: her

ei,e j üreteç çifti için eie j + e jei = 0 olup özel olarak i = j seçilirse eiei + eiei = 0 ve

buradan 2eiei = 0 olur. Cismin karakteristiği 2 den farklı olduğundan e2
i = 0 elde edilir.

Tersine, her ei üreteci için e2
i = 0 olsun. Bu durumda

(ei + e j)(ei + e j) = 0

eiei + eie j + e jei + e je j = 0

eie j + e jei = 0

elde edilir. Görüleceği üzere cismin karakteristiğinin 2 olması durumunda e2
i = 0 eşitliği

sağlanıyor ise eie j + e jei = 0 eşitliği de sağlanır, fakat aksi yanlıştır.

Örnek 2.2 V , K cismi üzerinde {e1,e2} bazına sahip iki boyutlu vektör uzayı olsun.

G2 = G2(V ) Grassmann cebiri {1,e1,e2,e1e2} baz kümesine sahip vektör uzayıdır.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Nazan AKDOĞAN

Tanım 2.3 Gm Grassmann cebiri, vektör uzayı olarak 1Gm = 1K〈Xm〉 + Im birim ele-

manını ve i1 < · · · < ik, k ≤ m, olmak üzere ei1ei2 · · ·eik biçimindeki elemanları içeren

kanonik bir baza sahiptir. Bu bazı BGm ile gösterirsek

BGm =
m⋃

k=0

Bk

dır öyle ki,

B0 = {1}

B1 = {ei : 1≤ i≤ m}

B2 = {ei1ei2 : 1≤ i1 < i2 ≤ m}
...

Bk = {ei1ei2 · · ·eik : 1≤ i1 < · · ·< ik ≤ m}
...

Bm = {e1e2 · · ·em}

olarak tanımlanır. Gm Grassmann cebirinin boyutu 2m dir.

Tanım 2.4 Bk kümesindeki elemanlar tarafından gerilen vektör uzayına

derecelendirilmiş Grassmann cebirinin k-inci dereceden homojen alt vektör uzayı

denir ve Gk
m ile gösterilir.

Gk
m vektör uzayının boyutu

(m
k

)
dır. Ayrıca u ∈ Gp

m ve v ∈ Gr
m elemanları için

uv = (−1)prvu şeklindedir. Ayrıca x2 = 0 özelliği Grassmann cebirinin her x elemanı

için sağlanmaz. Diğer bir ifadeyle, x2 = 0 Grassmann cebiri için bir polinom özdeşliği

değildir. Sadece B1 kümesi tarafından gerilen alt uzayın elemanları için ve ei1ei2 · · ·eik

şeklindeki monomialler için geçerlidir. Örneğin;

(e1e2 + e3e4)(e1e2 + e3e4) = 2e1e2e3e4 6= 0

6



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Nazan AKDOĞAN

dır. Benzer şekilde xy+yx = 0 özdeşliği de Grassmann cebiri tarafından sağlanmaz. Bu

özdeşlik Grassmann cebirinin sadece tek uzunluklu elemanları için geçerli olup diğer

elemanlar için geçerli değildir. Örneğin;

(e1e2)(e3e4)+(e3e4)(e1e2) = 2e1e2e3e4 6= 0

dır.

Tanım 2.5 Grassmann cebirinin iki alt vektör uzayı

G(0)
m = Sp{1,ei1 · · ·ei2k | 1≤ i1 < · · ·< i2k, k ≥ 0}

ve

G(1)
m = Sp{ei1 · · ·ei2k+1 | 1≤ i1 < · · ·< i2k+1, k ≥ 0}

şeklinde tanımlı olsun.

Gm = G(0)
m ⊕G(1)

m

ve i, j ∈ {0,1} için

G(i)
m G( j)

m ⊂ G(i+ j mod2)
m

dir. Dolayısıyla Grassmann cebiri Z2-derecelendirilmiştir. Ayrıca Grassmann cebirinin

merkezi

Z(Gm) = G(0)
m

dır.

Önerme 2.6 Her x,y,z ∈Gm için [x,y] = xy−yx olmak üzere Gm Grassmann cebirinde

[[x,y],z] = 0

özdeşliği sağlanır.

7
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İspat: Grassmann cebiri Z2-derecelendirilmiş olduğu için g(0) ∈ G(0)
m ve g(1) ∈ G(1)

m

olmak üzere her g elemanı g = g(0)+g(1) şeklinde yazılabilir. Bu durumda

[x,y] = [x(0)+ x(1),y(0)+ y(1)] = [x(0),y(0)]+ [x(0),y(1)]+ [x(1),y(0)]+ [x(1),y(1)]

dir. Grassmann cebirinin merkezi G(0)
m olduğundan [x(0),y(0)] = 0, [x(0),y(1)] = 0,

[x(1),y(0)] = 0 dır. Böylece [x,y] = [x(1),y(1)] olur. Buradan [x,y] = x(1)y(1)− y(1)x(1)

komütatörü G(0)
m ın elemanı olup benzer şekilde [[x,y],z] = 0 elde edilir.

Tanım 2.7 Bir x monomiali x = αei1 · · ·eik şeklinde tanımlı olsun. {ei1 , . . . ,eik}

kümesine x monomialinin support’u denir ve supp(x) ile gösterilir. Buradaki pozitif

k tamsayısı x monomialinin uzunluğudur ve |x|= |ei1ei2 · · ·eik |= k ile gösterilir.

Tanım 2.8 Grassmann cebirinin e1, . . . ,em tarafından üretilen (augmentation) idealini

ω(Gm) ile gösterelim. Dikkat edilirse 1 /∈Gm olup Gm 6= ω(Gm) olduğu görülmektedir.

Ayrıca ω(Gm)
k ile ei1ei2 · · ·eik şeklindeki elemanlar tarafından üretilen ideal gösterilir.

Tanım 2.9 Gm Grassmann cebirinin otomorfizmleri grubu Aut(Gm) ile gösterilir.

φ ∈ Aut(Gm) bir otomorfizm olsun. Bu durumda uik ∈ Gk
m, 0 ≤ k ≤ m olmak

üzere

φ(ei) = ui0 +ui1 + · · ·+uim, 1≤ i≤ m

biçiminde ifade edilebilir. Bundan sonraki bulgular birçok kaynakta var olmasına

rağmen tezin bütünlüğü açısından ispatlar verilmiştir.

Lemma 2.10 Bir φ ∈ Aut(Gm) otomorfizmi için 1≤ i≤ m olmak üzere ui0 = 0 dır.

İspat: vi ∈ ω(Gm) olmak üzere φ(ei) = ui0 +ui1 + · · ·+uim = ui0 + vi biçiminde ifade

edilsin. φ bir Grassmann cebiri otomorfizmi olup φ(0) = 0 ve φ(eiei) = 0 dır.

φ(eiei) = φ(ei)φ(ei) = (ui0 + vi)(ui0 + vi) = ui0ui0 +ui0vi + viui0 + vivi = 0

8
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dır. Buradan

0 = φ(eiei)≡ ui0ui0 (mod ω(Gm))

elde edilir. Böylece 0 = ui0ui0 ∈ K olur. K sıfır bölensiz olup her 1≤ i≤m için ui0 = 0

bulunur.

Yukarıdaki lemmadan anlaşılacağı gibi bir φ ∈ Aut(Gm) otomorfizminde

φ(ei) = ui1 + · · ·+uim, 1≤ i≤ m

şeklindedir.

Teorem 2.11 R birim elemanlı bir halka, I R nin bir ideali ve φ , R nin φ(I) = I olacak

şekildeki bir otomorfizmi olsun. Bu durumda φ̄(r+ I) = φ(r)+ I olarak tanımlanan

φ̄ : R/I −→ R/I

dönüşümü bir otomorfizmdir.

İspat: Öncelikle φ̄ nin iyi tanımlı olduğunu gösterelim. r1,r2 ∈ R için

r1 + I = r2 + I

olsun. O zaman r1− r2 ∈ I ve φ(I) = I olduğundan φ(r1− r2) ∈ I dır. Buradan

φ(r1)−φ(r2) ∈ I⇒ φ(r1)+ I = φ(r2)+ I

ve φ̄(r1 + I) = φ̄(r2 + I) dır.

φ̄(r1 + I) nın homomorfizm olduğunu gösterelim. r1 + I,r2 + I ∈ R/I olsun.

φ̄((r1 + I)+(r2 + I)) = φ̄((r1 + r2)+ I) = φ(r1 + r2)+ I = (φ(r1)+φ(r2))+ I

= (φ(r1)+ I)+(φ(r2)+ I) = φ̄((r1 + I))+ φ̄((r2 + I))

9
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ve

φ̄((r1 + I)(r2 + I)) = φ̄((r1r2)+ I) = φ(r1r2)+ I = (φ(r1)φ(r2))+ I

= (φ(r1)+ I)(φ(r2)+ I) = φ̄((r1 + I))φ̄((r2 + I))

dır.

φ̄ ın birebir olduğunu gösterelim. r1 + I,r2 + I ∈ R/I ve

φ̄(r1 + I) = φ̄(r2 + I)

olsun. O zaman

φ(r1)+ I = φ(r2)+ I

φ(r1)−φ(r2) ∈ I

φ(r1− r2) ∈ I

r1− r2 ∈ I

r1 + I = r2 + I

elde edilir. Son olarak her r+ I ∈ R/I için φ−1(r) ∈ R olup

φ̄(φ−1(r)+ I) = φ(φ−1(r))+ I = r+ I

bulunur ki buradan φ̄ örtendir. Dolayısıyla φ̄ bir otomorfizmdir.

Lemma 2.12 Grassmann cebirinin bir φ otomorfizmi,

ui1 = c1ie1 + · · ·+ cmiem, c1i ∈ K

olmak üzere

φ(ei) = ui1 + · · ·+uim, 1≤ i≤ m

olarak tanımlansın. O zaman (ckl)1≤k,l≤m matrisi singüler değildir.

10
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İspat: ω2(Gm) idealini G′m ile gösterelim. φ(G′m) ⊂ G′m olup Teorem 2.11’den

φ̄(g+G′m) = φ(g)+G′m olarak tanımlanan

φ̄ : ω(Gm)/G′m −→ ω(Gm)/G′m

dönüşümü bir otomorfizm olur. Böylece φ̄ , ω(Gm)/G′m = Sp{e1, . . . ,em} vektör uzayı

üzerinde bir otomorfizm belirler. φ̄ aşağıdaki gibi tanımlanabilir.

φ̄(ei) = ui1 = c1ie1 + · · ·+ cmiem, 1≤ i≤ m, c1i ∈ K.

Buradan (ckl)1≤k,l≤m matrisinin determinantı sıfırdan farklıdır.

Lemma 2.13 Her φ ∈ Aut(Gm) otomorfizmi için φ(1) = 1 dir.

İspat: Bir φ ∈ Aut(Gm) otomorfizmi u j ∈ Sp(B j), 0≤ j ≤ m olmak üzere

φ(1) = u0 +u1 + · · ·+um, 1≤ i≤ m

biçiminde ifade edilsin. Her n≥ 1 için

(φ(1))n = φ(1) · · ·φ(1) = φ(1 · · ·1) = φ(1)

dir. φ(1) = (φ(1))2 olup

u0 +u1 + · · ·+um = (u0 +u1 + · · ·+um)(u0 +u1 + · · ·+um)

ve buradan u0−u2
0 = 0 (mod ω(Gm)) elde edilir. u0(1−u0) = 0 olup u0 = 0 veya u0 = 1

dir. u0 = 0 olduğunu varsayalım. φ(1) = (φ(1))2 olduğundan

u1 + · · ·+um = (u1 + · · ·+um)(u1 + · · ·+um)

elde edilir. Eşitliğin sağ tarafı en az iki uzunluklu olup u1 = 0 elde edilir. Şimdi

φ(1) = (φ(1))3 olup benzer şekilde u2 = u3 = 0 bulunur. Böyle devam edilerek

11
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sonlu işlem sonunda φ(1) = 0 elde edilir. φ bir otomorfizm olup bu bir çelişkidir.

Dolayısıyla u0 = 1 olup φ(1) = 1+ u1 + · · ·+ um biçimindedir. Yukarıdakine benzer

şekilde φ(1) = (φ(1))2 eşitliğinden

1+u1 + · · ·+um = (1+u1 + · · ·+um)(1+u1 + · · ·+um)

ve buradan u1 = 2u1 olup u1 = 0 olur. φ(1) = (φ(1))k, k ≥ 2 eşitlikleri art arda uygu-

lanarak uk = 0, k ≥ 2 bulunur. Dolayısıyla φ(1) = 1 dir.

Her x ∈ Gm için y ∈ Gm olmak üzere

adx(y) = [y,x]

olarak tanımlanan adx : Gm −→ Gm lineer dönüşümünü ele alalım. Gm Grassmann ce-

birinde [[x,y],z] = 0 özdeşliği sağlandığı için (adx)2(y) = [[y,x],x] = 0 olur. Dolayısıyla

adx nilpotent olup

exp(adx) = eadx = 1+ adx+
ad2x
2!

+ · · ·= 1+ adx

lineer dönüşümü Gm nin bir otomorfizmidir. Bu otomorfizme Gm Grassmann cebirinin

iç otomorfizmi denir. Eğer x, G(0)
m ın bir elemanı ise eadx = 1+ adx = 1 dir. Dolayısıyla

Inn(Gm) = {1+ adx | x ∈ G(1)
m }∪{1}

bütün iç otomorfizlerin kümesi Aut(Gm) nin bir alt grubudur. Inn(Gm) grubu Aut(Gm)

nin bir normal alt grubu olup

Out(Gm) = Aut(Gm)/Inn(Gm)

bölüm grubuna Gm nin dış otomorfizm grubu denir.

Aşağıdaki teorem Gm Grassmann cebirinin otomorfizmler grubunu belirlemek-

tedir (Djoković, 1978; László, 2016).
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Teorem 2.14 Gm Grassmann cebirinin K-otomorfizmleri grubu aşağıdaki şekilde

tanımlı alt grupların yarı direkt çarpımına izomorfiktir.

i) GLm(K), ei üretecini e1, . . . ,em üreteçlerinin bir lineer toplam götüren ve kat-

sayılar matrisinin determinantı sıfırdan farklı olacak şekildeki otomorfizmleri grubu,

ii) Inn(Gm), Grassmann cebirinin iç otomorfizmler grubu,

iii) Av, vi, uzunluğu 3 ten büyük eşit tek uzunluklu monomiallerin bir lineer

toplam olmak üzere ei üretecini ei + vi elemanına götüren otomorfizmlerin grubudur.

Yani

Aut(Gm) = Inn(Gm)oAv oGLm(K)

dır.

Tanım 2.15 A, K cismi üzerinde bir cebir ve f = f (x1, . . . ,xm), K〈Xm〉 cebirinin bir

elemanı olsun. Her a1, . . . ,am ∈ A için f (a1, . . . ,am) = 0 oluyor ise f = 0, A cebirinin

bir polinom özdeşliğidir.

Tanım 2.16 Bir A cebirinin aşikar olmayan bir polinom özdeşliği varsa bu cebire bir

PI-cebiri denir.

Örnek 2.17 A bir değişmeli cebir olsun. A cebiri [x,y] = 0 özdeşliğini sağladığı için bir

PI-cebirdir.

Örnek 2.18 Grassmann cebiri [[x,y],z] = 0 polinom özdeşliğini sağladığından bir PI-

cebirdir.

A bir cebir olsun. T (A) ile A nın bütün polinom özdeşliklerinin kümesini

gösterelim. Yani,

T (A) = { f ∈ K〈Xm〉 | f (a1, . . . ,am) = 0, ai ∈ A, 1≤ i≤ m}

olsun. T (A) kümesi K〈Xm〉 nin bir idealidir.
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Tanım 2.19 I, K〈Xm〉 nin bir ideali olsun. K〈Xm〉 cebirinin her ϕ endomorfizmi için

ϕ(I)⊆ I oluyorsa I idealine T -ideal denir.

T (A) ideali K〈Xm〉 nin her endomorfizmi altında invaryant olduğu için T (A) bir

T -idealdir.

Tanım 2.20 { fi(x1, . . . ,xm) ∈ K〈Xm〉 | i ∈ I} kümesi K〈Xm〉 serbest birleşmeli ce-

birin polinomlarının bir kümesi olsun. fi = 0, i ∈ I polinom özdeşliklerini sağlayan

bütün birleşmeli cebirlerin sınıfına, { fi | i ∈ I} polinom özdeşlikleri sistemi tarafından

tanımlanan varyete denir.

Tanım 2.21 Bir A cebiri için T (A) idealindeki polinom özdeşlikleri tarafından

tanımlanan varyeteye A cebiri tarafından üretilen varyete denir ve varA ile gösterilir.

Teorem 2.22 K〈Xm〉 serbest birleşmeli cebirinin T -idealleri ile birleşmeli cebirlerin

varyeteleri arasında birebir bir π eşleşmesi (Galois eşleşmesi) vardır. Yani, iki U1

ve U2 T -ideali için U1 ⊂U2 içermesi, bu T -ideallerin polinom özdeşlikleri tarafından

tanımlanan π(U1) ve π(U2) varyeteleri üzerinde π(U1)⊃ π(U2) içermesine denktir.

Tanım 2.23 A, K cismi üzerinde bir cebir, Y boş olmayan bir küme ve i : Y −→ A bir

dönüşüm olsun. Eğer her B cebiri ve her g : Y −→ B homomorfizmi için g = ḡi olacak

şekilde bir tek ḡ : A−→ B homomorfizmi varsa A ya Y tarafından üretilen serbest cebir

denir.

Tanım 2.24 V bir varyete, A bu varyetede bir cebir ve Y ⊆ A, A nın bir alt kümesi

olsun. Eğer her B ∈ V cebiri ve her g : Y −→ B fonksiyonu için g = ḡi olacak şekilde

bir tek ḡ : A−→ B homomorfizmi varsa A ya Y tarafından üretilen göreceli serbest cebir

denir.
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Tanım 2.25 Grassmann cebiri tarafından üretilen varyetedeki sonlu ranklı serbest A

cebiri için a,b ∈ A olmak üzere tüm [a,b] elemanları tarafından üretilen ideale A nın

komütatör ideali denir ve A′ = A[A,A]A ile gösterilir.

A′ komütatör idealinin bir bazı

xa1
1 · · ·x

at
t [xi1 ,xi2 ] · · · [xi2c−1 ,xi2c ], ai ≥ 0, i1 < · · ·< i2c, c≥ 1.

şeklindeki elemanlardan oluşur (Drensky, 1999).

Teorem 2.26 (Krakowski ve Regev, 1973) Karakteriği sıfır olan bir cisim üzerinde son-

suz boyutlu ve birimli Grassmann cebirinin T -ideali

[[x,y],z]

komütatörü tarafından üretilir.

Lemma 2.27 [[x,y],z] = 0 polinom özdeşliği

[x,y][z, t]+ [x,z][y, t] = 0

özdeşliğini gerektirir.

İspat: [[x,y],z] = 0 polinom özdeşliğinden [[xt,y],z] = 0 dır. [xy,z] = x[y,z] + [x,z]y

özdeşliğini kullanılarak

0 = [[xt,y],z]

= [x[t,y]+ [x,y]t,z]

= [x[t,y],z]+ [[x,y]t,z]

= (x[[t,y]z]+ [x,z][t,y])+([x,y][t,z]+ [[x,y],z]t)

= 0− [x,z][y, t]− [x,y][z, t]+0

elde edilir. Buradan [x,y][z, t]+ [x,z][y, t] = 0 dır.
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Sonuç 2.28 x,y,z, t elemanlarından herhangi ikisinin çakışması durumunda

[[x,y],z] = 0 polinom özdeşliğinden

[x,y][z, t] = 0

dır.

İspat: Lemma 2.27’den [x,y][z, t] = −[x,z][y, t] = [x, t][y,z] = 0 olup iki elemanın

çakışması durumunda [x,x] = 0 özelliği kullanılarak [x,y][z, t] = 0 elde edilir.

Fm ile Grassmann cebiri tarafından üretilen varyetedeki rankı m olan serbest ce-

biri gösterelim. Bu cebirin x1, . . . ,xm tarafından üretildiğini varsayalım. Sonuç 2.28’den

dolayı F2 cebirinin F ′2 komütatör ideali için u ∈ F ′2 olmak üzere

x1x2u = x2x1u

dır. Ayrıca F3 cebiri için ise v ∈ F ′3 olmak üzere

x1x2x3v = x1x3x2v = x2x1x3v = x2x3x1v = x3x1x2v = x3x2x1v

dur. Bu yüzden F ′2 bir sol K[X2]-modül ve F ′3 bir sol K[X3]-modüldür. Fakat m≥ 4 için

yukarıdaki eşitlikler sağlanmaz. Çünkü [x1,x2][x3,x4] 6= 0 dır. Dolayısıyla m ≥ 4 için

F ′4 bir sol K[X4]-modül değildir.

Sonuç 2.29 F ′2 ideali [x1,x2] komütatörü tarafından üretilen bir serbest sol K[X2]-

modüldür. F ′3 ideali ise [x1,x2], [x1,x3], [x2,x3] komütatörü tarafından üretilen bir serbest

sol K[X3]-modüldür.

Tanım 2.30 Bir p ∈ K[Xm] polinomu, {1, . . . ,m} kümesinin her ξ permütasyonu için

p(x1, . . . ,xm) = p(xξ 1, . . . ,xξ m) oluyorsa p polinomuna simetrik polinom denir.
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Tanım 2.31

σ1 = x1 + · · ·+ xm

...

σ j = ∑
i1<i2<···<i j

xi1xi2 · · ·xi j

...

σm = x1x2x3 · · ·xm

şeklinde tanımlı σ1, ...,σm ∈ K[x1, ...,xm] polinomlarına elemanter simetrik polinom

denir

Teorem 2.32 (Simetrik Polinomların Temel Teoremi) C[x1, ...,xm] nin her simetrik

polinomu, elemanter simetrik polinomların bir polinomu şeklinde bir tek şekilde

yazılabilir.

Tanım 2.33 j ≥ 1 olmak üzere

ν j = ν j(x1, . . . ,xm) = x j
1 + · · ·+ x j

m =
m

∑
i=1

x j
i

şeklinde tanımlı olan polinoma j-inci dereceden kuvvetler toplamı denir.

Tanım 2.34 Bir L grubu GLm(K) nın alt grubu olsun. L nin her g elemanı için

g(p(Xm)) = p(Xm) olacak şekildeki p(Xm) ∈ K[Xm] polinomlarının kümesine L nin in-

varyant cebiri denir ve K[Xm]
L ile gösterilir.

L grubu, K[Xm] cebiri üzerine değişkenlerin sırasını değiştirerek etki eden Sm

permütasyon grubu olsun. Yani, K[Xm] nin bir p polinomu ve Sm nin bir ξ permütasyonu

için

ξ · p(x1, . . . ,xm) = p(xξ 1, . . . ,xξ m)
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dir. K[Xm]
Sm invaryant cebiri, K[Xm] polinomlar cebirindeki simetrik polinomların ce-

birine denktir. K[Xm]
Sm cebiri, K cismi üzerinde cebirsel bağımsız olan σ j = ∑xi1 · · ·xi j ,

i1 < · · · < i j, j = 1, . . . ,m elemanter simetrik polinomlar tarafından üretilir. Üstelik

σ1, . . . ,σm üreteçleri cebirsel bağımsız olduğu için K[Xm]
Sm , m değişkenli bir polinom-

lar cebirine izomorfiktir. Ayrıca kuvvetler toplamının ilk m terimi, K[Xm]
Sm cebirinin

diğer bir üreteç kümesidir.
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3. GRASSMANN CEBİRİNİN OTOMORFİZMLERİ

Bu bölümde sonsuz boyutlu Grassmann cebirlerinin otomorfizmler grubunun

özel bir alt grubu belirlenmiş ve bu alt grup için bir üreteç kümesi elde edilmiştir.

Tanım 3.1 X = {x1,x2, . . .} sonsuz değişkenlerin bir kümesi olmak üzere K〈X〉 serbest

birleşmeli cebir olsun. K〈X〉 in xix j + x jxi, i, j ≥ 1 şeklindeki elemanlar tarafından

üretilen ideali I olmak üzere K〈X〉/I bölüm cebirine sonsuz boyutlu Grassmann cebiri

denir ve G ile gösterilir. Sonsuz boyutlu Grassmann cebirinin üreteçleri i ≥ 1 olmak

üzere ei = xi + I formundadır. Bu üreteç kümesi E ile gösterilecektir.

Teorem 3.2 f : E −→ K〈X〉/I = G bir fonksiyon olsun. Eğer

f (ei) f (e j)+ f (e j) f (ei) = 0

oluyorsa f bir tek şekilde G sonsuz boyutlu Grassmann cebiri homomorfizmine genişler.

İspat: Her i ∈ {1,2, . . .} için ui ∈ K〈X〉 olmak üzere f ,

f : E −→ K〈X〉/I = G, f (ei) = ui + I

olarak tanımlanan bir fonksiyon olsun. Bir f̄ : X −→ K〈X〉 fonksiyonu vardır ki

f̄ (xi) = ui dir. K〈X〉 serbest olup bir tek şekilde belirlenmiş φ̄ : K〈X〉 −→ K〈X〉 ho-

momorfizmi vardır öyle ki

φ̄(xi) = f̄ (xi) = ui

dir. Yani, φ̄ bir genişleme homomorfizmidir. Eğer f (ei) f (e j)+ f (e j) f (ei) = 0 ise

(ui + I)(u j + I)+(u j + I)(ui + I) = 0

(uiu j + I)+(u jui + I) = 0

(uiu j +u jui)+ I = 0

uiu j +u jui ∈ I
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olup buradan f̄ (xi) f̄ (x j)+ f̄ (x j) f̄ (xi) ∈ I bulunur. Bu durumda

φ̄(xix j + x jxi) = φ̄(xi)φ̄(x j)+ φ̄(x j)φ̄(xi) = f̄ (xi) f̄ (x j)+ f̄ (x j) f̄ (xi) = uiu j +u jui ∈ I

olup φ̄(I)⊆ I elde edilir. Teorem 2.11’den dolayı

φ : K〈X〉/I −→ K〈X〉/I, φ(r+ I) = φ̄(r)+ I

olarak tanımlanan dönüşüm iyi tanımlı olup bir homomorfizm belirtir.

Not 3.3 φ(ei) = φ(xi + I) = f̄ (xi)+ I = ui + I = f (ei) olup φ , f nin genişleme homo-

morfizmidir.

G(1)∩ω3(G) nin bir x elemanı ele alalım. Yani, x uzunluğu 3 den büyük eşit,

tek uzunluklu monomiallerin bir lineer toplamı olsun. Bir ei üreteci için fx(ei) = ei + x

olacak şekilde bir fx : E −→ G dönüşümünü tanımlayalım. Buradan

fx(ei) fx(e j)+ fx(e j) fx(ei) = (eie j + e jei)+(eix+ xei)+(e jx+ xe j)+2x2 = 0

elde edilir. Dolayısıyla fx dönüşümü bir tek şekilde φx : G −→ G K-homomorfizmine

genişler ve φx(ei) = ei + x dir.

Teorem 3.4 Bir x ∈ G(1) ∩ω3(G) monomiali için φx : G −→ G, φx(ei) = ei + x bir

otomorfizmdir ve tersi (φx)
−1 = φ−x dir.

İspat: β ∈K olmak üzere x= βe j1 · · ·e j2n+1 ∈G(1)∩ω3(G) bir monomial ise yukarıdaki

ifadeye benzer şekilde φx ve φ−x in homomorfizm olduğu gösterilebilir. Ayrıca

φxφ−x(ei) = φx(ei− x) = φx(ei)−φx(x) = ei + x−φx(x)

= ei + x−β (e j1 + x)(e j2 + x) · · ·(e j2n+1 + x)

= ei + x−βe j1 · · ·e j2n+1 +βx(e j2 · · ·e j2n+1− e j1e j3 · · ·e j2n+1 + · · ·+ e j1 · · ·e j2n)

= ei + x− x = ei
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olup φxφ−x = 1 dir. Benzer şekilde φ−xφx = 1 elde edilir. Dolayısıyla x ∈ G(1)∩ω3(G)

monomiali için φx dönüşümü bir otomorfizmdir ve (φx)
−1 = φ−x dir.

Lemma 3.5 G(1)∩ω3(G) nin her x,y elemanı için φxφy = φx+φx(y) dir.

İspat: G nin her ei üreteci için

φxφy(ei) = φx(ei + y) = φx(ei)+φx(y) = ei + x+φx(y) = φx+φx(y)(ei)

olduğundan x + φx(y) ∈ G(1) ∩ ω3(G) olup φxφy(ei) = φx+φx(y)(ei) elde edilir.

Dolayısıyla φxφy = φx+φx(y) dir.

Şimdi bazı notasyonları tanımlayalım. β ∈ K olmak üzere y = βe j1 · · ·e j2n+1 ,

G(1) ∩ ω3(G) nin bir monomiali olsun ve i = 1, . . . ,n için

y(i) = (−1)i+1βe j1 · · ·e ji−1e ji+1 · · ·e j2n+1 ve ȳ = y(1) + · · · + y(2n+1) şeklinde tanımlı

olsun.

Lemma 3.6 Bir x ∈ G(1)∩ω3(G) monomiali için

x.x̄ = 0, x(i)x̄ = 0

dır.

İspat: β ∈ K olmak üzere x monomiali x = βe j1 · · ·e j2n+1 olsun.

x.x̄ = βe j1 · · ·e j2n+1(x(1)+ · · ·+ x(2n+1))

= βe j1 · · ·e j2n+1(βe j2e j3 · · ·e j2n+1−βe j1e j3 · · ·e j2n+1 + · · ·+βe j1 · · ·e j2n)

e2
i = 0 olduğundan x.x̄ = 0 dır.

x(i)x̄ = (−1)i+1
βe j1 · · ·e ji−1e ji+1 · · ·e j2n+1(x(1)+ · · ·+ x(2n+1))

= (−1)i+1
βe j1 · · ·e ji−1e ji+1 · · ·e j2n+1(βe j2e j3 · · ·e j2n+1−·· ·+βe j1 · · ·e j2n)

e2
i = 0 olduğundan x(i)x̄ = 0 dır.
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Lemma 3.7 Bir y elemanı G(1)∩ω3(G) nin bir monomiali olmak üzere

φx(ȳ) = ȳ

dir.

İspat: β ∈ K olmak üzere y = βe j1 · · ·e j2n+1 olsun.

φx(ȳ) = φx(y(1)+ · · ·+ y(2n+1)) = φx(y(1))+ · · ·+φx(y(2n+1)).

i ∈ {1, . . . ,2n+1} için

φx(y(i)) = φx(βe j1 · · ·e ji−1e ji+1 · · ·e j2n+1) = βφx(e j1) · · ·φx(e ji−1)φx(e ji+1) · · ·φx(e j2n+1)

ve φx(e ji) = (e ji + x) olup φx(ȳ) = y(1)+ · · ·+ y(2n+1) = ȳ elde edilir.

Lemma 3.8 G(1)∩ω3(G) nin bir x elemanı ve bir y monomiali için

φx(y) = y+ xȳ

dir.

İspat: β ∈ K olmak üzere bir y monomiali y = βe j1 · · ·e j2n+1 şeklinde tanımlı olsun.

Her n≥ 2 için xn = 0 olduğundan

φx(y) = β (e j1 + x)(e j2 + x) · · ·(e j2n+1 + x)

= βe j1 · · ·e j2n+1 + x(βe j2e j3 · · ·e j2n+1−βe j1e j3 · · ·e j2n+1 · · ·+βe j1 · · ·e j2n)

= y+ x(y(1)+ · · ·+ y(2n+1))

= y+ xȳ

elde edilir.
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Lemma 3.9 x1, . . . ,xk,xk+1 elemanları G(1) ∩ω3(G) de birer monomial olsun. Eğer

φx1+···+xk bir otomorfizm ise

Xk =x1 + · · ·+ xk− x1(x̄2 + · · ·+ x̄k)−·· ·− xk(x̄1 + · · ·+ x̄k−1)

+ x1(x̄2x̄3 + · · ·+ x̄kx̄k−1)+ · · ·+ xk(x̄1x̄2 + · · ·+ x̄k−1x̄k−2)

...

+(−1)k−1x1(x̄2x̄3 · · · x̄k + · · ·+ x̄kx̄k−1 · · · x̄2)+ · · ·

+(−1)k−1xk(x̄1x̄2 · · · x̄k−1 + · · ·+ x̄k−1x̄k−2 · · · x̄1)

olmak üzere

φ
−1
x1+···+xk

(xk+1) = xk+1−Xkx̄k+1

dir.

İspat: φx1+···+xk bir otomorfizm olup

φx1+···+xk(xk+1−Xkx̄k+1) = φx1+···+xk(xk+1)−φx1+···+xk(Xk)φx1+···+xk(x̄k+1)

şeklinde yazılabilir. Lemma 3.8’den φx1+···+xk(xk+1) = xk+1 +(x1 + · · ·+ xk)x̄k+1 dır.

Lemma 3.7’den φx1+···+xk(x̄k+1) = x̄k+1 dir. φx1+···+xk nin otomorfizm olma özelliği ve
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Lemma 3.8, Lemma 3.7, Lemma 3.6 kullanılırsa

φx1+···+xk(Xk) =x1 + · · ·+ xk + x1(x̄2 + · · ·+ x̄k)+ · · ·+ xk(x̄1 + · · ·+ x̄k−1)

− x1(x̄2 + · · ·+ x̄k)−·· ·− xk(x̄1 + · · ·+ x̄k−1)

− x1(x̄2x̄3 + · · ·+ x̄kx̄k−1)−·· ·− xk(x̄1x̄2 + · · ·+ x̄k−1x̄k−2)

...

+(−1)k−1x1(x̄2x̄3 · · · x̄k + · · ·+ x̄kx̄k−1 · · · x̄2)+ · · ·

+(−1)k−1xk(x̄1x̄2 · · · x̄k−1 + · · ·+ x̄k−1x̄k−2 · · · x̄1)

+(x1 + · · ·+ xk)(x̄1x̄2 · · · x̄k + · · ·+ x̄kx̄k−1 · · · x̄1)

= x1 + · · ·+ xk

elde edilir. Dolayısıyla

φx1+···+xk(xk+1−Xkx̄k+1) = xk+1 +(x1 + · · ·+ xk)x̄k+1− (x1 + · · ·+ xk)x̄k+1 = xk+1

olur. φx1+···+xk bir otomorfizm olduğu için tersi mevcut olup

φ
−1
x1+···+xk

(xk+1) = xk+1−Xkx̄k+1

dir.

Lemma 3.10 x,y elemanları |supp(x)∩ supp(y)| ≥ 2 olacak şekilde G(1) ∩ω3(G) nin

monomialleri olsun. O zaman φx(y) = y ve dolayısıyla xȳ = 0 dır.

İspat: y monomiali β ∈ K olmak üzere y = βe j1 · · ·e j2n+1 şeklinde tanımlı olsun. O

zaman

φx(y) = β (e j1 + x)(e j2 + x) · · ·(e j2n+1 + x)

= βe j1 · · ·e j2n+1 +βx(e j2 · · ·e j2n+1− e j1e j3 · · ·e j2n+1 + · · ·+ e j1 · · ·e j2n)

= y
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elde edilir. Dolayısıyla Lemma 3.8’den xȳ = 0 dır.

Lemma 3.10’un bir sonucu olarak aşağıdaki lemmayı elde ederiz.

Sonuç 3.11 Her i= 1, . . . ,n için xi,y∈G(1)∩ω3(G) elemanları |supp(xi)∩supp(y)| ≥ 2

olacak şekildeki monomialler olsun. O zaman φx1+···+xn(y) = y dir.

Lemma 3.12 Her i = 1, . . . ,n için xi,y ∈ G(1) ∩ ω3(G) elemanları

|supp(xi) ∩ supp(y)| ≥ 2 olacak şekildeki monomialler olsun. Eğer φx1+···+xn bir

otomorfizm ise φ
−1
x1+···+xn

(y) = y dir.

İspat: Bir x ∈ G elemanı x = x1 + · · ·+ xn şeklinde tanımlı olsun. Sonuç 3.11’den

φx(y) = y olduğu biliniyor. Dolayısıyla φ−1
x (φx(y)) = φ−1

x (y) olup φ−1
x (y) = y elde

edilir.

Lemma 3.13 n≥ 2 olmak üzere x1, . . . ,xn elemanları G(1)∩ω3(G) de birer monomial

olsun. O zaman

φ(−1)n−1x1x̄2···x̄n

bir otomorfizmdir. Ayrıca x̄2 = (x2)(1)+ · · ·+(x2)(2t+1) olmak üzere

φ(−1)n−1x1x̄2···x̄n
= φ(−1)n−1x1(x2)(1)x̄3···x̄n

. . .φ(−1)n−1x1(x2)(2t+1)x̄3···x̄n

şeklinde yazılır.

İspat: İspat n üzerinden tümevarım ile gösterilecektir. Öncelikle lemmadaki ifadenin
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doğruluğu n = 2 durumu için incelenecektir. x2 = v olsun. Buradan

φ−x1x̄2 = φ−x1v̄

= φ−x1(v(1)+···+v(2t+1))

= φ−x1v(1)−···−x1v(2t+1)

= φ−x1v(1)+φ−x1v(1)φ
−1
−x1v(1)

(−x1v(2)−···−x1v(2t+1))

= φ−x1v(1)φφ
−1
−x1v(1)

(−x1v(2)−···−x1v(2t+1))

= φ−x1v(1)φφx1v(1) (−x1v(2)−···−x1v(2t+1))

= φ−x1v(1)φ−φx1v(1) (x1v(2))−···−φx1v(1) (x1v(2t+1))

elde edilir. Her i = 2, . . . ,2t + 1 için |supp(x1v(1))∩ supp(x1v(i))| ≥ 2 olup Lemma

3.10’dan dolayı φ−x1x̄2 = φ−x1v(1)φ−x1v(2)−···−x1v(2t+1) dir. Benzer şekilde 2t− 1 adım so-

nunda φ−x1x̄2 = φ−x1v(1)φ−x1v(2) . . .φ−x1v(2t+1) elde edilir.

Her l = 1, . . . ,2t+1 için−x1v(l) elemanının monomial olduğu ve φ−x1vl nin oto-

morfizm olduğu biliniyor. Dolayısıyla φ−x1x̄2 otomorfizmlerin bir bileşkesi olduğundan

bir otomorfizmdir.

Lemmadaki ifade n = k için doğru olsun. Yani φ(−1)k−1x1x̄2···x̄k
bir otomorfizm

olsun ve x2 = v için

φ(−1)k−1x1x̄2···x̄k
= φ(−1)k−1x1v̄···x̄k

= φ(−1)k−1x1v(1)x̄3···x̄k
. . .φ(−1)k−1x1v(2t+1)x̄3···x̄k

olsun. n = k+1 iken lemmadaki ifadenin doğruluğunu kontrol edelim. i = 1, . . . ,2t +1
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ve v̄ = v(1)+ · · ·+v(2t+1) için ξ (i,k) = (−1)kx1v(i)x̄3 · · · x̄kx̄k+1 notasyonunu kullanalım.

φ(−1)kx1x̄2x̄3···x̄k x̄k+1
=φ(−1)kx1v̄x̄3···x̄k x̄k+1

=φ(−1)kx1(v(1)+···+v(2t+1))x̄3···x̄k x̄k+1

=φ(−1)kx1v(1)x̄3···x̄k x̄k+1+···+(−1)kx1v(2t+1)x̄3···x̄k x̄k+1

=φξ (1,k)+···+ξ (2t+1,k)

=φ
ξ (1,k)+φξ (1,k)φ

−1
ξ (1,k)

(
ξ (2,k)+···+ξ (2t+1,k)

)
=φξ (1,k)φ

φ
−1
ξ (1,k)

(
ξ (2,k)+···+ξ (2t+1,k)

).
Lemma 3.12’den dolayı

φ(−1)kx1x̄2x̄3···x̄k x̄k+1
= φξ (1,k)φξ (2,k)+···+ξ (2t+1,k)

dir. Benzer şekilde 2t−1 adım sonunda

φ(−1)kx1x̄2x̄3···x̄k x̄k+1
= φξ (1,k)φξ (2,k) · · ·φξ (2t+1,k)

= φ(−1)kx1v(1)x̄3···x̄k x̄k+1
· · ·φ(−1)kx1v(2t+1)x̄3···x̄k x̄k+1

elde edilir. Tümevarım hipotezinden dolayı l = 1, . . . ,2t +1 için φ(−1)kx1v(l)x̄3···x̄k x̄k+1
bir

otomorfizmdir. Dolayısıyla φ(−1)kx1x̄2···x̄k x̄k+1
otomorfizmlerin bir bileşkesi olduğundan

bir otomorfizmdir.

Lemma 3.14 Her x1, . . . ,xn,y elemanı G(1)∩ω3(G) de bir monomial olmak üzere

φ(x1+···+xn)ȳ = φx1ȳ · · ·φxnȳ

dir.

İspat: İspat n üzerinden tümevarım ile yapılacaktır. Öncelikle n = 2 iken lemmadaki

ifadenin doğruluğu gösterilecektir.

φ(x1+x2)ȳ = φx1ȳ+x2ȳ = φx1ȳ+φx1 ȳφ
−1
x1 ȳ(x2ȳ) = φx1ȳφ

φ
−1
x1 ȳ(x2ȳ)
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olup Lemma 3.13’ten

φ(x1+x2)ȳ = φx1ȳφ(φx1y(1) ···φx1y(2t+1) )
−1(x2ȳ)

elde edilir. Buradan

φ(x1+x2)ȳ = φx1ȳφφ−x1y(2t+1) ···φ−x1y(1) (x2ȳ)

olur.

φ−x1y(1)(x2ȳ) = (x2− x1y(1)x̄2)ȳ = x2ȳ

olup 2t adım sonunda

φ−x1y(2t+1) · · ·φ−x1y(1)(x2ȳ) = x2ȳ

elde edilir. Dolayısıyla φ(x1+x2)ȳ = φx1ȳφx2ȳ dir.

n = k için φ(x1+···+xk)ȳ = φx1ȳ · · ·φxk ȳ olsun. n = k+ 1 için lemmadaki ifadenin

doğruluğu kontrol edilecektir.

φ(x1+···+xk+xk+1)ȳ = φ(x1+···+xk)ȳ+xk+1ȳ

olup tümevarım hipotezinden φ(x1+···+xk)ȳ = φx1ȳ · · ·φxk ȳ dır. Lemma 3.13’ten

φx1ȳ, . . . ,φxk ȳ otomorfizm olup φ(x1+···+xk)ȳ bir otomorfizm olur ve dolayısıyla tersi mev-

cuttur. Buradan

φ(x1+···+xk+xk+1)ȳ = φ(x1+···+xk)ȳ+φ(x1+···+xk)ȳ
φ
−1
(x1+···+xk)ȳ

(xk+1ȳ) = φ(x1+···+xk)ȳφ
φ
−1
(x1+···+xk)ȳ

(xk+1ȳ)

dır. Tümevarım hipotezi kullanılarak

φ(x1+···+xk+xk+1)ȳ = φ(x1+···+xk)ȳφ(φx1 ȳ···φxk ȳ)−1(xk+1ȳ) = φ(x1+···+xk)ȳφ
φ
−1
xk ȳ···φ−1

x1 ȳ(xk+1ȳ)

elde edilir. Lemma 3.13’den

φ
−1
x1ȳ (xk+1ȳ) = (φx1y(1) · · ·φx1y(2t+1))

−1(xk+1ȳ) = φ−x1y(2t+1) · · ·φ−x1y(1)(xk+1ȳ)

= φ−x1y(2t+1) · · ·φ−x2y(1)((xk+1− x1y(1)x̄k+1)ȳ)

= φ−x1y(2t+1) · · ·φ−x2y(1)(xk+1ȳ) = · · ·= xk+1ȳ
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olur. Benzer şekilde k−1 adım sonunda φ
−1
xk ȳ · · ·φ−1

x1ȳ (xk+1ȳ)= xk+1ȳ elde edilir. Buradan

φ(x1+···+xk+xk+1)ȳ = φ(x1+···+xk)ȳφxk+1ȳ

dır. Tümevarım hipotezinden

φ(x1+···+xk+xk+1)ȳ = φx1ȳ · · ·φxk ȳφxk+1ȳ

bulunur.

Lemma 3.15 x,y elemanları G(1)∩ω3(G) de birer monomial olmak üzere

φx+y = φxφyφ−xȳ

dir.

İspat: Lemma 3.5 ve Lemma 3.8 yardımıyla

φx+y = φx+φxφ
−1
x (y) = φxφ

φ
−1
x (y) = φxφφ−x(y) = φxφy−xȳ = φxφy+φyφ

−1
y (−xȳ)

= φxφyφ
φ
−1
y (−xȳ) = φxφyφφ−y(−xȳ) = φxφyφ−φ−y(x)φ−y(ȳ) = φxφyφ−(x−yx̄)ȳ

= φxφyφ−xȳ

elde edilir.

Teorem 3.16 i = 1, . . . ,n, k = 1, . . . ,n− 1, i 6= j olmak üzere xi,x j1 , . . . ,x jk elemanları

G(1)∩ω3(G) nin monomialleri olsun. φx1+···+xn homomorfizmi φxi ,φxix̄ j1 ···x̄ jk
şeklindeki

otomorfizmlerin bir bileşkesi olarak yazılabilir.

İspat: İspat n üzerinden tümevarım ile yapılacaktır. n = 2 için Lemma 3.15’ten

φx1+x2 = φx1φx2φ−x1x̄2
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olduğu açıkça görülür. n = k için teoremin ifadesinin doğru olduğunu kabul edelim.

n = k+1 için

φx1+···+xk+xk+1 = φx1+···+xk+φ(x1+···+xk)
φ
−1
x1+···+xk

(xk+1)

= φx1+···+xk φφ
−1
x1+···+xk

(xk+1)

olup Xk elemanı Lemma 3.9’da belirtildiği gibi olmak üzere bu Lemmadan

φx1+···+xk+xk+1 = φx1+···+xk φxk+1−Xk x̄k+1

dir ve böylece

φx1+···+xk+xk+1 = φx1+···+xk φxk+1φ−φ
−1
xk+1 (Xk x̄k+1)

= φx1+···+xk φxk+1φ−φ−xk+1 (Xk x̄k+1)

elde edilir. Ayrıca, bir Y ∈ G(0) için

φ−xk+1(Xkx̄k+1) = φ−xk+1(Xk)x̄k+1 = (Xk + xk+1Y )x̄k+1 = Xkx̄k+1

dir. Dolayısıyla φx1+···+xk+xk+1 = φx1+···+xk φxk+1φ−Xk x̄k+1 dir. Lemma 3.13 ve Lemma

3.14 kullanılarak Xk elemanının yapısı dolayısıyla φ−Xk x̄k+1 in Lemma 3.13’te yer alan

otomorfizmlerin bileşkesi olduğu görülür.

Sonuç 3.17 Bir x ∈ G(1)∩ω3(G) için

φx : ei −→ ei + x

bir otomorfizmdir.

Örnek 3.18 G(1)∩ω3(G) nin x = e1e2e3 + e1e4e5 şeklinde bir elemanını alalım.

φe1e2e3+e1e4e5 = φe1e2e3+φe1e2e3 φ
−1
e1e2e3 (e1e4e5)
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olup Lemma 3.5’ten

φe1e2e3+e1e4e5 = φe1e2e3φ
φ
−1
e1e2e3 (e1e4e5)

= φe1e2e3φφ−e1e2e3 (e1e4e5)

ve Lemma 3.8’den

φe1e2e3+e1e4e5 = φe1e2e3φe1e4e5−e1e2e3(e1e4e5)

= φe1e2e3φe1e4e5+φe1e4e5 φ
−1
e1e4e5 (−e1e2e3(e1e4e5))

= φe1e2e3φe1e4e5φ
φ
−1
e1e4e5 (−e1e2e3(e1e4e5))

= φe1e2e3φe1e4e5φφ−e1e4e5 (−e1e2e3(e1e4e5))

= φe1e2e3φe1e4e5φφ−e1e4e5 (−e1e2e3)φ−e1e4e5 (e1e4e5))

elde edilir. Lemma 3.7 yardımıyla

φe1e2e3+e1e4e5 = φe1e2e3φe1e4e5φ−(e1e2e3−e1e4e5(e1e2e3))(e1e4e5)

olup Lemma 3.6 göz önünde bulundurulursa

φe1e2e3+e1e4e5 = φe1e2e3φe1e4e5φ−(e1e2e3)e1e4e5 = φe1e2e3φe1e4e5φ−e1e2e3e4e5

elde edilir. Bu otomorfizmin bir ei üreteci üzerindeki etkisi

φe1e2e3+e1e4e5(ei) = (φe1e2e3φe1e4e5φ−e1e2e3e4e5)(ei) = φe1e2e3(φe1e4e5(φ−e1e2e3e4e5(ei)))

= φe1e2e3(φe1e4e5(ei− e1e2e3e4e5))

= φe1e2e3(φe1e4e5(ei)−φe1e4e5(e1e2e3e4e5))

= φe1e2e3(ei + e1e4e5− (e1e2e3e4e5 + e1e4e5(e1e2e3e4e5)))

= φe1e2e3(ei + e1e4e5− e1e2e3e4e5)

= φe1e2e3(ei)+φe1e2e3(e1e4e5)−φe1e2e3(e1e2e3e4e5)

= ei + e1e2e3 + e1e4e5 + e1e2e3(e1e4e5)− e1e2e3e4e5− e1e2e3(e1e2e3e4e5)

= ei + e1e2e3 + e1e4e5 + e1e2e3e4e5− e1e2e3e4e5 = ei + e1e2e3 + e1e4e5
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şeklindedir.

Not 3.19 Sonuç 3.17’de belirtilen φx şeklindeki bir otomorfizmin tersi ve yine bu

şekildeki φx ve φy otomorfizmlerin φxφy bileşkesi Lemma 3.5 ve Teorem 3.16’dan dolayı

aynı formdadır. Bundan dolayı aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.20 Bir x∈G(1)∩ω3(G) elemanı için φx şeklindeki otomorfizmlerin H kümesi,

sonsuz boyutlu G Grassmann cebirlerinin Aut(G) otomorfizm grubunun bir alt grubunu

oluşturur. Üstelik bu H alt grubu sonsuz elemanlı

{φx | x ∈ G(1)∩ω
3(G)bir monomial}

kümesi tarafından üretilir.
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4. 2 RANKLI SERBEST CEB˙IRDE S˙IMETR˙IK POL˙INOMLAR

Bu bölümde Grassmann cebirleri tarafından üretilen varyetedeki rankı 2 olan

serbest F2 cebirin simetrik polinomlarının oluşturduğu cebir incelenmiştir.

Lemma 4.1 Her p(x1,x2) ∈ (F ′2)
S2 elemanı αab ∈ K olmak üzere

p(x1,x2) = ∑
0≤a<b

αab(xa
1xb

2− xb
1xa

2)[x1,x2]

şeklindedir.

İspat: Bir p(x1,x2) ∈ F ′2 elemanı

p(x1,x2) = ∑
0≤a,b

αabxa
1xb

2[x1,x2]

= ∑
a6=b

αabxa
1xb

2[x1,x2]+ ∑
0≤a

αaaxa
1xa

2[x1,x2]

şeklinde yazılabilir. Aynı zamanda p(x1,x2) ∈ (F ′2)
S2 olduğu için p(x1,x2) = p(x2,x1)

dir ve buradan

∑
a6=b

αabxa
1xb

2[x1,x2]+ ∑
0≤a

αaaxa
1xa

2[x1,x2] = ∑
a6=b

αabxa
2xb

1[x2,x1]+ ∑
0≤a

αaaxa
2xa

1[x2,x1]

∑
0≤a

2αaaxa
1xa

2[x1,x2]+ ∑
a6=b

αabxa
1xb

2[x1,x2]−∑
a6=b

αabxa
2xb

1[x2,x1] = 0

elde edilir. Dolayısıyla ∑0≤a 2αaaxa
1xa

2[x1,x2] = 0 olup baz elemanlarının lineer

bağımsızlığından her 0≤ a için αaa = 0 olur. Böylece

∑
a6=b

αabxa
1xb

2[x1,x2] = ∑
a6=b

αabxa
2xb

1[x2,x1]

∑
a<b

αabxa
1xb

2[x1,x2]+ ∑
b<a

αabxa
1xb

2[x1,x2] = ∑
a<b

αabxa
2xb

1[x2,x1]+ ∑
b<a

αabxa
2xb

1[x2,x1]

∑
a<b

αabxa
1xb

2[x1,x2]+ ∑
b<a

αabxa
1xb

2[x1,x2] = ∑
b<a

αbaxb
2xa

1[x2,x1]+ ∑
a<b

αbaxb
2xa

1[x2,x1]
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∑
a<b

(αab +αba)xa
1xb

2[x1,x2]+ ∑
b<a

(αab +αba)xa
1xb

2[x1,x2] = 0

olup buradan a < b ve b < a için lineer bağımsızlıktan her bir toplam sıfır olur.

Dolayısıyla her a 6= b için αab = −αba dır. Buna göre p(x1,x2) yi tekrar yazmak

gerekirse

p(x1,x2) = ∑
0≤a,b

αabxa
1xb

2[x1,x2]

= ∑
0≤a

αaaxa
1xa

2[x1,x2]+ ∑
0≤a<b

αabxa
1xb

2[x1,x2]+ ∑
0≤b<a

αabxa
1xb

2[x1,x2]

= ∑
0≤a<b

αabxa
1xb

2[x1,x2]+ ∑
0≤a<b

αbaxb
1xa

2[x1,x2]

= ∑
0≤a<b

αabxa
1xb

2[x1,x2]+ ∑
0≤a<b

−αabxb
1xa

2[x1,x2]

= ∑
0≤a<b

αab(xa
1xb

2− xb
1xa

2)[x1,x2]

elde edilir.

Sonuç 4.2 (F ′2)
S2 cebirinin K-vektör uzayı olarak bir bazı

{(xa
1xb

2− xb
1xa

2)[x1,x2] | 0≤ a < b}

şeklindedir.

İspat: Lemma 4.1’den dolayı verilen küme (F ′2)
S2 yi vektör uzayı olarak gerdiği için

lineer bağımsızlığını göstermek yeterli olacaktır.

∑
0≤a<b

αab(xa
1xb

2− xb
1xa

2)[x1,x2] = 0

olsun. FS2
2 derecelendirilmiş bir vektör uzayı olduğu için sabit bir n sayısı için a+b = n

olduğunu varsayalım. Yani

∑
a+b=n, 0≤a<b

αab(xa
1xb

2− xb
1xa

2)[x1,x2] = 0
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olsun. F ′2 komütatör ideali [x1,x2] tarafından üretilen bir K[X2]-modül olup

∑
a+b=n, 0≤a<b

αab(xa
1xb

2− xb
1xa

2) = ∑
a+b=n, 0≤a<b

αabxa
1xb

2− ∑
a+b=n, 0≤a<b

αabxb
1xa

2 = 0

elde edilir. Her toplam sıfıra eşit olacağından her 0≤ a < b için αab = 0 olur.

Teorem 4.3 0 ≤ a < b ve 0 ≤ a′ < b′ olmak üzere mab = (xa
1xb

2 − xb
1xa

2)[x1,x2] ve

ma′b′ = (xa′
1 xb′

2 − xb′
1 xa′

2 )[x1,x2] ise mabma′b′ = 0 dır ve böylece

(F ′2)
S2 = Sp{mab | 0≤ a < b}

dir.

İspat: mabma′b′ = 0 olduğunu göstermek yeterlidir.

mabma′b′ = (xa
1xb

2− xb
1xa

2)[x1,x2](xa′
1 xb′

2 − xb′
1 xa′

2 )[x1,x2]

= (xa
1xb

2− xb
1xa

2)(x
a′
1 xb′

2 − xb′
1 xa′

2 )[x1,x2][x1,x2]

= (xa
1xb

2− xb
1xa

2)(x
a′
1 xb′

2 − xb′
1 xa′

2 )(x1x2− x2x1)[x1,x2]

= (xa
1xb

2− xb
1xa

2)(x
a′
1 xb′

2 − xb′
1 xa′

2 )(x1x2)[x1,x2]− (xa
1xb

2− xb
1xa

2)(x
a′
1 xb′

2 − xb′
1 xa′

2 )(x2x1)[x1,x2]

= (xa
1xb

2− xb
1xa

2)(x
a′
1 xb′

2 − xb′
1 xa′

2 )(x1x2)[x1,x2]− (xa
1xb

2− xb
1xa

2)(x
a′
1 xb′

2 − xb′
1 xa′

2 )(x1x2)[x1,x2]

= 0

Teorem 4.4 FS2
2 cebiri

{x1 + x2,x2
1 + x2

2,(x2− x1)[x1,x2]}

kümesi tarafından üretilir ve (F ′2)
S2 cebiri (x2 − x1)[x1,x2] tarafından üretilen bir sol

K[X2]
S2-modüldür.

İspat: (F2/F ′2)
S2 ∼= K[X2]

S2 cebiri x1 + x2, x2
1 + x2

2 elemanları tarafından üretilir.

Dolayısıyla x1 + x2,x2
1 + x2

2,(x2− x1)[x1,x2] elemanları tarafından üretilen bir cebirin
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(F ′2)
S2 cebirini kapsadığını göstermek yeterli olacaktır. Aynı zamanda (F ′2)

S2 cebirinin

üreteç kümesi de olan

{(xa
1xb

2− xb
1xa

2)[x1,x2] : 0≤ a < b}

kümesinin (F ′2)
S2 nin bazı olduğu Sonuç 4.2 den bilinmektedir. Buradan

q(x1,x2) =

(
(x1 + x2)

2− (x2
1 + x2

2)

2

)a

ve

r(x1,x2) =
b−a

∑
i=1

xb−a−i
1 xi−1

2

olmak üzere

(xa
1xb

2− xb
1xa

2)[x1,x2] = q(x1,x2)r(x1,x2)(x2− x1)[x1,x2]

şeklindedir. r(x1,x2) polinomu r(x1,x2) =
xb−a

1 −xb−a
2

x1−x2
olarak yazılabilir. Açıkça

görülür ki r(x1,x2) = r(x2,x1) ve q(x1,x2) = q(x2,x1) dir. Dolayısıyla

q(x1,x2),r(x1,x2) ∈ K[x1 + x2,x2
1 + x2

2] dir ve (xa
1xb

2 − xb
1xa

2)[x1,x2] =

q(x1,x2)r(x1,x2)(x2− x1)[x1,x2] elemanı 〈x1 + x2,x2
1 + x2

2,(x2− x1)[x1,x2]〉 tarafından

kapsanır. Böylece (F ′2)
S2 bir sol K[x1 + x2,x2

1 + x2
2] = K[X2]

S2-modüldür.
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5. 3 RANKLI SERBEST CEBİRDE SİMETRİK POLİNOMLAR

Bu bölümde Grassmann cebirleri tarafından üretilen varyetedeki rankı 3 olan

serbest F3 cebirin simetrik polinomlarının oluşturduğu cebir incelenmiştir.

Teorem 5.1 Bir f ∈ F ′3 polinomunun simetrik olması için gerek ve yeter koşul

p(x1,x2,x3) =−p(x2,x1,x3) olacak şekildeki bir p ∈ K[X3] polinomu için

f (x1,x2,x3) = p(x1,x2,x3)[x1,x2]+ p(x1,x3,x2)[x1,x3]+ p(x2,x3,x1)[x2,x3]

olmasıdır.

İspat: f (x1,x2,x3) polinomu (F ′3)
S3 ün bir elemanı olsun. Açıkça görülür ki (F ′3)

S3 ⊂ F ′3

dir. Yani, p,q,r ∈ K[X3] olmak üzere f (x1,x2,x3) polinomu

f (x1,x2,x3) = p(x1,x2,x3)[x1,x2]+q(x1,x2,x3)[x1,x3]+ r(x1,x2,x3)[x2,x3]

şeklinde yazılabilir. F ′3 cebirinin üreteçleri ve f polinomunun

f (x1,x2,x3) = f (xξ 1,xξ 2,xξ 3), ξ ∈ S3,

simetrik olma özelliği kullanılarak

p(x1,x2,x3) = q(x1,x3,x2) =−p(x2,x1,x3) =−q(x2,x3,x1)

= r(x3,x1,x2) =−r(x3,x2,x1)

elde edilir. Buradan p(x1,x2,x3) =−p(x2,x1,x3) olmak üzere

q(x1,x2,x3) = p(x1,x3,x2) , r(x1,x2,x3) = p(x2,x3,x1)

eşitlikleri elde edilir.
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Şimdi teoremde ifade edildiği gibi p(x1,x2,x3)=−p(x2,x1,x3) olacak şekildeki

bir p ∈ K[X3] polinomu için f (x1,x2,x3) polinomu

f (x1,x2,x3) = p(x1,x2,x3)[x1,x2]+ p(x1,x3,x2)[x1,x3]+ p(x2,x3,x1)[x2,x3]

şeklinde tanımlı olsun. S3 simetrik grubunun üreteci olan (12) ve (13) transpozisyon-

larının etkisi altında f (x1,x2,x3) polinomunun sabit kaldığı gösterilmelidir. (12) trans-

pozisyonunun f (x1,x2,x3) polinomuna etkisi

f (x2,x1,x3) =p(x2,x1,x3)[x2,x1]+ p(x2,x3,x1)[x2,x3]+ p(x1,x3,x2)[x1,x3]

=− p(x1,x2,x3)[x2,x1]+ p(x1,x3,x2)[x1,x3]+ p(x2,x3,x1)[x2,x3]

=p(x1,x2,x3)[x1,x2]+ p(x1,x3,x2)[x1,x3]+ p(x2,x3,x1)[x2,x3]

= f (x1,x2,x3)

şeklindedir. Benzer şekilde f (x1,x2,x3) polinomu (13) etkisi altında

f (x3,x2,x1) = f (x1,x2,x3) şeklindedir. Dolayısıyla f (x1,x2,x3) polinomu simetriktir.

Not 5.2 f , Theorem 5.1’deki gibi (F ′3)
S3 cebirinin bir simetrik polinomu olsun. Bu teo-

remde belirtildiği gibi birinci ve ikinci bileşenler üzerindeki etkisiyle p bir alterne poli-

nomdur. Alterne polinomların oluşturduğu cebir, simetrik polinomlar cebiri üzerinde

bir sol modül yapısına sahip olduğundan p polinomu, p1 ∈ K[X3]
S3 ve

p2(x1,x2,x3) = ∑
0≤a<b, 0≤c

εabc(xa
1xb

2− xb
1xa

2)x
c
3, εabc ∈ K

olmak üzere p = p1 p2 şeklinde yazılabilir. Negatif olmayan a,b,c tamsayıları için fa,b,c

polinomlarını

fa,b,c = (xa
1xb

2− xb
1xa

2)x
c
3[x1,x2]+ (xa

1xb
3− xb

1xa
3)x

c
2[x1,x3]+ (xa

2xb
3− xb

2xa
3)x

c
1[x2,x3]

olacak şekilde tanımlayalım. Buradan aşağıdaki sonuç elde edilir.
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Sonuç 5.3 { fa,b,c | 0≤ a < b,0≤ c} kümesi K[X3]
S3-modül olan (F ′3)

S3 için bir bazdır.

Yani, bir f polinomunun (F ′3)
S3 cebirinin bir elemanı olması için gerek ve yeter koşul

tek şekilde belirlenen δabc ∈ K[X3]
S3 polinomları için

f (x1,x2,x3) = ∑
0≤a<b, 0≤c

δabc fa,b,c

biçiminde yazılabilmesidir.

Bu bölümün bundan sonraki kısmında K[X3]
S3-modül olan (F ′3)

S3 için bir üreteç

kümesi elde edeceğiz.

Lemma 5.4 fa,b,c yukarıdaki gibi tanımlanmış olsun. Bu durumda aşağıdakiler

doğrudur.

1. f0,b,c = νc f0,b,0− f0,b+c,0 + fb,c,0, b,c≥ 1

2. fa,b,c =− fb,a,c, a,b,c≥ 0,

3. f0,b,0 = σ1 f0,b−1,0−σ2 f0,b−2,0 +σ3 f0,b−3,0, b≥ 4

4. f0,3,0 = σ1 f0,2,0−σ2 f0,1,0

5. fa,b,0 = σ1 fa,b−1,0−σ2 fa,b−2,0 +σ3 fa,b−3,0, a≥ 1,b≥ 4

6. fa,3,0 = σ1 fa,2,0−σ2 fa,1,0−σ3 f0,a,0, a≥ 1

İspat:
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1. Her b,c≥ 1 için f0,b,c = νc f0,b,0− f0,b+c,0 + fb,c,0 eşitliğini gösterelim.

νc f0,b,0− f0,b+c,0 + fb,c,0

= (xc
1 + xc

2 + xc
3)((x

b
2− xb

1)[x1,x2]+ (xb
3− xb

1)[x1,x3]+ (xb
3− xb

2)[x2,x3])

− ((xb+c
2 − xb+c

1 )[x1,x2]+ (xb+c
3 − xb+c

1 )[x1,x3]+ (xb+c
3 − xb+c

2 )[x2,x3])

+(xb
1xc

2− xc
1xb

2)[x1,x2]+ (xb
1xc

3− xc
1xb

3)[x1,x3]+ (xb
2xc

3− xc
2xb

3)[x2,x3]

= (xb
2− xb

1)x
c
3[x1,x2]+ (xb

3− xb
1)x

c
2[x1,x3]+ (xb

3− xb
2)x

c
1[x2,x3]

= f0,b,c

2. Her a,b,c≥ 0 için fa,b,c =− fb,a,c eşitliğini gösterelim.

fa,b,c = (xa
1xb

2− xb
1xa

2)x
c
3[x1,x2]+ (xa

1xb
3− xb

1xa
3)x

c
2[x1,x3]+ (xa

2xb
3− xb

2xa
3)x

c
1[x2,x3]

=−((xb
1xa

2− xa
1xb

2)x
c
3[x1,x2]+ (xb

1xa
3− xa

1xb
3)x

c
2[x1,x3]+ (xb

2xa
3− xa

2xb
3)x

c
1[x2,x3])

=− fb,a,c

3. Her b≥ 4 için f0,b,0 = σ1 f0,b−1,0−σ2 f0,b−2,0 +σ3 f0,b−3,0 eşitliğini gösterelim.

σ1 f0,b−1,0−σ2 f0,b−2,0 +σ3 f0,b−3,0

= (x1 + x2 + x3)((xb−1
2 − xb−1

1 )[x1,x2]+ (xb−1
3 − xb−1

1 )[x1,x3]

+ (xb−1
3 − xb−1

2 )[x2,x3])− (x1x2 + x1x3 + x2x3)((xb−2
2 − xb−2

1 )[x1,x2]

+ (xb−2
3 − xb−2

1 )[x1,x3]+ (xb−2
3 − xb−2

2 )[x2,x3])

+(x1x2x3)((xb−3
2 − xb−3

1 )[x1,x2]+ (xb−3
3 − xb−3

1 )[x1,x3]+ (xb−3
3 − xb−3

2 )[x2,x3])

= (xb
2− xb

1)[x1,x2]+ (xb
3− xb

1)[x1,x3]+ (xb
3− xb

2)[x2,x3]

= f0,b,0
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4. f0,3,0 = σ1 f0,2,0−σ2 f0,1,0 eşitliğini gösterelim.

σ1 f0,2,0−σ2 f0,1,0

= (x1 + x2 + x3)((x2
2− x2

1)[x1,x2]+ (x2
3− x2

1)[x1,x3]+ (x2
3− x2

2)[x2,x3])

− (x1x2 + x1x3 + x2x3)((x2− x1)[x1,x2]+ (x3− x1)[x1,x3]+ (x3− x2)[x2,x3])

= (x3
2− x3

1)[x1,x2]+ (x3
3− x3

1)[x1,x3]+ (x3
3− x3

2)[x2,x3]

= f0,3,0

5. Her a ≥ 1,b ≥ 4 için fa,b,0 = σ1 fa,b−1,0 − σ2 fa,b−2,0 + σ3 fa,b−3,0 eşitliğini

gösterelim.

σ1 fa,b−1,0−σ2 fa,b−2,0 +σ3 fa,b−3,0

= (x1 + x2 + x3)((xa
1xb−1

2 − xb−1
1 xa

2)[x1,x2]+ (xa
1xb−1

3 − xb−1
1 xa

3)[x1,x3]

+ (xa
2xb−1

3 − xb−1
2 xa

3)[x2,x3])− (x1x2 + x1x3 + x2x3)((xa
1xb−2

2 − xb−2
1 xa

2)[x1,x2]

+ (xa
1xb−2

3 − xb−2
1 xa

3)[x1,x3]+ (xa
2xb−2

3 − xb−2
2 xa

3)[x2,x3])

+(x1x2x3)((xa
1xb−3

2 − xb−3
1 xa

2)[x1,x2]+ (xa
1xb−3

3 − xb−3
1 xa

3)[x1,x3]

+ (xa
2xb−3

3 − xb−3
2 xa

3)[x2,x3])

= (xa
1xb

2− xb
1xa

2)[x1,x2]+ (xa
1xb

3− xb
1xa

3)[x1,x3]+ (xa
2xb

3− xb
2xa

3)[x2,x3]

= fa,b,0
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6. Her a≥ 1 için fa,3,0 = σ1 fa,2,0−σ2 fa,1,0−σ3 f0,a,0 eşitliğini gösterelim.

σ1 fa,2,0−σ2 fa,1,0−σ3 f0,a,0

= (x1 + x2 + x3)((xa
1x2

2− x2
1xa

2)[x1,x2]+ (xa
1x2

3− x2
1xa

3)[x1,x3]+ (xa
2x2

3− x2
2xa

3)[x2,x3])

− (x1x2 + x1x3 + x2x3)((xa
1x2− x1xa

2)[x1,x2]+ (xa
1x3− x1xa

3)[x1,x3]

+ (xa
2x3− x2xa

3)[x2,x3])− (x1x2x3)((xa
2− xa

1)[x1,x2]+ (xa
3− xa

1)[x1,x3]

+ (xa
3− xa

2)[x2,x3])

= (xa
1x3

2− x3
1xa

2)[x1,x2]+ (xa
1x3

3− x3
1xa

3)[x1,x3]+ (xa
2x3

3− x3
2xa

3)[x2,x3]

= fa,3,0

Teorem 5.5 (F ′3)
S3 bir sol K[X3]

S3-modül olarak { f0,1,0, f0,2,0, f1,2,0} kümesi tarafından

üretilir.

İspat: Sonuç 5.3’ten dolayı, 0 ≤ a < b,0 ≤ c olmak üzere fa,b,c formundaki eleman-

lar (F ′3)
S3 cebirini K[X3]

S3-modül olarak üretir. Aşağıdaki durumlar, a ve c arasındaki

ilişkiye göre üç kısımda ele alınabilir.

Durum I. a = c ve b = a+ k, k ∈ Z+ olsun. O zaman

fa,b,c = (xa
1xb

2− xb
1xa

2)x
a
3[x1,x2]+ (xa

1xb
3− xb

1xa
3)x

a
2[x1,x3]+ (xa

2xb
3− xb

2xa
3)x

a
1[x2,x3]

= (x1x2x3)
a
(
(xk

2− xk
1)[x1,x2]+ (xk

3− xk
1)[x1,x3]+ (xk

3− xk
2)[x2,x3]

)
= σ

a
3 f0,k,0

elde edilir.

Durum II. a < c ve b = a+ k, c = a+ l, k, l ∈ Z+ olsun. O zaman

fa,b,c = (xa
1xb

2− xb
1xa

2)x
c
3[x1,x2]+ (xa

1xb
3− xb

1xa
3)x

c
2[x1,x3]+ (xa

2xb
3− xb

2xa
3)x

c
1[x2,x3]

= (x1x2x3)
a
(
(xk

2− xk
1)x

l
3[x1,x2]+ (xk

3− xk
1)x

l
2[x1,x3]+ (xk

3− xk
2)x

l
1[x2,x3]

)
= σ

a
3 f0,k,l
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elde edilir.

Durum III. c < a ve a = c+ k, b = c+ l, k, l ∈ Z+ olsun. O zaman

fa,b,c = (xa
1xb

2− xb
1xa

2)x
c
3[x1,x2]+ (xa

1xb
3− xb

1xa
3)x

c
2[x1,x3]+ (xa

2xb
3− xb

2xa
3)x

c
1[x2,x3]

= (x1x2x3)
c
(
(xk

1xl
2− xl

1xk
2)[x1,x2]+ (xk

1xl
3− xl

1xk
3)[x1,x3]+ (xk

2xl
3− xl

2xk
3)[x2,x3]

)
= σ

c
3 fk,l,0

elde edilir.

Dolayısıyla K[X3]
S3-modül olarak (F ′3)

S3 cebirinin üreteç kümesi f0,b,0, fa,b,0 ve

f0,b,c elemanlarından oluşan kümeye indirgenir. Lemma 5.4 (1) ve (2) den dolayı f0,b,c

elemanları üreteç kümesinden elenebilir. Ayrıca c < b durumunda notasyonun Sonuç

5.3’teki gibi kalması için Lemma 5.4 (2) kullanılabilir.

Lemma 5.4 (3), (4) ve tümevarım yardımıyla f0,b,0, b ≥ 3 formundaki her

eleman f0,1,0 ve f0,2,0 tarafından üretilen K[X3]
S3-modülün bir elemanıdır. Ben-

zer şekilde Lemma 5.4 (2), (5) (6) yardımıyla fa,b,0, b ≥ 3 formundaki eleman-

lar, { fa,1,0, fa,2,0, f0,a,0} ve dolayısıyla { f1,a,0, f2,a,0, f0,a,0} tarafından üretilen K[X3]
S3-

modülün birer elemanıdır. Aynı zamanda f1,1,0 = f2,2,0 = 0, f2,1,0 = − f1,2,0 dır.

Dolayısıyla a≥ 3 iken f1,a,0 ve f2,a,0 elemanları, f1,2,0, f0,1,0 ve f0,2,0 tarafından üretilen

K[X3]
S3-modül tarafından (3), (5), (6) ve tümevarım yardımıyla kapsanır.

Teorem 5.6 { f0,1,0, f0,2,0, f1,2,0} kümesi, sol K[X3]
S3-modül olan (F ′3)

S3 için bir mini-

mal üreteç kümesidir. Dahası, (F ′3)
S3 ; f0,1,0, f0,2,0 ve f1,2,0 tarafından K[X3]

S3-modül

olarak serbestçe üretilir.

İspat: Derecelendirilmiş F ′3 cebirinde homojenlik dereceleri sırasıyla 3, 4 ve 5 olan

f0,1,0, f0,2,0 ve f1,2,0 elemanları

f0,1,0 = (x2− x1)[x1,x2]+ (x3− x1)[x1,x3]+ (x3− x2)[x2,x3]

f0,2,0 = (x2
2− x2

1)[x1,x2]+ (x2
3− x2

1)[x1,x3]+ (x2
3− x2

2)[x2,x3]
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f1,2,0 = (x1x2
2− x2

1x2)[x1,x2]+ (x1x2
3− x2

1x3)[x1,x3]+ (x2x2
3− x2

2x3)[x2,x3]

şeklinde yazılır. Derecesi 3 olan f0,1,0 elemanının { f0,2,0, f1,2,0} tarafından üretilen

K[X3]
S3-modülün bir elemanı olmadığı aşikardır. Diğer taraftan f0,2,0 elemanının

{ f0,1,0, f1,2,0} tarafından üretilen K[X3]
S3-modülün bir elemanı olduğunu varsayalım.

O zaman bir α ∈ K için f0,2,0 = ασ1 f0,1,0 dır. [x1,x2], [x1,x3] ve [x2,x3] tarafından

üretilen serbest F ′3 K[X3]-modülünde [x1,x2] komütatörünün çarpanı düşünülürse Sonuç

2.29’dan

(x2
2− x2

1) = α(x1 + x2 + x3)(x2− x1)

elde edilir ve buradan α = 0 dir. Bu ise f0,2,0 6= 0 ile çelişir. Ayrıca f1,2,0, { f0,1,0, f0,2,0}

tarafından üretilen K[X3]
S3-modülün bir elemanı ise bir α,β ,γ ∈ K için

f1,2,0 = (ασ
2
1 +βσ2) f0,1,0 + γσ1 f0,2,0

dır. Bu eşitliğin her iki tarafında [x1,x2] komütatörünün çarpanı göz önünde bulunduru-

lursa

(x1x2
2− x2

1x2) =
(
α(x1 + x2 + x3)

2 +β (x1x2 + x1x3 + x2x3)
)
(x2− x1)

+ γ(x1 + x2 + x3)(x2
2− x2

1)

olup αx2
3x2 = 0 eşitliğinden α = 0 elde edilir ve dolayısıyla x1x2

2 ve x2
2x3 ün kat-

sayılarından β +γ = 1 ve β +γ = 0 çelişkisi elde edilir. Dolayısıyla { f0,1,0, f0,2,0, f1,2,0}

kümesi bir minimal üreteç kümesidir.

Son olarak, f0,1,0, f0,2,0 ve f1,2,0 elemanlarının serbest üreteçler olduğu

gösterilecektir. Sonuç 2.28’den dolayı f 2
0,1,0 = f 2

0,2,0 = f 2
1,2,0 = 0 olduğundan bu ele-

manlar olabilecek bütün bağıntılarda lineer olarak görünür. s1,s2,s3 ∈ K[X3]
S3 simetrik

polinomları için

s1 f0,1,0 + s2 f0,2,0 + s3 f1,2,0 = 0
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olsun. Yine [x1,x2] komütatörünün çarpanları kullanılarak benzer bir yolla K[X3]

değişmeli polinom cebirinde

s1(x2− x1)+ s2(x2
2− x2

1)+ s3(x1x2
2− x2

1x2) = 0

veya

s1 + s2(x2 + x1)+ s3x1x2 = 0

elde edilir. Buradan

s2(x2 + x1)+ s3x1x2

polinomu simetrik olur. Bu polinom (23) ∈ S3 transpozisyonunun etkisi altında sabit

kalacağından

s2(x2 + x1)+ s3x1x2 = s2(x3 + x1)+ s3x1x3

s2x2 + s3x1x2 = s2x3 + s3x1x3

x2(s2 + s3x1) = x3(s2 + s3x1)

elde edilir. Dolayısıyla (x2 − x3)(s2 + s3x1) = 0 olup s2 + s3x1 = 0 dır. Bu-

radan s3x1 polinomunun simetrik olduğu elde edilir. (12) ∈ S3 transpozisyonu için

s3x1 = (12) · s3x1 = s3x2 olup s3 = 0 dır. Dolayısıyla s2 = s3x1 = 0 ve

s1 =−s2(x2 + x1)− s3x1x2 = 0 elde edilir.

Bir simetrik polinomun f0,1,0, f0,2,0 ve f1,2,0 serbest üreteçler cinsinden nasıl

yazılacağı bir örnek ile gösterilecektir.

Örnek 5.7

f2,4,5 = (x2
1x4

2− x4
1x2

2)x
5
3[x1,x2]+ (x2

1x4
3− x4

1x2
3)x

5
2[x1,x3]+ (x2

2x4
3− x4

2x2
3)x

5
1[x2,x3]
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simetrik polinomunu düşünelim. Teorem 5.5’in ispatındaki Durum II den

f2,4,5 = (x2
1x4

2− x4
1x2

2)x
5
3[x1,x2]+ (x2

1x4
3− x4

1x2
3)x

5
2[x1,x3]+ (x2

2x4
3− x4

2x2
3)x

5
1[x2,x3]

= x2
1x2

2x2
3((x

2
2− x2

1)x
3
3[x1,x2]+ (x2

3− x2
1)x

3
2[x1,x3]+ (x2

3− x2
2)x

3
1[x2,x3])

= σ
2
3 f0,2,3

tür. Lemma 5.4 (1) kullanılarak

f2,4,5 = σ
2
3 f0,2,3 = σ

2
3 (ν3 f0,2,0− f0,5,0 + f2,3,0)

elde edilir. Lemma 5.4 (3), (6) ve (2) yardımıyla

f2,4,5 = σ
2
3 (ν3 f0,2,0− (σ1 f0,4,0−σ2 f0,3,0 +σ3 f0,2,0)+(σ1 f2,2,0−σ2 f2,1,0−σ3 f0,2,0))

= σ
2
3 (ν3 f0,2,0− (σ1(σ1 f0,3,0−σ2 f0,2,0 +σ3 f0,1,0)−σ2 f0,3,0 +σ3 f0,2,0)

+(σ2 f1,2,0−σ3 f0,2,0))

= σ
2
3 (−σ1σ3 f0,1,0 +(ν3 +σ1σ2−2σ3) f0,2,0 +(−σ

2
1 +σ2) f0,3,0 +σ2 f1,2,0)

= σ
2
3 (−σ1σ3 f0,1,0 +(ν3 +σ1σ2−2σ3) f0,2,0 +(−σ

2
1 +σ2)(σ1 f0,2,0−σ2 f0,1,0)

+σ2 f1,2,0)

olup buradan

f2,4,5 = (−σ1σ
3
3 +σ

2
1 σ2σ

2
3 −σ

2
2 σ

2
3 ) f0,1,0

+(ν3σ
2
3 +σ1σ2σ

2
3 −2σ

3
3 −σ

3
1 σ

2
3 +σ1σ2σ

2
3 ) f0,2,0 +σ2σ

2
3 f1,2,0

elde edilir.
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