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GENISLETILMIS OZET

Grassmann cebiri, Hermann Grasmann tarafindan yapilan c¢aligmalarla
baslayip, farkli bakis acilar1 ve konularla zenginleserek giinlimiizde de yaygin olarak
caligilan konular arasinda yer almaktadir. Gibbs, Clifford, Peano, Whitehead, Forder
gibi bir¢ok isim tarafindan ¢alisilmisgtir.

K(X,,), karakteristigi sifir olan bir cisim iizerinde xj, .. .,x,, tarafindan iretilen
serbest birlesmeli cebir olsun. K(X,) nin x;x; +x;x;, 1 <i, j < m seklindeki elemanlar
tarafindan iiretilen bir ideali /,, olmak tizere K (X,,) /I, bolim cebirine Grassmann cebiri
denir.

Grassmann cebirinin otomorfizm gruplar ile ilgili yapilmis bir¢ok caligma
mevcuttur. Bu ¢aligmalarda sonlu boyutlu Grassmann cebirinin otomorfizm grubunun,
belli sekilde taniml {i¢ alt grubun yaridirekt carpimina izomorf oldugu belirtilmistir.
Bu tezin {igiincii boliimiinde sonlu boyut i¢in yapilmis ¢alismalardan yola ¢ikarak son-
suz boyutlu Grassmann cebirinin otomorfizm grubunu elde etmek i¢in bazi ¢alismalar
yapilmistir. Bu ¢alismalarda sonsuz boyutlu Grassmann cebirinin otomorfizm grubunun
bir alt grubu elde edilmistir Bu alt grup, sonlu boyutlu Grassmann cebirinin otomorfizm
grubunu tanimlamada rol oynayan alt gruplardan birine karsilik gelir. Dolayisiyla bu
alt grup sonsuz boyutlu Grassmann cebirinin otomorfizm grubunu tanimlamada 6nemli
bir rol oynayacaktir. Ayrica elde edilen alt grup i¢in bir iirete¢ kiimesi bulundu ve
elde edilen alt gruptaki her otomorfizmi iirete¢ elemanlarinin bir bilegkesi olarak nasil
yazilacagini1 gosteren bir algoritma verildi.

Bir A cebirin biitiin polinom 6zdesliklerinin kiimesi, K(X,) nin bir 7-idealini
olusturur. Bu T7'-idealindeki polinom ozdeslikleri tarafindan tanimlanan varyeteye A
cebiri tarafindan iiretilen varyete denir.

Sonsuz boyutlu Grassmann cebirleri tarafindan iiretilen varyetede ranki 2 olan

III



serbest F, cebirini ele alalim. F; cebirindeki simetrik polinomlarin kiimesi S simetrik
grubunun FZS2 invaryant cebiri olup bu tezin dordiincii boliimiinde F2S2 invaryant ce-
birinin sonlu bir iirete¢ kiimesi elde edilecektir.

Sonsuz boyutlu Grassmann cebirleri tarafindan iiretilen varyetede ranki 3 olan
serbest F3 cebirini ele alalim. F3 cebirindeki simetrik polinomlarin kiimesi S5 simetrik
grubunun F3S3 invaryant cebirini olusturur. F3 cebirinin komiitator ideali F; bir sol
K[X3]-modiildiir ve (F;)S3 bir sol K[X3]%-modiildiir. Bu tezin besinci béliimiinde F3S3 in-
varyant cebiri elde edilecektir ve K[X3]%-modiil olan (F3)% icin sonlu bir iirete¢ kiimesi

verilecektir.
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1. GIRiS Nazan AKDOGAN

1. GIRIS

Grassmann cebiri, Hermann Grassmann (1844) tarafindan yapilan calismaya
dayanir. Hermann Grassmann’in caligmalarinin onemi uzun yillar kesfedilmedi.
1860’lardan sonra yavag yavas onemi anlagilmaya baglanan bu caligsmalar, 1877 yilina
gelindiginde 6zellikle J. Willard Gibbs ve William Kingdon Clifford un olduk¢a dikka-
tini cekmigtir. Ayrica Grassmann cebiri Giuseppe Peano (1888) tarafindan incelenmistir.
Hermann Grassmann’in calismalari iizerine yapilmig en kapsamli caligmalardan biri
Alfred North Whitehead (1898) digeri ise Henry George Forder (1941) tarafindan
yapilmugtir.

Fizikte ve miihendislikte yaygin olarak kullanilan geometrik ve fiziksel un-
surlarin ¢ogu matematiksel olarak temsil edilirken Grassmann cebiri kullanilmustir.

Grassmann cebiri [[x,y],z] = 0 6zdesligini sagliyor olup bir PI-cebirdir. Grass-
mann cebiri PI-teoride 6nemli bir yere sahiptir. PI-teorisinde amaglarindan biri bir ce-
birin 6zdegliklerinin 7 -idealinin iireteclerini elde etmektir. Krakowski ve Regev (1973)
karakterigi sifir olan bir cisim iizerinde sonsuz boyutlu ve birimli Grassmann cebirinin
T-idealinin [[x,y],z] komiitatorii tarafindan iiretildigini gosterdi. Cismin karakteristigi
pozitif (asal) iken bu durumun hala gecerli oldugunu Giambruno ve Koshlukov (2001)
gostermistir. Bekh-Ochir ve Rankin (2011) ise sonlu bir cisim {izerinde sonsuz boyutlu
birimli Grassmann cebirinin 7 -idealinin iireteclerini elde etti.

Herhangi bir cebiri tammmak ve karakterize etmek i¢in bu cebirin otomorfizm
grubunu calismak onemli bir yaklagimdir. Grassmann cebirlerinin otomorfizm grup-
lar ile ilgili caligmalarindan biri Berezin (1967) tarafindan yapilmistir. Bu calismaya
gore sirasiyla U, ve By, ile lineer otomorfizmler grubunu ve lineer bilesene sahip
olmayan bir f, i¢in T'(e,) = e, + f,(e1,...,en) seklindeki otomorfizmlerin grubunu

tanimlayalim. Burada e, Grassmann cebirinin iiretecidir. K karmagik sayilar cismi
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iken Berezin (1967) G,, m lretecli Grassmann cebirinin otomorfizmler grubunun B,
ve U, alt gruplarinin yar1 direkt carpimi oldugunu belirledi. Karakteristigi 2’den farkli
bir cisim i¢in Djokovi¢ (1978), G,, cebirinin otomorfizmler grubunun Grassmann ce-
birinin i¢ otomorfizmler grubu ile G,, cebirinin Z,-derecelendirmesini koruyan Aut(G,,)
nin bir alt grubunun yar1 direkt carpimi olarak yazilabilecegini gosterdi. Bavula
(2010) K degismeli bir halka iken Grassmann cebirlerinin otomorfizmleri grubunun
benzer sekilde yazilabilecegini gosterdi. Grassmann cebirinin Aut(G,,) otomorfizmler
grubunun tanimi agik bir sekilde literatiirde verilmistir (bkz. Laszl6, 2016).

Bu tezin {i¢iincii boliimiinde, G,,, Grassmann cebirinin otomorfizmleri grubuyla
ilgili elde edilen sonuclardan yola ¢ikarak ve sonlu boyutlu Grassmann cebiri fikrini
karakteristigi sifir olan bir cisim iizerindeki sayilabilir sonsuz eleman tarafindan iiretilen
(sayilamaz sonsuz boyutlu) G Grassmann cebirine tagiyarak sonsuz boyutlu G Grass-
mann cebirinin Aut(G) otomorfizmlerinin bir sinifi verilecektir. Bu smnif sonsuz boyutlu
Grassmann cebirinin Aut(G) otomorfizmleri grubunun bir H alt grubunu olusturur. Bu,
Aut(G) grubunun tanimlanmasinda nemli bir rol oynayacaktir. Ayrica H alt grubun-
daki her otomorfizmi belli bir sekilde tanimlanmig otomorfizmler cinsinden ifade eden
bir algoritma elde edildi. Boylece bu sekilde tanimlanmig otomorfizmler H grubu icin
sonsuz elemanli bir iirete¢ kiimesini olusturur. (Akdogan, 2021a)

L, GL,,(K) genel lineer grubunun bir alt grubu ve X,, = {x1,...,x, } olsun. Her
g € Licin g(p(Xim)) = p(Xin) olacak sekildeki p(X,,) € K[X,,| polinomlarinin kiimesine
L nin invaryant cebiri denir ve K[X,,]" ile gosterilir. Burada K[X,,] ile degismeli poli-
nomlarin cebiri gosterilmektedir. Invaryant teorisinin birinci ve ikinci temel teorem-
leri olarak bilinen invaryant cebirinin sonlu iiretilmesi ve syzygy’ lerin sonlu bazli ol-
masi ile ilgili ¢alismalar 19. yiizyilin son yillarinda yayinlanan Hilbert (1890); Hilbert
(1893) caligmalarinda ele alinmigtir. Hilbert’in 1900 yilinda Paris kongresinde or-

taya attig1t meshur yirmi ii¢ probleminden biri olan Hilbert’in 14. problemi (Hilbert,
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1900), Hilbert’in kendi elde ettigi sonuglart GL,,(K) grubunun herhangi bir alt grubuna
genellemeyi amagliyordu. Bu problemin 6zel bir durumu GL,,(K) nin bir L alt grubu
i¢in K[X,,]" invaryant cebirinin sonlu iiretilip iiretilmedigini belirlemek ile iligkilidir. Bu
probleme yanit olarak kismen olumlu sonuglar elde edilmistir. Ornegin, L, GL,,(K) mn
sonlu bir alt grubu iken K[X,,|" invaryant cebirinin sonlu iiretilmig oldugunu Noether
(1916) gosterdi. Diger bir olumlu cevap ise Shephard ve Todd (1954) ve Chevalley
(1955) tarafindan (6zel bir durum icin) verildi. Bu caligmalarda, sonlu G grubu re-
flection’lar tarafindan iiretilmis ise K[X,,]" invaryant cebirinin m tane cebirsel bagimsiz
homojen eleman tarafindan tiretildigi gosterildi. 1959 yilina gelindiginde Nagata (1959)
Hilbert’in 14. problemine bir aksine 6rnek verdi. Bu problem hakkinda daha fazla bilgi
Humpreys (1978)’de bulunabilir.

Yukarida bahsedilen problem degismeli olmayan invaryant teoriye de uygu-
lanabilir.  Serbest birlesmeli bir cebiri K(X,,) ile gosterelim. Kharchenko (1984)
Noether’in elde ettigi sonucu degismeli olmayan duruma genigletti ve 7 bir T-ideal
olmak iizere GL,,(K) nin her sonlu L alt grubu igin (K(X,,)/T)" nin sonlu iiretilmis
olmast i¢in gerek ve yeter kosul K(X,,)/T nin iki tarafli idealler iizerinde azalan zin-
cir kosulunu saglamasidir, ifadesini elde etti. Ayrica Dicks ve Formanek (1982) ve
Kharchenko (1984) K(X,,) cebirinin sonlu iiretilmesi igin sonlu L gruplari iizerinde
kosul belirlediler: GL,,(K) nin sonlu bir L alt grubu icin K(X,,)* invaryant cebirinin
sonlu {iretilmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul L nin skaler carpma islemi ile cebir
iizerine etki eden bir devirli grup olmasidir. GL,,(K) nin herhangi bir sonlu alt grubu
i¢in K(X,,)% cebirinin bir serbest cebir oldugunu Lane (1976) ve Kharchenko (1978)
gosterdi. Daha sonra, Domokos (1996) gosterdi ki sonlu bir L grubu igin (K(X,,)/T)*
nin cebirsel bagimsiz elemanlar tarafindan iiretilmesi icin gerek ve yeter kosul L nin
bir pseudo-reflection grubu olmasi ve 7' idealinin [[z1,22],22] polinomunu icermesidir.

Degismeli olmayan durumlar hakkinda daha fazla detay Formanek (1985)’de bulu-
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nabilir.

Degismeli olmayan ve birlesmeli olmayan cebirler s6z konusu oldugunda ilk
diisiiniilen cebirlerden bazilar1 Lie cebirleri ve Leibniz cebirleridir. Bryant ve Papis-
tas (2000) serbest Lie cebirinin asikar olmayan sonlu bir otomorfizmler grubu i¢in bu
cebirin invaryantlar cebirinin sonlu iiretilmedigini gostermistir. Benzer bir sonug¢ ayni
caligmada serbest metabelyen Lie cebiri icin de elde edilmistir. Yakin zamanda prob-
lemin Lie ve Leibniz cebirleri i¢in genellemesi ile ilgili ¢calismalar yapilmistir. Ranki
m olan serbest metabelyen Lie ve Leibniz cebirlerini sirasiyla L, ve £, ile gosterelim.
Iki durumda da verilen cebirlerin L/, ve £/, komiitator idealleri sag K[X,,]-modiildiir.
ng Lie cebirinin sonsuz elemanli bir minimal iirete¢ kiimesi Findik ve Ogiislii (2019)

Sn icin ise sonlu bir iirete¢ kiimesi Dren-

tarafindan verilmistir. K[X,,]5"-modiil olan (L))
sky ve ark. (2020) tarafindan elde edilmistir. Ayrica K[X,,]5"-modiil olarak (£], )5 ce-
birindeki simetrik polinomlarin karakterizasyonu Findik ve Ozkurt (2020) tarafindan
yapilmustir.

Degismeli olmayan cebirlerin 6nemli bir smifi [[z1,22],z3] = 0 Grassmann
0zdesligi tarafindan tanimlanan varyetedir. Bu varyetede ranki m olan serbest cebiri F,
ile gosterelim. Bu cebirin F), = F,[F;,, F;y] F,;, komiitator ideali bir sol K [X,,]-modiildiir.

Bu tezin dordiincii boliimiinde karakteristigi sifir olan bir K cismi iizerinde X,
kiimesi tarafindan iiretilen ranki 2 olan serbest birlesmeli F, cebiri ele alinacaktir. S,
grubunun F2S ? invaryant cebiri elde edilip cebir olarak iirete¢ kiimesi verilecektir ve bir
sol K[X,]%-modiil olarak (F;)5? nin iiretegleri elde edilecektir. (Akdogan, 2021b)

Bu tezin besinci boliimiinde karakteristigi sifir olan bir K cismi iizerinde X3
tarafindan iiretilen ranki 3 olan serbest birlesmeli F3 cebiri ele alinacaktir. S3 grubunun

F3S3 invaryant cebiri elde edilecek ve bir sol K[X3]%*-modiil olarak (Fj)% iin sonlu

serbest bir iiretec kiimesi verilecektir. (Akdogan ve Findik, 2021)
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu tezde K Kkarakteristigi sifir olan bir cisim, K(X,,) irete¢ kiimesi
Xm = {x1,...,%n} olan K cismi tizerindeki serbest birlesmeli birimli cebir ve K[X,,]
ise iirete¢ kiimesi X,,, olan K cismi lizerinde degismeli birlesmeli birimli polinom cebiri

olarak diistiniilecektir.

Tamim 2.1 V, K cismi iizerinde {ey, ..., ey, } baz kiimesine sahip bir vektor uzay1 olsun.
Bu {ey,...,en} kiimesi tarafindan iiretilen ve bu iireteg kiimesi iizerinde e;e itejei=0
bagintis1 tanimli olan birlesmeli cebire V tarafindan belirlenen Grassmann cebiri denir
ve Gy = G (V) ile gosterilir.

Yukaridaki tanimdan, K(X,,) nin x;x i +xjx;, 1 <i, j < m seklindeki elemanlar
tarafindan tiretilen bir ideali 7,, olmak tizere Grassmann cebiri K (X,,) /I, boliim cebirine
izomorftur (Drensky, 1999). Buradan, iiretecler e¢; = x; + I, formundadir. Cismin karak-
teristigi 2°den farkl iken e;e; +eje; = 0 esitligi ¢? = 0 a denktir. Bunu gosterelim: her
e;,e; lireteg ¢ifti icin e;e; + eje; = 0 olup ozel olarak i = j secilirse e;e; +e;e; = 0 ve
buradan 2e;e; = 0 olur. Cismin karakteristigi 2 den farkli oldugundan ei2 = 0 elde edilir.

Tersine, her ¢; iireteci igin 7 = 0 olsun. Bu durumda

(ei+ej)(e,~+ej) =0
eieit+eiej+ejei+eje; =0
eiej+eje;=0

elde edilir. Goriilecegi lizere cismin karakteristiginin 2 olmast durumunda e? = 0 esitligi

saglanmyor ise e;e; + e e; = 0 esitlidi de saglanir, fakat aksi yanhstir.

Ornek 2.2 V, K cismi iizerinde {e1,e2} bazina sahip iki boyutlu vektor uzay1 olsun.

G, = G,(V) Grassmann cebiri {1,e,e2,e e, } baz kiimesine sahip vektor uzayidir.
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Tanmm 2.3 G,, Grassmann cebiri, vektor uzayr olarak lg, =1 K(X,) + Im birim ele-
manint ve ij < --- < i, kK < m, olmak iizere ¢; e;, - - - ¢;, bicimindeki elemanlar: igeren

kanonik bir baza sahiptir. Bu baz1 Bg,, ile gosterirsek

m
B, = |J B
k=0

dir oyle ki,
By ={1}
By ={e;: 1 <i<m}

By = {ejje;, : 1 <ip <ip <mj

By ={ejei,---ej:1<ip <---<ix <m}

By, ={ere2---en}
olarak tanimlanir. G,, Grassmann cebirinin boyutu 2" dir.

Tanmm 2.4 B; kiimesindeki elemanlar tarafindan gerilen vektdr uzayina
derecelendirilmis Grassmann cebirinin k-inci dereceden homojen alt vektor uzayi

denir ve G, ile gosterilir.

G, vektor uzaymin boyutu (’,’:) dir. Ayrica u € G, ve v € G', elemanlar igin
uv = (—1)P"vu seklindedir. Ayrica x> = 0 6zelligi Grassmann cebirinin her x elemani
icin saglanmaz. Diger bir ifadeyle, x> = 0 Grassmann cebiri icin bir polinom 6zdesligi
degildir. Sadece B; kiimesi tarafindan gerilen alt uzayin elemanlar i¢in ve ¢;,e;, - - - ¢;,

seklindeki monomialler icin gegerlidir. Ornegin;

(6162 +€3€4)(€1€2 + 8364) =2ejere3e4 75 0
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dir. Benzer sekilde xy + yx = 0 6zdesligi de Grassmann cebiri tarafindan saglanmaz. Bu
0zdeslik Grassmann cebirinin sadece tek uzunluklu elemanlart icin gecerli olup diger

elemanlar icin gegerli degildir. Ornegin;
(e1e2)(ezeq) + (e3es)(e1e2) = 2e1e2e3e4 # 0
dir.
Tanmm 2.5 Grassmann cebirinin iki alt vektor uzay1
G = Sp{1,ei, ey | 1 <iy < -+ < iggy k >0}

ve

1 j ]
G/(n) :Sp{eil"'ei2k+l | 1 Sll < -- <l2k+17 kZO}

seklinde tanimli olsun.

ve i,j€40,1}i¢in

G}(’;l) Gg) - G%-‘rj mod2)

dir. Dolayistyla Grassmann cebiri Z;-derecelendirilmigtir. Ayrica Grassmann cebirinin
merkezi
dur.

Onerme 2.6 Her x,y,z € G, icin [x,y] = xy — yx olmak iizere G,, Grassmann cebirinde

[bx,y],2] =0

0zdesligi saglanir.
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Ispat: Grassmann cebiri Z,-derecelendirilmis oldugu icin g(o) € G,(,? ) ve g(l) € G,(n1 )

olmak iizere her g elemam g = g(? 4 g(1) seklinde yazilabilir. Bu durumda

be,y] = @ 4 x y @ 4y D] = [0y O 4 [0 y1] 4 [x(D) O] 4 [x1) (D]

dir. Grassmann cebirinin merkezi G’ oldugundan [x(©) y(0] =0, [x(© y()] =0,

x(D 3] = 0 dir. Boylece [x,y] = [x(1),y(V] olur. Buradan [x,y] = x(Ny(1) — y(Dx(D)

komiitatérii G 1 elemant olup benzer sekilde [[x,y],z] = 0 elde edilir.

Tamm 2.7 Bir x monomiali x = ae;, ---¢; seklinde tamml olsun. {e;,...,e; }
kiimesine x monomialinin support’u denir ve supp(x) ile gosterilir. Buradaki pozitif

k tamsay1s1 x monomialinin uzunlugudur ve |x| = |e; e;, - - - €; | = k ile gosterilir.

Tanim 2.8 Grassmann cebirinin ey, ...,e,, tarafindan iiretilen (augmentation) idealini
©(Gy,) ile gosterelim. Dikkat edilirse 1 ¢ G, olup G,, # @©(G,,) oldugu goriilmektedir.

Ayrica a)(Gm)k ile ¢;,¢;, - - - e;, seklindeki elemanlar tarafindan tiretilen ideal gosterilir.

Tanmim 2.9 G,, Grassmann cebirinin otomorfizmleri grubu Aut(G,,) ile gosterilir.

¢ € Aut(G,,) bir otomorfizm olsun. Bu durumda u; € GX, 0 < k < m olmak
lizere

O(e;) =uip+un+-+upm 1 <i<m

biciminde ifade edilebilir. Bundan sonraki bulgular bircok kaynakta var olmasina

ragmen tezin biitiinliigii acisindan ispatlar verilmistir.

Lemma 2.10 Bir ¢ € Aut(G,,) otomorfizmi i¢in 1 < i < m olmak tizere u;p = 0 dur.

Ispat: v; € ®(G,,) olmak iizere ¢ (e;) = ujo + ;g + - - - + i, = wio + v; biciminde ifade

edilsin. ¢ bir Grassmann cebiri otomorfizmi olup ¢(0) = 0 ve @ (e;e;) = 0 dur.

O (eiei) = @ (ei)P(ei) = (uio +vi)(wio +vi) = uiouio + uiovi + vittio +viv; = 0
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dir. Buradan

0= ¢(eje;) = ujpujp (mod @(Gy,))

elde edilir. Boylece 0 = u;pu;p € K olur. K sifir bolensiz olup her 1 <i < m icin u;p =0
bulunur.

Yukaridaki lemmadan anlagilacag: gibi bir ¢ € Aut(G,,) otomorfizminde
Oei) =ui+- - +thim, 1 <i<m
seklindedir.

Teorem 2.11 R birim elemanli bir halka, / R nin bir ideali ve ¢, R nin ¢ (I) = I olacak

sekildeki bir otomorfizmi olsun. Bu durumda ¢ (r +1) = ¢ (r) + I olarak tanimlanan
¢ :R/I —R/I
doniistimii bir otomorfizmdir.

Ispat: Oncelikle ¢ nin iyi tanimli oldugunu gosterelim. ry,r, € R igin
rn+l=r+lI
olsun. O zaman r; —rp € I ve ¢(I) = I oldugundan ¢ (r; —r2) € I dir. Buradan
¢(ri) = ¢(r2) €1=¢(r))+1=9¢(r2) +1

ve §(r1 +1)=¢(ry+1) dir.

¢ (r1 + 1) nin homomorfizm oldugunu gosterelim. r; + 1,7, +1 € R/I olsun.

O((ri+1) 4 (r+1) = o((r1+r2)+1) = ¢(r1 +1r2) +1= (¢ (r1) +¢(r2)) +1

O(r)+1)+(9(r2)+1) = ¢((r1 +1)) + ¢ ((r2+1))
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Ve

d((r+D)(r+1) = o((rr2) +1) = ¢(rir2) + 1= (¢(r1)9(r2)) +1
= (0(r)) +1)(¢(r2) +1) = ¢((r +1))¢((r2 +1))

dir.

¢ 1n birebir oldugunu gosterelim. ry +1,7, +1 € R/I ve
O(r+1)=9¢(r2+1)
olsun. O zaman

O(r))+1=9(r)+1

¢(r)—9(r2) €1

o(ri—nr)el
r—réel
nt+l=r+l

elde edilir. Son olarak her r+1 € R/I i¢in ¢ ~!(r) € R olup
G0~ (N +D =99 (") +I=r+1
bulunur ki buradan ¢ &rtendir. Dolayistyla ¢ bir otomorfizmdir.
Lemma 2.12 Grassmann cebirinin bir ¢ otomorfizmi,
ujy = crjey + -+ + Cmiem, c1i €K

olmak tizere

o(e;) =up+-+tim, 1 <i<m

olarak tanimlansin. O zaman (cy;)1<k /<, matrisi singiiler degildir.

10
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Ispat: ®?(G,) idealini G, ile gosterelim. ¢(G,,) C G, olup Teorem 2.11°den
o(g+G,,) = ¢(g) + G, olarak tanimlanan

¢ : 0(Gn)/G,, — 0(Gn)/G,,

doniisiimii bir otomorfizm olur. Boylece ¢, 0(G,,)/G.,, = Sp{ei,...,en} vektdr uzay1

iizerinde bir otomorfizm belirler. ¢ asagidaki gibi tanimlanabilir.
O(e;) = ujy = criey + -+ cpiem, 1 <i<m, c;; €K.
Buradan (cy) 1<k, <, matrisinin determinant: sifirdan farklidir.
Lemma 2.13 Her ¢ € Aut(G,,) otomorfizmi i¢in ¢ (1) = 1 dir.
Ispat: Bir ¢ € Aut(G,,) otomorfizmi u; € Sp(B;), 0 < j < m olmak iizere

O(1) =up+u;+-+upy, 1<i<m

biciminde ifade edilsin. Her n > 1 icin

dir. ¢(1) = (¢(1))* olup
up+uy+ -ty = (o +uy + -+ ) (o + 1y + -+ )

ve buradan up —u3 = 0 (mod @(G,,)) elde edilir. up(1—up) =0 olup up =0 veya up = 1

dir. up = 0 oldugunu varsayalim. ¢ (1) = (¢(1))? oldugundan
up -ty = (U4 ) (U i)

elde edilir. Esitligin sag tarafi en az iki uzunluklu olup u; = 0 elde edilir. Simdi

o(1) = (¢(1))® olup benzer sekilde u = u3 = 0 bulunur. Boyle devam edilerek

11
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sonlu islem sonunda ¢(1) = 0 elde edilir. ¢ bir otomorfizm olup bu bir ¢eligkidir.
Dolayistyla ug = 1 olup ¢(1) = 1 +u; + - -- + u,, bicimindedir. Yukaridakine benzer
sekilde ¢ (1) = (¢(1))? esitliginden

I+ur+- - Fup=1+ur 4+ ) (1 +ur+- -+ up)

ve buradan u; = 2u; olup u; = 0 olur. ¢(1) = (¢(1))*, k > 2 esitlikleri art arda uygu-
lanarak u; = 0, k > 2 bulunur. Dolayisiyla ¢ (1) = 1 dir.

Her x € G, i¢in y € G, olmak iizere

adx(y) = [y,]

olarak tamimlanan adx : G,, — G, lineer doniisiimiinii ele alalim. G,, Grassmann ce-
birinde [[x,y],z] = 0 dzdesligi saglandig1 igin (adx)?(y) = [[y,x],x] = 0 olur. Dolayisiyla
adx nilpotent olup

exp(ady) = ¥ = l+adx+a(;2'x+-~ = 1+adx

lineer doniigiimii G, nin bir otomorfizmidir. Bu otomorfizme G,, Grassmann cebirinin

i¢ otomorfizmi denir. E8er x, GS,? ) 1n bir eleman ise ¢ = 1 +adx = 1 dir. Dolayistyla
Inn(G,,) = {1+adx |x € Gy U{1}

biitiin i¢ otomorfizlerin kiimesi Aut(G,,) nin bir alt grubudur. Inn(G,,) grubu Aut(G,,)

nin bir normal alt grubu olup
Out(G,,) = Aut(G,)/Inn(Gy,)

boliim grubuna G,, nin dig otomorfizm grubu denir.
Asagidaki teorem G,, Grassmann cebirinin otomorfizmler grubunu belirlemek-

tedir (Djokovié, 1978; Laszl6, 2016).

12
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Teorem 2.14 G,, Grassmann cebirinin K-otomorfizmleri grubu asagidaki sekilde
tanimli alt gruplarin yar1 direkt carpimina izomorfiktir.

i) GL,,(K), ¢; iiretecini ey, ..., ey, lireteglerinin bir lineer toplam gétiiren ve kat-
sayilar matrisinin determinanti sifirdan farkli olacak sekildeki otomorfizmleri grubu,

ii) Inn(G,,), Grassmann cebirinin i¢ otomorfizmler grubu,

iii) Ay, v;, uzunlugu 3 ten biiyiik esit tek uzunluklu monomiallerin bir lineer

toplam olmak lizere e; iiretecini e; 4+ v; elemanina gotiiren otomorfizmlerin grubudur.

Yani
Aut(G,,) =Inn(G,,) X A, x GL,(K)
dir.
Tanmm 2.15 A, K cismi lizerinde bir cebir ve f = f(xi,...,xy), K(X,) cebirinin bir
elemant olsun. Her ay,...,a, € A i¢in f(ay,...,a,) = 0 oluyor ise f =0, A cebirinin

bir polinom 6zdegligidir.

Tamim 2.16 Bir A cebirinin asikar olmayan bir polinom 6zdesligi varsa bu cebire bir

PI-cebiri denir.

Ornek 2.17 A bir degismeli cebir olsun. A cebiri [x,y] = 0 6zdesligini sagladig1 i¢in bir
PI-cebirdir.

Ornek 2.18 Grassmann cebiri [[x,y],z] = 0 polinom 6zdesligini sagladigindan bir PI-

cebirdir.

A bir cebir olsun. T(A) ile A nin biitiin polinom &zdesliklerinin kiimesini

gosterelim. Yani,
TA)={fcKXn) | flai,...,an)=0,a, €A, 1 <i<m}
olsun. 7'(A) kiimesi K (X,,) nin bir idealidir.

13
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Tamm 2.19 I, K(X,,) nin bir ideali olsun. K(X,,) cebirinin her ¢ endomorfizmi igin

¢(I) C I oluyorsa I idealine T-ideal denir.

T (A) ideali K (X,,) nin her endomorfizmi altinda invaryant oldugu i¢in 7'(A) bir
T-idealdir.

Tamm 2.20 {f;(x1,...,x,) € K(X») | i € I} kiimesi K(X,,) serbest birlesmeli ce-
birin polinomlarinin bir kiimesi olsun. f; = 0, i € I polinom 6zdesliklerini saglayan
biitiin birlesmeli cebirlerin sinifina, {f; | i € I} polinom 6zdeslikleri sistemi tarafindan

tanimlanan varyete denir.

Tamim 2.21 Bir A cebiri icin 7(A) idealindeki polinom ozdeslikleri tarafindan

tanimlanan varyeteye A cebiri tarafindan liretilen varyete denir ve varA ile gosterilir.

Teorem 2.22 K(X,,) serbest birlesmeli cebirinin T-idealleri ile birlesmeli cebirlerin
varyeteleri arasinda birebir bir 7 eslesmesi (Galois eslesmesi) vardir. Yani, iki U;
ve U, T-ideali i¢in Uy C U, igermesi, bu T-ideallerin polinom 6zdeglikleri tarafindan

tanimlanan (U, ) ve w(U,) varyeteleri iizerinde (U} ) D m(U,) igermesine denktir.

Tamim 2.23 A, K cismi lizerinde bir cebir, ¥ bos olmayan bir kiime ve i : ¥ — A bir
doniisiim olsun. Eger her B cebiri ve her g : ¥ — B homomorfizmi i¢in g = gi olacak
sekilde bir tek g : A — B homomorfizmi varsa A ya Y tarafindan iiretilen serbest cebir

denir.

Tanmim 2.24 V bir varyete, A bu varyetede bir cebir ve Y C A, A nin bir alt kiimesi
olsun. Eger her B € V cebiri ve her g : Y — B fonksiyonu icin g = gi olacak sekilde
bir tek g : A — B homomorfizmi varsa A ya Y tarafindan liretilen goreceli serbest cebir

denir.

14
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Tanmm 2.25 Grassmann cebiri tarafindan iiretilen varyetedeki sonlu rankli serbest A
cebiri i¢in a,b € A olmak iizere tiim [a,b] elemanlar tarafindan iiretilen ideale A nin

komiitator ideali denir ve A’ = A[A, A]A ile gosterilir.
A’ komiitator idealinin bir bazi
XX ey X i X s @i >0, 0 < e <dpe, > 1
seklindeki elemanlardan olusur (Drensky, 1999).

Teorem 2.26 (Krakowski ve Regev, 1973) Karakterigi sifir olan bir cisim iizerinde son-

suz boyutlu ve birimli Grassmann cebirinin 7-ideali
[[x,5],7]
komiitatorii tarafindan iiretilir.
Lemma 2.27 [[x,y],z] = 0 polinom 6zdesligi
b, y]zs 2]+ [ 2] [y 1] = 0
0zdesligini gerektirir.
Ispat: [[x,y],z] = O polinom &6zdesliginden [[xt,y],z] = 0 dir. [xy,z] = x[y,z] + [x,z]y
0zdesligini kullanilarak
0= [[xt,y],2]

= [x[t,y] + [x,y]t, 2]

= [xlt,y], 2l + [[x y)t, 2]

= (e[, y1el + [ 2l [1,5]) + (b yl I8, 2]+ [, ], 2Je)
=0- [X,Z] [yat] - [%ﬂ [Zat] +0

elde edilir. Buradan [x,y|[z,t] + [x,z][y,7] = O dur.

15
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Sonug 2.28 x,y,z,t elemanlarindan herhangi ikisinin ¢akigmast durumunda

[x,], 2] = 0 polinom &zdesliginden

[x,y[z,1] =0
dir.

Ispat: Lemma 2.27’den [x,y][z,¢] = —[x,2][»,t] = [x,][»,2] = O olup iki elemanin
cakismasi durumunda [x,x] = 0 6zelligi kullanilarak [x,y][z,¢] = 0 elde edilir.

F,, ile Grassmann cebiri tarafindan iiretilen varyetedeki ranki m olan serbest ce-
biri gosterelim. Bu cebirin x, ..., x,, tarafindan iiretildigini varsayalim. Sonug¢ 2.28’den

dolay1 F, cebirinin F, komiitator ideali i¢in u € F, olmak iizere
X1XoU = XpX1U
dir. Ayrica F3 cebiri i¢in ise v € F; olmak iizere
X1X2X3V = X[ X3X2V = XpX]X3V = XpX3X]V = X3X]X2V = X3X2X]V

dur. Bu yiizden F; bir sol K[X]-modiil ve F; bir sol K[X3]-modiildiir. Fakat m > 4 i¢in
yukaridaki esitlikler saglanmaz. Ciinkii [x,x2][x3,x4] # O dir. Dolayisiyla m > 4 i¢in
F} bir sol K[X4]-modiil degildir.

Sonug 2.29 F; ideali [xj,x;] komiitatorii tarafindan iiretilen bir serbest sol K[X,]-
modiildiir. Fj ideali ise [x;,x2], [x1,x3], [x2,x3] komiitatorii tarafindan iiretilen bir serbest

sol K[X3]-modiildiir.

Tamim 2.30 Bir p € K[X,,] polinomu, {1,...,m} kiimesinin her £ permiitasyonu i¢in

p(X1;-- - Xm) = p(Xg1,- - -, Xenm) oluyorsa p polinomuna simetrik polinom denir.

16
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Tamm 2.31

Ol =X1+ +Xn

Gj = Z xilxiz---xij

i1<i2<---<ij

Oy = X1X2X3 Xy
seklinde tammli oy, ...,0,, € K|[xj,...,x,] polinomlarina elemanter simetrik polinom
denir
Teorem 2.32 (Simetrik Polinomlarin Temel Teoremi) C|xy,...,x,,] nin her simetrik

polinomu, elemanter simetrik polinomlarin bir polinomu seklinde bir tek sekilde

yazilabilir.
Tanimm 2.33 j > 1 olmak iizere
Vi=V(x1,...,Xm) :x{—k-'-—l—xfn = ixl}
i=1
seklinde taniml1 olan polinoma j-inci dereceden kuvvetler toplami denir.

Tamm 2.34 Bir L grubu GL,,(K) nin alt grubu olsun. L nin her g elemani igin
g(p(Xim)) = p(Xim) olacak sekildeki p(X,,) € K[X,,] polinomlarinin kiimesine L nin in-

varyant cebiri denir ve K[X,,]* ile gosterilir.

L grubu, K[X,,] cebiri iizerine degiskenlerin sirasin1 degistirerek etki eden S,
permiitasyon grubu olsun. Yani, K[X;,] nin bir p polinomu ve S, nin bir £ permiitasyonu
icin

& p(xise Xm) = p(Xers - Xem)

17
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dir. K[X,,]" invaryant cebiri, K[X,,] polinomlar cebirindeki simetrik polinomlarin ce-
birine denktir. K[X,,|5" cebiri, K cismi iizerinde cebirsel bagimsiz olan 6; = ¥ x;, - - - x; i
iy <---<ij, j=1,...,m elemanter simetrik polinomlar tarafindan {iretilir. Ustelik
o1,...,0y, iiretegleri cebirsel bagimsiz oldugu i¢in K[X,,]", m degiskenli bir polinom-
lar cebirine izomorfiktir. Ayrica kuvvetler toplaminin ilk m terimi, K[X,,]5" cebirinin

diger bir iiretec kiimesidir.
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3. GRASSMANN CEBIRININ OTOMORFIiZMLERI

Bu boliimde sonsuz boyutlu Grassmann cebirlerinin otomorfizmler grubunun

ozel bir alt grubu belirlenmis ve bu alt grup icin bir iirete¢ kiimesi elde edilmistir.

Tanmm 3.1 X = {x;,x,,...} sonsuz degiskenlerin bir kiimesi olmak iizere K (X serbest
birlesmeli cebir olsun. K(X) in x;x; +x;x;, i,j > 1 seklindeki elemanlar tarafindan
iiretilen ideali / olmak iizere K(X) /I boliim cebirine sonsuz boyutlu Grassmann cebiri
denir ve G ile gosterilir. Sonsuz boyutlu Grassmann cebirinin iiretecleri i > 1 olmak

izere e¢; = x; + I formundadir. Bu lirete¢ kiimesi E ile gosterilecektir.
Teorem 3.2 f: E — K(X)/I = G bir fonksiyon olsun. Eger
flei)flej)+f(ej)f(ei) =0
oluyorsa f bir tek sekilde G sonsuz boyutlu Grassmann cebiri homomorfizmine genisler.
Ispat: Heri € {1,2,...} icin u; € K(X) olmak iizere f,
fE—KX)/I=G, f(e)) =u+1
olarak tamimlanan bir fonksiyon olsun. Bir f: X — K(X) fonksiyonu vardir ki
f(xi) = u; dir. K(X) serbest olup bir tek sekilde belirlenmis ¢ : K(X) — K(X) ho-
momorfizmi vardir 6yle ki
¢ (xi) = flxi) = u;
dir. Yani, ¢ bir genisleme homomorfizmidir. Eger f(e;) f(e;) + f(e;) f(e;) = O ise
(i +1)(uj+1I)+ (uj+1)(u;+1) =0
(uiwj+1)+ (uju;+1) =0
(uiuj+uju;)) +1=0

uildj + uju; el
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olup buradan f(x;) f(x;) + f(x;)f(x;) € I bulunur. Bu durumda

¢ (xixj +xj6;) = (x1) @ (x) + @ (x;) P (xr) = F(xi) f(oxj) + F(x)) f (i) = wue+ ujug €1
olup ¢ (I) C I elde edilir. Teorem 2.11°den dolay1
¢ :KX)/I—KX)/I, ¢(r+1)=0(r)+I
olarak tanimlanan doniigiim iyi tanimli olup bir homomorfizm belirtir.

Not 3.3 ¢(e;)) = ¢(xi+1) = f(x;) +1=u; +1= f(e;) olup ¢, f nin genisleme homo-

morfizmidir.

Gn ®*(G) nin bir x elemani ele alalim. Yani, x uzunlugu 3 den biiyiik esit,
tek uzunluklu monomiallerin bir lineer toplami olsun. Bir e; iireteci igin fi(e;) = €; +x
olacak sekilde bir f; : E — G doniisiimiinii tanimlayalim. Buradan

frle) fr(e)) + fle)) fle) = (eiej+ejer) + (eix +xe;) + (ejx +xej) +2x* =0
elde edilir. Dolayisiyla f, doniisiimii bir tek sekilde ¢ : G — G K-homomorfizmine

genisler ve ¢(e;) = e; + x dir.

Teorem 3.4 Bir x € G!") N 0?(G) monomiali icin ¢, : G — G, ¢.(e;) = e; + x bir

otomorfizmdir ve tersi (¢,) ™' = ¢_, dir.

Ispat: B € K olmak iizere x = Bej, - --¢},,,, € G N®3(G) bir monomial ise yukaridaki
ifadeye benzer sekilde ¢, ve ¢_, in homomorfizm oldugu gosterilebilir. Ayrica
$9—x(er) = 9x(ei —x) = Px(er) — Pu(x) = € +x — Pu(x)

=ei+x—P(ej, +x)(ej, +x) (€4, +%)

=eitx—Pej ey, +Px(ej ey €€y, e eg,,)

=eitx—x=e¢;
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olup ¢,¢_, = 1 dir. Benzer sekilde ¢_,¢, = 1 elde edilir. Dolayisiyla x € GV N0 (G)
monomiali igin ¢, doniigiimii bir otomorfizmdir ve (¢,)~! = ¢_, dir.
Lemma 3.5 G'Y N ®3(G) nin her x,y elemant i¢in ¢xy = @4, () dir.

Ispat: G nin her ¢; iireteci icin

Gy (ei) = 9ulei+y) = duler) + ¢x(y) = €i +x+ Ge(y) = P, (v (i)

oldugundan x + ¢.(y) € GV N w*(G) olup ¢udy(e;) = Grig.(y)(e;) elde edilir.
Dolayisiyla ¢y = @1, (y) dir.

Simdi bazi notasyonlari tanimlayalim. 8 € K olmak iizere y = fBe; ---€j,,.,,

G N @ (G) nin bir monomiali olsun ve i = 1,...,n igin

Yi) = (_l)Hlﬁejl € €y €,y Ve Y = V(1) T Yont) seklinde tanimli

olsun.

Lemma 3.6 Bir x € G!") N ®3(G) monomiali i¢in
xx=0, x3x=0

dur.

Ispat: B € K olmak iizere x monomiali x = e, ---ej, ., olsun.

XX = ﬁejl T € (x(l) + - +x(2n+1))
=Beji e (Bejejy ey — Bejiejy e+ +Bejey,)
eiz = 0 oldugundan x.x = O dur.
X(iy*¥ = (_l)iJrlBejl T i€t Con (x(l) +o +x(2n+1))

i+1
(*I)H Bejl € 1€y T € (ﬁejze./é g T Jrﬁejl o 'ejzn)

e,~2 = 0 oldugundan x(;x = 0 dir.
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Lemma 3.7 Bir y elemam G\") N @*(G) nin bir monomiali olmak iizere
Oc(y) =¥
dir.
Ispat: B € K olmak iizere y = Bej, ---ej,,,, olsun.
0:(3) = vy + - FY2nr1) = 0)) + o+ HV@nsn)-
ie{l,...,2n+ 1} i¢in
Oe(Vi)) = Ox(Bejy - eji i€y o) = BOx(ej) - Oulej ) xleiyy) - x(efn, 1)
ve ¢c(ej;) = (ej; +x) olup ¢u(¥) = y(1) + - +Y(2n41) = elde edilir.
Lemma 3.8 G'") N ®*(G) nin bir x elemani ve bir y monomiali i¢in
Oc(y) =y +xy
dir.

Ispat: 8 € K olmak iizere bir y monomiali y = fBe it €jy,,, seklinde tanimli olsun.

Her n > 2 i¢in x* = 0 oldugundan

(Px(y) = ﬁ(ejl +x)(ejé +x) T (ej2n+l +x)
= ﬁejl B +x(ﬁejzej3 €l T Bejlejz T € """ﬁejl "'ej2n)
=y+x(yay+- +Yansn)

=y+xy

elde edilir.
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Lemma 3.9 xi,...,x;,xc1 elemanlart G N ®>(G) de birer monomial olsun. Eger

@y, +...+x, bir otomorfizm ise

Xe=x1+-+xe—x1(F2+-+x) = — (X1 +- - +X1)

+x1 (FoX3 + -+ X Xp—1) + - Fxr (B X2 + -+ X1 Xk—2)

_|_(_1)k71xl(j2j3...Xk+...+ikjk71...X2>+...

+ (=D (@m Eeey o+ B B X))

olmak tizere

—1 =
O, ooy k1) = Xap 1 — XaKa 1
dir.
Ispat: @, +-..4x, bir otomorfizm olup
(pxl +-xg (xk+l - kak+1 ) = ¢x1 +- g (xk+l ) - (le +-xg (Xk)¢x1+~-+xk (XkJrl)

seklinde yazilabilir. Lemma 3.8’den @y, ...y, (Xkt1) = Xp1 + (%1 + -+ + X)X dire

Lemma 3.7°den @y, 4...x, (%k+1) = Xg41 dir. @y, ..., nin otomorfizm olma ozelligi ve
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Lemma 3.8, Lemma 3.7, Lemma 3.6 kullanilirsa

Ory oot (Xi) =21+ Fxp+x1 (Ko + -+ %)+ Fxa(X + -+ F—1)
—x (X4 X)) — = (X e Ke)

—x1 (X3 4+ JpXp—1) — - - — X (X1 X+ -+ - + K1 5k—2)

_|_(_1)]‘71)51()22]23...Xk_|_..._|_fkjk71...j2)+...
+ (=) g (Fy R T+ B T F)
+ (er b xp) (Brdp e - X+ -+ XK1 - - X )

=x1+- - +x;
elde edilir. Dolayisiyla
Oy oo, (k1 — XiFKk1) = Xt + (1 - 4 2x0) X1 — (01 + -+ 2x0) K1 = Xep1
olur. @y, ...y, bir otomorfizm oldugu i¢in tersi mevcut olup
¢x:1+-~-+xk (k1) = Xay1 — XiKrp1
dir.

Lemma 3.10 x,y elemanlari |supp(x) Nsupp(y)| > 2 olacak sekilde G(") N @3 (G) nin

monomialleri olsun. O zaman ¢,(y) =y ve dolayisiyla xy = 0 dir.

Ispat: y monomiali B € K olmak iizere y = e i €jo,, seklinde tamml olsun. O

zaman

¢x()7) = B(ejl +x) (ejz +x) T (ej2n+l er)
=Pejej +Bx(ejy ey — €€y ey e ey,

=Y
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elde edilir. Dolayisiyla Lemma 3.8’den xy = O dur.

Lemma 3.10’un bir sonucu olarak asagidaki lemmayi elde ederiz.

Sonuc 3.11 Heri=1,...,niginx;,y € GV Nw*(G) elemanlart [supp(x;) Nsupp(y)| > 2

olacak sekildeki monomialler olsun. O zaman @y, ...y, (y) =y dir.

Lemma3.12 Her i = 1,...,n icin x,y € GY N @03G) elemanlan
|supp(x;) N supp(y)| > 2 olacak sekildeki monomialler olsun. Eger ¢y y..;, bir

otomorfizm ise q);l_l%,‘, 4, () =y dir.

Ispat: Bir x € G elemam x = x; + --- + x,, seklinde tamimli olsun. Sonug 3.11°den

¢x(y) = y oldugu biliniyor. Dolaysiyla ¢! (¢:(y)) = ¢, ' (v) olup ¢ '(y) =y elde

edilir.

Lemma 3.13 1 > 2 olmak iizere xy, ..., X, elemanlart G(") N ®*(G) de birer monomial

olsun. O zaman
¢(—1)"*‘x1x2--~fn
bir otomorfizmdir. Ayrica ¥ = (x2)(1) + -+ (x2)(2,11) olmak iizere
¢(*1)"’]xlfz---fn = ¢(*1)"’1x1(xz)(1)fs'-~in e q)(*l)"’]xl(Xz)(21+1)f3'~fn
seklinde yazilir.

Ispat: Ispat n iizerinden tiimevarim ile gosterilecektir. Oncelikle lemmadaki ifadenin
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dogrulugu n = 2 durumu i¢in incelenecektir. x, = v olsun. Buradan

(])ﬂclfz = ‘Pfxn?
=0y, vyt tvae))
= ¢—X|V(1)—"'—X|V(zl+1)
- ¢—x|V(1)+¢—x1v(1)¢fxllv(])(—xlv(z)—"'—xlv(hﬂ))
= ¢—x1 v<1)¢¢jxll V(l)(7_X1V(2)7"'7X1V(2,+1))
= ‘P*xwm%mm(‘X'V(ZJ—'“—XIV(M)
= ¢*xlv(1)¢—¢xlv(l)(xIV(Z))_”'_‘pX]v(I)(xlv(2t+l))
elde edilir. Her i = 2,...,2t + 1 igin [supp(x;v(;)) Nsupp(x1v(;)| = 2 olup Lemma

3.10’dan dolay1 ¢_, 5, = ¢fx1vm¢fx1v<2)f---fx1v<2, 1) dir. Benzer sekilde 2t — 1 adim so-
nunda ¢_y 5, = q),xlv(l)(p,xw(z) ... ¢*X1V(2;+1) elde edilir.

Herl/=1,...,2¢t+ 1 igin —x;v(;) elemaninin monomial oldugu ve ¢_,,,, nin oto-
morfizm oldugu biliniyor. Dolayisiyla ¢_,, 5, otomorfizmlerin bir bileskesi oldugundan
bir otomorfizmdir.

Lemmadaki ifade n = k i¢in dogru olsun. Yani ¢ _) bir otomorfizm

kflxljz..‘jk

olsun ve x; = v igin

¢(—1)k*1x1i2~-ik = ¢(—l)k*1x1\7~~)?k = ¢(—1)k*1x1\/(1)f3~~‘)€k ce ¢(_1)k*1xlv(2t+l))§3..jk

olsun. n = k+ 1 iken lemmadaki ifadenin dogrulugunu kontrol edelim. i =1,...,2¢+1
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ve v =v(j)+ -+ V) igin & (i, k) = (—l)kx1V(,~))E3 -+ X3Xx41 notasyonunu kullanalim.

¢(—1)kx]x2x3-~xkxk+l :¢(—l)kx1ﬁf3~~ikik+1
:¢(—1)kx1 vyt V(1)) 83 i1

:¢(*1)kxlv(1)f3'--fkik+l R N G D e R UCYRRI R e S/

=08 (14) 4+ +1,4)
=05 (1.0 +9e010 051 (£ ++E2r+10)

:¢§(1,k) ¢¢57(]1,k) (5(27]()4_...4,_5 (2t+1,k)) ’

Lemma 3.12°den dolay1

O 1) Byt = PE(1K) PEQ )+ +E Qe +14)

dir. Benzer sekilde 2¢ — 1 adim sonunda

Oyt mi = Qe e Peet1k)

¢(—1)kX|V(1)i3~“fkfk+1 e ¢(—])kx1V(2,+]))f3'-~)fk)fk+1

elde edilir. Tiimevarim hipotezinden dolay1 / = 1,...,2¢ + 1 i¢in ¢, bir

ExpvyTs B i

otomorfizmdir. Dolayistyla ¢_) otomorfizmlerin bir bilegkesi oldugundan

Kx1 % XK1

bir otomorfizmdir.
Lemma 3.14 Her x|, ...,x,,y elemam GV N @3 (G) de bir monomial olmak iizere

¢(x1+~~~+xn)y‘ = ¢X1y' T ¢xny'
dir.

Ispat: Ispat n iizerinden tiimevarim ile yapilacaktir. Oncelikle n = 2 iken lemmadaki

ifadenin dogrulugu gosterilecektir.

Pr+a)s = Prigry = Oy 5o, 50 L) = 91596, ()
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olup Lemma 3.13’ten

Prr+22)5 = Prr3Pgryy, 0y ray)) ! (29)
elde edilir. Buradan

Plrtn)y = PuagPo yyyy 0ayyy (0o9)
olur.

O—xyy ) (2F) = (X2 —x1y(1)%2)F = %27
olup 2¢ adim sonunda

O—xiyusy  Pxiyy (02F) = X2F

elde edilir. Dolayistyla @y, y1,)5 = @x,50x,5 dir.

n=kigin @ 4. 4x)5 = Pr;5° Py olsun. n=k+1 igin lemmadaki ifadenin

dogrulugu kontrol edilecektir.

¢(x1+ X 1)y ¢(x1+ Xk )+ Xk 17

olup tiimevarim hipotezinden @y, 1..1x); = Px5° Qg5 dir. Lemma 3.13’ten
Ox55 - - -, Py Otomorfizm olup @, ... 5, )5 bir otomorfizm olur ve dolayisiyla tersi mev-

cuttur. Buradan

¢(x1+-~+xk+x1c+|))_' = ¢(x1+"'+xk)y_+¢(n+“'+Xk>i'¢(;1]+~~~+xk)y-(xk+l37) = ¢(x1+ ) y¢¢x i)y (% 17)
dir. Tiimevarim hipotezi kullanilarak
Plr+tmtrn)s = Porit 45050 505) (iks15) = ¢(X|+~-~+xk)y¢¢x;}...¢;](1v,(xk+ly)
elde edilir. Lemma 3.13’den
-1 - -1 —
Prry (Vh413) = (Briyy  Priyasy)” (1) = Oy~ Py (e 1¥)

=9 X1Y(2e+1) 9 Y0 ((xk+1 _xly(l)xk+l))7)

= ¢*x1y(2x+1) e (]szy(l) (karly) ==Xy
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olur. Benzer sekilde £ — 1 adim sonunda ¢>);y1 S (;5;1; (xk4+1Y) = xx+17 elde edilir. Buradan

(P(Xl XX )y (P(xl +"'+Xk))7¢xk+1)7

dir. Tiimevarim hipotezinden

¢(x1+---+xk+xk+1))7 = q)xly"' o ¢Xk)7¢xk+1)7

bulunur.

Lemma 3.15 x,y elemanlart G') N @3 (G) de birer monomial olmak iizere

¢x+y = ¢x ‘Py (Pfxy‘
dir.

Ispat: Lemma 3.5 ve Lemma 3.8 yardimiyla

Pty = urgor () = P00 0) = PePoi) = Pulyas = ey g1 ()
= 0uPy0y 1 (ap) = 0P (—a5) = OePO—5 (1), (5) = Px PP (x—y)y
= ¢x¢y¢fx)7

elde edilir.

Teorem3.16 i=1,...,n,k=1,...,n—1, i # j olmak lizere x;,x;,,...,x;, elemanlar
GHn ®*(G) nin monomialleri olsun. @y, ; ..., homomorfizmi ¢,., Ouixj, %, seklindeki

otomorfizmlerin bir bilegkesi olarak yazilabilir.

Ispat: ispat n iizerinden tiimevarim ile yapilacaktir. n = 2 icin Lemma 3.15’ten

¢x1 +x — ¢x| ¢xz ¢—xwfz
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oldugu acik¢a goriiliir. n = k i¢in teoremin ifadesinin dogru oldugunu kabul edelim.

n=k+1i¢in

¢x1+-~.+xk+xk+l = ¢x1+"'+x’<+¢(’f1+'“+Xk)¢;1£r“‘+xk (k1)
= ¢x1+~~~+xk ¢¢X‘11+___+Xk (xXps1)
olup X; eleman1 Lemma 3.9’da belirtildigi gibi olmak iizere bu Lemmadan
¢X1+-~+xk+xk+| — ¢X1+-~+Xk ¢xk+I*kak+l

dir ve boylece

¢x1+--~+xk+xk+1 = ¢x1+~~+xk¢xk+1¢_¢x7('+l (XeXer1)

= ¢x1+---+xk ¢xk+1 (P*d)kaﬂ (XiFr1)
elde edilir. Ayrica, bir ¥ € G icin
Oy KiFrr1) = Oy, (Xi)Tar1 = (Xi +x001Y ) Fay1 = XaFrp1

dir. Dolayisiyla @y . iytn; = Oxjttn Oy 9-x,5,, dir. Lemma 3.13 ve Lemma
3.14 kullanilarak Xj elemaninin yapisi dolayisiyla ¢_y, 5, in Lemma 3.13’te yer alan

otomorfizmlerin bilegkesi oldugu goriiliir.
Sonug 3.17 Bir x € G N @3(G) igin

Ociei— e +x
bir otomorfizmdir.

Ornek 3.18 GV N w? (G) nin x = ejeze3 + ejeaes seklinde bir elemanini alalim.

= ~1
¢)€] exeztereses ¢€1 3233+¢£1 eyes (pel epes (61 8495)
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olup Lemma 3.5’ten

Pereres+ereses = Pereres ¢¢;11’2“3 (ereses) — Peyeres ¢¢—ele283 (ereses)

ve Lemma 3.8’den

Dererertereses = Peyeres ¢ele465*€1€263(W)
= Qereses ¢ele4es+¢e1e4e5 Oy bqes (—er102e3(e7€se5))
= Qejeres ¢ele4es ¢¢,;1£,425(7e1e2e3(m))
= Peyeres Pereses ¢¢7ele465(7916283(m))
= Peyeres Pereses ¢¢—ele4es(7619263)¢76184e5 (e1eses))

elde edilir. Lemma 3.7 yardimiyla

¢61€2€3+€|€4€5 = ¢€|€2€3¢€1€4€5 ¢7(6162637616485(616263))(816465)

olup Lemma 3.6 goz oniinde bulundurulursa

¢ele2e3+ele4es = ¢eleze3 ¢e|e4es ¢—(e1eze3)m = ¢e|€2€3 ¢61€465 ¢—€|€28364€5

elde edilir. Bu otomorfizmin bir ¢; lireteci lizerindeki etkisi

¢61€2€3+€1€465 (ei) = ((Pelezes ¢ele4€5 ¢761€2€36465)(ei) = ¢61€283 (¢61€465 (‘P*elezezmes (e,)))
= Pereres (Perees (€ — €1€2€3€4€5))
= ¢e|€263 ¢€1€4€5 (ei) - ¢61€465 (6162636465))

= Qe ere; (€i +€1€465 — (€1€203€4€5 + €1 ese5(€1€263€4€5) )

(
(

= Qeyere; (€i + €145 — e1€2€304€5)
(

= ¢€1€2€3 ei) + ¢€1eze3 (616465) - (1)816263 (8162636465)

=ejt+ejerez +ejeses +ejeres(ereses) —ejerezeses —ejeres(€rerezeses)

=ejtejere3tejeses +-ejerezeqes —ejerezeqes = e+ ejeres +ejeqes
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seklindedir.

Not 3.19 Sonug¢ 3.17°de belirtilen ¢, seklindeki bir otomorfizmin tersi ve yine bu
sekildeki ¢, ve ¢, otomorfizmlerin ¢, ¢, bileskesi Lemma 3.5 ve Teorem 3.16’dan dolay1

ayni formdadir. Bundan dolay1 asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.20 Birx € G Nw3(G) eleman icin ¢, seklindeki otomorfizmlerin H kiimesi,
sonsuz boyutlu G Grassmann cebirlerinin Aut(G) otomorfizm grubunun bir alt grubunu

olusturur. Ustelik bu H alt grubu sonsuz elemanli
{0, | x € G N @ (G) bir monomial}

kiimesi tarafindan iiretilir.
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4. 2 RANKLI SERBEST CEB IRDE S IMETR IK POL INOMLAR

Bu boéliimde Grassmann cebirleri tarafindan {iretilen varyetedeki ranki 2 olan

serbest F, cebirin simetrik polinomlarinin olusturdugu cebir incelenmisgtir.
Lemma 4.1 Her p(x;,x2) € (F;)%* elemant o, € K olmak iizere
plri,x2) = ) Cap(xfas —x7x) [y x2]

0<a<b

seklindedir.

Ispat: Bir p(x;,x;) € F; elemam
prix2) = Y Qwpx{xilxi,xo]
0<a,b

— Z CapX x5 [x1, 2] + Z Olag X X5 X1, x2]
a#b 0<a

seklinde yazilabilir. Aynm1 zamanda p(x1,x2) € (Fy)% oldugu igin p(x1,x2) = p(x2,x1)
dir ve buradan

Y CapXx5[x1,X2] + Y cuax{xslxi, ] =) X538 [x2,x1] + Y 0tuaxSx [x2,x1]
a#b 0<a a#b 0<a

Z 20X X5 X1, x2] + Z CapX x5 [x1, %] — Z CapXx5 [x2,x1] = 0
0<a a#b a#b

elde edilir.  Dolayistyla Y <, 20ax{x5[x1,x2] = O olup baz elemanlarmin lineer

bagimsizligindan her 0 < a i¢in a,, = 0 olur. Boylece

Z Cap XX [x1,x2] = Z ClapX5x8 [x2, x1]

a#b a#b
Z Ot Xix5[x1, 2] + Z Cap XX [x1,x2] = Z Cap XX [x2, x1] + Z Ot Xax8 [x2, x1]
a<b b<a a<b b<a
Z CapXx5[x1, x2] + Z CapX x5 [x1,x2] = Z Qpaxoxs xa, x1] + Z XX [x2, x1]
a<b b<a b<a a<b
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Z (Olap + Olpa ) Xx5 X1, x2] + Z (Ol + Ol ) X8x5[x1,x2] = 0
a<b b<a

olup buradan a < b ve b < a i¢in lineer bagimsizliktan her bir toplam sifir olur.
Dolayisiyla her a # b igin o, = — 04, dir. Buna gore p(xj,x;) yi tekrar yazmak
gerekirse
plrix2) =Y wx{x3xi,xo]
0<a,b

=Y uax{Xfxi, ]+ ) CapX x5 [x1, 0] + Y X x5 x1, 2]
0<a 0<a<b 0<b<a

=) CapX x5 (X1, x2] + Y X x5 [x1, 2]
0<a<b 0<a<b

— Z CapX x5 (X1, X2] + Z — Ot X4 [x1, X0
0<a<b 0<a<b

= Y o (xx] — x5 [y, x0]
0<a<b

elde edilir.

Sonug 4.2 (F;)% cebirinin K-vektor uzay olarak bir bazt
{63 — ) [y, 3] [ 0 < a < b}
seklindedir.

Ispat: Lemma 4.1°den dolay1 verilen kiime (F; )52 yi vektor uzayi olarak gerdigi icin

lineer bagimsizligin1 géstermek yeterli olacaktir.

Z Ul (xﬁ’xlz’ —xll’xg) [x1,x02] =0
0<a<b

olsun. FQS % derecelendirilmis bir vektor uzay1 oldugu igin sabit bir n sayisticina+b =n

oldugunu varsayalim. Yani

Y cw(xd — Al x] =0
a+b=n, 0<a<b
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olsun. F; komiitator ideali [x;,x;] tarafindan iiretilen bir K[X,]-modiil olup

b b b b
Oty (x§x5 — x7x5) = Z OtupXxxs — Z Otupx1x5 =0
a+b=n, 0<a<b a+b=n, 0<a<b a+b=n, 0<a<b

elde edilir. Her toplam sifira esit olacagindan her 0 < a < b i¢in o, = 0 olur.

Teorem 4.3 0 < a < b ve 0 < d’ < b’ olmak iizere my = (X415 — xbx§)[x1,x2] ve

/o ’o . ..
Mgy = (x§ x‘2’ — X8 x4 [x1,x2] ise mapmyy = 0 dir ve bdylece

(F3)% = Sp{ma |0 < a < b}
dir.

ispat: mgpmyy = 0 oldugunu gostermek yeterlidir.

mapmary = (xix5 — X5 1, x2) (xf 58 — 2 2§ [x1, 2]
= (w2} — x4 (x5 — ) ey a2
= (x{ _x]fxg)(xl =) (x1x2 = x0x1) 1,32
= (x{x3 — X’fX‘zl)(x ) (o) ey 2] — (¥ — ) (xf x — 22§ ) () [y, 32
= (Wi} — 2x8) (6 o — ) (xro02) [ ] — (i — ) (o — x4 ) (1202) [y o]
=0

Teorem 4.4 F,” cebiri

{x1 +x2,27 +x3, (x2 —x1) [x1, %2}

kiimesi tarafindan iiretilir ve (F;)%? cebiri (x; — x1)[x1,x;] tarafindan iiretilen bir sol

K[X,]%2-modiildiir.

Ispat: (F/F))% = K[X2]%* cebiti x| +x2, x2 + x5 elemanlar tarafindan iiretilir.

Dolayisiyla x; + xz,x% + x%, (x2 — x1)[x1,x2] elemanlar tarafindan iiretilen bir cebirin
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(F;) cebirini kapsadigim gostermek yeterli olacaktir. Aym zamanda (F;)? cebirinin

tirete¢ kiimesi de olan
(€ — 48)[x1, 0] -0 < a < b}

kiimesinin (F;)? nin bazi oldugu Sonug 4.2 den bilinmektedir. Buradan

q(x1,x) = ((xl +x2)% — (x%-kx%))a

2

ve
b—a o
r(xy,x) = lef_“_’xlz_l
i=1

olmak iizere

(x5 — xbx§) [x1,x2) = q o1, x2) (1, x2) (X2 — 1) [x1, 2]

b—a a
seklindedir.  r(x;,x2) polinomu r(xj,x;) = Xleiii olarak yazilabilir. ~ Acik¢a

goriillir ki r(x;,xp) = r(x,x1) ve q(x1,x) = gq(x2,x;) dir. Dolayisiyla
q(x1,x%2),r(x1,x) € Kxi + xo,x3 + 3] dir ve (x5 — xbxd)x,x0] =
q(x1,%2)7(x1,%2) (X2 — x1)[x1,%2] elemant (x; + x2,x% + x3, (x2 — x1)[x1,%2]) tarafindan

kapsanir. Béylece (Fy)% bir sol K[x; +x2,x} +x3] = K[X2]52-modiildiir.
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5. 3 RANKLI SERBEST CEBIRDE SIMETRIK POLINOMLAR

Bu boliimde Grassmann cebirleri tarafindan iiretilen varyetedeki ranki 3 olan

serbest F3 cebirin simetrik polinomlarinin olugturdugu cebir incelenmisgtir.

Teorem 5.1 Bir f € F; polinomunun simetrik olmast i¢in gerek ve yeter kosul

p(x1,x2,x3) = —p(x2,x1,x3) olacak sekildeki bir p € K[X3] polinomu i¢in

F(x1,x2,x3) = p(x1,x2,x3) [x1,%2] + p(x1,x3,20) [x1,x3] + p(x2,x3,x1 ) [x2, %3]
olmasidir.

Ispat: f(x;,x2,x3) polinomu (F;) iin bir elemani olsun. Agtkga goriiliir ki (F3)S3 C F;

dir. Yani, p,q,r € K[X3] olmak iizere f(x;,x2,x3) polinomu
J(x1,x2,x3) = p(x1,x2,x3) [x1,%2] + g (x1,%2,%3) [x1, X3] + (31, %2, %3) [x2, X3]
seklinde yazilabilir. F3 cebirinin iiretegleri ve f polinomunun
f(x1,x0,x3) = f(xe1, %62, Xg3), & €83,

simetrik olma 6zelligi kullanilarak

p(x1,%2,x3) = q(x1,X3,%2) = —p(x2,%1,%3) = —q(x2,%3,%1)
= r(x3,x1,%2) = —r(x3,%2,x1)
elde edilir. Buradan p(x;,x;,x3) = —p(x2,x1,x3) olmak iizere

q(x1,x2,x3) = p(x1,x3,%2) , r(x1,x2,%3) = p(x2,x3,X1)

esitlikleri elde edilir.

37



5. 3 RANKLI SERBEST CEBIRDE SIMETRIiK POLINOMLAR Nazan AKDOGAN

Simdi teoremde ifade edildigi gibi p(x,x2,x3) = —p(x2,x1,x3) olacak sekildeki

bir p € K[X3] polinomu i¢in f(x;,x2,x3) polinomu

Fx1,x2,x3) = p(x1,x2,x3) [x1,x2] + p(x1,%3,%2) [x1, %3] + p(x2,X3,X1) [x2, X3]

seklinde tanimli olsun. S3 simetrik grubunun iireteci olan (12) ve (13) transpozisyon-
larinin etkisi altinda f(x;,x7,x3) polinomunun sabit kaldig1 gosterilmelidir. (12) trans-

pozisyonunun f(xj,x;,x3) polinomuna etkisi

F(x2,x1,x3) =p(x2,x1,%3) [x2,x1] + p(x2, x3,x1 ) [x2, %3] + p(x1,X3,%2) [x1, 3]
= — p(x1,x2,x3)[x2,x1] + p(x1,x3,X2) [x1, 3] + p(x2,X3,x1) [x2, %3]
=p(x1,x2,X3)[x1,x2] + p(1,x3,x2) [x1, 23] + p(x2, 3,1 ) [x2, 3]

=f(x1,x2,X3)

seklindedir. Benzer sekilde f(xj,xp,x3) polinomu (13) etkisi altinda

f(x3,x2,x1) = f(x1,%2,x3) seklindedir. Dolayistyla f(x1,x2,x3) polinomu simetriktir.

Not 5.2 f, Theorem 5.1°deki gibi (F;) cebirinin bir simetrik polinomu olsun. Bu teo-
remde belirtildigi gibi birinci ve ikinci bilesenler iizerindeki etkisiyle p bir alterne poli-
nomdur. Alterne polinomlarin olusturdugu cebir, simetrik polinomlar cebiri iizerinde
bir sol modiil yapisina sahip oldugundan p polinomu, p; € K[X3]% ve

p2(x1,x2,x3) = Z Eape (XIx5 — X5x8)xS, €wpe €K

0<a<b, 0<c

olmak iizere p = p| p> seklinde yazilabilir. Negatif olmayan a, b, c tamsayilar1 i¢in f, 5
polinomlarini
Jabe = ({25 —x7x5)5 per, o] + (afof — 7§ xs [er 3] 4 (1825 — x5 ez, 3]

olacak sekilde tanimlayalim. Buradan asagidaki sonug elde edilir.
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Sonug¢ 5.3 {f.p.|0<a<b,0<c} kiimesi K[X3]%3-modiil olan (F;) igin bir bazdir.
Yani, bir f polinomunun (Fj )3 cebirinin bir elemani olmasi igin gerek ve yeter kosul

tek sekilde belirlenen &, € K[X3]% polinomlart igin

f(xl ,XQ,X}) = Z Sabcfa,b,c

0<a<b, 0<c

biciminde yazilabilmesidir.

Bu boliimiin bundan sonraki kisminda K[X3]%-modiil olan (F3)% icin bir iireteg

kiimesi elde edecegiz.

Lemma 5.4 f,, . yukandaki gibi tammlanmis olsun. Bu durumda asagidakiler

dogrudur.
L. fop.c = Vefop,0 = fo.0+c0 T Joc0, bye>1
2. fabe=—frae a,b,c>0,
3. fop0 = 0O1fop-10—02f0b-20+ O3 f0p-30, b>4
4. fo3.0=01f020—02f0,10
5. fap0 = O1fab-10—02fap—20+ O3 fap-30, a>1,b>4
6. fu3.0=O1fa20—02fa10—03f04a0, a>1

ispat:
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1. Her b,c > 1i¢in fopc = Vefor,0 — fop+e0+ foeo esitlidini gosterelim.

Ve fo.0,0 = f0.04+¢,0 + fb.c0
_ (€ c c b__ b b__ b b__ b
= (X7 +x5 +x5) (03 — x7) 1, x2] + (63 —x7) 1, x3] + (63 — x3) [x2,x3])
— (5 = x]7) e xa] 4 (7 =) ey xa] + (65T = x5 [, x3))
+ (x5 — x5 1, 2] + (9§ — x5 [, x3] + (65§ — x523) [, x3)
= (x5 — xX})x§ 1, xa] + (35 — X )x5 [y, x3] + (25 — 35)x [z, x3]
= fob.c
2. Hera,b,c > 0igin f, . = — fp.a. esitligini gosterelim.
¢ b, a,c esithigini g
f __(yayb b a\. . c ab b a\ . c ab b ay.c
abe = (X1x3 — X[x5)x5[x1, x2] + (X]x3 — x7x5)x5[x1, %3] + (x5x3 — x5x5)x [x2, x3]
= — (x5 — xfx5)x§ ey, xo] + (67§ — xXx3)x5 [x1, 3] + (34§ — x53)x{ [x2,x3])
= _fb,a,c

3. Her b > 4 icin fo0 = 01f0,5—1,0 — 02f0,6—2,0 + 03 fo,p—3,0 esitliini gbsterelim.

61f0.6-1,0 — 02f0,p-2,0 + 03f0.6-3,0

= (v +x2+03) (5 =2 D] + (5 =2 e
B =) e, xa]) — (x1x2 42023 4 x0x3) (8572 — X7 7%) [x1, 2]

+(
+ (52 = ) ]+ (52 =) [, x3))
+ (r12023) (67 =7 ) P+ (572 =7 7)oy 4+ (570 =257 [, x3))

= (65— x]) 1, x2] + (5 — ) 1, x3] + (5 — x5) [xa, x3]
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4. f0737() =0 f07270 — 62f07170 esitligini gosterelim.

61/02.0 — 020,10

= (1 02 +x3) (3 =) [er, 202+ (0F — ) e s ] =+ (0 — 03 [, x3])

— (X102 +x1203 +x023) (202 — x1) [er, x2] + (3 — x1) [er, %3] + (%3 — x2) [x2, x3])
= (3 —x) [, xe] + (8 — ) e xs] + (3 — 03 [, 33

= f03,0

5. Her a > l,b >4 igin fa,b,O = G1fa,b71,o — sza,b—270 + Ggfa7b737o E‘@itliéini

gosterelim.

Ot fap—1,0 — O2fab—20+ O3 fap-3,0

= (v +x2+x3) (5 =) o] (T =2 [

+ (x%xg_l - x’;_lxg‘) [x2,x3]) — (x1x2 4+ x1x3 + x2X3) ((x‘l‘xg_2 - xll’_ng) [x1,x2]
+ (x‘l’xg_z - xll’_zx‘;) [x1,x3] + (xgxg’_z — xlz’_zxg) [x2,x3])

+ (10023 (¥ =] 7208 b o] 4+ (3 =) 724 [t 3]

+ (5257 =257 [, x3))

= (a3 —x{x8) ber, o] + (¥ — xfx§) fer, ] 4 (355 — ox5a§) ez, 3]
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6. Hera > 1igin f,30 = 01 /42,0 — 02f4,1,0 — 03 f0,4,0 €sitliini gosterelim.

01420 — 02fa,1,0 — 03/0,4,0
= (1 22 +x3) (o3 — 2008 1, 02] + (603 — 2 o1 3] + (8503 — 3305 ) [z, 3]
— (X102 +x1203 4+ x0203) ((x 202 — X165 [x1, 2] + (x{x3 — x1x5) [x1,x3]
+ (x93 —xx5) 2, x3]) — (x1x2x3) (x5 — x) [x1, 2] + (65 — x7) [x1,x3]
+ (x5 —x3) [x2, x3])

= (o) — xixg) b va] o+ (63 — a0 [y ] o (353 — 435 [, 3]

= fa3,0

Teorem 5.5 (F3)S bir sol K[X3]%-modiil olarak {fo 10, f0.2.0, f1,2,0} kiimesi tarafindan

retilir.

Ispat: Sonug 5.3’ten dolay1, 0 < a < b,0 < ¢ olmak iizere fap,c formundaki eleman-
lar (F3)% cebirini K[X3]%3-modiil olarak iiretir. Asagidaki durumlar, a ve c arasindaki
iliskiye gore ii¢ kisimda ele alinabilir.

DurumI.a=cveb=a+k, k€ Z" olsun. O zaman
Fabe = (625 — X728 ) x4 b, 2] + (x5 — 7o) [, 3] + (4523 — 35 1] [z, 3]
= (xrxaxa)” (65 =) et + (6 =) e ] - (6 — ) ez, ) )
= 05 fo k0

elde edilir.

DurumIl.a<cveb=a+k,c=a+1, k,1 €Z" olsun. O zaman

Fubie = (6428 — xS ey 2]+ (6428 — xS [ ]+ (af — ) [ 3]
= (o) (O — A her, 2] + (4 — bl o]+ (o — )t [z, )

= 03 fok
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elde edilir.

DurumIll.c<avea=c+k,b=c+1, k.l € Z" olsun. O zaman

fabe = (425 = x{x§)x5 x1, 2] + (1115 — )y ey 3] + (655 — 252§ )xf [, 03]

= (x1223) ((X]fxlz — 25 [er ]+ (Ph — o) [ 3] 4 (B — 255 [xzvx3]>
= 03 fr1,0
elde edilir.

Dolayistyla K [X3]%-modiil olarak (F} )% cebirinin iireteg kiimesi £y .0, fap.0 V€
fo»,c elemanlarindan olugan kiimeye indirgenir. Lemma 5.4 (1) ve (2) den dolay1 fo .
elemanlar: tirete¢ kiimesinden elenebilir. Ayrica ¢ < b durumunda notasyonun Sonug
5.3’teki gibi kalmasi i¢in Lemma 5.4 (2) kullanilabilir.

Lemma 5.4 (3), (4) ve tiimevarim yardimyla fo,0, b > 3 formundaki her
eleman fy10 ve fooo tarafindan iretilen K [X3]53—m0dl'ih'in bir elemanidir. Ben-
zer sekilde Lemma 5.4 (2), (5) (6) yardimyla f, 50, b > 3 formundaki eleman-
lar, {f4,1.0,fa2.0, fo.a0} ve dolayisiyla {fi 40, 2,40, f0.40} tarafindan iretilen K [X3]53-
modiiliin birer elemamdir. Aym zamanda fi10 = f220 =0, f210 = —fi120 dir.
Dolayisiyla a > 3 iken fi 40 ve f2 40 €lemanlari, fi 20, fo.1,0 Ve fo.2,0 tarafindan tiretilen

K[X3]%3-modiil tarafindan (3), (5), (6) ve tiimevarim yardimiyla kapsanur.

Teorem 5.6 {fo.1.0,f02,0,f120} kiimesi, sol K[X3]%3-modiil olan (F3)% i¢in bir mini-
mal iirete¢ kiimesidir. Dahas, (F3’)S3; f0.1.0, fo20 ve fi20 tarafindan K [X3]53-modiil

olarak serbestce iiretilir.

Ispat: Derecelendirilmis Fj cebirinde homojenlik dereceleri sirasiyla 3, 4 ve 5 olan

f0.1.05 fo2.0 ve fi2,0 elemanlart
fo,1,0 = (02 —x1)[x1,x2] + (X3 —x1) 1, 23] + (3 — Xx2) [x2, X3]
Jo20 = (3 =) 1, 3] + (o — ) 1, 3] + (03 — 3) [z, 3]
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fi2.0 = (¥125 — x7xp) [y, x2] + (0123 — x7x3) [y, x3] + (0243 — x5x3) [z, x3]

seklinde yazilir. Derecesi 3 olan fy o elemanmin {fy20,fi2,0} tarafindan iiretilen
K[X3]%-modiiliin bir elemam olmadig1 agikardir. Diger taraftan fy,0 elemanimin
{fo.10,f120} tarafindan iiretilen K [X3]%3-modiiliin bir eleman1 oldugunu varsayalim.
O zaman bir a € K i¢in fyo0 = 0001 fo,10 dir. [x1,x2], [x1,x3] ve [xp,x3] tarafindan
iiretilen serbest F; K [X3]-modiiliinde [x;,x;] komiitatoriiniin ¢carpani diisiiniiliirse Sonug
2.29’dan

(63 —x1) = a(x1 +x2 +x3) (%2 —x1)

elde edilir ve buradan o = 0 dir. Bu ise fp 2, # 0 ile celisir. Ayrica fi 2.0, {fo,1,0,f02.0}

tarafindan iiretilen K[X3]%3-modiiliin bir eleman ise bir &, B,y € K igin

fizo = (@oi +B62) fo1.0+ Y01 fo20

dir. Bu esitligin her iki tarafinda [x;,x;] komiitatdriiniin ¢arpani géz 6niinde bulunduru-

lursa

(X133 —x3xy) = (oc(x1 +x2 4 x3)% 4+ B (x1x2 +x1x3 +X2X3)) (x2 —x1)

+ y(x1 +x2+x3) (45 —x7)

olup ch%xz = 0 esitliginden @ = 0 elde edilir ve dolayisiyla xlx% ve x%x3 in kat-

sayilarindan B +7y =1 ve B + 7y = 0 ¢eliskisi elde edilir. Dolayisiyla { fo.1.0, f0.2,0, f12.0}
kiimesi bir minimal iirete¢ kiimesidir.

Son olarak, fo10, fo20 ve fi2o0 elemanlarimin serbest iiretecler oldugu
gosterilecektir. Sonug 2.28’den dolay1 f& 10~ f(iz,o =/ 12 20 = 0 oldugundan bu ele-
manlar olabilecek biitiin bagintilarda lineer olarak goriiniir. s1,s2,s53 € K[X3]% simetrik
polinomlart i¢in

s1f0,1,0 +52f02,0+53/120=0
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olsun. Yine [xj,x;] komiitatoriiniin ¢arpanlar1 kullanilarak benzer bir yolla K[X3]

degismeli polinom cebirinde
s1(x —x1) + sz(x§ fx%) +S3()C1)C% fx%xz) =0
veya
s1+s2(x2+x1) + 535102 =0
elde edilir. Buradan
52(x2 +x1) + 53122

polinomu simetrik olur. Bu polinom (23) € S5 transpozisyonunun etkisi altinda sabit

kalacagindan

52 (X2 +x1) + 53x1200 = 52 (X3 +x1) + 53%1X3
§2X2 + §3X1X2 = §2X3 + 53X X3
x2(s2 4 853x1) = x3(52 + 53%1)
elde edilir.  Dolayisiyla (x; — x3)(s2 + s3x1) = 0 olup s3 + s3x; = 0 dir.  Bu-
radan s3x; polinomunun simetrik oldugu elde edilir. (12) € S5 transpozisyonu igin
s3x; = (12) - s3x; = s3xp olup s3 = 0 dir. Dolayisiyla s, = s3x; = 0 ve
51 = —s2(x2 +x1) — s3x1x2 = 0 elde edilir.
Bir simetrik polinomun fy 10, fo2,0 ve fi2,0 serbest iiretecler cinsinden nasil

yazilacagi bir 6rnek ile gosterilecektir.
Ornek 5.7

faas = (3 —x1x)3 oy xa) + (s — X3 [, xs] + (35 — a33)i [, 3]
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simetrik polinomunu diiglinelim. Teorem 5.5’in ispatindaki Durum II den

faas = (x5 —X43) 5 [r,xa) + (15 — 2123 a3 [, 03] o+ (035 — 4303)e) ez, ]

= 5503 —xD)x v, 0] + (3 —x) [, 03] + (3 — 1)} [12,.x3))

tiir. Lemma 5.4 (1) kullanilarak

Fras=03fo23=05(V3fo20—fos0+ f230)

elde edilir. Lemma 5.4 (3), (6) ve (2) yardimiyla

Fras=05(v3fo20— (01f040 — 020030+ 03f020) + (G1f220 — G2f2.1.0 — 03f020))
= 63 (V3f0.2.0 — (61(01f03.0 — 02f0.2.0 + O3 f0.1.0) — G2.f0.3.0 + O3 f0.2.0)
+(02£1,20 — 63f0.2,0))
= 03(—0103f0,1.0 + (V3 + 6102 — 203) fo2,0 + (— 07 + 62) fo3.0 + 02 f1.20)
= 03(—0103f0,1,0 + (V3 + 6102 —203) fo.2,0 + (—67 + 62) (01 f0.2,0 — 62f0,1.0)

+062f1.20)
olup buradan

3, 2.2 2.2
fr45=(—0103 + 070205 — 06503) fo.1,0

P P 3 32 P >
+ (V303 + 016205 — 203 — 6] 05 + 610203 ) f02.0 + 0203 f120

elde edilir.
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