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SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI

[0.1]

A

F(S5)

fe

Aien fi
Viea fi

Xa

feg

v, P)
(S.P)
(F,A)

Niea Ai
Uiea A:‘
[liea Ai
Niea(Fi 4y
NealFi Ap)
Uiea(Fi A)
Ufea(Fi. A1)
Niea(F, Ai)
Viea(F;, 4i)
[liea(Fi, 4;)

: infimum operatorii

: supremum operatoril

: evrensel kiime

: U nun giic kiimesi

: tiim parametrelerin kiimesi

: yarigrup

: birim aralik

: indis kiimesi

: § nin tiim bulanik alt kiimelerinin kiimesi

: f bulanik kiimesinin t-seviye alt kiimesi

: f; bulanik alt kiime ailesinin infimumu

: f; bulanik alt kiime ailesinin supremumu

: A min karakteristik fonksiyonu

: f ve g bulanik kiimelerinin ¢arpimi

: parametreleri P den segilmis U iizerindeki esnek kiimeler simifi
: parametreleri P den sec¢ilmis S {izerindeki esnek kiimeler simfi
: esnek kiime

:{A; | i € A} parametre kiimelerinin ailesinin kesisimi

: {A; | i € A) parametre kiimelerinin ailesinin birlesimi

: {A; | i € A} parametre kiimelerinin ailesinin ¢arpimi

: {(F;, A;)) | i € A} esnek kiime ailesinin kisitlanmig kesigimi
:{(Fi, A;) | i € A} esnek kiime ailesinin genisletilmis kesisimi
: {(Fi, A;) | i € A} esnek kiime ailesinin kisitlanmisg birlesimi

: {(F;, A)) ) [ € A} esnek kiime ailesinin genisletilmis birlesimi
: {(F;, Ap) | i € A} esnek kiime ailesinin A-kesisimi

1 {(Fi, A | i € A} esnek kiime ailesinin V-birlesimi

: {(F;, Ap) | i € A} esnek kiime ailesinin ¢arpim:



(f.E)
U.P)

(Far E)

c

Niea Ui ED)
Nfen (i ED
Ulea (5 ED
Ufen Ui ED)
Niealfu )
ViealUun E2)

[liea(fi ED
(f.E)

: bulanik esnek kiime

: parametreleri P den segilmis U iizerindeki bulamik esnek
kiimeler sinifi

: {(f, E) bulanik esnek kiimesinin a-seviye kiimesi

: bulanik esnek alt kiime operat&ri

H(fi E) 1i € A} bulamk esnek kiime ailesinin kisitlanmis
kesisimi

{(fi E) 1 i € A} bulanik esnek kiime ailesinin genisletilmis
kesisimi

{(fiE;) | i € A} bulamik esnek kiime ailesinin  kisitlanmig
birlesimi

H{{fE) | i € A} bulantk esnek kiime ailesinin genisletilmis
birlesimi

{(fi, E:) | i € A} bulanik esnek kiime ailesinin A-kesisimi

:{(f;, E) | i € A} bulanik esnek kiime ailesinin V-birlesimi
:{(fi, E}) | i € A} bulanik esnek kiime ailesinin carpims

: (f, E) bulanik esnek kiimesinin tiimleyeni

v
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SP-BULANIK ESNEK ALT YARIGRUPLAR VE iDEALLER

OZET

Bu tezde, bir U evrensel kiimesi ve bir P parametre kiimesi ile (U, P) bir esnek simif
ve (U,P) bir bulanik esnek simif olmak iizere, yeni bir kavram olarak, (U,P)
simfindaki bir esnek kiimenin (U, P) simfinin bir iiyesi olan UP-bulamk esnek alt
kiimesi tamimt verilmigtir. Bir esnek kiimenin bir UP-bulanik esnek alt kiimesinin
timleyeni ve a-seviye esnek kiimesi gibi bazi temel kavramlar tanimlanmistir. Ayrica
UP-bulanik esnek alt kiimelerinin kisitlanmis birlesim ve kisitlanmis kesisim i¢in De
Morgan kurallarini sagladi gosterilmistir. Dahas: bu tezde, evrensel kiime olarak bir
S yarigrubunu alarak bir esnek kiimenin SP-bulanik esnek alt yarigrubu ve SP-
bulanik esnek sol (sag, bi-, quasi, interior) ideali olarak adlandinlan bazi yeni
cebirsel yapilar tanitilmigtir. SP-bulanik esnek alt yarigruplarin ve SP-bulanik esnek
sol (sag, bi-, quasi, interior) ideallerin ailelerinin kisitlannus ve genigletilmis
kesisimlerinin ve ¢arpimlarinin bazi temel ozellikleri incelenmistir. Ustelik bu tezde
gosterilmistir ki bir esnek kiimenin SP-bulanik esnek alt kiimesinin a-seviye esnek
alt kiimesi her a € [0,1] igin bir esnek alt yangruptur ancak ve ancak bu SP-bulanik

esnek alt kiime ilgili esnek kiimenin SP-bulanik esnek alt yarigrubudur.

Anahtar kelimeler: (Bulanik) esnek kiime, UP-bulanik esnek alt kilme, SP-bulamk

esnek alt yarigrup

Vil



SP-FUZZY SOFT SUBSEMIGROUPS AND IDEALS

SUMMARY

In this thesis, a definition of UP-fuzzy soft subset of a soft set on the class (U, P) is
introduced as a new concept which is a member of the class (U, P), where (U,P)
denotes the fuzzy soft class and (U, P) denotes the soft class with the universal
set U and the set of parameters P. We give some basic definitions such as
complement and a-level soft set of a UP-fuzzy soft subset of a soft set. It is also
demonstrated that UP-fuzzy soft subsets provide De Morgan rules for restricted
union and restricted intersection. Furthermore, considering a semigroup S as an
universal set, in this thesis, we present some new algebraic notions which are
called SP-fuzzy soft subsemigroup and SP-fuzzy soft left (right, bi-, quasi, interior)
ideal of a soft semigroup. We examine some basic properties such as restricted
intersection, extended intersection and product of the families of SP-fuzzy soft
subsemigroups and SP-fuzzy soft left (right, bi-, quasi, interior) ideals. Moreover it is
indicated that an a-level soft set of a SP-fuzzy soft subset of a soft set is a soft
subsemigroup for all @ € [0,1] if and only if the SP-fuzzy soft subset is a SP-fuzzy

soft subsemigroup of related soft set.

Keywords: (Fuzzy) soft set, UP-fuzzy soft subset, SP-fuzzy soft subsemigroup

Vil



BOLUM 1. GIRiS

Giinlik yasamimizda birgok kez belirsizlik igeren durumlarla karsilasiriz. Omegin,
“Hangi evler ucuzdur?” veya “Hangi evler ne kadar ucuzdur?” gibi sorularin
cevaplan kisilere, zamana veya olaylara gore degiskenlik gGsterebilir. Satin
alacagimiz evleri “¢ok ucuz, ucuz, pahal veya gok pahali” gibi sifat tamlamalariyla
ifade etmeye ¢alisabiliriz. Burada akla gelen sorulardan biri “Kime gére ucuz veya
pahali ev?” olabilir. Satin alacagimiz evlerde aradigimiz “ucuz, giizel, bahgeli, iyi bir
¢evrede bulunan, havuzlu” gibi sifatlar bulunabilir. Burada aklimiza gelen soru
“Hangi evi almam iyidir?” olabilir. Bu tiir durumlarda insanlarda dogal olarak
bulunan sagduyu yol gostericidir. B8ylece yasamimizda belirsizlik veya bilgi
eksikligi hissetmeyebiliriz. Zihinlerimizin karmasik yapisi, duyularimiz ve hislerimiz
kargilagabilecegimiz bu tiir bilgi eksikligi veya belirsizliklerle basa ¢ikmada dogal
olarak bizleri yonlendirir. Buna ragmen bu yonlendirme her zaman gok yeterli
olmayabilir ve kesin (genel-geger) bilgilerin varhgmna ihtiya¢ duyanz. Bilim ve
teknolojide eksik veya belirsiz bilgileri kesin bilgilere doniigtirmemiz gerekebilir.
Ornegin, bilgisayarlar insanlanin sadece sagduyusunu kullanarak karar verdikleri
“soguk hava, ucuz ev, sicak su, giizel gigek” gibi deger yargilarini anlayabilecek
sekilde ¢alismazlar. Bu tiir bilgileri matematik yardimiyla islemek kaginilmazdir,

Baz tiirden belirsizlik problemlerini ¢ozebilmek igin gesitli teoriler ortaya atilmistir.
1965°te Zadeh [1] tarafindan ortaya atilan bulamik kiime teorisinde “gok ucuz, ucuz,
pahali veya ¢ok pahali” gibi kavramlarin belirsizliklerini nesneleri derecelendirme
yolu ile giderilir. 1982’de Pawlak [2] tarafindan ortaya atilan kaba(yaklagimli) kiime
teorisinde “Hangi evler ucuzdur?” tiirlinden belirsizlikler bir denklik bagintis:
yardimiyla nesneler icin olusturulan bir sinir bélgesi sayesinde giderilir. 1999°da
Molodtsov [3] tarafindan ortaya atilan esnek (soft) kiime teorisi “Hangi evi almam
iyidir?” tiiriinden bir belirsizligi gidermeye ¢alismaktadir. Burada evlerde bulunan
tiim &zellikler parametreler olarak diistiniiliir ve bir fonksiyon yardimiyla her bir

parametre o &zellige sahip oldugu diisiiniilen evlerden olusan kiimelere tasinir.



Bdylece aranan evin ayirt edilmesi kolaylasir. Bu teorileri klasik kiime teorisinin bir
cesit genellestirilmesi olarak diigiinmek miimkiindiir, Aragtirmacilar, karsilastiklan
cesitli problemlerdeki belirsizliklerin tiirline gére bu teorilerden yararlanirlar. Bazi
belirsizliklerle baga ¢itkmada bu teorilerden aymi anda yararlanilabilir.
Bu tezin temel konusu olan esnek kiime teorisinin ilk &rneklerini Molodtsov ilk
makalesinde agiklamis ve teorisinin diger teorilerle iligkilerini inceledigi gesitli
uygulamalara yer vermigtir. Maji ve arkadaslar {4], esnek alt kiime ve iki esnek
kiimenin esitligi, kesisimi, birlesimi, tiimleyeni gibi esnek kiime teorisinin temel
kavramlan ile null esnek kiime ve absolute esnek kiime kavramlarini tanitmistir, Al
ve arkadaslar [5] 'te Maji ve arkadaslarinin bazi sonuglarini degerlendirmisler ve
yeni fikirler vermislerdir. 2001 yilinda Maji ve arkadaslan [6] bulanik esnek kiimeler
kavramini tanitmistir. Yang ve arkadaglari [7] bulanik esnek kiimeler kavranmu
iizerine gesitli katkilar saglamislardir. Ahmad ve Kharal [8], Yang ve arkadaslarinn
caligmalarini tartigmig ve bulanik esnek islemleri tanimlamiglardir. Esnek kiimelerin
cebirsel yapilara uygulanmasi birgok arastirmacimin dikkatini ¢ekmigtir. Ali ve
arkadaslar {9] bir yanigrup iizerinde esnek ideallerin, esnek quasi ideallerin ve esnek
bi-ideallerin bazi 6zelliklerini arastirmiglardir. Feng ve arkadaslarn [10] esnek
bagintilar1 yangruplara uygulamistir. Bulanik esnek yarigrup ve bulanik esnek (sol,
sag) ideal kavramlarn Yang [11] tarafindan verilmistir. Kazanci ve Yilmaz [12], € -
esnek kiime ve g-esnek kiime kavramlarini tanitmislardir.

Bu tez ¢alismasinda bulanik kiimelerin tammindan ilhamla yeni bir kavram
olarak bir soft kiimenin bulamk soft alt kiimesi kavram: tamtilmaktadir. Bir esnek
yarigrubun SP-bulanik esnek alt yarigrubu veSP-bulanik esnek sol (sag, bi-, quasi,

interior) ideali olarak adlandirdigimiz bazi yeni cebirsel kavramlar tanimlanmistir.



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu bdliimde bilinen ve tezin anlasilmasinda okuyucuya gerekli bazi yapilar,

kavramlar ve tanimlar verilmistir.

2.1.  Yarigruplar ve idealler

S bir yarigrup olsun. S yarigrubunun bos olmayan A ve B alt kiimeleri igin AB
kiimesi {abla € A,b € B} olarak tammlanir. A =@ veya B =@ ise AB = @ dir. §
nin A% € A olacak sekildeki bos olmayan bir 4 alt kiimesine S nin alt grubu denir. §
nin SA € A (AS € A) olacak sekildeki bos olmayan bir A alt kiimesine § nin sol
(sag) ideali denir. S nin hem sol hem de sag ideali olan bos olmayan bir alt kiimesine
S nin iki tarafli ideali (veya ideali) denir. § nin ASA € A olacak sekildeki bos
olmayan bir A alt kiimesine S nin genellestirilmis bi-ideali denir. 4, § nin bir alt
yarigrubu olmak lizere ASA € A ise A ya § nin bir bi-ideali denir. § nin SANAS <
A olacak sekildeki bir alt kiimesine S nin quasi ideali denir. A, § nin bir sol (sag, iki
tarafh veya quasi) idealiyse, A, S nin bir bi-idealidir. A, S nin bos olmayan bir alt
kiimesi ve SAS € A ise A ya, § nin interior ideali denir. A, § nin quasi ideali ise 4, §

nin alt yarigrubudur. (Bakiniz: [13,14,15])

2.2, Yarigruplarin Bulanik Alt kiimeleri

S bostan farkh bir kiime olsun, S den [0,1] aralifina tanimlanan f fonsiyonuna S nin
bir bulanik alt kiimesi denir. S nin tiim bulanik alt kiimelerinin kiimesi F(S) ile
gosterilir. Bulanik kiime teorisi [1] tanitildig tarihten itibaren tiim diinyada genis
yankilar bulmustur ve vzantilar: hala birgok arastirmaya tabidir [8, 16, 17, 18, 19, 20,
21, 22]. Bulanik kiimelerle ve bulanik cebirsel yapilarla ilgili temel bilgiler [1,14, 15,
23, 24, 25, 26, 27, 28, 29] kaynaklarindan edinilebilir. f ile g, S nin bulanik alt
kiimeleri olsun, ¥V aeS icin f (a) < g(a) ise f, g nin alt kiimesidir ve bu durum

f < g olarak gosterilir. t € [0,1] igin f;, = {a € § | t < f(a)} kiimesine f nin seviye



kiimesi denir. f ve g, § nin iki bulanik alt kiimesi ve (f{);ep , S nin bulanik alt

kitmelerinin bir ailesi olsun. Ve f; ve Ajea f; bulanik alt kiimeleri her x € § igin

(\/f) 0 =\/rw

iEA ieA
(/\f) 0= N\r»
feA ieA

olarak tanimlanir. 4, 5 nin alt kiimesi olmak iizere,

1, x€A
x“‘(x)={0, x&A

seklinde tanimlanan y, ya A min karakteristik fonksiyonu denir. f o g bulanik alt

kiimesi her x € § igin

f(a)ag(b), 3a,beESvex=ab
(feg)x)= {xy,,

0, diger
olarak tammlanir. f o g ye f ile g nin ¢arpimi denir.

Tanim 2.2.1. S bir yarigrup ve £, S nin bulanik bir alt kiimesi olsun. Bu takdirde

i.  f ye, S nin bulamk alt yangrubu denir:< Her a,b €S igin f(ab) =
F(a)Af(b)dir.

ii.  f ye, S nin bulanik sol (sag) ideali denir : ©Her a,b € § igin f(ab) = f(b) (
f(ab) = f(a) ) dir. f ye, S nin ideali denir: & f, § nin sag ve sol idealidir.

ili.  f ye, S nin bulamik genellestirilmis bi-ideali denir : ©Her a,b,c € § igin
f{(ab)c) 2 f(a)Af(c)dir.

iv.  f ye, § nin bulanik bi-ideali denir:« f, S nin bulamk alt yarigrubu ve
bulanik genellestirilmis bi-idealidir.

v.  f ye, S nin bulanik quasi ideali denir: < Her a,b,c €S igin (fel1)A(le
f) < fdir.



vi.  f ye, S nin bulanik interior ideali denir: & Her a,b,c € S igin f({ac)b) =

f(x) dir.
2.3. Esnek kiimeler

Esnek kiime teorisi ozellikle bilgisayar uygulamalarinda g¢okga kullamlir.
Belirsizlik durumlarini parametrelendirme yoluyla modellemeyi ve karar vermeyi

saglar.

Tamm 2.3.1. [3] U bir evrensel kiime, P parametreler kiimesi ve A € P olsun. Bu
takdirde F: A - P(U) bir fonksiyon olmak iizere {F, A) ¢iftine U iizerinde bir esnek
kiime denir. Burada P (U}, U nun gii¢ kiimesidir.

Ornek 2.3.2. [3] U, iizerinde diigiiniilen evlerin kiimesi, £ parametrelerin kiimesi
olsun. Her bir parametre bir kelime ya da bir ciimle olarak verilebilir. E =
{pahali; giizel; ucuz; ahsap; bahceli} olsun. Bu durumda esnek kiimenin anlami
pahali evler, glizel evler, ahsap evler seklinde tamimlanabilir. (F,E) esnek kiimesi,

bay X in alacag ev i¢in “evlerin ¢ekiciligi” ni gosteren kiimedir.

U evrensel kiimesi 6 evden olugsun; U = {hy hy, hs, hy, hs, hg} ve kisalik igin
E = {e,, e, €3, €4,e5) olsun. Yani e; e, es, e4,e5 parametrelerine sirayla pahali,
giizel, ahsap, ucuz ve bahgeli 6zellikleri kargihik gelsin. F(e;) = { hy, h,}, F(e;) =
{ hy h3).F(es) ={ h3,hy hs}, F(es) = { hy, h3,hs} F(es) ={ by} olsun. O

zaman (F, E) esnek kiimesi;

(F.E) ={{(e;.{ h2, ha}). C €2.{ hy, h3}), (3, { h3, by hs}). (es,{ b1, ha,hs)),
(es,{ 14} seklinde yazilir. Tablo 2.3. (F,E) esnek kiimesinin tablosu asagida

verilmistir.



Tablo 2.1. (F, EY} esnek kiimesinin tablosu [3].

U Pahali Giizel Ahsap Ucuz Bahgeli
h, 0 1 0 1 1
hs 1 0 0 0 0
hy |0 1 [ ] 0
hy 1 0 1 0 0
hs 0 0 1 1 0
he 0 0 0 0 0

Tamim 2.3.3. [30] (U, P) gifti, {(F,A)|A € P, F: A - P(U) fonksiyondur} kiimesi

olarak tanimlanir ve (U, P) ye esnek simif denir.

Tanim 2.3.4. [3} (F,A),(G,B) € (U, P) olsun.
1. AcCB,
2. Herx €Aigin F(x) € G(x)
ise (F,A), (G,B) nin esnek alt kiimesidir ve bu durum (F,A) € (G,B) ile

gosterilir.

Tamim 2.3.5. 5, 31, 32, 33] {(F;, A;)|i € A} € (U, P) esnek kiimelerin bir ailesi
olsun.

1. Niea A; # 0 olmak iizere {(F;, A;)}i € A} ailesinin kisitlanmus kesisimi (F, 4)
esnek kiimesi olsun. Bu takdirde (F,A); A= N;ead; ve VXEA igin
F(x) = Niep Fi(x) olarak tammlanir ve Njg,(F;, A;) ile gosterilir.

2. {(F;, A)li € A} ailesinin genisletilmis kesisimi (F,A) esnek kiimesi olsun.
Bu takdirde (F,A); A = Ujep A; ve Vx € A igin F(x) = Niepqy Fi(x) olarak
tamimlanir ve N§ga(F;, A;) ile gosterilir. Burada A(x) = {i|x € 4;} dir.

3. Mieadi # 0 olmak iizere {(F;, A;)|i € A} ailesinin kisitlanmis birlesimi
(F,A) esnek kiimesi olsun. Bu takdirde (F,A); A = N;ea A; ve Vx € A igin

F(x) = Ujep F;(x) olarak tanimlanir ve Ui, (F;, A;) ile gosterilir.




4. {(F;, A)|i € A} ailesinin genisletilmis birlesimi (F,A) esnek kiimesi olsun.

Bu takdirde (F,A); A = Ujep A; ve Vx € A igin F(x) = Ujeaqx) Fi(x) olarak

tanimlanir ve Ufe,(F;, A;) ile gosterilir.

Tamim 2.3.6. |4, 31, 32, 33] {(F,, A;)]i € A} € (U, P) esnek kiimelerin ailesi olsun.

L.

{(F;, A;)|i € A} ailesinin A-kesisimi (F,A) esnek kiimesi olsun. Bu takdirde
(F,A); A=TlieaAi ve Y(x1)iea € A igin F((x;)ien) = Niea Fi(x;) olarak
tanimlanir ve Ajga(F;, 4;) ile gosterilir,

{(F;, A;)|i € A} ailesinin v-birlesimi {F, A) esnek kiimesi olsun. Bu takdirde
(F,A); A=TlieaAi ve V(x)iea € A igin F((x;)ien) = Ujea Fi(x;) olarak
tanmmlanir ve Vea(Fj, A;) ile gdsterilir.

{(F;,A)|i € A} ailesinin ¢arpimi (F,A) esnek kiimesi olsun. Bu takdirde
(F,A); A =Tlieadi ve V(xi)iea € A igin F((x)ien) = [Tiea Fi(x)) olarak

tammlanir ve [;ea(Fi, A;) ile gosterilir.

Tanim 2.3.7. [11] (F, A) € (S, P) bir esnek kiime olsun.

1.

24.

(F,A), § iizerinde esnek yarigruptur:< Her x € 4 igin F(x), S’nin alt
yarigrubudur.

(F,A), S iizerinde esnek sol (sag) idealdir :< Her x € 4 i¢in F(x), $’nin
sol(sag) idealidir.

(F,A), S iizerinde esnek genellestirilmig bi-idealdir := Her x € A igin F(x),
S’nin genellestirilmis bi-idealidir.

(F,A), § iizerinde esnek interior idealdir :< Her x € A i¢in F(x), S’nin
interior idealidir.

(F.A), S uizerinde esnek quasi idealdir :< Her x € A igin F(x), $'nin quasi

idealidir.

Bulanik esnek kiimeler

Tamim 2.4.1. [6] U bir evrensel kiime, P bir parametreler kiimesi ve £ € P olsun.

Bu takdirde f:E — F(U) bir doniisiim olmak tizere (f,E) ¢ifti, U iizerinde bir

bulanik esnek kiime olarak adlandinlir. (UT' P) cifti, parametrelerin P den secildigi ve



U iizerindeki tiim bulanik esnek kiimelerin koleksiyonunu belirtir ve bir bulanik
esnek sinif olarak adlandirilir [8,30]. Bu tezde evrensel kiime olarak S yarigrubu

ahnarak ([T,- P) esnek sinifi lizerinde ¢alisilmaktadir.

Tamm 2.4.2. [16] (f,E), S iizerinde bulanik esnek kiime ve a € [0,1] olsun. Her
a€f igin frfla)={xeS|a<f(a)(x)} olarak tanimlanan (f,,E) esnek

kiimesine (f, E) nin a-seviye kiimesi denir ve (f, E), ile gosterilir.

Tamim 2.4.3. [6] (f,E) ve (g, H), S iizerinde bulanik esnek kiimeler olsun.
l. ECH,
2. Hera€E igin f(a) < g(a),
ise (f,E), (g,H) nin bulanik esnek alt kiimesidir ve bu durum (f,E) € (g,H) ile

gosterilir.

Tamum 2.4.4. [4, 6, 8] {(fi,E) | i € A} € (§,P) bulanik esnek kiimelerin bir ailesi
olsun.
1. NieaEr # @ olmak iizere {(f;,E;) | i € A} ailesinin kisitlanmig Kkesisimi
(f,E) bulanik esnek kiimesi olsun. Bu takdirde (f,E); E = Ner E; ve
Vx € E igin f(x) = Aea fi(x) olarak tanimlanir ve Mg, (f, E;) ile gosterilir.
2. {(fi,E) | i € A} ailesinin genisletilmis kesisimi (f, E) bulanik esnek kiimesi
olsun. Bu takdirde (f, E); E = Ujea E; ve Vx € E igin f(x) = Ajeacn) fi(x)
olarak tanimlanir ve ﬁfen(ﬁ,E,-) ile gosterilir.
3. NieaEi # @ olmak tizere {(fi, E;) | i € A} ailesinin kisitlannus birlesimi
(f,E) bulanik esnek kiimesi olsun. Bu takdirde (f,E); E = NiepE; ve
Vx € E igin f(x) = Viea f;(x) olarak tamimlanir ve U, (£, E;) ile gosterilir.
4. {(fi, E;) | i € A} ailesinin genisletilmis birlesimi (f, E) bulanik esnek kiimesi
olsun. Bu takdirde (f,E); E = Uea E; ve Vx € E igin f(x) = Viear) fi(x)

olarak tanimlanir ve U, (f;, E;) ile gosterilir.

Tamm 2.4.5. [6,18] {(f,E) |i€A}c (S-,TP) bulanik esnek kiimelerin bir ailesi

olsun.



1. {(fi, E{) | i € A} ailesinin A-kesisimi {f, E) bulamik esnek kiimesi olsun. Bu
takdirde (f,E); E =TlieaEi ve V(x)iean €EE igin Ajep fi(x;) olarak
tanimlanir ve Azep (5, Ep) ile gosterilir.

2. {(fi,Ep) | i € A} ailesinin v-birlesimi (f, E) bulanik esnek kiimesi olsun. Bu
takdirde (f,E); E = [liea Ei ve V(xi}iea € E igin f((x)ien) = Viea fiCx)
olarak tanimlanir ve Vg, (f;, E;) ile gosterilir.

3. {(fi, E) i€ A} ailesinin garpimi (f, E) bulanik esnek kiimesi olsun. Bu
takdirde (f,E); E=[lieaEi ve VYV(xiea€E igin  f((x)ien) =
V jea (AJEI f}(xj)) olarak tanimlanir ve [Jiea (fi, E;) ile gdsterilir.

] sonlu

Tamm 2.4.6. [18] (f,E,).(g.E;) € (S,P) bulanik esnek kiimeler olsun. Bu
kiimelerin bulanik ¢arpimi (f,E;) X (g,E;) seklinde gosterilen C = E; X E;, her
a € E,b€E; igin h(a,b) = f (a)e g (b) olarak tamimlanan (h, C) bulanik esnek

kitmesidir.

Tamm 2.4.7. [11] (f,E) € (S-,'P) bir bulanik esnek kiime olsun. (f, E) ye S iizerinde
bulanik esnek yarigrup denir ancak ve ancak her a € E igin f (a). S nin bulanik alt

yarigrubudur.

Tanim 2.4.8. [11) (f,E) € (.S‘TP) bir bulanik esnek kiime olsun. (f, E) ye S lizerinde
bulanik esnek sol (sag) ideal denir ancak ve ancak her a € E igin f (a), S nin

bulanik sol (sag) idealidir.

Tamim 2.4.9, [11] (f,E) € (S’,-P) bir bulanik esnek kiime olsun. (f,E) ye S {izerinde

bulanik esnek ideal denir ancak ve ancak (f, E), § iizerinde hem bulanik esnek sol

ideal hem de bulanik esnek sag idealdir,

Tanim 2.4.10. [34] (f,E) € (STP) bir bulanik esnek kiime olsun.
1. (f,E) ye S iizerinde bulanik esnek genellestirilmis bi-ideal denir ancak ve

ancak her a € E igin f (a), S nin bulanik genellestirilmis bi-idealidir.



. (f,E) ye § lizerinde bulanik esnek quasi idealdir ancak ve ancak her a € E
i¢in f (a), S nin bulanik quasi idealidir.
. (f,E) ye § iizerinde bulanik esnek interior idealdir ancak ve ancak (f,E),

S nin bulanik interior idealidir.
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BOLUM 3. ARASTIRMA BULGULARI

¢, A min bir iiyelik fonksiyonu olsun. Bu takdirde A, “net” bir kiimedir, ancak g,
“bulanik” bir kavram olarak diisiiniiliir ve i ye, A nin bir bulanik alt kiimesi denir.

Bu tezdeki motivasyon asagidaki sekilde g@rsellestirilmistir,

BULAWIK KDAELER

s N

i: A - [0,1] fonksivon ohnak
ilzere

i) A Jmn bulanmik alt kiimesi

. J

1) (F.A).(U,P) sinifindo bir esnek kiime
2) (f.E), (UB) sintfinda bir bulamk esnek kiime

Bulanik kiime

ESNEK KUMELER

@ (F,A) mn UP-bulcnk

esnek kiimesi

Sekil 3.1. Motivasyon

Bu husustan hareketle, Tanim 3.1.1. de bu teze temel olarak klasik bir esnek kiimenin

bulanik alt kiimesi kavram dnerilmistir. Bu tezde evrensel kiime olarak S yarigrubu

alinmis ve (S, P) esnek ile (.S‘TP) bulanik esnek simflar: {izerinde galisilmistir. A ile

11



S nin tiim bulank esnek alt yangruplarinin kiimesi ve B ile de S nin tiim SP-bulanik
esnek alt yarigruplarinin kiimesi gosterilsin ve (f,E) € A olsun. Bu takdirde her
e € E igin f(e), S nin bulamik alt yarigrubudur. Her e € E igin F(e) = S olarak
tanimlanirsa (F,E), S nin esnek alt yarigrubudur. Her e € E igin f(e), F(e) nin
bulanik alt yarigrubu oldugundan (f,E), (F,E) nin SP-bulanik esnek alt
yarigrubudur. Boylece (f,E) € B elde edilir. Bu tez galismasinda, S {izerindeki
bulanik esnek alt yarigruplarin sinifi yerine daha genis bir simif olan § iizerindeki SP-

bulanik esnek alt yangruplarin sinifinda ¢alisilmistir,

B:s Dzerindeld biitin SP-bulanik esnek alt

vangruplar kiimesi

A: 5 tzerindeki bitan bulanik

esnek alt yangruplar kitmes

Sekil 3.2, Uzerinde ¢ahgilan simif

3.1. SP-Bulanik Esnek Alt Yarigruplar ve idealler

Tamm 3.1.1. (F, A) € (U, P) bir esnek kiime ve (f,E) € (UTP) bir bulanik esnek
kiime olsun. Bu takdirde (f, E), (F, A) nin UP-bulanik esnek alt kiimesidir : &
a. ECAdr

b. ¥ x € E igin f(x), F(x) in bir bulanik alt kiimesidir.

Bu durum (f, E) cyp (F, A) seklinde gosterilir.
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Ornek 3.1.2. Evlerin kiimesi olarak diistiniilen U evreni bes evden olugsun:

U= {hl, hy, ha, hy, hs}. P parametreler kiimesi {e,, e;, €3, €4, €s, €5, €7, €g}
olsun ve burada her bir parametre bir sifat olarak diisiiniilmiis olsun. Omegin
ey, €z, €3, €4, €5, €g, €7, g parametrelerine, sirasiyla; giizel, ucuz, bahgeli, yesil
muhitte bulunan, deniz manzarali, sakin muhitte bulunan, ahsap ve de sehir
merkezinde bulunan 6zellikleri karsihk gelsin. E ={e;, e;,e,} ve A={e,,

e,, €3, €4, e} olmak iizere (F, A) ve (f, E) asagidaki sekilde tanimlansin.

F(ey) = {hy, hy, ks, by, hs),

F(ez) = { hy, b3, hs},

F(e3) = { hy, h; hyl,

F(es) ={ ha, h3, hy, hs},

F(eg) = {hy, ha, h3, by, hs},

fey) = {(r,,0,7), (h;,0,6), (h3,0,5), (hs,0,8), ( hs, 1)},
fez) = {(hy,1).(hs,0,5), ( hs,0,7)},

f(ee) = {(71,0.5),(h;,0.6), (h3,0.8), (4, 0,8), ( hs,0,7)}.

Béylece (F, A) mn UP-bulanik esnek alt kiimesi olan (f, E)
{(glizet evier, f(e, ), (ucuz evler, f(e,)), (sakin muhitte bulunan evler, f(eg))},

kiimesi olarak diisiiniiliir.

Tamm 3.1.3. (f,E) S;p (F,A) olsun. Bu takdirde (F,,E) esnek kiimesine (f, E)
nin a-seviye esnek alt kiimesi denir. Burada F,: E - P(U) doniisiimii her x € E

icin F(x) = {a € F(x) | a < f(x){(a)} olarak tamimianir.

Tanim 3.14. (f,E) Syp (F,A) olsun. x € E olmak iizere her a € F(x) igin
Fé(x): F(x) = [0,1] doniisimii f¢(x)}(a) =1 - f(x)(a) olarak tanimlansin. Bu
takdirde (f€,E) bulanik esnek kiimesine (f,E) min UP-bulamk esnek tiimleyeni
denir ve bu durum (f, E)° := (f€, E) ile gosterilir.
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Teorem 3.1.5. {(f;,E;) : i € A}, (F,A) nin UP-bulanik esnek alt kiimelerinin ailesi
bir olsun. Bu takdirde kisitlanmus kesisim ve kisitlanmig birlesim igin De Morgan
kurallant  saglamr, yani, (Afea(fi, ED))C = VieaUH E)S ve  (Viepa(fi ED)E =
Afea(fin EDE dir.

Ispat. Alea(fi. E)) = (F.E) ve Viea(fuE)€ =(g,B) olsun. Bu takdirde E =
Niea E; = B dir ve x € E igin f(x) = Asep fi(x) ve g(x)=Viea fi* (x) olur. Boylece
Va € F(x) igin

@ =1-fo@=1-(\ fw)@=1 —( £i) (a))

igA

-V - =\ ww@=(\ o)

= g(x)(a)

{EA

oldugundan  (AlA(fi, E))° = Viea(fi E)°  elde  edilir.  Benzer sekilde
(VieaUfi EDYE = Alea(fiy ED)° esitligi elde edilir.

Tamm 3.1.6. (F,A) € (S, P) bir esnek alt yarigrup ve (f, E) € (§,P) bir bulanik
esnek kiime olsun.
1. (f,E),(F,A) min SP-bulamk esnek alt yarigrubudur :<= EC Ave VX EE
i¢in f(x), F(x) in bulanik alt yanigrubudur,
2. (f,E),(F,A) nin SP-bulanik esnek sol (sag) idealidir< EC Ave VXEE
icin £(x), F(x) in bulanik sol (sag) idealidir.
3. (f,E),(F,A) nin SP-bulanik esnek (genellestirilmis) bi-idealidi:< E € A
ve V x € E igin f(x), F(x) in bulanik (genellestirilmis) bi-idealidir.
4. (f,E),(F,A) nin SP-bulanik esnek quasi idealidir: <& E C Ave ¥V x € E igin
f(x), F(x) in bulanik quasi idealidir.
5. (f.E),(F,A) mn SP-bulanik esnek interior idealidir : @ ES Ave YXEE
icin f(x), F(x) in bulanik interior idealidir.
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Teorem 3.1.7. (F;,A,), (F;,A4;) € (S, P) esnek kiimeler, E € 4, N A, ve (F;,4;) ©
(F;,4,) olsun. (f,E),(F;,A;) min SP-bulanik esnek alt yangrubu (sol, sag, bi-,

interior ve quasi ideali) ise (F;, A;) in de SP-bulanik esnek alt yanigrubu (sol, sag, bi-

, interior ve quasi ideali) dir.

Ispat. Agikur.

Teorem 3.1.8. (f, E), (F, A) min SP-bulanik esnek alt kiimesi olsun.

1.

ispat.
1.

Her a € [0,1] igin (F,, E) esnek alt yangrup ise (f,E),(F,A) esnek alt
yarigrubunun bir SP-bulanik esnek alt yarigrubudur. Tersine olarak
(f,E),(F,A) esnek alt yarigrubunun bir SP-bulanik esnek alt yarigrubu
olsun. Bu takdirde eger her x € E igin F,(x) # @ ise her a € [0,1] igin
{F;, E) esnek alt yarigruptur.

Her a € [0,1] igin (F,, E) esnek sol (sag) ideali ise (f,E),(F,A) esnek sol
(sag) idealinin SP-bulanik esnek sol (sag) idealidir.

. Her a € [0,1] igin (F,, E) esnek (genellestirilmis) bi-ideali ise (f, E), (F,A)

esnek (genellestirilmis) bi-idealinin SP-bulanik esnek (genellestirilmis) bi-
idealidir.
Her a € [0,1] icin (F., E) esnek interior ideali ise (f,E),(F,A) esnek

interior idealinin SP-bulanik esnek interior idealidir.

Her a € [0,1] igin (F,, E) esnek alt yarigrup olsun. x € E ve a,b € F(x)
igin @ = f(x)(a) A f(x)(b) olsun. Buradan f(x)(a) = ave f(x)(b) = a
elde edilir. Béylece a,b € F;(x) dir. Her x € E igin F,(x), S nin alt grubu
oldugundan ab € F,(x) dir. Buradan f(x)(ab) = a dir. Yani f(x)(ab) =
FO(a) A f(x)(b) dir. Bu nedenle her x € Eigin f(x): F(x) — [0,1]
bulanik alt yanigruptur. Béylece (f,E),(F,A) nin SP-bulanik esnek alt
yarigrubu oldugu elde edilir,

Tersine olarak her ae[0,1] igin a,b € F;(x) olsun. O zaman f(x)(a) =
a ve f(x)(b) = « olur. Béylece f(x){a) A f(x)(b) = a dir. Her x € E igin
f{x), F(x) in bulanik alt yangrubu oldugundan f(x){(ab) = f(x)(a) A
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F(x)(b) = @ olur. Yani ab € F,(x) dir. Boylece her a¢[0,1] i¢in (F,,E)
esnek alt yarigruptur.

2. Hera € [0,1] icin (F,, E), esnek sol ideal olsun. x € Eve b € F(x) icin
a = f(x)(b) olsun. Buradan b € F,(x) olur. Her x € E igin F,(x), § nin sol
ideali ise hera € F(x) i¢in ab € F,(x) dir. Béylece f(x)(ab) = a olur.
Yanif(x)(ab) = f(x)(b)dir. Bundan dolayr ¥Yx € Eigin f(x): F(x) —
[0,1] bulanik sol idealdir. Bu nedenle (f, E), (F, A) min SP-bulanik esnek sol
idealidir.

3. Her a € [0,1] igin (F,, E), esnek genellestirilmis bi-ideal olsun., x € E ve
a,b,c € F(x) igin a:= f(x)(@) A f(x)(b) olsun. Buradan f(x)(a) =
ave f(x)(b) = a olur. Béylece a,b € F,(x) dir. ¥ x € E igin F,(x), § nin
genellestirilmis  bi-ideali oldugundan acbh € F,(x) dir. Bu nedenle
f(x)(ach) = a dir. Yani a,b,c€ F(x) igin f(x)(ach) = f(x)(a) A
F(x)(c) A f(x)(b) dir. Béylece her x € E igin f(x): F(x) — [0,1], bulamk
genellestirilmis bi-idealdir. Bu nedenle (f, E), (F,A) min SP-bulanik esnek
genellestirilmis bi-idealidir.

4. Her a € [0,1] igin (F,, E), esnek interior ideal olsun. x € E ve b € F(x) igin
a = f(x)(b) olsun. Boylece b € F,(x) olur. Her x € E igin F,(x), S nin
interior ideali oldugundan herhangi a,c € F(x) igin abc € F,(x) olur.
Boylece f(x)(abc) = a dir. Yani f(x)(abc) = f(x)(b). Bundan dolay: her
x€E igin f(x):F(x) — [0,1), bulanik interior idealdir. Bu nedenle
(f, E), (F, A) nin SP-bulanik esnek interior idealidir.

Uyari 3.1.9. Teorem 3.1.8 de (2), (3) ve (4) teki 6nermelerin tersi genel olarak dogru

olmayabilir.

Teorem 3.1.10. Herhangi bir a € A; ve b € A, icin F(a)G(b) = G(b)F(a) seklinde
(F,A;), (G,A3) €(S,P) olsun. (f,E,),(F,A;) in SP-bulanik esnek sag ideali ve
(g,E;).(G.A;) nin SP-bulanik esnek sol ideali ise (f,E;) X (g,E;), (F,A;) %
(G, A;) nin SP-bulanik esnek alt yarigrubudur.
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ispat.

E, X E, € A, X A,. Herhangi bir (a,b) € E; X E; icin u,v € F{a)G(b)

olsun. (f, E;) X (g, E;)=(h, C) olsun. Béylece

h(a, b)(w) A h(a, bY(v) = (f(a) e g(B)) (W) A (f(a) ° g(B))(v)

= (\/ (f@)(t) A g(b)(k))) A (\/(f (a)(s) A g(b)(l)))

u=tk v=si

<| \/ F@s) A gk A f@)(5) A g kD)

u=tk

v=sl
<\ F@errgwwn)= \/ (F@s) A gB)D)
uv=tksl uv=tskl
= h(a, b)(u,v)

elde edilir.
Herhangi bir (a,b) € E; X E; i¢in h(a,b), F(a)G(b) nin bulanik alt yarigrubu
oldugundan (k,C), (F,A;)} % (G, A;) nin SP-bulanik esnek alt yanigrubudur.

Teorem 3.1.11. (f;, E;), her i € A igin (F;, A;) nin SP-bulanik esnek alt yangrubu

olsun.

1.

Ispat.

NieaE; 70 ise Dlen(fi By Nica(FLAD) nin SP-bulanik esnek alt
yarigrubudur.

eer(fi ED)y NEp(Fi Ap) nin SP-bulamk esnek alt yarigrubudur.
NieaE; # 0 ise Ncpa(fi B, NEA(Fi,A) nin SP-bulamk esnek  alt
yarigrubudur.

TTienUfis EDs TTiea(Fin A nin SP-bulanik esnek alt yangrubudur.

. Nen(fE) = (FLE) ve Nica(FiA) = (F,A) olsun. Buradan E =

Niea Ei € Niea A = A olur. Herhangi bir x € E igin a,b € F(x) olsun.
F(x) = Niea Fi(x) oldugundan her a,b€F(x) igin f(x)(ab) =
(Aiea fi0))(ab) = Aiea(fi(x) (ab)) Z Aiea(filx) (@) A fi(x)(B)) =

NieaUfi(x) (@) A Aea(fi(x) (B)) = F(x)(a) A f(x)(b)dir. Buradan x € E
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igin f(x), F(x) in bulanik alt yargrubu oldugunu elde ederiz. Boylece
Nlen(fr EDs NIca(Fi, A)) nin SP-bulanik esnek alt yarigrubudur.

. N E) =(f.E) ve N&A(FLA)=(F,A) olsun. Buradan E =
UieA Ei € Uieadi = Adir.i € A, x € E ve ] = {j € A|x € Ej,i # j} olsun.
Eger x € Ej olursa iki durum sz konusudur: x € Ej \ Uj; E; veya J # @ dir.
x € E;\ Uiy Ej ise F(x) = Fi(x) ve f(x) = fi(x) olur. f(x), F(x) in
bulanik alt yarigrubu oldugundan (f,E), (F,A) min SP-bulanik esnek alt
yarigrubudur. Eger J+# 0 ise F(x) & (ﬂjE,F}(x)) NnF(x) ve f(x)=
(Ajes £;()) A fi(x) olur. Boylece (1) dekine benzer sekilde (f, E), (F,A)
nin  SP-bulanik esnek alt yanigrubu oldugu goriiliir. x € E; olsun. Sonra
F(x) € Njg; Fi(x) ve f(x) = Ajg; fj(x) olur. Buradan (1) dekine benzer
sekilde (f,E), (F,A) min SP-bulanik esnek alt yarigrubu olur.,

. X€E olsun. E =iepEi € Niepadi € UjenAi = A oldugundan x €
Niea A; dir. Boylece f(x) = A fi(x) ve F(x) = Njea Fi(x) olur. Buradan
Aien [i(%), Niea Fi(x) in bulanik alt yarigrubu olur. Béylece (f,E), (F,A4)
nin SP-bulanik esnek alt yarigrubudur.

. Mliealfu E) = (FL.E) ve [liealFiA) = (F,A) olsun. E =[liesEi S
[liea A; = A oldugu agiktir. Herhangi bir (x;)ies € E igin a, b € F((x;)1en)

olsun.
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f((xdiead(@) A F((x)ier)(b)

- (\/ e (/\!.e]fi(xa)) (a)l\(\/ jan (/\I_E]ﬁ-(xl-))) )

et Jhonlu
= \/l o ( /\[_Ejfe(x,-)(a)) A V] o ( /\iejff(xa(b))

_ \/l o ( A\ fw@a\_seoe )

_ \/l o ( ADIOWIOI0) )

< \/l o ( /\iej(f:(xi)(ab))) = \/] o ( /\iejf,-(x.-)) (ab)
= f((x)iea) (ab).

F((xDien)s F((x)iepn) in bulamk alt yarn grubu oldugundan [iex(fi, Eo).
[Tiea(F;, A;) nin SP-bulanik esnek alt yarigrubu olur.

Ornek 3.1.12. (fi,E1), (F, A,) in esnek alt yarigrubu ve (£, E,), (F,, A,) in esnek
alt yarigrubu olsun. U = (Z,+), P = {ey, €5, 63,64}, 4; = {ey,e;}, A, ={e;,e35},
E;, ={e;} ve E,=1{e,} olsun. (F,A;), F,(e;) =47, F,(e;) =3Z seklinde
tammlansin. (F;, A5), F.(e;) = 2Z, Fy(e3) = 5Z seklinde tanimlansin. Bu takdirde
(Fy, Ay) ve (Fy, A3) esnek alt gruplardir.

(f1, E1), asagidaki gibi tanimlansin.

1, JteZ:z=2¢

fi(es): Fies) — [0,1], her z € 3Z icin f,(€2)(2) = {0‘ b

(f2. E;), asagidaki gibi tammlansin.

, AtEZ:z=73t
f2(e2): Fy(ep) — [0,1], her z € 2Z igin f(ex)(2) = {

EN A

, Diger

Bu takdirde (fy,E), (F1,A1) in ve (f2,E;), (Fz,Az) in SP-bulanik esnek alt
yanigruplaridir. (fy, E;) U" (f,, E2)=(f,E) ve (Fy,A,) U (F;, A;)=(F, A) olsun. Bu
durumda A = {e,} = E olup F(e,) = F,(e;) U F;(e,} = 3Z U 2Z dir. Ancak burada
4 € F(e,) olmasina karsin f(e,){4) € [0,1] oldugundan f(e,): F(e;) = [0,1]
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fonksiyonu tamimlh degildir. Béylece (f,E), (F,A) min SP-bulanik esnek alt

yarigrubu degildir.

Teorem 3.1.13. (f}, E;), her i € A igin (F;, A;) nin SP-bulanik esnek sol (sag) ideal

olsun,

Ispat.

Niea i = 0 ise Nign(fi ED, Niea(Fi, A) nin SP-bulanik esnek sol (sag)
idealidir.

Nen (fis ED), NEA(F;, A nin SP-bulanik esnek sol (sap) idealidir.

Niea B = 0 ise Nigy(fin B, NEACF, A) nin SP-bulanik esnek sol (sag)
idealidir.

[Tien (f ED, [iea(Fi, A) nin SP-bulanik esnek sol (sag) idealidir.

. Nen(fi ED) = (f, E) ve Nicp(Fi, A = (F, A) olsun. Teorem 3.1.11. (1) den

E € A dir. Herhangi bir x € E igin a,b € F(x) olsun. F(x)} = N;ep Fi(x)
oldugundan her a,b € F(x) icinf(x)(ab) = (Ajen fi(x)(ab) =

Aiea(fi(x) (@b)) = Aea(fi(x) () = (Asen fi (X)) (B) = f(x)(b) olur.
Buradan her x € £ igin f(x), F(x) in bulanik sol ideali oldugunu elde ederiz.

Boylece Nicp(fis Ei)y NFea(F, A7) nin SP-bulanik esnek sol idealdir.

08 (fi, ED) = (f, E) ve NEA(Fi, AD) = (F, A) olsun. Teorem 3.1.11. (2) den
ECAdir. ieA , x€E ve J={jeAlx € E;,i#j} olsun. Eger x € E;
olursa iki durum séz konusudur: x € E; \ Uiy E; veya | # @ dir. x € E;\
Ui=jE; ise F(x) = Fi(x) ve f(x) = fi(x) dir. Buradan f(x), F(x) in
bulanik sol ideali olur. Béylece (f,E), (F,A) nin SP-bulanik esnek sol
idealidir. Eger J#@ ise F(x) S {NjgFE)NF(K) ve f(x)=
(A;E,f}(x)) A f;(x) olur. Buradan (1) dekine benzer sekilde (f,E), (F,A)
nin SP-bulamk esnek sol ideali oldugu goriilir. x € E; olsun. Bundan dolay:
F(x) € Njes Fi(x) ve f(x) = Ajg; fi(x) olur. Biylece (1) dekine benzer
sekilde (f,E), (F,A) nin SP-bulanik esnek sol ideali olur.

x € E olsun. Teorem 3.1.11. (3) den E € A olur. Bu nedenle x € N;ea 4; dir.
Boylece f(x) =Aieafilx) ve F(x)=NieaFix) olur.  Ageafilx),
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Niea Fi(x) in bulanmik sol idealidir. Béylece (f,E), (F,A) min SP-bulanik

esnek sol ideali olur.
4, ﬁien(fi:Ei) = (f,E) ve [liea(Fi, 4;) = (F, A) olsun. Teorem 3.1.11 (4) den
E € A oldugu agiktir. Herhangi (x;);ex € E igin a,b € F((x;);es) olsun,

F((xDien)(b) = (\/ - (/\iejfl-(x.-))) )

] sonlu

= \/]1;/\1 ((/\iejfi(xi)) (b))
VA VA f.(x.)(b))
] sonlu

(
Ve (AL (itxa))
A

] sonlu

J;A
] sonlu

fl(xi)) (ab) = f((x;)ien) (ab).

F((x)ien)s F((x;)iea) in bulanik sol ideal oldugundan [Tiea(fi, E1) » Mien(Fi A

nin SP-bulanik esnek sol idealidir. SP-bulanik esnek sag idealler igin ispat benzerdir.

Teorem 3.1.14. (f;, E;), her i € A igin {F}, A;) nin SP-bulanik esnek bi-ideal olsun.
1. NieaEi # 0 ise Nicp(fu B, Niea(Fi A nin genellestirilmis SP-bulanik
esnek bi-idealidir.
2. N&n(fi E), NEA(Fr, A nin genellestirilmis SP-bulanik esnek bi-idealidir.
3. NieaEr# 0 ise Nealfi B, NEA(F,A;) nin genellestirilmis SP-bulamk

esnek bi-idealidir.

4. fliea(fir ED)s Tiea(Fi, Ai) nin genellestirilmis SP-bulanik esnek bi-idealidir.

ispat.
1. Dien(fin ED) = (£, E) ve Nig\(Fi, A)) = (F, A) olsun. Teorem 3.1.11. (1) den
E S A. Herhangi x€E igin a,b,c € F(x) olsun. F(x) = Njep Fi(x)
oldugundan her a,b€F(x) igin f(x)(ach) = (Awin fi(x))(ach) =
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3.

Aiea(fi(x) (ach)) = Aiga(fi(x) (@) A £ (X)(B)) = Aiea(fi(x)(@)) A
Nealfi(x))) = f(x)(@) A f(x)(B). Her x€E igin f(x), F(x) in
genellestirilmig bulanik bi-ideali oldugunu elde ederiz. Boylece Mg, (fi, Eo),
Niea(Fi, A;) nin genellestirilmis SP-bulanik esnek bi-idealidir.

N8 (fi ED = (F,E) ve N&A(Fi AD) = (F, Aolsun. Teorem 3.1.11. (2) den
ECAieA ,xEEve_l=[jEA|xEE'j,i=#j}olsun. Eger x € E; olursa
iki durum sz konusudur: x € E; \ Ui E; veya | # @. x € E; \ Ui E; ise
F(x) = Fi(x) ve f(x) = fi(x) tir. £(x), F(x) in genellestirilmis bulamk bi-
ideali oldugundan (f,E), (F,A) nin genellestirilmis SP-bulanik esnek bi-
idealidir. Eger f#@® ise F(x)c (njEJ Fj(x)) NFKx) ve flx)=
(Ajejf:}(x)) A f;(x) olur. Bdylece (1) dekine benzer sekilde (f,E), (F,A)
nin genellestirilmis SP-bulanik esnek bi-ideali oldugu gériiliir. x € E; olsun.
Sonra F(x) S Njey Fj(x) ve f(x) = Aje; fi(x) olur. Boylece (1) dekine
benzer sekilde (f,E), (F,A) nmin genellestirilmis SP-bulanik esnek bi-ideali
olur.

x € E olsun. Teorem 3.1.11. (3) den E € A oldugundan x € N;ep A; dir.
Boylece f(x) =Aieafilx) ve F(x) =NieaFi(x) olur. Asesfi(2),
Niea Fi{x) in genellestirilmis bulanik bi-ideali oldugundan , (£, E), (F,A)
nin genellestirilmis SP-bulanik esnek bi-idealidir.

[liea(fis E) = (£, E) ve [Tiea(FinA;) = (F, A) olsun. Teorem 3.1.11 (4) de
Ec A oldugu gosterildi. Herhangi (x;);ep € E igin a,b,c € F((x;)ien)

olsun.
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F(xDiead(@) A fF((x)iea)(c)

_ (V o (/\I-Ejfi(xi))) (@ /\(V - (/\mﬁcxo)) ©

] sonlu ] sonlu
]g:l ijfi(xi)(a)) A \/Iﬁ:lu (/\EE]fi(xi)(c))

(
ren (( /\w(ﬁ-(x.-)(a))) A ( /\I_Ej(f: (x.-)(c))))

(/\t_a ((AGxD@) A (fi(x;)(c))))
i, (A o)
(

/\iejfi (xi)) (abc) = f((x;)ien)(abe).

FU(x)ier), F((x)ien) in genellestirilmis bulanik bi-ideali oldugundan [J;en(f:, E)s
[1iea(Fi, A;) nin genellestirilmis SP-bulanik esnek bi-ideali olur.

Teorem 3.1.15. (f;, E;), her i € A igin (F;, 4;) nin SP-bulanik esnek quasi ideal

olsun.
L. NieaEi #= 0 ise Nlealfin ED), NIcal(Fi,AD nin SP-bulanik esnek quasi
idealidir.
2. NE&a(fis ED, NEA(F:, Ap) nin SP-bulanik esnek quasi idealidir.
3. NieaBi # 0 ise Niga(fi E), NEA(F A nin SP-bulanik esnek quasi
idealidir.

4. Tliea(fis ED. Tliea(Fi, Af) nin SP-bulanik esnek quasi idealidir.

ispat.
1. ieaUfis E)) = (f, E) ve Nga(Fi, A)) = (F, A) olsun. Teorem 3.1.11. (1) den
E < A. (f;,E;), herhangi i € A igin(F;, A;) nin SP-bulanik esnek quasi ideal
oldugundan her x € E igin (fi(x) e 1) A (10 £;(x)) < fi(x) olur. Herhangi
X € E igin a € F(x) olsun. Béylece

23



(F(x) o 1)(@) = ((Miea fi(x)) © 1)(a@) = Vacke((Aiea DK A 1(2)) =
Va=e (Aieal£i() () A 1(8)) < Aien Vamie (i) () A 1(D) =
Niea((fi0) e (@) = (Aea(fi(x) e 1)(a).  Boylece Aen(filx) 1) 2
f(x)e1l olur. Benzer sekilde /\,-E,\(l ° f}(x)) =1of(x). fi(x)=
(fix) e DA (L fi(x)) 2 Aiealfi(x) e D A Aea(l° i) 2 (Fx) e D A
(1o f(x)) oldugundan f(x) = Ajen fi(x) = (F(x) o D A (10 f(x)) olur.
Her x € E igin f(x), F(x) in bulanik quasi ideali oldugunu elde ederiz.
Boylece Nic\(fi, Ei), Niea(Fi, ADnin SP-bulanik esnek quasi idealidir.

. D& (i ED) = (f, EY ve NEA(Fi, A = (F, A) olsun. Teorem 3.1.11. (2) den
EEA.iEA,xEEve]=[iEA|xEEj,i¢j}olsun. Eger x € E; olursa
iki durum s6z konusudur: x € E; \ U E; veya | # @. x € E; \ Uy E; ise
F(x) =Fi(x) ve f(x)=fi(x) tir. f(x), F(x) in bulanik quasi ideali
oldugundan (f,E), (F,A) nin SP-bulanik quasi idealidir. Eger | # 0 ise
F(x) € (N Fi()) N Fi(x) ve F(x) = (Aje; f;(x)) A fi(x) olur. Baylece
(1) dekine benzer sekilde (f,E), (F,A) mn SP-bulanik esnek quasi ideali
oldugu goriiliir. x & E; olsun. Sonra F(x) < N;¢; Fj(x) ve f(x) = Aje; f;(x)
olur. Bdylece (1) dekine benzer sekilde (f, E), (F,A) min SP-bulamk esnek

quasi ideali olur.

. x € E olsun. Teorem 3.1.11 (3) den E € A oldugundan x € N;ep A4; tir.
Boylece f(x) = Aiea fi(x) ve F(x) = NiepaFi(x) olur.  Ajep fi(x),
Niea Fi(x) in bulanik quasi ideali oldugundan , (f,E), (F, A) nin SP-bulanik
esnek quasi idealidir.

. [lieaUn ED) = (f, E) ve Tliea(Fi, A} = (F,A) olsun. Teorem 3.1.11. (4) den
E < A oldugu agiktir. Herhangi (x;)iep € E i¢in a € F{(x;);ep) olsun.
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((FGdiea) ° 1D A (10 F((x)ien))) (@)
= (F((xien) e (@) A (10 F{(x)ien))

- (\/hktf((xi)iez\) (k) A 1(t))

A (\/a_mnl(m) A f((x)ien) (?1))

V ((V TSA /\.E fiCx:) )(k)m(t))

T soniu

A\/a=m(1(m)/\(\/ ren /\iejfi(xi)) (n))

] sonlu

=V e (N (V f00110))

AV e (A, (V.. 1 nscom))
_\/jr,,_,\l(/\ (fix) » V(@)

"V} = ( /\ (1 f[(xi))(a))

_VT“"‘: (A (GGaen Qe i) @)
s\/r,\!(/\ fit(@)

Vg, N\e)

- (Vrif,’.}u AW (x.-))) (@ = F((x)ien) (@

Her x € E igin (f,E), (F,A) min bulanik quasi ideali oldugunu buluruz. Béylece
(f,E), (F,A) min SP-bulanik esnek quasi ideali olur.
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Teorem 3.1.16. (f;, E;), her { € A igin (F;, A;) nin SP-bulanik esnek interior ideal

olsun.

l.

Ispat.

NieanE: 2 0 ise Nen(fi By Njea(Fi A;) nin SP-bulanik esnek interior
idealidir.

NEea(fis ED)s NEalFi, A nin SP-bulanik esnek interior idealidir.

Nia E; = 0 ise Nen(finE).  Nfep(Fi A nin SP-bulanik esnek interior
idealidir.

[Tiea(fir Eo)s Tiea(Fin A7) nin SP-bulanik esnek interior idealidir.

. Niea(fu E) = (f, E) ve NIealFi A = (F,A) olsun. Teorem 3.1.11. (1) den

EcA. Herhangi x€E igin a,b,c € F(x) olsun. F(x} = Njep Fi(x)
oldugundan her a,b,c € F(x) igin f(x)((ac)b) = (Awea fi(x)((ac)b) =
Aiealfi(0) ((ac)b)) 2 Niealfi®) (€)) = (Niea fi(®))(€) = f(x)(c).  Her
x €E igin f(x), F(x) in bulanik interior ideali oldugunu elde ederiz.
Béylece Nien(fi, E), Niea(Fi, Apdnin SP-bulanik esnek interior idealidir.
Néer(fi, Ei) = (f.E) ve N$cA(Fi, Ap) = (F,A) olsun. Teorem 3.1.11. (2) den
ECA i€eA,x€eE vej={jEA|xEE},i¢j} olsun. Eger x € E; olursa
iki durum sdz konusudur: x € E; \ Ui E; veya | # 0. X € E; \ Uy Ej ise
F(x)} = Fi(x) ve f(x) = fi(x) tir. f(x), F(x) in bulanik interior ideali
oldugundan (f, E), (F, A) nin SP-bulanik esnek interior idealidir. Eger | + @
ise F(x)c (ﬂjej F}(x)) NF(x) ve f(x)= (/\,-E]fj(x)) A fi(x) olur.
Boylece (1) dekine benzer sekilde (f,E), (F,A) nin SP-bulanik esnek
interior ideali oldugu g6riiliir. x & E; olsun. Sonra F(x} € N, Fj(x) ve
f(x) = Ajg; fi(x) olur. Béylece (1) dekine benzer sekilde (f, E), (F,A) min
SP-bulamk esnek interior ideali olur.

x € E olsun. Teorem 3.1.11. (3) den E & A oldugundan x € Nep 4; tir.
Boylece f(x) =Aieafilx) ve F(x) =NaFi(x) olur.  Aeafi(x),
Niep Fi(x) in bulanik interior ideali oldugundan, (f,E), (F,A) nin SP-

bulamik esnek interior idealidir.
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4. [liealfi, ED) = (f.E) ve [TiealFi, A = (F,A) olsun. Teorem 3.1.11 (4) den
E € A oldugu agiktir. Herhangi(x;);es € E icin a, b, ¢ € F((x;)iep) olsun.

F(GxDien)((acdb) = (V e (/\iejﬁcxf))) ((ac)b)

] sanlu

-V o ((A\i) o)

| sonlu

=V o N\, (fe0(@n)

] sonlu

2\/ o N\ (i20)

J soniu

=V s ((/\iejf.-(xi)) (c))

] sonlu

-V e (A i) @

] sonlu

= (\/ JA /\£61ﬁ(xi)) (c) = f((x)iea)(c).

) sonlu

F((xDien), F{x)iep) in bulanik interior ideali oldugundan [J;er(fi E:),

[Miea(F;, A;) nin SP-bulanik esnek interior ideali olur.

Sonu¢ 3.1.17. (f;,E;), her i € A igin (F,A) nin SP-bulanik esnek alt yarigrubu

olsun.
I. NiepE; # O ise ﬁ{eA(}‘}, E}), (F,A) nin SP-bulanik esnek alt yarigrubudur.
2. N&,u(fi. E), (F,A) nin SP-bulanik esnek alt yarigrubudur.

Ispat. ispati teorem 3.1.11 den agiktr.
Sonug 3.1.18. (f;,E;), her i € A igin (F,A) nin SP-bulanik esnek sol (sag) ideali
olsun.

1. Niep Ei # @ ise Niep(fy E), (F,A) nin SP-bulanik esnek sol (sag) idealidir.
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2. Ne&p(fiu ED)s (F,A) nin SP-bulanik esnek sol (sag) idealidir.
ispat. ispati teorem 3.1.13 den aciktir.

Sonu¢ 3.1.19. (f;, E;), her i € A igin (F, A) nin (genellestirilmis) SP-bulanik esnek

bi-ideali olsun.

1. NieaE; # @ ise Niep(fi E), (F,A) nin (genellestirilmis) SP-bulamk esnek
bi-idealidir.
2. Nén(fi. ED), (F,A) nin (genellestirilmis) SP-bulanik esnek bi-idealidir.

Ispat. ispati teorem 3.1.14 ten agiktur.

Sonug 3.1.20. (f;, E;), her i € A igin (F, A) nin SP-bulanik esnek quasi ideali olsun.
. NieaE; # @ ise N, (fi, ED, (F,A) nin SP-bulamk esnek quasi idealidir.
2. N&,(fi B, (F,A) nin SP-bulanik esnek quasi idealidir.

Ispat. Ispat: teorem 3.1.15 ten agiktir.

Sonu¢ 3.1.21. (f;, E;), her i € A igin (F,A) nin SP-bulanik esnek interior ideali

olsun.
. Niea Ei # 0 ise Nlgpy(fiu B, (F, A) nin SP-bulanik esnek interior idealidir.
2. Né&a(fi, ED), (F.A) nin SP-bulanik esnek interior idealidir.

Ispat. ispati teorem 3.1.16 ten agiktir.
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BOLUM 4. TARTISMA VE SONUC

Esnek kiimeler teorisi 1999 yilinda ortaya atildigindan beri birgok ¢alismada etkili
olmustur ve esnek kiimelerin cebirsel geniglemeleri de oldukga ilgi gekmektedir. Bu
tez calismasinda, bir esnek kiimenin UP-bulanik esnek alt kiimesi tanimt yeni bir
kavram olarak &nerilmis ve bir esnek yarigrubun SP-bulanik esnek alt grubu, SP-
bulanmik esnek sol, sag, bi-, quasi, interior idealleri gibi kavramlar tanitiimistir. Bu
tezde dzellikle, bu SP-bulanik esnek alt cebirsel yapilarin ailelerinin kisitlanmis ve
genigletilmis birlesimlerinin; kisitlanmis ve genisletilmis kesisimlerinin ve de
¢arpimlarinin bazi ternel 6zellikleri incelenmigtir. Bu tez galismasinda, S {izerindeki
bulanik esnek alt yarigruplarin sinifi yerine daha genis bir sinif olan S tizerindeki SP-

bulanik esnek alt yangruplarin simfinda galisilmagtir.

§ lizerindeki SP-bulanik esnek alt yangruplarin sinifinda asallik, yari asalhk ve quasi
asallik zelliklerini inceleyerek bu konudaki ¢aligmalar siirdiiriilebilir. Dahasi; grup,
halka, modiil gibi cebirsel yapilarda benzer siniflar tanimlanarak yeni sonuglar
sonuglar elde edilebilir. Ayrica, SP-bulamk esnek alt kiimelerin uygulamalarda

saglayaca@ faydalar arastirifabilecek bir diger konudur.

Bu tezdeki bulgular 27-29 Haziran 2018’de Ordu’da diizenlenen “ International
Conference on Mathematics Education (ICMME-2018) ” konferansinda bildiri
olarak sunulmus olup tam metin olarak Turkish Journal of Mathematics & Computer

Science (TIMCS) dergisinde yayinlanmistir. (Bakiniz [35]).
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