T.C.
AKDENIZ UNIVERSITESI

SPIN-1 BLUME-CAPEL VE KARMA SPIN (1, 1) ISING MODELLERININ
TERMODINAMIK GEOMETRI CERCEVESINDE INCELENMESI

Tugce AKKURT

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

FiZiK ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS TEZI

HAZIRAN 2024
ANTALYA



T.C.
AKDENIZ UNIVERSITESI

SPIN-1 BLUME-CAPEL VE KARMA SPIN (1, 1) ISING MODELLERININ
TERMODINAMIK GEOMETRI CERCEVESINDE INCELENMESI

Tugce AKKURT

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

FiZiK ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS TEZI

HAZIRAN 2024
ANTALYA



T.C.
AKDENIZ UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

SPIN-1 BLUME-CAPEL VE KARMA SPIN (1, 1) ISING MODELLERININ
TERMODINAMIK GEOMETRI CERCEVESINDE INCELENMESI

Tugce AKKURT

FiZiK ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS TEZI

HAZIRAN 2024



T.C.
AKDENIZ UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

SPIN-1 BLUME-CAPEL VE KARMA SPIN (1, 1) ISING MODELLERININ
TERMODINAMIK GEOMETRI CERCEVESINDE INCELENMESI

Tugce AKKURT

FiZiK ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS TEZI

Bu tez ..../..../20... tarthinde jiiri tarafindan Oybirligi ile kabul edilmistir.

Prof. Dr. Riza ERDEM (Danisman)
Prof. Dr. Cesur EKIZ
Dog. Dr. Yusuf KUCUKAKCA



OZET

SPIN-1 BLUME-CAPEL VE KARMA SPIN (1, 1) ISING MODELLERININ
TERMODINAMIK GEOMETRI CERCEVESINDE INCELENMESI

Tugce AKKURT

Yiiksek Lisans Tezi, Fizik Anabilim Dah
Damisman: Prof. Dr. Riza ERDEM

Haziran 2024, 62 sayfa

Spin-1 Blume-Capel ve karma spin (%7 1) Ising modelleri Ruppeiner formaliz-
mindeki termodinamik geometri kullanilarak incelendi. Her iki modelin diizen paramet-
resi uzaylari i¢in termal metrik tensorler tiiretildi ve karsilik gelen termodinamik egrilikler
veya Ricci skalerleri (R) hesaplandi. Bunlar, birinci- ve ikinci-dereceden faz gegisleri de
dahil olmak iizere gesitli parametre araliklari icin incelendi. Ikinci-dereceden faz gegisine
ve iiclii kritik noktaya yaklasirken R sonsuza (R — +o00) dogru egilim gostermekte-
dir. Ricci skalerinde manyetik ve kristal alana bagimli genis ekstremumlarin yam sira
birinci-dereceden faz gegisleriyle baglantili isaret degisikliklerine sahip sonlu sigcramalar

da bulundu. Son olarak, kritik topolojiyi iceren geometrik faz diyagramlar1 sunuldu.
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ABSTRACT

INVESTIGATION OF SPIN-1 BLUME-CAPEL AND MIXED SPIN (%, 1) ISING
MODELS IN THE FRAMEWORK OF THERMODYNAMIC GEOMETRY

Tugce AKKURT
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Supervisor: Prof. Dr. Riza ERDEM
June 2024, 62 pages

Spin-1 Blume-Capel and mixed spin (£, 1) Ising models are studied making use
of thermodynamic geometry in the Ruppeiner formalism. Thermal metric tensors are de-
rived and corresponding thermodynamic curvatures or Ricci scalars (RR) are computed for
the order parameter spaces of both models. These are investigated for various parame-
ter regimes, including the first- and second-order phase transitions. R tends towards plus
infinity (R — +o00) while approaching the second-order phase transition and tricritical
point. Finite jumps with sign changes connected with first-order phase transitions as well
as magnetic and crystal field dependent broad extrema in the Ricci scalar are also found.

Finally, geometric phase diagrams including critical topology are presented.
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GIRIS T. AKKURT

1. GIRIS

Fiziksel kooperatif olaylarin anlasilabilmesi icin tek veya karma spin sistemle-
rinin termodinamigi ve bunlarin manyetik 6zelliklerinin incelenmesi olduk¢a onemlidir.
Bu amaca yonelik olarak, fizikte bir¢ok teori ve model gelistirilmistir. Manyetizma i¢in
vazgecilmez bir ara¢ olan Ising modeli, bunlarin basinda gelir. Bu fiziksel model ilk yilla-
rinda, bilim insanlarindan bazilar1 tarafindan temel teorilerle celistigi diisiiniilerek kabul
gormezken, biiylik cogunlugu tarafindan gercek¢i bulundu. Ising modeline yonelik bu tu-
tumlar, modelin gelisimine 6nemli bir firsat sundu. Dolayisiyla Ising modeli, kuantum
mekaniginin dogusuyla birlikte daha saglam teorik temeller lizerine kuruldu ve temsil et-
tigi fiziksel olaylar1 aciklama acisindan biiyiik degisimler gegirdi. Onceden Lenz-Ising
modeli seklinde adlandirilan bu spin modeli, ferromanyetik malzemelerde faz gecisini
aciklayabilmek i¢in Ising’e doktora tezi konusu olarak verilmesine dayanir. Boylece, Ising
bu problemi bir-boyutta spini S = 1/2 olan manyetik momentlerden olusan bir zincir tize-
rinde ele alarak kesin ¢oziimiinii yapt1 (Ising 1925). Coziim sonucuna gore, Ising sadece
stfir sicaklikta faz doniisiimiiniin ortaya ¢iktigini gordii fakat sonlu sicaklikta faz gecisinin
meydana gelmeyecegini diisiinerek yliksek boyutlu orgiiler icin hatali bir varsayimda bu-
lundu. Bu hatal1 varsayim, modelin iki-boyutlu kare orgii iizerinde tek diizen parametreli
spin—% Ising modelinin tam ¢oziimii Onsager tarafindan yapilana kadar yaklagik yirmi yil
boyunca arastirilmasim kisitladi. Boylece, spinler arasi etkilesimin kisa menzilli karak-
terine ragmen sifir manyetik alanda faz gegis sicakliginin elde edilmesinin ardindan du-
rum olumlu yonde degismis oldu (Onsager 1944). Daha sonra ilginin giderek artmasiyla
Domb (1960) tarafindan bal petegi ve ticgen oOrgiiler iizerinde de ¢oziimleri yapilarak mo-
del 6nemli derecede zenginlesti. ilerleyen yillarda Ising modeli, yeni cesitlerinin ortaya
cikmasi ve bunlarin fizikte pek cok olayla ortiisen yanlarinin olmasi ile giiniimiizde halen
calisilan aktif bir saha haline gelmistir.

Bilindigi gibi Ising modeli, spin degerinin artmasiyla (S > 1/2) Hamilton-
yeninde bulunan etkilesme parametrelerine ve icerdigi diizen parametresi sayisina gore
farkli isimler alir. Ornegin bilineer (J) ve bikuadratik (/) etkilesim parametrelerini ige-
ren spin modeli kristal alan (D) varlidinda iki diizen parametreli Blume-Emery-Griffiths

(BEG) modeli olarak adlandirilir (Blume vd 1971). K = 0 durumunda BEG modeli,
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Blume-Capel (BC) modeline doniisiir (Blume 1966; Capel 1966). Giiniimiizde, tek spin
degerine sahip spin—% Ising, BEG ve BC modellerinden farkli olarak degisik spin degerleri
iceren karma spinli ve ikiden fazla diizen parametreli Ising modelleri de istatistik fizigin
yogun calisilan konular1 arasinda bulunmaktadir. Karma spinli sistemler, A ve B gibi i¢
ice gegmis iki alt 6rgii iizerinde tanimlanirlar ve es olmayan spin degerlerine (S4 # Sp)
sahiptirler. Fazla iizerinde durulmasinin nedenleri arasinda, tek orgiilii spin sistemlerine
gore daha az 6teleme simetrisine sahip olmalari ve bunlarda goriilmeyen bircok yeni fizik-
sel olaylarin gozlenmesidir. Ornegin, ferrimanyetik yapiya sahip bilesiklerde kompanzas-
yon (telafi) sicakliklarinin varligi gibi karmasik olaylarin incelenmesi i¢in ¢cok durumlu ve
fazla sayida diizen parametresi iceren bir karma spin modeline gereksinim duyulur. Ikinci
neden olarak, karma spinli sistemlerin molekiiler tabanli manyetik malzemeleri ¢aligmak
icin faydal 6zellikler sunmasi gosterilebilir (Kaneyoshi ve Nakamura 1998).

Diger taraftan, fiziksel sistemler i¢in termodinamik parametre uzayi tanimlama
ve Ricci skaleri (R) hesabinin maddenin faz yapisina etkili bir geometrik bakis agisi ge-
tirdigi bilinmektedir (Ruppeiner 1995; Kaviani ve Dalafi-Rezaie 1999; Mirza ve Moham-
madzadeh 2008; Ruppeiner vd 2012; May vd 2013; de Leon ve Vega 2022). Termodina-
mik egrilik ya da egrilik skaleri ad1 da verilen bu matematiksel nicelik, denge istatistik
teori ve termodinamik geometrinin birlestirilmesiyle ortaya ¢ikan bir yontemle bulunabil-
mektedir. Bu yol ile yakin zamanda, tek spin modellerinden ferromanyetik ve antiferro-
manyetik spin—% Ising modelleri icin sirasiyla iki-boyutlu (2D) ve ii¢c-boyutlu (3D) diizen
parametresi uzaylari secilerek metrikler tiiretildi ve bu metriklerle elde edilen termodina-
mik egriliklerin sirasiyla Curie ve Néel sicakliklari yakinlarindaki davranislar: arastirildi
(Erdem 2018a,b, 2019). Daha sonra, ayni1 islemler spin-1 BEG modeline genisletilerek,
2D diizen parametresi uzayinda tiiretilen /2 niceliginin kritik, ticlii kritik ve ¢oklu kritik
nokta yakinlarindaki davraniglar: niimerik olarak incelendi (Erdem ve Alata 2020; Alata
2022; Alata vd 2023).

Yukaridaki referanslar 1s181nda hazirlanan tezde, daha 6nce sadece spin zincir-
leri olarak R-diyagramlari elde edilen (Ugurlu 2019) S = 1 BC modeli ve daha karmagik
bir yapiya sahip olan karma spin (%, 1) Ising sistemi Ruppeiner formalizmine dayali ter-
modinamik geometri (TG) kullanilarak kapsamli olarak incelendi. Once, BC modeli icin

2D diizen parametresi uzay1 ve daha sonra karma spin sistemi i¢in 3D diizen parametresi
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uzay1 secilerek Gibbs serbest enerji fonksiyonelleri vasitasiyla metrik tensorler belirlendi.
Tensor bilesenleri ve bunlarin tiirevleri yardimiyla da sirasiyla Christoffel Sembolleri, Ri-
emann Egrilik Tensorii, Riccl Tensorii ve Ricci skaleri ayr ayn tiiretildi. R’ nin indirgen-
mis sicakliga, indirgenmis kristal alana ve indirgenmis manyetik alana gore degisimleri
ozellikle ¢ok diisiik sicakliklardaki ve faz doniisiim noktalar1 yakinlarindaki davraniglar
incelendi. Ortaya c¢ikan sekillerden, R’nin diizenli ve diizensiz fazlardaki isareti, varsa
yapmis oldugu maksimum ve minimum noktalar tespit edildi. Tiim sonuclar, geometrik
faz diyagramlarinda toplanarak ayrintili analizi yapildi. Ele alinan her iki spin sistemi-
nin sonuglarinin birbirleriyle benzerligi ve diger spin sistemleri ile uyumlu olup olmadig1
arastirildi.

Bu giris bilgilerinden sonra 2. boliimde, kaynak taramasi yapilarak tezde kulla-
nilan iki spin sistemi ve termodinamik geometri ile ilgili giiniimiize kadar yapilmis olan
onemli ¢calismalar hakkinda literatiir bilgisi verildi. 3. Boliimde, S = 1 BC ve karma spin
(%, 1) Ising modelleri ve bunlarin denge ozellikleri ile termodinamik geometri hakkinda
genel bilgi sunuldu. 4. Boliimde tezde elde edilen bulgular detaylandirilarak analiz edildi.
Son boliimde tezde yapilanlar ve ortaya cikarilan sonuglar kisaca 6zetlenerek gelecekte

konu ile ilgili yapilabilecek caligmalar hakkindaki goriisler siralandi.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bircok fiziksel sistemde ortaya c¢ikan faz gecislerinin incelenebilmesi i¢in, en az ii¢
durumlu ve iki diizen parametreli bir spin modeline ihtiya¢ duyulur. Bu modellerden birisi
ve en basit olan1 kuadrupolar etkilesme olmadig1 durumda tanimlanan spin-1 BC modeli-
dir. Ik olarak Blume (1966) ve Capel (1966) tarafindan birbirinden bagimsiz olarak ileri
stiriilmiistiir. Spin-1 BC modeli, bu ana kadar istatistik mekanikte gelistirilen bircok farkli
yaklagim ve simiilasyon metotlar1 ile incelendi. En cok kullanilan tekniklerden ortalama
alan yaklagimi (MFA) (Capel 1967; Kaufman ve Kanner 1990; Plascak vd 1993; Ekiz vd
2001), Bethe-Peierls yaklasimi (Du vd 2003), etkin alan teorisi (EFT) (Siqueira ve Fit-
tipaldi 1986a; Costabile vd 2014), renormalizasyon grubu (RG) (De Alcantara Bonfim
1985; Branco ve Boechat 1997), Monte-Carlo (MC) simiilasyonu (Kimel vd 1987; De-
serno 1997; Lara ve Plascak 1998; Silva vd 2006; Zierenberg vd 2017) ve seri acilimlari
(Saul vd 1974) modelin denge 6zelliklerini acik¢a ortaya koymustur. Bu 6zelliklerden
bazilar, ti¢lii kritik noktanin varligi, birinci-derece faz gegisleri, yeniden girilme olay-
lar1, yar1 kararli ve kararsiz durumlarin meydana gelmesi seklinde siralanabilir. Ayrica,
BC modeli yilizey merkezli kiibik 6rgii (Jain ve Landau 1980), basit kiibik orgii (Wang
ve Kimel 1991), kare orgii (Yiiksel vd 2009), Bethe orgiisii (Albayrak 2011), icgen orgii
(Theodorakis ve Fytas 2012; Zukovi¢ ve Bobdk 2013), elmas orgii (Santos vd 2017) ve
Cayley agac1 (Ekiz ve Onderisik 2021) gibi cesitli orgii tiirleri iizerinde de ¢aligildi. Tek
spin sistemlerine paralel olarak ortaya ¢ikan ve gelisen iki alt orgiiye sahip karma spin
(%, 1) Ising modeli de kritik olaylar agisindan BC modeliyle benzer 6zelliklere sahip-
tir. Ozellikle, MFA (Plascak 1993; Ekiz ve Keskin 2003; Kasama vd 2006; Bahmad vd
2008), EFT (Siqueira ve Fittipaldi 1986b; Kaneyoshi 1987; Bobak ve JurciSin 1997; Ertas
ve Keskin 2015), RG (Boechat vd 2000; Akimenko vd 2021), MC (Zhang ve Yang 1993;
Oitmaa 2005; Selke ve Oitmaa 2010; Gharaibeh vd 2022) ve seri agilimlar1 (Schofield ve
Bowers 1981; Oitmaa ve Enting 2006) ile yapilan caligmalarda BC modelinde goriilen
ticlii kritik nokta yaninda yeniden girilme davranigt bulundu. Bunlarin disinda, tek spin
sistemlerinde goriilmeyen ancak karma spin sistemlerinde ortaya ¢ikan kompanzasyon
sicakliginin varlig farkli metotlar ile dogruland: (Kaneyoshi ve Chen 1991; Godoy vd

2004). ilave olarak, ayn1 model gesitli 6rgii tiirleri iizerinde de ¢oziimlendi. Bunlardan bal
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petegi orgiisii (Benyoussef vd 1994a; Xin vd 1998), kare orgii (Benayad vd 1989; Ben-
youssef vd 1994b), lineer zincir yaklasimi (Strecka vd 2004), Cayley agaci (Ekiz 2005),
dekore edilmis orgii (Strecka vd 2009) ve Bethe orgiisii (da Silva ve Salinas 1991; Ekiz
vd 2009; StreCka ve Ekiz 2012) iizerinde yapilan ¢oziimler faz gecisleri ile ilgili gesitli
ozgiin fiziksel sonuglar icermektedir.

Diger taraftan, Oklid-dis1 geometrilerden biri olan Riemann geometrisine daya-
narak gelistirilen termodinamik geometri, giiniimiizde faz gegisleri ve kritik olaylara ge-
ometrik bir bakis acis1 kazandirmaktadir. Termodinamikte geometrik yaklasimin dikkate
alinmasiyla metrik bir yapinin tanimlanmasi, 6nce Weinhold (1975) tarafindan baglatildi
ve sonra Ruppeiner (1979, 1995) tarafindan 1sisal dalgalanma teorisiyle iligkilendirile-
rek genigletildi. Boylece, bir termodinamik sistemin Riemann uzayinin manifoldlari ile
tanimlanabilecegi ve bu manifoldlarin egriliginin (R), termodinamik potansiyellerin tii-
revleri yardimiyla hesaplanabilecegi gosterildi. Bu alandaki ilk egrilik hesaplari, klasik
ideal ve ideal paramanyetik gazlar icin yapildi (Mijatovi¢ vd 1987; Ruppeiner ve Davis
1990). Daha sonra, faz gecisleri ve kritik olaylarin meydana geldigi termodinamik sis-
temler TG yardimiyla incelenmeye baglandi. Bu baglamda, gercek gazlar ve bazi basit
manyetik sistemler i¢in R hesab1 yapilarak kritik nokta yakinlarinda R’nin +o00’a dogru
bir egilim gosterdigi gozlemlendi (Janyszek 1990). Ayni iraksama 6zelligi iki bilesenli
bir s1v1 karisimi i¢in de gosterildi (Ginoza 1993). Yapilan tiim bu ¢alismalar 1s181nda, R
egriligi fiziksel olarak parcaciklar arasindaki etkilesimin bir ol¢iisii olarak tanimlandi ve
ayrica, isaretinin de molekiillerarasi etkilesimlerin ¢ekici (R < 0) veya itici (R > 0)
oldugunu belirlemede onemli oldugu vurgulandi (Ruppeiner 2012). Sonra, bir Lennard-
Jones sistemi i¢in hesaplanan termodinamik egrilik ifadesi kullanilarak R > 0 ve R < 0
arasindaki gecisler faz diyagramlarinda agikca gosterildi (May vd 2013). Dolayisiyla, ter-
modinamik faz diyagramlarin1 2 > 0 ve R < 0 bolgeleri olarak R = 0 ¢izgisi (yani sifir
egrilik cizgisi) ile ayirmak miimkiin hale geldi. Boylece ortaya ¢ikan yeni faz diyagramina
"Geometrik Faz Diyagrami" ismi verildi (Brody ve Hook 2008).

Son yillarda yukarida deginilen ¢alismalar haricinde, spin modellerinin TG ile
incelenmesinde siirekli bir artig oldu. 1989 yilinda bu konuyla ilgili yapilan ilk ¢calismada,
kisa menzilli 1D Ising modeli ve uzun menzil etkilesimli ortalama alan spin—% Ising mo-

deli ele alind1 (Janyszek ve Mrugata 1989). Her 1iki model icin birer skaler egrilik tiire-
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tilerek bunlarin kritik nokta civarinda 4+-o0c0’a dogru bir rraksama davranig1 gosterdikleri
dogrulandi. Ayrica, ayni ¢alismada boyle bir analizin istatistiksel mekanige matematiksel
olarak bir bakis acis1 kazandirdig1 vurgulandi ve R’nin bir¢ok model i¢in de uygulanabi-
lecegi yorumu yapildi. Bu yorum ile, verilen kisa bir aradan sonra manyetik modellerde
egrilik skalerinin incelenmesine 2000’11 yillarda tekrar baglandi. Ayn1 konudaki caligma-
lar hizlanarak devam etti (Brody ve Ritz 2003; Mirza ve Talaei 2013; Dey vd 2013). 2018
yilinda, ferromanyetik ve antiferromanyetik Ising modelleri i¢in Bethe tipi bir serbest
enerji yardimiyla termodinamik egrilik ifadesi hesaplanarak sirasiyla Curie ve Néel si-
cakliklar1 yakinlarindaki davranisi analitik olarak irdelendi (Erdem 2018a,b). Daha sonra,
ferromanyetik Ising modeli i¢in manyetizasyon ve korelasyon fonksiyonunun olusturdugu
iki-boyutlu bir faz uzayinda metrik tanimlanarak Ricci skaleri 6rgii koordinasyon sayisi
cinsinden tiiretildi (Erdem 2019). Ayn1 metot yardimiyla, izotropik BEG modeli iizerinde
Ricci skalerinin sicaklikla degisimi ¢esitli ¢iftlenim oran sabitleri i¢in incelendi. Yine bu
model i¢in bulunan sonuglarda, 2’ nin iraksama ve atlama davranislarinin oldugu gortildii
(Erdem ve Alata 2020). Bu ¢alismanin bir devami, kristal alan altinda spin-1 BEG modeli
icin kritik ve ¢oklu kritik topolojiyi iceren geometrik faz diyagramlar1 seklinde sunuldu
(Alata vd 2023). 2022 yilinda, 1D BEG modeli i¢in iig-boyutlu sicaklik, manyetik alan
ve kristal alandan olusan bir uzay tanimlanarak Ricci skalerinin davranisi kapsaml se-
kilde gosterildi (Sanwari ve Sahay 2022a,b). Bir bagka arastirmada ise, spin Otesi gecis
ozelligi gosteren katilar Ruppeiner formalizmine dayali TG yardimiyla ¢alisildi (Erdem
2022). Miknatislanma ve sicakligin olusturdugu termodinamik parametre uzayinda Ricci
skaleri R tiiretildi ve bu niceligin yiiksek spin/diisiik spin gecis ¢izgisi boyunca davranisi

incelendi.
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3. MATERYAL VE METOT

Sunulan tezde, arastirma materyali olarak ferromanyetik durumda tek orgiilii spin-
1 Blume-Capel modeli ve iki alt 6rgiilii karma spin (%, 1) Ising sistemi se¢ildiginden bu
boliimde Once s6z konusu spin sistemlerinin Hamiltonyenleri, denge durumunda sergile-
dikleri davraniglar ve ortaya c¢ikan faz diyagramlar: verildi, daha sonra metot olarak kul-
lanilan termodinamik geometri hakkindaki temel bilgiler ve bunlarin bazi basit 6rnekleri

Ozetlendi.

3.1. Spin-1 Blume-Capel Modeli

Spin sayis1 N olan bir 6rgii iizerinde tanimlanan spin-1 BC sistemi icin kullanilan

Hamiltonyen manyetik alan (H) varhginda (Ekiz vd 2001)

H:—%ZsiSﬁDZsf—HZsi, (3.1)

(i5) i i
seklindedir. Burada her bir 6rgii noktasindaki spinler S;= —1,0, +1 degerlerinden birini
alabilirler. Hamiltonyendeki ilk terim ¢ ve 7 noktalarinda bulunan spinler arasinda olan
bilineer etkilesmeyi, ikinci terim kristal alani yani tek iyon anizotropiyi ve son terim ise
dis manyetik alan1 temsil etmektedir. , T, S, M ve @) sirastyla i¢ enerji, mutlak sicaklik,
entropi, dipol moment ve kuadrupol moment olmak iizere Gibbs enerji fonksiyonelinin

genel ifadesi agsagidaki gibidir:
G=FE-TS—-HM+ DQ. (3.2)
Burada S = Ns, M = Nm ve () = Nq olup sistemin diizen parametreleri

m=(S;), q= <(S,)2> , (3.3)

seklinde tanimlanirken s spin bagina entropiyi temsil eder. (3.3)’deki (...) gOsterimi ise
"termal beklenen deger" anlamina gelir. (3.2) ifadesi, MFA altinda diizen parametrelerinin

bir fonksiyonu olarak

) = == g +0) (") (") - g - )

+ (q;m>ln (q;m)] — hm + dg, (3.4)
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seklinde yazilabilir. (3.4)’de § = kgT/J indirgenmis sicakligi (kg Boltzmann sabiti),
h = H/J indirgenmis manyetik alan1 ve d = D/J indirgenmis kristal alan1 temsil eder.

Sistem dengede oldugu zaman serbest enerji minimum olacagindan diizen parametreleri-

of\ _ ZAN
@ @ e

esitlikleri kullanilarak bulunur. Boylece (3.5) esitliklerinden

nin denge durumu degerleri

h 2(1 —
m — tanh (E)) /0 — (—Q)h, (3.6)
q 0 gsech (%)

elde edilir. Bunlarin matematiksel bir diizenleme ile asagidaki 6z-uyumlu denklem takimi

ile 6zdes oldugu gosterilebilir:

___ 2sinh(BJm + Bh)
" cosh(BJm + Bh) + ebJd’ 3.7
2 cosh(BJm + fh) s

‘S 2 cosh(BJm + Bh) + eBJd
Burada 8 = 1/kgT"dir. (3.7) ve (3.8) denklemlerinin niimerik ¢oziimlerinden m ve ¢’nun
(0,d, h) parametrelerine gore degisimleri bulunabilir. Ortaya ¢ikan grafiksel sonuglardan
sistemin denge Ozellikleri yani kararli, yar1 kararli ve kararsiz durumlar: tespit edilebilir.
(3.7) ve (3.8) denklemlerinin niimerik ¢oziimleri Ekiz vd (2001)’de sunularak kararli,
yar1 kararli ve kararsiz durumlar, serbest enerji analizi ve durulma egrileri kullanilarak
siniflandirilmigtir. Bu caligma esas alinarak agagida manyetik alan varliginda (h # 0) ve
yoklugunda (h = 0) sadece kararli ¢6ziimler tekrar elde edildi.

I1k olarak, secilen baz1 d degerleri i¢in m ve ¢’nun indirgenmis sicaklik ’ya gore
degisimleri Sekil 3.1 ve Sekil 3.2°de gosterildi. Buna gore, 0 < d < 0.50 araliginda elde
edilen sonuglarda A = 0 durumunda m ve g kendi doyum degerlerinden (m ~ 1 ve ¢ ~
1) baslayarak sicaklik arttikca siirekli olarak azalirlar (Sekil 3.1’deki tiim yesil egriler).
Sirasiyla Sekil 3.1 (a) ve (d)’de goriildiigii gibi, bir kritik sicaklikta m sifir olurken ¢
sonlu bir degerde sivri u¢ yapar ardindan ¢ = 2/3 degerine dogru artmaya baglar. 0 <
d < 0.463 araliginda meydana gelen bu fiziksel olaya ferromanyetik (FM) fazdan (m >

0,q > 0) paramanyetik (PM) faza (m = 0,q > 0) siirekli (ikinci-derece) faz gegisi adi
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Sekil 3.1. BC modeli i¢in manyetik alan varliginda (h # 0) ve yoklugunda (h = 0) farkli
d degerleri kullanilarak elde edilen m ve ¢’nun indirgenmis sicaklik 6’ya gore degisimi.
Diisey noktali ¢izgiler faz gecis sicakliklarini ve yatay noktali ¢izgiler ise ¢ = 2/3 dege-

rini gosterir. 0 < d < 0.50 9
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1,
d=0.60 h=0
d=0.65
0.8
d=0.70
0.6+
S
0.4+ 970
0.2
0 m=0
0 01 02 03 04 05 06 07
0

Sekil 3.2. BC modeli i¢cin manyetik alan yoklugunda (h = 0) farkli d degerleri kullanila-
rak elde edilen m ve ¢’nun @’ya gore degisimi. Yatay noktal ¢izgi ise ¢ = 2/3 degerini

gosterir. 0.50 < d < 1

(a) } (b)
0.8
.06
S :
0.41 :
| q
0.2 3
0=0.293 3
0 T T T T — T T 0 T T T T T T T
0 01 02 03 04 05 06 0.7 0 01 02 03 04 05 06 0.7

d d

Sekil 3.3. BC modelinde, & = 0 i¢in m ve ¢’nun farkli sicakliklarda d’ye gore degisimi.
Diisey noktali cizgiler faz gecislerinin meydana geldigi d degerlerini gosterir. (a) 6 =

0.293, (b) 0 = 0.451

10
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0.75
PM

0.50+

, TCP

0.251 M

h=0

0~ \ \ \ \ \
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Sekil 3.4. BC sisteminin (d, #) diizlemindeki faz diyagrami. Noktali ve siirekli cizgiler
sirastyla birinci- ve ikinci-derece faz gecisine karsilik gelmektedir. Mavi nokta tiglii kritik

nokta TCP’yi gostermektedir

verilir. d = 0.463 degerinde, siirekli faz gecisi sonlanir ve spin sistemi bir tiglii kritik
noktaya (TCP) sahiptir (Sekil 3.1 (b) ve (e)). Ote yandan, 0.463 < d < 0.50 araliginda
m diizen parametresi belli bir sicaklik degerinde aniden sifira diiserken (Sekil 3.1 (c))
q diizen parametresi ayn1 sicaklikta daha kiiciik bagka bir sonlu degere (Sekil 3.1 (f))
atlar. Bu fiziksel olay ise, siireksiz (birinci-derece) faz gecisi olarak bilinir. Siireksizligin
ortaya ¢iktif1 noktadan sonra daima m = 0 olurken, ¢ parametresi 2/3 degerine kadar
yiikselir. Manyetik alan varlifinda, sistemde meydana gelen tiim faz gecisleri kaybolur ve
her zaman m > 0 ve ¢ > 0 (Sekil 3.1°deki tiim kirmiz1 ve mavi egriler). Faz gecisinin
olmadi1 bir bagka durum (m = 0, ¢ > 0) sifir manyetik alanda 0.50 < d < 1 aralif1 i¢in
yapilan hesaplamalarda gozlenir (Sekil 3.2).

Ikinci olarak, m ve ¢ parametrelerinin d’ye baglilig1 da incelenebilir (Sekil 3.3).
Buna gore, 6 = 0.293 secildiginde d = 0.470 degerinde birinci-derece (Sekil 3.3 (a))
ve ¢ = 0.451 oldugunda do = 0.4 degerinde ikinci-derece (Sekil 3.3 (b)) faz gecisi
meydana gelir. Ayrica, sekillerden 6 degerleri arttikca m ve ¢’nun doyum degerlerinin
azaldig farkedilir.

Buraya kadar bahsedilen faz gecisi 6zellikleri, Sekil 3.4’deki (d, 0) diizlemi iize-

rinde verilen faz diyagraminda da agikca goriilebilir. Sekle gore, spin-1 BC modeli ikinci-

11
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1 d=0.40 0.91 d=0.40 (b)
0.8+
0.51
0.71
S 0 S

0.6

: 60=0.435 0= 0.435

-0.51 :60.=0.451 : e
05 . C 0.5 )/ 6.=0.451
6=0.500

6=0.500

- 0.4

203 -02-0.1 00 0.1 02 03 03 <02 -0.1 0.0 0.1 02 03

h h

Sekil 3.5. BC modeli i¢in d = 0.40 degerinde farkli 6 degerleri kullanilarak elde edilen
m ve ¢’nun manyetik alan i’ye gore de8isimi. Diisey noktali ¢izgiler h = 0 durumunu

gosterir

derece faz gegisine ilave olarak birinci-derece faz gegisi icermesinden dolay1 spin-1/2
Ising modeline gore daha zengin bir faz diyagramina sahiptir. Birinci- ve ikinci-derece
faz gecisi cizgileri, (d, 0) = (0.463, 0.327) noktasinda konumlanan TCP’de birlesmekte-
dir. Spin sistemi, bu birlesik ¢izginin altinda FM fazinda, iizerinde PM fazinda bulunur.
Son olarak, Sekil 3.5’de d = 0.40 degeri kullanilarak ii¢ farkli 6 degeri icin m
ve ¢’nun indirgenmis manyetik alan h’ye gore degisimi gosterildi. Sekil 3.5 (a)’daki ye-
sil renkteki miknatislanma egrisinde ~ = 0’da m < 0 durumundan m > 0 durumuna
birinci-dereceden bir faz ge¢isi ortaya ¢ikar. Kirmizi egriye bakildiginda 6 = 6~ = 0.451
degeri bir kritik sicaklik olup, sistem /. = 0’da ikinci-dereceden faz gegisine sahiptir.
6 > 0¢ oldugunda ise sistem, paramanyetik fazda bulunur (Sekil 3.5 (a)’daki mavi egri).
Bu sonuglarin bir bagka yonii, Sekil 3.5 (b)’de de goriilebilir. Buradan, ¢’nun h’ye gore
degisiminin bir ¢ift fonksiyon oldugu ve bdylece manyetik alanin yoneliminden etkilen-

medigi anlasilir (¢(—h) = q(h)).

12
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3.2. Karma Spin (3, 1) Ising Modeli

Orgii noktas: sayilart Ny ve N olan A ve B alt orgiileri iizerinde tanimlanan
karma spin (%, 1) Ising sisteminin Hamiltonyeni literatiirde su sekilde verilmektedir (Ka-

neyoshi 1987; Ekiz ve Keskin 2003; Selke ve Oitmaa 2010) :

Ng Ny Ng
H=—J) u'SP+D> (S} —H (Z,uf‘JrZSJB). (3.9)
(i) Y ‘ J

Spinler arasindaki etkilesimler sadece farkli tiirden orgii noktalarindaki en yakin komsu
ciftler arasinda ((ij)) olup A alt orgiisiiniin her bir noktasindaki spinler p;, = —1,+1
degerlerinden birini alirken B alt orgiisiiniin her bir noktasindaki spinler S; = —1,0, +1
degerlerinden birini alabilir. (3.1)’de oldugu gibi .J bilineer etkilesim sabitini, D tek-iyon
anizotropiyi ve [ dis manyetik alani temsil eder. (3.2) esitligine benzer sekilde, sistem

icin Gibbs enerji fonksiyonelinin genel ifadesi asagidaki gibidir:

G=FE-TS—-HM— HM' + DQ. (3.10)
Burada entropi, A alt rgiisii i¢in dipol moment, B alt 6rgiisii icin dipol moment ve B alt
orgiisii i¢in kuadrupol moment sirasiyla S = (N4 + Np)s, M’ = Nyo, M = Npm ve
() = Npq seklinde tanimlanirlar. Sistemin diizen parametreleri termal beklenen degerler

cinsinden

o={(uly, m=(SP), q={(SP)), (3.11)

seklinde yazilabilirler. Ortalama alan yaklagimi altinda Gibbs enerji fonksiyonelinin ifa-

desi diizen parametreleri cinsinden yeniden yazilirsa asagidaki esitlik elde edilir:

f(a,m,q):£2_0m+ﬁl<1+a) 1n<1+0) N (1_0)1n(1_g)

JN 2 2 2 2 2
(g—m). (q—m\  (¢+m). (q+m
+ 5 In 5 + 5 In 5 +(1—¢)In(1—gq)
1 1 1
— §h0 — Ehm + §ozq. 3.12)

(3.12yde 0 = kgT/J, a = D/J ve h = H/Jdir. Ayrica, N = Ny + Ngp = 5 + &

13
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seklindedir. o, m ve ¢ parametrelerinin denge degerleri i¢in 6z-uyumlu denklem takimi

af _ of\  _ af _
(%>m,q ; O’ (am>q,a a O’ (aq)m,a a O’ (313)

ifadeleri kullanilarak tiiretilir. (3.12)’nin (3.13)’de kullanilmasiyla dogrudan asagida ve-
rilen 6z-uyumlu denklemler bulunur:

o = tanh[8 (2Jm + h)],

m

= tanh [ (2Jo + h)], (3.14)

LS

_ 2(1—-q)
gsech[B(2Jo + h)]’

(3.14)’deki ikinci ve iiciincii ifadelerin asagidaki sekilde de yazilabilecegi bilinmektedir:

R

e

_ 2sinh[B(2Jo + h)] _ 2cosh[B(2Jo + h)]
~ eBJa 4 2cosh [B(2J0 + h)]’ 1= eBJa {2 cosh [B(2J0 + h)]

(3.15)

(3.14) denklemlerinin koklerinin hesaplanmasi ile o, m ve ¢’nun indirgenmis niceliklere
(0, a, h) gore davraniglart incelenebilir. Bu vesile ile sistemin denge 6zellikleri ve mey-
dana gelen faz gecisleri tespit edilebilir. (3.14) denklemlerinin ¢oziimleri ayrinti ile Ekiz
ve Keskin (2003)’te sunulmustur. Bu ¢alisma esas alinarak, asagida h = 0 ve h # 0
durumlarinda sadece kararh ¢oziimler tekrar elde edildi.

Once, a > 0 sartin1 saglayan baz1 o degerleri igin o, m ve ¢’nun indirgenmis
sicaklik #’ya gore degisimleri Sekil 3.6, Sekil 3.7 ve Sekil 3.8°de gosterildi. ~ = 0 duru-
munda 0 < «a < 1.85 araliginda elde edilen sonuglarda, A ve B alt orgiilerine ait sirasiyla
(o, m) manyetizasyonlari o ~ 1 ve m ~ 1 de8erlerinden baglayarak sicaklik arttik¢a sii-
rekli olarak azalirlar. Bu azalma, kritik sicaklikta ikinci-derece faz gec¢isi meydana gelene
kadar devam eder (Sekil 3.6 (a) ve (b)’deki yesil egriler). Diger taraftan, B alt 6rgiisiinde
kuadrupolar diizen parametresi ¢, sicakligin artisiyla beraber sonlu bir degere kadar aza-
lir ve bu degerde bir sivri u¢ yaparak ardindan ¢ = 2/3 degerine dogru artmaya baglar
(Sekil 3.6 (c)). Uclii kritik nokta o = 1.85 ve § = 0.92 degerlerinde meydana gelir (Se-
kil 3.6 (d), (e) ve (f)’deki yesil egriler). h # 0 oldugu durumda ise, her zaman o > 0,
m > 0, g > 0 oldugu anlagilir (Sekil 3.6’daki tiim kirmizi, mavi ve kahverengi egriler).
Sekil 3.1 (c¢) ve (f)’de oldugu gibi, 1.85 < o < 2.0 aralifinda o ve m diizen parametreleri

birinci-derece faz gegisi sergileyerek belli bir sicaklik degerinde aniden sifira diiserken ¢
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h=0.01
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Sekil 3.6. Karma spin sistemi icin h # 0 ve h = 0 durumlarinda farkli o degerleri

kullanilarak elde edilen diizen parametrelerinin 6’ya gore degisimi. Diisey noktali ¢izgiler

ikinci-derece faz gegis sicakligini1 veya TCP’yi, yatay noktali ¢izgiler ise ¢ = 2/3 degerini

gosterir. 0 < o < 1.85



MATERYAL VE METOT T. AKKURT

0.75 (d)

0.50~

0.251

Sekil 3.7. Karma spin modeli i¢in & = 0 durumunda farkli o degerleri kullanilarak elde
edilen o, m ve ¢’nun #’ya gore degisimi. Diisey noktal1 ¢izgiler birinci-derece faz gecis

sicakligini ve yatay noktal ¢izgiler ise ¢ = 2/3 degerini gosterir. o > 1.85
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a=2.12 (©)

0.8+

0.6
© 0.4

0.21

Sekil 3.8. Karma spin modeli i¢in dis manyetik alan varliginda (h = 0.02) farkli « de-
gerleri kullanilarak elde edilen o, m ve ¢’nun 0’ya gore degisimi. Yatay noktali ¢izgiler

q = 2/3 degerini gosterir. 1.3 < a < 2.28
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parametresi daha diisiik pozitif bir degere atlar (Sekil 3.7 (a), (b) ve (¢)). a > 2.0 du-
rumunda ise, o = m = 0 olup sadece ¢ diizen parametresi sicaklik arttik¢a 0’dan 2/3’e
kadar piiriizsiiz sekilde yiikselir. Dolayisiyla, ¢ diizen parametresinde faz gecisi olmaz. Bu
sonuglardan farkli olarak, dig manyetik alan altinda (h = 0.02) o, m ve ¢’nun §’ya gore
degisimlerinde o’ya bagli olarak iki tipik davranig ortaya ¢ikar: (a) Tip 1 (1.3 < o < 2.0):
Sekil 3.8 (a) ve (b)’de goriildiigii gibi, o ve m sicaklik arttik¢a azalir ve § — oo icin o
ve m sifira yaklagir. Ancak ¢ sicaklik arttikca once belli bir degere diiser, sonra artmaya
baglar ve # — +o0 i¢in 2/3’e yaklagir. Bu nedenle, o, m ve ¢’nun kararli durumunda
beklenildigi gibi faz gecisi goriilmez. (b) Tip 2 (2.0 < a < 2.28): Sekil 3.8 (c)’de, B alt
orgiisiindeki diizen parametrelerinin (m ve ¢) kararli durumu ¢ok diisiik sicakliklarda si-
firdir, ancak A alt orgiisiindeki miknatislanma o, § = (0’da sonlu bir degerden baglayarak
0 artisi1 ile azalir. o bir minimum degerine ulagtiktan sonra m ile birlikte sicaklik artig1 ile
pik yapana kadar artmaya devam eder. Daha sonra, her iki parametre azalmaya bagslayarak
0 — +oo limitinde sifira yaklagir. ¢ parametresi ise, sicaklik degistikce ayni limitte 2/3’e
kadar uzanir.

Sekil 3.9’da, diger sekillerden farkli olarak o, m ve g parametrelerinin 6 yerine
o’ya gore degisimleri gosterildi. Sekil 3.9 (a), (b) ve (c)’deki egriler sirasiyla birinci-
derece faz gegisi, liglii kritik nokta ve ikinci-derece faz gecislerinin meydana geldigi si-
caklik degerleri kullanilarak elde edildi. Sekillerde ortaya c¢ikan sonuglar yukarida elde
edilenlerle uyum halindedir.

Buraya kadar deginilen faz gecisi 6zellikleri Sekil 3.10°da verilen faz diyagra-
minda da agikca goriilebilir. Sekle gore, birinci-derece ve ikinci-derece faz gegisi cizgileri,
(a,0) = (1.85,0.92) noktasinda konumlanan TCP’de birlesmektedir. BC modelinde ol-
dugu gibi, karma spin sistemi bu birlesik ¢izginin altinda diizenli fazda, iizerinde diizensiz

fazda bulunur.
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14 (a) 1
0.75- 0.75
> >
S .50 = 050
© ©
0.25 } 0.25-
h=0 g
6=10.65 j\
0 ‘ 0
0 1 2 3
o (04

Sekil 3.9. Karma spin modelinde, & = 0 i¢in o, m ve ¢’nun farkli sicakliklarda o’ ya gore
degisimi. Diisey noktali ¢izgiler faz gecislerinin meydana geldigi « degerlerini gosterir.

(@) 0 = 0.65, (b) 0rcp =0.92ve () = 1.3
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2
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@ 1 TCP
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0.51
h=0
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Sekil 3.10. Karma spin sisteminin («, 6) diizlemindeki faz diyagrami. Noktali ve siirekli
cizgiler sirasiyla birinci- ve ikinci-derece faz gecisine karsilik gelmektedir. Mavi nokta

ticlui kritik nokta TCP’yi gostermektedir

3.3. Termodinamik Geometri

Once Weinhold (1975) tarafindan onerilen ve daha sonra Ruppeiner (1979, 1995)
tarafindan gelistirilen TG matematikteki Riemann geometrisinin diline dayanir. TG ile
denge termodinamigine dalgalanma teorisi dahil edilerek bir fiziksel sistemin istatistik-
sel mekanik ozellikleri arastirilabilmektedir. Bagka bir ifadeyle, termodinamik parametre
uzayinda tanimlanan bir yiizey iizerinde bulunan denge durumlari arasi uzaklik termodi-
namik dalgalanma ile iligkilendirilir. Yukarida da belirtildigi gibi, TG nin baslangi¢ nok-
tasinin Riemann geometrisi olmasindan dolay1 tezde kullandigimiz metodolojinin sunul-
masina Riemann geometrisi ve 6zelliklerinden baslandi.

Bilindigi gibi noktalar, ¢izgiler, acilar, yiizeyler ve bunlarin aralarindaki iligkiler
ile ilgilenen matematik dali "geometri" olarak isimlendirilir. Oklid ile M. O. 300 yil-
larinda gelistirilmeye baslanan ve diizlemleri, katilar1 veya uzay geometrisini inceleyen
geometriye "Oklid Geometrisi" denir. 19. yiizyilda, yeni bir geometri tiirii olan Oklid-dist
geometrilerin ortaya ¢cikmasiyla bu alandaki ilk biiyiilk adim Gauss tarafindan atilmagtir.
Once, Gauss’un diferansiyel geometriye olan ilgisiyle beraber 1827 yilinda "Egri Yiizey-

ler Uzerine Genel Arastirmalar” adli makalesi yayinlandi. Gauss ile baslayan egri yiizey-
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lerin incelenmesi, diferansiyel geometri alaninda bir doniim noktas: haline geldi. Gauss,
ozellikle yiizeyin kendi i¢inde olusturdugu uzayin tiim 6zelliklerinin yiizeyin kendisi tara-
findan belirlendigini gosterdi. Buna gore, yiizey kendi i¢inde bir uzay olusturuyorsa yiizey
iizerindeki egriler jeodeziktir ve geometri Oklidyen olmaz. Ayn1 zamanda Gauss, kendi
adiyla da bilinen iki-boyutlu bir yiizey i¢in egrilik (Gauss egriligi) tanimladi. 19. yiizy1-
lin en 6nemli matematiksel kesiflerinden biri de Gauss’un ¢alismalar1 15181nda, Riemann
tarafindan ortaya konulan Riemann geometrisidir. Biiyiik 6l¢tide Gauss’tan etkilenen Ri-
emann (1826-1866), Oklid uzayinda bir yiizeyin geometrisinden yola cikarak n-boyutlu
uzay1 bir manifold olarak ele aldi ve bu manifoldu (!, ©?, ..., ¢") gibi degiskenlere birer
deger atayarak olusturdu. S6z konusu degiskenlere Riemann manifoldunun koordinatlari
denir. Daha agik sekilde, bu noktalarin toplami n-boyutlu manifoldu meydana getirir. Bu,
bir yiizey iizerindeki tiim noktalarin yiizeyi olusturmasina benzer. Manifoldlar diferansi-
yel geometride tiirev, integral hesabi ve egriler veya yiizeylerin geometrisinin incelenme-
sinde bir temel olusturur. Ornegin, bir egri tek-boyutlu manifold ile tanimlanabilirken bir
diizlem veya yiizey iki-boyutlu bir manifold ile temsil edilir. Dik koordinat sistemleri, iic-
boyutlu Oklid uzayinda incelenirken egri bir yiizeyin incelenmesi icin Riemann uzayina
ihtiyac duyulur. Iki-boyutta bir diiz yiizey Oklid uzay1 iken, kiiresel ve silindirik yiizeyler
Oklid uzaymin kapsadig1 birer iki-boyutlu Riemann uzaylaridir. Oklid ve Riemann uzay-
lar1 arasindaki bu temel fark metrik (d72) tammindan da agikg¢a goriilebilir. Buna gore,
iki-boyutlu Oklid uzayinda iki nokta arasindaki en kisa mesafe bir dogru iken bir egri yii-
zey lizerinde yani Riemann uzaymda bu mesafe bir jeodezikdir. Ayrica, Oklid uzay1 dik
koordinat sistemi ile temsil edilen n-boyutlu bir geometriye dayanir. Riemann geomet-
risinde ise manifoldlar dik koordinat sistemine gomiilebilir. Ornegin, bir kiire yiizeyinin
tic-boyutta dik koordinat sistemine gomiilmesi i¢in doniisiim denklemleri yardimiyla kii-
renin her bir noktasinin dik koordinat sistemindeki bir noktaya karsilik gelecek seklinde
belirlenmesi gerekir. Yani, egri bir yiizeyin dik koordinat sistemine gomiilme iglemi ile
bu yiizeyin geometrisi dik koordinatlar cinsinden bulunabilir. Ciinkii, Riemann manifoldu
tizerinde egrisel koordinatlardan dik (kartezyen) koordinat sistemine doniisiim yapmak
miimkiindiir. Manifoldun belirlenmesinden sonra Riemann metrigi yazilir ve Riemann
egriligi (ve Ricci skaleri) bu metrik yardimiyla hesaplamr. Once, iki-boyutlu bir uzayda

islem yapilacak ve daha sonra bu islem n-boyutlu uzaya genellestirilecektir.
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Once u ve v’nin bagimsiz degisken oldugu iki-boyutlu egri bir yiizey diisiinelim.
Secilen bu egri yiizey {izerinde, u ve v yiizeyin enlem ve boylamlarini olusturan degisken-
lerdir. Dolayisiyla, yiizey iizerinde bir noktanin kartezyen koordinatlari z(u, v), y(u, v) ve

z(u, v) olarak belirtilir. Bu koordinatlarin diferansiyel formlari

ox ox

dr = —du + —dv,
™" 5
dy y
3.16
dy = aud u + 8vd (3.16)
82 8z

seklindedir. Herhangi bir iki-boyutlu yiizey i¢in temel nicelik olan (u, v) koordinatlarinda

yay uzunlugunun karesi asagidaki gibi tanimlanir:
dr* = gi1(u, v)du® + 2g12(u, v)dudv + gog(u, v)dv? (3.17)

Bu ifadeye iki-boyutlu (v, v) uzaymin metrigi denir ve yiizey iizerindeki birbirine son-
suz yakin iki nokta arasindaki mesafenin (d7) u ve v yiizey koordinatlari cinsinden ifade
edilmesini saglar. Burada g;1, g12 ve go2 "metrik tensor bilesenleri" adini alir. (3.17) met-
riginin tanimladig1 uzaya ise "Riemann Uzay1" adi verilir. (3.16)’daki ifadeler iig-boyutlu
Oklid metriginde (d7? = dz? + dy? + dz?) yerine yazilirsa metrik

0 0 2 0 0 2 0 0
i — (azd +0_§d) +(agd +agd) +(8zd +8_§dv) Ga8)

seklini alir. Metrik bilesenleri, metrigin degismezligi kullanilarak (3.17) ve (3.18) bagin-

A oy 2 02\ >
=) + () < ()
OxOx Oydy 0z0z
P2 Gudy T udw T du g’

[ Ox 2 N 8y N 02\ 2
922 =\ B v o)’
olarak elde edilir. iki-boyutta diagonal metrikler (g;o = 0) igin bir yiizeyin egriligi

- L[S (L) 2 (5], o

formiiliinden bulunabilir. Ancak, metrik diagonal degilse (g;2 # 0) yiizeyin egriligi i¢in

tilarindan

(3.19)
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R(uv):—i{2< 912 %_L%>
’ \/§ 8U gn\/§ c% \/g 8u

(3.21)
o (i 9912 1 9911 g1 8911)1
ov \ /g Ou VI Ov gu/g Ou ’
bagintist kullanilir. Her iki egrilik bagintisinda da metrigin determinanti
g =det gij = g11922 — 915 (3.22)

seklindedir. (3.17) metriginin n-boyutlu (o', ©?, ..., ™) uzayina genellestirilmis sekli ise
kisaca

dr? = gijdgoidgpj, (3.23)
ile ifade edilir. Burada, s6z konusu uzayin metrik tensor bilesenleri
9z Oz°

gij = aba_gpia_goja

seklindedir. Burada, 2% = (z', 22, ..., 2") n-boyutlu kartezyen koordinatlar ve d,; ise nxn

(3.24)

Kronecker deltadir. (3.24)’e gore, g;; secilen uzayin koordinatlarinin bir fonksiyonudur.
(3.23) bagintisimin sag tarafi dyp'’ nin bilesenlerinin tiim olasi degerleri i¢in her zaman
pozitif olacaktir. Oklid metrik uzay1, genel vektor uzayinm 6zel bir durumudur. Boylece
Riemann, g;; metriginin koordinatlarin bir fonksiyonu olmasina izin vererek uzayin do-
gasinin noktadan noktaya degisebilmesini saglamistir. Riemann manifoldu iizerindeki bir

egri n tane fonksiyon kiimesi ile tamimlanir:

e =9 (t), O =@ t),...0" =" (¢). (3.25)

Boylece, t = t; ve t = t5 arasindaki egrinin uzunlugu

b2 b2 dr f2 dy* dyl
L= dr = —dt = i —— ——dt, 3.26
/tl ! /t dt /tl Vi~ qr "at (3.26)

seklindedir. Verilen iki nokta ¢ = t; ve t = 15 arasindaki en kisa egri, yani jeodezik,

1

varyasyonlar hesab1 yontemiyle belirlenir. Bu yontemde jeodezik denklemi 6L = 0 olan
egridir. Daha sonra, iki nokta arasindaki bu en kisa yolu saglayan (3.25) fonksiyonla-

rinin belirlenmesi gerekir. Oncelikle bir vektdr uzaymin tanimlanmasi icin bazi genel
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kavramlardan bahsetmek onemlidir. n-boyutlu uzayda, X (a',a?, ..., a™) noktasi vekto-
==
riin baglangici ve Y (b, 02, ..., b") noktas1 vektoriin sonu ise, XY vektorii X noktasindan

Y noktasina olan vektordiir. Bu iki nokta arasindaki uzaklik

11/2

S (L S L N (3.27)

T =XV = |(b' ')
ifadesi ile tanimlanir. Boyle bir vektor uzayima "Oklid metrik uzay1" denir. Birbirlerine
sonsuz yakin X (¢!, ..., ") ve Y (o' +dp', ..., ©" +de") noktalari durumunda, yay uzun-
lugunun Karesi d7? (3.23) esitligindeki gibi olur.

Simdi egrilik skalerinin nasil tiiretildigi hakkinda kisaca bilgi verelim. Oncelikle
gi; metrik tensor bilesenleri yardimiyla F; i Christoffel sembolleri (veya baglant1 katsayi-

lar1)

; L (095  Ogw  Ogjk
e = = il J I il J 2

seklinde tanimlanir. Riemann egrilik tensorii bagintisi

Ry = Oul — Oy + Ty T — Ty T, (3.29)

J
seklindedir. Bu bagintidan, kontravaryant indisin (¢) ikinci kovaryant indisle (k) daraltil-
mastyla, Ricci tensorii olarak adlandirilan kovaryant tensor agsagidaki gibi olusturulur:
Rij = R, = — R}y, (3.30)

Ricci tensori kullanilarak Ricci skaleri:

R = ginij = gijglleikja (3.31)

seklinde tiiretilir. 2’nin igaretli bir biiyiikliikk olmas fiziksel sistemlerin yorumlanmasinda
oldukc¢a 6nemlidir.

Yukarida bahsedilen matematiksel formiilasyona ornek olmasi amaciyla torus
yiizeyinin egriliginin nasil bulundugu gosterilecektir. Bir torusu tanimlayan parametreler
tiipiin merkezinden torusun merkezine olan uzaklik ve tiipiin yarigap1 (O, a), azimutal ve

polar acilaridir (¢, v). Burada, ¢ ve 1) agilari tam bir daire ¢izen agilar olup degerleri ayni
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noktada baglar ve biter (¢, 1) € [0, 27)). Dolayisiyla yarigap sabit alinirsa metrik elemant

asagidaki gibi yazilir:

dr? = (O + acos )*dip?® + ade*. (3.32)

Torus yiizeyi i¢in kovaryant ve kontravaryant metrik tensor bilesenleri sirasiyla,

(O +acosg)* 0 p T 0
9 = = et (339
0 a 0 2

seklindedir. Sifir olmayan Christoffel sembolleri, (3.28) bagintis1 yardimiyla asagidaki

gibi bulunur:

Pl — __9sno 334

12 21 O+ acosd’ ( )
O + acos @) sin

Fi:( %) ¢. (3.35)

a

Iki-boyutlu uzayda, sifirdan farkli Riemann tensor bilesenleri (3.29) bagintisindan

R @ a cos ¢
212 21~ 01 acosod 3’
O + acos ¢) cos
Ry = By = a@ 2 (3.36)
olarak bulunur. Yine sifirdan farkli Ricci tensor bilegenleri (3.30)’dan
(O + acos ¢) cos ¢
Rll = )
a
a cos @
Ry = —-— 3.37
2?7 O+acosd’ (3.37)
bulunur. Son olarak, torus icin egrilik skaleri (3.31) bagintisindan
2 cos ¢
R = 3.38
a(O+ acos o)’ (3.38)

elde edilir. Geometrideki temel ornekler olan kiire ve silindir yiizeylerinin egrilikleri sa-

bit olmasindan dolay1 torusun egriligini hesaplamak oldukca ilgin¢ bulunmaktadir. Tiim
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torus yiizeyleri i¢in daima O > a olacagindan (3.38)’in paydas1 pozitif degerler alir. Bu
durumda, egriligin isareti sadece cos ¢ tarafindan belirlenir. Sonug olarak, torus farkl eg-
rilik bolgelerine sahiptir: torusun dig kisminda egrilik pozitif, i¢c kisminda negatif, iist ve
alt dairelerde ise sifirdir.

Giinlimiizde Riemann geometrisinin denge termodinamigine uygulanmasi ile
"Termodinamik Geometri (TG)" adiyla fizikte yeni bir metodoloji ortaya ¢ikmistir. Ge-
ometrideki "uzay" kavrami yerine termodinamik geometride "durum uzayi" veya "para-
metre uzay1" kullanilir. Burada, termodinamik parametre uzayinin egriligi "termodinamik
egrilik" olarak adlandirilir ve genellikle R harfi ile temsil edilir (Alata 2022). R egriligi,
durum uzayindaki d7 uzakligini tanimlayan g;; bilesenlerinden hesaplanir. g;; kovaryant
metrik bilesenlerinin hesaplanabilmesi i¢in ise TG’de Weinhold ve Ruppeiner metrikleri
olmak iizere iki tiir tamim yapilmigtir. Weinhold’a gore g;; bilesenleri i¢ enerjinin Hes-
sian matrisi yardimiyla, Ruppeiner’e gore herhangi bir serbest enerji ifadesinin Hessiani
kullanilarak tiiretilir. Asagida, Ruppeiner metriginin kullanildig1 6rnekler yer almaktadir.
Once, dr uzakligini hesaplamak icin de bir durum uzay: (manifold) tanimlamak gere-
kir. Ornegin T', — P ve H sirasiyla sicaklik, basin¢ ve manyetik alani temsil etmek iizere
(o', 0% ¢*) = (T, — P, H) koordinat sistemi "ideal paramanyetik gaz" i¢in iig-boyutlu bir
manifold olarak se¢ilebilir (Mijatovi¢ vd 1987). Termodinamikteki Gibbs serbest enerjisi

G = G(T,—P, H) ve Maxwell esitlikleri
°c _(os\ (v
OToP — \OP ), \OT)py’
0*G oS oM
— [ = = [ = 3.39
oo~ (o7 ) = (37 ) 639

G _ (oM _ (v
OHOP — \OP )., \O0H);p

yardimiyla g;; kovaryant metrik tensorii

(g_?)P,H - (%)TH (g_lfl)TP
05 =00G=| (5)ps  ~(pw  (pp | G40
(%)P,H - (%_z\g T.H (?)_M T,P
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formunda yazilabilir. Burada 0; = 0/0p; = (00T, —0/0P,d/0H ) dir. (3.40)’dan ¢

kontravaryant metrik tensor

(g_S)V,M - (%)V,M (%)V,M
97 = (g_\é)s,M B (%)S,M (g_g)s,M ’ (3.41)
(%)S,v B (3_1\12 S,V (3_1\}5[)5,1/

seklinde yazilir. Ideal paramanyetik gazin 6zel bir durumunda, R evrensel gaz sabiti, S,

entropi, 7g sicaklik ve Vj hacim olmak iizere,

vVi|T 3/2 M?
S:SO+R111 V0|:’170i| —%,

vV R1 3.42
’ ( )

H

M =1 ,

bagintilar1 bilinmektedir. Burada 7 bir sabittir. (3.42)’den yararlanarak (3.40) ve (3.41)’deki

tensor bilesenleri sirastyla

5R 4 nH: R —nH 2T _2P 2H
2 ™ P T 3R 3R 3R
r R RT i _ _ 2P 5P2? __2PH 343
Yij P P2 0 9 3R 3RT 3RT (343
_ni 0 20 _2pPH T 217
T2 T 3R 3RT 7 " 3RT

seklinde hesaplanir. Daha sonra, (3.43)’de elde edilen sonuclar (3.28)’de kullanilarak bag-

lant1 katsayilari

—2nH?* — 5RT* 1 Hn
M= Teshasgp Te=Ta=gm
1 T 0 n 9 P(2nH? 4+ 5RT?)
2= "5p b = TRy nE TR
5 PHy 2
F%2 = Fgl = 6T’ F%s = Fgl = T3RT3 FgQ = T3P (3.44)
2 _ RT?
2 _ P M — H<nH 2) 3 :ng_H
B 3RTY 1 3RT* ’ 2o 3P
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Hn

2nH? — 3RT?
3RT?’

3 _ __H 3 _
I = —3p, I3 =

olarak bulunur. (3.44) esitlikleri (3.29)’da yerine yazilarak sifirdan farkli Riemann tensor

bilesenleri

2 _ Hr 3 _ 1 R? 1
132 6RTS’ 128 = P 223 = Gp2
2 _ 7 , _ H °n 5 1
seklindedir. Sifirdan farkli Ricci tensor bilesenleri ise:
nH? + RT? 1 Hn
Rn=-T0 o R =Ry=—— ) Ry=Ry=_20
11 6RTY 12 21 6PT’ 13 3= G RT
Rop = — Ryg = ——0 (3.46)
Son olarak ideal paramanyetik gaz i¢in termodinamik egrilik
R= L (3.47)
~ 3RT '

bulunur. (3.47)’ye gore ideal paramanyetik gazin skaler egriligi sadece sicakligin bir fonk-
siyonudur. Yiiksek sicaklik limitinde bu nicelik sifir olmaktadir.

Uzun zamandir termodinamik geometri, bircok sistemde meydana gelen faz ge-
cisleri ve kritik olaylar1 calismak igin temel yaklasimlardan biri haline geldi. Ozellikle
termodinamik geometri, istatistiksel mekanigin ana konularindan Ising modelleri ve bir-
cok cesidine geometrik bir bakis acis1 kazandirdi. Bu yolla termodinamik parametre uza-
yinda tamimlanan metrikler yardimiyla spin sistemleri ve bunlarin fizikteki bir¢ok farkli
uygulamasi i¢in bir geometrik yap1 inga edildi. Tezde, TG uygulamalarina ikinci bir 6rnek
olmasi ve gelecek boliimde sunulan ara basamaklarin daha iyi anlagilabilmesi acisindan

ferromanyetik spin-% Ising modelinin iki-boyutlu diizen parametresi uzay1 i¢cin R Ricci
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skalerinin tiiretilisi ve kritik nokta civarindaki davranisi analitik olarak asagida verildi
(Erdem 2018b).

Spin—% Ising sisteminin manyetik Gibbs enerji fonksiyonu (G), verilen uzun
menzil (r) ve kisa menzil (¢) diizen parametreleri cinsinden Bethe yaklagimi altinda in-
dirgenmis nicelikler (0, k) kullanilarak su sekilde yazilir (Barry 1966):

G 1
flr,c) = TN = 370 OInW(r,c) — gspughr. (3.48)
Burada v, gs ve pp sirastyla orgii koordinasyon sayisim (farkli 6rgii yapilarina karsilik

gelen sonlu bir say1), spin faktoriinii ve Bohr magnetonunu temsil eder. (3.48)’deki ikinci

terim ise

InWi(r,c) =

" %ln2+ (1_%) [(1+r)1n(1+r)+(1_7~)1n<1—r)

1
2

(1-¢)In(1—¢) — i(1+2r+c) In(1+2r +¢) (3.49)

=N = A

(1 —=2r+c¢)ln(1 —2T+c)},

seklinde verilir. Ricci skalerinin tiiretilmesine ilk 6nce Riemann metrigi yazilarak bagla-

nir. Dolayisiyla (3.17) esitliginden metrik

dr? = g11(r, c)dr2 + 2g12(7, c)drde + goo(r, c)ch, (3.50)

formundadir. (3.50)’deki metrik bilesenleri (3.48) esitligi kullanilarak hesaplanir (Ruppe-
iner 1995):

10%f ( 1+c 1—2/7)
At ,

=T T 1+c¢)2—4r2  1—12
1 0%f r
Jr2=9n = —g5 o0 =7 (m) : (3.5D)
o 1ef oy 1+4c—2r?
9277092 T 21—\ (1 +e?—42)

(3.51) esitliklerinin (3.28)’de yazilmasiyla Christoffel sembolleri
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I ___ &
GRS
22 +c+1)(r2—1
1—\%2:1—\%1:_7( 2 )( )7
§
1 7”7(7"2_1)2
Loy =—F—+"—»
(c—1)¢
A
?-=-—-_ .52
11 (7"2—1)57 (35)
2 2 rlc=1)(y?+2cy —4dc+y-4)
F12:P21:_ )
§
rg,—— I _
2 (e—1)¢

seklinde hesaplanir. Notasyonu basitlestirmek icin kullanilan x, A, ;4 ve £ tanimlart agagi-

daki gibidir:

k =r(—cyr* — 22?4 5yrt + Ay 4+ 4c?r? — 6eyr? — 160t — 2¢% 4 3¢y
(3.53)
+ 16¢r? — 6% 4 2cy + 1212 — 6¢ — 27 — 2),

A =(c— 1)(cyr* 4+ 3c2yr? — 3yr* — 6¢*r? + deyr? + 8rt — Py — 121 — 3972

+2¢% — ¢y 4+ 2r® + 4c + 2),

(3.54)
p=—cyrt —2%yr? 4 3yrt 4 Ay 4 6¢%r? — 8rt — 267 + 2y + der? — 2yr?
(3.55)
— 4% + 61 — 2,
E=(—4r*+2c+1) (—77"2 +oy+4r? —2c— 2) : (3.56)

Sifirdan farkli egrilik tensor bilesenleri (3.29)’dan

30



MATERYAL VE METOT T. AKKURT

r (—yrt 4+ 2eyr? 4 drt — der? — 2y — 4r? + de + )

1 1 _
R112 - _R121 -

20 ’
Y
R, =—
221 4(0 _ 1)97
w
R, = ’ (3.57)

s e (342 =)y =29 (- 1)
R221 = _R212 == 0 )

olarak bulunur. (3.57)’deki g, T ve w tanimlar1 da

0= (E =42 +2c+ 1) (—yr + ey + 4r2 —2c - 2)°, (3.58)

T=1x (7"2 — 1) (277“4 — 5eyr® — 8rt 4 2%y + 12¢r® + 412 — 42 + ey + 4r? — 4c — 'y) )

(3.59)
2 2 2 2 yr 2 7
w=((y=2)+ (v +7—4)c—3y?+ 87 -2) (7—2)0—7+2T —§>,
(3.60)
seklindedir. Ricci tensor bilesenleri ise (3.30)’dan asagidaki gibi hesaplanir:
w
Rll = Xa
—rt 4+ 2cyr? + 4rt — der? — 20y — 4r? + de+ r
Ri2 = Ry :—( i i 3\ il )7 , (3.61)
T
Royg = ————.
2T 4e—1)A

Son olarak (3.31)’den, Ricci skaleri icin 7 = rg ve ¢ = ¢y denge degerleri cinsinden

asagidaki basit ifadeye ulagilir:
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(—yr? + 2cy +4r? —4c —y)(r? = 1)
((c=12)y +4r2 — 2¢ — 2)?

(3.62)’de elde edilen ifadenin kritik sicaklik yakinlarinda incelenebilmesi i¢in diizen pa-

R = (3.62)

rametrelerinin denge durumunda (rg, ¢y) gegerli olan asagidaki seri acilimlari kullanilir:

1
ro =YV — 57%3 + .., (3.63)

co=1-— (7—_2) {1—7(7—2) 1/2—1—...} (3.64)
v—1 3

Burada v Bethe uzun menzil diizen parametresi olup kritik sicaklikla (6¢)

2 t
(v =112 = — 3.65
formiilti vasitasiyla iliskilendirilir. Burada ¢’ = % kritik sicakliktan uzaklig1 temsil

eder. f-’nin hemen altinda (3.63) ve (3.64)’iin (3.62)’de kullanilmasiyla

9 1 2
= [14+2v|y* - . .
472(7—2)%( i 7{7 7+3}V i ) (360

serisi bulunur. (3.66) egriligi, v = 2 degeri hari¢ tiim sonlu rakamlarda daima pozitif bir

say1 olup sicaklik degeri 0 ye yaklasirken (v — 0) sonsuza iraksamaktadir (R — 00).
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Faz gecisi meydana gelen spin sistemlerinin TG ¢ercevesinde incelenebilmesi i¢in

bir termodinamik parametre uzayinin belirlenmesi biiyiik 6nem tasir. Bu boliimde once,

tek oOrgiilii spin-1 Blume-Capel modeli ve iki alt orgiilii karma spin (%, 1) Ising ferro-
manyetik sistemi i¢in en uygun termodinamik parametre uzay1 se¢cimi yapilarak metrik
yazilmasi1 gosterildi. Daha sonra, her iki spin sistemi i¢in diizen parametreleri cinsinden

Ricci skalerleri tiiretilerek davraniglari incelendi.

4.1. Spin-1 Blume-Capel Modelinin Termodinamik Geometri Ozellikleri

Spin-1 BC modelinin faz gegisi yakinlarindaki termodinamik geometri 6zellik-
leri, Kesim 3.3.’deki bilgilerden yararlanarak Ruppeiner metrigi ile formiilize edilebilir.
Spin-1 Ising modellerinde iki-boyutlu bir parametre uzayinin belirlenmesi, termodinamik
potansiyel se¢cimi ve bu potansiyele uygun metrik yazilmasi ile ilgili detayl bilgi Alata
(2022) tarafindan verildiginden asagida, BC modelinin TG kullanilarak incelenmesi sa-
dece (m, q) uzayinda Ruppeiner metridi yazilarak yapilacaktir. Dolayisiyla, dnce (3.17)

esitliginden

dr? = g11(m, q)dm® + 2g12(m, q)dmdq + gaadq’. 4.1)
metrigi yazilir. (4.1)’deki metrik tensor bilesenleri, (3.4) esitligi yardimi ile (3.51)’deki
gibi Ruppeiner (1995) formalizminde sdyle hesaplanir:

10%f m?—q¢*+0q

=T ome 0 (m?—q?) "’

1 erf m
12 = ga1 = 00mdq  mP— ¢

4.2)

19°f m? —q

T T (q— ) (mE—¢)
(4.2) esitlikleri (3.28)’de kullanilirsa Christoffel sembolleri

6(q+1)m
ry, - et U,

A
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rlo_pl 0 (m2 + Q)
12 21 A )
) (m? —1)0m
F22 = >
(¢g—1DA

4.3)

m* — 3m2¢® + m2ql + 2m2q + 2¢° — 2¢%0 — m? — ¢*> + ¢b
(- DA ’

2
1_\22__

seklinde bulunur. Notasyonu basitlestirmek amaciyla kullanilan A sembolii icin asagidaki

tanim yapildi:
A =2(m?—q+0) (m+q)(m—q). (4.4)
Sonra, sifirdan farkli egrilik tensor bilesenleri

(m?*+2q—60—1)0m
B Y

1 _ 1 _
R112 - _R121 -

6(m?—q)(m*+2¢—0—1)

R%12 - _R521 = (g— 1)B )

(m2+4+2q—0—1)(m? — ¢*+ ¢b)

R2 = _R2. — 4.5
121 112 B ) ( )
(m*+2q—60—1)0m
R%Ql = —3312 == B )
olarak bulunur ve burada B sembolii
B =4(m?—q+6)" (m>—¢), (4.6)

ile tanimlanir. Ricci tensor bilesenleri ise
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(m?+2q—0—1)(m?—q¢*>+ ¢b)

Rll = B )
m?+2q—60—1)0m
e e L @.7)
O (m?—q)(m*+2¢—60—1)
RQQ = )
(¢-1)B
seklindedir. Son olarak, Ricci tensor bilesenlerinden Ricci skaleri, m ve g cinsinden
10(m? —0+2¢—1
R(m,q) = —5 ( ) (4.8)

2 (m*460—q)
seklinde tiiretilir. Yapilan egrilik hesaplamalarinda 6z-uyumlu denklemlerin ((3.7) ve (3.8))
coziimleri (4.8)’deki Ricci skalerine yansitilir.

R’nin indirgenmis sicaklik ’nin bir fonksiyonu olarak degisimi, ikinci-derece
faz gecisi, birinci-derece faz gecisi ve herhangi bir faz gecisinin olmadig1 cesitli d deger-
leri i¢in sirastyla Sekil 4.1 (a)-(c)’de gosterildi. Sekil 4.1 (a)’ya gore, d < 0.463 secildi-
ginde FM fazinda R cogunlukla negatiftir. Tiim egriler bu fazda ¢ok diisiik sicakliklarda
(6 — 0) d’nin degerinden bagimsiz olarak R oc —@* kuralina uygun sekilde —oo’a 1rak-
sar. Bu iraksama ozelligi, m ve ¢ diizen parametrelerinin doyum degerlerinin (m = g = 1)
(4.8) esitliginde yazilmasiyla dogrulanabilir. Ote yandan, Ricci egriligi R artan sicaklikla
yiikselerek bir maksimum veya pik (Rp) degerini gegtikten sonra, azalmaya baglar ve
drep = 0.463 i¢in 0y, ~ 0.295 sicakliginda minimum bir degere (R) ~ —48.52)
ulasir. 0’daki daha fazla artis fsc ~ 0.3069’da bir isaret degisikligine neden olur. Ar-
dindan, R > 0 bolgesinde ticlii kritik nokta sicakligi (frcp ~ 0.327) yakininda hizlh
bir artig ile R — +o00’a dogru bir egilim gozlenir. Aynmi sekilde, mavi egri ile gosterilen
d = 0.40 degeri i¢cin, FM fazinda bir maksimum noktasini gectikten sonra bir minimum
(0nr = 0.323, Ry =~ —10.79) yapar ve bu minimum TCP durumu ile kargilastirildiginda
daha genis ve daha az derindir. Isareti f5¢ ~ 0.3905°de negatiften pozitife degistikten
sonra, 0 ~ 0.453 civarinda +o00’a dogru ¢ok hizli bir iraksama meydana gelir. Kirmizi
egri (d = 0.30) i¢in ise minimum ve maksimum noktalarinin daha da kiigiildiigii goriiliir
(Onr =~ 0.347, Ry; =~ —5.78). Ayrica, tiim egrilerin paramanyetik fazda daha yiiksek si-
cakliklarda d’den bagimsiz hale geldigi anlagilir. Bir baska davranig da, 0.463 < d < 0.50
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Sekil 4.1. BC modelinde, (a)-(c) farkli d degerleri icin Ricci skaleri R’nin indirgenmis
sicaklik 0’ya gore degisimi. Diisey renkli ve noktali ¢izgiler faz doniisiim sicakliklarini
gosterir. (d) Sistemin (d, 0) diizlemindeki geometrik faz diyagrami: Mavi siirekli egri
ikinci-derece faz gecis egrisini, mavi noktali egri birinci-derece faz gegis egrisini, kir-
miz1 egri R = 0 egrisini, yesil siirekli ve yesil kesikli egriler sirasiyla Rp ve Rj; nin

yerlesimlerini gostermektedir. h = 0
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durumunda secilen d degerleri icin ortaya cikan egriler de gosterildi (Sekil 4.1 (b)). Bu-
rada, Ricci skalerinin birinci-dereceden faz gecis sicakliginda aniden isaret degistirerek
FM fazinda R < 0’dan PM fazinda R > (’a donuistigii goriilmektedir. Sekil 4.1 (b)’de
ikinci bir ozellik olarak, faz gecis sicakliklarinin altinda R’nin davraniginin d’ye bagh
olmas1 ve faz gecis sicakliklarinin hemen {iizerinde ise d’den tamamen bagimsiz olmasi
gosterilebilir. Sekil 4.1 (c)’de ise, 0.5 < d < 1.0 araliginda secilen d degerleri icin pii-
riizsiiz egriler ortaya c¢ikar. Egriler ilk 6nce, PM fazinda IR degeri azalarak bir minimum
olusturur. Sonra sicakligin artmasi ile bir maksimum yapar ve yeniden azalarak PM faz
bolgesinde ilerler. d arttik¢a maksimumlarin kiigiildiigii ve daha yiiksek sicakliklara dogru
kaydig: goriiliir. Diger taraftan, Sekil 4.1 (a)’daki egrilerin Rp ve 2, degerleri geometrik
faz diyagramlarinda (GFD) sirasiyla egrilik maksimum ve minimum ¢izgilerini belirler.
Buna gore, Sekil 3.4’deki faz diyagramina R = 0, Rp ve R, egrileri ilave edilerek mode-
lin geometrik faz diyagrami Sekil 4.1 (d)’deki gibi olusturuldu. Diyagrama bakildiginda
R = 0 egrisi, mavi ile gosterilmis olan ikinci-derece faz gecis sicaklig ¢izgisine olduk¢a
yakin bir konumda FM fazini iki bolgeye ayirir ve birinci-derece faz gecis cizgisi iizerinde
bulunan E1 noktasinda (051 = 0.304 ve dg; = 0.465) sonlanir. R niceligi, (d degeri sabit
alinarak sicaklik artigiyla) R = 0 egrisi iizerinde isaretini negatiften (R < 0) pozitife
(R > 0) degistirir ve bu olaya "geometrik faz gegisi" denir (Brody ve Hook 2008). Diger
dikkat ¢ekici nokta, R = 0 egrisi altinda kalan bolgede R,; ve Rp egrileri uc¢ uca ekle-
nerek iki ayr1 yarim halka olusturmasidir. Birinci halka 0 < d < 0.2228 aralifinda, Rp
ve Ry, egrilerinin ayn d degerinde (d = 0.2228) birlesmesiyle olusurken, ikinci halka
0.282 < d < 0.48 arali@inda, Rp ve R); ekstremumlart yeniden belirgin hale gelerek
kendini gosterir. Ikinci halkanin R); ve Rp ekstremumlari, birinci-derece faz gecis ciz-
gisinde sirastyla E2 ve E3 noktalarinda son bulur. Bir bagka Rp ve R, cizgileri, yine
birinci-derece faz gecis cizgisi lizerinde sirasiyla S1 ve S2 noktalarindan baslayarak PM
faz1 (R > 0 bolgesinde) igerisinde yiiksek sicakliklara dogru lineer olarak uzanur.

Sekil 4.2°de ise, R’nin indirgenmis kristal alan d’ye gore davranigt sergilendi.
Sekil 4.2 (a)’ya gore, manyetik alanin bulunmadigi ve 0pcp > 0.327 oldugu durumda R
skaleri d’nin artistyla su degisikliklere ugrar: (1) R < 0 bolgesinde azalarak bir minimum
yapar, (2) daha sonra R > 0 bolgesine gecerek Orcp ve 0¢ civarinda hizli bir sekilde

+o00’a wraksar, (3) PM fazinda, kiiciilerek R = 0 cizgisine dogru ilerler. Bu sonuglar,
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h=0.06
10{ h=0.08
e
5,
00p = 0327
6=0.451 0 -
0=0.500
| =05
-20-— w w w w -5 : ; ‘ ‘ ‘
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 -0.05 0 0.05 0.10 0.15
d d

Sekil 4.2. BC modelinde, (a) h = 0 icin farkli # degerlerinde, (b) & = 0.5 icin farkli A
degerlerinde R’nin d’ye gore degisimi. Diisey renkli ve noktali ¢izgiler faz ge¢is noktala-

rina, yatay noktali ¢izgiler R = 0 durumuna karsilik gelir

Sekil 4.1 (a) ile uyumludur. Sekil 4.2 (b)’de ise, = 0.5 i¢in R’nin d’ye gore degisimi
ti¢ farkli & degerinde goriintiilendi. Buna gore, R niceligi d’nin artisiyla birlikte 6nce bir
minimum yapar ve sonra bir tepe noktasin1 gecerek R = 0 ¢izgisine yaklagsir. Ayrica, her
artan h degerlerinde tepe noktalari kii¢iiliir ve daha yiiksek d degerlerine kayar.

R’nin h # 0 oldugu durumlar i¢in sicaklik ile gosterdigi davranis, Sekil 4.3 (a)
ve (b)’de sunuldu. Her iki sekilden de, dis manyetik alanin Sekil 4.1 (a)’daki tekillikleri
yok ettigi ve piirlizsiiz egrilerin ortaya ciktigr goriiliir. Bu egrilerin iki onemli 6zelligi
vardir: Birincisi, kritik nokta tizerinde genis bir maksimum R p ikincisi ise kritik nokta-
nin altinda bir minimum Rj; meydana gelmesidir. Olusan bu ekstremumlarin konumlari,
yiikseklikleri ve derinlikleri, manyetik alanin siddetine ve sistemin dzelliklerini belirleyen
d degerlerine baghdir. Ornegin, Sekil 4.3 (a)’da h manyetik alan1 artarken Rp ve R ler
kiictiliirler ve yliksek sicakliklara dogru kayarlar. Sekil 4.3 (b)’de ise, d’nin azalan de-
gerlerinde bu kaymalar ve biiyiikliiklerindeki azalmalar olugur. Bu grafiklere ilave olarak,
Sekil 4.3 (c)’de d = 0.40 degeri kullanilarak farkli sicakliklarda R’nin 2’ye gore degi-
simi elde edildi. Sekle gore, tiim egriler /4’ nin bir ¢ift fonksiyonu olup R niceligi manyetik
alanin yonelimine bagh degildir. Sekil 4.3 (d)’de h = 0.01 degeri i¢in elde edilen (d, 0)

diyagrami verildi. Bu diyagramda, manyetik alan varliginda ikinci-derece faz gegis ¢izgi-

38



BULGULAR VE TARTISMA T. AKKURT
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Sekil 4.3. BC modelinde, (a) d = 0.40 i¢in h = 0 ve baz1 h degerleri se¢ilerek ve (b)
h = 0.05 icin farkli d degerleri secilerek elde edilen R — 6 egrileri, (¢) d = 0.40 i¢in
farkli 6 degerleri secilerek elde edilen R — h egrileri, (d) h = 0.01 durumunda R = 0, Rp
ve Ry, egrilerinin (d, #) diizlemindeki yerlesimleri. Kirmiz1 siirekli egri R = 0 egrisini,

yesil stirekli ve yesil kesikli egriler sirasiyla Rp ve Ry, nin yerlesimini gostermektedir
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Sekil 4.4. BC modelinde, R = 0, Rp ve Ry, egrilerinin (h, §) diizlemindeki yerlegimleri.

Kirmiz1 egriler R = 0 egrilerini, yesil siirekli ve yesil kesikli egriler sirasiyla Rp ve
R/ nin yerlesimlerini gostermektedir. d = 0.40

sinin hemen iizerinde ortaya ¢ikan Rp egrisi E4 noktasinda son bulur. Hemen altinda ise
Sekil 4.1 (d)’de oldugu gibi R = 0 egrisi ile birlikte, ), ve Rp egrilerinin olusturdugu iki
yarim halka yer alir. Bunlardan R = 0 c¢izgisi, yine E4 noktasinda sonlanir. Sol taraftaki
Ry ve Rp egrileri d = 0.1233 degerinde ug uca eklenerek birinci yarim halka olusurken,
ikinci yarim halka d = 0.3158 degerinden baslayarak sag taraftaki Ry, ve Rp egrilerinin
birbirinden ayrilmasiyla olusur. Ikinci yarim halkay1 meydana getiren Ry, ve Rp egrileri

sirastyla E4 ve ES noktalarinda sonlanirlar. Sekil 4.3 (d)’deki faz sinir ¢izgileri, Sekil 4.1
(d) ile karsilastirilabilmesi i¢in verildi.

Son olarak, Sekil 4.4’de, Sekil 4.3 (c)’deki egrilerin ekstremum noktalarinin ve
isaret degistirdikleri h degerlerinin yerlesimleri (h, §) diizleminde gosterildi. Bunlar, d =

0.40 i¢in bir kritik sicaklik degerlerinden baglar ve (h,6) diizleminde h < 0 ve h > 0
bolgelerine uzanir.
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4.2. Karma Spin (%, 1) Ising Modelinin Termodinamik Geometri Ozellikleri

Spin sistemleri i¢in termodinamik Ricci skaleri R ¢ogunlukla iki-boyutlu para-
metre uzay1 dikkate alinarak bircok kez incelenmistir (Erdem 2018a,b; Erdem ve Alata
2020). Ancak, R’nin li¢-boyutlu termodinamik geometrideki hesaplamalari iizerine fazla
calisma yapilmamugtir. Bu alt boliimde 6nce, karma spin (%, 1) Ising sistemine ait serbest
enerji ifadesinin bagl oldugu 6, «, h, o, m ve q nicelikleri arasindan en uygun ii¢ tanesi
secilerek olusturulan bir iic-boyutlu termodinamik parametre uzayinda metrik yazilmasi

tizerinde durulacaktir.

Cizelge 4.1. Karma spin (%, 1) Ising sisteminde, 8 farkli koordinat i¢in termodinamik

potansiyel tanimi1

Koordinatlar | Potansiyel ( f)
0,h, —a) e —0s

m,h,—a) | e—0s

o,h,—a) e —0s

(
(
(
(q,h, —a) e—0s
(
(
(
(

0,m,q) e—0s—hm+ aq
0,0,m) e —0s—ho—hm
0,0,q) e —0s—ho+aq
o,m,q) e —0s — ho —hm+ aq

Bilindigi gibi, simdiye kadar yapilan calismalarda, bir termodinamik uzay ge-
nellikle yogun tiirden degiskenler cinsinden formiilize edilmektedir (Ruppeiner 1995).
Bu baglamda, (3.12)’deki serbest enerji ifadesine gore, ¢ok sayida birbirlerinden farkli
tic-boyutlu alt uzay bulunmaktadir. Bunlardan (0, ¢, h), (6, m, —«), (6, m, h), (0,0, —«),
(0,0, h) koordinatlar i¢in, Ruppeiner’in metrik tanimina gore uygun bir termodinamik
potansiyel olmadigi i¢in metrik yazilamaz. Yine Ruppeiner’in (1995) calismasi goz oniine
alindiginda, mevcut spin sistemi i¢cin metrik yazilabilecek koordinatlar ve bu koordinatlara
uygun termodinamik potansiyeller Cizelge 4.1°de listelenmistir. Dolayisiyla bu koordinat-
lar icin Cizelge 4.2’de verilen metrikler elde edilir. Cizelge 4.3’deki metrik hesaplamala-

rindan gortildiigii tizere, ¢izelgedeki ilk dort termodinamik parametre uzay1 i¢in hesapla-
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nan g determinantlar: sifirdir ve bu uzaylar i¢in herhangi bir egrilik hesaplanamamaktadir.

(0,m,q) ve (0,0, q) koordinatlari secildigi durumda R = 0 olur ve bu etkilesimin olma-

dig1 diiz bir uzaya karsilik gelir. (0, o, m) koordinatinda R hesabi ¢ok uzun matematiksel

igslem gerektirmektedir. Dolayisiyla, segilebilecek tek uzay (o, m, q) uzayidir.

Cizelge 4.2. Karma spin (3

, 1) Ising sisteminde, 8 farkli koordinat i¢in metrik yazilmasi

Koordinatlar | Metrik (d7?)

0, h, —@) 3 (55d0° + Zmdn® + S1da?)

(m,h,—a) | 3 (Zdm?+ 22dh? + 2Lda?)

(a h, —a) L (22do? + mdh? + 2Lda?)

(a.h,—0) | §(Bedg® + 2dn® + Stdo?)

(6,m, q) T (5407 + 25875 dbdm + 27 d0dq + 252 dmdg + Sohdm? + Shdg?)
(6, 0,m) 5 (5#a0” + 25k dbdo + 28‘38md9dm+28 S dodm + §hdo? + &k dm?)
6,0,q) 5 (55hd6 + 205, dodo + 2 5:f dodq + 2 2L dodq + Shdo® + Shdg?)
(o, m, q) 5 (Ghdo® + 250 dodm + 224 dodg + 255 dmdq + 2 o haq?)

Cizelge 4.3. Karma spin (1

, 1) Ising sisteminde, metrik bilegenleri ve termodinamik egri-

likler. Tiirevler denge durumlarinda alinir

Koordinatlar | g1, 912 913 923 922 933 g R
(eh—a) 0 0 0 0 0 0 0 |—
(m,h,—a) | =324 0 0 0 0 0 0 | —
(0,h,—a) | =324 10 0 0 0 0 0 | —
wh-a) |20 |a2Elo o o |0 |—
o [0 B Bk bk | ke | e |00
Gom [0 [3g 4 [ oih | ask |4k 40] 0
(6.0.9) |0 e im0 —120 | -324 | #0 )0
(0.m0) | —55 | ~dads |0 | —iody | —biw | v | 0| #0
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Daha sonra, (¢, m, q) uzay1 i¢in metrik tensor bilegenleri Cizelge 4.3’deki bilgi-

ler 1s181nda (3.12) esitligi kullanilarak soyle hesaplandi (Ruppeiner 1995):

1
g1 = ma
1
912 = g21 = 9’
G13 = gsn =0,
q
= ———>r 4.10
B B m
923 = g32 = 2(m? — ¢2)’
m? —q

oD — @)’
Yukaridaki metrik bilegenlerinin (3.28) taniminda kullanilmasiyla sifirdan farkli Christof-

fel sembolleri asagidaki gibi elde edilir:

1L
P11 - (0_2_ 1)./4’

(g+1)(c>=1)mb

=" A
0(c?—1)(m%+q
1—%3:1—%2: ( (mg_)ég)A )7
I _Om (62 —1)(m?—1)
B m—g?)(g-1A
FQ _ 200 (m2 - q)
1 (e2—1)A "~
FQ _ (q + 1>m92
22 2 (m2 _ q2) Aa
2 2 0° (m* + q)
F23: 32__2(m2_q2>A7
2/ 2
rg o M (m - 1) 4.11)
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s _ _ 20mo(q — 1)
11 (0_2 . ].)A )
oo (4m202 +4¢%0% + ¢6* — 4m? — 4q2) (g—1)
22 ) (m2 . q2) A )
5 o3 m(q—1) (8q02+02—8q)
F23_]‘—‘32__ 2(m2_q2>./4 )
B

s, =—
¥ 2(m?*—¢*) (¢ — DA’

seklinde bulunur. Burada A ve B gosterimleri asagidaki gibidir:
A = 4m?o? — 4q0? — 4m? — 0% + 4q, (4.12)
B =4m*c?® — 12m2¢* 0 + 8m2qo? — m2qh* + 8¢3c? — 4m* + 12m?¢?
— 4Am20? — 4¢%0% + 2¢%0° — 8m*q — 8¢ — ¢b* + 4m* + 44 (4.13)

Daha sonra, yukaridaki Christoffel sembolleri (3.29)’da yerine yazilarak sifirdan farkli

Riemann tensor bilegenleri

R%IQ = _R%m = 4mT02927
Rh:’) = _R}Zﬂ - _22—227
Rém = _R521 = %,
Rém - _R%?;l - R:11,12 - _Rém = _%7
R523 = _R532 = _m;n_;ﬂ;w’

0>om (m? — 1)

1 1
s = =Moo = o gy — D) &2
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C

RéZS = _R§32 = (mg . q2)(q _ 1)A27

20°cm
2 2
Riy = —Ripp = m,
6o
2 _ 2
R113 - _R131 - (0_2 _ 1)./427

2(q + 1) (m? — q) mo6?
R§21 = _Rgm = ( ) )

(m2 _ q2)A2

2 2 _ p2 2
Ry = —R39 = Ry = —Ryj3 = —

20%0 (m* — ¢?)

(m2 _ q2)A2 )

(4.14)

mb* ((0* — 1) m?* + 2¢0® — 0% + 6° /4 — 2¢ + 1)

2% 2 _
R223 - _R232 4

(m2 A q2)A2

2 _d 2
R313 - _R331 —

20%cm (m? — q) (m? — 1)

(m? = ¢?)(q — 1) A?

2 2
R323 - _R332 -

Y

(m*—q) (m*+2¢—1) 0> —m?+6°/4 —2¢ + 1) ¢

(m? —¢*)(q — 1)A?

3 3 _
Rll? - _R121 -

Y

gb(4m®0” + 4g0° — 4m® + 6% — 4q)(q — 1)

(02 — 1) A2

mof (4 (m? — 1) 02 — dm? — 6% + 4)

3 _ 3
R113 - _R131 -

(02 —1)A2

20°m2a (> — 1)

3312 = _R§21 == (m2 — qQ)AZ )

3 3 _ p3 3 _
R321 - _R312 - R231 - _R213 -
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&
R§23 = _R:2332 = _—4(m2 — q2)A27
20°m?c (m? — 1)
(m? —¢*)A*

3 3 _
R313 - _R331 -

mb? ((m*+2¢ — 1) 0 —m?+ 6> /4 — 2¢ + 1)
(mQ_qQ)A2 )

3 _ 3 _
R323 - _R332 -

olarak bulunur. Yukaridaki ifadelerde notasyonu basitlestirmek ve hesaplamalar1 kolay-

lagtirmak i¢in kullanilan C, D ve £ gosterimleri sirastyla soyle tanimlandi:

2

C=20(c —1)(c+ 1) (m*—q) (m2+2q—1)02—m2+%—2q—1—1 :

D = (6> — 1) (4m?0® + 8qo” — 4m® — 40® + 6> — 8q + 4) , (4.15)

&= (4m202 +8go? —4m?® — 40% + 6° — 8¢ + 4) (4m202 —4¢%0% — q0* — 4m? + 4q2) .
Ricci tensor bilesenleri ise (3.30) yardimiyla su sekilde elde edilir:

omb (4m202 — 4m? — 402 — 36% + 4)

= - (02 —1).A2 ’

Amo6?
Ris = Roy =

Ri3 = R31 = —— (4.16)
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Burada F,G ve T
F =16mio* — 16¢*°m2c* + 32m2qo* — 4m*qo?6* — 32¢°0* — 32mio? + 32¢*m>o?
— 16m2c?* 4+ 4m?c%6* + 4mqot® + 16¢%c* — 12¢°0%0% — 64m>qo® + 4m>qb?
+ 400°m + 64¢°0? + 4go*0* — ¢0* + 16m* — 16¢°m? + 32m>c? — 4m>6?

— 32¢%0% 4+ 12¢%6* + 32m?q — 32¢® — 4¢6* — 16m? + 164>, 4.17)

G = 4m®c? — 4m*c0 + 8mqo® — 4m® — 4mo?* + mh* — 4qof — 8mq + 4m, (4.18)

T =4m*o? — 4m306 + 4m?qo? — 4m* — Am>c? + m26* — 8¢%0? — 4m’q
+ 4dmof + 4qo? — ¢b* + 4m?® + 8¢* — 4q, (4.19)
seklindedir. Kesim 4.1.’de oldugu gibi, Ricci tensoriinden yararlanarak R skaleri diizen

parametreleri cinsinden agagidaki sekilde elde edildi:

0% (4m20* — 12mof + 8qo? — 4m? — 40? + 6> — 8q + 4)
(4m?0? — 4qo? — 4m? — 0% + 4(])2 .

R(o,m,q) = (4.20)

Once, R’nin indirgenmis sicaklifa bagl degisimi, o’ nin birinci- ve ikinci-derece faz ge-
cigleri ile, TCP noktasina karsilik geldigi ve herhangi bir faz gecisinin meydana gelme-
digi birkag degeri icin Sekil 4.5 (a)-(d)’de gosterildi. Sekil 4.1°de oldugu gibi, sekiller sifir
manyetik alanda elde edilmis olup, diisey renkli noktali ¢izgiler faz gecis sicakliklarini ve
yatay noktali ¢izgiler Ricci egriliginin isaret degistirdigi noktalar1 (yani R = 0) temsil
etmektedir. Sekil 4.5 (a)’da, 0 < o < 1 i¢in diizenli fazda egrilik skaleri R ¢ogunlukla
negatiftir ve ayn1 zamanda sistem bu fazdayken cok diisiik sicakliklarda (yani § — 0)
«’ya zayif bagh olacak sekilde, R — —oo raksamasi meydana gelir. BC modelinde de
yapildig1 gibi diizen parametrelerinin doyum degerlerinin (0 = m = ¢ = 1) (4.20)’de
yerine yazilmasi ile # — 0 limitinde R — —oo oldugu dogrulandi. Diger taraftan, R
egriligi, sicakligin artmasiyla bir tepe noktasini gectikten sonra azalir, « = 0.10 i¢in (ye-

sil egri) 05, ~ 1.54 degerinde minimuma (R, =~ —20.631) ulagtiktan sonra sicaklik
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20 1004
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Sekil 4.5. Karma spin modelinde, (a)-(d) h = 0 i¢in farkli v degerlerinde, (e) & = 1.0 i¢in
h = 0 ve farkli manyetik alan degerlerinde, (f) 4 = 0.03 i¢in farkli o degerlerinde elde
edilen R’nin #’ya gore degisimi. Diigey renkli ve noktali ¢izgiler faz gecis sicakliklarina

ve yatay noktali ¢izgiler R = 0’a karsilik gelir
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artisinin devam etmesiyle fsc ~ 1.5808’de isaret degistirerek kritik nokta yakinlarinda
(0c =~ 1.62) hizh bir artig ile +00’a raksar. Diizensiz faz bolgesinde ise R her zaman
pozitif degere sahiptir (R > 0). Aym sekilde, kirmizi ile gosterilen egride (o« = 0.60),
FM fazindaki minimum (0, ~ 1.42, R); ~ —18.28) yesil egridekine gére daha genis ve
kiigiiktiir. Kirmizi egri, fsc ~ 1.47’de isaretini degistirdikten sonra 1raksama 6o ~ 1.52
degeri yakinlarinda gergeklesir. Mavi egriye (o = 1) gore, diizenli fazdaki minimumun
(Op ~ 1.28, Ryy ~ —17.57) diger egrilerle karsilagtirildigi zaman daha da genigledigi
ve kiictildiigii goriiliir. Bu son egri, 6gc ~ 1.351°de pozitif degerler almaya baglayarak
fc ~ 1.41 civarinda +o0’a raksar. Sekil 4.5 (b)’de arcp = 1.85 i¢in elde edilen mavi
egri, 0’nmin artigtyla bir tepe noktasini gectikten sonra 0, = 0.82 degerinde minimuma
(Ry =~ —49.83) ulagir. Sonra sicaklik arttik¢a 0sc ~ 0.856’da isaret degistirerek iicli
kritik nokta yakinlarinda (0rcp ~ 0.92) hizlica artarak oncekiler gibi sonsuza iraksar.
Ayn1 zamanda mavi egrinin, sirastyla o = 1.01 ve o« = 1.60 degerlerinde cizilen yesil ve
kirmizi egriler ile karsilastirmas: yapildiginda Sekil 4.5 (a)’nin aksine daha derin oldugu
goriiliir. Bagka bir ifadeyle, Sekil 4.5 (a)’da o degeri biiylidilkge minimum kiiciiliirken,
(b)’de « biilyiidilkge minimum derinlesir. /2’nin her iki sekildeki iraksama davranisi ve
FM fazindaki R, 0zelligi daha 6nce yapilan bir¢ok calismada bulunan iki-boyutlu diizen
parametresi uzay1 sonuclari ile uyumludur (Alata vd 2023). Ayrica, Sekil 4.5 (a) ve (b)’de
elde edilen sonuglar BC modelinde gosterilen Sekil 4.1 (a) ile de uyum igerisindedir. Se-
kil 4.5 (c) ise, ayn1 spin sisteminde birinci-derece FM-PM faz gecisi gerceklesirken /2’ nin
0’ya bagliligini gosterir. Tiim egrilerde, 6’nin ¢ok diisiik degerlerinde az da olsa a’ya ba-
gimlilik bulunur. Sicakligin artmasiyla birlikte egrilik negatif bolgede bir tepe noktasini
gectikten sonra azalarak FM-PM faz gecisi sirasinda aniden isaretini degistirir ve diizen-
siz fazda pozitif bolgeye atlar. Atlamanin meydana geldigi bu sicaklik degerinden sonra
R’nin davranig1 a’dan tamamen bagimsiz olup Sekil 4.1 (b) ile olan benzerligi dikkat
ceker. Ricci skalerinin bu 6zelligi de daha once yapilan bircok ¢alismada gosterilmistir
(Erdem ve Alata 2020; Erdem 2020, 2022). Sekil 4.5 (d)’de, o > 2 i¢in R diizensiz fazda
daima pozitiftir. Ayrica, ¢ — 0 limitinde R’nin o’dan bagimsiz olarak +o00’a raksadigi
gozlenir. § = 0’daki R — +o0’a raksama ozelligi de, 0 = m = ¢ = 1 degerlerinin
(4.20)’de yazilmastyla dogruland1 (R ~ 12/6?). Iraksamadan baska R, sicaklik artisiyla

once bir minimum yapar ve sonra bir tepe noktasini gectikten sonra tekrar azalarak R = 0
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cizgisine dogru yaklasir. Benzer sekilde, h # 0 iken Sekil 4.5 (a)’daki iraksama tekilligi
yok oldugu i¢in icerisinde sadece maksimum ve minimumlarin oldugu piiriizsiiz egriler
ortaya ¢ikar (Sekil 4.5 (e)). Bu egrilerdeki en diisiik ve en yiiksek noktalar, i artarken
kiictilerek yiiksek sicakliklara dogru kayar. Fakat, h sabit alindiginda o’ nin artan degerle-
rinde R); ve Rp’ler daha diisiik sicakliklara dogru kaymakta ve biiyiikliikleri degismek-
tedir (Sekil 4.5 (f)). Tiim egrilerin ortak 0zelligi, BC modelindeki gibi kritik noktanin
altinda bir 2, minimumu ve lizerinde ise bir Rp maksimumunun (pik) varliidir.

Ikinci olarak, R’nin indirgenmis kristal alan o’ya goére degisimi Sekil 4.6 (a) ve
(b)’de ve indirgenmis manyetik alan i’ye gore davranis1 Sekil 4.6 (c) ve (d)’de verildi. Se-
kil 4.6 (a)’ya gore, sicaklik degeri O7¢p’den bityiik oldugu durumda (0 > 0.92) R skaleri
sirastyla su degisikliklere ugrar: (1) Ferromanyetik fazda (R < 0 bolgesinde) azalir ve
Sekil 4.5 (a) ve (b)’deki gibi bir minimum yapar, (2) daha sonra artarak isaret degistirir ve
ferromanyetik-paramanyetik faz ge¢isi civarinda sonsuza raksar (R — +00), (3) @’nin
daha da artmasiyla PM fazinda azalarak R = 0 ¢izgisine dogru ilerler. Sekil 4.6 (b)’de
ise, manyetik alan altinda iraksama ortadan kalkar ve icerisinde birer minimum ve birer
maksimumun oldugu piiriizsiiz egriler ortaya ¢ikar. Her iki sekildeki sonuglar Sekil 4.2
(a) ve (b) ile uyumludur. Diger taraftan, Sekil 4.6 (c) ve (d)’de, sirasiyla 0 ~ Orcp ve
0 > Orcp durumlarindaki R’nin h’ye gore de§isimi ayr1 ayri incelendi. TCP yakinla-
rinda, Sekil 4.6 (c)’de h = 0 ¢izgisinin her iki tarafinda olusan tepe ve cukur noktalari
belirgin olup, TCP sicakligindan uzaklastikca bu noktalar Sekil 4.6 (d)’de oldugu gibi
kaybolur. Ayrica, yiiksek sicakliklarda ' = 0 c¢izgisi boyunca olusan pikler ise kiigiiliir
(Sekil 4.6 (d)). Sekillerde gosterilen R egrileri, tiim sicakliklarda A = 0 cizgisine gore
simetrik olup manyetik alanin yoneliminden bagimsizdir (R(—h) = R(h)). Bu sonug
baz1 spin modellerinin Riemann geometrisi ¢aligmalarinda da goriilmiistiir (Janyszek ve
Mrugata 1989; Erdem 2019).

Bir sonraki sekilde (Sekil 4.7) ise, yukarida ayrintili bir sekilde sunulan R hesap-
lamalar1 h = 0 ve h # 0 oldugu durumlar ayr ayr dikkate alinarak genigletildi. Bunun
icin Once, Sekil 4.5 (a), (b), (c) ve (d)’de tespit edilen Rp, Ry, ve R = 0 degerlerinin
faz diyagramindaki yerleri belirlendi ve ortaya ¢ikan yeni egriler sirasiyla yesil-siirekli,
yesil-kesikli ve kirmizi-siirekli egriler seklinde Sekil 3.10’daki termodinamik faz diyag-

ramina ilave edildi. Sekil 4.7 (a)’da, manyetik alan olmadig1 zaman R = 0, Ry, ve Rp
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Sekil 4.6. Karma spin modelinde, bazi ¢ degerleri i¢in (a) » = 0 ve (b) h = 0.01 du-
rumlarinda R’nin o’ya gore degisimi; (¢), (d) o = 2.0 i¢in farkli 0 degerlerinde R’nin
h’ye gore degisimi. Diisey renkli ve noktali ¢izgiler faz gecis noktalarina ve yatay noktali

cizgiler R = 0’a kargilik gelir
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Sekil 4.7. Karma spin modelinde, (a) h = 0 igin («, ) diizleminde geometrik faz diyag-
rami, (b) A = 0.02 i¢in (v, #) diizleminde R = 0, Rp ve Ry, egrilerinin yerlesimleri.
Mavi noktali ve mavi siirekli egriler sirasiyla birinci- ve ikinci-derece faz gecislerine kar-
silik gelir. Kirmizi siirekli egriler R = 0, yesil kesikli egriler 2, ve yesil siirekli egriler
Rp’nin maksimum oldugu durumu gosterir. (¢) baz1 « degerleri igin (h, #) diizleminde

R = 0 ve Rp egrilerinin yerlesimleri
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egrileri ferromanyetik faz bolgesinde (ikinci-derece faz gecis cizgisi altinda) ilerleyerek
TCP noktasinin hemen ilerisinde, birinci-derece faz gecis ¢izgisi tizerinde sirasiyla E1 ve
E2 noktalarinda son bulurken (g = 0.755, agp = 1.927 ve Oy = 0.359, apy = 1.9956)
paramanyetik fazda, E1 ve E2 noktalarindan baglayan yeni Rp ve R, egrileri olusur. Bu
egriler, « = 2.5075 degerinde birleserek bir yarim halka meydana getirirler. Sekil 4.7
(b)’de ise, h = 0.02 durumunda Rp, Ry, ve R = 0 egrilerinin yerlesimleri gosterildi.
Sekil 4.7 (a)’dan farkli olarak, ikinci-derece faz gecisi cizgisi lizerinde bulunan ve E3
noktasinda sonlanan baska bir Rp egrisi ortaya ¢ikar. 4 = 0 durumunda R = 0 egrisi
ikinci-derece faz geg¢isi ¢izgisinin altinda kalirken yeni sekilde ise hemen iizerinden bagla-
yarak R egrisi ile ayn1 noktada sonlanir (E3 noktas1). Birinci-derece faz gecis ¢izgisinin
ilerisinde E4 noktasinda biten ikinci Rp egrisi ise R < 0 bolgesinde yerlesir. Sekil 4.7
(a) ile olan diger fark, manyetik alan varlifinda R,;, Rp ve R = 0 ¢izgilerinin biraz
daha yiiksek sicakliklara dogru kaymasi ve ayrica paramanyetik fazda olusan R); ve Rp
ekstremumlarinin kaybolmasidir. Son olarak, Sekil 4.7 (c)’de o = 0.10, 1.0 ve 1.7 deger-
leri i¢in R = 0 ve Rp ¢izgilerinin yerlesimleri (h, #) diizleminde verildi. Bu sekle gore,
manyetik alan degerleri artirildikca R = 0 cizgilerinin (renkli-kesikli) hemen iizerinde
bulunan Rp ¢izgileri yiiksek sicakliklara dogru uzanmaktadir. (h, ) diizleminde ortaya
cikan renkli siirekli cizgilerle gosterilen Rp ekstremumlari, literatirde Widom c¢izgileri
olarak adlandirilir (Ruppeiner vd 2012). Dolayisiyla, Sekil 4.7 (c)’de gosterilen Widom
egrileri, baz1 manyetik sistemlerin termodinamik geometri ¢calismalari ile uyum igerisinde

oldugu goriilebilir (Dey vd 2013; Erdem 2019).
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5. SONUCLAR

Bu tezde, spin-1 BC ve karma spin (%, 1) Ising sistemleri Ruppeiner formalizmine
dayali TG kullamlarak incelendi. Once, bu modeller igin sirasiyla (m,q) ve (o, m,q)
uzaylar1 secilerek Gibbs serbest enerji fonksiyonelleri yardimiyla metrikler elde edildi.
Sonra, Kesim 3.3.’deki basamaklar takip edilerek R Ricci egrilik skalerleri diizen para-
metreleri cinsinden tiiretildi ve indirgenmis niceliklere (0, h, d, o) bagh degisimleri man-
yetik alan varliginda ve yoklugunda grafiksel olarak analiz edildi. » = 0 durumu i¢in elde
edilen niimerik sonuglara gore, her iki spin sisteminde kritik ve iiclii kritik nokta sicaklik-
lart civarinda R — +oo 1raksamasi olurken bu sicakliklarin altinda (0 < ¢, 0 < O7cp)
R genellikle negatiftir. Bu durum ferromanyetik spin etkilesimlerinin cekici oldugu an-
lamina gelir. § > 0 veya 0 > Opcp durumunda ise, spin etkilesimleri itici olup R her
zaman pozitif degerler alir. Diger taraftan, 2 egrilikleri birinci-derece gecis sicakligi de-
gerlerinde R < 0 ve R > 0 bolgeleri arasinda aniden atlama davranig1 gosterir. Ayrica,
R’nin maksimum ve minimum oldugu 6 ve d (veya «) degerleri de belirlendi. Tiim bu
bulgular ile, R < 0 ve R > 0 bolgelerini ayiran R = 0 ¢izgisinin durumu termodinamik
faz diyagramlarinda gosterilerek ad1 gecen modellerin geometrik faz diyagramlari olustu-
ruldu. Ortaya ¢ikan GFD’lerde, R = 0 cizgileri beklenildigi gibi birinci-derece faz gecis
cizgisi lizerinde sonlanmustir.
Ote yandan, her iki spin sistemine bir dig manyetik alan ilave edildigi zaman
R > 0 bolgesinde sadece egrilik maksimumlar1 gozlenirken R < 0 bolgesinde her iki
ekstremum noktalar1 olusmaktadir. Boylece, hesaplanan R nicelikleri (0, h,d, ) para-
metrelerinin siirekli bir fonksiyonu haline gelmektedir. Ayrica, [2’nin isaret degistirdigi
Osc degerleri h ve d (veya «) ile degismektedir. Tezde bulunan tiim sonuglar, bir¢ok spin
modelinin egrilik calismalar1 ile uyum icerisindedir (Erdem 2019, 2020; Alata vd 2023).
Sonug olarak, tezde tiiretilen Ricci skalerleri ilgili fiziksel sistemlerin kararlili-
ginin bir Ol¢iisii olarak goriildiigiinden (Ruppeiner vd 2012), yukarida sunulan niimerik
sonuglar bircok tek veya karma spin modellerinin fiziksel 6zelliklerini geometrik olarak
yorumlanmasina katki saglayacag diisiiniilmektedir. Bu vesile ile, tezin hala agik bir arag-
tirma problemi olmaya devam eden benzer tek veya karma spin sistemlerinin 6zelliklerini

arastirmak i¢in bir 6n ¢alisma olacagi 6ngoriilmektedir.
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