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OZET
SPIN YORUNGE ETKIiLESIMLI BOSE EINSTEIN YOGUNLASMASINDA
ANDERSON LOKALIiZASYONU

Oktay NABIOLLAHI

Fizik Anabilim Dali
Matematiksel Fizik Bilim Dali

Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Ocak 2025
Danisman: Dog. Dr. Ziileyha OZTAS

Diizensizlikler iceren bir ortamda ilerleyen dalga, ortamdaki rastgele dagilmis
safsizliklardan ¢oklu sagilma sonucu lokalize olur. Anderson lokalizasyonu olarak
adlandirilan bu olay yogun madde fiziginde Onemli bir yere sahiptir. Anderson
lokalizasyonu, diizensiz bir dis potansiyel ile tuzaklanmis ultra soguk atomlardan olugan
Bose-Einstein yogunlasmasinda gozlenebilir bir olaydir. Boyle bir ortamda sisteminin
ozfonksiyonlarmin eksponansiyel olarak bozulmast Anderson lokalizasyonunun

karakteristigidir.

Bu calismada rasgele bir dis potansiyel ile tuzaklanmis ve spin yoriinge
etkilesimlerini igeren Bose-Einstein yogunlasmasi incelendi. Spin  yoriinge
etkilesimlerinin Anderson lokalizasyonu {lizerine etkileri incelenerek, lokalizasyonu
artiran parametreler belirlendi. Anderson lokalizasyonunun sistemin taban durumu
dinamigini etkiledigi; lokalizasyonun azalmasi durumunda kaotik dinamik olustugu,

artmasi durumunda ise diizenli dinamik olustugu niimerik hesaplarla gosterildi

Anahtar Sozciikler: Bose Einstein yogunlasmasi, Anderson lokalizasyonu, Spin
yoriinge etkilesimi.



ABSTRACT

ANDERSON LOCALIZATION IN SPIN ORBIT COUPLING BOSE EINSTEIN
CONDENSATE

Oktay NABIOLLAHI

Department of Physics
Programme in Mathematical Physics
Eskisehir Technical University, Institute of Graduate Programs, January 2025
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ziileyha OZTAS

The wave propagating in a medium including irregularities is localized as a result
of multiple scattering from randomly distributed impurities in the medium. This
phenomenon, called Anderson localization, has an important place in condensed matter
physics. Anderson localization is an observable phenomenon in Bose-Einstein
condensates consisting of ultracold atoms trapped by a disordered external potential. In
such an environment, the exponential decay of the eigenfunctions of the system is

characteristic of Anderson localization.

In this study, Bose-Einstein condensate trapped with a random external potential
and containing spin-orbit coupling was examined. Parameters that increase localization
were determined by examining the effects of spin-orbit coupling on Anderson
localization. Anderson localization affects the ground state dynamics of the system; It has
been shown by numerical calculations that if the localization decreases, chaotic dynamics

occurs, and if it increases, regular dynamics occurs.

Keywords: Bose-Einstein condensate, Anderson localization, spin-orbit coupling.
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ETIiK ILKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI

Bu tezin bana ait, 6zgiin bir ¢calisma oldugunu; ¢alismamin hazirlik, veri toplama,
analiz ve bilgilerin sunumu olmak iizere tiim asamalarinda bilimsel etik ve kurallara
uygun davrandigimi; bu ¢alisma kapsaminda elde edilen tiim veri ve bilgiler i¢in kaynak
gosterdigimi ve bu kaynaklara kaynakg¢ada yer verdigimi; bu ¢alismanin Eskisehir Teknik
Universitesi tarafindan kullanilan “bilimsel intihal tespit programi”yla tarandigini ve
hi¢bir sekilde “intihal icermedigini” beyan ederim. Herhangi bir zamanda, ¢alismamla
ilgili yaptigim bu beyana aykir1 bir durumun saptanmast durumunda, ortaya ¢ikacak tiim

ahlaki ve hukuki sonuglar1 kabul ettigimi bildiririm.
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1. GIRIS

Bozonlar, Bose-Einstein istatistigine uyan pargaciklardir. Bu pargaciklar, Pauli
disarlama ilkesine uymayarak ayn1 kuantum durumunu isgal ederler. iki par¢acigin ayni
kuantum durumunda bulunma olasilifi olmayan parcaciklara fermiyon adi
verilir. Ornegin, foton bir bozon iken, elektronlar fermiyondur.

Bir madde gaz halindeyken atomlar1 ve molekiilleri arasindaki etkilesim, kat1 ve
stvi hallerine gore daha zayiftir. Gaz atomlar1 arasindaki zayif etkilesimler van der Waals
kuvveti olarak adlandirilir. Bu kuvvet, molekiiller aras1t mesafe molekiil capindan daha
biiylik oldugunda, uzakligin altinct kuvveti ile ters orantili bir sekilde azalir. Bu nedenle,
serbest gaz molekiillerinin birbirleriyle etkilesimleri genellikle ¢ok kiigiik enerji igerir.
Ideal gaz terimi, molekiiller aras1 etkilesim potansiyelinin molekiillerin hareketlerinin
yaninda goz ardi edilebilecegi durumu ifade eder. Ideal gazlarm béliisiim fonksiyonu ve
gazin serbest enerjisi Maxwell-Boltzmann istatistigi kullanilarak ifade edilir.

Yukarida bahsedilen 6zellikler, genellikle gazlarin klasik davranislari ile ifade
edilir. Ancak Bose-Einstein Yogunlasmasi (BEY) sadece gazlarin kuantum davranislari
ile aciklanabilen bir kavramdir. BEY ilk kez 1925 yilinda Einstein tarafindan 6ne
siiriildii. Einstein, Bose’un  gelistirdigi  istatistigin siyah ~ cisim  1simasinda da
kullanabildigini fark etti ve fotonlar icin yazilan denklemleri igin gelistirdi. Einstein bu
calismasinda birbiriyle etkilesmeyen parcaciklardan olusan bozon gazinin en diisiik
kuantum durumuna yogunlasabilecegini gosterdi. Bu o6zellik, pargaciklarin ayirt
edilemezligine ve dalga yapisina dayanmaktadir. Bu caligmalar sonucunda Einstein,
bozonlardan olusan maddelerin mutlak sifir sicaklifina ¢ok yakin degerlere kadar
sogutulmasi ile ortaya ¢ikan maddenin bir hali olan Bose- Einstein yogunlagmasini ortaya

att1.

1950 yilinda Penrose ve Onsager Bose-Einstein yogunlagsmasini tek pargacik
yogunluk matrisinin 6zdegerleri ve 6zvektorleri cinsinden formiile ettiler. 1955 yilinda,
deneysel calismalar atomik seyreltik gazlarla bagladi. 1957 yilinda Bardeen, Cooper ve
Schrieffer simdilerde siiper iletkenligin BCS teorisi olarak bilinen siiper iletkenlik
teorisini gelistirdiler. Bu mikroskobik teori, metallerin elektronlar1 arasindaki
etkilesimlerin fononlar araciligi ile gergeklestirildigini varsayiyordu. 1995 yilinda Bose-
Einstein yogunlagsmasinin deneysel olarak ilk kez gézlenmesi boson sistemlerine olan

ilgiyi artirdi.



“Ideal Bose gaz1" ifadesi, Bose-Einstein istatistiklerine uyan bir grup bozonik
parcacigin olusturdugu bir sistemi ifade eder. ideal Bose gazinin matematiksel modeli,
belirli bir enerji seviyesindeki parcaciklarin ortalama sayisin1 ve bu saymin sicaklik,
kimyasal potansiyel gibi degiskenlere bagl olarak nasil degistigini agiklar. Bu gazlar
genellikle diisiik sicakliklarda ve yogunluklarda gozlemlenen kuantum olgularini
aciklamak i¢in kullanilir. Bunlardan biri olan BEY lazer teknolojisi ve ultra-soguk atom
fizigi gibi alanlarda uygulamalara sahiptir. Matematiksel olarak ifade edildiginde, BEY
belirli bir enerji seviyesindeki ortalama parcgacik sayisinin sinirsiz bir degere yaklastigi
kritik bir noktay1 temsil eder. Bu durum, belirli bir enerji seviyesinde bir grup parcacigin
makroskopik bir kuantum durumu olusturdugu ve bu pargaciklarin ayni kuantum
durumunu paylastig1 bir durumu ifade eder.

Tuzaklanmis ve seyrek olmayan bozon gazlari, fiziksel biiytikliikleri (spin vb.)
veya carpismalart nedeniyle etkilesime girerler. Etkilesimli gazlarda genellikle ikili
carpismalardan kaynaklanan zayif etkilesimli durumlar (s-dalga sagilmasi) ele alinir. Bu,
sistem makroskobik olarak tek bir dalga fonksiyonu ile ifade edilemeyecek kadar giiclii
etkilesimlerin oldugu durumlar1 kapsar. Etkilesimli bozon gazlariyla ilgili 6ncii teorik
caligmalar, 1947 yilinda Bogoliubov tarafindan baglatildi. Bogoliubov, zayif etkilesimli
ve uyarilmis atomlar i¢in bir pertlirbasyon agilimi gelistirdi.

Mutlak sicaklikta (T = 0 K), zayif etkilesimli bozon gazlarinin yogunlagmast,
Gross-Pitaevskii (GP) denklemi ile ifade edilir. Bu denklem, 1961 yilinda Gross ve
Pitaevskii tarafindan tiiretilmistir. GP denklemi, ortalama alan teoreminden tiiretilmis
dogrusal olmayan bir Schrodinger denklemidir. Bu denklem, deneysel sonuglarla
uyumludur, ¢iinkii yogunlagma hali denklemde tek bir dalga fonksiyonu ile ifade
edilir. GP denklemi, igcerdigi dis potansiyel terimi nedeniyle analitik ¢6ziimii zor ve
dogrusal olmayan kismi bir diferansiyel denklemdir.

Bu tez c¢alismasinda, diizensiz potansiyelde tuzaklanan ve spin yoriinge
etkilesimlerini igceren BEY’de Anderson lokalizasyonu etkilerinin arastirilmasi
hedeflenmistir. Anderson lokalizasyonu, diizensiz bir ortamda ilerleyen maddesel
dalgalarin lokalize olmasini agiklayan bir olgudur. Bu amagla, rasgele sayilarla iiretilen
diizensiz bir potansiyel terimi iceren GP denkleminin niimerik ¢oziimleri
yapilacaktir. Sistemde zayif g¢ekici etkilesimler altindaki BEY'in dinamigi ve faz
gecisleri incelenecektir. Ayrica sistemin dinamiginin sergiledigi diizenli ve kaotik

davraniglar siniflandirilacaktir. Bu analizler, BEY gibi yogun madde sistemlerinin



diizensiz potansiyel altindaki dinamik Ozelliklerinin daha iyi anlasilmasina katkida

bulunacaktir.



1. BOSE EINSTEIN YOGUNLASMASI
1.1. Bose-Einstein Yogunlasmasi Nedir?

BEY, diisiik sicaklik ve diisiik yogunluk kosullar1 altinda, Bose-Einstein istatistigine uyan
bir grup bozonik parcacigin ayni kuantum durumunu paylastig fiziksel bir olaydir. BEY,
bir gazin nK mertebesine sogutulmasi ile ortaya ¢ikar. Bu siiregte, parcaciklar enerji
seviyelerine yerlesmeye baslar ve belirli bir kritik sicaklik altinda ve BEY sicakligi olarak
adlandirilan noktada, parcaciklar temel enerji seviyesine yogunlasir. Matematiksel olarak
ifade edildiginde, BEY, belirli bir enerji seviyesindeki ortalama par¢acik sayisinin sinirsiz
bir degere yaklastigi kritik bir noktayr temsil eder [1]. Temel enerji seviyesindeki
ortalama parcgacik sayisinin belirli bir kritik degeri astigin1 durumu ifade eden BEY i¢in

kullanilan temel matematiksel ifade su sekildedir [1]:
limE; - 0, n; > N (1.1)

n;, E; enerji seviyesinde bulunan ortalama pargacik sayisi, N ise yogunlasmanin
gerceklestigi kritik noktay: temsil eder. BEY olaymi daha ayrintili bir sekilde agiklamak
icin kullanilan temel kavramlardan biri parcacik dagilim fonksiyonudur. BEY igin
pargacik dagilim fonksiyonu, belirli bir enerji seviyesindeki ortalama pargacik sayisini
tanimlar. Bose-Einstein istatistikleriyle uyumlu olarak pargacik dagilim fonksiyonu su

sekilde ifade edilir [1]:

1
flev) = sommmmer—s (1.2)

Bu denklemde, ¢, belirli tuzaklama potansiyeli igin, tek pargacik durumunun enerjisidir.
T sicakliginda m kiitleli etkilesimde bulunmayan bozonlarin &, enerji seviyesini isgal
sayilari n(v) = exp[(g, — u) — 1]~ bagintisiyla verilir; burada €, = % Kinetik enerji,
u kimyasal potansiyel ve kg ise Boltzmann sabitidir. Pargaciklarin termal de Broglie
dalga boyu

1

Ap = (Znhz )E (1.3)

kaT

ifadesi ile verilir. Bu ifadeye gore, dalga boyu ile sicakligin karekdkii ters orantilidir.
Sicaklik disiiriildiigiinde, pargaciklar temsil eden dalga boyunun biiylkligi artar. Eger
sistem yeterince biiyiik segilirse, enerji seviyeleri siirekli olacaktir. Bu durumda enerji

seviyelerindeki parcacik sayisi toplami durum yogunlugu iizerinden integral formunda

4



yazilabilir. Ay yliksek sicakliklarda deger olarak oldukga kiigiik oldugundan gaz klasik
davranis sergiler. Esitlik (1.3) 'ten anlagilacagi tizere, yiiksek sicakliklarda etkilesimlerin
az oldugu seyrek gazlarda atomlar bilardo toplar1 gibi disiiniilebilir. Sicakligin
diismesiyle beraber A de Broglie dalga boyu da artmaya baslar ve atomlar1 ifade eden
dalga fonksiyonlarinin siliperpozisyonu gozlemlenir. Kritik bir sicaklik esigine
yaklasildiginda, bir faz ge¢isi olusur ve tiim atomlarin temsil edilebildigi tek bir dalga
fonksiyonu ortaya ¢ikar. Bu faz gecisinde, BEY ger¢eklesir. T = 0 K'ye yaklasildiginda,
pargaciklarin tiimii ayn1 kuantum durumunundadir.

BEY, T, ile gosterilen kritik bir sicaklik altinda gergeklesir. Sicakligin yiiksek
oldugu klasik limitte, termal de Broglie dalga boyu kii¢iiktiir ve kuantum etkileri ihmal
edilebilir. Kritik sicaklikta ise atomik dalga paketleri iist iiste binmeye baglar ve
pargaciklarin ayirt edilemezligi 6nem kazanir. Yapilan BEY deneylerinde, lazerle yapilan
sogutmalarda atomlarin yaklasik olarak 100 uK derecesine kadar sogutulmasi saglandi.
Ancak, nK mertebesindeki diisiik sicakliklara ulagsmak buharlagtirma yontemlerinin de

kullanilmasi ile miimkiin olmustur [1].

1.2. Sogutma Teknikleri

1968 yilinda Letokhov tarafindan lazer ile sogutma yontemi bulundu. Lazer ile
sogutma yonteminde foton-atom sagilmasinda “Doppler etkisini” kullanilir. Boylece
atomlarin ortalama hizlarii diiser ve sicaklik azalir. 1987 yilinda Raab tarafindan
homojen olmayan bir manyetik alan lazer ortamina eklenerek Manyetik Optik Tuzak
(MOT) olusturuldu [1]. Lazer ile sogutma diizeneginde atomlarin ortalama hizlari
diistiriiliir; ancak tuzaklanamaz. MOT, atomlar iizerine konuma bagli bir kuvvet uygular
ve uzaym belli bir kisminda atom bulutunu tuzaklayabilir. Atomlar manyetik alan ile
etkileserek, Zeeman yarilmasina maruz kalir. Manyetik alanin sifir oldugu tuzak

merkezine dogru geri ¢agirict bir kuvvet algilayan atomlar bu bolgede tuzaklanir [1].

Lazerle sogutma ile atomlar oldukga diisiik sicakliklara ulagmalarina ragmen bu
sicakliklar Bose-Einstein yogunlasmasimin olusumuna yeterli degildir. Bu asamada,
buharlastirarak sogutma yontemi uygulanir. Bu teknikte yliksek enerjili atomlar tuzaktan
kagmaya zorlanir. Geride ise enerjileri diisiik atomlar kalir. Buharlastirarak sogutma
islemi, bir fincan i¢indeki kahvenin sogutulmasi ile aynidir. Enerjisi fazla olan molekiiller

fincandan kagarken, fincan i¢inde kalan atomlar termalizasyon ile sogurlar.



1.3. ideal Bose Gazi

Ideal Bose gazi, yiiksek sicakliklarda ve diisiik yogunluklarda ideal bir Boltzmann
gazidir. Bir tuzaktaki etkilesime girmeyen Bose gazindaki bozonlar igin, tek parcacik
durumunun kinetik enerjisi &, Bose dagilimi ile verilir [1]. Bu dagilim Es. (1.2) ile
verildi. Parcacik sayisinin korundugu sistemde N toplam pargacik sayisidir. Ortalama

toplam parcgacik sayist ve ortalama toplam enerji
N(T, ) = Xf (&) (1.4)
E(T, W) =Xevf (&) (1.5)

denklemleri ile verilir [1]. Herhangi bir uyarilmis tek pargacik durumunun ortalama

uyarilmis pargacik sayisi

Sy~ U
kpT

-0 (1.6)

degerini asamaz. Sistemin kimyasal potansiyeli, tuzak potansiyeline sahip tek parcacik
taban durum enerjisinden daha kii¢iik olamaz. Uyarilmis durumdaki parcaciklarin toplam
sayist N'den azsa, geri kalan parcaciklarin, igsgal sayis1 keyfi olarak biiyiik olabilen tek
pargacik temel durumuna yerlestirilmesi gerekir; sistemde Bose Einstein yogunlagmasi
gergeklesir. Yogunlagsmanin mevcut oldugu en yiiksek sicaklik, Bose- Einstein gecis

sicakligi olan kritik sicaklik T, dir.

1.3.1. Durum yogunlugu
Uc boyutta belirli bir i¢ durumdaki serbest pargacik icin, faz uzaymm hacmi

(2mh)3basma ortalama bir kuantum durumu vardir. Momentumun biiyiikliigii p’den

3
kiiclik olan momentum uzay bdlgesinin hacmi 4% olup yaricap1 p olan bir kiireninkine

2
P_jle verildiginden enerjisi € dan

esittir. Momentumu p olan bir parg¢acigin enerjisi €, = P~

kiiclik olan G (&) durumlarinin toplam sayisi [1]:

2 1 3
_ 4_71- (2me)3 _ 22(me)z
Gle)=V 3 (2mh)3 ~ 3m2h3 (1.7)

Esitlik (1.7)’de V' sistemin hacmidir. € ve € + de arasindaki enerji seviyelerine sahip

durumlarmin sayisin1 g(€) ile gosterilir:

gle) =29 (1.8)



3
Vmz2 1

g(e) = Zo5€ (1.9)
Harmonik salinici potansiyelindeki bir pargacik i¢in potansiyel ile verilir
V() =3 (x? + kpy? + k3z?) (1.10)

Burada k; ii¢ farkli kuvvet sabitidir. Bu degerlere karsilik gelen klasik salinim frekanslari

w;, wf= goldugundan Es. (1.10) asagidaki gibi yazilir [1]:

V(r) = %m(w%xz + w3y? + w3z?) (1.11)
Bu sistemin enerjisi
e(ny,ny,ng) = (n1 + %) hw, + (nz + %) hw, + (n3 + %) hw, (1.12)

Enerjisi belirli bir € degerinden daha diisik olan G(€) durumlart hAw; ile
karsilagtirildiginda, biiyiik enerjiler i¢in, n siirekli olarak alinir ve sifir noktasi hareketi
ihmal edilebilir. Boylece, €; = Aw;n; li¢ degisken tarafindan tanimlanan ve sabit enerjili
bir ylizeyin € = €; + €; + €3 diizlemi oldugu bir koordinat sistemidir. Bu durumda

G (€) hacimle orantili bulunur:

1
hBwiw,w
1W2

Ge) = Jydey ey [y M de = e (L19)

6h3wqwyws
g(e) = % oldugundan durum yogunlugu asagidaki gibi yazilabilir:

2

9(€) = e (1.14)

W1 W2wW3
d boyutlu bir harmonik salinici potansiyeli i¢in durum yogunlugu asagidaki gibi
genellestirilir:

6d_1

(@ DL, hoy (1.15)

g(e) =

Esitlik (1.15)’e gore durum yogunlugu enerjiye bagh olarak degismektedir. C, bir sabit

olmak iizere, durum yogunlugunun enerjiye bagliligi

g(€) = Cpe®t (1.16)



Ug boyutta sinirlanmus bir gaz igin a degeri 3/2’ye esittir. Serbest bir gazin durum sayisini
3

veren Es. (1.9)’dan, C5/, oldugu gériilmektedir. U¢ boyutlu harmonik saliic1

_ Vm2
T 2m2h3
potansiyelinde tuazaklanan bir gaz i¢in katsayis1 & = 3 olarak alindiginda Es. (1.17) elde

edilir [1]:

Ca=—>— (1.17)

- 3
2h wW1WarW3

Kutudaki veya harmonik salinici potansiyeldeki pargaciklar icin « pargacik basina klasik

serbestlik derecesi sayisidir.

1.3.2. Kritik sicakhik

Kritik sicaklik en diisiik enerji durumunun makroskobik isgalinin ortaya ¢iktig
en yiiksek sicaklik olarak tamimlanir. Pargacik sayist N ¢ok biiyiik oldugunda Es.
(1.12)’deki sifir noktasi enerjisini ihmal edilebilir. Béylece en diisiik enerji potansiyeli
Es. (1.11)’in minimumuna, yani sifira esitlenir. Uyarilmis durumdaki pargacik sayisi

(N,y) asagidaki gibi bulunur:
Nex = [, deg(e)f(e) (118)

4 = 0 i¢in uyarilmig parcacik sayisi en biiyiikk degerine ulasir. Kritik sicaklik T, toplam

pargacik sayisinin uyarilmig durumda kalma kosulu ile belirlenir:

N =Nep(To,p =0) = [ deg(e) — (1.19)

ekBTc—1

€
kpTc

Esitlik (1.19) boyutsuz degisken X = kullanilarak yazildiginda

7 r(@){(a) (1.20)

-1

fooo dx

e

elde edilir. Esitlik (1.20)’de T'(a) ve {(a) sirasiyla gama ve Riemann zeta
fonksiyonlaridir. Bu fonksiyonlarin Es. (1.19)’da kullamilmasiyla kritik sicaklik ve

parcacik sayisi arasindaki baginti elde edilir:

1

kpT, = —= (1.21)

[CaT(@)(a)](@

Uc boyutlu bir harmonik salmici potansiyeli i¢in o = 3 oldugundan, Es. (1.17)
yardimuiyla kritik sicaklik



1

P 1

kT, = 22N = k,T, = 0.946N3 (1.22)
KOS

1
bulunur. @ = (w,w,w3)3 , salinict frekansinin geometrik ortalamasidir.



2. GROSS PITAEVSKII DENKLEMIi

Cok disiik sicakliklarda zayif etkilesimli bozonlardan olusan sistemlerde gézlenen BEY,
ortalama alan yaklagimindan tiiretilen GP denklemi ile temsil edilir. Bu esitlik ilk defa
1961 yilinda Gross ve Pitaevskii tarafindan bulundu. Gergekte GP denklemi zayif
etkilesimli bozonlardaki girdap durumlarimi agiklamak i¢in gelistirildi. Bu denklemin

gegerlilik sart1 sacilma uzunlugu, atomlar arasindaki mesafeden kiiclik olmasidir.

Diisiik enerjilerdeki iki pargacik arasinda etkin olan etkilesim momentum

4amh?a

uzayinda U, = ile verilir [2]. Burada a sagilma uzunlugudur. Koordinat uzayinda

bu etkilesim Uy6(r — r") temas etkilesimine karsilik gelir; burada r ve r'iki pargacigin
konumlaridir. Cok cisim durumlarinin enerjisini arastirmak i¢in Hartree veya ortalama
alan yaklasimi benimsenir ve dalga fonksiyonunun tek parcacik dalga fonksiyonlarinin
simetrik bir ¢arpimi oldugunu kabul edilir. Tamamen yogunlasmis durumda, tiim
bozonlar ¢ (r) fonksiyonu ile gosterilen tek parg¢acik durumundadir. N parcacikli sistem

i¢in dalga fonksiyonu asagidaki gibidir [2]:

lp(Tl,Tz, ""rN) = Hg:1}¢(ri) (21)

Tek pargacik dalga fonksiyonunun normalizasyonu [ dr|¢(r)|? = 1 seklindedir. Bu
dalga fonksiyonu, iki atom birbirine yakin oldugunda etkilesimin iirettigi korelasyonlari
icermez. Bu fonksiyon yerine, ortadan kaldirilan veya entegre edilen kisa dalga boyuna
sahip serbestlik derecelerinin etkisini igeren U,8(r — r’) etkilesimi kullanilir. Ortalama
alan yaklasiminda, pargaciklar arasindaki mesafeden daha kiigiik uzunluga sahip olan
serbestlik dereceleri arasindaki etkilesimler dikkate alinmaz. Bu nedenle kesme dalga

sayisi sifira ayarlanir.

Ortalama alan yaklagimiyla sistemin etkin Hamiltoniyeni
2
H =Xy [5_; + V(Ti)] + Uo Lpi<jy 8 (ri = 15) (2.2)
seklinde yazilir [2]. V (1;) dis, tuzaklama potansiyelidir. Sistemin enerjisi
h? 2 2 N1 4
E= Nfdr[Z [V + V() 1o + 20 1)) ] (2.3)

ile verilir [2]. Hartree yaklasiminda tiim atomlar dalga fonksiyonu ¢ (r) ile gosterilen

durumdadir. Gergek dalga fonksiyonlarinda, kii¢iik atomik farkliliklarin neden oldugu
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korelasyonlar, baz1 atomlar1 daha hizli uzaysal degisimlere sokabilir ve bu durumda
toplam atom sayis1 N'den daha az olabilir. Bose gazi i¢in kullanilan mikroskobik teoriden
anlasildig1 tlizere, yogunlasma igindeki parcacik sayisinin goreceli azalmasi, tilkenme

1
olarak adlandirilir ve yogunlasmanin tiikenmesi (na3)z diizeyindedir. V hacimli bir
sistemde, taban durumundaki bir pargacigin dalga fonksiyonu % ‘dir; dolayisiyla bir ¢ift
V2
parcacigin etkilesim enerjisi % olur. N sayida bozondan olusan sistemde bozon ¢iftleri

_1)

icin bu etkilesim enerjisi ultd ile garpilir. N > 1 varsayimiyla ve n = N/V olmak
tizere enerji ifadesi

_ N(N-1)
v

E Uo ~ 5Vn2Uy (2.4)

bulunur [2]. Yogunlagsma durumundaki dalga fonksiyonu ve enerjisi
1
Y(r) = N2g(r) (2.5)

EG) = [ dr [ [vp@)?| + V) @12 + 20, 1| (26)
bulunur [2]. Toplam parcacik sayisi

N = [drlp@)|? (2.7)

ile normalize edilir. Kisitlama, Lagrange carpanlari yontemiyle belirlenir. Bunun igin
OFE — udN = 0 esitligi kullanilir. Kimyasal potansiyel u pargacik sayisinin sabitligini
saglayan Lagrange ¢arpanidir ve () ve Y (r)* istege bagli se¢ilebilir. Bu islem sabit u
degerinde E — uN ifadesinin minimize edilmesine esdegerdir. E - uN’nin y(r)* ile

degisiminin sifira esitlenmesi Es. (2.8)’1 verir [2]:

— I 92h() + VW) + Uolp(rP(r) = up(r) 28)

Esitlik (2.8) zamandan bagimsiz Gross-Pitaevskii denklemidir.
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3. SPIN YORUNGE ETKIiLESIiMLi BOSE EINSTEIN YOGUNLASMASI

Yogun madde sistemleri spin—yoriinge etkilesimleri (SYE) ile iliskili ¢esitli olgular
icermektedir. SYE, kuantum spin Hall etkisi, topolojik izolatorler ve siiper iletkenler gibi
olgular i¢in kritik bir 6neme sahiptir. Notr atomlardan olusan bir sistem SYE etkisine
sahip degildir; ancak son yillarda ultra-soguk atomlar {izerinde yapilan deneylerde SYE

sentetik olarak olusturulmustur [3].

3.1. Teori

Rb®” atomlar1 ile yapilan SYE-BEY deneylerinde, bir capraz optik dipol
tuzaginda dejenere atom bulutu hazirlanir [3]. x yoniinde homojen bir manyetik bias alan
uygulanarak, F = 1temel durumu, yaklasik lineer olan Zeeman etkisi araliginda,
birbirlerine egit enerji ayrimi ile my = £1 olmak lizere li¢ enerji seviyesine ayrilir. Sekil
3.1 ‘de x yoniinde ve izdiisiimleri birbirine zit yonlerde olan iki Raman lazeri
gorilmektedir. Bu lazerler |F = 1,my = —1), |[F = 1,m; = 0) ve [F = 1,mf =
1) enerji seviyelerini eslestirmek icin kullanilir. Enerji seviyeleri, kuantum spinlerine
benzer 6zellikleri nedeniyle psddo-spinler olarak adlandirilir. Ancak, spin-1/2 sistemini
simiile etmek i¢in iiclincli enerji seviyesinin rezonans disina ¢ikarilmasi gerekir. Bu,
genellikle yaklagik 10 Gauss'luk biliylik bir manyetik bias alani kullanilarak
gergeklestirilebilir. Boylece, kuadratik Zeeman etkisi, [F = 1,my = —1) ve |F =
1,my = 0) arasindaki enerji aynmini, |[F = 1,my = 0) ve [F = 1,mf = 1)
gegislerinden daha biiylik bir degere kaydirir [3]. Ardindan Raman lazerleri arasindaki
uygun bir frekans farki secilerek, yalnizca |[F = 1,m; = —1) ve |[F = 1,my = 0)
gecisini ele almak miimkiin olur. Bu Raman eslesmesinin varlifinda tek parcacik

Hamiltoniyeni su sekilde yazilir [3]:

2
H = zp—;l + %O'Z + %COS(ZkRamx — dwt)oy (3.1)

Dx, atomlarin x yoniindeki momentumunu, m ise atomlarin kiitlesidir. [F = 1,my =
—1)ve |[F = 1,my = 0) durumlar arasindaki enerji ayrim1 AE ile ifade edilir. kggy,

ise zit yonlii yayilan Raman lazerlerinin x boyunca yansitilmig dalga sayisin1 temsil eder

13].
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Raman Lazeri Raman Lazeri
—» X

Bias Alam

E——)

Sekil 3.1: Sentetik SYE'nin gerceklestirilmesi i¢in deney semasi. Atomlar, x yonii boyunca bir
bias manyetik alana tabi tutulur. Atom agisinda w/2 agisiyla ayrilmis iki Raman
lazeri, 45° ve 135%deki atomlarda olusur.

ki Raman lazeri arasindaki frekans farki Ao ile verilir ve Rabi frekansi Q

_ 040,
T 24

Q (3.2)

ile verilir. Rabi frekansi, atomlarin asir1 ince durumlarini birbirine baglayan bir eslesme
katsayisidir. Bu katsayi, Raman lazerinin frekansina ve atomlarin momentumuna baghidir.
Esitlik (3.2), her bir Raman lazerinin Rabi frekanslar1 ), , ile tek foton ayar1 4 arasinda
bir baglantt kurar. Rabi frekanslari Raman lazerlerinin siddetlerine baglidir. Spin
durumlari arasindaki etkilesimleri Pauli matrisleri temsil eder. Sistemin dalga fonksiyonu

P(x) = Py, Py)T olsun. Asirt ince durumlar
IT>=F=1,m=0>,[I>=|F=1,m =-1> (3.3)

olur. Standart donen dalga yaklasimini kullanarak Hamiltoniyen su sekilde yazilabilir [3]:

H= §23 n 4E,;, n Qcoskx—Awt)o, Qsin(2kt-Awt)ay, (3.4)
2m 2 2 2
Etkin alanin donmeyen referans gergevesinde
. Awt
U =exp [l (kRamx - %) O'Z] (3.5)
tiniter doniistimii uygulanarak asagidaki Hamiltonyen elde edilir:
2 -
H = UtHU — iyt Y = @xctMramoy) | 4B M 10, (3.6)
aT 2m 2 2
Sabit terim ¢ikarildiktan sonra deneysel SYE ile ilgili Hamiltonyen
P? hé hQ
Hsoc = 5 -+ yYPx0, + 0, + -0 3.7
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bulunur [3]. Burada § = AE — Aw ayar parametresidir. y, SYE biiyiikliigiinii ifade eden

parametredir ve Raman lazerlerinin dalga sayisi, Planck sabiti ve kiitle cinsinden

y = Mo (3.8)

m

ile verilir. Spin yoriinge etkilesimlerinin biiyiikliigiinii belirleyen y, Raman lazerlerinin
dalga saysina baglidir; dolayisiyla deneysel olarak degistirilebilen bir parametredir.
Raman lazerleri arasindaki acgiyr degistirilerek lazerlerin dalga sayisi ve sonug olarak y
degistirilebilir. Ayar parametresi §, ince yap1 durumlari enerji farki ve Raman lazerlerinin

frekans farkina esittir:

§ =" Aw (3.9)

Bias manyetik alan ne kadar giigliiyse, enerji ayrimi o kadar biiyiik olur. Bu nedenle, ayar
parametresi bias alaninin biiyiikliigii ile ayarlanabilir bir parametredir. Ayrica, uzaysal
olarak homojen olmayan bir bias alani kullanilarak, konuma bagli ayar parametresi elde

edilir.

Spin yoriinge etkilesimlerinin biiyiikliigii Raman lazerlerinin giiciiniin periyodik
degisimi ile etkili bir sekilde degistirilebilir. Bu degisim Q = Q, + Q cos(wt) seklinde
olup burada Q, Rabi frekansinin ortalama degeridir ve Q) modiilasyon genligidir. Bu
ifade, modiilasyon frekansit w’nin sistemdeki diger herhangi bir enerji 6lgeginden ¢ok
daha biiyiik oldugunu varsayar. Bu, Rabi frekansindaki modiilasyon terimini iptal etmek

i¢in Uniter bir doniisiimii 6nerir [3]:

_ . (Osin(wt)
U, (t) = exp (—l TO'x) (3.10)
Bu durumda etkin Hamiltonyen
Hotkin = Ul HyooUy — ihUS 22 3.11
etkin — Y1 !tsocvY1 l 1 5¢ ( : )

2 hé Q. I
=Lx (7 + YDy ) cos [% sin(wt)] g, + %ax +

_2m

hé Q.
( -+ ypx) sm[% sin(wt)] oy,

Yoo (%) exp(inwt) O

kullanilarak ve sadece n = 0 durumunda yiiksek modiilasyon frekansi i¢in zamandan

iQsin(wt)

bulunur. Standart Bessel fonksiyon bagintis1 exp " =

bagimsiz Hamiltonyen elde edilir:
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2 hé Q hQ
Hetpin = f_m + (7 + ypx)]O (Z) o, + Too-x (3-12)

bulunur. Burada J, sifirinci mertebeden birinci tiir Bessel fonksiyonudur. yexin =
YJo (%), etkin SYE biytikliigiidiir. Raman lazerlerinin giicliniin yiiksek modiilasyon
frekansi, SYE etkin olarak degistirmektedir. Bu modiilasyon benzer sekilde ayar

parametresini de degistirir: dp¢in = 6/ (%)

3.2. SYE-BEY’in Taban Durumlari
Deneysel olarak olusturulabilen SYE-BEY'in temel 6zelliklerini tanimlamak igin,
iki boyutlu bir geometri ile anlagilabilir. Bu tiir kiigiiltiilmiis boyutlara z yoniinde giiclii

bir tuzaklama potansiyeli uygulanarak ulagilabilir. Sistemin taban durum o6zelliklerini

belirlemek i¢in GP denklemi kullanilir [3]:
. 0
th—-= [Hyp + V(x,y) + Hip | P (3.13)

Spin yoriinge etkilesimlerini igeren tek parcacik Hamiltonyeni

pZ . D3 hQ
Hyp = ﬁ + ;3; T VetkinPx0z T To-x (3-14)

Ayar parametresi sifir olsun. Eger Rabi teriminin yiiksek frekansli modiilasyonu

yoKsa, Verkin — ¥ alinabilir. iki boyutlu harmonik tuzaklama potansiyeli

Vix,y) = %mwyz (n*x? + y*) formundadir; burada w, ve w,, sirasiyla x ve y yonleri
boyunca tuzaklama frekansidir ve aralarindaki oran 7 ile verilir: n = % Esitlik (3.13)’te
y

H,; , atomlar arasi etkilesimleri tanimlayan terim

[ONE D, |?
gl Prl? + gr |yl 0 ) (3.15)

Hooo =<
etkimn 0 grl P + gyl ®,|?

ile verilir. Burada g katsayilari ilgili s-dalgasi sagilma uzunluklarina bagl atomlar arasi

etkilesim biiyiikliigiidiir. Rb®” ile yapilan deneylerde gi1, g, Ve gy, arasindaki fark ¢ok
kugiiktiir. Enerji, uzunluk ve zaman igin sirasiyla hw,, /h/(mw,) ve o birimleri

kullanilarak, GP denklemi boyutsuz hale getirilebilir. Sistemin taban durumlari, sanal
zaman yontemi kullanilarak bulunabilir. Her bir spin bileseninin yogunluk profili
Thomas-Fermi dagilimimi takip ederken, momentum dagilimi ise Raman lazerlerinin

yayllma yonii boyunca sonlu bir yari-momentumun varligin1 gostermektedir. Sonlu bir
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yart momentuma sahip olmasina ragmen sifir grup hizina sahip olan boyle duragan bir
taban durumu, sifir yart momentumda yogunlasan spin yoriinge etkilesimleri
yoklugundaki BEY’in taban durumlarindan temel olarak farklidir. Gergekte, sifirdan
farkl1 yari-momentum spin yoriinge etkilesimli tek parcacik spektrumunun minimumuna

yakin konumlanir [3]:

kZ+k3

s [Gernankn? + (2) (316)

Ey (kx’ ky) =

Burada k,Ve ksirastyla x ve y ydniindeki yari-momentumdur. Ey (k, k) spektrumu
Es. (3.14)’iin dispersiyon bagintisidir. SO etkilesim spektrumu yalnizca kendi yonii olan
x boyunca etkiledigi, ancak serbest parcacik dagilimini y yonii boyunca korudugu

gorilebilir. Bu spektrumun temel 6zelliklerinden biri en alt dalinda ¢ift kuyulu bir yapiya
sahip olmasidir. Eger Q < 2¥.¢kin’ (kx, ky) = (tkmin,0) noktasinda iki dejenere
minimumu goriiniir. Bu minimum

Q 2
kmin = \/yetkinz - ( ) (3-17)

2Yetkin

ile verilir. Eger Q = 2y ,¢kin 156 sadece ki, = 0 da minimum vardir ve tek pargacik
spektrumunun en alt dali standart parabolik forma sahiptir. Bu kosulda taban durumunun
ozellikleri cogunlukla spin yoriinge etkilesimi yoklugunda olusan BEY ile aymidir. Eger
Q < 2Yoekin? icin ise taban durumu minimumlardan birinde bulunur; dolayisiyla tek
pargacik spektrumundaki dejenerelik ortadan kalkar. Bu taban durumuna diizlem dalga

fazi denir.
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4. ANDERSON LOKALIZASYONU

P. W. Anderson 1958 yilinda, kristallerde elektron iletimi konusunda ¢alisirken, diizensiz
bir ortamda ilerleyen bir dalganin lokalizasyonu hakkinda baz1 6ngoriilerde bulundu [4,
5]. Anderson, diizensiz bir metalde, birbirleriyle etkilesmeyen elektronlarin hangi
kosullar altinda ilerleyecegi ve hangi kosullarda lokalize olacagini gosterdi. Boyle bir
ortamda ilerleyen bir dalga, ortamdaki rastgele dagilmis safsizliklardan ¢oklu
sacilmasinin ve ortaya ¢ikan yikici girisimin sonucu yayilamaz ve lokalize olur. Bu olaya
Anderson lokalizasyonu denir. Yikici girisim etkileri, yayillim koherent oldugu siirece
gerceklesir. Anderson lokalizasyonu, ortamda bir diizensizliin varliginda, kuantum
sisteminin 0zfonksiyonlarinin eksponansiyel olarak bozulmasi ile karakterizedir; yani

Y(x) o exp|x| bagintisi ile 6zfonksiyonlar bozulmaya ugrar.

llerleyen yillarda, Anderson lokalizasyonunun diizensiz ortamlarda bulunan
maddesel dalgalarda da olustugu gozlendi [6-10]. Maddesel dalgalarda Anderson
lokalizasyonunun gozlenmesi ilk defa ultra soguk atom c¢alismalarinda oldu. BEY
sistemleri, diizensiz sistemlerle ilgili ¢alismalara ve simiilasyonlara farkli bir yaklagim
getirir. Bunun nedeni, bu sistemlerde atomlar arasi etkilesmeler ve diger parametrelerin
kontrol edilebilir olmasidir. Diizensiz bir optik 6rgii potansiyeli optik metotlarla elde
edilebilir ve potansiyelin istatistiksel dzellikleri hassas bir sekilde kontrol edilebilir. BEY
dogrusal olmayan bu yapisi nedeniyle Anderson lokalizasyonu ¢alismalari i¢in uygun bir
caligma ortamidir. BEY sistemlerinde diizensizlik etkilerinin ve Anderson lokalizasyonun
gozlenebilmesi i¢in kullanilan dis potansiyeller lazer spotlari ile olusturulan rasgele
potansiyeller [6, 11-16] ve optik orgii potansiyelleridir [7, 17-20]. Her iki tiir potansiyel
de optik yollarla elde edilebilir. Ornegin, ikili-kromatik optik drgii potansiyeli birinci
orgii potansiyeline ek olarak olusturulan ikinci bir zayif 6rgii potansiyeli ile elde edilir.
Rasgele potansiyeller ise 1518in piiriizlii bir ortamdan yansimasiyla olusturulur. Ultra-
soguk atom ¢aligmalarinda Anderson lokalizasyonunun gozlendigi ilk deneysel
calismalar kaynak [6] ve [7]’dir. Billy ve ark., 8’Rb atomlarini iceren BEY sisteminde,
lazer ile diizensiz bir potansiyel olusturdular ve dalga fonksiyonunun eksponansiyel
olarak lokalize oldugunu gosterdiler [6]. Roati ve ark., birbirleriyle etkilesmeyen 3K
atomlarindan olusan ve farkli genlikler ve dalga boylarinda iki optik 6rgii potansiyeli ile

tuzaklanan BEY’de, Anderson lokalizasyonunu gozlemlediler [7].
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4.1. Anderson Lokalizasyonu Nedir?

Diizensizlikler ve kusurlar birgok fiziksel sistemin 6zelliklerini gii¢lii bir sekilde
etkileme egilimine sahiptir. Diizensizligin en ¢ok bilinen etkilerinden biri Anderson
lokalizasyonudur. Anderson lokalizasyonu, ortamdaki diizensizliklerin sonucu ortaya
cikan, kuantum sisteminin 6zfonksiyonlarinin iistel bozunmasi anlamina gelir. Diizensiz
sistemlerde Anderson lokalizasyonunun olusumu diizensizligin veya kusurun tiirline ve
sistemin dilizensizlik oncesi enerji spektrumuna baglhidir. Anderson Lokalizasyonu bir
diizlem dalganin rastgele sagilimlar veya rastgele potansiyel engelleri tarafindan
olusturulan ¢oklu yansimalarinin etkisi ile anlagilabilir.

Diizensiz bir sistem, bir dizi birbiriyle iliskili olmayan rastgele potansiyel engeline
maruz kalan serbest bir parcaciktan olusur. Bariyer yiiksekliklerinin alt sinir olmaksizin
stirekli bir dagilima sahip oldugu varsayilir. Bu, potansiyel i¢cin §-benzeri

C(z) =< V(x)V(x +z) >= A%6(2) (4.1)
formunda bir korelasyon fonksiyonuna karsilik gelir [21]. A diizensizlige iliskin ortalama
potansiyel enerji degisimidir. Bu 6zel durum i¢in, bir boyutlu sistemde tiim 6zdurumlarin,
ortalama bariyer yiiksekliginin son derece kiigiik degerleri i¢in bile her zaman lokalizedir.
Lokalizasyon uzunlugu é(E) kinetik enerji ile yaklasik dogrusal olarak degisir ¢linkii
kinetik enerji potansiyel engellerin ¢ok iistiine ¢iktikca kuantum yansimalarinin etkisi
azalir. Tek boyutta p(E) durum yogunlugu ile lokalizasyon uzunlugu arasindaki iliski
incelenmis, asagidaki ifade elde edilmistir [21]:

EE) ™ = ["7|E — €| dp(e) (4.2)
Ayrica biiylik enerji sinirinda E > A igin, {(E) ile korelasyon fonksiyonu arasinda su

sekilde bir iligki tiiretilebilir [21]:

§E) =2 M Ca)dz =5 (43)

4E

Diizensiz potansiyel igin bu £ (E) « —z Verir. Rastgele bir potansiyelde E < A ayr1 olarak

incelenmelidir, ¢ilinkii enerji dagiliminin Lifshits kuyrugu olarak adlandirilan derin birkag

kuyuda "klasik" bagli durumlara sahip olma olasilig1 da vardir.

Iki boyutlu bir sistemde durumlar her zaman lokalizedir, ancak lokalizasyon
uzunlugunun enerji ile degisimi &(E) « exp(E'/?) seklindedir. Bu davranis, rastgele
sacilimlt bir durumda, iki boyutta olasi yollarin daha fazla sayida olmasi ile anlasilabilir.

Ug boyutlu durumda, durumlarin her zaman tamamen lokalize degildir. Ug boyutta,
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hareketlilik sinir1 olarak adlandirilan ve belirli bir E,,, enerjisine karsilik gelen bir kavram
mevcuttur. Sistemin 6zdurumlan E < E,, icin lokalize iken, E > E,, i¢in lokalize

degildir. Herhangi bir sistem i¢in hareketlilik sinir1 diizensizligin biiyiikliigline baghdir.

4.2. Bos Uzayda Diizensizlik

BEY sisteminde lazer spotlar ile olusturulan rasgele potansiyeller diizensizlige
neden olur [22]. Sistem baslangicta diizgiin bir harmonik potansiyelde tuzaklanarak
sogutulur. Daha sonra, daginik bir plakadan gecen ve atomlar tizerine odaklanan bir lazer
1s1ninin statik dipol potansiyeli kullanilarak ayri ayr rastgele diizensizlik eklenir. Plaka
rastgele bir faz kaymasi yaratir ve bu kayma rastgele dagilmis tepe noktalarina sahip bir
yogunluk dagilimi olusturur. Lazer dalga boyu, atomik gecislerin dalga boyundan daha
kiiciikse, karsilik gelen dipol potansiyeli iticidir ve bu tiir yogunluk tepeleri parcaciklar
icin potansiyel bariyeri gorevi goriir. Diizensizligin harmonik potansiyelin yalnizca bir
ekseni boyunca mevcut oldugunu varsayilirsa, bir boyutlu Hamiltonyen

h2v2
- 2m

H =

+ %mwzxz + V(x) (4.4)

olur [21]. Diizensiz potansiyel hakkinda gerekli bilgi, tistel olan enerji dagilimi P(E) o
exp(—E/A) ve onun korelasyon fonksiyonuna (Es. (4.1)) bakilarak elde edilir. Spot
olusturan mercegin odak uzakligi f ve ¢apt D oldugunu varsayilirsa, korelasyon
fonksiyonu elde edilir [21]:

. VA
smz(—)
ar

C(z) = N2 —22 (4.5)

G
Esitlik (4.5)’da A engellerin ortalama yiiksekligidir; o, = i—’; potansiyelin korelasyon
uzunlugudur. Sifirdan farkli bir korelasyon uzunlugunun varligi, sistemin lokalizasyon
ozelliklerini 6nemli dl¢lide degistirip etkili bir hareketlilik sinir1 ortaya ¢ikarir; yani bir
boyutta bile lokalize olamayan durumlarin varligina izin verir [23]. Kirtnimin sinirh

oldugu bir sistem i¢in o, = A bulunur; burada A = 1um spot olusturmak igin kullanilan

lazerin dalga boyudur. Caligmalar bir spot potansiyeli i¢in

E, = (4.6)

2mo?

enerjisinde hareketlilik sinir1 bulundugunu ve Born yaklasimi dahilinde lokalizasyon

uzunlugunun uygun formunun su sekilde oldugunu gostermistir [21]:
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80, EEp, 1 1
n A2 1-ko, S(1-koy)

§(E) =

(4.7)

Burada © (x) Heaviside fonksiyonudur. Korelasyonsuz diizensizlikle

karsilastirildiginda, lokalizasyon uzunlugunun enerjiyle artis1 daha hizlidir.

4.3. Bir Orgiideki Rasgele Diizensizlik
Anderson lokalizasyonunun gerceklestigi fiziksel sistemlerden biri de fotonik

orgiilerdir [24]. Bir boyutta Anderson modeli asagidaki gibi kesikli bir Hamiltonyen ile
ifade edilir [21]:

Bu esitlikte ilk terim Orgiiler arasi sigramayi tanimlar; ikincisi ise [—A, +A] araliginda
rastgele dagildigi varsayillan on-site enerji€;’yi igerir. Korelasyonsuz rastgele bir
diizensizlik i¢in, 4/] « 1 limitinde pertiirbasyon teorisi yaklasimi ile lokalizasyon
uzunlugu

24d(4j2-E?)
A2

§(E) = (4.9)

bulunur. Lokalizasyon uzunlugu yine bos uzayda oldugu gibi AZile ters orantilidir; ancak
lokalizasyonun maksimumu iki bant kenarinda (E = +2]) bulundugundan uzunlugun
enerjiye baghligi £(E) o< E? seklindedir. Spot potansiyelinin sonlu korelasyon uzunlugu
bir boyutta etkili bir hareketlilik sinir1 ortaya ¢ikmasina yol acar [23]. Bununla birlikte,
orgiiniin ilk bandinda, lokalize olamayan durumlar yalnizca korelasyon uzunlugu d'den

biiylikse ortaya ¢ikmaktadir.

4.4. Anderson Lokalizasyonu ve Parcaciklar Arasi Etkilesimler

Parcaciklar arasindaki etkilesimler, ¢ok cisimli bir sistemlerde Anderson
lokalizasyonu 6zelliklerini degistirir. Bu etkilesimler, sistemin 6zdurumlarini lokalize
halden lokalize olmayan hale doniistiirerek Anderson lokalizasyonunu bozabilir.
Etkilesimlerin sistem iizerine etkileri, parcaciklarin bozon veya fermiyon olmasina, tek
parcacik enerji spektrumuna, sistemin sicakliina, etkilesimlerin 6zelliklerine (¢ekici

veya itici, kisa veya uzun menzilli olmasina) baglidir.

Atomlar i¢in ¢ok diisiikk sicakliklarda baskin etkilesim, sagilma uzunlugu a ile
karakterize olan s-dalgasi temas etkilesimidir. ¥ (r) durumundaki N atomdan olusan bir

sistemde parcacik basina etkilesim enerjisi su sekildedir [25]:
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4mh?

Eere = 2= aN [p(r)|*d*r (4.10)

Pozitif sagilma uzunlugu atomlar arasindaki itici etkilesimlere karsilik gelir; Eqpfe >
0 olur. Atomlar arasindaki ¢ekici etkilesimlerde E.;, < 0 olur. Deneylerde Feshbach
rezonans teknigi kullanilarak sagilma uzunlugu a degistirilebilir. Boylece atomlar arasi
etkilesimleri itici (gekici) etkilesimlerden ¢ekici (itici) etkilesimlere donistiirmek
miimkiindiir. BEY i¢in 6nemli olan itici etkilesim durumudur (a >0); ¢linkii ¢ekici
etkilesim durumlar1 genellikle kararli degildir. Zayif etkilesimlerin Anderson
lokalizasyonunu nasil etkileyecegi veya giiclii korelasyon rejimindeki diizensizlik ve
etkilesimler nedeniyle ortaya c¢ikan kuantum fazlar1 hakkinda c¢aligmalar devam
etmektedir. Parametrelerin ¢ogu deneysel olarak kontrol edilebilir oldugundan,

diizensizlik ve etkilesimler sistemin temel 6zelliklerini incelemek i¢in kullanilabilir.
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5. SPIN YORUNGE ETKILESIiMLi BOSE EINSTEIN YOGUNLASMASI VE
ANDERSON LOKALIZASYONU

Bu boliimde, rasgele sayilarla olusturulan bir potansiyelde tuzaklanan spin
yoriinge etkilesimli BEY incelendi. Boyle bir potansiyel ortamda bir diizensizlik
olusturur ve Anderson lokalizasyonu incelenmesine olanak saglar. Oncelikle sisteme
iliskin GP denklemi niimerik olarak ¢oziildii ve spin yoriinge etkilesiminin Anderson

lokalizasyonu ve systemin dinamigi {izerinde etkilerine yer verildi.

5.1. Rasgele Potansiyelde Tuzaklanan Spin Yoriinge Etkilesimli BEY
Rasgele olusturulan, diizensiz bir potansiyelde tuzaklanan spin ydriinge

etkilesimli BEY sistemi asagidaki GP denklemi ile temsil edilir [26]:
i, ® = (- (px + hio,) + hia, + V(X) + g'dT.®) @ (5.1)

Burada ® = (®; @, )T dalga fonksiyonunun pseudo-spin durumlarini temsil eder. k
Raman lazerlerinin dalga sayisina bagli spin yoriinge etkilesim parametresidir. gy =

g1 = gy = g’ oldugu varsayildi. Esitlik (5.1) boyutsuz formda asagidaki gibi yazilir:
0% = (=202 + iy, 0y + 80, + V(x) + g¥T.¥) ¥ (5.2)

Esitlik (5.1) elde edilirken enerji, zaman ve uzunluk sirasiyla hA, 1/A ve W ile
olgeklendirildi. Diger parametreler y = —x/h/mA ve g = Ng'\/m/hA/h olur. Bu
boliimde, atomlar aras: itici etkilesimler incelenerek tiim hesaplamalarda g = 1 alind.
Boyutsuz ¢, ve 1, dalga fonksiyonlart [(|t1|? + [¢,]?)dx =1 bagntisiyla
normalizasyon kosulunu saglar. ikinci terimin anlami oy’nin sadece momentumun x

bileseni ile etkilesmesidir. Esitlik (5.2), iki bilesenli olarak asagidaki gibi yazilabilir [26]:

. 0 102 0

l% = —5% + V%*‘ Sy + V)Y, + gyl + [y

.0 102 0

(S = = Sy S = 0% +V@W + gl + [P, (5:3)

Esitlik (5.3)’te yer alan x’e bagl tuzaklama potansiyeli VV(x), x ekseni boyunca rasgele
dagilmis S tane 6zdes spot kiimesi ile tanimlanan diizensiz bir potansiyeldir. Boyle bir

potansiyel, piiriizlii bir ylizeyden, 15181n yansimasi ile olusur. Bu potansiyel asagidaki

formdadir [12, 13]:
V(x) =V, Z§=1f(x - xj) (5.4)
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Sekil 5.1: (a) Rasgele olusturulan tuzak potansiyeli, (b) Otokorelasyon fonksiyonu.

V, spot genisligidir; f(x — xj) ise x; konumunda bulunan tek bir spot potansiyelini temsil

eder. Gauss seklinde tek bir spot i¢gin

f(xj) = \/%exp (— ;C—z) (5.5)

o genislik olup, fjooo f(x)dx = 1 normalizasyon kosulu saglanir. Esitlik (5.4) ile verilen

rasgele spot potansiyelinin istatistiksel ortalamasi
1 (L 1%
V)=, [0, Vx)dx =7 (5.6)

D spotlar arasi ortalama mesafe, 2L potansiyelin konumsal uzanimidir. Ortalama spot

yiiksekligi

L
— 2, () = (v ()))2dx (5.7)
olur. V(x) potansiyeli i¢in otokorelasyon fonksiyonu

C(@) = (VIV(x +d)) = (V(x))? (5.8)

denklemi ile verilir. Otokorelasyon fonksiyonunun genisligi spotlarin genisliginin bir
Olctstdiir. Korelasyonlar, lokalizasyonu artirir ve bu etkinin biiyiikligi etkilesimlerden
ve diizensizligin biiyiikligiinden etkilenir. Esitlik (5.4) ile verilen rasgele potansiyele
ornek, Sekil 5.1-a’de ¢izildi. S = 300, L =30, o = 0,1, V; = 1 alindi. Bu potansiyel,
MATLAB programinda RAND komutu ile [—L, L] araliginda, 300 tane rasgele say1 ile
uretildi. Bu rasgele sayilar, x; konumlarmi belirlemektedir. Esitlik (5.6) ile verilen
istatistiksel ortalama (V(x)) =5, ortalama spot yiiksekligi Vy = 4.94 bulunur.
Otokorelasyon fonksiyonu C(d) Sekil 5.1-b’de ¢izildi. Otokorelasyon fonksiyonunun
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sayisal degerine Gaussian egri uyumu yapildi. Sayisal deger kirmiz1 egri ile, Gaussian

egrisi ise noktalar ile gosterildi. Otokorelasyon fonksiyonuna uydurulan fonksiyon
2 a?
C(d) = Vgexp(— U—}%) (5.9)

seklindedir. Egri uyumu sonucunda, genlik Vi = 4,90, korelasyon uzunlugu oz = 0,14
bulunur. Sekil 5.1-a’dan, kuantum durumlarin x = 1,4 koordinatinda lokalize oldugu
anlasilmaktadir. Farkli rasgele sayilarla iiretilen bir potansiyel kullanildiginda bu
lokalizasyon konumu degismekle birlikte, kuantum durumlarimin = o6zellikleri

degismemektedir [12, 13].

5.2. Niimerik Sonuclar

Bu boliimde Es. (5.3) ile verilen iki bilesenli GP denkleminin niimerik ¢oziimleri
yapildi. Denklemin taban durumu ¢6ziimlerinin bulunmasi i¢in “sanal zaman metodu”
kullanildi. Niimerik ¢6ziimler yogunlasmanin iki bolgesi i¢in elde edildi: merkezi bolge

ve uc bolge.

Spin yoriinge etkilesiminin merkezi ve ug¢ bolgelerdeki lokalizasyon iizerine
etkileri Sekil 5.2°de goriilmektedir. Seklil 5.2-a, § = 0,5 ve y = 0,8 parametreleri igin
elde edilen yogunluk grafiklerini gostermektedir. Mavi ¢izgi birinci bilesene, kirmizi
kesikli ¢izgi ikinci bilesene aittir. Birinci bilesen iki kii¢iik pike sahip iken, ikinci bilesen
Gaussian sekline benzer yiiksek bir pike sahiptir. Yogunluk grafiginin merkezi,
potansiyelin sifir oldugu x = 1,4 konumundadir. Yogunlasmanin ug¢ bdlgelerinde
lokalizasyonun daha detayli goriilebilmesi i¢in, birinci ve ikinci bilesenlere ait yogunluk
grafikleri Sekil 5.2-b ve 5.2-c’de logaritmik olarak cizildi. Diizensiz potansiyellerde
olusan Anderson lokalizayonu, lokalize durumlarin u¢ bolgelerde exponansiyel olarak
azalmasi ile karakterizedir. Bu iki sekilde goriilen eksponansiyel olarak azalan uzun
kuyruk Anderson lokalizasyonunu gostermektedir. Bu uzun kuyruk boliimii, her iki
bilesen i¢in de x = 2,6’dan x = 30’a uzanmaktadir. Logaritmik Olgekte cizilen bu
grafiklerde, merkezi yogunluk dagilimi da net goriilmektedir. Spin yoriinge etkilesim

biiyiikliigiiniin lokalizasyon tizerine etkilerini incelemek amaciyla, Sekil 5.2-d ve 5.2-f’de

y = 2‘ye artirildi. Sekil 5.2-d’den anlasilacag iizere, y’daki artis ile birlikte, ilk

bilesenin yogunlugu artmakta, ikinci bilesenin yogunlugu nerdeyse ayni kalmaktadir.
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Sekil 5.2: (a)-(C) Yogunlasmanin'y = 0,8 icin yogunluk grafikleri, (d)-(f) Yogunlasmanmn y = 2 icin
yogunluk grafikleri, (9)-(i) Yogunlasmann'y = 3,5 icin yogunluk grafikleri. § = 0,5 alind..

Spin yoriinge etkilesiminin artmasiyla birinci bilesenin yogunlugu artmakla birlikte,
yogunlagmanin genisledigi goriilmektedir. Dolayisiyla, y’daki artis, yogunlagmanin
lokalize olmamasina ve uzayda yayilimina neden olmaktadir. y = 2 i¢in logaritmik
yogunluk grafikleri Sekil 5.2-e ve 5.2-f’de ¢izildi. Anderson lokalizasyonunun gostergesi
olan eksponansiyel azalma bu grafiklerde de goriilmektedir. Sekil 5.2-g’de ise SO
etkilesim biiyiikliigii, y = 3,5 olarak ayarlandi. Bu grafik, ilk bilesenin yogunlugunun
arttigmni, ancak pik sayisinin ve genisliginin de arttigin1 gdstermektedir. Ikinci bilesenin
yogunlugu ise Gaussian seklinden uzaklasir ve daha fazla pik sayisina sahip olur.
Yogunlagsmanin ug bolgelerine bakildiginda (Sekil 5.2-h ve 5.2-i), bu kuvvetli y rejimine,
ug bolgelerin yayildigi goriilmektedir. Bu durum, yogunlagmanin artik lokalize olmadigi
anlamina gelir. Tuzaklama potansiyeli simetrik olmadigindan, logaritmik grafiklerin orjin
etrafinda simetrik olmadig1 goriilmektedir. Bu nedenle, sag ve sol uglarin lokalizasyon

uzunluklar: farklidir.
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Spin yoriinge etkilesiminin lokalizasyon uzunlugu iizerine etkilerinin daha iyi
anlagilmasi i¢in {i¢ farkli parametrede (y = 0,5, y = 2 ve y = 3,5) logaritmik yogunluk
degerleri ayni grafik lizerinde gosterildi. Sekil 5.3-a birinci bilesene ait sonuglari, Sekil
5.3-b ikinci bilesene ait sonuglar1 gostermektedir. Her iki bilesen i¢in de, y degerindeki

artis, lokalizasyon uzunlugunun azalmasina neden olur.

(b)

10°

Sekil 5.3: Farkly y degerleri icin logaritmik yogunluklarin tist iiste ¢izilmesi. () Birinci bilegen,
(b) Ikinci bilesen § = 0,5 alind.

Ayar parametresi &, buraya kadar yapilan niimerik hesaplamalarda sabit alindi.
Ayar parametresinin Anderson lokalizasyonu iizerine etkilerinin incelenebilmesi igin,
Sekil 5.4 spin yoriinge etkilesimi sabit tutularak, farkli § degerlerinde yogunluk grafikleri
cizildi. Sekil 5.4-a ve Sekil 5.4-b, § = 0,5 ve § =1 degerlerinde, birinci ve ikinci
bilesenin yogunluklarin1 gosterir. Bu iki grafik, ayar parametresinin merkezi bolgede
etkisinin az oldugunu goéstermektedir. Ayar parametresinin artirilmasi, yogunluklari bir
miktar azaltmaktadir. ilk bilesen iki pike sahipken, ikincisi Gaussian sekline benzer tek
pike sahiptir. Bu nedenle, ayar parametresinin pik sayisini1 degistirmedigi sOylenebilir.
Sekil 5.4-c ve Sekil 5.4-d farkli § degerlerinde, logaritmik yogunluklar {ist iiste ¢izildi.
Mavi egri 6§ = 0,5 degerini, kirmiz1 egri § = 1 degerini temsil etmektedir. Her iki
parametre degerinde, uzun eksponansiyel kuyruk goriilmekte olup, § = 0,5 degerinde
yogunlugun daha fazla yayildig1 goriilmektedir. Ayar parametresindeki artis ile birlikte
merkezi bolgedeki yogunluk bir miktar azalmakla birlikte, yogunlagsma genisligini
bulmak i¢in yapilan nlimerik hesaplama §’daki artisin  genisligi azalttiginm
gostermektedir. Yogunlagsmanin birinci ve ikinci bilesenine ait niimerik genislik
degerlerinin (w; Ve w,) spin yoriinge etkilesimi ile degisimi, farkli § degerleri alinarak
Sekil 5.5°te ¢izildi. Sekil 5.5-a birinci bilesenin, Sekil 5.5-b ikinci bilesenin genisligini

gosterir. Grafiklerde goriilen diiz mavi ¢izgi § = 0,5 degerini, kirmizi kesikli ¢izgi § = 1
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Sekil 5.4: (a) 8 = 0,5 icin bilesenlerin yogunluklari, (0) 8 = 1 icin bilesenlerin yogunluklar,
(c) 8 = 0,5 i¢gin bilesenlerin logaritmik yogunlukiari, (d) § = 1 i¢in logaritmik grafikler.

degerini temsil eder. Yogunlasmanin genisligi w niimerik olarak, Ax = \/m
formiilii ile bulunur. Sekil 5.5’ten anlasilacagi iizere, genislik spin yoriinge etkilesimi ile
birlikte artmakta, ancak bu artig spin yoriinge etkilesiminin sabit bir degerine kadar
olmaktadir. Bu degerden sonra, y'nin yogunlagsma genisligi tiizerine bir etkisi
bulunmamaktadir. Iki farkli § degeri karsilastirildiginda ise, ayar parametresinin her iki
bilesen i¢in de genisligi azalttigi sdylenebilir. Ancak bu sonug, y'nin orta degerlerinde
gecgerlidir. y’nin  disiik ve yiiksek degerlerinde, §’nin w iizerinde bir etkisi
bulunmamaktadir. Genisligin y ve § ile degisimi, her iki bilesende farklilik gosterir: ilk
bilesenin genigligi ikinciye oranla daha fazla artmaktadir. Sonug olarak; y lokalizasyonu
azaltirken, §’nin lokalizasyonu arttirmaktadir. Ancak ayar parametresinin etkisi y ile

karsilastirildiginda daha azdir.

Bu bdliimde ayrica yogunlagsmanin iki bileseni arasindaki popiilasyon dengesi
calisildi. Ayar parametresinin sifirdan farkli oldugu durumlarda, bilesenlerin atom
sayilar1 birbirine esit degildir. Bilesenler arasindaki dengesizlik spin polarizasyonu ile

ifade edilir. Spin polarizasyonu
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082 e 08 )

Sekil 5.5: Yogunlasma genisliginin SO etkilesimi ile degisimi. () Birinci bilesen, (b) Ikinci bilesen.
6=05ved =1alnd.

(07) = [ dx([¥]* = 19.1?) (5.10)

denklemi ile verilir. Spin polarizasyonunun y ile degisimi Sekil 5.6’da verildi. Diisiik
etkilesim degerlerinde, spin polarizasyonu —1’e gitmektedir. Bunun nedeni, kii¢iik y
degerlerinde birinci bilesenin yogunlugunun ikinci bilesene kiyasla ¢ok kii¢iik olmasidir.
y degerindeki artis dolayisiyla bilesenlerin yogunluklar1 degisir; bu durum yiiksek y
degerlerinde spin polarizasyonunun artarak sifira girmesine neden olur. {(o,)’in —1’den
sifira gitmesi kuantum faz gegisi oldugunu gosterir; spin polarize modundan spin-denge
moduna gecis olmaktadir. Sekil 5.6’dan ayrica spin polarizasyonunun ayar parametresi
ile degisimi de goriilmektedir. Ayar parametresi 0.2’den 1’e arttirildi. Ayn1 y degerinde,
ayar parametresi arttikca spin polarizasyonu azalmaktadir. Buna karsilik, §’nin spin
polarizasyonu iizerindeki bu etkisi y’nin kiigliik ve biiylik degerlerinde Onemsizlesir.
Sonug olarak, spin yoriinge etkilesimlerinin ve ayar parametresinin bilesenler arasindaki

atom transferi Uzerinde bir etkisi mevcuttur.

0 —
A '05 i /’, 1
g §=0.2
v a —§=0.5
i --0=1
1 . :
0 1 2 3 4 5
7

Sekil 5.6: Spin polarizasyonunun spin yoriinge etkilesimi ile degisimi. § = 0,2,6 = 0,5ve § = 1.
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5.1. Soniimlenmis Dinamik

Spin yoriinge etkilesimlerini icermeyen BEY sisteminin soniimlenmis dinamigi,
kaynak [27]’de zaman-korelasyon fonksiyonu kullanilarak incelendi. Soniimlenmis
dinamigin yapisi, taban durumunun lokalize olup olmamasi ile belirlenir. Sistemin
dinamigi incelenirken, 6nce taban durum c¢oziimleri elde edilir; sonra atomlar arasi
etkilesimlerin sifirlanarak zaman-korelasyon fonksiyonu bulunur. Atomlar arasi
etkilesimlerin sifirlanarak dalga fonksyonlarinin zamanla degisiminin incelenmesi
“sonimlenmis dinamik” olarak adlandirilir [27]. Zaman-korelasyon fonksiyonun
zamanla degisimi periyodik ise sistem diizenli bir soniimlenmis dinamige sahiptir,

periyodik degil ise sistemin soniimlenmis dinamigi kaos halindedir.

Bu béliimde spin yoriinge etkilesimlerini iceren BEY igin zaman-korelasyon

fonksiyonu hesaplandi. Zaman-korelasyon fonksiyonu [27]

c(®) = [ (x, 0) [ (x, )| (5.11)

denklemi ile verilir. Burada ¥ (x,0), sanal zaman metodu ile bulunan taban durumu
¢oziimleridir. Bu ¢oziimler baglangi¢ kosulu kabul edilerek ve spin yoriinge etkilesimi ile
ayar parametresinin sifirlanmasiyla Es. (5.3) nin zamana bagl ¢éziimleri 1y (x, t) bulunur.
Split step Fourier metodu zamana bagli ¢oziimlerin bulunmasi igin yaygin kullanilan
metotlardan biridir. c(t)’nin Es. (5.11) ile bulunmasiyla PSD (power spectral density)
hesaplanir. PSD, sistemin dinamiginde kaosun baslangici ile ilgili bilgi verir. PSD

denklemi
_ 1 1A 2
PSD = — |é(w)] (5.12)

¢(w) , zaman-korelasyon fonksiyonunun Fourier doniisiimiidir. m = 0,1,2, ... ... ..... N
ise kesikli zaman serisidir. Burada kaotik dinamik ile ilgili iki 6rnek bulunmaktadir.
Birinci 6rnekte tuzak potansiyeli olarak harmonik potansiyeli, ikinci d6rnekte ise rasgele

potansiyele alindi.

Harmonik tuzaklama potansiyeli V(x) = x2/2 formundadir. Bu potansiyel icin
hesaplanan zaman-korelasyon fonksiyonunun zamana bagliligi Sekil 5.7°de
goriilmektedir. Bu grafik i¢in alinan ayar parametresi ve spin yoriinge etkilesimi
etkilesimi sirasiyla § = 0,5 ve y = 3’tiir. Birinci bilesenin zaman-korelasyon fonksiyonu

Sekil 5.7-a’da, ikinci Dbilesenin zaman-korelasyon fonksiyonu Sekil 5.7-b’de
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verilmektedir. Bu parametre degerleri ile, zaman korelasyon fonksiyonunun diizenli bir
dinamik sergiledigi anlasilmaktadir. Sekil 5.7-c ve Sekil 5.7-d ise harmonik potansiyelde
tuzaklanan yogunlagsmanin birinci ve ikinci bilesenine ait PSD’nin frekansa bagliligin
gosterir. Her iki grafik de basit bir frekans spektrumuna sahiptir. Bu spektrum, temel
frekans olan w; = 0,2 Vve onun harmoniklerini igerir. Sekilde temel frekansin bes
harmonik goriilmektedir. Her iki bilesen de ayn1 zaman-korelasyon fonksiyonuna ve PSD

grafigine sahiptir.

a b
0.6 (@ T T g T 0.6 (b)
80.4 104
[3)
0.2 1 0.2
0 g 0 .
0 20 40 60 80 100 O 20 40 60 80 100
t t
Cc d
- (c) ‘ , ' 50
Q
(%)
Q
S
()]
Ks)
(&)
~

w w

Sekil 5.7: Harmonik potansiyel icin ¢izilen zaman-korelasyon fonksiyonunun zamanla degisimi.
(a) Birinci bilesen, (b) ikinci bilesen. PSD 'nin frekansa baghligi: (C) Birinci bilesen,
(d) ikinci bilesen. § = 0,5,y = 3.
Ikinci &rnek olarak rasgele potansiyelde tuzaklama yogunlagma ele alindi. Farkli y
degerleri i¢in c(t)’nin zamanla degismini veren Sekil 5.8, spin yoriinge etkilesimi
etkilesiminin sistemin dinamigi tizerine olan etkilerini gosterir. Niimerik sonuglar1 ele
alindig1 Bolim 5.2°de, spin yoriinge etkilesimlerinin Anderson lokalizasyonunu azalttig1
ifade edildi. Dolayisiyla, y degeri azaldik¢a dinamigin diizenli olmasi, y arttikga ise
dinamigin kaotik bir davranis sergilemesi beklenir. Sekil 5.8-a ve Sekil 5.8-b birinci ve
ikinci yogunlagma bilesenlerine ait c(t) grafikleridir (y = 0,8 ve § = 0,5). Sekilden
anlasilacag tizere, c(t) zamanla periyodik salinimlar yapmakta, ancak bu salinimlar

periyodik olmayan kiiciik salinimlardan olusmaktadir. Bu kiigiik salinimlar 6zellikle
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Sekil 5.8: Rasgele potansiyel igin ¢izilen zgman-korelasyon fonksiyonunun zamanla degisimi:

(a) Birinci bilesen, y = 0,8. (b) kinci bilesen, y = 0,8. (c) Birinci bilegen, y = 2.

(d) ikinci bilesen, y = 2. (€) Birinci bilesen, y = 3,5. (F) Ikinci bilesen, y = 3,5. § = 0,5.
ikinci bilesende daha karmasiktir. Sekil 5.8-c ve Sekil 5.8-d ise ayar parametresi sabit
almarak, y = 2’ye arttirilarak ¢izildi. Bu parametre degerinde, her iki bilesene ait
c(t)’nin periyodik olmayan, diizensiz salinimlar yaptig1 anlasilmaktadir. Spin yoriinge
etkilesimi etkilesim parametresinin daha fazla arttirilmasi, yani y = 3,5 ile ¢izilen Sekil
5.8-¢ ve Sekil 5.8-f grafikleri ise zaman-koelasyon fonksiyonunun daha komplike bir
davranig sergiledigini ortaya koyar. Buradan elde edilen sonuglara goére, Anderson
lokalizasyonunun arttig1 diisiik y degerleri i¢in sistemin sonlimlenmis dinamigi periyodik
bir davranis gostermekte, lokalizasyonun azaldigi yiiksek y degerlerinde sistemin
dinamigi kaotik bir davranig sergiler. Bir bagka deyisle, yogunlasmanin taban durumu
lokalize durumlardan lokalize olmayan durumlara gecis yaparken, sistemin soniimlenmis
dinamigi kaotik duruma gecer. Rasgele potansiyel icin elde edilen PSD sonuglarina Sekil

5.9’da yer verildi. Sekil 5.9-a ve Sekil 5.9-b y = 0.8 i¢in sirasiyla birinci ve ikinci
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Sekil 5.9: PSD 'nin frekansa baghhigi: () Birinci bilesen, y = 0,8. (b) Ikinci bilesen, y = 0,8.
() Birinci bilesen, y = 2. (d) Ikinci bilegen, y = 2. (e) Birinci bilegen, y = 3,5.
(f) Ikinci bilesen, y = 3,5. § = 0,5 alind..

bilesene ait PSD’nin fekansa bagliligin1 gosterir. Birinci bilesene ait ilk pik degeri w, =
0,1 olup bu deger birinci temel frekanstir. Bu frekansin bazi harmonikleri grafikte
goriilmektedir. ikinci bilesene ait ilk temel frekansin w, = 0,1, ikincisinin w, = 0,81,
iiglinciisiinlin w3 = 1,31 oldugu anlasilmaktadir. Bu frekanslara ait baz1 harmonikler de
grafikte yer almaktadir (Sekil 5.9-b). Spin yoriinge etkilesimi etkilesimi arttirildik¢a (y =
2), PSD grafiginde daha fazla frekans bulunur (Sekil 5.9-c ve Sekil 5.9-d). Bu grafiklerde
temel frekanslar hala goriilmekle birlikte, aralarinda farkli frekanslar olusmaktadir.
Dolayistyla, yogunlasmanin dinamigi artan Spin yoriinge etkilesimi etkilesimi ile daha
karmasik bir hal alir ve kaotik bir hal alir. Bu sonu¢ y = 3,5 i¢in ¢izilen Sekil 5.9-e ve
Sekil 5.9-f grafiklerinden daha net anlasilmaktadir. PSD grafiginde ¢ok sayida ve farkli

frekans degerleri bulunur. Ayrica, bu grafiklerin bir diger 6zelligi PSD’nin frekans ile
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eksponansiyel olarak azalmasidir. Bu azalma literalirde kaosun baslangig1 olarak kabul

edilmektedir [28].

Ayar parametresi § c¢alisilan sistemin taban durumunu ve Anderson
lokalizasyonunun etkilediginden, soniimlenmis dinamik {izerinde de etkileri
bulunmalidir. Bu etkiler sabit y ve farkli § degerleri i¢in ¢izilen zaman-korelasyon
grafiklerinde, Sekil 5.10°da goriilmektedir. Boliim 5.2°de ayar parametresindeki artigin
Anderson lokalizasyonunu arttirdigi bulundu. Bu nedenle, § arttikca soniimlenmis
dinamigin periyodik olmasi, azaldikca kaotik olmasi beklenir. § = 0,5 degeri i¢in elde
edilen zaman korelasyon fonksiyonu, Sekil 5.10-a ve Sekil 5.10-b’de sirastyla birinci ve
ikinci bilesen igin ¢izildi. Spin yoriinge etkilesimi etkilesiminin biiylikligii y = 1 olarak
alindi. Sekil 5.10-c ve Sekil 5.10-d ise daha yiiksek ayar parametresi i¢in bulunan c(t)
grafiklerinin gosterir ( & = 1). Bu grafiklerden (a) ile (c) (veya (b) ile (d))
karsilastirildiginda, salinimlarin 6 = 1 i¢in daha diizenli oldugu anlasilmaktadir. Bu
sonug, 6zellikle ikinci bilesende daha belirgindir. Dolayisiyla, yiiksek ayar parametresi
diizenli soniimlenmis dinamik verirken, diisiik ayar parametresinde dinamik kaotiktir. Bu
sonug, Sekil 5.11-a ve Sekil 5.11-b’de § = 0,5 icin ¢izilen PSD sonuglar1 ile de
desteklenmektedir. Grafiklerde temel frekans ve harmonikleri olustugu gibi baska
frekanslar da yer almaktadir. § = 1 i¢in elde edilen PSD degerleri Sekil 5.11-c ve Sekil
5.11-d’de frekansa karsilik cizildi. Birinci bilesene ait grafikte sadece birinci temel
frekans ve harmonikleri yer alir. Ikinci bilesende ait grafikte ise ii¢ temel frekans ve

harmonikleri bulunur: w; = 0,50, w, = 0,81 ve w; = 1,31.

Sonu¢ olarak, spin yoriinge etkilesimi etkilesim biiyilikliigline ve ayar
parametresine bagli olarak sonlimlenmis dinamik diizenli veya kaotik olarak
simiflandirilir. Ancak, rasgele potansiyelin 6zelligi olarak, tam periyodik bir dinamige

rastlanmadi.
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Sekil 5.10: Rasgele potansiyel icin ¢izilen zaman-korelasyon fonksiyonunun zamanla

degisimi: (a) Birinci bilegen, § = 0,5 . (b) Ikinci bilesen, § = 0,5 . (c) Birinci
bilesen, § = 1. (d) Ikinci bilesen, § = 1.y = 1 alind..
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Sekil 5.11: PSD 'nin frekansa baghligi: (a) Birinci bilesen, § = 0,5 . (b) Ikinci bilegen, 5§ = 0,5 .
(¢) Birinci bilesen, § = 1. (d) Ikinci bilesen, § = 1.y = 1 alind.
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5.4. Sanal Zaman Metodu

Spin yoriinge etkilesimli BEY’1 modelleyen iki bilesenli GP denklemi Es. (5.3)
ile verilir. Taban durumu dalga fonksiyonlarin1 bulmak i¢in sik kullanilan niimerik
metotlardan biri “sanal zaman metodu” dur. Bu metot, GP denkleminin taban durumu
¢Oziimlerini dogru ve hizli bir sekilde vermektedir. Niimerik metodun Es. (5.3)’e

uygulanis1 asagida 6zetlenmistir [29].

Sanal zaman metodunu uygulamak i¢in, dncelikle Es. (5.3)’te t = —it doniisiimi
yapilir. Denklemde yer alan tiirev ifadeleri i¢in gerekli geri Euler sonlu fark (BEFD)

denklemleri asagida verilmistir:

@_,,m v ;M
dpy _ Y1V dpy _ V2 i V2
at T at T
(1) @) (1) 1)
diy - ¢1,j+1_w1,j—1 ay, r wz,j+1_¢2,j—1 (5 13)
dx 2h dx 2h )
@ @), ,@® @) @), @
d?y, ¢1]+1_2¢ +1p1] 1 d?y, ¥, ]+1_2¢ +¢21 1
dx? h2 dx? h2

Bu tiirev ifadeleri, iki bilesenli GP denkleminde yerlestirilir. Denklemin ¢6ziim araligi
(a, b) olsun. Sinir kosulu olarak asagida verilen homojen Dirichlet sinir kosulu uygulanir:

Y(a,t) =¥(,t) =0, t=>0 (5.14)
Adim biiyiiklugi h = (b — a)/N ile verilir. N pozitif bir tam sayidir. x ekseni tizerinde
(a,b) arahigi, x; =a+ jh (0 <j < N) seklinde noktalara ayristirilir. Bu islemlerin
sonucunda GP denklemi asagidaki forma doniisiir:

YV _ 1 CIe @ n
_ﬁ(lplﬁl 217 Ty 1) (V(x1)+5)¢ +9<|¢’1 | +

T

|l/)§7;)| )lp(l) 2h< 2(,11')+1 B ¢2('1J')—1) ’ l<sjsN-1 (5.15)

w(l) w(n)
Pl Ve = L (y D - 29 9~ (V) - o) + g (jul] +

T

(n (1) 14 (€Y) )] ,
2 ) +L(pD, —w®)),  1sjsN-1 (516)
s Y
n . . ] _
Il) ||'I-’(1)|| y ] = 0 1, ........ ,N, n= 0’ |l = 1’ 2. (517)
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Burada yogunlagsmanin her iki bilesenine de ayni rasgele potansiyelin etki ettigi

varsayildi. Sanal zaman metodu ile dalga fonksiyonlarinin normalizasyonu korunur:

le@ll, = Jnzs [l + s ] (5.18)

Siir kosulu geregi, dalga fonksiyonu sinirlarda sifira gider. Bu nedenle, baslangi¢ ve

sinir kosullar1 asagidaki gibi uygulanir:
Wl =9 (%)), j=0,12,...... ,N; (5.19)

Yo=%n=0, n=0, 1=1,2. (5.20)

PP (xj), dalga fonksiyonunun baslangi¢c degeridir. Bu kosullarin uygulanmasiyla, Es.
(5.3) MATLAB programinda ¢ozdiiriilerek, 1, ve 1, elde edilir.

5.5. Split Step Fourier Metodu (SSFM)

Split step Fourier metodu, Schrodinger ve benzeri denklemlerin zamana bagh
¢Oziimlerinin bulunmasinda etkili ve hizli nlimerik metodlardan biridir [30]. Tek bilesenli
GP denklemi

61Pa(ft) 92 W(xt) FVO)W(x, t) +g|l/)(x t)|2 (5.21)

ile verilir. Bu denkleme SSFM’nin uygulanis1 asagida 6zetlendi. Esitlik (5.21) oncelikle
dogrusal ve dogrusal olmayan operatorlerine ayrilir. L = — l— > dogrusal operatér, N =

gl (x, ©)|? + V(x) dogrusal olmayan operatdr olmak iizere

i 2200 = (L + Ny, ) (5.22)

yazilabilir. Denklemin tam ¢oziimlerine yaklagsmak i¢in, dogrusal ve dogrusal olmayan

kisimlar asagidaki gibi ayr1 ayr ¢oziilmelidir:

i 2200 = L, ) (5.23)

01!}(?6 t)

= Ny(x, t) (5.24)

Ikinci mertebeden split step Fourier metodu igin, énce Es. (5.24) ¢oziiliir. Bulunan ¢oziim,
Es. (5.23)’lin ¢oziimiinde baslangi¢ kosulu olarak kullanilir. En son asamada, bulunan bu
¢Oziim baslangi¢ kosulu alinarak Es. (5.24) ¢oziiliir. Sonug olarak, At siire sonraki ¢6ziim

asagidaki gibi elde edilir:
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Y(x, t + At) = e INAL/2p=iLAL o =INAL/24y (i 1) (5.25)

Burada tek bilesenli GP denklemine uygulanan SSFM, benzer sekilde Es. (5.3) ile verilen

iki bilegenli GP denklemine uygulanarak zamana bagh ¢éziimler elde edilir.
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6. SONUC ve TARTISMA

Bu calismada, rasgele dis potansiyelde tuzaklanan tek boyutlu spin yoriinge
etkilesimli Bose-Einstein yogunlagmasi ele alindi. Rasgele sayilarla iiretilen bdyle bir
potansiyel, diizensiz bir ortam olugsmasina neden olur; bu da Anderson lokalizasyonunun
gdzlenmesi igin elverisli bir ortamdir.  Iki bilesenli GP denkleminin taban durumu
¢Oziimleri niimerik metotlarla elde edildi. Spin yoriinge etkilesiminin ve ayar
parametresinin lokalizasyon {izerine etkileri arastirildi. Spin yoriinge etkilesimindeki artis
Anderson lokalizasyonu azaltirken, ayar parametresindeki artis  Anderson

lokalizasyonunu bir miktar artirmaktadir.

BEY’in taban durumu ¢oziimleri elde edildikten sonra, sistemin soniimlenmis
dinamigi arastirildi. Zaman korelasyon fonksiyonu ve PSD soniimlenmis dinamigin
hesaplanmasinda yaygin olarak kullanilir. Spin yoriinge etkilesimleri tamamen
stfirlanarak, zaman korelasyon fonksiyonu ve PSD nilimerik olarak hesaplandi. Niimerik
sonuclar gosterdi ki spin yoriinge etkilesimleri azaldik¢ca ve ayar parametresi arttik¢a
sistemin dinamigi diizenli olmaktadir. Bu sonug, PSD grafiklerinde sadece temel
frekanslarin ve harmoniklerinin yer almasindan anlasilmaktadir.  Spin yoriinge
etkilesimleri arttik¢a ve ayar parametresi azaldik¢a sistemin dinamigi kaotik hale gelir ve

PSD grafiklerinde kompleks bir frekans spektrumu ortaya ¢ikar.

Anderson lokalizasyonu, kesfedilmesi iizerinden elli yili agkin siire gegmesine
ragmen popiilerligini koruyan bir konudur. Bu ¢aligmanin da kusurlar ve diizensizlikler
iceren yogun madde sistemlerinin dinamigine iligkin calismalara katki saglamasi

beklenmektedir

38



[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

KAYNAKCA

Pethick, C.J. ve Smith, H. (2002). Bose-Einstein Condensation in Dilute Gases.
Cambridge: Cambridge University Press.

Pitaevskii L. ve Stringari S. (2003). Bose-Einstein Condensation.Oxford:
Clarendon Press.

Zhang, Y., Mossman M. E., Busch, T., Engels, P. ve Zhang, C. (2016). Properties
of spin-orbit-coupled Bose-Einstein condensates. Front. Phys, 11(3), 118103.

Anderson, P. W. (1958). Absence of diffusion in certain random lattices. Phys.
Rev. 109 (5), 1492-1505.

Lee, P. A., Ramakrishnan, T. V. (1985). Disordered electronic systems. Rev.
Mod. Phys. 57 (2), 287-337.

J. Billy ve ark. (2008). Direct observation of Anderson localization of matter
waves in a controlled disorder. Nature, 453 (7197), 891-4.

Roati, G. ve ark. (2008). Anderson localization of a non-interacting Bose—
Einstein condensate. Nature, 453 (7197), 895-898.

Chabe, J. ve ark. (2008). Experimental Observation of the Anderson Metal-
Insulator Transition with Atomic Matter Waves. Phys. Rev. Lett.,, 101 (25),
255702.

Edwards, E. E., Beeler, M., Hong, T. ve Rolston. S. L. (2008). Adiabaticity and
Localization in One-Dimensional Incommensurate Lattices. Phys. Rev. Lett.,
101 (26), 260402.

Damski, B., Zakrzewski, J., Santos, L., Zoller, P. ve Lewenstein, M. (2003).
Atomic Bose and Anderson glasses in optical lattices, Phys. Rev. Lett., 91 (8),
080403.

Lye, J. E., Fallani, L., Modugno, M., Wiersma, D., Fort, C. ve Inguscio, M. A.
(2005). Bose-Einstein condensate in a random potential. Phys. Rev. Lett., 95 (7),
070401.

Cheng, Y. ve Adhikari, S. K. (2010). Matter-wave localization in a random
potential. Phys. Rev. A, 82 (1), 013631.

Xi, K. T., Li, J. ve Shi, D. N. (2015). Localization of a two-component Bose—
Einstein condensate in a one- dimensional random potential. Physica B, 459, 6—
11.

Fan, D. Y., Zhen, X,, Jun, Q, Fang, S. J,, Nan, J. B, Tao., H. (2011). Disorder
Induced Dynamic Equilibrium Localization and Random Phase Steps of Bose—
Einstein Condensates. Chinese Physics Letters, 28 (10), 100302.

Cardoso, W. B., Avelar, A.T. ve Bazeia, D. (2012). Anderson localization of
matter waves in chaotic potentials. Nonlinear Analysis: Real World
Applications, 13 (2), 755-763.

39



[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

Mardonov, Sh., Konotop, V. V., Malomed, B. A., Modugno, M. ve Sherman, E.
Ya. (2018). Spin-orbit coupled soliton in a random potential. Phys. Rev. A, 98,
023604.

Lewenstein, M., Sanpera, A., Ahufinger, V., Damski, B., Sen De, A. ve Sen, U.
(2007). Ultracold atomic gases in optical lattices: mimicking condensed matter
physics and beyond. Adv. Phys., 56, 243-379.

Fallani, L., Lye, J. E., Guarrera, V., Fort, C. ve Inguscio, M. (2007). Ultracold
atoms in a disordered crystal of light: towards a Bose glass. Phys. Rev. Lett., 98
(13), 130404.

Schwartz, T., Bartal, G., Fishman, S. ve Segev, M. (2007). Transport and
Anderson localization in disordered two-dimensional photonic lattices. Nature,
446 (7131), 52-55.

Lahini, Y., Avidan, A., Pozzi, F., Sorel, M., Morandotti, R., Christodoulides, D.
N. ve Silberberg, Y. (2008). Anderson localization and nonlinearity in one-
dimensional disordered photonic lattices. Phys. Rev. Lett., 100, 013906.

Modugno, G. (2010). Anderson localization in Bose-Einstein condensates.
Reports on Progress in Physics, 73 (10), 102401.

Bouyer, P. (2010). Quantum gases and optical speckle: a new tool to simulate
disordered quantum systems. Reports on Progress in Physics, 73 (6), 062401.

[zrailev F.M., Krokhin A.A. ve Makarov N.M. (2012). Anomalous localization
in low-dimensional systems with correlated disorder. Physics Reports, 512 (3),
125-254

Lahini, Y., Avidan, A., Pozzi, F., Sorel, M., Morandotti, R., Christodoulides, D.
N., ve Silberberg, Y. (2008). Anderson localization and nonlinearity in one-
dimensional disordered photonic lattices. Physical Review Letters, 100 (1).

Dalfovo F., Giorgini S., Pitaevskii S. ve Stringari S. (1999). Theory of trapped
Bose-condensed gases. Reviews of Modern Physics, 71 (3), 463.

Xu, Y., Zhang, Y. ve Wu, B. (2013). Bright solitons in spin-orbit-coupled Bose-
Einstein condensates. Phys. Rev. A, 87 (1), 013614.

Sarkar, S. K., Mishr, T., Muruganandam, P. ve Mishra, P. K. (2023). Quench-
induced chaotic dynamics of Anderson-localized interacting Bose-Einstein
condensates in one dimension. Phys. Rev. A, 107, 053320.

Dalui, S., Majhi, B. R. ve Mishra, P. (2020). Induction of chaotic fluctuations in
particle dynamics in a uniformly accelerated frame. International Journal of
Modern Physics A, 35, 2050081.

Bao, W., Cai, Y. (2018). Mathematical Models and Numerical Methods for
Spinor Bose-Einstein Condensates. Commun. Comput. Phys., 24, 4.

Wang, H. (2005). Numerical Studies on the Split-Step Finite Difference Method
for Nonlinear Schrodinger Equations. Applied Mathematics and Computation,
170 (1), 17-35.

40






OZGECMIS
ORCID NO: 0009-0004-6867-7939

Ad Soyad : Oktay Nabiollahi

Yabana Dil : Ingilizce

Egitim ve Mesleki Gecmisi:

e 2022-2025, Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiisti Egitim Enstitiisii/
Matematiksel Fizik (YL) Tezli

e 2020, Anadolu Universitesi, Fen Fakiiltesi, Fizik
Yayinlar ve/veya Bilimsel/Sanatsal Faaliyetleri:

e Oztas, Z, Nabiollahi O. (2024). Anderson localization and quenched induced
dynamics of spin orbit coupled Bose-Einstein condensate in a random potential.
Physica Scripta, 99, 065913.



