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OZET

SPLIT KUATERNIYONLAR TEMELINDE HiPERBOLIK SPINORLARIN
INCELENMESI VE LORENTZ DONUSUMLERININ HIPERBOLIK SPINOR
GOSTERIMLERI
Emrah YILDIRIM

Doktora Tezi, Erzincan Binali Yildirim Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah
Damisman: Dog. Dr. Tiilay ERIiSIR

2026, _ sayfa

Bu tezde split kuaterniyonlar ile hiperbolik spinorlar arasindaki iligkiler incelenmis ve Lorentz
dontigiimlerinin spinor gosterimlerindeki rolleri arastirilmistir. Caligmanin temel amaci, split
kuaterniyon cebirine karsilik gelen hiperbolik spinor gdsterimlerini elde etmek, bunlara ait
matris gosterimlerini olusturmak ve Lorentz doniisiimlerini hiperbolik spinorlar araciligiyla

ifade etmektir.

Tezin ilk bdliimiinde arastirmanin amaci, Snemi, varsayimlari ve sinirliliklart verilmistir. Ikinci
boliimde reel kuaterniyonlar, spinorlar, split kuaterniyonlar ve split kuaterniyon matrisleri ile
ilgili temel bilgiler sunulmustur. Ugiincii bliimde hiperbolik say1 sistemi tanitilmis, hiperbolik
sayilarin cebirsel ozellikleri ele alinmis ve Lorentz doniisiimiiniin hiperbolik spinor temelleri
incelenmigtir. Tezin 0zglin sonuglarmin yer aldig1 dordiincii bolimde Oncelikle split
kuaterniyonlarin hiperbolik spinor gdsterimleri elde edilmistir. Bu gdsterimler kullanilarak split
kuaterniyonlar siniflandirilmis ve karsilik gelen hiperbolik spinorlar incelenmistir. Daha sonra
split kuaterniyonlara karsilik gelen sol ve sag hiperbolik spinor matrisleri tanimlanmis, temel
hiperbolik spinor matrislerinin 6zdegerleri hesaplanmis ve bu matrislerin cebirsel 6zellikleri
belirlenmistir. Ayrica hiperbolik spinorlar cinsinden Lorentz doniisiimlerinin Weyl ve Dirac
gosterimlerindeki ifadeleri elde edilmis, {irete¢ matrisleri ve 6zellikleri incelenmistir. Bunun
yaninda Weyl ve Dirac gosterimlerindeki hiperbolik 4-spinorlar arasindaki iligkiler ortaya
konulmus ve bu gosterimler arasinda doniisiim bagintilar1 elde edilmistir. Son olarak split
kuaterniyonlara karsilik gelen hiperbolik 4-spinorlar kullanilarak Lorentz doniisiimlerinin tek

matrisli gosterimleri elde edilmis ve doniisiimiin hiperbolik spinorlar cinsinden daha dogrudan



ifade edilebildigi gosterilmistir. Son boliimde elde edilen bulgular degerlendirilmis ve ileride

yapilabilecek caligmalara yonelik dneriler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Split Kuaterniyonlar, Hiperbolik Spinorlar, Lorentz Ddniisiimleri,

Hiperbolik 4-Spinorlar
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ABSTRACT

INVESTIGATION OF HYPERBOLIC SPINORS BASED ON SPLIiT QUATERNIONS
AND HYPERBOLIC SPINOR REPRESENTATiIONS OF LORENTZ
TRANSFORMATIONS
Emrah YILDIRIM

Doctoral Thesis, Erzincan Binali Yildirim University, Institute of Science and
Technology, Department of Mathematics
Advisor: Dog. Dr. Tiilay ERISIR
2026,  pages

This thesis investigates the relationship between split quaternions and hyperbolic spinors and
explores the role of hyperbolic spinors in the representation of Lorentz transformations. The
primary objective is to establish hyperbolic spinor representations associated with split
quaternion algebra construct the corresponding matrix representations and formulate Lorentz

transformations in terms of hyperbolic spinors.

The first chapter introduces the aim, significance, assumptions and limitations of the study.
The second chapter presents the fundamental concepts of real quaternions, spinors, split
quaternions and split quaternion matrices. The third chapter introduces hyperbolic numbers,
discusses their algebraic properties and reviews the spinor formulation of Lorentz
transformations. The original contributions of the thesis are presented in the fourth chapter.
Hyperbolic spinor representations corresponding to split quaternions are first constructed and
the resulting hyperbolic spinors are classified and investigated. Subsequently, left and right
hyperbolic spinor matrices are defined, the eigenvalues of the fundamental hyperbolic spinor
matrices are computed and their algebraic properties are examined. Lorentz transformations
are then expressed in terms of hyperbolic 4-spinors within the Weyl and Dirac representations
and the associated generator matrices are derived together with their properties. The
relationships between the hyperbolic 4-spinor representations in the Weyl and Dirac
representations are also established. Finally, Lorentz transformations are represented by
means of hyperbolic 4-spinors associated with split quaternions yielding single-matrix
representations that provide a more direct hyperbolic spinor formulation. The final chapter

summarizes the main findings and presents suggestions for future research

111



Keywords: Split Quaternions, Hyperbolic Spinors, Lorentz Transformations, Hyperbolic 4-

Spinors
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1. GIRIS

1.1. Arastirmanin Amaci

Bu tez ¢caligmasinin temel amaci, split kuaterniyonlar ile hiperbolik spinorlar arasindaki cebirsel
iliskiyi ortaya koymak ve bu iliskiyi Lorentz doniistimlerinin hiperbolik spinor gosterimlerine
uygulamaktir. Bu kapsamda 6ncelikle split kuaterniyonlara karsilik gelen hiperbolik spinor
yapilarinin elde edilmesi amaglanmistir. Elde edilen bu karsilik yardimiyla split
kuaterniyonlarin hiperbolik spinorlar cinsinden ifade edilmesi, farkli tiirdeki split
kuaterniyonlarin karsilik geldigi hiperbolik spinor siniflarinin belirlenmesi ve bu yapilarin

cebirsel ozelliklerinin incelenmesi hedeflenmistir.

Calismanin bir diger amaci, split kuaterniyonlara karsilik gelen sol ve sag hiperbolik spinor
matrislerini tanimlamak ve bu matrislerin temel 6zelliklerini arastirmaktir. Bu dogrultuda temel
hiperbolik spinor matrisleri olusturulmus, bu matrislerin 6zdegerleri hesaplanmis ve
aralarindaki cesitli iliskiler ortaya konulmustur. Boylece split kuaterniyon cebiri ile hiperbolik

spinor matris yapilari arasinda sistematik bir baglant1 kurulmustur.

Tezin son asamasinda ise elde edilen hiperbolik spinor yapilarindan yararlanilarak Lorentz
dontisiimlerinin hiperbolik spinor gosterimleri incelenmistir. Lorentz doniistimleri hem Weyl
hem de Dirac gosterimlerinde hiperbolik 4-spinorlar yardimiyla ifade edilmis, bu doniisiimlere
karsilik gelen iiretec matrisleri elde edilmis ve bu matrislerin 6zellikleri arastirilmistir. Ayrica
split kuaterniyonlara karsilik gelen hiperbolik doért spinorlar kullanilarak Lorentz
dontigiimlerinin tek bir matris aracilifiyla ifade edilebildigi gosterilmistir. Boylece split
kuaterniyonlar, hiperbolik spinorlar ve Lorentz doniisiimleri arasinda dogrudan bir

matematiksel iliski kurulmas1 amaglanmustir.

1.2. Arastirmanin Onemi

Spinorlar, diferansiyel geometri, cebir ve matematiksel fizik alanlarinda 6nemli bir yere sahip
yapilardir. Ozellikle Lorentz doniisiimleri ve relativistik sistemlerin incelenmesinde spinor
gosterimleri 6nemli bir rol oynamaktadir. Benzer sekilde split kuaterniyonlar da Minkowski

uzay1 ile uyumlu cebirsel 6zellikleri nedeniyle uzay-zaman geometrisinde kullanilan 6nemli



yapilardan biridir. Buna ragmen split kuaterniyonlar ile hiperbolik spinorlar arasindaki iliskinin

ayrintili bicimde ele alindig1 calismalar oldukea sinirlidir.

Bu ¢alismanin 6nemi, split kuaterniyon cebiri ile hiperbolik spinor yapilar1 arasinda agik ve
dogrudan bir karsilik kurmasindan kaynaklanmaktadir. Calismada yalnizca bir gosterim elde
edilmemis, ayn1 zamanda bu gosterime karsilik gelen matris yapilari incelenmistir. Ozellikle
split kuaterniyonlarin hiperbolik spinorlar aracilifiyla ifade edilmesi ve buna bagli olarak
hiperbolik spinor matrislerinin elde edilmesi, bu iki yap1 arasindaki iligskinin daha agik bi¢imde

goriilmesine olanak saglamaktadir.

Tezin 6nemli sonuglarindan biri de Lorentz doniisiimlerinin hiperbolik spinorlar cinsinden ele
alinmasidir. Weyl ve Dirac gosterimlerinde elde edilen sonuglar, Lorentz doniisiimlerinin
hiperbolik spinor yapilar1 iizerindeki etkisini ortaya koymaktadir. Bunun yaninda split
kuaterniyonlara karsilik gelen hiperbolik dort spinorlar yardimiyla elde edilen gosterim,
doniisiimiin tek bir matris tizerinden ifade edilmesini saglamaktadir. Bu durum hem kuramsal
acidan daha yalin bir yap1 sunmakta hem de split kuaterniyonlar ile spinorlar arasindaki iliskinin

daha acik bicimde yorumlanmasina katki saglamaktadir.

Bu yonleriyle ¢alisma, split kuaterniyonlar, hiperbolik spinorlar ve Lorentz doniisiimleri
arasindaki iligkilerin incelenmesine yonelik literatiire yeni sonuglar kazandirmakta ve ileride

yapilacak ¢alismalar icin bir temel olusturmaktadir.

1.3. Varsayimlar

Bu tez boyunca kullanilan tiim cebirsel yapilar ve doniisiimler, ilgili literatiirde kabul edilen

temel tanim ve Ozellikler esas alinarak ele alinmastir.

Caligmada split kuaterniyon cebirinin standart ¢arpim kurallarini sagladigi ve bu cebirin temel
ozelliklerinin gegerli oldugu kabul edilmistir. Ayrica hiperbolik say1 sisteminin cebirsel
yapisinin tutarli oldugu ve hiperbolik spinorlarin bu yap1 iizerinde tanimlanabildigi

varsayilmistir.



Split kuaterniyonlar ile hiperbolik spinorlar arasinda kurulan karsiliklarin birebir ve cebirsel
islemlerle uyumlu oldugu kabul edilmistir. Elde edilen hiperbolik spinor gdsterimlerinin split

kuaterniyonlarin temel cebirsel 6zelliklerini korudugu varsayimi altinda ¢alisilmistir.

Lorentz doniistimleri ele almirken Minkowski uzaymnin standart yapisi esas alinmis ve
doniistimlerin Lorentz grubunun temel 6zelliklerini sagladigi kabul edilmistir. Weyl ve Dirac
gosterimlerinde kullanilan spinor yapilariin literatiirde kabul edilen doniisiim kurallarina

uygun oldugu varsayilmstir.

Ayrica caligma boyunca kullanilan matris iglemlerinin, 6zdeger hesaplamalarinin ve doniisiim

iligkilerinin gerekli cebirsel kosullar1 sagladigi kabul edilmistir.

1.4. Smmirhliklar

Bu tez, split kuaterniyonlar, hiperbolik spinorlar ve Lorentz doniisiimleri arasindaki

matematiksel iliskilerin incelenmesi ile sinirlandirilmistir.

Calismada elde edilen sonuglar yalnizca split kuaterniyon cebiri ve hiperbolik say1 sistemi
temelinde gelistirilmistir. Reel kuaterniyonlar, oktonyonlar veya daha genel Clifford cebirleri

kapsam disinda birakilmastir.

Lorentz dontigiimleri incelenirken yalnizca hiperbolik spinor gosterimleri ele alinmuis,
doniistimlerin fiziksel uygulamalarina veya deneysel sonuglarina yer verilmemistir. Calismanin
odag1 matematiksel yapilarin kurulmasi ve incelenmesi oldugundan fiziksel yorumlar ayrintili

olarak ele alinmamastir.

Hiperbolik spinor matrislerinin 6zellikleri incelenirken yalnizca ¢alismada tanimlanan temel
hiperbolik spinor matrisleri dikkate alinmistir. Daha genel matris siniflar1 veya yliksek boyutlu

genisletmeler arastirmanin kapsamina dahil edilmemistir.

Ayrica tezde elde edilen Lorentz doniisiimii gosterimleri, Weyl ve Dirac gosterimleri ile split
kuaterniyonlara karsilik gelen hiperbolik dort spinorlar ¢ergevesinde incelenmistir. Daha genel

spinor gosterimleri ve farkli grup temsilleri bu ¢alismanin kapsami disinda tutulmustur.



Bu simirhiliklar dogrultusunda ¢alisma, split kuaterniyonlar ile hiperbolik spinorlar arasindaki
iliski ve bu iligkinin Lorentz doniisiimlerine uygulanmasi {izerine odaklanmistir. Bu nedenle

elde edilen sonuglar, belirlenen matematiksel yapilarin sinirlar igerisinde degerlendirilmelidir.



2. KAVRAMSAL CERCEVE VE ILGILI CALISMALAR

Kuaterniyonlar, 1843 yilinda irlandali matematik¢i Hamilton tarafindan gelistirilerek
matematik literatiiriine kazandirilmistir (Hamilton, 1853). Hamilton’un bu calismay1 ortaya
koymasindaki temel amag, o ddnemde yaygin olarak kullanilan kompleks sayilarin yalnizca iki
boyutlu yapiyla sinirli kalmasini istemeyerek daha genel bir cebirsel sistem olusturmakti.
Kompleks sayilar diizlemsel problemlerin ¢oziimiinde etkili bir ara¢ olmasia ragmen daha
yuksek boyutlu uzaylarda kullanilabilecek kapsamli bir say1 sistemine duyulan ihtiyag
Hamilton’u yeni arayislara yoneltmistir. Bu nedenle, iki boyutlu yapinin 6tesine gegen ve ¢ok
boyutlu islemleri destekleyen daha giiglii bir matematiksel gerceve gelistirmeyi hedeflemistir.
Bu amag¢ dogrultusunda Hamilton, vektorel ozellikleri de biinyesinde barindiran ve dort
bilesenden meydana gelen yeni bir say1 sistemi tanimlamis bu yapiya kuaterniyon adini
vermistir. Boylece kuaterniyonlar, matematik tarihinde ¢arpma islemine gore ters elemanlarin
tanimlanabildigi ilk sonlu boyutlu boliim cebirlerinden biri olarak 6nemli bir yer edinmistir.

(Hacisalihoglu, 1983; Solodovnikov ve Kantar, 1989).

Reel kuterniyonlar kiimesi genellikle 7 ile gosterilir ve asagidaki bigimde tanimlanir;

H ={p=p,+pi+p.j+pk| pysp-pyps € R}

Bu gosterimden agikca anlasilacagi lizere, her kuaterniyon bir skaler ve bir vektorel bilesenin

toplamindan olusur. Burada kullanilan i, j, k birimleri Hamilton tarafindan tanimlanan 6zel

carpim kurallarina sahiptir ve bu kurallar kuaterniyon cebirinin temelini olusturur.
Bu kurallara gore

ixi=jxj=kxk=-1

Ve

ixj=—jxi=k, jxk=-kxj=i, kxi=-ixk=j

iliskileri mevcuttur.



Elde edilen bagintilar incelendiginde, kuaterniyonlarda ¢arpma isleminin degismeli olmadigi
goriilmektedir (Hacisalihoglu, 1983; Hamilton, 1899). Baska bir deyisle, iki kuaterniyonun
carpiminda c¢arpanlarin yerlerinin degistirilmesi genellikle sonucun da degigsmesine neden
olmaktadir. Bu 0zellik, kuaterniyon cebirini klasik say1 sistemlerinden ayiran temel
niteliklerden biri olarak kabul edilmektedir. Kuaterniyon ¢arpimi yalnizca cebirsel bir islem
olmay1p ayn1 zamanda Oklidyen i¢ ¢arpim ile vektorel carpimin birlikte ifade edildigi bir yapiy:
icermektedir. Bu durum, kuaterniyonlarin hem geometrik hem de cebirsel 6zellikleri tek bir
cercevede birlestirmesine olanak saglamaktadir. Boylelikle ortaya ¢ikan yapi, ¢cok sayida
matematiksel ve fiziksel uygulamada kullanilabilecek zengin bir kuramsal altyap1 sunmaktadir.
Sonug olarak reel kuaterniyonlar, kompleks sayilar cismi iizerinde iki boyutlu bir vektdr uzay1

olustururken reel sayilar cismi lizerinde dort boyutlu bir vektor uzayi yapisina sahiptir.

Matrisler, giinlimiizde matematikten mithendislige, fizikten bilgisayar bilimlerine kadar bircok
alanda yaygin olarak kullanilan temel araglar arasinda yer almaktadir. Bu yaygin kullanim,
matris teorisi ile kuaterniyon cebiri arasindaki iligkinin aragtirmacilarin ilgisini ¢ekmesine
neden olmug ve s6z konusu konuda c¢ok sayida calisma yapilmistir. Kuaterniyonlarin sahip
oldugu cebirsel ozelliklerin matrisler yardimiyla ifade edilebilmesi, bu iki yap1 arasindaki

baglantinin 6nemini daha da artirmistir.

Kuaterniyon cebirinin temel 6zelliklerinden biri, ¢arpma isleminin degismeli olmamasidir. Bu
nedenle bir kuaterniyonun bagka bir kuaterniyonla soldan carpilmasi ile sagdan carpilmasi
genellikle farkli sonuclar ortaya cikarmaktadir. Bu durum, soldan ve sagdan carpma
islemlerinin ayr1 ayri1 ele alinmasini gerekli kilmaktadir. Bu ¢carpim iglemlerinden yararlanilarak
kuaterniyonlar belirli doniisiimler araciligiyla reel matrisler biciminde temsil edilebilmektedir.
Bir kuaterniyonun soldan ¢arpim islemini ifade eden matris yapisi sol Hamilton matrisi olarak
adlandirilirken, sagdan ¢arpim islemini temsil eden matris yapisi sag Hamilton matrisi olarak
bilinmektedir. Genel anlamda bu matrisler, reel kuaterniyonlar iizerinde tanimlanan sol ve sag
Hamilton operatorlerinin matris karsiliklar1 olup, kuaterniyon cebirinin matris teorisi
cergevesinde incelenmesine olanak saglamaktadir (Ward, 1997; Artaman, 1988). Bunun yant
sira, elemanlar1 kuaterniyonlardan olusan matrisler de uzun yillardir aragtirmacilarin ilgi odagi
olmus ayrica bu konuda ¢ok sayida caligma yapilmistir. Kuaterniyon matrisleri iizerine
gerceklestirilen ilk calismalarin gegmisi 1930°1u yillara kadar uzanmaktadir. Bu alandaki erken
donem katkilardan biri, Wolf tarafindan ortaya konulmustur. Wolf, reel kuaterniyon

elemanlardan meydana gelen matrisler i¢in benzerlik kavramini tanimlayarak kuaterniyon



matris teorisinin gelisimine 6nemli bir temel olusturmustur (Wolf, 1936). Sonra ki yillarda
kuaterniyon matrislerinin cebirsel 6zellikleri iizerine ¢alismalar hiz kazanmistir. Bu kapsamda
Lee, kuaterniyon matrislerinin 6zdeger problemleri ve kdsegenlestirilebilirlik 6zellikleri
tizerinde incelemelerde bulunmus ve konuya iliskin 6nemli sonuglar elde etmistir (Lee, 1949).
Kuaterniyon matrisleri alanindaki en kapsamli arastirmalardan biri ise Zhang tarafindan
gerceklestirilmistir. Zhang, daha once literatiirde elde edilen sonuglari sistemli bir bigimde bir
araya getirerek yeniden degerlendirmistir. Ayrica bu sonuglarin bir kismima yeni ve daha
aciklayici ispatlar kazandirmistir. Bu yOniiyle calisma, kuaterniyon matris teorisinin

gelisiminde 6nemli bir bagvuru kaynagi niteligi tasimaktadir (Zhang, 1997).

Kuaterniyonlarin 1843 yilinda Hamilton tarafindan tanitilmasinin ardindan gegen siire
icerisinde, bu cebirsel yap1 yalnizca teorik matematigin bir konusu olarak kalmamus, farkl
bilimsel disiplinlerde ve ¢esitli teknolojik uygulamalarda da kendine genis bir kullanim alani
edinmistir. Sahip oldugu giiclii matematiksel 6zellikler sayesinde kuaterniyonlar, geometri ve
cebirin yani sira mithendislik bilimlerinde de 6nemli bir ara¢ haline gelmistir. Gilinlimiizde
ozellikle bilgisayar grafikleri, robotik sistemler, mekanik analizler, kinematik uygulamalar,
animasyon teknolojileri ve dijital goriintii isleme gibi alanlarda etkin bir sekilde

kullanilmaktadir (Ickes, 1970; Vince, 1978).

Kuaterniyonlarin uygulama alanlarinin genislemesinde, {i¢ boyutlu uzaydaki doniisiimlerin
etkin ve kararli bir bicimde ifade edilebilmesi &nemli bir rol oynamaktadir. Ozellikle uzaydaki
cisimlerin donme hareketlerinin modellenmesi ve hesaplanmasinda sagladiklar1 avantajlar
nedeniyle kuaterniyonlar, geometri ve bilgisayar destekli tasarim ¢alismalarinda yaygin olarak
tercih edilmektedir. Bu yoniiyle kuaterniyonlar, {i¢ boyutlu hareketlerin temsilinde klasik
yontemlere gore daha kullanisl ve etkili bir yaklasim sunmaktadir (Meister, 2005; Shepperd,
1978).

Kuaterniyonlar, matematikte oldugu kadar fizik alaninda da genis bir uygulama yelpazesine
sahiptir. Kompleks sayilar elektrik ve mekanik problemlerinin modellenmesinde 6nemli bir
yere sahip olmakla birlikte, bu say1 sistemi ¢ogunlukla iki boyutlu yapilarla sinirli kalmaktadir.
Buna karsilik kuaterniyonlar, li¢ boyutlu uzayda ortaya ¢ikan problemlerin incelenmesinde
daha uygun bir matematiksel cerceve sunmaktadir. Ozellikle vektdrel ydntemlerin yetersiz
kaldig1 durumlarda kuaterniyonlar, fiziksel sistemlerin daha kapsamli ve tutarli bi¢imde ifade
edilmesine olanak saglamaktadir. Kuaterniyonlarin fizikteki dikkat c¢ekici kullanim

alanlarindan biri gorelilik teorisidir. Bunun yaninda kuantum mekaniginde de énemli bir yere



sahip olan bu yapi, 6zellikle spin kavraminin matematiksel olarak modellenmesinde etkin
bicimde kullanilmaktadir. Spinorlar {iizerinde etkili olan bazi kuantum operatorleri,
kuaterniyonlar ile matrisler arasindaki yakin iliski sayesinde kuaterniyonik ifadeler kullanilarak
temsil edilebilmektedir. Spinorlarin matematiksel gosterimine iliskin ilk 6nemli ¢alismalardan
biri 1930’1u yillarda B. L. Van der Waerden tarafindan ortaya konulmustur. Elektron spininin
fiziksel yorumu ise once Pauli tarafindan 1927 yilinda, daha sonra ise Dirac tarafindan

gelistirilmistir (Dirac, 1930)

Parcacik fiziginde temel parcaciklar cesitli fiziksel ozelliklerine gore siniflandirilir. Bu
ozelliklerden biri de pargacigin spin degeridir. Spin, bir parg¢acigin donilislim karakterini
belirleyen temel niceliklerden biridir. Bir parcacigin spin degeri, onun matematiksel olarak
hangi tiir yap1 ile temsil edilecegini belirler. Sifir spin degeri parcaciklar skalerlere, 1/2 spin
degeri pargaciklar spinorlara ve bir spin degeri parcaciklar vektorlere karsilik gelmektedir.
Daha yiiksek spinli parcaciklar ise tensorler ile modellenebilir. Diger bir deyisle, skalerlerin
sifir dereceden tensorler ve vektorlerin birinci dereceden tensorler oldugu goz Oniine alinirsa
spinorlar bir nevi yarim dereceli tensorler olarak isimlendirilebilir. Ciinkii, karsilik geldikleri

vektorlerin yarisi kadar donerler.

Spinor teorisinin matematiksel temelleri incelendiginde, genellestirilmis spinor yapilarinin
basit Lie gruplarinin lineer temsilleri baglaminda ilk kez Cartan tarafindan ele alindig:
goriilmektedir (Cartan, 1913). Daha sonraki ¢alismalarinda Cartan, spinorlarin geometrik
yoniinii ayrintili bigimde inceleyerek bu teorinin geometrik altyapisinin olugsmasina dnemli
katkilar saglamistir (Cartan, 1966). Boylece spinorlar, yalnizca cebirsel bir kavram olmaktan

cikarak diferansiyel geometri igerisinde de 6nemli bir arastirma konusu haline gelmistir.

Spinorlar ile egriler teorisi arasindaki iligki lizerine gergeklestirilen caligmalardan biri Torres
del Castillo ve Barrales’e aittir. Arastirmacilar, ii¢ boyutlu Oklid uzaymdaki egrilerin Frenet
catisin1 kullanarak s6z konusu egrilerin spinor gosterimlerini elde etmislerdir (Torres del Torres
del Castillo ve Barrales, 2004). Bu yaklasim, diferansiyel geometride egriler ile spinorlar
arasindaki baglantinin daha acik bir bigimde ortaya konulmasini saglamistir. Benzer sekilde
yonlendirilmis yiizeylerin Darboux catisina iliskin spinor denklemleri de incelenmis ve bu

konuda 6nemli sonuglar elde edilmistir (Kisi ve Tosun, 2015).

Ote yandan Unal ve ¢alisma arkadaslari, {i¢ boyutlu Oklid uzayinda tanimli egriler igin Bishop

catisina karsilik gelen spinor denklemlerini tiiretmislerdir (Unal vd., 2013). Daha sonraki



yillarda Erisir ve c¢alisma arkadaslari, Minkowski uzayindaki egrilerin incelenmesinde
kullanilmak tizere hiperbolik spinor adi verilen yeni bir kavram gelistirmislerdir. Bu ¢alismalar,
hiperbolik spinorlarin diferansiyel geometri ve Lorentz geometrisi igerisindeki uygulamalarina
yonelik 6nemli sonuclar ortaya koymustur (Ketenci vd., 2015; Erisir vd., 2015; Balc1 vd., 2015;
Erisir ve Kose Oztas, 2022). Ayrica Erisir ve Kardag tarafindan, Oklid uzayinda involiit—evoliit
egri ciftlerine ait spinor formiilleri elde edilerek literatiire yeni katkilar sunulmustur. (Erisir,

Kardag, 2023)

Pauli matrisleri araciligiyla tanimlanan ve iki kompleks bilesenden olusan spinor cebiri 3
boyutlu reel uzayda donme hareketini cebirsel olarak etkin bir sekilde gosterilmesine katki
saglamaktadir. Bu g¢ercevede Vivarelli (1984), kuaterniyon ve spinor i¢inde kurdugu iliski
araciligiyla kuaterniyon kinematigini spinor formiilasyonuyla ifade edebilecegini gostermistir.
Vivarelli’nin ¢aligmasinda reel kuaterniyonlar ile spinorlar arasinda birebir, lineer iligki
tanimlanmis ve bu sayede reel kuaterniyonlarla tanimlanan donmeler i¢in spinor temsilleri elde
edilmistir. Boylelikle spinor kinematigi, kuaterniyonlarla dogrudan iliskilendirilmistir

(Vivarelli, 1984).

Ote taraftan Woit (2017), kuantum mekaniginde kuaterniyonlar ile spinorlar arasindaki
baglantiy1 gérmiis ve bu iliski ile arasindaki yapi lizerinden incelemistir. Benzer bir yaklagimla
Dechant (2013), reel kuaterniyonlarla spinorlar arasindaki iliskiyi esas alarak bulundurarak
kuaterniyonlarin matris temsillerine iliskin yontemler gelistirmistir. Torres del Torres del
Castillo (2003), reel kuaterniyonlarin spinor matrisleri aracilifiyla ifade edilebilmesine yonelik
temel bir yaklagim sunmustur. Daha yakin donemde ise Tarak¢ioglu ve arkadaslar1 (2018), reel
kuaterniyonlar ve spinor denklemlerinin baglantisin1 kullanarak split kuaterniyonlar ile
hiperbolik spinorlar birlikteliginde bir iliski kurmus ve Minkowski uzayinda donmelere ait
hiperbolik spinor kinematigini gelistirmistir. Ayrica Erisir ve Yildirim reel kuaterniyonlara
karsilik gelen Hamilton spinor matrislerini tanimlamis ve bu yapilarin geometrik yorumlarini

incelemislerdir. (Erisir, Yildirim, 2023).

2 (13

Hiperbolik sayilar farkli kaynaklarda “perplex say1”, “space-time say1” veya “split karmasik
say1” adlandirilir (Borota vd., 2000, Fjelstad 1986, Poodiack ve LeClair 2009, Rochon ve
Shapiro 2004, Yaglom 1968). Hiperbolik sayilar ilk kez James Cockle’nin 1848 yilindaki
calismasinda bulunmaktadir. Daha sonra Clifford, hiperbolik sayilar1 ¢calismasinda kullanmaya
devam etmistir (Cockle, 1849). G. Sobczyk, 1995 yilindaki ¢alismasinda hiperbolik sayilarin

modiil, i¢ ¢arpim, matris gdsterimleri ve grafikleri {izerine detayli bilgiler sunmustur. Ayrica



hiperbolik sayilarin hiperbolik fonksiyonlar araciligiyla nasil ifade edilebilece§ini ortaya
koymustur (Sobezyk 1995). N. Borota ve T. Osler, 2000 yilinda gergeklestirdikleri arastirmada
"uzay-zaman sayilar1" (spacetime sayilar1) seklinde isimlendirdikleri hiperbolik sayilarin 6ne
cikan oOzelliklerini ele almiglardir. Aymi arastirmacilar, 2002 yilinda ise hiperbolik say1
degiskenli fonksiyonlar {izerinde durarak bu konuyu derinlemesine incelemislerdir (Borota vd
2000, Borota ve Osler 2002). 2004 yilinda F. Catoni, R. Cannata, V. Catoni ve P. Zampetti
tarafindan yiiriitiilen ¢alismada, hiperbolik sayilar zemininde Lorentziyen trigonometri konusu
ele alinmistir (Catoni vd 2004). D. Boccaletti, E. Nichelatti, F. Catoni, R. Cannata, V. Catoni
ve P. Zampetti'nin 2008 yilinda kaleme aldiklar1 kitapta, hiperbolik sayilar hakkinda kapsamli
bir ¢alisma sunulmustur. Bu eserde ayrica, hiperbolik sayilarin temel 6zellikleri ve bunlarla
iligkili bilimsel calismalar ile ilgili bilgilerede yer verilmistir (Catoni vd 2008). 2009'da R.
Poodiack ve K. LeClair, hiperbolik sayilarin birtakim cebirsel niteliklerini ortaya koyarak,
cebirin temel teoremlerini hiperbolik sayilar kiimesi i¢in ispatlamiglardir. Arastirmacilar ayrica,
hiperbolik say1 katsayili polinomlarin kok yapilarini da analiz etmislerdir (Poodiack ve LeClair
2009). Hiperbolik sayilarin matematiksel ¢oziimlenmesinde fizik alanindaki uygulamalar1 ve
farkli lineer cebir pratikleri, son donemlerde ivme kazanan popiiler calisma sahalar1 i¢inde yer
almaktadir. Verilen kisimlarda gerceklestirilen dikkat ¢ekici ¢alismalar yapilmistir (Bracken ve
Hayes 2002, Callahan 2000, Catoni vd 2005, 2011, Catoni ve Zampetti 2012, Erdogdu ve
Ozdemir 2016, Fjelstad 1986, Khrennikov 2003, Khrennikov ve Segre 2005, Khrennikov 2008,
Kisil 2013, Motter ve Rosa 1998).

Reel kuaterniyonlarin kesfedilerek literatiire kazandirilmasindan ¢ok kisa zaman sonra, 1849
yilinda James Cockle tarafindan split kuaterniyonlar kavramini ortaya koymustur (Cockle,
1849). Split kuaterniyonlar, cebirsel yapr bakimindan reel kuaterniyonlara benzerlik
gostermekte olup, onlarin farkli bir uzaya yorumlanmasi olarak diisiiniilebilir. Bununla birlikte
reel kuaterniyonlarda oldugu gibi split kuaterniyonlarda da carpma islemi degismeli (komutatif)
degildir. Bu durum, split kuaterniyonlar1 klasik say1 sistemlerinden ayiran temel neiteliklerden
biri olup, onlar1 reel kuaterniyonlar gibi, degigsmeli olmayan cebirlerin énemli bir temsilcisi

konumuna getirmektedir.

Geometri basta olmak tizere pek cok farkli bilimsel alanda genis bir kullanim yelpazesine sahip
olan split kuaterniyonlar, son derece islevsel cebirsel yapilardan biridir (Ozdemir ve Ergin,
2005). Literatiirdeki ¢alismalar incelendiginde, Oklid uzayindaki dénme hareketlerinin standart

kuaterniyonlarla gosterilmesine karsilik, 3-boyutlu Minkowski uzayindaki donme islemlerinin
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timelike split kuaterniyonlar vasitasiyla modellendigi goriilmektedir (6zdem, 2003). Bu
matematiksel temeli esas alan Ozdemir ve diger arastirmacilar, 3-boyutlu Minkowski uzayinda
karsimiza ¢ikan donme matrislerinin 6zvektér ve o6zdeger bilesenlerini split kuaterniyon

teorisiyle analiz ederek literatiire kiymetli katkilar sunmuslardir (Ozdemir vd., 2014).

Ote yandan split kuaterniyonlar, yar1-Oklid uzaylarindaki dénme déniisiimlerinin matematiksel
olarak formiile edilmesinde de etkin bir ara¢ olarak rol oynamaktadir. Béylece bu konu
kapsamli bir sekilde Kula ve Yayl tarafindan ele alinmistir (Ozdemir vd., 2014). Buna paralel
olarak split kuaterniyonlarin yar1-Oklid projektif uzaylar iizerindeki yansimalarini arastiran Ata

ve Yayli da bu dogrultuda 6zgiin teorik bulgular elde etmislerdir (Ata ve Yayli, 2009).

Bu 0nciil aragtirmalarin ardindan split kuaterniyon matrisleri literatiirde daha derinlemesine ele
alimmig ve bu alandaki c¢aligmalar ivime kazanmistir. Konuyla ilgili cesitli genellestirmeler
yaparak yapilarin 6zdeger niteliklerini masaya yatiran Erdogdu ve Ozdemir, ilgili matematiksel
alana énemli bir dinamizm kazandirmiglardir (Erdogdu ve Ozdemir, 2013). Tiirkiye'de ise bu
konudaki ilk diizenli ve metodolojik adimlar Alagdz ile ¢calisma arkadaslari tarafindan atilmistir
(Alagdz vd., 2012). Bahsi gecen bu aragtirmada split kuaterniyon matrislerinin temel cebirsel
karakterleri masaya yatirilmig, buna ilave olarak matrisler i¢in kompleks adjoint matris

gosterimleri literatiire kazandirilmistir.

Takip eden siirecte hem split kuaterniyon matrisleri hem de split kuaterniyonlarin kendisi
lizerine yapilan bilimsel yayimlarin sayisinda ciddi bir artis yasanmis bu kuaterniyonlarin teorik
nitelikleri ile pratik kullanim sahalarina dair pek ¢ok 6zgiin bulgu elde edilmistir. Mevcut
literatiir akis1, split kuaterniyon teorisinin hem teorik matematik hem de uygulamali matematik
disiplinlerinde olduk¢a verimli ve genis bir arastirma potansiyeline sahip oldugunu

tescillemektedir.

Esasen split kuaterniyonlar cebiri, kompleks sayilar kiimesi baz alinarak gelistirilen ve bu
kiimeyi genigleten bir sistemdir. Fakat bu yapida carpma isleminin degisme 06zelligi
bulunmamaktadir. Ote yandan, split kuaterniyon teorisinde basvurulan eslenik fonksiyonu,
kurulan bu cebirsel sistemin kendi i¢indeki tutarliligint muhafaza etmede kilit bir fonksiyon
icra eder. Dikkat ¢ekici bir sekilde, split kuaterniyonlar icin bi¢cimlendirilen eslenik islemi
kompleks sayilar alt cebir diizeyine indirgendiginde, dogrudan alistigimiz geleneksel karmasik

eslenik fonksiyonuna donlismektedir. Bahsedilen bu ayirt edici nitelik, split kuaterniyon
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yapisinin bir taraftan karmasik sayilar sistemiyle entegre bir bigimde calisabildigini, diger

taraftan ise cok daha kapsamli ve esnek bir cebirsel zemin sundugunu gozler niine sermektedir.

S6z konusu teorik cercevede gelistirilen dikkat c¢ekici agilimlardan biri de hiperbolik spinor
yaklagimidir. Dirac spinorlarinin genellestirilmis bir formu olarak kabul edilen hiperbolik
spinorlar, hiperbolik say1 sistemleri taban alinarak yapilandirilir. Lorentz dontigiimleriyle
oldukca organik bir bag kuran bu metodoloji, relativistik simetrilerin matematiksel olarak ¢ok
daha yalin bir bigimde ifade edilmesine imkan tanir . Hiperbolik spinorlarin sundugu bu esnek
cebirsel altyapi, uzay-zamanin nedensellik ilkelerini ve geometrik dokusunu daha seffaf bir

bicimde yansitma potansiyeli tagimaktadir (Hestenes, 1966).

Hiperbolik spinor gosteriminin kullanimi, 6zellikle kuantum alan teorisinde ve modern pargacik
fiziginde karsimiza g¢ikan karmagsik diferansiyel denklemlerin daha derli toplu bir forma
kavusturulmasini saglamaktadir. Egri uzay-zaman formlarinda tanimlanan Dirac denklemleri
ile elektromanyetik alanlarin spinor gosterimleri bu iliski sayesinde ¢ok daha rahat analiz
edilebilmektedir. Ayrica bu matematiksel modelin, kiitlegekim kuvvetinin kuantum boyutunda

incelendigi cagdas kuramsal fizik ¢alismalarinda da bir anahtar olabilecegi ongoriilmektedir.

Son donem literatiirii; hiperbolik spinor yapilarinin kozmoloji, kuantum bilgi teorisi ve ¢ok
boyutlu sicim teorileri gibi ileri diizey alanlarla da entegre edilebilecegine isaret etmektedir.
Ozellikle siipersimetri modellerinde ve genisletilmis uzay-zaman tasarimlarinda spinor cebiri,
evrenin temel simetrilerinin kokenine inilmesine ciddi katkilar sunmaktadir. Tim bu
gelismeler, Dirac spinorunun ve spinor teorisinin tarihsel birer basamak olmanin Gtesinde,
giiniimiiz teorik fiziginin gelisim siire¢lerinde hala merkezi bir konumda yer aldigim

tescillemektedir.

2.1. Reel kuaterniyonlar

Bu bdliimde, reel kuaterniyonlarin yapisina iligkin temel tanimlar ve kavramsal cergeve ile
birlikte, konuya giris niteligi tasiyan temel teoremler ayrintili bigcimde ele alinmistir. Boylece
reel kuaterniyonlarin cebirsel 6zelliklerinin anlagilabilmesi i¢in gerekli kuramsal altyapi

olusturulmus ve sonraki boliimlerde yapilacak incelemeler i¢in uygun bir zemin hazirlanmistir.
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Tanmm 2.1.1. p),p,p,,p; € K olacak sekilde bir p reel kuaterniyonu

p=(P:P> P25 P5)
ya da
pP=ptPi+tpJtpk

seklinde verilir. Burada p,,p,p,,p, € K& reel sayillar, p reel kuaterniyonun elemanlar

Ojk e R’ olarak adlandirilir ve bu bilesenlerini ifade ederken {1, i, j,k} birimleri p reel

kuaterniyonunun baz vektorleri olarak tanimlanir. S6z konusu baz vektorleri, kendi aralarinda
kuaterniyon cebirinin karakteristik yapisin1 belirleyen spesifik ¢arpim kurallarina ve 6zgiin
cebirsel bagmtilara sahiptir. Bu igsel iliskiler, kuaterniyon sisteminin geleneksel say1
kiimelerinden ayrisarak ¢arpma islemine gore degisme 6zelligi barindirmayan non-komiitatif
bir cebirsel yapt sunmasmin ana gerekcesini olusturur. Reel kuaterniyon bazlarinin kendi

aralarindaki carpim matrisi ve temel kurallar1 su sekildedir
i) ixi=jx j=kxk=-1,
i) ixj=k, jxk=i, kxi=j
iii) jxi=—k, kxj=—i, ixk=—j
Bu tanimlar dogrultusunda reel kuaterniyonlar kiimesi

H ={p=p, +pi+p.j+pk| py:0.0 0 € R}

seklinde ifade edilir (Hacisalihoglu, 1983).

Buna ek olarak, p € // reel kuaterniyonun skaler bileseni S , =P, ve vektorel bileseni
V,=pi+p,j+pk seklinde tammlanirsa, p reel kuaterniyonu

p=Sp+Vp

biciminde ifade edilebilir (Hacisalihoglu,1983).
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Tanim 2.1.2. pe [ reel kuaterniyonun skaler bileseni sifir olup yalnizca vektorel kisimdan

olusuyor ise ( p=V, ), p reel kuaterniyonu piir kuaterniyon denir. (Hacisalihoglu, 1983).

H Reel kuaterniyonlar {izerinde tanimli bazi temel cebirsel islemler asagida verilmistir.

Tamim 2.1.3. «,p € A keyfi iki reel kuaterniyon olsun. k=S _+V,, p=S +V e H olmak

K

tizere / reel kuaterniyonlar kiimesi tizerinde toplama islemi,

®:HxH —>H
(k.p) >k ®p=(S,+V,)®(S,+V,)

bi¢iminde tanmimlanir. Burada x,pe/ reel kuaterniyonlar1 goz Oniine alinirsa
K=K, +Kki+K,j+;k ve p=p,+pi+p,j+pk seklinde goz Oniine alinirsa bu iki reel

kuaterniyonun toplam islemi
k®p=(r,+p,)+(i+p)i+ (K, +p,) j+(xs+p)k

bi¢ciminde elde edilir (Hacisalihoglu, 1983). Bu tanim dogrultusunda (/,®) yapisi bir abel

grup olusturmaktadir. Bu grup yapisinda /A kiimesinin birim (etkisiz) eleman1
(0,0,0,0)=0+i0+ jO+kO
seklinde olup bu kuaterniyon sifir kuaterniyonu olarak adlandirilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 2.1.4. /A reel kuaterniyonlar kiimesi iizerinde tanimli skalerle c¢arpma islemi,

p=Sp+Vp e H ve Ae R olmak lizere

O:RxH — H
(A.p) > A0p=A0(S, +V,) =4S, + ¥,
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seklinde tanimlanir. Bu tanima esdeger olarak skalerle carpma islemi

20q=A0(p, +pi+pj+pk)=(Ap,)+i(Ap)+j(Ap,)+k(Ap,)

olarak yazilabilir (Hacisalihoglu, 1983).

AueR ve k,peH olmak lizere ©:RxH — H seklinde tanimlanan skalerle ¢arpma

islemi asagidaki ozellikleri saglanmaktadir:

) A0(k®p)=(10Kk)®(10p),
i) (A+u)Op=(10p)d(u0Op),
iii) (Ap)Op=10(udp),

iv) 10p=p.

Bu tanmimlar altinda {H ,@,R,+,.,O} yapist bir reel vektér uzayidir. Ek olarak,
H =8,{Li,jk} oldugu bilindiginden, bu vektér uzaymmn boyutu boy(H)=4 dir

(Hacisalihoglu, 1983). Bundan sonra bu vektor uzayr A ile ve kuaterniyonlarda toplama ve

sklerle carpma islemleri, sirasiyla, "+" ve "." ile gosterilecektir.

Tanim 2.1.5. «,p € I olmak lizere, iki reel kuaterniyonun kuaterniyonik ¢arpimi

x: H x H — H
(r,p) > K xp

bigiminde tanimlanir. Bu tanim ile birlikte x =k, +xi +x,j+Kkk ve p=p, +pi+p,j+pk

biciminde verilen iki reel kuaterniyon i¢in, kuaterniyonik ¢arpim agik bilesenler cinsinden

KX P =Kopy — (kP — Kop, — K3py) + (kP + Ky + Ko — K5P, )
+ J(K,p, + K0, + K — Kypy) + k(Kyp; + &Py + P, — K,P))

15



ya da alternatif olarak x =S_+V, ve p=S_ +V  kuterniyonlari i¢in
kxp=8.8 ~(V.V,)+SV,+SV,+V AV, (2.1)

seklinde elde edilir. Burada “ < , ) ” ve“ A Vsirastyla, R’ reel vektdr uzayinda skaler carpim

ve vektorel ¢capimmidir (Vicei, 2001). Ayrica kuaterniyonik ¢arpimin asagida siralanan temel

ozellikleri sagladigi dogrudan gdsterilebilir:

i)  Herhangi iki reel kuaterniyonun ¢arpimi yine reel bir kuaterniyon verir.
i)  Kuaterniyonik carpimin birlesme 6zelligi vardir.

iiij) Kuaterniyonik ¢arpimin dagilma o6zelligi vardir.

Fakat kuaterniyon ¢arpiminin degisme 06zelligi yoktur. Buradaki ozellikler altinda

{H,®,R,+,.,0,x} altilis1 birlesmeli bir cebir olusturur. Bu cebir kuaterniyon cebiri olarak

adlandirilir ve A ile gosterilir.

Onerme 2.1.6. x,p € H seklinde iki reel kuaterniyon goz éniine alinsin. Eger burada verilen

iki reel kuaterniyon yanlizca skaler kisimdan olusuyorsa (k =S,_,p=3S,) ya da buradaki reel
kuaterniyonlarin vektorel kisimlart arasinda V, = AV, seklinde lineer bagimli ise bu durumda

kuaterniyonik carpim degismeli olur. Yani,

KXPp=pXK

Bu durumda kuaterniyonik carpimin degisme Ozelliginin sagladigr  goriilmektedir

(Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.1.7. « =S_+V,, p=S5,+V, € A seklinde iki reel kuaterniyon ele alinsin. O halde

k=p=S, =S, ve V.=V,
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kosulu saglaniyorsa bu reel kuaterniyonlar esittir denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.1.8. p=S +V €A bigiminde bir reel kuaterniyon verilsin.

*

c H—> H
p—>p =S -V

bigiminde bulunan p”a reel kuaterniyonun eslenigi denir (Hacisalihoglu, 1983). Vk,p e H

reel kuaterniyonu ve A € R reel sayis1 olmak lizere eslenik islemi asagidaki temel 6zellikleri

saglar:
i) (k+p) =k +p,
ii) (pr)*:p*xx*,

*

iii) (p") =p.

iv) (2p) =2p’,
v p=S eR ise p =p,

vi) p=V, e R’ise p' =—p,

vii) 5, =220y PP

dir (Hacisalihoglu, 1983).
Ek olarak, p=p, +pi+p,j+p,ke A reel kuaterniyonu
PP =(py +Pi+poi+pk)x (P —pi—pj—pk)=p; +p +p, +p;

seklindedir. Buradaki hesaplama gdz 6niine alindiginda
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pxp =p xp>0,  p#0

Ve

pxp =p xp=0 < p=0

ifadeleri saglanir. Bu sonug, reel kuaterniyonlar i¢in norm kavraminin temelini olugturmaktadir.

Dolayisiyla asagidaki tanim verilebilir.

Tamm 2.1.9. p € A reel kuaterniyon normu

N(): H— R

I 2.2)
p—> N(p)=Jpxp =p xp =pi +p7 +p+p}

bigiminde verilen N(p) reel sayisi seklinde bulunur. (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmmm 2.1.10. pe A reel kuaterniyonu igin N(p)=1 kosulu saglaniyorsa, p reel

kuaterniyonu birim reel kuaterniyon olarak adlandirilir (Hacisalihoglu, 1983).

Onerme 2.1.11. Vx,pe H igin
N(xxp)=N(x)N(p)
esitligi saglanir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.1.12. Sifirdan farkli p € A reel kuaterniyonunun tersi

: (2.3)
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seklinde tamimlanir. Burada tanimlanan p~' reel kuaterniyonu p reel kuaterniyonunun tersidir

(Hacisalihoglu, 1983).

Onerme 2.1.13. Sifirdan farkli Vp e & reel kuaterniyonu i¢in
pxpl=p'xp=1
esitligi gecgerlidir.(Hacisalihoglu, 1983).

Onerme 2.1.14. Vx,p € H reel kuaterniyonlari i¢in, kuaterniyon ¢arpiminin tersi

(K‘X p)_l =p'xx’
seklinde ifade edilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 2.1.15. Sifirdan farkli Vp #0e /A reel kuaterniyonu igin reel kuaterniyonu

__ P _ptpitpjtpk
NPl +pl+p) +p!

r

seklinde ifade edilir. Burada 7, birim reel kuaterniyondur (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.1.11 de tanimlanan » birim kuaterniyonunun koordinat reel eksen ile yaptigi ag1 6 ile

ifade edilirse » birim kuaterniyonu

r=cos@+wsinfd

seklinde yazilabilir. Bu durumda N(p) # 0 olmak {izere
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Py
JOE+pi+pl 4]

NIRRT N

Joi+p7 +pi+p?

cosd =

sinfd =

Ve

e pi+p,j+pk
JE 7 +p2+ps

bicimindedir. Burada verilen w birim vektorii, » birim kuaterniyonunun eksenidir (Ward,

1997).

2.2. Spinorlar

Bu kisimda spinor kavrami, cebirsel ve geometrik yonleriyle ele alinarak temel tanimlar1 ve
ilgili sonuglartyla birlikte sunulmaktadir. Amag, spinorlarin kompleks vektoér uzaylariyla olan
iligkisini agik bicimde ortaya koymak ve sonraki boliimlerde kullanilarak kuramsal altyapiy1

olusturmaktir.

C?, 3 boyutlu kompleks vektdr uzayi ise o halde bu uzayda alman x = (x,,x,,x,) e C°
vektoriiniin izotropik olmasi kendisi sifirdan farkli iken kendisiyle, i¢ ¢arpimin sifir olmasi

kosulu ile tamimlamir. Bu durumda (x,x)=0 olup, bilesenler arasinda x; +x; +x; =0

durumu bulunur. Bdylece C° uzayindaki izotropik vektdrler kiimesi, dogal olarak C°
uzayinda tanimlanan iki boyutlu bir ylizeye ile iliskilendirilebilir. S6z konusu iki boyutlu yiizey,

uygun parametreler yardimiyla y, ve y, cinsinden ifade edilebilir. Burada i karmasik birim

olup i* = -1 kosulunu saglamakta ve parametreler y,,y, € C olacak sekilde segilmektedir. Bu

parametrizasyon altinda izotropik vektor bilesenleri
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X =17
X, :i(712+722)
X, =-277;

bi¢iminde yazilabilir. Bu ifadelerden hareketle y,,y, parametreleri, x =(x,,x,,x;) vektori

cinsinden

seklinde elde edilebilir. Bu ifadelerden goriildiigii gibi, € karmasik vektor uzayinda her

izotropik vektor, (7,,7,) ve (=y,,—7,) seklinde verilen C? uzayinda iki vektdrle temsil

edilmektedir. Buna karsilik C* uzayinda verilen her bir vektdér C° uzayinda tek bir izotropik
vektore karsilik gelmektedir. Bu ¢ift degerli yap1 spinorlarin temel karakteristik 6zelliklerinden
biridir.

g } bicimindeki 2 boyutlu kompleks vektorleri
2x1

2

Cartan, bu iliskiyi esas alarak y =(y,,7,) = {

spinor seklinde adlandirmigtir. (Cartan, 1966). Daha sonra Cartan bir spinorun spinor

eslenigini
y=iCy (2.4)

seklinde tanimlamistir. Bu durumda spinorlarin yalnizca iki boyutlu kompleks vektorler olarak
degerlendirilmemesi gerektigini, ayn1 zamanda 3 boyutlu karmasik izotropik vektdrlerin 6zel
bir temsili oldugunu vurgulamistir. Bu yaklasim spinorlarin geometrik ve cebirsel yapilarin

daha derinlemesine anlagilmasina olanak saglamaktadir (Cartan, 1966).

R’, 3 boyutlu reel vektor uzayinda orjin etrafinda dénmeleri tanimlayan SO(3 ) grubu ile
2x2 boyutlu iiniter matrisler grubu SU (2) birlikte ele alinsin. Bilindigi iizere SO(3) grubu,

SU(2) grubuna homomorftur. Bu homomorfizm altinda SO(3) grubunun elemanlari &’

21



vektor uzayinda tamimh vektorleri iizerinde etki ederken, SU (2) grubunun elemanlarn iki

kompleks bilesenden olusan vektorleri, baska bir ifadeyle spinorlari doniistiirmektedir.
(Goldstein, 1980; Sattinger ve Weaver. 1986; Torres del Castillo ve Barrales, 2004). Bu

homomorfizm sayesinde Torres del Castillo ve Barrales (2004), a+ib seklinde yazilan

]

bigiminde tanimlanan bir spinor ile 6zdeslestirmistir. Burada a,b € R’ olarak alinmaktadir.

izotropik vektori

Bilindigi gibi 2x2 boyutlu iiniter matrisler uzay1 i¢in bir baz olusturan Pauli matrisleri

{0 1} {o —i} {1 o}
A= , B=|, , B = (2.5)
1 0 i 0 0 -1

biciminde verilmektedir. Torres del Castillo ve Barrales (2004), ikilisi Pauli matrisleri ile

. 0
birlikte C ={

} matrisi esas alinarak

matrislerini elde etmislerdir. Bu gosterim altinda a+ibeC’ izotropik vektérii, spinolar

cinsinden
a+ib=y'oy

olarak ifade edilmistir. Tlave olarak a,b € R’ vektorleri ile bu vektorlere ortagonal olan bir

c € R’ vektorii goz 6niine alindiginda ¢ vektorii

c=-yoy
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A\

seklinde verilmistir. Burada verilen " " sembolii bir y = {%} spinorunun esi olacak sekilde
2

tanimlanmak tzere

\4

y=—Cy (2.6)
biciminde gosterilir (Torres del Castillo ve Barrales , 2004).
2.3. Reel Kuaterniyonlarin Spinorlar ile ifadesi

Bu boliimde reel kuaterniyonlar ile bu kuaterniyonlara karsilik gelen spinor yapilar1 arasindaki

iligki ele alinmustir.

H reel kuaterniyonlar kiimesinde p=p,+pi+p,j+pk € A reel kuaterniyonu goz Oniine

almsin. Ayrica bu reel kuaterniyon {k,i} bazina gore
p=k(q, +Tip, )+i(p + jip,)
seklinde yazilabilir. Son olarak i= ji olarak gz oniine alinirsa p reel kuaterniyonu
p=k(p,+ip )+i(p +ip,) (2.7)

bigiminde elde edilir. Ayrica i’ =—1 oldugu i¢in kompleks birim seklinde almabilir. Boylece
bir p=p,+pi+p,j+pk € H reel kuaterniyonu ¢, =p, +Ip, , 9, =p, +ip, €C seklinde iki
kompleks say1 cinsinden p =ke, +ig, olarak yazilabilir. Boylece reel kuaterniyonlarin, iki

kompleks bilesenli spinorlar ile ifade edilmesi miimkiin hale gelmektedir. Bu durum reel
kuaterniyonlar ile spinorlar arasindaki iliskinin kurulmasinda temel bir rol oynamaktadir. Bu

nedenle asagidaki tanim verilebilir.

Tanmm 2.3.1. A reel kuaterniyonlar kiimesi spinor bilesenler cinsinden
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H ={p=ke,+ip, | ¢, =p,+By, o, =p +ip, € C} (2.8)
seklinde tanimlanabilir (Vivarelli, 1984; Erisir T, Yildirim E, 2023).

Ayrica ¢, =p, +ip,, @, =p, +ip, € C kompleks sayilari ile ¢ € S spinorunu

_|:¢1}_|:p3 +[bo:|
Q= = .
®, AP,

seklinde ifade edilir. Bu durum, Vivarelli (1984) tarafindan g6z 6niine almis kuaterniyonlar ile

spinorlar arasinda asagidaki donilisim acik bir sekilde kurulmus olur. Gergekten de

p=p, +pi+p,j+pk €M reel kuaterniyonu ile ¢ € S spinorunu karsilik getiren doniigtim

fH->S

p; +Ip, (2.9)
p +ip,

P—>f(P)Zf(Po+pli+p2j+p3k);¢:{

seklinde verilir (Vivarelli, 1984; Erisir ve Yildirim , 2023). Bu doniisiim reel kuaterniyonlarin
iki kompleks bilesenli spinor yapilartyla ifade edilebilecegini gostermesi bakimindan

onemlidir.

Diger taraftan (2.9) doniisiimiine benzer sekilde p=p, +pi+p,j+p,k € A reel kuaterniyonu

{k,i} bazina gore sagdan garpim ile

P=(Pa+m>o)k+(91 _ipz)i (2-10)

bigiminde yazilabilir. Béylece p =p, +pi+p,j+p,k € A reel kuaterniyonu (2.8) doniisiimiine

benzer sekilde

H={p=pk+0:i| 0,=p+B, 0. =p ~ip, € C| 2.11)
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seklinde tanimlanabilir. Boylece (2.9) doniisiimiine benzer bir bigimde reel kuaterniyonlar ile

spinorlar arasindaki iliski asagidaki doniisiim araciligiyla ifade edilebilir. Bu amagla,
foi - S

o +ip0} (2.12)
Y _Ebz

p—>f*(p)=f(po+p1i+p2j+p3k);(p*:{

bi¢iminde f. doniisiimii yazilabilir. (Erisir, Y1ldirim, 2023).
(2.9) dontisiimii yardimiyla ile elde edilen reel kuaterniyon-spinor iliskisine bagli olarak eslenik
kavrami agagidaki sekilde tanimlanabilir.

Tamm 2.3.2. p=p,+pi+p,j+p,k € H reel kuaterniyon (2.9) doniisiimii ile @ € S spinoru
ile eslegsin. Burada @, =p, +ip,, ¢, =p Hip, € C olmak iizere asagida verilen dort farkh

eslenik tanimi verilebilir:

@

i) peH reel kuaterniyonuna karsilik olan (o={ :|ES bicimindeki spinorun kompleks

?,

eslenigi ¢ olsun. Bu durumda ¢ spinoru

e

seklinde tanimlidir.

iij) pe H reel kuaterniyonunun eslenigi olan p* = p, —pi —p,j—p,k kuaterniyonuna karsilik

gelen spinor ¢~ olacak sekilde

cf{_(p‘}{pﬁp‘)} 2.14)
-, pl-l-lp2
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bigiminde elde edilir.

iii) Cartan (1966) tarafindan verilen (2.4) denkleminde tanimlanan spinor eslenigi gz 6niine

almirsa p e A reel kuaterniyonuna karsilik olan ¢ € § ifadesinin spinor eslenigi ¢ olacak

sekilde

o 0 1 (_01 o (_02 _ p2+ip1
40—{_1 OM&Z}'[—E)I}{—;JO—ipj (2.15)

bigiminde tanimlanir.

iv) Torres del Castillo ve Barrales (2004) ile birlikte verilen (2.6) esitligindeki bir spinorun esi

tanim1 goz Oniine alinirsa p € /A reel kuaterniyonuna karsilik ¢ €S spinorunun esi ¢ olacak

sekilde

v 0 1]|e —p —p, +i
g,,:{ } 2| 72 { A _pz} (2.16)
-1 0 ?, ?, P 1R
bi¢iminde tanimlanir. (Erisir ve Yildirim , 2023).
Sonug olarak, Tanim 2.3.2 g6z Oniine alindiginda, reel kuaterniyonlar ile spinorlar arasinda
tanimlanan bu farkli eslenik tiirlerinin birbiriyle tutarli oldugu goriiliir. Boylece asagidaki

Onerme verilebilir.

Onerme 2.3.3. pe A herhangi reel kuaterniyon olmak iizere bu kuaterniyona karsilik gelen

spinor ¢ ile gosterilsin. O halde ¢ spinorunun esi ile spinor eslenigi arasinda

iliskisi bulunur (Erisir ve Yildirim, 2023).
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Ispat. p e H herhangi bir reel kuaterniyon ve bu kuaterniyona karsilik gelen spinor ¢ olsun.

[ 0
Ayrica C=

1
} ve C?=-I, olacak sekilde (2.13) ve (2.15) ve (2.16) denklemlerinden
0

p=iCp ve Cp= (; oldugu goriiliir. Dolayisiyla @ =i esitligi bulunur.

Simdi p reel kuaterniyonunun normuna karsilik gelen spinor denklemi yazilsin6. Bu amacla

@, =p, +ip,, @, =p +ip, € C olmak tizere

— o _el - —
vo=o o ]Lﬁlk PO+ P, =0 T Py P

2

bulunur. Diger taraftan Tammm 2.1.9 yardimiyla tanimlanan N(p)= \/ or+pt +pl +pl

normunun N’ (p) ifadesinin spinor esitligi g;(p = g;lgol + gjz(p2 olmak tizere

N*(p) > N(p)=¢'p
seklinde yazilabilir boylece asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 2.3.4. pe [ bir reel kuaterniyon ve bu kuaterniyona karsi gelen spinor ¢ € S olsun.

O halde p reel kuaterniyonun normuna kars1 olan spinor denklemi

N(p)=9¢'C'p=ip'C'p (2.17)
bi¢imindedir (Erisir ve Yildirim, 2023).

Ispat. pe H bir reel kuaterniyon ve bu kuaterniyona karsilik gelen spinor ¢ €S seklinde

verilirse o halde asagidaki islemlerden sonra
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o — 0 -1e] - —
(coj C'p=| -0, col]{ Hw‘}:%wﬁ%%=p§+92+p§+p§=N(<o)

2

\(

: b (v~ Y i t ot 2 2 2 2

l((/)) C(p:l(lC(p) Co=—pCCop=p +p +p, +p; =N(p)
dir.

2.4. Split Kuaterniyonlar

Split kuaterniyonlar, klasik kuaterniyon cebirinin bir genellemesi olarak James Cockle (1948)
tarafindan tanimlanmistir. Yapisal olarak klasik kuaterniyonlara benzer bicimde dort
bilesenden olusmalarina ragmen temel fark ¢carpim kurallarinda ortaya cikar. Bu farklilik split
kuaterniyonlarin cebirsel yapisin1 belirgin bigimde degistirerek onlar1 hiperbolik karaktere
sahip bir yapr haline getirir. Split kuaterniyonlar, 6zellikle hiperbolik geometri, Lorentz
dontisiimleri ve 6zel gorelilik kurami gibi alanlarda dogal bir matematiksel ara¢ olarak
kullanilabilir. Bu durumda split kuaterniyonlar, Lorentz doniisiimlerinde dénmeler ile birlikte
boost tiirii dontistimleri de cebirsel olarak ifade edebilme avantajina sahiptir. Fizikte split
kuaterniyonlar, Lorentz cebirine benzer bir yap1 sunarak relativistik dontisiimler daha kompleks
bir bi¢imde temsil edilmesine olanak tanir. Bunun yan1 sira, spinor analizleri, Dirac denklemi
ve kuantum alan teorisi gibi ileri diizey konularda alternatif bir gdsterim sunduklar
bilinmektedir. Matematiksel agidan ise split kuaterniyonlar; grup teorisi, difarensiyel geometri
ve kompleks analiz gibi alanlarda cesitli uygulamalara sahiptir. Bu yonleriyle split
kuaterniyonlar, hem matematiksel hem de fiziksel baglamda zengin bir arastirma alam

olusturmaktadir.

Split kuaterniyonlar / ile gosterilmek tizere bir split kuaterniyon p=p, +pi+p,j+p,k

bi¢iminde verilsin. Burada {i, J» k} baz vektorlerinin ¢arpim kurallari
iP=-1, j=k>=ijk=1, ixj=—jxi=k, kxj=— jxk =i, kxi=—ixk=j

seklindedir. Bu durumda /¢ split kuaterniyonlar kiimesi
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H ={plp=py +Ai+Pi+Psk, PosP1P.Ps € R)

seklinde ifade edilebilir.

Split kuaterniyon cebiri, 3 boyutlu Lorentz uzayina karsilik gelen Clifford cebirinin ¢ift alt
cebiri olarak ele alinmaktadir. Bu nedenle split kuaterniyonlar, klasik kuaterniyonlarda farkli
olarak Lorentz tipli bir cebirsel yapiya sahiptir. Bu yapi, 6zellikle spacelike, timelike ve null

vektdr ayriminin dogal olarak ortaya ¢ikmasini saglar. Bu durumda p = p, +pi +p,j+p,k split
kuaterniyonu p=p,+p secklinde yazilabilir. Burada p split kuaterniyonunun skaler ve
vektorel kisimlar1 p, ve p=p,+pi+p,j+pk e seklindedir. p=p,+p ve Kk =k, + K
herhangi iki split kuaterniyon olmak iizere bu iki kuaterniyonun ¢arpimi

KXp=K0p0+g(K,p)El3 +K0p+p0K'+K'/\E13 o}

(13 2

bi¢iminde tanimlanir. Burada carpimlari Ef uzayinda Lorentz skaler

g(’)E13 7 ve “/\E13

ve vektorel ¢arpimlardir. Bu tanim, split kuaterniyon ¢arpiminin Lorentz geometrisi ile olan

dogrudan iliskisini acik¢a gostemektedir.

Ayrica p=p,tpe H s split kuaterniyonunun eslenigi p* =py —p seklinde ifade edilir. Bu
eslenik kullanilarak split kuaterniyonlara karsilik gelen cebirsel degismez [ p= pp* = p*p

sekinde elde edilir. Bu degismezin isareti, split kuaterniyonun Lorentz karakterini belirler. Buna

gore bir split kuaterniyon i¢in

i) 1, <0 ise spacelike
i) I, >0 ise timelike

iii) /, =0 ise null (lightlike)

olarak ifade edilir. Agik sekilde
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I =p +p*—p" —p (2.18)

dir.

Ek olarak p split kuaterniyonuna ait norm N(p)= \/‘px p*‘ = \/‘p* X p‘ = \/‘poz +p—py —p;
seklinde ifade edilir. Bu durumda eger N(p)=1 ise p split kutareniyonu birim split

kuaterniyon olarak adlandirilir. Ek olarak, spacelike ve timelike kuaterniyonlarin tersleri vardir
ve pl = % olarak tammlanir. Burada pp~! =p~'p=1 esitligi mevcuttur. Diger taraftan,
null split kuaterniyonlarin tersi yoktur. Herhangi bir spacelike split kuaterniyonun yine vektorel
kismi1 spaceliketir. Gergekten de pe+pl—pr—pr <0 olsun.
0<p,> <—-p2+pl+pl=g(k,p)ise pl2 —pz2 _932 <0 dir. Fakat herhangi bir timelike split

kuaterniyonun vektorel kismi spacelike, timelike veya null olabilir. Ayrica spacelike split
kuaterniyonlar kiimesi bir grup olusturmaz. Bunun sebebi iki spacelike split kuaterniyonun
carpimi timelike oldugundan bu kiimenin carpma islemine gore kapali olmamasindan
kaynaklanmaktadir. Ote yandan, timelike split kuaterniyonlarin kiimesi, split kuaterniyon

carpimu altinda bir grup olusturur.

Bu ¢alismada split kuaterniyonlar {izerinde tanimlanan metrik (—, —,+,+) olarak alinmistir.
Bu sebeple, split kuaterniyonlar uzay1 Rz“ reel vektor uzayima izomorftur ve dolayisiyla piir
split kuaterniyonlar uzay1 (—,+,+) metrigi ile R’ uzayma izomorftur. Bazi galigmalarda bu
metrik (+,+,—,—) olarak alinmustir. Bu durumda ise piir split kuaterniyonlar (+,—,—) metrigi

ile R; uzayina izomorf olur . Bu durumda yukaridaki tanimlar degisir. Bu detaya dikkat

etmekte fayda vardir (Yiice ve Coruh. Senocak, (2023))
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H zerinde sol ve sag carpimi temsil eden R -linecer doniistimler ifade edilebilir.
p=p, tpi+pJj+pk bir split kuaterniyon ve Hamilton operatorleri L,:Hg — Hg, ve

R :Hg — H ve xe H olmak lizere

L (x)=px, R (x)=xp (2.19)

olarak tamimlanir. Eger p birim split kuaterniyon ise L, ve R Hamilton operatdrleri

lizerinde yar1 ortagonal doniigsiimler olarak elde edilir. Bu durumda, sol ve sag carpim

operatorleri split kuaterniyonlarin cebirsel yapisinin lineer cebirsel temellerini olusturur.

Boylece sol ¢arpim L ve sag carpim R lineer doniisiimlerine, sirasiyla, ¢(p) ve ¢(p) sol ve

sag Hamilton matrisleri

P A P B
(ST N T
é(p)= 0 ? (2.20)
(O © S © N O
[ I O S O T 0 )
P A P B
pp p
ppy=|1 N TP (221)
[ T VR v
P A 4

seklinde elde edilir. Burada ¢( p) sol Hamilton matrisi p split kuaterniyonunun temel matrisi

olarak ifade edilebilir.

Lorentz doniisiimler, lineer doniisiimlerle karakterize edilen ve Minkowski uzayinin metrik
yapisini koruyan matematiksel islemler olarak tanimlanir. Bu doniisiimler, Lorentzin donmeleri
kapsayabildigi gibi, donmeyi icermedigi durumlarda Lorentz boosts olarak adlandirilan 6zel bir

siifa da ayrilir. Diger taraftan SU(2,/) grubunun elemanlart hiperbolik spinorlari hareket
ettirirken, SO(3,1,R) grubunun elemanlar: {i¢ bilesenli Lorentz vektorleri iizerinde etkide

bulunur.
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Simdi p=p,+pi+p,j+pk el seklinde herhangi bir split kuaterniyonunu goz Oniine

alinsin. O halde ¢g split kuaterniyonunun eslenigi

*

P =M _pli - pzj_ p3k (2.22)

seklinde tanimlanir. Bu tanim altinda bazi temel cebirsel 6zellikler dogrudan elde edilebilir.
Burada p=p,+pi+p,j+pk e H herhangi bir split kuaterniyon olmak iizere pxp  split
kuaterniyon ¢arpimi pxp’ =p'xp=p,> +p —p,> —p;° seklinde kolayca goriilebilir. Ayrica «
ve p herhangi iki split kuaterniyon ise

*

(k+p) =K +p

Ve

*

(pr) =p XK
esitlikleri vardir.
2.5. Split Kuaterniyon Matrisleri

Split kuaterniyonlar iizerinde tanimlanan matris yapilari, bu cebirin degismeli olmamasindan
kaynaklanan yapisal 6zellikler nedeniyle klasik matris kavramindan 6nemli farkliliklar gosterir.

Bu boliimde, split kuaterniyonlar {izerinde tanimli matrislerin temel cebirsel ozellikleri ele

almmustir. 4 ve B, split kuaterniyonik bilesenleri 4,

., B, € Hg olan nxn seklinde iki matris

olsun. O halde 4B matris ¢arpim, elamanlar1 (4B), € H s olan ve asagidaki sekilde tanimlanan

bir diger nxn tipinde matristir (Erisir ve Yildirim, 2026). Bu durumda

(AB), =D A4, B,.. (2.23)
k=1
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seklinde verilen nXn boyutunda bir matris olsun. Bir split kuaterniyon matrisi 4 ’nin eslenik

transpozu (Hermityen eslenigi) A" biciminde verilsin. Burada 4 * nin eslenik transpozu
(4", =4, (2.24)

olarak elde edilir (Erisir ve Yildirim, 2026). Bu tanimlar ile birlikte, split kuaterniyon matrisleri
icin asagidaki temel cebirsel 6zdeslikler elde edilir. 4 ve B herhangi iki split kuaterniyon
matris olmak tizere
(A+B) = A"+ B (2.25)

ve

(AB)' =BT 4" (2.26)
denklemleri elde edilir. Verilen esitliklerin sonucunda, herhangi bir m pozitif tamsayisi ig¢in

(A" =(4")" (2.27)
esitligi vardir.

Klasik matrislerde oldugu gibi, split kuaterniyonik bir matrisin iistel fonksiyonu kuvvet serisi
yardimiyla tanimlanabilir. Buna gore A, nxn boyutlu split kuaterniyonik matrisinin iisteli e”

olmak iizere e’ kuvvet agilimu ile
A 1 2 1 3
e =1 +A+5A +§A +..... (228)

seklinde yazilir. Burada /, , nxn boyutunda birim matristir. Daha 6nce tanimlanan hermityen

eslenik yardimiyla iistel matris icin

(e") =e (2.29)

33



esitligi vardir. Bu ozellik, split kuaterniyon matrisleri araciligiyla tanimlanan tiniter gruplarin

Lie cebirlerinin incelenmesinde temel roldedir (Erisir ve Yildirim, 2026).

Ek olarak, 4, nxn boyutlu bir split kuaterniyon matris olmak {izere iistel matrisin tersinin

varlig1 da kolaylikla gosterilebilir.

el et=etet =1 (2.30)
seklinde kolayca gosterilebilir.
Split kuaterniyonlar iizerine kurulan bu matris yapisi, Lorentz geometrisi ile uyumlu cebirsel
doniisiimlerin matris gosterimlerini miimkiin kilmaktadir. Ozellikle hiperbolik doniisiimler,

Lorentz gruplarimin gosterimleri agisindan giiclii bir matematiksel ifade sunmaktadir.

Simdi split kuaterniyonlar {lizerinde tanimli {initer matris gruplarinin yapisi incelenmekte ve

ozellikle U(2,H,) grubunun Lorentz simetrileri ile olan cebirsel iliskisi ele alinmaktadir.

Pozitif bir n pozitif tamsayisisi i¢in (2.29) denkleminde tanimlanan 1 hermityen eslenik
operatoriine gore split kuaterniyonik bilesenlere sahip nxn matrislerin olusturdugu kiime

U(n,H,) ile gosterilsin. Bir U matrisinin bu gruba aitligi i¢in gerek ve yeter sart

Uru=u.U"=1 (2.31)

esitligidir. Bu kosul, s6z konusu matrislerin split kuaterniyonik i¢ ¢arpimi korudugunu ifade
eder ve matris ¢arpimi altinda kapali olan bu kiimenin bir grup olusturmasini saglar. Ozellikle
n=1 durumu, birim split kuaterniyonlara karsilik gelir. Bu 6zel durumda

U(l,H,)=SU(1,1,C)=SL(2,R) (2.32)

seklinde 1yi bilinen izomorfizmler elde edilir. Bu izomorfizmler, split kuaterniyonlarin cebirsel

yapisinin Lorentz tipi gruplarla dogrudan baglantili oldugunu gostermektedir. Ozellikle
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SL(2,R), SO(2,1) Lorentz grubunu cift ortiisii ile iligkilidir. Dolayistyla, split kutareniyonik

tiniter elemanlar dogal olarak Lorentz simetriler tiretmektedir.

Bu tez kapsaminda ilgilenilen kisim, 2x2 tipindeki tniter split kuaterniyonik matrsilerden

olusan U(2,H,) grubudur. Bunun nedeni, bu grubun Lie cebirinin, uygun bir alt cebir se¢imi

altinda, dort boyutlu Lorentz grubunun Lie cebiri SO(3,1) ile izomorf yapilar igermesidir. Bu

durum, Lorentz doniisiimlerinin spinor temsillerinin split kuaterniyonik matrisler aracigiyla
insa edilebilmesini miimkiin kilar.

U(2,H,) grubunun elemanlari uygun bir parametre se¢imi ile

U=e” (2.33)

seklinde yazilabilir. Burada 4, 2x2 boyutlu split kuaterniyonik bir matris, s ise reel

parametredir. Uniterlik kosulu
| (2.34)
esitligini gerektirir. Verilen kismin s ye gore tiirevi alinip s =0 i¢in géz oniine alinirsa
At =-4 (2.35)
ifadesi elde edilir. Bu sonu¢ U(2,H ) grubunun Lie cebirinin anti-Hermityen split

kuaterniyonik matrislerden olustugunu gostermektedir. Bu tip matrisler uygun bir baz se¢imi

ile su sekilde ayrigitirabilir:

A:iai‘]i_'_ZﬁiKi_'_ZﬂiLi . (2.36)

-0 2.37
0 i @37)



{_k O} K2=l{j 0} K3=l{0. J} (2.38)
0 -k 210 —j 21j 0

ozelliklerini saglar.

Bu matrisler anti-hermityendir. Dolayisiyla bu matrislerinin reel lineer birlesimlerinin tistel

fonksiyonlart, split iizerinde taniml1 2x 2 {initer matrisler tiretir. Ayrica 2x2 boyutlu J; ve K,

matrisleri arasinda

[JI’JZ]:_‘]B [KI’KZ]:JS [leKz]:_K3 [KI’JZ]:_K3
[J23J3 =-J [KzaK3]:J1 [J29K3]:_K1 [K2:J3]:_K1 (2.40)
[’]3"]1]:_']2 [K3’Kl]=']2 [']39K1]=_K2 [KS"]l]:_KZ

komiitator iligkileri mevcuttur. Diger tiim komiitatorler sifirdir. Bu iliskiler J, ve K,
matrislerinin olusturdugu alt cebirin, Lorentz grubunun Lie cebiri SO(3,1) ile 1izomorf bir
yapiya sahip oldugunu gostermektedir. Dolayisiyla U(2, ) grubunun on boyutlu Lie cebiri

igerisinde, Lorentz cebirine denk gelen alt1 boyutlu bir alt cebir dogal olarak ortaya ¢ikmaktadir.
Bu vyapi, split kuaterniyonik matrislerin Lorentz doniistimlerinin spinor temsillerini

gerceklestirebildigini gostermektedir. Ek olarak tanimlanan L; matrisleri asagidaki cebirsel
esitlikleri saglar (Erisir ve Yildirim, 2026).
(2L,) =-1  (2L) =+1  (2L,) =+1  (2L;) =+1. (2.41)

Bu matrisler anti-komiitatif 6zellikleri gosterir.

(L L}=L.L+L.L,=0 (i icin) (2.42)
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Bu iliskiler, Dirac kuraminda kullanilan y* matrsilerinin sagladigi1 Clifford cebiri ile yapisal

bir benzerlik gostermektedir.
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3.YONTEM
3.1. Hiperbolik Sayilar
3.1.1. Hiperbolik sayilarin cebirsel ozellikleri

Hiperbolik sayilarla ilgili temel kavramlara yer verilecek olan bu boliimde, s6z konusu sayilarin

hem cebirsel hem de geometrik 6zellikleri tizerinde durulacaktir.

Tanmm 3.1.1. H = {(x, y)ix,ye R} sirali ikililerinin kiimesi iizerinde esitlik, toplama ve

carpma islemleri, sirasiyla,
L (xlayl):(xzayz)©x1:xzsylzyza

+ HxH->H

ii.
(xl’y1)+(x2’y2):(xl + X5, ) +J’2)a

HxH—>H

iii,
(x,)-(5%50 ) = (3%, + 55,0, + 11X, )

biciminde tanimlanmistir. Yukaridaki islemlerle birlikte /A kiimesine hiperbolik sayilar

kiimesi denir (Cakir, 2024).

Teorem 3.1.2. (H , +,.)ﬁ(;liisii birimli ve degismeli bir halkadir (Cakir, 2024).
Teorem 3.1.3. (H,+,.)iigliisii cisim degildir (Cakir, 2024).

Teorem 3.1.4 [ hiperbolik sayilar halkasinin, &K reel sayilar cismine izomorf olan bir alt

kiimesi mevcuttur ve bu alt kiime /4 'nin bir alt cismidir (Cakir, 2024).
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Tammm 3.1.5. Herhangi bir Zz(x, y)eﬂ hiperbolik sayisinda bulunan x sayisina bu

hiperbolik sayinin reel kismi, y reel sayisina ise bu hiperbolik saymin hiperbolik kismi denir

(Cakar, 2024).

Tanim 3.1.6. (0,1) hiperbolik sayis1 A ile gosterilsin. Bu durumda (O,l)zh hiperbolik

sayisina hiperbolik birim denir (Cakir, 2024).
Sonuc 3.1.7. h* =1"dir (Cakir, 2024).

Ispat. h* =h.h=(0,1)(0,1)=(0+1,0+0)=(1,0) =1 olarak bulunur (Cakir, 2024).

Teorem 3.1.8. Herhangi z = (x, y) € P hiperbolik sayis1 z = x+ hy bi¢iminde tek bir sekilde
yazilabilir (Cakir, 2024).

Tanmm 3.1.9. x—hy € A hiperbolik sayisina z=x+hy € A hiperbolik sayisinin eslenigi

denir. z ile gosterilir ve z ile birlikte x -ekseninde simetriktir ( Sobczyk, 1995).

Onerme 3.1.10.

i. zel ise x ’nin eglenigi z dir. Yani (z) =z dir.

ii. Vz,z,eHl z,z,eH lerigin z,+z, =z, + z, dir.

iii. V z,z,eH igin z,.z, =z.z, dir ve z, # 0 olacak sekilde

7N\
N
)

z z,
—IJ ==L dir.
Z,

iv. VzeH iginzg :||z||2 dir
v. z+4z=2 Re(z), z —z= 2Hip(z) ve z = z ise ze R dir (Cakir, 2024).

Tanmm 3.1.11. Herhangi bir z=x+hy € H seklinde verilen hiperbolik saymin mutlak degeri
( modiilii),

2 2 ‘
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bi¢iminde tanimlanir (Borota vd., 2000, Sobcyzk, 1995).

Tanmmm 3.1.12. Herhangi bir z=x+hy e H seklinde verilen hiperbolik saymin tersi

x* —y* #0 durumunda tanimli olur ve

-1 z
zZ =
7

seklindedir (Borota vd., 2000, Sobcyzk, 1995).

Tanim 3.1.13. Elemanlar1 hiperbolik sayilardan olusan matrislere hiperbolik matrisler denir ve

hiperbolik matrisler climlesi M (ﬂf ) seklinde gosterilir. Burada,

mxn

i=12,....m; j=12,...,n seklinde olmak iizere

mxn ij

Z:[zg]manM (H), 3= g, €l x,y, el

biciminde verilen Z matrisine, m satirh n siitinlu bir hiperbolik matris veya kisaca mwxn

seklinde hiperbolik matris denir (Cakir, 2024).
Tanmm 3.1.14. <X Y > hermityen skaler carpim olmak tizere

i. Herhangi bir Z matrisinin hiperbolik iiniter matris olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
X,YeH" i¢in (ZX,ZY)=(X,Y)

olmasidir.

ii. Herhangi bir S matrisinin hiperbolik hermityen matris olabilmesi i¢in gerek ve yeter

kosul X,Y e A" igin <ZX, Y> = —<X,SY> olmasidir.
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iii. Herhangi bir Z matrisinin hiperbolik anti-hermityen matris olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul X,YeHd" igin <ZX, Y> = —<X, ZY> olmast durumudur (Cakir, 2024).

Teorem 3.1.15. Hiperbolik bir Z matrisinin eslenik transpozu 7' =7 olmak iizere P"

uzayinda standart i¢ ¢arpimin varligi kabul edilirse

i. 7/ matrisinin tiniter hiperbolik bir matris olmasi i¢in Z =7 dur.
ii. 7 matrisinin hermityen hiperbolik olmas1 i¢in Z* = Z dur.

iii. 7 matrisinin hiperbolik skew(anti-hermityen)-hermityen matris olmasi i¢in Z* =—Z dir

(Cakir, 2024).

3.2. Hiperbolik Spinor Kinematigi

Bu boliimde calismanin orijinal kisminda kullanilacak olan matematiksel yontem ¢ergevesi
olusturulmaktadir. Amag, Lorentz doniisiimiiniin ve hiperbolik ve Dirac denkleminin spinor
gosterimlerinin hangi cebirsel yap1 igerisinde tanimlandigini acik bigimde ortaya koymak ve bu
gosterimi daha sonra hiperbolik spinorlar cinsinden genisletmeye uygun bir temel
hazirlamaktir. Bu dogrultuda oncelikle hiperbolik spinor kinematigi tanitilacaktir. Bu kisimda
yar1-Oklidyen metrik altinda tanimlanan doniisiimlerin hiperbolik say1 sistemi ile ifade
edilebilirligi incelenecek ve bu yapilarin hiperbolik spinor bilesenleri ile olan iligkisi ortaya
konacaktir. Ardindan karsilastirma ve temel olusturma amaciyla bilesenleri kompleks sayilar
olan klasik spinor formalizmi igerisinde Lorentz doniisiimlerin spinor temsilleri 6zetlenecektir.
Boylece standart yaklagimi ile hiperbolik spinor temsili arasinda agik bir baglanti kurulacak ve
sonraki boliimlerde gelistirecek 0zgiin yap1 i¢in gerekli matematiksel zemin hazirlanmis

olacaktir.

B yar ortagonal bir matris olsun. Bu durumda B matrisinin BeB’e =17 sartin1 sagladig

bilinmektedir. Oyleyse

Bé +[312 +B§ +B§ 2(BOB3 _BlBZ) _Z(Boﬁz +BlB3)
B: 2(BOBS +B1B2) Bé _[312 _Bg +B§ _2(BOB1 +B253)
2(_BoB2 +B1B2) 2(B061 _B263) Bé _Blz _Bi _B§
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biciminde verilen B matrsinin siitun vektorleri sirasiyla {c, d,a} olarak tanimlansin. Burada

verilen vektorler Lorentz yar1 ortogonal matrisin {i¢ siitun vektorii ardisik olarak B(c, d,a)

olsun. Bu vektorler, Lorentz donme altinda standart baz vektorlerleri aktif donme altinda

(i, j,k) goriintiilerine karsilik gelmektedir. Baska bir ifadeyle, bu vektorler

Bo +B; +B5 +B;
c=Bi= 2([30[-)’3 _Blf’z)
_2(B0B2 +B1Ba)

2(B,B; +BB,)
d=pj=|B; P/ —B,+P;
_2(8051 +BzB3)

2(_[3062 +B1B2)
a :Bk = 2(B061 _B2B3) k
Bo—B; +B —B;

seklinde yazilir (Tarak¢ioglu vd, 2018). Bu gosterimden agik¢a goriildiigi tizere, B matrisi,

birim ve yar1 ortogonal bir sag sistemden olugmaktadir. Ozellikle a vektorii birim vektdr olup
||a||=1 dir. Simdi B yapisinin catisinda yer alan @ vektdriinii dikkate alalim. Yar1 Oklid

uzayinda tanimli vektorel carpim kullanildiginda
a=cn, d

ifadesi yazilabilir. Dolayisiyla @ vektoriiniin bilesenleri hiperbolik spinorlara temel olusturan

iki hiperbolik say1 cinsinden

a, = h[ (B, +hB,)(~B, ~hB,)~ (B, ~hB,)(~B, +hB,)]
a, :(Bo +hB3)(_B1 _th)+(Bo _hB2)(_Bl +th) (3.1)
(Bo+HB5)(B, —hB3)—(—B1 +hp,)(-B, _th)

a,
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seklinde yazilabilir. Bu ifade bi¢imi, yar1 ortagonal doniigiimlerin bilesenlerinin dogal olarak
hiperbolik say1 yapisi igerisinde ifade edilebildigini gostermektedir. Ek olarak, bu hiperbolik

sayilar

7 =Bo+hBs, ¥, =—PB +hB,

olarak g6z Oniine alinirsa

7 =B +hBs, 7, =—P,—hB,

oldugu goriiliir. Boylece, a vektorii bu hiperbolik say1 ¢ifti ( 7/1,7/2) cinsinden

a, =h(71 g —7172)
G =NY, 0,
G=0NV1=0272

olarak yazilabilir. Ek olarak, ¢ ve d vektorleri de bu hiperbolik say1 ¢ifti cinsinden yazilacak

olursa

1 - - ] Y -
cl=5(yf+%2+7§+yf) d1=§(75—7f+7§—7§)
_J(2 2 2.2 d—l 2,2 2 2
02—2 N T th 27y Nntnh-r—n
c3:j(7172_7172) d3:_(7/172+7172)

denklemleri elde edilir. Bu sonug, yar1 ortagonal doniistimlerinin bilesenleri hiperbolik say1
ciftleri araciligiyla ifade edilebildigini ortaya koymakta ve hiperbolik spinor kinematiginin
ingas1 i¢in temel bir yap1 sunmaktadir. Bu yap1 ilerleyen kisimlarda Lorentz doniisiimlerinin

hiperbolik spinor temsillerinin verilmesine olanak saglayacaktir. Burada elde edilen y, ve y,

hiperbolik say1 ¢ifti igcin

(7)) ([ B+ ip,
/ _[%J_(—Bl +hﬁzj G-2)
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seklinde bir birim hiperbolik spinor tanimlanabilir. Gergektende y hiperbolik spinoru birim

olup y'y = I esitligini saglar.

a vektoriin bilesenleri matris ¢carpimi cinsinden ifade edeilmek istenirse, hiperbolik Pauli

matrisleri yardimiyla uygun bir gosterim elde edilebilir. Bu amacla

0 1 0 —h 10
T oo T e o BT o -1 33)

matrisleri sayesinde,

R M A e [ e

a, = [7_/2 7_/1}{;1 } = [7_/1 7_/2}{(1) é:“j:j = }/T’W/ (3.4)

2

S A e

2

denklemleri elde edilir (Tarakgioglu, 2018).

B yapsiin bir doniisiimii, birim hiperbolik spinorun 6zelliklerini belirlemektedir. Gergekten

de B yapisinin gatisini olusturan ug noktalari orjin merkezli R, uzayinda yer alan Lorentz
kiiresini <S12 = {x =X, X, X = 1}) olusturur. Burada a vektoriiniin bilesenleri ile hiperbolik

spinorun bilesenleri arasinda bir esleme mevcuttur. Oyle ki her iki bileseni hiperbolik olan

spinorun ¢ = e orani ile gosterilen hiperbolik diizlemde birebir esleme vardir. S6z konusu
1

iligki, x; =0 ekvator diizlemi iizerinde S} nin giiney kutbu (0,0,—1)iizerinden alinan

stereografik izdiisiim cercevesinde agikca gézlemlenebilir. Bu durumda

=22y =B+ By 1 =B, + B,

7
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yazilabilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

_a,—hag
a, +1
- weanqas e az +ha1 . o e
oldugu gériiliir. Ek olarak ¢ eslenigi ¢ = dikkate alinirsa ve gerekli diizenlemeler
a,
yapilirsa @, vektoriiniin bilesenleri
a :h[Vﬂ_/z avAvS) J’
Nyt
a2:h(}/1}/2—7/172), (3.5)

a _l_éf NN TN,

= =101y
Y+ oty T

olarak bulunur. (Tarak¢ioglu vd, 2018)

Yukaridaki hesaplamalar sonucunda, Lorentz kiiresi S iizerinde yer alan birim vektor

(a1 ,a,, a3) ile hiperbolik spinor bilesenleri arasinda dogrudan bir baginti elde edilmis olur. Bu

temsil, split kuaterniyonlar ile hiperbolik spinorlara arasindaki yapisal iliskinin agik bir

ifadesini sunmaktadir.

Simdi split kuaterniyon ve hiperbolik spinor arasindaki var olan iliskiyr acik bicimde

tanimlamak amaciyla

S Hy—> Sy
0o (3.6)
., P + hp;
f0%+91+@1+%k)={ ’ };
_p1+hp2
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lineer doniisiimii ele alinsin (Tarak¢ioglu vd, 2018). Bu tanim yardimiyla split kuaterniyon
formiilasyonu genisletilerek, Lorentz hareketlerin kinematigine iliskin bir hiperbolik spinor

temsili elde edilmektedir. Tanimlanan f doniisiimiiniin lineer oldugu dogrudan goriilmektedir.

Ote yandan, bir split kuaterniyonun normu ile karsilik gelen hiperbolik spinorun normu arasinda

dogrudan bir esitlik bulunmaktadir. O halde
0'p=(p,—hp, —pl—hpz)i_ ]=p§—p§+92—p§=¢lfpl+@%

esitligi kolayca goriilebilir. Birim ¢ split kuaterniyonunun eslenigine karsilik gelen hiperbolik

spinor

1k

) ; p,—h _
f(po—pll—pzj—@k){ ’ ﬂ o (3.7)
pl_hpz

seklinde ifade edilebilir (Tarak¢ioglu vd, 2018). Son olarak bu asamada split kuaterniyon
carpimu ile hiperbolik spinor-matris ¢arpimi arasindaki iliskiy kurmak miimkiindiir. Ozellikle,

pxx bigimindeki iki split kuaterniyon ¢arpimi, uygun bir matris temsili araciligiyla hiperbolik

spinorlarin doniistimiiyle iliskilendirilebilir.

O halde, split kuaterniyon ¢arpimi hiperbolik spinor temsili ile
o(p)K - oK (3.8)

seklinde ifade edilir. Burada ¢, ¢ =[ ] olmak iizere negatif determinanta sahip hiperbolik

bilesenli kare matristir (Tarakg¢ioglu, 2018).

3.2 Lorentz Doniisiimiiniin Spinor Temelleri
Bu boliimde, ilerleyen kisimlarda gelistirilecek olan hiperbolik spinor temelli Lorent

dontistimleri i¢cin hazirlamak amaciyla, 6ncelikle bilesenleri kompleks olan spinorlar tizerindeki

Lorentz doniisiimiiniin standart formiilasyonu ele alinmaktadir. Bu yaklagim, hiperbolik spinor

46



kinematiginin daha sonra kurulabilmesi acisindan karsilistirilmali ve yapici bir temel
sunmaktadir.

Pauli matrislerinin

{0 1} {0 —i} {1 0}
A= , B=], , P = (3.9)
1 0 i 0 0 -1

oldugu bilinmektedir. $imdi Weyl gosterimiminde bir 4-spinor i, olmak lizere y 4-spinoru

icin Lorentz doniistimii

i

1
a P+spP
e? 2

v, — (3.10)

i 1 l/lw
~a P —§,B P

0 e?

seklinde verilir (Antonuccio, 2015).

Burada a=(o,a,,a;) koordinat eksenlerine gore Lorentz donmeyi ve B =(/,,3,.5;) ise

ayni eksenler boyunca tanimlanan Lorentz boosta karsilik gelmektedir. Bu parametreler,

Minkowski-Lorentz uzayinda tanimli Lorentz grubunun alti boyutlu Lie cebirinin dogal

koordinatlarint olusturmaktadir. Boylece (3.14) donilistimii i¢in uygun J; ve K, iretegleri

tanimlanarak
3 3
wwem%Z%L+Zﬂ&}% (3.11)

seklinde yazilabilir. Burada J;, K: ve matrisleri 4x4 tipinde kompleks matrisler olup

1[iB 0 1[i, 0 1[iz o
Ji=— . Jr=— ) Ji=— ) (3.12)

210 iP 21 0 iR, 21 0 iR

P 0 P, 0 P 0
Ki=i|h Ka=i| "2 Ko=i 5 (3.13)

210 P 200 P 210 P
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seklinde tanimlidir ( Antonuccio, 2015).

2x 2 split-kuaterniyonik matrisler J;, ve K tarafindan iiretilen cebirin Lorentz grubunun Lie

cebiri ile izomorfik olmasi, dort bilesenli Dirac spinorlarinin iki bilesenli split kuaterniyonik
spinorlar ile esdeger bicimde temsil edilebilecegini diisiindiirmektedir. Bu durumu agik bir
sekilde kurabilmek i¢in, Lorentz donilisiimiiniin Dirac-4 spinorunun her bir reel bileseni i¢in
ayrintilt olarak incelenmesi gerekmektedir. Bu amagla, Lorentz doniisiimiinde ortaya ¢ikan

donme ve boost parametreleri ¢, ve B, ler son derece kiigiik kabul edilir. Boylece, Lorentz

doniisiimii birinci mertebeye kadar acilarak lineerlestirilmis bigimde
3 3
l//w—>[1+2aiJi+ZﬂiKij1//w (3.14)
i=1 i=1

seklinde yazilir. Bu durum ile birlikte, Weyl gosterimindeki bir 4-spinor v/, ,

X, +1y,

X, +1y,

v, = (3.15)

X, +iy,
X, +1y,

seklinde yazilir. Burada X,,y,, WW 4-spinorunun 8 reel bilesenidir. Bu durumda (3.14)

denekleminde gerekli diizenlemeler yapilirsa

1
X, > X, +§(_a1yz +a,x, —ayy, + fx, + By, + Bix,)
1
X, > X, +E(—051y1 — X, + oy, + fx, = By, — fix,)
(3.16)

1
X3 Xy +§(_a1y4 tayx, — a3y — Bix, = By, _ﬂSxS)

1
Xy =Xy +E(_0‘|y3 — X+ a5y, — X+ By, +ﬁ3x4)

48



1
=0 +E(a1x2 ta,y, +asx, + By, — Box, +:B3y1)

1
Yo =W +5(a1xl —a, ), — X, + By + Brx _ﬂ3y2)
(3.17)

1
Vs =2>V; +5(a1x4 ta,y,+ax,— By, + Box, _183)’3)

1
VoW +5(051x3 — Y, — X, — Bys — By +ﬂ3y4)

denklemleri elde edilir. (3.16) ve (3.17) bagintilar1 Weyl gosteriminde tanimlanan bir 4-
spinorun sonsuz kiiciik Lorentz donilisiimiinii ifade etmektedir. Ancak buradaki amag, bu
doniistimii Dirac gosteriminde ifade edilen 4-spinor ile split kuaterniyonik 2-spinor arasindaki
esdegerlik baglaminda incelemektir. Bu nedenle, Weyl ve Dirac temsilleri arasindaki iliski agik

bir

N 3.18
=\ 1) ¢.18)

doniistimii ile tanimlanabilir. Burada [, 2x2 birim matrise karsilik gelir. Bu doniigiim, iki
gosterimdeki spinor bilesenlerinin reel ve sanal kisimlart arasinda eslesme kurulmasina imkan

saglar. Weyl ve Dirac gosteriminde 4-spinor, sirasiyla

X, +1y, u, +1v,
X, +1y u, +1iv
w,=|"" ve w=| > .’ (3.19)
X, +1y, U, +1iv,
X, +1y, u, +iv,

ile gosterilsin. Bu durumda (3.18) denklemi yardimiyla u,v, ve X,y (i=12,3,4)

bilesenleri arasinda
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_ 1 _ 1
ul_\/z('xl_'_xS) Vi \/E(yl+y3)
1 1
uzz_(x2+x4) sz_(yz+y4)
\/15 \1/5 (3.20)
u3:$(x1_x3) V3:$(y1_y3)
u4:%(x2 x4) V4:%(yz_y4)

iliskileri mevcuttur. Simdi (3.16) ve (3.17) denklemleri ile verilen sonsuz kiigiik Lorentz
doniistim iliskileri (3.20) denklemleri ile tanimlanan bilesen doniistimii ile birlestirilsin.

Boylece Dirac gosteriminde bir 4-spinor olan ¥/ nin sekiz reel bileseninin, Lorentz doniistimii

altinda nasil degistigi elde edilir. Boylece, sonsuz kiiciik Lorentz doniigiimii altinda u, ve v,

(i=1,2,3,4) bilesenlerinin doniistimleri

1
u —-u + 5(_a1v2 ta,u, -y + ﬂ1u4 + 132‘}4 + ﬂ3u3)

1
u, ->u, +E(—051V1 — oy, + v, + By — By, — By

: (3.21)
Uy U +E(_a1"4 Tou, -V + ﬂlu2 + ﬂzvz + 133”1)
1
u, —>u, +5(—05,v3 — s+, + P, — By, — Py )
1
v, oV, +E(ozlu2 +a,v, +au, + By, - P, +,B3v3)
1
v, >V, +5(051u1 —a,V, — U, + By, + B, —ﬁ’3v4)
(3.22)

1
v, >V, +5(0¢1u4 +a,v, +agu, — By, - B, +,B3vl)
1
v, >V, +E(a,u3 —a,v, —azu, + By, + B, —[)’3v2)
seklinde verilir ( Antonuccio, 2015). Elde edilen bu ifadeler Dirac gosterimindeki 4-spinorun
sekiz reel bileseninin Lorentz grubunun Lie cebiri tarafindan iiretildigini gosterir. Bu sonug,

split- kuaterniyonik 2-spinor ile Dirac 4-spinorlar arasindaki iliskiyi kurarken 6nemli bir rol

oynar. Boylece split kuaterniyonlar iizerinde tanimlanan 2-spinoru
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a, +ia, + ja, +ka
‘P:{ | TIdy T Jd; 4} (3.23)

b, +ib, + jb, + kb,

seklinde tanimlanir. Burada «,, B, ,'¥ nin 8 reel bilesenidir. Onceki béliimlerde Lorentz Lie
cebirini saglayan (3.12) ve (3.13) J,,K, 2x2 split-kuaternyonik olarak elde edildigi

gosterilmisti. Bu nedenle, bir Lorentz doniisiimii altinda (3.23) denkleminde tanimlanan split

kuaterniyonik 2-spinorun dontigiimii

M-

3
‘I’—)exp[ aiJ,.+ZﬁiKij‘P (3.24)

i=l1 i=l1

seklinde tanimlanir. Burada ¢, sirasiyla Lorentziyen donme acilari ve Lorentz boost

parametreleridir. Eger bu reel parametrelerin sonsuz kii¢lik olduklar1 kabul edilirse, iistel ifade

birinci mertebeye kadar agilarak

‘-I’—)(HiaiJ[JriﬂiKij‘P (3.25)

seklinde elde edilir ( Antonuccio, 2015). Bu durumda (3.25) denklemi kullanilarak yapilan

hesaplamalar sonucunda bilesen doniistimleri

1
a —a, + 5 (a1b1 —a,b, + aza, — Ba, + Ba, + Bib, )
1
a, —a,+ E(Cllbz +a,b —asa, - fa;— p,a, - :B3b4)
(3.26)

1
a, —>d, +5(0‘1b3 —a,b, +aza, — Pa, + Bra, + ,B3b1)

1
a, —>a,+ E(a1b4 +a,b, —aya, — Ba, - Boa, + Bib,)
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1
b —>b + E(_alal —a,a, —asb, — Bb, — B,b; + ﬁsas)

1
b, >b, + 5(_0‘1"2 +a,a,+a;b — Bb; + B.b, — ﬁ3a4)
: (3.27)
by >b, + E(_al% —-a,a,—asb,— Bb, — B,b + ﬂ3a1)

1
b, —b, +5(—ala4 +a,a, + ab, — B, + Bob, - Pa,)

seklinde elde edilir.

Burada Dirac 4-spinorunun sekiz reel bilesene sahip oldugunu ve bu bilesenlerin sonsuz kiigiik
Lorentz doniisiimii altinda (3.21) ve (3.22) denklemleri ile verilen bagintilara doniistiigii
biliniyor. Benzer sekilde, split kuaterniyonik bir 2-spinorda sekiz reel bilesene sahiptir ve
(3.29) ve (3.30) denklemlerinde dontisiim iliskilerini saglar. Dolayisiyla, her iki yapida ayni Lie

cebirine karsilik geldiginden uygun bir bilesen eslesmesi altinda gdosterilir. Dirac 4-spinoru

u, +1v,

u, +1iv . o _ a, +ia, + ja, +ka o
w=| > 7| ve split kuaterniyonik 2-spinor ¥ = : . 2 . ’ * | olmak iizere bu iki

u, +1v, b, +ib, + jb, + kb,

u, +1v,

gosterim arasinda

u, —>+a v —>—a,
u, >—>b v, >—b
2 2 2 1 (3.28)
U, >+1u, v, >+b,
u, >—a, v, >+a,
seklindeki bilesen eslesmesi yapilabilir ( Antonuccio, 2015).
Bu durumda spinor gosterimindeki iligki
a, —ia,
&t t:a2 + J:a3 +ka, W= —b, —.ibl (3.29)
b, +ib, + jb, + kb, b, +ib,
—a, tia,

seklinde yazilabilir. Bu eslesme tek degildir, fakat burada sadece bu se¢im kullanilmaktadir.
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Dirac gosterimindeki = Dirac matrisi

o |1 0
y _{O _J (3.30)
seklinde oldugundan
yy =y'y'y
=(a)] +(a); —(a); = (@), +(b); +(b); = (b); — (b); (3.31)

=9y

esitligi yazilabilir. Bu sonug, Dirac gosteriminde Lorentz degismezi olarak yazilan l;l,y ifadesi,
split kuaterniyonik formiilasyonda dogrudan ¥'W¥ seklinde elde edilmektedir. Dolayisiyla,

split kuaterniyonik yaklasimda Lorentz degismez bir ifade tanimlamak igin ayrica bir y°
matrisine ihtiya¢ yoktur. Cilinkii doniisiim yapisi zaten i¢ carpimi koruyacak sekilde
kurulmustur. Sonug olarak 1/71,1/, Lorentz doniistimleri altinda degismezdir ve split

kuaterniyonik formiilasyon bu degismezligi dogal olarak tiretmektedir (Antonuccio, 2015).
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4. BULGULAR

Bu boéliimde, split kuaterniyonlar ile hiperbolik spinorlar arasindaki iliskinin kurulmasiyla elde
edilen teoremler ve sonuglar verilmektedir. Ilk olarak split kuaterniyonlar, hiperbolik spinorlar
cinsinden ifade edilerek bu iki yap1 arasinda dogrudan bir karsilik elde edilmektedir. Bu karsilik
yardimiyla split kuaterniyonlarin hiperbolik spinor gosterimleri incelenmektedir. Ayrica piir
split kuaterniyonlara karsilik gelen hiperbolik spinor yapilari belirlenerek bunlarin temel
Ozellikleri ortaya konulmaktadir. Daha sonra bu gosterimlerden hareketle split kuaterniyonlara
karsilik gelen sol ve sag hiperbolik spinor matrisleri elde edilmektedir. Ozellikle piir split
kuaterniyonlara karsilik gelen hiperbolik spinor matrisleri tanimlanarak daha sonraki sonuglarin
temelini olusturacak matris gosterimleri kurulmaktadir. Ardindan, temel hiperbolik spinor
matrisi olarak adlandirilan sol hiperbolik spinor matrisi ayrintili bi¢imde ele alinmaktadir. Bu
matrisin 6zdegerleri incelenip piir hiperbolik spinor matrisi ile arasindaki iligkiler ortaya
konulmaktadir. Ek olarak elde edilen 6zdegerlerin hiperbolik spinorun karakterine bagli olarak
nasil degistigi arastirilmaktadir. Bu amacla spacelike, timelike ve null hiperbolik spinor

durumlari ayr1 ayr1 degerlendirilerek ilgili 6zel durumlar agiklanmaktadir.

Boliimiin son kisminda ise elde edilen hiperbolik spinor yapilari Lorentz dontigiimlerine
uygulanmaktadir. Oncelikle Lorentz déniisiimlerinin hiperbolik 4-spinorlar cinsinden
gosterimleri gelistirilip bu dontistimlerin Weyl ve Dirac gosterimlerindeki hiperbolik spinor
temsilleri elde edilmektedir. Bu siirecte Lorentz doniisiim matrislerinin yapisi, lirete¢ matrisleri
ve bunlarin ¢esitli cebirsel 6zellikleri incelenmektedir. Son olarak split kuaterniyonlara karsilik
gelen hiperbolik 4-spinorlar kullanilarak Lorentz doniistimleri dogrudan ifade edildikten sonra
Lorentz doniislimlerinin tek bir matris aracilifiyla temsil edilebildigi gosterilmektedir. Elde
edilen sonugclar, split kuaterniyon cebiri ile hiperbolik spinor kurami arasindaki iligkinin
Lorentz doniisiimleri baglaminda dogal ve etkin bir bigimde kurulabildigini ortaya

koymaktadir.

4.1 Split Kuaterniyonlarin Hiperbolik Spinor Gosterimleri

p=p, +pi+p,Jj+pk € H bigimindeki bir split kuaterniyon { 1,-i } baz1 yardimiyla

p=1(p +hpy )+ (=) (=pi +hp )
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seklinde yeniden diizenlenebilir. Bu diizenleme sirasinda hiperbolik say1 yapisi ile uyumlu bir
gosterim elde edebilmek amaciyla A’ =1 sartim saglayan h hiperbolik birim kullanilir. Bu
gosterimde kullanilan ¢arpim iligkileri split kuaterniyon cebiri ile uyumlu olacak sekilde ele

alinmaktadir. Ozellikle hiperbolik birim & i¢in ixh=—ixh esitligi saglanmaktadir. Boylece
(i X h)2 =ixhxixh=1ix (—i X h) xh=1 olur. Bu sayede hiperbolik say1 yapisi ile split
kuaterniyon cebiri arasinda uyumlu bir hiperbolik spinor gosterimi elde edilmektedir. Boylece
bir p split kuaterniyonu €, =p, + hp, , €, =—p, + hp, € I seklindeki hiperbolik say1 cinsinden

p = 1€ —i€), olarak ifade edilebilir. O halde split kuaterniyonlar kiimesi

Hy ={p=10,-iQ, | & =p, +hp,, Q =—p + hp, € I} 4.1)

olarak yazilabilir. Burada kullanilan hiperbolik birim, split kuaterniyon cebirindeki birimlerden
farklidir. Bu sebeple bu yaklasim sayesinde split kuaterniyon yapisi ile hiperbolik spinor yapisi

arasinda dogal bir iliski kurulabilmektedir. Boylece (4.1) doniisiimii sayesinde

EHg —> Sy
p%f(p)%QZ[Q}:{p0+h%} 4.2)

Q —p +hp,

iliskisi kurulabilir. Burada Q = [gj € S}, hiperbolik spinor olup h* =1 dir. Burada kullanilan

hiperbolik spinor gosteriminin se¢iminin agiklanmasi 6nemlidir. Split kuaterniyonlarin farkli
yaklasimlar1 veya farkli temsil bigimleri mevcuttur. Fakat burada kullanilan se¢im rastgele
olmaktan ziyade belirli bir matematiksel yaklasim dogrultusunda tercih edilmistir. Ozellikle
Tarak¢ioglu vd. (2018) ¢alismasinda, split kuaterniyonlar ile hiperbolik spinorlar arasindaki
iliski Minkowski uzayinda split kuaterniyonlarin yardimiyla donmelere karsilik gelen
hiperbolik spinorlar yaklasimi ele almmistir. Bu c¢alismada kullanilan hiperbolik spinor

gosterimide Tarak¢ioglu vd. (2018) calismasindaki yapi ile ortiisecek bigimde segilmistir.
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+h
p=p, +pi+p,Jj+pkeH split kuaterniyonu Q:{Q}:{p‘) P

Qz P+ hpz

eslessin. Bu durumda ¢ split kuaterniyonun eslenigine karsilik gelen hiperbolik spinor

} hiperbolik spinoru

. _h
sa:{% f%}wmmkeMw&m.
—p —hp,

Ek olarak piir hiperbolik spinorlar i¢in asagidaki tanim verilebilir.

Tamm 4.1.1. p=p,+pi+p,j+pk=p,+pecHs split kuaterniyonuna Kkarsilik gelen

p,+h

hiperbolik spinor = {
AT hpz

} olsun. Bu durumda p piir split kuaterniyonuna karsilik gelen

hiperbolik spinor (4.2) doniigiimii yardimiyla

| e
2 o

seklindedir. Q hiperbolik spinoru, “piir hiperbolik spinor” olarak tanimlanir.

Simdi daha 6nce (2.18) denkleminde verilen 7, denkleminin hiperbolik spinor karsilig1 ifade

edilsin

Bu ifade daha sonra hiperbolik spinorlar1 karakterize eden hiperbolik spinor denkleminin elde

edilmesini saglayacaktir.

Teorem 4.1.2. p=p,+pi+p,j+pk split kuaterniyonuna karsilik gelen hiperbolik spinor

+h
Q :[ P hp3 } olsun. Bu nedenle, (2.18) denklemindeki 7/ * nun hiperbolik spinor denklemi
—h +ap,

Q'Q=1, (4.4)

seklindedir. Burada "1" hiperbolik eslenik transpozudur.

56



Ispat: p=p,+pi+p,j+pk split kuaterniyonuna karsik gelen hiperbolik —spinor

Q:{%+h%

} olsun. Dolayistyla,
_Q+hQ

P+ hp;
_Q+h%

2

lezhb_Mh _Q_h%]:{ }:95+92_Q2_%

esitligi kolayca elde edilir. Diger taraftan (2.18) denkleminden 7 = P +p° —p, —p,° oldugu

biliniyor. Béylece Q'Q =7 , oldugu kolayca goriliir.

Dolayisiyla teorem 4.1.2' den asagidaki sonug kolayca verilebilir. m

Sonu¢ 4.1.3. pe A split kuaterniyonuna karsilik gelen hiperbolik spinor Q olsun. Bu

durumda p hiperbolik spinorunu normu olan N(p) 'nun hiperbolik spinor denklemi
N(p)=N(Q)=,]Q'q) (4.5)

seklindedir.

Tamm 4.1.4. Q hiperbolik spinoru p e A split kuaterniyonuna karsilik gelen hiperbolik
spinor olsun. Eger N (Q) =1 ise, 2 hiperbolik spinoruna “birim hiperbolik spinor” denir.

Bu hiperbolik spinor, birim split kuaterniyonuna karsilik gelen hiperbolik spinordur.

Simdi, hiperbolik spinorlarin siniflandirilmasi i¢in asagidaki sonug verilebilir.

p0+hps}

Sonu¢ 4.1.5. pe A split kuaterniyonuna karsilik gelen hiperbolik spinor Q :{ 5
—pAtThp

olmak tizere asagidaki ifadeler dogrudur.

i. peHg splitkuaterniyonu spacelike kuaterniyon olsun. O halde, Q hiperbolik spinoru i¢in

Q'Q < 0 ifadesi vardir.
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ii. peH; split kuaterniyonu timelike kuaterniyon olsun. Bu durumda Q hiperbolik spinoru
icin Q'Q >0 yazilabilir.
iii. pe M, null kuaterniyon olsun. Bu takdirde Q igin Q'Q =0 esitligi s6z konusudur. m

: _ . . . . : P, + hp,
Ispat. p=p, +p € A split kuaterniyonuna karsilik gelen hiperbolik spinor Q = p
—p +hp,

olsun. Ayrica (4.4) denkleminin hiperbolik spinor denklemi Q'Q =1 , oldugu biliniyor. Burada

asagidaki durumlar vardir;

i. pe Hsplitkuaterniyonu spacelike kuaterniyon olsun. O halde 7, <0 oldugu biliniyor. Bu

durumda (4.5) denkleminden /7 = Q'Q <0 oldugu kolayca gériiliir.

ii. pe Hg timelike kuaterniyon olsun. Boylece 7, >0 oldugundan Q'Q >0 elde edilir.

iii. pe M, split kuaterniyonu null kuaterniyon olsun. Oyleyse I , =0 olmak tizere (4.4)

denkleminden Q'Q =0 oldugu bulunur.

Simdi teorem 4.1.2 ve Sonu¢ 4.1.5 yardimiyla hiperbolik spinorlari simiflandirmak i¢in

asagidaki tanim verilebilir.

+h
Tanim 4.1.6. p e H split kuaterniyonuna karsilik gelen hiperbolik spinor Q :[ Po hpa }
—B +hp,

olsun. Bu durumda asagidaki tanimlar yapilabilir;

i.  Qhiperbolik spinoru icin Q'Q <0 saglaniyorsa Q hiperbolik spinoruna “spacelike

spinor” denir.

ii. Qhiperbolik spinoru i¢in Q'Q >0 saglamyorsa Q hiperbolik spinoruna “timelike

spinor” denir.

iii.  Qhiperbolik spinoru icin Q'Q =0 saglaniyorsa Q hiperbolik spinoruna “null spinor”

denir.
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Tanim 4.1.6, piir hiperbolik spinorlar i¢in de bir siniflandirma yapilmasina olanak tanir. Ancak

bu siniflandirmaya gegmeden Once asagidaki teoremi vermekte fayda vardir.

Teorem 4.1.7. p=p,+pe H, split kuaterniyonuna karsilik gelen hiperbolik spinor

o, +h
Q= P hp;} ve p pir split kuaterniyonuna karsilik gelen pir hiperbolik spinor
L—P T hp,
[ hp, . . .
Q= olsun. Dolayistyla Q ve Q hiperbolik spinorlar1 arasinda
| —At hpz

Q'Q=p’+Q'Q (4.6)
ilskisi vardir. Burada “{  hiperbolik eslenik transpozdur.

Ispat. Denklem (4.5)' te p=p,+pe H, split kuaterniyonuna karsilik gelen hiperbolik

spinorun Q ve denklem (4.6)' de piir split kuaterniyonuna karsilik gelen piir hiperbolik spinorun

Q oldugu goz oniine alinsin. Boylece Q piir hiperbolik spinoru igin

hp,

fO=[= -0 —
QQ=[-hp, —p hpz]{_pﬁhpz

}:p]z_pzz_gz

esitligi yazilabilir. Diger taraftan (4.4) denkleminden Q'Q=p’+p’>-p,>—p,’° oldugu

bilinmektedir. Bdylece Q'Q =p,> +Q'Q oldugu kolayca goriilebilir. m
Simdi piir hiperbolik spinorlar i¢in asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonu¢ 4.1.8. p=p,+peH split kuaterniyonuna karsiik gelen hiperbolik spinor

WP
Q= & hp3 ve p pir split kuaterniyonuna karsilik gelen pir hiperbolik spinor
LA T hp, |
 hp ] . Lo Lo o Lo
Q= h olsun. Q hiperbolik spinoru spacelike ise spinorise Q piir hiperbolik spinoru
L=h 1P, |

da spacelike spinordur.
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Ispat. p=p, + p € H split kuaterniyonuna karsilik gelen hiperbolik spinorunun Q ve p piir
split kuaterniyonuna karsilik gelen piir hiperbolik spinorunun £ oldugu kabul edilsin. Ayrica,
Q hiperbolik spinoru spacelike spinor olsun. Bu durumda, Tanim 4.1.6 dan Q'Q <0 oldugu

biliniyor. (4.6) denklemini kullanilarak p,*> <-Q'Q ve 0<p,> <-Q'Q elde edilebilir. Sonug

olarak Q'Q <0 oldugu goriiliir ve Q piir hiperbolik spinoru spacelike spinordur. m

Sonu¢ 4.1.9. p split kuaterniyonuna karsilik gelen hiperbolik spinor Q ve p piir split

kuaterniyonuna karsilik gelen piir hiperbolik spinor € oldugu goz oniine alinsin. Q hiperbolik
spinoru timelike spinor ise, Q piir hiperbolik spinor spacelike, timelike veya null spinor

olabilir.

Ispat. p split kuaterniyonuna p ve p piir split kuaterniyonuna karsilik gelen hiperbolik
spinorlar Q ve Q olsun. Ayrica, Q hiperbolik spinoru timelike spinor seklinde géz 6niine
alinsin. Burada Tanim 4.1.6'dan Q'Q >0 oldugu ve (4.6) denkleminden p,’+Q'Q >0
oldugu gortilebilir. Sonug olarak, bu kosullar altinda {i¢ durum séz konusudur. Eger piir
hiperbolik spinor denklemleri, sirastyla, Q'Q <0, Q'Q >0 veya Q'Q =0 saglyorsa, Q piir

hiperbolik spinoru spacelike spinor, timelike spinor veya null spinor olabilir. m

Q hiperbolik spinorunun timelike spinor ve € piir hiperbolik spinorunun null spinor olarak

karakterize edildigi durum i¢in asagidaki elde edilir.

Sonu¢ 4.1.10. © hiperbolik spinorunun timelike spinor ve £ piir hiperbolik spinorunun ise

null spinor oldugu goz éniinde alinsin. Bu durumda, p,* # 0 dir. Yani, Q timelike spinor piir

hiperbolik spinor olamaz.

Ayrica Q null spinor olarak alinirsa € piir hiperbolik spinor karakterize eden asagidaki

sonug verilebilir.

Sonug¢ 4.1.11. p split kuaterniyonuna karsilik gelen hiperbolik spinor €2 null spinor olsun. Bu
durumda, Q piir hiperbolik spinor, asagida gosterildigi gibi iki farkli durumla karakterize
edilir;

1. Eger p, # 0 ise, © piir hiperbolik spinoru spacelike spinordur.

60



il. Eger p, =0 ise, Q piir hiperbolik spinoru null spinordur.

Ispat. p=p, +p e A split kuaterniyonuna karsilik gelen hiperbolik spinor Q, p spinor piir
split kuaterniyonuna karsilik gelen piir hiperbolik spinor  ve Q hiperbolik spinoru null
spinor olsun. Bu nedenle, Tanim 4.1.6 yardimiyla Q'Q =0 oldugu biliniyor. O halde, denklem

(4.6) yardimiyla p,” = -Q'Q, oldugu gériiliir. Bu durumda iki durum s6z konusudur. ilk olarak,
eger p,#0 ise 0<p’>=-Q'Q ve Q'Q<0 oldugu bulunur. Bu durumda Q spacelike

spinordur. Ikinci olarak, eger p, =0 ise, o halde 0=Q'Q elde edilebilir ve dolayistyla Q null

spinordur. m
4.2. Split Kuaterniyonlarin Hiperbolik Spinor Matrisleri

Split kuaterniyon cebirinde kuaterniyon carpim islemi degismeli degildir. Bu sebeple split
kuaterniyonlarin sagdan ve soldan ¢arpimlar: farkli sonuglar vermektedir. Diger taraftan, split
kuaterniyonlarin Hamilton operatorlerinin lineer dontisiimler oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla
her bir split kuaterniyon c¢arpimina karsilik bir matris gosterimi elde edilmektedir. Bdylece sol

ve sag carpimlara karsilik gelen matris gosterimleri birbirinden farkli olmaktadir.

Bu boéliimde split kuaterniyonlarin hiperbolik spinor gosterimleri dikkate alinarak sol ve sag
carpimlara karsilik gelen hiperbolik spinor matrisleri ayr1 ayri ele alinmistir. Elde edilen bu
matrisler, sirasiyla, “sol hiperbolik spinor matrisi” ve “sag hiperbolik spinor matrisi” olarak
adlandirilmistir. Boylece split kuaterniyon ¢arpimlarinin hiperbolik spinorlar {izerindeki etkisi
matris bigiminde ifade edilmektedir ve split kuaterniyon yapist ile hiperbolik spinor yapisi
arasindaki iliski daha agik bir bigimde incelenebilmektedir

P +hp,

Teorem 4.2.1. p=p,+pi+p,j+pk € A split kuaterniyonuna Q ={ p
—p T hp,

} hiperbolik

spinoru karsilik gelsin. Boylece (2.20) denklemindeki p nun sol matris gosterimine karsilik

gelen hiperbolik spinor matrisi

Q =

L

|:p0+hp3 p1+hp2j| 4.7)

—p+hp, p,—hp,
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seklindedir. Bu matrise p € / split kuaterniyonunun "sol hiperbolik spinor matrisi" veya

"temel hiperbolik spinor matrisi'" denir.

Ispat. (4.1) denklemi yardimiyla p = p, +pi + p,j + p,k € H split kuaterniyonu {1 ,—1 } bazina
gore p=1Q —iQ, seklinde yazilsin. Boylece, denklem (2.19) 'deki sol matris Hamilton

operatorli goz Oniine alinirsa
L (1)=10 -i0, (4.8)

esitligi elde edilir. Benzer gekilde i bazinin L, altindaki goriintiisti
L(-i)=1(-%)-iQ (4.9)

bulunur. Burada Qi =iQ, Qi= if_lz esitlikleri vardir. Sonug olarak, denklemlerin (4.8) ve

(4.9) denklemlerinin matris formu

O = Q _Q ={p0+hps p1+hp2:|
“la, o | Lpthe, p—hp

olarak bulunur. €, matrisi, p € & split kuaterniyonunun sol matris gosterimine karsilik gelen

“sol hiperbolik spinor matrisi” olarak ifade edilir. Bu matris, Lorentz ddonme matrisine benzer

bir géreve sahiptir. Ayrica ¢(p), p igin temel matris olarak adlandirildigindan, €, sol

hiperbolik spinor matrisine “temel hiperbolik spinor matrisi” denilebilir. m

(4.7) deki bu matris, Tarak¢ioglu vd, (2018) calismasindaki Q matrisiyle uyumludur. Ayrica,
bu yaklasima paralel olarak, pxx split kuaterniyon c¢arpiminin hiperbolik spinor matris

gosterimi i¢in hiperbolik spinor denklemi, Q, ® seklinde yazilabilir.

Simdi split kuaterniyonlarin sag hiperbolik spinor matris gosterimi elde edilsin. Fakat, sag

hiperbolik spinor matrisini tanitmadan once split kuaterniyonlar ve hiperbolik spinorlar

62



arasinda daha onceki iliskiden farkli yeni bir iliski kurmak gerekir. Bu farkli gdsterim split
kuaterniyonlarin sol ve sag reel matris gosterimlerindeki farkli operatdrlerin tanimina paralel
olarak tanimlanmaktadir. Burada, (4.7) denklemi yardimiyla yazilan sol hiperbolik matris i¢in
hiperbolik spinor formunun (4.2) doniistimiiyle tamamlandig1 sag hiperbolik matris gosterimi
icin ise farkli bir spinorun ortaya ¢iktigi belirtilmelidir. Yani sag hiperbolik spinor matris
gosterimi icin split kuaterniyonlar ve hiperbolik spinorlar (4.2) denkleminden farkli yeni bir

dontigiimle tekrar eslestirilir. Simdi bu hiperbolik spinorlar ifade edilsin.

Tanim 4.2.2: p=p, +pi+p,j+pk € H split kuaterniyonu {1, —i} bazina gore sag carpimla
ifade edilen herhangi bir split kuaterniyon olsun. Bodylece p split kuaterniyonu
p= (po + hp, )I + (—p1 —hp, ) (—i ) olarak yeniden yazilabilir. Burada A hiperbolik birim olmak

lizere h> =+1 ve Q =p,+hp,, Q =—p —hp, € H iki hiperbolik say1 olacak sekilde split

kauterniyonlar kiimesi [

H :{p:Q‘1+§_)2(—i)‘ 9) :p0+h%a (_%:_ﬁ_hpz EH}

seklinde yazilabilir. Boylece, p split kuaterniyonu

Q{%}:{pﬁh@} 4.10)
Q| L-A-—hp

seklinde verilen hiperbolik spinor ile eslesebilir.

Sonu¢ 4.2.3: (4.10) denklemi yardimiyla pe g split kuaterniyonuna karsilik gelen

hiperbolik spinor € olsun. Buradan, (4.4) ve (4.10) denklemleri yardimiyla hiperbolik spinor

o + 5 o
denklemlerinin Q Q=0Q'Q = iliskisiyle baglantili oldugu goriilebilir.

Sonug 4.2.3 'den, Tanim 4.1.6'da belirtilen hiperbolik spinorlar i¢in yapilan siniflandirmanin

Q2 hiperbolik spinorlar i¢in de gecerli oldugu bilinmektedir. Boylece split kuaterniyonlarin

sag hiperbolik spinor matris gosterimi ifade edilebilir.
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Teorem 4.2.4. p=p, +pi+p,j+pk e Hg split kuaterniyonu géz oOniine alinsin. Boylece
pe H split kuaterniyonunun 2.21 matrisindeki sag matris gosterimine karsilik gelen sag

hiperbolik spinor matris

h —h
QR:|:po"' P A p2:| @.11)

A —hp, P —hp,
seklindedir. Bu matrise “sag hiperbolik spinor matrisi” denir.

ispat. p=p, +pi+p,j+pkeH split kuaterniyonu p=Q71+Q, (~i) seklinde yazlsin,

Burada Q =p, +hg;, Sz =—p —hp, ve Sz , Q hiperbolik spinorunun €2, ikinci bileseninin

hiperbolik eslenigidir. Ayrica (2.19) denlemindeki sag Hamilton operatorii g6z Oniine alinirsa
R, (1)=1(Q1+0,(~))=Q1+Q, ()
ve
R, (-1)==i{Q1+0, (-0)) = -1+ ()

esitlikleri elde edilir. Burada i = ia, Qi= if_lz denklemleri saglanir. Sonug olarak, p €

split kuaterniyonunun sag hiperbolik spinor matrisi

0 :{po‘*'h% pl_hp2:|
—p—hp, p,—hp,

seklinde elde edilir. m

Sonu¢ 4.2.5. xxp split kuaterniyon carpiminin hiperbolik spinor matris gosterimi ig¢in

hiperbolik spinor denklemi
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Kxp—> Q0

seklindedir. Burada @, (4.10) denklemi araciligryla x split kuaterniyonuna karsilik gelen
hiperbolik spinordur.

Sonug 4.2.6. p split kuaterniyonunun piir split kuaterniyon ( p= p) oldugu gbz dniine alinsin.

Bu nedenle, p piir split kuaterniyonuna karsilik gelen sol ve sag hiperbolik spinor matrisleri

Q, ve Q,
h +h
Q, :{ P pz}
—Ht hpz _hp3
ve
h —h
Q, :{ P pz}'
—p—hp,  —hp,
seklinde elde edilir.

Teorem 4.2.7. pe [ split kuaterniyonuna karsilik gelen sol ve sag hiperbolik spinor

matrisleri arasindaki iligki

Q,=CO,'C
1 0
burada “t” transpoz ve C = 0 -1 dir.

Ispat: p=p,+pi+p,j+pkeH, split kuaterniyonunun sol ve sag hiperbolik spinor

matrisleri, sirasiyla, €, ve , olsun. Boylece

1 0 +h —p +h 1 0 +h —h
CQ;C{ }{po P pzM }:{po PR pz}:QR
0 —1jlp+hp, p—hp, ||[O 1] [-p—hp, p,—hp,
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oldugu kolayca goriiliir. m
Simdi, denklem (3.3) denklemindeki 7 =(TI,TZ,T3) matrislerinin yardimiyla sol ve sag

hiperbolik spinor matrisleri asagidaki gibi verilir.

Teorem 4.2.8: p=p, +pi+p,j+p,k € H split kuaterniyonu ve bu kuaterniyona karsilik gelen

ve Q , Q. sirasiyla, p'nin sol ve sag hiperbolik spinor matrisleri olsun. Dolayisiyla bu

hiperbolik spinor matrisleri 7 = (2'1 , 2'2,73) matrisleri cinsinden
Q, =p, L, —hpr, +hp,7, + hp,,
ve
Q. =p 1, —hpt, —hp,7, + hp,,
olarak ifade edilir.

Ispat. Sol hiperbolik spinor matrisi €, olsun. Boylece, (4.7) denkleminden
p,+hp,  pthp, 1 0 0 1 0 h h O
Q = ’ =Po TP ) TP
—p +hp, p,—hp, 0 1 -1 0 h 0O 0 —h
ve

o - 10h0—h+h01+h10
=Rl 1™ n o Pl o™ o

oldugu kolayca goriilebilir. Sonug olarak Q, =p, I, —hpz, +hp,7, + hp,7, elde edilir. Benzer
sekilde, ayni islemler sirasiyla sag hiperbolik spinor matrisi i¢in de yapilirsa

Q. =p, 1, —hpt, —hp,7, + hp,r, oldugu kolayca elde edilebilir. m

66



Teorem 4.2.9. x,p € H herhangi iki split kuaterniyon ve bu split kuaterniyonlara karsilik
gelen sol hiperbolik spinor matrisleri sirastyla @, ve €, olsun. S$imdi asagidaki esitlikler

verebilir,

) (Q+D),=Q +D,,
i) (AQ), =1Q,,

iii) (1£2), =0,

iv) 1, =1,

iv) (Q), =]

v) (Q®), =Q,.

Burada A€ R ve 0, ; u< H hiperbolik sayisina karsilik gelen sol hiperbolik spinor matrisi,

Q"; p’ nun eslenigine karsilik gelen hiperbolik spinor ve " ; hiperbolik eslenik transpozdur.

Ispat: ® ve Q, sirastyla, (4.2) doniisiimii yardimiyla herhangi iki split kuaterniyon & ve p

'va karsilik gelen hiperbolik spinor matrisleri olsun. O halde

i) (4.12) denkleminde verilen hiperbolik spinor doniisiimii yardimiyla Q+® hiperbolik

spinoru

Q+¢):{ Ky +py +h(K,+p,) }

_(Kl +p1)+h(K2 +p2)
olarak elde edilir. Ayrica, €+ @ hiperbolik spinorunun sol hiperbolik spinor matrisi

(Q-i—CD)L:{ K0+p0+h(1(3+p3) (K1+p1)+h(1<2+q2)}
—(k+p)+h(k,+p,) K +q,—h(Kk;+q;)

seklinde bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

+h +h K, +hx, « +hk
(Q+CD)L= PoTnap  pThap, 4| %o 3 1 2 —Q 1D,
—p+hp, p,—hp, —k, +hx, K,—hk,
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oldugu goriiliir.

ii) AeR ve Q hiperbolik spinor olsun. O halde AQ hiperbolik spinoru igin

10— Ap, +hAp,
—Ap, +hAp,

esitligi bulunur. Dolayisiyla AQ hiperbolik spinorunun sol hiperbolik spinor matrisi

Ap, +hA Ap —hA +h —h
(m)f{ p+iip A pz}j{po P P —hp,

-7,
—Ap+hip, Ap,—hip, —p+hp, py—hp,

esitligi elde edilir.

i) =, +hy, € A olmak tizere Q hiperbolik spinor olsun. O halde £Q ’ya karsilik gelen

hiperbolik spinor

o= (ﬂ1p0+ﬂ2p3)+h(ﬂzpo+ﬂlp3)}
(_,ulpl +/u2p2)+h(_/u2p1 +lu1p2)

seklinde ifade edilir. Ek olarak €2 hiperbolik spinorunun sol hiperbolik spinor matrisi

() | Cmt )+ (py+ ) (o= oy )+ h(= 1 +u1pz)}
L

_(_/ulp1 + /uzpz)"' h(_,uzpl + /ulpz) (ﬂlpo T 105 ) _h(luzpo + ﬂ1ps)

[ (v o) (s + sy ) (pl—hpz)(ﬂl—hﬂz)}
(= +hp,) (14 + T 1) (P —hpy ) (14 —hus,)

ve sonu¢ olarak

(1) =|:p0+hp3 p,—hp2:|{ul+h,u2 0

} = QLSL
—p+hp, p,—hp, 0 —hy,
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i+ hy,

esitligi elde edilir. Burada o ={ 0

} ; M=, +hu, hiperbolik sayisina karsilik gelen

hiperbolik spinor, 0, ;6 hiperbolik spinorunun sol hiperbolik spinor matrisidir.

iv) p=1 oldugu goz oniine alinsin. Dolayisiyla p=1 split kauterniyonuna karsilik gelen

1
hiperbolik spinor = {0} olur. Boylece Q2 hiperbolik spinoru ile iliskili sol hiperbolik spinor

1 0
matrisi €2, = {O 1} =1, olarak elde edilir.

v) p split kuaterniyonunun p~ kuaterniyon eslenigine karsilik gelen hiperbolik spinor

. —h . o . o .
Q = {po hp;} olsun. Bu durumda Q" hiperbolik spinorunun sol hiperbolik spinor matrisi
P —hp,

(Q*) =|:p0—hp3 pl_hp2:|
Lo l-p—hp, pyt+hp

pt+hp,  p—hp,

olarak elde edilir. Diger taraftan O, :{
o —hp, Py —hpy

} sol hiperbolik spinor matrisinin

p—hp, P —hp,

} seklinde elde edilir. Sonug olarak (Q"), =Q,°
—p—hp, py+hp,

eslenik transpozu Q" :{

oldugu goriiliir.

vi) Kk, p € H ¢ split kuaterniyonlarina karsilik gelen hiperbolik spinorlar @ ve Q bosluk olmak

uzere

i (po’fo + PsK; J (po’% + pﬂ(oj |
p+Hhp p +hpz}{ Ky + i, } —pK; + oK, AK, — oK,

—p+hp, p,—hp, (_pIKO +p2’(3j+h[_p1’(3 +p2’(o}
Pk — P Pof, TPK ) |

00-|
—K, + hx,
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denklemi elde edilir. Buradan Q,® hiperbolik spinorunun sol hiperbolik spinor matrisi

(QL(D)L = [
| pthp pthp, || K +hKy K+,
B —-p+hp, p,—hp, || -k +hx, K,—hx,

+hp, ) (x, + hx) J {(pﬁhpg)(’fﬁh’fz) J_

(

p +hp, ) (—x, + hx, ) +(p +hp, ) (K, —hi;)
,)
(-

((p

(

( p, +hp. (K' +h1(3)} L(—p1+hp2)(/cl+hK2)J
( (

p,—h ) K+hl(2) + po—hp3)(1(0—hic3) |

olarak bulunur. Sonug olarak (Q, @), =Q, D, esitligi elde edilir. m

Simdi, sol hiperbolik spinor matris i¢in verilen esitlikler asagidaki teoremle birlikte sag
hiperbolik spinor matris i¢in saglanabilir. Ancak sag hiperbolik spinor matrisi i¢in denklem

(4.10) denkleminin dikkate alinmasi1 gerektigi unutulmamalidir.

Teorem 4.2.10. «,p € H ¢ split kuaterniyonlart yardimiyla (4.10) dnklemine karsilik gelen iki

hiperbolik spinor @, Q olsun. Ayrica bu hiperbolik spinorlarin sag hiperbolik spinor

matrisleri, sirastyla, @, ve Q,, olarak goz oniine alinsin Dolayisiyla

7 <Q+<I>)R +0,,
ii) (AQ), =1Q,,

i) (49D, = ;.

iv) 1,=1,,

) (Q), =0

iv) (Q,®), = Q.

i+ hyty 0

esitlikleri vardir. Burada Ae R, J, :{ 0 P
H —

}, M= +hu, € A hiperbolik

AR

sayisina karsilik gelen sag hiperbolik spinor matrisi ve eslenik transpozdur.
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Ispat. (4.10) doniisiimii yardimiyla @ ve Q, sirasiyla, x ve p split kuaterniyonlarma karsilik

gelen hiperbolik spinor matrisleri olsun.

i) @ ve Q, hiperbolik spinorlarinin toplami i¢in

Q-q-cI):[ K0+p0+h(l('3+p3) }

_(Kl +pl)_h(K2 +p2)

esitligi yazilabilir o halde (4.10) yardimiyla € + ® hiperbolik spinorunun sag hiperbolik spinor

matrisi i¢in

(Q_i_q))R:{ K0+p0+h(lc3+p3) (Kl+p1)_h(K2+p2)

=, +D,.
—(K1+pl)—h(K2+p2) K0+p0—h(K3+p3)j| ! f

esitligi elde edilir.
ii) A€R olmak iizere AQ hiperbolik spinorunun sag hiperbolik spinor matrisi yardimiyla

(ﬂ,Q) :|:ﬂ,p0+h/1p3 ipl_hﬂpz:|:ﬂ{ P + hp, pl_hpz}:ﬂQ
B =Ap—hip, Ap—hip | | -p—hp, p—hp, !

esitligi kolayca bulunabilir.

iii) p =y +hu, € A hiperbolik say1 ve (4.10) yardimiyla ve p split kuaterniyonuna karsilik

gelen hiperbolik spinor €2 olsun. O halde € hiperbolik spinorunun sag hiperbolik spinor

matrisi i¢in

(,UQ) _ (Mpo + ,u2p3)+h(,ulp3 + /szo) (/lel +,uzpz)_h(,u1pz + L0 )}
k (_lulpl _bpz)_h(/"lpz +bp1) (/"190 +bp3)_h(ﬂ1% +bp0)

_| mthp, ﬂ—hpz}{ﬂﬁhﬂz 0

} a5,
=P —hp,  p,—hps 0 —hu,
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esitligi elde edilir. Burada 6 ; u hiperbolik sayisina karsilik gelen hiperbolik spinor J,; &

hiperbolik spinorunun sag hiperbolik spinor matrisidir. Ek olarak &, =6, oldugu agiktir.

iv) p split kuaterniyonu p=1 olarak alinsin. Bu durumda p=1’e karsilik gelen hiperbolik

1
spinor Qzﬂz{o} olur. Boylece Q hiperbolik spinorunun sag hiperbolik spinor matrisi

10
Qr :{O 1} = I, olarak elde edilir.

v) p split kuaterniyonunun p° kuaterniyon eslenigine karsiik gelen hiperbolik spinor
: —h .
Q :{po hpﬂ olsun. Sonug olarak, Q hiperbolik spinorunun sag hiperbolik spinor matrisi
p+hp,

i¢in

(Q*) :{po—h% —pl+hpz}:Qg
kolAthp, gy thp

oldugu kolayca gortiliir.

vi) p € H split kuaterniyonuna karsilik gelen hiperbolik spinor (4.2) denklemi yardimiyla @

olsun. x,p e H split kuaterniyonlarinin sag hiperbolik spinor matrisleri ®, ve Q, olarak

alinsin. O halde Q,® hiperbolik spinoru

Daha sonra,

0D [ (P&, + i3 )+ h(pycs + i, ) j((—plico — P,k )+ h(—pi; — Pk, )J
R (_lel +sz2)+h(_p1K2 +132’(1) (_pOKl +p3K2)+h(_p0K2 +133’(1)

olarak elde edilir. Son olarak Q,® hiperbolik spinorunun sag hiperbolik spinor matrisi
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seklinde bulunur.

Onerme 4.2.11. p e H. split kuaterniyonuna karsilik gelen sol (sag) hiperbolik spinor matrisi

Q, () normaldir.

Ispat. Q , (4.2) doniisiimii yardimiyla p split kuaterniyonuna karsilik gelen sol hiperbolik

spinor matris olsun. Dolayisiyla

R P =P 0

Qo =
o 0 o+ -

=Q'a,

2 2 2 2
esitligi elde edilir. Benzer sekilde € Qf :{p b TR TR TR ., 0 ) 2} =Q'QI,
0 PotPA =P — P

esitligi bulunur. Buradan kolayca Q,Qf =Q'Q, oldugu gériiliir. Sonug olarak Q,Qf =Q'Q,
oldugundan €, sol hiperbolik spinor matrisi normaldir. Benzer ispat €, hiperbolik spinor

matrisi i¢in de yapilir.

Sonu¢ 4.2.12. Q, ve Q, sol ve sag hiperbolik spinor matrisleri i¢in asagidaki esitlikler

dogrudur.

i) det(Q,)=det(Q,)=QQ.

5 |
ii) Q'Q#0 olacak sekilde null olmayan p split kuaterniyonu igin € :@QLT ve

Q' = b Q! dir.

Q'Q
iii) Q'Q =0 olacak sekilde null olmayan p birim split kauterniyonu igin Q' =+Qf ve

Q' =+Q/ dir.

Tezin bundan sonraki boliimiinde sadece sol hiperbolik spinor matrisi ile ilgilenilecektir. Bunun

sebebi sag hiperbolik spinor matrisi i¢in de ayni sonuglarin elde edildiginin goriilmiis olmasidir.
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O halde, bundan sonra bu sol hiperbolik spinor matrisi “temel hiperbolik spinor matrisi”

olarak adlandirilsin.
4.3. Temel Hiperbolik Spinor Matrisinin Ozdegerleri

Bu boéliimde ilk olarak temel hiperbolik spinor matrisi ile onun piir hiperbolik spinor matrisi
arasindaki iligki ortaya konulmaktadir. Ardindan, bu iliski kullanilarak temel hiperbolik spinor
matrisin 6zdegerlerine karsilik gelen hiperbolik spinor denklemi elde edildikten sonra bu
denklem araciligiyla 6zdegerler hesaplanmaktadir. Daha sonra hiperbolik spinorun spacelike,
timelike ya da null spinor olmasi g6z 6niine alinarak elde edilen sonuglar herbir durum igin ayr1
ayr1 incelenmektedir. Son olarak, kurulan teorik yapiy1 desteklemek ve sonuglarin uygulanigini

gostermek amaciyla iki 6rnek sunulmaktadir.

Yardimer Teorem 4.3.1. p=p,+p split kuaterniyonuna ve p piir split kuaterniyonuna
karsilik gelen hiperbolik spinorlar €, ve €, olsun. €, ve €, hiperbolik spinorlarina karsilik

gelen temel hiperbolik spinor matrisleri arasindaki iligki
Q =p L, +Q, (4.12)
seklindedir.

Ispat: Temel hiperbolik spinor matrisleri Q, ve €, nin sirastyla p ve p ile iliskili oldugunu

varsayalim. Bu durumda (4.8) denklemi ve sonug 4.2.6 yardimiyla

|:po+hps pl+hp2:|
—p+hp, P, —hps

1 0 hp, p +hp,
= pO +
0 1 —p+hp,  —hp,
polz + 10

oldugu kolayca hesaplanir.
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Teorem 4.3.2. Q hiperbolik spinorunun €, sol hiperbolik spinor matrisinin dzdegerleri

m=p +N-Q'Q (4.13)
ve

7, =p,—N-Q'Q (4.14)
seklindedir.

Burada p=p,+p, p piir split kuaterniyon ve € piir hiperbolik spinordur.

Ispat: Q temel hiperbolik spinor matrisi gz dniine alsmn. €, hiperbolik spinor matrisinin
ozdegerleri, ,9=n9 denklemi ile elde edilir. Burada 7, (i=1,2), bu hiperbolik spinor

matrisinin 6zdegerleridir. Dolayisiyla det(QL —nl,)=0 denklemi hesaplanirsa

p-n+hp g +hp, }:o

da@g—ng)z{_g+hp o,
2 0

esitliginden karakteristik polinomun
n'-2pn+Q'Q=0
oldugu bulunur. Bu ikinci dereceden denklem ¢6ziillirse
M,=p* 902 -Q'0

ve dolayisiyla (4.12) denklemi yardimiyla

771:p0+V—QTQ, nzpo_V_QTQ
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oldugu goriliir. Burada Q, p split kuaterniyonuna karsilik gelen piir hiperbolik spinordur. m

Simdi denklem (4.13) ve (4.14) de belirlenen 6zdegerlerin geometrik yorumunu yaparak {i¢

durum seklinde siniflandirma yapilacaktir. S6z konusu ii¢ durum su sekilde siralanabilir

Durum 1: Hiperbolik spinor  spacelike spinor olsun. Bu durumda, piir hiperbolik spinor €

ayn1 zamanda spacelike spinordur ve Q'Q <0 dir. Bu durumda, (4.5) denklemi kullanilarak
normun hiperbolik spinor denklemi N (Q) =+-Q'Q olarak elde edilir. Sonu¢ olarak,

yukaridaki esitlikleri goz 6ntinde bulundurarak €2 spacelike spinorunun 6zdegerleri
m=p+N(Q), m=p-N(Q)

olarak elde edilir.

Durum 2: Hiperbolik spinoru timelike spinor olarak g6z Oniine alinisin. Bu durumda piir

hiperbolik spinor €, spacelike spinor, timelike spinor veya null spinor olabilir. Simdi bu

durumlar daha ayrintili asagidaki gibi incelensin.

i. Varsayalim ki Q'Q <0 olsun. Dolayisiyla, denklem (4.5)'daki normun hiperbolik spinor
denklemi Durum 1'deki gibi N (Q)=\/—QTQ 'dir. Yani € spacelike spinorunun temel

hiperbolik spinor matrisinin 6zdegerleri
771=p0+N(Q), Uzpo_N(Q)
esitlikleri elde edilir.

ii. € pir hiperbolik spinorunun timelike spinor oldugu kabul edilsin. Dolayisiyla, denklem
(4.5) da Q'Q>0 ve N(Q)=vQ'Q oldugu goriiliir. Sonug olarak, Q timelike spinorunun

temel hiperbolik spinor matrisinin 6zdegerleri
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n =p0+iN(Q), 7, =p0—iN(Q)

esitligi ile elde edilir. Burada i complex imajiner birim olmak iizere 6zdegerler komplex

sayidir.

iii. Q piir hiperbolik spinoru null spinor olarak alinsin. Dolayisiyla Q' Q=0, N (Q) =0

olmak tizere 6zdegerler

M>=P

olarak elde edilir . Burada p, # 0’dr.

Durum 3: Q hiperbolik spinoru Q'Q =0 olacak sekilde null spinor oldugu goz 6niine alinsin.

Dolayistyla bu durumu p, =0 veya p, # 0 olmasi bakimindan iki ayri alt duruma ayirmak

gerekir.

i. Eger p, =0 ise,sonra Q piir hiperbolik spinoru icin Q'Q =0 vardir. Ve boylece Q null

spinordur. Dolayisiyla

M,= 0

oldugu elde edilir.

ii. g,#0 oldugu g6z 6niine almisin. Bu durumda, piir hiperbolik spinor €2, spacelike

spinordur ve Q'Q <0 olur. Ayrica, (4.5) denklemi goz oniinde bulundurularak

m :p0+N(Q),772 zpo—N(Q)

elde edilir. Hiperbolik spinor Q null spinor oldugundan, p,” = -Q'Q olacak sekilde Q'Q =0

hesaplanir. Sonug olarak, temel hiperbolik spinor matrisi €, 'nin 6zdegerleri
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m=2py, 1,=0

oldugu bulunur.

Onceki durumlarin bir sonucu olarak, piir temel hiperbolik spinor matrislerinin 6zdegetleri i¢in

asagidaki geometrik yorum sonug olarak verilebilir.

Sonu¢ 4.3.3. Q hiperbolik spinorunun p, =0 olacak sekilde piir hiperbolik spinor oldugu

kabul edilsin. Yani Q =Q olsun. Asagidaki ti¢ durum s6z konusudur.

Durum 1: Piir hiperbolik spinor € 'nin spacelike spinor oldugunu goéz Oniine alinsin. Bu

nedenle, piir hiperbolik spinor € i¢in hiperbolik spinor matrisi €, 'nin 6zdegerleri,

m=N(Q), n,=-N(Q) (4.15)

olarak bulunur.
Durum 2: € piir hiperbolik spinorunun timelike bir spinor oldugu varsayilsin. Dolayisiyla
Ozdegerler

n =iN(Q), n,=-iN(Q) (4.16)

seklinde elde edilir.

Durum 3: Q piir hiperbolik spinoru Q'Q =0 olacak sekilde null spinor olarak kabul edilsin.

Bu durumda 6zdegerler

m,=0 4.17)

olarak elde edilir.Dolayisiyla su sonuca varilabilir.

Sonu¢ 4.3.4. Q hiperbolik spinorunun temel hiperbolik spinor matrisinin 6zdegerleri, € piir

hiperbolik spinorunun temel hiperbolik spinor matrisinin 6zdegerlerine p, eklenerek belirlenir.
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Teorem 4.3.5. Q, nin piir split kuaterniyon p 'ye karsilik gelen piir temel hiperbolik spinor
matrisi oldugu kabul edilsin. Bu durumda €, piir temel hiperbolik spinor matrisinin

ozdegerleri 7, ise, hiperbolik spinor matris Q,” 'nin 6zdegerleri 7, 'dir.

Ispat. p 'ya karsilik gelen piir hiperbolik spinor matrisi Q, olarak gz &niine alinsin. O halde

Q,> hiperbolik spinor matrisi hesaplanirsa

esitligi elde edilir. Boylece det(€,” — ul,) = 0 denkleminin karakteristik polinomunun kokleri

4, ve u, olarak goz oniine alinirsa

My, = -Q'Q

elde edilir. Burada ii¢ durum s6z konusudur.

Durum 1 : Q piir hiperbolik spinorunun spacelike spinor oldugu kabul edilsin.

Dolayisiyla N? (Q)=-Q'Q ve buradan

th,=N*(Q) (4.18)

elde edilir. Gergekten de (4.18) denkelmindeki 6zdegerler, denklem (4.13) denklemindeki

0zdegerlerin kareleridir.

Durum 2: Q piir hiperbolik spinoru timelike spinor olsun. Burada N* (Q) =Q'Q oldugunda

Q,”’ nin 6zdegerleri

., =—N*(Q) (4.19)
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olarak bulunur. Denklem (4.19)'de sunulan 6zdegerlerin, denklem (4.13)'de verilenlerin tam

olarak kareleri oldugu goriilmektedir.

Durum 3 : Q piir hiperbolik spinorunun Q'Q =0 olacak sekilde null spinor oldugu kabul

edilsin. Bu durumda

th, =0 (4.20)

oldugu goriiliir. Sonug olarak, denklem (4.13) ve (4.14)’de verilen 6zdegerlerin, denklem

(4.19)'da belirlenen 6zdegerlerin karelerine tam olarak karsilik geldigini goriilmektedir.

Ornek 4.3.6. p=1+2i+j+k split kuaterniyonunu goz &niine almirsa bu kuaterniyonu

hiperbolik spinora karsilik getiren (4.2) doniisiim yardimiyla

a2

matrisi elde edilir. Teorem (4.1.2) den Q'Q=3>0 oldugu i¢in tanim (4.1.6) da bulunan (ii)

maddesinden dolay1 timelike spinordur. Eger bu vektoriin piir p=2i+ j+k kismi dikkate

alinirsa ayn1 doniisiim yardimiyla bu vektore karsilik gelen piir hiperbolik spinor

1+h
Q=
{—2+h}

olur. Bu piir hiperbolik spinorunda Q'Q =2 > 0olacaktir. Dolayistyla Q piir hiperbolik

spinoruda timelike bir spinordur.

Ayrica sol ve sag hiperbolik spinor matrislerinide
I1+h 2+h
Q =
—2+h 1+h
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ve
l+h 2-h
Q, =
—2-h 1-h
seklinde ele alinsin. Teorem (4.3.2) yardimiyla Q, 6zdegeri hesaplanacak olursa
n°-2n+3=0
karakteristik polinomu elde edilir. Bu denklem ¢oziiliirse

T, = li‘/zl

elde edilir. Dolayisiyla 2 ve € hiperbolik spinorlar1 timelike spinor oldugu i¢in 6zdegerleri

kompleks sayilardir.

Ornek 4.3.7. p=1+2i+2j+k split kuaterniyonunu ele almacak olursa kuaterniyonu

hiperbolik spinora karsilik getiren (4.2) dontigiimii yardimiyla

7 Ej ) [—;Zh}

matrisi elde edilir. Burada teorem (4.1.2) yardimiyla Q'Q =0 oldugu i¢in tanim (4.1.6) da

bulunan (7ii)) maddesinden dolay1 null spinordur. Buna ilaveten p=2i+2j+k pir split

kuaterniyonuna karsilik gelen piir hiperbolik spinor matrisi

h
Q-
{—2 + 2h}

olur. Bu piir hiperbolik spinorunda Q'Q =-1<0 olacaktir. Dolayisiyla Q piir hiperbolik
spinoruda tanim (4.1.6) da bulunan (7) maddesinden dolay1 spacelike bir spinordur.

Ayrica sol ve sag hiperbolik spinor matrislerinide
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1+h 2+2h
Q, =
2+2h 1-h

ve

I+h 2-2h
Q, =
-2-2h 1-h

olarak alabiliriz. Teorem (4.3.2) yardimiyla Q, 6zdegeri hesaplanacak olursak
n°—-2n=0
karakteristik polinomu elde edilir. Bu denklem ¢oziiliirse
n=2,1n,=0

elde edilir.

4.4. Split Kuaterniyonlar Yardimiyla Lorentz Doniisiimlerinin Hiperbolik 4-Spinor

Gosterimleri

Bu boliimde, bir onceki boliimde ayrintili bicimde kurulan cebirsel altyap: temel alinarak

Lorentz doniistimlerinin hiperbolik spinorlar cinsinden ifade edilmesi ele alinacaktir.

Caligmanin motivasyonu, klasik kompleks spinor yapist ile elde edilen sonuglari split-

kuaterniyonlar iizerinden tanimlanan hiperbolik spinor yapisi cinsinden ifade etmektir. Burada

amag, s6z konusu doniisiimlerin yalnizca esdeger bir gosterimini vermek degil esit zamanh

olarak bu yeni temsilin sundugu avantajlari ve geometrik yorumlarini ortaya koymaktir.

Dolayistyla oncelikle split-kuaterniyonlar ile hiperbolik spinorlarin iligkisi ayrintili bir bigimde

incelenecektir. Devaminda, Lorentz doniisiimleri Weyl ve Dirac gdsteriminde hiperbolik 4-
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spinorlar cinsinden ifade edilecektir. Son olarak split kuaterniyonlara karsilik gelen hiperbolik
4-spinorlar yardimiyla Lorentz doniisiimleri ifade edilecek ve bu gosterimin bazi geometrik
yorumlari yapilacaktir. Bu yaklasim hem matematiksel biitiinlilk hem de geometrik ve fiziksel

yorum agisindan alternatif ve giiclii bir bakis a¢is1 sunmay1 amaglamaktadir.

4.4.1 Lorentz Doniisiimlerinin Hiperbolik 4-Spinor Gosterimleri

Lorentz doniisiimlerinin hiperbolik 4-spinor gosterimlerine gegmeden 6nce Weyl ve Dirac
gosterimleri arasindaki iligki daha acgik ifade edilsin. Bu iki gosterim ayni spinor yapisinin
birbirine esdeger iki farkli ifade bi¢imidir. Aralarindaki fark, fiziksel igerigin degismesinin yani
sira  spinor bilesenlerinin  secilen baza gore farkli bicimde diizenlenmesinden
kaynaklanmaktadir. Weyl gosteriminde dort bilesenli spinor yapi, iki ayri iki bilesenli kisim
seklinde ele alinir. Bu ayrim, spinorun sag ve sol bilesenlerinin birbirinden agik bigimde
ayrilmasina olanak saglar. Bu nedenle Weyl gosterimi spinorun i¢ yapisini daha ayrintili sekilde
incelemeye uygun bir gosterimdir. Ozellikle bilesenlerin Lorentz déniisiimleri altindaki
davraniglar1 ayr1 ayr1 gormek istendiginde bu gosterim dnemli bir kolaylik saglamaktadir. Dirac
gosteriminde ise ayni spinor yapist daha biitiinsel bir formda yazilir. Dirac gosteriminde de
weyl gosterimindeki gibi sag ve sol bilesenler yapisal olarak hala vardir. Fakat agik bicimde
ayrilmis olarak goriilmezler. Bunun yerine tim bilesenler tek bir birlesik yap1 igerisinde ele
alinir. Dolayistyla, Dirac gdsterimi spinor denklemlerinin daha toplu sekilde ifade edilmesini

saglar.

Bu calismada 6nce Weyl gosterimi tercih edilmistir. Bunun temel sebebi, hiperbolik 4-spinor
yapisinda kullanilan Lorentz doniisiim iliskilerinin bilesen bazinda daha agik sekilde
yazilabilmesidir. Daha sonra elde edilen yap1 Dirac gosterimine taginarak ayni hiperbolik 4-
spinor yapisinin biitiin olarak gosterimini elde etmektedir. Dolayisiyla, Lorentz doniistimiin
hiperbolik spinor yapisi icerisinde sag ve sol bilesenler cinsinden temsili asagidaki teoremde
verilebilir.

v

w
R

Teorem 4.4.1. Weyl gosteriminde tanimli bir hiperbolik 4-spinor l//iV,S 2[ } olsun. Burada

. 7 +Hhv, . X1 thy,
l//L - ’ ‘//R -
1, +hv, i thv,

] sirasiyla, sol ve sag hiperbolik 2-spinor bilesenlerini gdstersin.
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Bu durumda, Lorentz doniisiimii y, ve y, sol ve sag hiperbolik 2-spinor bilesenleri {izerinde

ayri ayri etkili olacak sekilde

I 1+ﬂ3 a2+ﬂl 0 O | h_3 h(al_ﬂZ) 0 0
2 2 2 2
—_“22+ﬁ1 1-% 0 0 h(%;/)’z) h% 0 o |
Wis = ‘/’ZS"' '//ZS
0 0 1—& %=h 0 0 ) hW_ﬂZ)
2 2 2 2
0 o 2A A (-5) a
i I 2 >
4.17)

seklindedir. Burada, sirasiyla, & = (0{1 , ,a3) koordinat eksenleri etrafindaki Lorentz donme

agilart B=(f,0,./5,) ise ayni koordinat eksenleri boyunca Lorentz boostlara karsilik gelir.

X +hy,

. v + hv
Ispat: WZS Weyl gosteriminde bir hiperbolik 4-spinor olmak tlizere ¥ s = Wi,, -|* ’
2 X, +hy,

X, thv,

olarak tanimlansin. (3.19) ve (3.20) denklemlerinden Lorentz doniisiim bilesenlerinin

arasindaki iligkilerin

1
X0 +5(—a1v2 +a, 0, —av + By, + BV, +,B3;(1)
1
X X +5(_051‘/1 -, tav, + By — By _133}(2)
: (4.18)
X3 X3 +E(_a1‘/4 ta,x,—ovs =B, — B, _183}(3)

1
Xs 2 Xs +5(_alv3 — )t AV, = B+ BV +ﬂ3l4)
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1
Vi 2V, +5(a1}(2 tav,ta+ v, = B, +ﬁ3V1)

1
vV, 2V, +E(a1}(1 —a,v —ax, + Bvi+ By _ﬂ3vz)

: (4.19)
Vi Vit 5(“1}(4 tav,ta =Py, + B, _:B3V3)
1
V, DV, +5(0£1;(3 — V= ) — BV — B X +ﬂzv4)
oldugu biliniyor. Bu denklemler hiperbolik sayilar cinsinden
Al > gt {hal( —hv,))+a, (1, +hv,)+hay (1, - hvl)}
21 +8 (1, + 1)) =hB, (1, —hv, )+ B (1, + ;)
—h h h
X, thv, >y, +hv, + { ( Vl) <Zl+ V) (Zz VZ)]
2048, (1 +v,)+ B, (2, b)) By (1, +hv,) (4.20)
{hozl (;(4 hv4)+ (;(4 +hv4)+h053 (;(3 hv3)_
X Hhv, = g +hv +
B (7(4 +hV4)+hﬁz (Z4 hv ) (% +hv, )_
1| he, (753 hV3) a, (Z} +hv3) a, (14 hV4)—
(2 +hv,) |

Yathv, =y, +hv, +
4 4 4 ,t |:131( -|—hV3) hp, (;(3—hv3)+ﬂ3

+hy,

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerden yola ¢ikilarak hiperbolik spinorlar cinsinden Lorentz

doniisiimler
I 1+ﬂ3 a2+ﬂl 0 O | h_3 h(al_ﬂZ) 0 0
2 2
_“22+ﬁl I % 0 0 h(%;ﬂz) h% 0 0
Wys = l//ll/{VS-I-
0 0 1 ﬂ3 a, ﬁl 0 0 h& h(a +ﬂ2)
2 2 2 2
0 o A LA (@-5) a
0 0 h -h—
L 2 2 _ L 2 2 )

seklinde elde edilir. m

Teorem (4.4.1) de verilen donlisim klasik kompleks spinorlar i¢in bilinen Lorentz
doniistimiintin hiperbolik spinor cebirine tasinmis seklidir. Ancak burada temel fark Lorentz

dontigiimiin  kompleks spinorlar yerine hiperbolik spinorlar cinsinden ele alinmasidir.
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Dolayisiyla Weyl gosteriminde hiperbolik 4-spinorlar {izerindeki Lorentz doniisiimii sadece
hiperbolik spinorun kendisi ile degil ayn1 zamanda hiperbolik eslenigi ile birlikte iki matrisli
bir yapi ile temsil edilir. Ayrica bu teorem, Lorentz doniisiimiiniin hiperbolik spinor uzayindaki
etkisinin sag ve sol hiperbolik 2-spinor bilesenleri {izerinden ayr1 ayri ifade edilebildigini
gostermektedir. Boylece Lorentz doniistimiin bilesen bazindaki davranisi agik bir sekilde ortaya
cikmaktadir ve donme ile boost parametrelerinin spinor iizerindeki etkileri dogrudan takip
edilebilmektedir. Ayrica bu gosterim, onceki boliimde incelenen hiperbolik spinor yapilart ile
hiperbolik 4-spinor yapis1 arasinda bir koprii olusturmaktadir. Onceki boliimde hiperbolik
spinorlar iki bilesenli yapilar olarak ele alinmigken, burada hiperbolik 4-spinorun sag ve sol
hiperbolik 2-spinor bilesenlerinden olustugu goriilmektedir. Bu nedenle Weyl gosterimi,
hiperbolik spinorlarin iki bilesenli gosteriminden hiperbolik 4-spinor gosterimine kolaylikla

gecis yapilmasini saglamaktadir.

Simdi Lorentz doniistimiiniin klasik kompleks spinor gosterimindeki gibi hiperbolik spinorlarla
tek matris olarak gosterilmek istensin. Bu durumda hiperbolik eslenikleri de i¢inde barindiran
Lorentz doniisiimiiniin hiperbolik spinorlar ile tek matris gosterimi asagidaki teoremle

verilebilir.

Teorem 4.4.2 ., Weyl gosteriminde hiperbolik 4-spinor olsun. O halde hiperbolik

eslesmeleri bulunduran Lorentz doniisiimiiniin hiperbolik spinorlarla tek matris gosterimi
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b eth 0
2 2
b LA 0 0
2 2
0 0 -5 ah
2 2
v 0 o A LA
V/[I:IVS h& h(al_ﬂ2) 0 0
2 2
+
G 2ﬂ2) ha, 0 0
0 0 pl patl
2 2
0 o Wl2A) e
i 2 2
X +hy,
v +hy — v
Burada l//,V,VS Z{WLW}= 2 ? ve l//,V,VS = l//_L =
R X+ hv, Ve
X, thv,

w
Ispat: VILVS Weyl gosteriminde bir hiperbolik 4-spinor Wys = {W;} =

bl
—_

X —hv,
2, —hv,
X, —hv,
Xo—hv,

h 0 0
2
% 0 0
2
0 o h (al +ﬁz)
2 2
0 (al _ﬂz) —h&
2 2
a2 +ﬂ1 O 0
2
1—& 0 0
2
0 1_& a, _ﬂl
2 2
0 b b
2 2
(4.21)
seklindedir.
X +hy,
+hy
% ? | olarak g0z
2 X, +hy,
X, +thv,

ontine alinsin. Bu durumda (4.18) ve (4.19) denklemlerinden y,—hv,, y,-hv,, y,—hv,, y,—hv,

hiperbolik sayilari

;(3—hv3—>;(3—hv3+5

ha,

)
)
1{h051 (7, +hv,)
)
)
2|-p, )

K==, ~h, +l[
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l{h(zl(;(z+hv2)+052(;(2—hv2)+hoz3(;(1+hv1
2048, (1, —hv,))=hp, (1, +hv))+ B, (1, — v,
1[h0¢1(;(1+hvl —ay (y—hv,)—hay (1, + hv,)

+B,(1,—v,)+hpB, (3 + )= B, (2, —hv,)

+aty (J,—hv,)+hay (7, +hv,

-p (Z4 —hv,)+hp, (Z4 +hv4)_ﬂ3 (}(3 —hv,
X+ hvy)-a, (1, —hv,)—hay (y,+hv,
(

X =) =hB, (s +hvy)+ By (1, —hv,

il

|

W
Vs

Vs

|



seklinde elde edilir. Ek olarak son denklemler ve (4.20) denklemleri géz 6niine alinirsa Lorentz

doniistimiiniin hiperbolik spinorlar ile tek matris gosterimi

2 2 2 2
wthoo Lk L G Y 0
- 2 2 ; 2 ]
IIHWI 0 0 | ﬁs a2_ﬁl 0 0 & h((ll+ 2 Z1+hV1
1+, ) ) b ) T+,
b 0 o whoLh o alahl e R
}[4+h1/4 5 h) ) y) ) Z4+hl/4
A P U 0 ko ath 0 0 Lo
1=hv, 2 2 2 2 1= hv,
1=y h(“l"’ﬂ:) —ha 0 0 -0, +f, 1_& 0 0 1=y
7, 2 ’ 2 2 2|
0 0 &ogathy o btk
2 2 2 2
0 I R o A b
i 2 2 ) 2

olarak elde edilir. m

Calismanin devaminda kolaylik olsun diye daha kiiciik boyutlu oldugundan Teorem 4.4.1 de

verilen (4.17) denklemindeki Lorentz doniisiim matrisleri ile ¢alisilacaktir.

Teorem 4.1.1 elde edilen Lorentz doniisiimii, Weyl gdsteriminde hiperbolik 4-spinorun sag ve

sol hiperbolik spinor bilesenleri cinsinden asagidaki gibi yeniden ifade edilebilir.

Sonug 4.4.3. Weyl gosteriminde Lorentz déniisiimii, hiperbolik 4-spinorun sol v, ve sag v,

hiperbolik spinor bilesenleri i¢in

V/Z/ _)ALV/EV'FBL‘//;V
vy > Ay +By

88



1_’_& a4+ p 1_& a, =B

seklinde  yazilir.  Burada A, = 2 2 , Ay = 2 2 ,
—a, +f _& -a,— &
1 — 1+
2 2 2 2
ha, h(a,-B,) ha, h(a,+5,)

2 2 2 2 .

B, = , B, = dir.
! h(al"'ﬂz) _% ! h(al_ﬂZ) _%
2 2 2 2

Bu gosterim, Lorentz doniistimiiniin sag ve sol hiperbolik spinor bilesenleri tizerindeki etkisinin
ayr1 ayr1 incelenmesine olanak saglamaktadir. Boylece verilen Lorentz doniisiimiiniin
ayristirllmis Weyl gosterimi, uygun temel matrisler tanimlanarak tek tiirlii olarak asagidaki gibi

ifade edilebilir.

Sonug¢ 4.4.4. WZS, Weyl gosteriminde bir hiperbolik 4-spinor olsun. Bu durumda Lorentz
doniisimiiniin hiperbolik 4-spinorlar ile Weyl gosteriminde £, ve F, (i =1,2,3) iretecleri

yardimryla
V’Zs - (14 —a,E, + B F + BF, )l//ZS + (alEl +a,E; + BF, )l//ZI/S (4.22)

seklinde yazilabilir. Burada E,, F; (i =1, 2,3) iiretecleri

hit, O I|t, O
E =— , F == (4.23)
210 r 210 -1,
seklinde olup T =(Tl 5 Tos 13) matrisleri (3.4) denklemlerindeki
0 1 0 —h 1 0 . .
=l ool 2l o PRl 4 matrislerdir.  Ayrica @ =(a,,2,,0;) ve

B =( ﬂl,ﬁz,ﬂ3), sirastyla, koordinat eksenleri etrafindaki Lorentz donme agilart ve ayni

koordinat eksenleri boyunca Lorentz boostlara karsilik gelir.
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X +hy,

w
. v, X, +hv,
Ispat: = =
P4 Vis L/W} X +hv,

R

Weyl gosteriminde hiperbolik 4-spinor olsun. (4.17)

X, +hv,

denklemindeki Lorentz donilisiim matrisleri g6z oniine alinsin. Bu durumda (4.17) denkleminde

gerekli diizenlemeler yapilirsa

1000 0 h 0 0 0100 10 00
0100 a/-h 00 0 /100 0 4[0-100],
A +h=2 a +B y
o 0 10200 0 0 n 2j00 0 <t 20 0 1o
0001 0 0 -h 0 00-10 00 01
1 0o00] [oro0] [o-ho0o
+h0_100+h1000+/)’h000_w
a o
oot o o001 o o o all™
00 0 -1 0010 00 -h 0
matrisleri  elde  edilir. (3.4)  denklemlerinden T =(rl, T,, 13) matrislerinin

1 0 h O

0 1 0 —h 1 0 e . . ,
T, = , Ty = , Ty = 0 —1 oldugu biliniyor. Son esitlikte bu matrisler goz

Oniine alinirsa

., 0 Bl O Bl O
N L B +40 +5)0 e
Vs L U210 | 210 -] 2]0 -1 Vs

+hﬁrl 0+h%t3 0+&r2 0 !V_Zg
210 1 210 & 2|10 -1,

. . hit, O Ift, O '
ifadesi bulunur. Son olarak E, =— , Fr=— (i=1,2,3) gbz oniine alinirsa
210 1, 210 -,

Lorentz dontistimiiniin Weyl gosteriminde hiperbolik 4-spinor temsili daha sade ifade ile
V’Zs - (]4 + B F,—a,E, + BE )V/ZS + (a3E3 +a,E + B, F, )l//Z/S
seklinde bulunur. m
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Sonug 4.4.4’°de verilen bu yeniden gosterim, Lorentz doniisiimiiniin hiperbolik spinor yapisini
daha acgik hale getirmesinin yaninda, ileride verilecek Dirac gosterimi i¢in bir zemin

hazirlamaktadir.

Sonug 4.4.5. Sonug 4.4.4’de (4.23) denkleminde verilen E = (E,E,,E,), F' = (F,,F,,F}) iireteg

matrisleri

[E1:E2]2E3 [Ean]:E3 [El’Fz]:F3 [F1’E2]2F3
[EzaE3]:E1 [Fz:F3]:E1 [E2:F3]:F1 [F2>E3]:Fl
[E3’E1]:_Ez [Fs’E]:_Ez [EwE]:_Fz [F3’E|]:_Fz

seklinde verilen dontigim iligkilerini saglar. Bu bagntilar hiperbolik yap1 ile spinor

dontigtimleri arasinda dogal bir Lie cebiri yapisinin olustugunu gostermektedir. Burada E,

elemanlar1 cebirin temel donme bilesenlerini temsil ederken F, elemanlar1 Lorentz boostlar

1

belirleyen bilesenler olarak yorumlanabilir.

Ispat. E. ve F, (i = 1,2,3) matris Uretegleri (4.23) denkleminde tanimlandig: sekilde alinsin.
Lie c¢arpimi operatorii [A,B] =AB-BA seklinde tanimlandigindan, gerekli bagmtilar

dogrudan matris ¢arpimlart kullanilarak elde edilir. Ik olarak E, operatdrlerinin kendi

aralarindaki iligkileri incelenirse

0 0 0 0 0
[Esz]zElEz_EzEl:ﬁ | ﬁ o _E K ﬁ " =ﬁ K =k,
200 142|10 1] 2|0 7, (2]0 7| 2/0 1
0 0 0 0] a7 0
[EzaEJ]:EzEFEsEz:ﬁ K ﬁ . ‘ﬁ K ﬁ . Zﬁ " =k
200 5,)2{0 ©] 200 7,]2/0 ] 2[0
0 0 0 0] hft, 0
[£,E]=EE -EE =1 A% O n Tils B hn R g
200 w]2|0 7] 2[0 72|10 7] 200 T

seklinde elde edilir. Ayrica F, operatorlerinin kendi aralarindaki iligkileri hesaplanirsa

1
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0 0 0 0 0

REJ=RR-RE=1" 1% T Ln R s
200 4210 -1, 200 -1, (2/0 -t,| 20 1
0 0 .0 0] aft, 0

R = O L K R O
200 4210 ] 2)0 20 -1,] 2[0 1
0 0 0 01 #t 0

e R e L
200 -1 )210 -v] 2[0 -1]2/0 -] 2|0 =

olarak bulunur. Diger ¢carpimlar hesaplanirsa aralarindaki iligkilerin

0 0 0 0 0

[Esz]:Elﬂ‘FzEFﬁ v Oy U hn Olkin U1 R
) 200 1 {210 -t,] 2|0 -1, {2]0 1| 2{0 -1,
0 0 0 0] 1fy, 0

N L R = L
200 7,210 -] 2|0 -5]2|0 1] 2|0 -,

0 0 0 0] 1ft, 0
A O - I = g
200 420 =] 210 —]210 ] 20 -,

%S

0 0 0 0 0
[11'11=E2]=F1Ez_EzFl:l i he e UK :l K =F,
200 -112|10 7] 2|0 7, 2|0 -] 2|0 -
0 0 0 0] 1fr, 0
AR R e K
2000 1210 1) 210 %20 -] 2(0 -,
0 0 0 0 1, 0
[RE)-FE-ER=s > MR LA s L g
200 1210 7] 210 2|0 -] 210 -,

oldugu goriiliir. m
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Teorem 4.4.6. Teorem 4.4.1 de verilen (4.17) denkleminde Lorentz doniistime karsilik gelen
matrisler hiperbolik hermityen ise Lorentz donlisimde donme parametreleri sifirdir.

Dolayistyla, Lorentz hareket sadece Lorentz boosttan olusur.

Ispat: Oncelikle Teorem 4.4.1°de verilen Lorentz doniisiimiiniin Weyl gosteriminde hiperbolik

4-spinorlar cinsinden ifadesinin

ﬂ} a2+ﬁ1 0 0
2 2
1 000 —a,+ _& 0 0
N 0100 . 2 2 w
Vs 001 0 . . . & -y Vs
0001 2 2
0 0 _a2_ﬂ1 ﬂS
L 2 2
o Glach) 0
2 2
h(a’;ﬂ ) 4% 0 0o |
+ Wi
0 0 4 ylah)
2 2
0 o Wl%A) e
L 2 2 ]
& 0!2+ﬂ1 0 0 ]
2 2
—0(22+ﬂ1 ﬁ23 0 0
seklinde oldugu biliniyor. Bu doniisiimde dncelikle
0 0 _& aZ IHI
2 2
0 0 _az_ﬂl ﬂ3
2 2

matrisi hiperbolik hermityen matrisi olarak géz Oniine alinsin. Bu durumda Teorem 3.3.15

geregi
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| ﬂ} a + ﬂl 0 0 1T & Tt ﬂl 0 0 ]
2 2 2 2
o, t ﬂl IH3 0 0 a, + ﬂl _& 0 0
2 2 _| 2 2
0 0 B, a,-p 0 0 _ B, a,-pB
2 2 2 2
0 0 - :Bl & 0 0 a, ﬂl &
L 2 2 1L 2 2
esitligi elde edilir. Dolayisiyla matris esitliginden
o, =0
P Gl VR 0
2 2
path) e 0 0
esitligi elde edilir. Ayrica ikinci olarak 2 2
0 0 a4tk
2 2
0 o Wl%A) e
L 2 2
hiperbolik hermityen matris olarak goz oniine alinirsa
R Rl YR 0 P CAZ
2 2 2 2
path) e 0 0 Wah) e 0
2 2 _ 2 2
+
0 0 % plath) 0 0 P
2 2 2
0 R Gt ) B 0 R GRS
L 2 2 1L 2

esitligi bulunur. Buradan iki matris esitliginden ise
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ve
a, =0

esitlikleri elde edilir. Boylece @ =(«;,a,,a;)=(0,0,0) olup dénme parametreleri sifirdir.

Sonug olarak Lorentz doniisiim sadece Lorentz boosttan olusur. m

Teorem 4.4.7. Teorem 4.4.1 de verilen (4.17) denkleminde Lorentz doniisiime karsilik gelen
matrisler hiperbolik anti-hermityen ise Lorentz doniisiimde boost parametreleri sifirdir.

Dolayistyla, Lorentz hareket sadece Lorentz donmeden olusur.

Ispat . Oncelikle Teorem 4.4.1°de verilen Lorentz déniisiimiiniin Weyl gdsteriminde hiperbolik

4-spinorlar cinsinden ifadesinin

183 a2+IB1 0 0
2 2
1 0 0 0 _a2+ﬁl ﬂ3 0 0
w 0100 2 2 W
Wys = + Vs
0010 ) . B w-p
0001 2 2
0 0 aZ_ﬂl ﬂ3
i 2 2
P Gl B 0
2 2
h(oq;&) —h% 0 o |
+ V/LVS
0 0 o 4lath)
2 2
0 Al B
i 2 2
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seklinde oldugu biliniyor. Bu doniisiimde oOncelikle

A ath
2 2
_a2+ﬂl _&
2 2
0 0
0 0

matrisi hiperbolik anti-hermityen matrisi olarak géz 6niine alinsin. Bu durumda Teorem 3.3.15

geregi

& % +h 0 0 3 )i a,-p 0
2 2 2 2
ot ﬁl _ & 0 0 a, — ﬁl & 0
2 2 _ 2 2
0 o L ah 0 o b
2 2 2
0 0 a, — 181 & 0 0 ot ﬂl
L 2 2 1L 2
esitligi elde edilir. Dolayisiyla matris esitliginden
B =0
ve
183 =0
P Gl R
2 2
h (al +p5, ) e 0
esitligi elde edilir. Ayrica ikinci olarak 2 2
(Z3
0 0 —
2
0 0o alazh)
L 2

96

matrisi



hiperbolik hermityen matris olarak gbz oniine alinirsa

a h(al_ﬂz) 0
) 2
path) e 0
2 2
0 0 el
)
0 0 h(a1;ﬁ2)

esitligi bulunur. Buradan iki matris esitliginden ise

B, =0

0 0
0 0
) h(“l_ﬂz)
2 2
al+ﬁ2) -h%
2 2]

esitlikleri elde edilir. Bdylece S=(/,.5,.8;)=(0,0,0) olup boost parametreleri sifirdir.

Sonug olarak Lorentz doniisiim sadece Lorentz donmeden olusur. =

Sonug¢ 4.4.8. Lorentz hareketi sadece donme parametrelerinden olugsun. Bu durumda Lorentz

boost parametreleri f = ( BB, ﬂ3) = (0, 0, 0) olacagindan (4.17) ve (4.22) denklemlerinden

Lorentz dontistimii

1 &

2

5
WIV-IVS_)

0 0

0 0

veya

W
Wys +
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V/ZS - (14 _azEz)‘//LVs +(a3E3 +a1E1)l//1V1VS

seklinde ifade edilir. Burada a = (051,052 ,a3) , koordinat eksenleri etrafindaki Lorentz donme

acilarma karsilik gelir.

Sonu¢ 4.4.9. Lorentz hareketi sadece Lorentz boost parametrelerinden ifade edilsin. Bu

durumda Lorentz dénme parametreleri & =(¢,,,,a;)=(0,0,0) olacagindan (4.17) ve (4.22)

denklemleri yardimiyla Lorentz doniistimii

1+& A 0 0 0 —h& 0 0
2 2 2
% 1—% 0 0 h% 0 0 0|
Vys = V/LVS"' V/ZS
0 0 B 0 0 0 hﬂz
2 2 2
0 0 5 1+& 0 0 hﬂ2 0
i 2 2 | i 2 |

veya
Wi = (1, + BF, + BE )t +(BF, vl

olarak yazilabilir. Burada ve S = ( BB By ) , koordinat eksenleri boyunca Lorentz boostlara

karsilik gelir.

Boylelikle Lorentz doniisiimleri hiperbolik 4-spinorlar cinsinden Weyl gosterimi kullanilarak
ifade edilmistir. Ayrica, bu doniisiimlerin sag ve sol hiperbolik spinor bilesenleri lizerindeki
etkisi incelenmistir. Simdi ise Lorentz doniisiimiin hiperbolik 4-spinorlar cinsinden ifadesi
Dirac gosterimi kullanilarak incelenecektir. Dirac gosterimi, Weyl gosteriminden ayr1 olarak
ele alinan sag ve sol bilesenleri tek bir dort bilesenli hiperbolik spinor altinda birlestirmektedir.
Ozellikle Lorentz doniisiimiiniin tamaminin tek bir hiperbolik 4-spinor iizerinde nasil
gerceklestiginin incelenmesi agisindan bu gdsterim onemli bir avantaj saglamaktadir. Diger

taraftan, bu gecis yalmzca farkli bir yazim bi¢imi olarak degerlendirilmemelidir. Weyl
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gosteriminde elde edilen sag ve sol olarak boliinmiis yapi ile Dirac gosterimindeki birlesik yap1
ayni geometrik icerigin iki farkli goriiniimiinii sunmaktadir. Weyl gosteriminde doniisiimiin sag
ve sol bilesenler tizerindeki etkileri ayr1 ayri izlenebilirken, Dirac gosteriminde bu etkiler tek
bir hiperbolik spinor yapisi igerisinde birlikte ele alinabilmektedir. Bu nedenle asagida Lorentz
doniisiimiinitin hiperbolik 4-spinorlar tizerindeki etkisi Dirac gosteriminde yeniden ele alinacak

ve Weyl gosteriminde elde edilen sonuglarin bu gosterimdeki karsiliklart verilecektir.

t+hs
|+ hS,

Teorem 4.4.10 Dirac gosteriminde hiperbolik 4-spinor . = olarak verilsin. Bu

s +h,
1, +hS,

durumda Lorentz doniisiimiiniin Dirac gosteriminde hiperbolik 4-spinorlar cinsinden ifadesi

O P Y Y
2 2 2 2 2
@y A B s % b
2 2 2 2 2 2 D
Wis = B ; o Vs + B a o W is (4.24)
S 1 -2 0 h=2 h—= h=2t
2 2 2 2 2 2
A A ozm W 0l %
L 2 2 2 J L 2 2 2 |
M= h‘91
. . o | K~ h192 .. .
seklindedir. Burada, y,, = ha olmak iizere, sirasiyla, @ = (al,az ,a3) koordinat
H; — o,
Hy = h'94

eksenleri etrafindaki Lorentz donme agilari=(4,0,,5,) ise aym koordinat eksenleri

boyunca Lorentz boostlara karsilik gelir.

t+hs

. +h9
Ispat: wgs, Dirac gosteriminde bir hiperbolik 4-spinor olmak iizere w, = z2+ I 92
3 3

1, +hS,

seklinde gz oniine alinsin. (3.24) ve (3.25) denklemlerinden Lorentz doniisiim bilesenlerinin

arasindaki iligkilerin

99



1
H = K +5(_0‘1‘92 ta,p, — a8 + B, + B8, +ﬂ3/u3)

1
My, =, + 5(_0‘1‘91 — o, + a8, + B — Bd — ﬁ3ﬂ4)

: (4.25)
My = s+ 5(_0‘1‘94 +a,u, — a9+ B, + B9 +ﬂ3ﬂ1)
1
My =y + 5(_051‘93 — o, a8, + B — B3 - /Bszuz)
1
g >3+ 5(0‘1/”2 +o, 9 o + B8, — By, + B )
1
4 >4+ 5(0‘1;“1 —a, —asu, + B+ By — :83‘94)
(4.26)

1
G > +5(a1/u4 +a,8, + o — 5% - B, +ﬂ3‘91)

1
9, =9, +5(0‘1:U3 —a, 9 —ayp,+ LS+ By _183‘92)

oldugu biliniyor. Bu denklemler u +h3, w,+h%, w+hS,, u,+hy, hiperbolik sayilar olarak

PRTIRPTN |:hal(y2 hd,)+a, (1, +h8, )+ has, (1~ )}

2|+ (1, +hS,) - hp, (11, — S, )+ By (11, + b))
11 ha, (1, —h3, +h )+ ha,

to 15, = (s +15,) ¢ [+ﬁ1<(z3+hl9))+hﬁ(jy3—hl)9) (( + 9))}
1| he, (1, —hS,)+at, (1, + S, )+ hary (11, - )
,B,(,u2+h32) hﬂQ(,u2 h3)+ 3(,u +h9)}
1| he, (1, —hS,)—a, (1, +hS,)—ho (1, —h9,)
2048+ )+ T By (4= 8) =By (14, + )]

h
1 +h, = (1 +hd,)+ [
py+hS, = (u,+h9, )+ [ 19

seklindeki denklemler elde edilir. Bu denklemlerden yola gikilarak Dirac gdsteriminde v

hiperbolik 4-spinorlar cinsinden Lorentz doniisiimiinii
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@ A A P Y
2 2 2 2 2 2
M+ h"gl -a, | ﬁ -p, Hy +h191 o —h& h& 0 H _h‘91
Ly, +h, _| 2 2 2 ||+ B, 4 2 2 2 , —h,
Hs+ h'-gs & ﬁ 1 & H+ h'-gs 0 —hé ﬂ hﬁ Hs _h’93
Hy h‘94 2 2 2 My + h'94 2 2 2 My = h‘94
ﬁ _:83 —% 1 hé 0 % _hﬁ
L 2 2 2 J L 2 2 2 ]
ve sonug olarak
B - - I P A Y Y
2 2 2 2 2 2
—&, 1 ﬁ __ﬁ3 ﬂ —h a; h ﬂ2 0
2 2 2 2 2 2 D
Wis = Wi + Wi
LA, & 0 —nB g% g%
2 2 2 2 2 2
A B o P S A
L 2 2 2 i L 2 2 2 ]

seklinde bulunur. Burada, @ =(a,,a,,a;) ve B=(8,0,.5,), sirastyla, koordinat eksenleri

etrafindaki Lorentz donme agilar1 ve f = ( BB, ﬂ3) ise ayn1 koordinat eksenleri boyunca

Lorentz boostlara karsilik gelir. m

Trorem 4.4.10°da Lorentz doniisiimiiniin Dirac gosterimindeki hiperbolik 4-spinorlarla ifadesi
acik matris formunda elde edilmistir. Bu gosterim doniisiimiin bilesenlerini dogrudan ortaya
koyarak Lorentz doniistimiinii ifade eden hiperbolik spinor yapiy1 agik bigimde gostermektedir.
Ozellikle doniisiimiin ddnme ve boost bilesenlerinin hangi iiretegler tarafindan olusturuldugunu
gormek acisindan daha sade bir gosterime ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu nedenle simdi Lorentz
doniistimii Dirac gosterimine karsilik gelen iirete¢ matrisleri yardimiyla yeniden ifade

edilecektir. Boylece doniisiimiin yapisi daha kisa ve diizenli bir bigimde yazilmis olacaktir.

Sonu¢ 4.4.11. Dirac gosteriminde tanimli bir hiperbolik 4-spinor l//,?s olsun. Bu durumda
Lorentz doniistimiiniin hiperbolik 4-spinorlar ile Dirac gdsterimine karsilik gelen E, ve

D, (i =1, 2,3) tiretecleri yardimiyla
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Was = (1, —,E, + BD, + B0, )y s +(E, + By + 5,D, )y (4.27)

210 . 21t. 0

1 1

o B : : hit, 0 110
seklinde ifade edilebilir. Burada E,,D, (i=1,2,3) iiretegleri E, =— D =—

seklinde olup a = (0{1,052 ,0@) ve f= ( BB By ) , sirastyla, koordinat eksenleri etrafindaki

Lorentz donme acilar1 ve ayni koordinat eksenleri boyunca Lorentz boostlara karsilik gelir.

m+J3

. +J4
Ispat. ) = = > | Dirac gosteriminde ifade edilen bir hiperbolik 4-spinor olsun. (4.26)
HS p

My +J 9,
My +J G,

dontisiimiindeki Lorentz donilisim matrisleri goéz Oniine alinsin. Bu durumda (4.26)

doniigsiimiinde gerekli diizenlemeler yapilirsa Lorentz doniisiimii

1000 0100 Tooo01] o010
0100 |-1000 0010 glooo-
o +h=2 +2L 18 ’
Vs o1 0™ 2lo 00 11 200100 201 00 0|
0001 0010 (1000 lo-100
0h 00 Th o001 00 0 -k
A R L A L

04 04
Moo 0 a0 0 n oo o ol
o0nol oo okl lho 0o

seklinde elde edilir. (3.4) denklemindeki TZ(’E],Tz,’C3) matrisleri géz Oniine alinirsa bu

0 1 0 —h 1 0
matrislerin t, = L O}’ T, = Ll 0 }, T, = {O J oldugu biliniyor. Bu durumda son esitlik

T :( Ty5 Tys 1:3) matrisleri cinsinden
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T, 0] 810 | B0 =
PN R +0 '+ 2 w?
Vs [4 20 | 2|t O] 2|7, O Vs

+hﬂrlo+h&r3 0+&0 Tzl/l_gs
210 1 210 | 2|t O

7. 0 0 1,
olarak yazilabilir. Son olarak son esitlikteki iirete¢ matrisleri E, = g{ Ol } D, = %{ Ol}
T; T,

olarak g6z Oniine alinirsa Lorentz doniisiimiiniin Dirac gosteriminde hiperbolik 4-spinor temsili

daha sade bir ifade ile
Wgs - (]4 —a,E, + D, + D, )Wgs + (alEl +a,E+ B,D, )Wgs

seklinde bulunur. Burada a = (0{1,052 ,0@) ve B = ( BB, By ) , sirastyla, koordinat eksenleri

etrafindaki Lorentz donme agilar1 ve ayni koordinat eksenleri boyunca Lorentz boostlara

karsilik gelir. m

Sonu¢ 4.4.4> de verilen Lorentz doniisiimiiniin Weyl gosteriminde hiperbolik spinorlarla
ifadesindeki iirete¢ matrisleri ile Sonug 4.4.11° de verilen Dirac gosteriminde hiperbolik 4-

spinorlarla elde edilen ifadedeki kullanilan iirete¢ matrislerinin tamamen bagimsiz degildir. Her

L hlt O — 1y, O
ikisinde de E =— (i:1,2,3) urete¢ matrisleri ortak olup £ =— ve
210 7, 210 -,

AR

1

110 =
D. =—{ O’} (1‘ =1, 2,3) iiretecleri arasinda bir iligki bulunmaktadir. Asagidaki sonu¢ bu

iliskiyi ifade etmektedir.

Sonu¢ 4.4.12. Lorentz doniisiimiiniin Weyl gosterimindeki hiperbolik spinorlar cinsinden

T,
ifadesinde yer alan F; :%{Ol }(z :1,2,3) tirete¢ matrisleri ile Dirac gosterimindeki
, : . . o 110 | .
hiperbolik 4-spinorlar cinsinden ifadesinde yer alan D, 25 0 (l =1, 2,3) ureteg
T,

matrisleri arasinda

103



D, =CF, (i=1,2,3)

1

0
iligkisi vardir. Burada C = L } dir. Bbylece, Lorentz doniisiimiiniin Dirac gosteriminde

ortaya ¢ikan D, (i =1,2,3) iireteclerinin Weyl gdsteriminde elde edilen F, (i =1,2,3) iiretegleri

yardimiyla ifade edilebildigi goriilmektedir.

Ispat. Lorentz déniisiimiiniin Weyl gosterimindeki hiperbolik spinorlar cinsinden ifadesinde

yer alan F (i=1,2,3) iiretec matrislerinin Sonug 4.4.4 den
Ilt, O Iz, O ljt, O . . . )

F == , F, == , == oldugu ve Dirac gosterimindeki
210 -1, 210 -r, 210 -,

D, (i =1,2, 3) iireteglerinin Sonug 44.11° den

110 T 110 =, 110 T . i
D =— , D, =— , Dy =— seklinde oldugu biliniyor. O halde bu
2lt, O 2|t, O 2lt, O

matrisler yardimiyla

110 -1}fjr, O 110 =,
CF; = — = — :Dl’
2|1 00 -t 2|t, O
0 -1 0 0
CF2:l © :l “ =D2,
21 0|0 -1, 2|t, O
0 -1 0 0
CF3=1 K :l b =D,
2|1 0|0 -t| 2|t O

oldugu kolaylikla goriiliir. m

Sonu¢.4.4.13. Teorem 4.4.11 de bulunan (4.27) denkleminde D =(D,,D,,D,) matrisleri

asagidaki iliskileri saglar

[DlaDz]:E3
[Dz’Ds]:El
[D3’D1]:_E2
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0 0 0 0 0
[D.D,]=DD,-D,p, =+ * "L T LR R BT
2|t, 0|2f{t, O] 2|7, O0|2|7, O] 2|0 =
0 0 0 0 0
[D,.0,]=D,p,-Dp, =+ ° | T m L P E ) A B g
2lt, 02|ty O] 2|7y O (2|7, O 2|0 7,
0 0 = 0 0 0
[D3’D1]:D3Dl - DD, :l o l ’ _l ; l o Zﬁ K =-F,
2t 02ty O] 2|7, O]2|T, O] 2|0 T
oldugu kolaylikla goriilebilir. m

Sonu¢ 4.4.14. Dirac gosteriminde Lorentz doniisiimiiniin hiperbolik 4-spinorlarla ifadesinde
dénme parametrelerinin sifir yani « =(al,a2 ,053) =(0, 0,0) oldugu g6z Oniine alinsin. Bu

duurmda Lorentz doniisiimii sadece Lorentz boosttan olusur ve bu doniisiim

1 0 BB 0 0 0 —h b
2 2 2
0 1 % _7& 0 0 h% 0o |
Wis = B B Vs + B Vs
= 4 ] 0 0 -h=%~ 0 0
2 2 2
B Ay o 0 0
L 2 2 ] L 2 J
veya
‘//55 - (14 +B.D, + B;D, )‘//gs + (ﬁzDz )‘/fgs
seklinde ifade edilir.
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Sonug¢ 4.4.15. Dirac gosteriminde Lorentz doniisiimiiniin hiperbolik 4-spinorlarla ifadesinde
boost parametrelerinin sifiryani #=(/,,5,./5,)=(0,0,0) olarak alinsin. Bu durumda Lorentz

doniisiimii sadece donmeden olusur ve bu doniisiim

1 %L 0 o e T A R 0
2 2 2
_;‘2 10 0 h% —h% o o0 |
‘//55_) o ‘//55"' o o WIZJ)S
o o 1 & 0 0o rEL R4
2 2 2
0o o % 0 0 rn4a _p%
i 2 | i 2 2

veya
l//gs - (14 -k, ) ‘//111)5 + (alEl + B, )l//gs
seklinde ifade edilir.

Weyl ve Dirac gosterimlerinde elde edilen Lorentz doniisiimlerinin ayni fiziksel ve geometrik
yapiy1 farkli bazlar altinda ifade ettigi daha dnceden bahsedilmisti. Bu durum yalnizca iireteg
matrisleri arasinda degildir. S6z konusu gosterimlerde kullanilan hiperbolik spinorlar arasinda
da dogrudan bir iligki bulunmaktadir. Sonu¢ olarak onceki sonuclarda elde edilen {iretecg
matrisleri arasindaki iliski Weyl ve Dirac gosterimlerindeki hiperbolik 4-spinorlarin uygun bir
donilisiim matrisi yardimiyla birbirine doniistiiriilebilecegini ortaya koymaktadir. Bu iliski

asagidaki sonucta verilmektedir.

Sonug 4.4.16. Weyl gosteriminde hiperbolik spinor /, ile Dirac gésteriminde tanimlanan

hiperbolik 4-spinor ), arasinda

Wis = KW s (4.28)
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1
bagintist vardir. Burada y=—

2

seklindedir.

S = O =
_ 0 = O

Ispat. py) hesaplansm. O halde

10 1 0 p+hv,| | py+hv,+y+hy, (n+ 1) +h(v,+v;)
1 01 0 1| n+th,| |n+hv,+y+hv, _ 1 (;(2+;(4)+h(v2+v4)
2010 —1 0| zo+hv, | | mthvi—z—hv, | 2| (- 2)+h(v,-v,)
01 0 —1||g+hv,| |z,+hv,—y,—hv, (to—2)+h(v,-v,)

elde edilir. Buradan ), = uy olarak alinirsa

u,+hS (Zl+7(3)+h(V1+V3)
m+hd |1 (a+2.)+h(vy+Vv,)
w+hd | 2| (n-x)+h(v,—vy)
ﬂ4+h194 (12_754)"']1(‘/2_‘/4)
oldugu goriiliir. Dolayisiyla
,ulzi(;(ﬁr;@) Slzi(v]+v3)
2 Np)
1 1
w=—=r+x G =—=(v, +V
2 \/5( 2 4) 2 \/5( 2 4) (4.29)
1 1

elde edilir. Gergekten de (4.29) denklemleri (4.25) ve (4.26) denklemlerinde yerine yazilirsa
(4.18) ve (4.19) denklemleri elde edilir. m

4.4.2 Split kuaterniyonlara karsihk gelen hiperbolik 4-spinorlarla Lorentz

doniisiimlerinin gosterimi
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Onceki boliimlerde Lorentz doniisiimleri, Weyl ve Dirac gdsterimlerinde tanimlanan hiperbolik
spinorlar yardimiyla incelenmistir. Ancak elde edilen Lorentz doniisiim denklemlerinde
hiperbolik spinor ile esleniginin birlikte yer aldigi goriilmektedir. Dolayisiyla Lorentz
dontistimii, birbirleriyle iliskili iki ayr1 terimin katkisi ile ifade edilmektedir. Bu boliimde ise
split kuaterniyonlara karsilik gelen hiperbolik 4-spinorlar kullanilarak farkli bir yaklagim ele
alinmaktadir. Kurulan bu gosterim sayesinde Lorentz doniistimii dogrudan tek bir hiperbolik 4-
spinor iizerinde tanimli bir matris donilislimii bigiminde yazilabilmektedir. Boylece onceki
gosterimlerde ortaya ¢ikan eslenik bilesenlere iliskin ayrim ortadan kalkmaktadir ve doniisiim
daha biitiinciil bir yapida ifade edilmektedir. Bu durum hem Lorentz doniisiimiiniin yapisini
daha acik hale getirir hem de split kuaterniyonlar ile hiperbolik spinorlar arasindaki iligkinin
geometrik sonuglarini daha goriiniir kilmaktadir. Asagida, split kuaterniyonlara karsilik gelen
hiperbolik 4-spinorlar yardimiyla Lorentz doniisiimiiniin elde edilisi ayrintili olarak

verilecektir.

Teorem 4.4.17 0=0,+0,i+0,j+0,k, Y=Y +Y,i+Y,j+Y,ke A, herhangi iki split

kuaterniyon olsun. (4.2) doniisiimii yardimiyla, sirasiyla, 0,Y € A split kuaterniyonlarina

, o A 0, +ho, 0, Y, +hY,
karsilik gelen hiperbolik spinorlar A = = ve O = = olarak
) -0, +ho, o, -Y,+hY,

goz oniine alinsin. O halde, A ve @ hiperbolik spinorlarindan olusan ve 0,Y € A split

0,+ho,
. eq eqe . . . . S _82 + ha3 .
kuaterniyon ikilisine karsilik gelen hiperbolik 4-spinor ;2 = olmak iizere bu
Y, +hY,
_Y, +hY,
hiperbolik 4-spinor cinsinden Lorentz doniistimii
I l-hﬁ —o, thp, o a, +hp; |
2 2 2
a, +2hﬂ2 1+ h% —O, ;hﬂ3 %
N SO
Vs = 4
" o , +hﬂ3 l-hﬁ ay _hﬂz "
2 2 2 2
—a, +h133 o —0y _hﬂz l+hﬁ
L 2 2 2 J
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seklinde yazilir. Burada, sirasiyla, & =(¢,,a,,;) koordinat eksenleri etrafindaki Lorentz

donme agilar g = ( BB, ﬂ3) ise ayn1 koordinat eksenleri boyunca Lorentz boostlara karsilik
gelir.
Ispat: 0=0,+0,i+0,j+0,k, Y=Y +Y,i+Y,j+Y,keH; herhangi iki split

i i ) ) A, 0,+ho,
kuaterniyonuna  karsilik  gelen  hiperbolik spinorlar A= = ,
A, -0, +ho,

0, Y, +hY, . , . : .
0= = hiperbolik spinorlarindan olusan ve 0,Y € split kuaterniyon

o, =Y, +hY,
0, +ho,
o : : : so | =0, +ho,
ikilisine karsilk gelen hiperbolik 4-spinor /¢ = olsun. O halde, (3.29) ve (3.30)
Y, +hY,
—Y,+hY,

denklemlerinden Lorentz doniisiim bilesenlerinin

1

0, >0, + E(alYl —a,Y, +a,0,— B0, + B0+ IB3Y3)
1

0, >0, + 5(“1Y2 +a,Y,—a,0,— B,0;- 5,0, - ﬁ3Y4)
1

0; >0, + 5(0‘1Y3 —a,Y,+a;0,— B0, + B,0,+ ﬂSYl)

1

9, =0, +E(alY4 +a, Yy a0, = B0, - 0, + B,Y;)
1

Y, -, +5(—a181 -a,0, -, Y, = BY,-5,Y, +ﬂ383)
1

Y,—>Y, +E(—05162 +a,0,+ o, Y, = X, + B,Y, - 5,0,)
1

Y, >Y,+ E(—oc@ —a,0,—a;Y,— BY, - B,Y, +,0,)
1

Y, >0, +5(—a164 +a,0,+ ;- BY, + B,Y, - 5,0,)

oldugu goz oniine almirsa bu denklemlerden 0, + ho,,-0, +ho,, Y, +hY,, - Y, + hY, hiperbolik

sayilari
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1[hal(Yl+hY4)+a2(—Y2+hY3)—a3(—82+h83) }

0,+ho, = 0,+ho, +—
2\ -hp,(0,+ho,)+hp, (-0, +hdy)—hp,(-Y, +hY,)

Y, 0, -y (X, + Y, )+ ay (8, + o
_82+ha3—>—a2+h33+1 0!1( 2 3) az( T 4)+a3( + 4)
2| +hf, (-0, +ho,)+hp, (0, +ho,)+hp, (Y, +hY,)

Y, +hY, > Y, +hY,+—
—hp, (X, +hY,)=hp, (=Y, +hY,)+hp, (-0, +hd,)

1 [—al (0, +hd,)+a, (-0, +hd,) +a, (-Y, + hY,) }
2

1|:—al(—62+h63)—a2(61+h84)—a3(Y1+hY4) ]

=Y, +hY; > -Y,+hY +—
2| +hp, (—Y2 +hY3)—hﬁ2 (Y1 + hY4)+hﬂ3 (al + h54)

olarak yazilabilir. Bu durumda bu denklemlerin matris gosterimi

pBh Tethp o o thp]
2 2 2 2

0, +ho, o, +hp, l+hﬁ —a, +hp, o 0, +ho,
—0, +ho, . 9 9 9 9 —0, +ho,
Y, +hY, a a,+hp, l-hﬁ a,—hp, || Y,+hY,
—Y,+hY, 2 2 2 2 —Y,+hY,

—outhp o —a—hf LB

L 2 2 2 2

biciminde elde edilir. Dolayisiyla Lorentz doniisiimiiniin split kuaterniyonlarina karsilik gelen

0,+ho,
—0, +ho
hiperbolik 4-spinor ;¢ = ? * | cinsinden ifadesi
B Y, +hY,
—Y,+hY,
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I l-hﬁ —a; thp, o a, +hp, |
2 2 2 2
o, +hp, 1+hﬁ —a, + hp, o
50 2 2 2 2 50
Vs = v
" o @, +hﬂ3 l-hﬁ ) _hﬂz "
2 2 2 2
_a2+h:33 o _a3_hﬁ2 1+hﬁ
L 2 2 2 2 |

olarak elde edilir. Burada, sirasiyla, a = (al,az ,a3) koordinat eksenleri etrafindaki Lorentz
donme agilar g = ( BB, ﬂ3) ise ayn1 koordinat eksenleri boyunca Lorentz boostlara karsilik

gelir. m
Sonu¢ 4.4.18: 0=0,+0,i+0,j+0,k, Y=Y +Y,i+Y,j+ Y ke H; herhangi iki split

kuaterniyona karsilik gelen A ve ® hiperbolik spinorlarindan olusan hiperbolik 4-spinor ;2

olsun. Teorem 4.4.17°de verilen Lorentz doniisiim matrisi hiperbolik anti hermityen matristir.

Ispat: 0,Y € H; herhangi iki split kuaterniyona karsilik gelen hiperbolik 4-spinor o olmak

tizere split kuaterniyonlara karsilik gelen hiperbolik 4-spinorlar cinsinden Lorentz doniistimii

Teorem 4.2.17° de verilen haliyle

I -hﬁ —a;thp, a a, +hp; |
2 2 2 2
o000 a;+hp, hﬁ —a, thf, o,
01 0 O 2 2 2 2
Wid — + Wi
0 010 o a,+hp, hﬁ a,—hp,
0 0 0 1 2 2 2 2
—a, +hp, o, —a; —hp, h b
L 2 2 2 2

oldugu biliniyor. O halde

111



pb et o athp

2 2 2 2

a,thp, h ﬁ —a, T hp, o,
2 2 2 2
otk B o
2 2 2 2
—a, + hf, o —a; —hp, h ﬁ

L 2 2 2 2

matrisi goz oniline alinsin. Bu durumda bu matrisin eslenik transpozu

hﬁ a,—hp, o —a, —hp, | -hﬁ —a; thp, o, a,+hp, |

2 2 2 2 2 2 2 2

—a; hﬁz —h ﬁ a, — h:B3 o a; + hﬂz h ﬁ a, + hﬂs o
2 2 2 2 _ 2 2 2 2

& —a, hﬂ3 h ﬁ —o5 hﬂz _& a, + hﬂ3 -h ﬁ a; — hﬂz
2 2 2 2 2 2 2 2
a, —hp; a, a,thp, h ﬁ —a, + hp, o —a; —hp, h ﬁ
L 2 2 2 2 1 L 2 2 2 2

Dolayisiyla bu matris anti hermityendir. m

Sonu¢ 4.4.19 Split kuaterniyonlara karsilik gelen hiperbolik 4-spinorlar cinsinden yazilan
Teorem 4.4.17° de verilen Lorentz doniisiim matrisi hiperbolik simetrik ise Lorentz doniistimii

sadece Lorentz boosttan olusur.

Ispat: Split kuaterniyonlara karsilik gelen hiperbolik 4-spinorlar cinsinden yazilan Lorentz

b ZmthB o athB ]
2 2 2
o, +hp, hﬁ a, thp, o
doniisiim matrisi 2 2 2 2 hiperbolik simetrik matris
o a, thp, -hﬁ a, —hp,
2 2 2
—a, + hﬂ3 o —0s - hﬂz h ﬁ
L 2 2 2 2

olarak goz oniine alinsin. Bu durumda
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-hﬁ —a; thp, o, a, +hp,
2 2 2 2
o000 a,thp, hﬁ —a, thp, o,
0 1 0 O 2 2 2
+
0 010 a o, +hp, -hﬁ o, —hp,
0 0 01 2 2 2 2
—a, t hﬂ3 o a; — hﬁz h ﬁ
L 2 2 2
Bu matrisin transpozu
i -hﬁ o, +hp, . —a,+hp,]
2 2 2 2
—a; +hp, hﬁ a, +hp, o
2 2 2 2
o —a, +hp; h B - hp,
2 2 2 2
a, +hp; a, o, —hp, h b
L 2 2 2 2
bicimindedir. Eger verilen denklemleri esitleyecek olursak
-hﬁ o, +hp, o —a, +hp; | -hﬁ —a; thp,
2 2 2 2 2 2
—a; +hp, hﬁ a, +hp; a, a;thp, hﬁ
2 2 2 2 2 2
& —a, + hﬂ3 h ﬁ —0; hﬂz _ ﬂ a, + hﬂa
2 2 2 2 2 2
a, + hﬂ3 o a; — hﬁz h ﬁ —a, + hﬂs o
L 2 2 2 2 2 2

a, a, +hp, |
2 2
—a, +hp; a,
2 2
'hﬁ a3_h132
2 2
—ahp P
2 2

a=(a,a,,a,)=(0,0,0) esitlikleri elde edilir. Dolayistyla bu Lorentz doniisiim matrisinin

hiperbolik simetrik olmas1 durumunda Lorentz doniisiimii sadece Lorentz boosttan olusur. m

Sonug¢ 4.4.20. Teorem 4.2.16 da verilen Lorentz doniisiim matrisi hiperbolik anti-simetrik ise

Lorentz hareketi sadece Lorentz donmeden olusur.
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Ispat. Split kuaterniyonlara karsilik gelen hiperbolik 4-spinorlar cinsinden yazilan Lorentz

-hﬁ —a;thp, a a, +hp; |
2 2 2 2
o, +hp, hﬁ —-a, T hp, o
e - 2 2 2 2 . . .. .
doniislim matrisi hiperbolik anti simetrik
o a, + hp, -hﬁ a;—hp,
2 2 2 2
—outhp o —a-hp B
L 2 2 2 2

matris olarak géz dniine alinsin. Bu durumda

-hﬁ o, +hp, o a, +hp, |
2 2 2 2
ooo a, +hp, hﬁ —a, thp, o
01 00 N 2 2 2 2
0 010 o o, +hp, hﬁ o, —hp,
0 0 0 1 2 2 2 2
—nthp o —o-hf LB
L 2 2 2 2
Bu matrisin transpozu
i h b o, +hp, o —a, +hp; |
2 2 2 2
—a, + hp, hﬁ o, +hp, o
2 2 2 2
o, —a, +hp; _hn B —a; —hp,
2 2 2 2
a,+hp, o o, —hp, hﬁ
L 2 2 2 2

bicimindedir. Eger verilen denklemleri esitleyecek olursak
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a=(B.p,.5)=(0,0,0) esitlikleri elde edilir. Dolay1styla bu Lorentz déniisiim matrisinin

hiperbolik anti simetrik olmasi durumunda Lorentz doniisiimii sadece Lorentz donmelerden

olusur. m

Teorem 4.4.21. |/ fg , Split kuaterniyona karsilik gelen hiperbolik 4-spinor olsun. Bu durumda

Lorentz dontisiimiiniin hiperbolik Spinor gosteriminde

‘//fg - (14 —a,F;+ B D + BD; )V/gs + (alEl +o,E +aE + B,D, )‘//135

: : . ) . hit, O 110 :
seklindedir. Burada E,,D, (i=1,2,3) iiretegleri E, =— D =— seklinde
210 T, 2it. O

l 1

olup @ =(e,,a,,a;) ve B=(B.5,.p;), sirasiyla, koordinat eksenleri etrafindaki Lorentz

donme agilar1 ve ayni koordinat eksenleri boyunca Lorentz boostlara karsilik gelir.

Ispat. Teorem 4.4.17°de verilen Lorentz doniisiim matrisi

L cwths @ thp ]
2 2 2
0, +ho, o, +hp, l+hﬁ —a, +hp, o 0, +ho,
—0, + ha, . 9 9 9 9 —0, + ha,
Y, +hY, a a,+hp, l-hﬁ a,—hp, || Y,+hY,
—Y, +hY, 2 2 2 2 —Y,+hY,
—a, + hﬂ3 _ﬁ —a; hﬂZ 1+ hﬁ
L 2 2 2 i

seklindeydi. Bu matrisi
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I -hﬁ a;,+hp, o —a, +hﬂ3_ I hﬁ a; —hp, o —a, _h:B3_
2 2 2 2 2 2 2 2
—a; + hﬂz h ﬂl a, + hﬂ3 ﬂ —0; hﬂz h ﬁl a, - hﬂs _ ﬂ
2 2 2 2 _ 2 2 2 2
a —a, +hp; h b —a; —hp, a; —a, —hp, h b —a; +hp,
2 2 2 2 2 2 2 2
a, +hp, a a,—hp, h b a, —hp; a o, +hp, h B
L 2 2 2 2 1 L 2 2 2 2




1000 0010 00 0 -h 0 -h 0 0
0100(110001,1(1200110}_},(13h000
0010[ 2(1 000 210 -h 0 0 210 0 0 -h
%Sg_)O()Ol 0-100 h 0 0 0 OOhol//,Sg
1000 0100 00 0 -h
hﬂlOIOOhﬂZIOOO+ﬂ3lOOhO
210 0 1 0 20000 1 240 - 0 0
000 -1 0010 h 0 0 0

seklinde yazacak olursak t=(t,,7,,t,) matrislerinin

0 1 0 -h 1 0 , S -
T, = 1 o , Ty = 5 0 , Ty = 0 -1 seklinde oldugu biliniyor. Son esitlikte bu

matrisler g6z Oniine alinirsa

20t, 0 210 1, 50

Vys = Vs
—hﬁ T, O—h& T, 0+&0 T,
210 1 210 | 2|7, O

ve sonug olarak bu matrisleri E,, F; tiriinden yazacak olursak

‘/’fg - (14 -, E, +a,F, )Wfsg + (_alF; - BF, - B,F + BE, )‘//}jg
elde edilir. m

Sonuc 4.4.22. Teorem 4.4.21 verilen split kuaterniyona karsilik gelen Hiperbolik 4-spinorun

Lorentz dontisiim hareketi sadece donmeden ibaret olsun. Bu durumda g = ( BB, ﬂ3) sifir

olacagindan Lorentz doniisiimii asagidaki gibi
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0,+ho,

—0, + ha,
Y, +hY,
-Y,+hY,

veya

R

KoK B>

[\

D[R R

N Q

a, |
2
a, 0,+ho,
2 || =0, +ha,
—a, || Y, +hY,
2 ||-Y,+hY,
1

'//51? - (14 -, E, +a2F2)y/,S§ +(—0(1F;)l//fg

seklinde ifade edilir.

Sonuc 4.4.23 Teorem 4.4.21 verilen split kuaterniyona karsilik gelen Hiperbolik 4-spinorun

Lorentz déniisiim hareketi sadece boosttan ibaret olsun. Bu durumda a =(a,,a,,a;) sifir

olacagindan Lorentz doniisiimii asagidaki gibi

P

Lad

2

hp,

2
0

hp,

2

hp,

2

1+n b
2
hsy

2
0

by
-l
2

—hp,

—hp, |
2
0,+ho,
0 —0, + ha,
—-hp, || Y,+hY,
2 —Y,+hY,
ol
2 ]

‘/’fg - (14)‘//1S1g +(_ﬂ1F; - BF +:B3E2)l//1§g

1
0,+ho,
—0, + ha,
Y, +hY,
—Y,+hY,
veya
seklinde ifade edilir.
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5. SONUCLAR, TARTISMA, SONUC ve ONERILER

Bu tez ¢alismasinda hiperbolik sayilar cebiri temel alinarak split-kuaterniyonlarin yapisi
incelenmis ve bu yapi1 kullanilarak Dirac teorisinin alternatif bir matematiksel formiilasyonu ele
alinmigtir. Oncelikle hiperbolik sayilarin cebirsel dzellikleri ortaya konulmus, daha sonra split-
kuaterniyonlarin hiperbolik sayilar cinsinden gosterimi detayli bi¢imde incelenmistir. Bu
yaklasim sayesinde split-kuaterniyonlarin dort boyutlu uzay-zaman geometrisi ile olan dogal

iligkisi acik bir sekilde gézlemlenmistir.

Calismanin 6nemli sonuglarindan biri, split-kuaterniyonlarin hiperbolik say1 tabanli matris
gosterimleri araciligiyla ifade edilebilmesi ve bu gdsterimin Lorentz doniistimleri ile uyumlu
bir yap1 sunmasidir. Elde edilen sonuglar, hiperbolik sayilarin Minkowski uzay-zamaninin
geometrik Ozelliklerini yansitmada oldukca elverigli oldugunu gostermektedir. Boylece
relativistik doniistimlerin ve spinor yapilarinin daha kompakt bir cebirsel ¢ergeve igerisinde ele

alinabilmesi miimkiin olmustur.

Tez kapsaminda ayrica Dirac esitliginin belirli bilesenleri ve iliskili spinor yapilar1 hiperbolik
sayilar kullanilarak yeniden ifade edilmistir. Yapilan doniisiimler sonucunda standart kompleks
say1 formalizmi ile elde edilen fiziksel sonuglarin korundugu, ancak kullanilan matematiksel
yapinmn daha geometrik ve sezgisel bir yorum sundugu gériilmiistiir. Ozellikle hiperbolik
fazlarin Lorentz boostlariyla olan iligkisi, relativistik kuantum mekaniginin cebirsel temelinin

farkl1 bir bakis agisiyla incelenmesine olanak saglamistir.

Bu bulgular, hiperbolik sayilarin ve split-kuaterniyonlarin yalnizca matematiksel bir genelleme
olmadigini, ayn1 zamanda relativistik kuantum teorilerinin ifade edilmesinde alternatif ve giiglii
bir ara¢ olarak kullanilabilecegini gdstermektedir. Bununla birlikte, bu yaklasimin fiziksel

yorumlarmin daha genis kapsamli teoriler igerisinde arastirilmasi gerekmektedir.
5.1. Sonu¢

Bu tezde hiperbolik sayilar ile split-kuaterniyonlar arasindaki iliski sistematik olarak
incelenmis ve split-kuaterniyonlarin hiperbolik sayilar cinsinden gosterimi ortaya konulmustur.
Ayrica Dirac teorisinde yer alan bazi temel esitlikler ve spinor yapilari hiperbolik sayi

formalizmi kullanilarak yeniden yazilmigtir. Elde edilen sonuglar, bu gdsterimin standart Dirac
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formalizmi ile matematiksel olarak tutarli oldugunu ve Lorentz simetrilerinin dogal bir bigimde

temsil edilmesini sagladigini gostermektedir.

Sonug olarak hiperbolik sayilar ve split-kuaterniyonlar, relativistik kuantum mekaniginin
matematiksel yapisini incelemek icin giiclii ve geometrik acgidan anlamli bir alternatif
sunmaktadir. Bu nedenle s6z konusu yapilarin teorik fizikte daha genis uygulama alanlarina

sahip olabilecegi degerlendirilmektedir.

5.2. Oneriler

1. Dirac esitliginin tamaminin hiperbolik say1 ve split-kuaterniyon formalizmi igerisinde
yeniden yapilandirilmasi incelenebilir.

2. Elektromanyetik etkilesim i¢eren Dirac denklemleri hiperbolik spinorlar kullanilarak
analiz edilebilir.

3. Hiperbolik sayilarin Lorentz grubu ile iliskisi daha derinlemesine arastirilarak
relativistik simetrilerin yeni yorumlar1 gelistirilebilir.

4. Split-kuaterniyonik yapilarin Clifford cebirleri ve geometrik cebir yaklasimlariyla
baglantilar1 ayrintili olarak incelenebilir.

5. Bu tezde elde edilen sonuglar kuantum alan teorisi, sliper simetri ve kuantum
kiitlegekimi gibi ileri diizey teorilere uygulanabilir.

6. Hiperbolik say1 tabanli spinor formalizmlerinin sayisal hesaplamalarda saglayabilecegi

avantajlar arastirilabilir.

Genel olarak bu ¢aligma, hiperbolik sayilar ve split-kuaterniyonlar araciligiyla Dirac teorisine
alternatif bir matematiksel yaklasim sunmakta ve bu alanda gerceklestirilecek gelecekteki

arastirmalar i¢in bir baslangic¢ noktasi olusturmaktadir.

119



KAYNAKCA

Aktas, S. N. (2023). Split quaternion sequences and series (Yiiksek lisans tezi). Yildiz Teknik
Universitesi, Istanbul.

Alagdz, M., Erdogdu, M., & Ozdemir, M. (2012). On the matrix representations of split
quaternions. Journal of Dynamical Systems and Geometric Theories, 10(2), 147—158.

Alagoz, Y., Oral, K. H., & Yiice, S. (2012). Split quaternion matrices. Miskolc Mathematical
Notes, 13(2), 223-232.

Antonuccio, F. (1999). Split-quaternions and the Lorentz group. The Photon and Poincare
Group, In Contemporary Fundamental Physics (pp. 89-106). New York, NY: Nova
Science Publishers.

Antonuccio, F. (2015). Hyperbolic spinors and split-quaternions. Advances in Applied Clifford
Algebras, 25(1), 13-29. doi:10.1007/s00006-014-0477-1

Artaman, S. (1988). Reel kuaterniyonlar ve matris gosterimleri (Yiiksek lisans tezi). Ankara
Universitesi, Ankara.

Ata, E., & Yayli, Y. (2009a). Split quaternions and rotations in semi-Euclidean space R_2"4.
Journal of Mathematical Physics, 50(10), 103517. doi:10.1063/1.3245848

Ata, E., & Yayli, Y. (2009b). Split quaternions and semi-orthogonal matrices. Chaos, Solitons
& Fractals, 41(4), 1910-1915. doi:10.1016/j.chaos.2008.07.045

Aykut, H. F. (2023). Split kuaterniyonlarin matris gosterimleri ve uygulamalar1 (Yiiksek lisans
tezi). Yildiz Teknik Universitesi, Istanbul.

Azak, A. Z., & Erisir, T. (2024). On the De Moivre and Euler formulas for split quaternions
and hyperbolic spinors. Theoretical and Mathematical Physics, 219(2), 712-721.
doi:10.1134/S004057792405010X

Balci, M., Erisir, T., Ketenci, H., & Tosun, M. (2015). Hyperbolic spinor formulations of curves
in Minkowski 3-space. Mathematical Methods in the Applied Sciences, 38(18), 4930—
4939. doi:10.1002/mma.3414

Balci, Y., Erisir, T., & Glingdr, M. A. (2015). A note on split quaternion sequences. Journal of
the Chungcheong Mathematical Society, 28(4), 525-535.
doi:10.14403/jcms.2015.28.4.525

Bjorken, J. D., & Drell, S. D. (1964). Relativistic quantum mechanics. New York, NY: McGraw-
Hill.

Borota, N. A., Flores, S., & Osler, T. J. (2000). Functions of a spacetime variable. Mathematics
and Computer Education, 34(2), 159—-164.

120



Borota, N. A., & Osler, T. J. (2002). Spacetime numbers the easy way. Mathematics and
Computer Education, 36(3), 231-239.

Bracken, P., & Hayes, J. (2002). On a formulation of certain integrable systems using
hyperbolic numbers. Physics Letters A, 301(3), 191-194. doi:10.1016/S0375-
9601(02)00918-0

Cakir, H. (2024). Hiperbolik kuaterniyonlar ve uygulamalar1 (Doktora tezi). Recep Tayyip
Erdogan Universitesi, Rize.

Callahan, J. J. (2000). The geometry of spacetime: An introduction to special and general
relativity. New York, NY: Springer. doi:10.1007/978-1-4757-6741-4

Cartan, E. (1913). Les groupes de transformations continus, infinis, simples. Bulletin de la
Société Mathématique de France, 41, 53-96. doi:10.24033/bsmf.934

Cartan, E. (1966). The theory of spinors. New York, NY: Dover Publications.

Catoni, F., Boccaletti, D., Cannata, R., Catoni, V., Nichelatti, E., & Zampetti, P. (2008). The
mathematics of Minkowski space-time: With an introduction to commutative
hypercomplex numbers. Berlin, Germany: Springer. doi:10.1007/978-3-540-77161-6

Catoni, F., Cannata, R., Catoni, V., & Zampetti, P. (2004). Two-dimensional hypercomplex
numbers and related trigonometries and geometries. Advances in Applied Clifford
Algebras, 14(1), 47-68. doi:10.1007/BF03041235

Catonti, F., Cannata, R., Catoni, V., & Zampetti, P. (2005). Hyperbolic trigonometry in two-
dimensional space-time geometry. arXiv preprint math-ph/0508011.

Cockle, J. (1849). On systems of algebra involving more than one imaginary; and on equations
of the fifth degree. The London, Edinburgh, and Dublin Philosophical Magazine and
Journal of Science, 35(238), 434-435. doi:10.1080/14786444908646383

Dechant, P. P. (2013). Clifford algebras and spinors from a quaternionic perspective. Advances
in Applied Clifford Algebras, 23(3), 597—610. doi:10.1007/s00006-013-0391-7

Dirac, P. A. M. (1928). The quantum theory of the electron. Proceedings of the Royal Society
of London. Series A, Containing Papers of a Mathematical and Physical Character,
117(778), 610-624. doi:10.1098/rspa.1928.0023

Dirac, P. A. M. (1930). A theory of electrons and protons. Proceedings of the Royal Society of
London. Series A, Containing Papers of a Mathematical and Physical Character,
126(801), 360-365. doi:10.1098/rspa.1930.0011

Erdogdu, M., & Ozdemir, M. (2013a). On the algebraic properties of split quaternion matrices.
Advances in Applied Clifford Algebras, 23(3), 625-638. doi:10.1007/s00006-013-0402-
8

121



Erdogdu, M., & Ozdemir, M. (2013b). Two-dimensional hyperbolic spinors and Lorentz
transformations. Advances in Applied Clifford Algebras, 23(3), 615-623.
doi:10.1007/s00006-013-0392-6

Erdogdu, M., & Ozdemir, M. (2016). Matrices over hyperbolic split quaternions. Filomat,
30(4), 913-920. doi:10.2298/FIL1604913E

Erisir, T., Glingor, M. A., & Tosun, M. (2015a). Hyperbolic spinor representation of a timelike
curve in Minkowski 3-space. Advances in Applied Clifford Algebras, 25(3), 553-566.
doi:10.1007/s00006-014-0520-2

Erigir, T., Glingor, M. A., & Tosun, M. (2015b). On the homothetic motions in the semi-
Euclidean space E_ 2”4 via the split quaternions. Advances in Applied Clifford Algebras,
25(4), 799-810. doi:10.1007/s00006-015-0544-z

Erisir, T., Kardag, N. C., & Funda, J. (2023). On split quaternionic equations. Journal of
Mathematics and Applications, 46, 148—155. doi:10.7862/rf.2023.10

Erisir, T., & Kose Oztas, H. (2022). De Moivre's and Euler's formulas for hyperbolic split
quaternions. Universal Journal of Mathematics and Applications, 5(1), 32-41.
doi:10.32323/ujma.1028751

Erisir, T., & Yildirim, E. (2023). Hyperbolic spinor form of the Lorentz transformations in 3-
dimensional Minkowski space. WSEAS Transactions on Mathematics, 22, 854-866.
doi:10.37394/23206.2023.22.95

Erisir, T. & Yildirim, E. (2026). The Classification and Geometric Interpretations of Hyperbolic
Spinors Related to Split Quaternions. Sakarya Journal of Mathematics, 2(1), 22-36.

Fjelstad, P. (1986). Extending special relativity via the perplex numbers. American Journal of
Physics, 54(5), 416-422. doi:10.1119/1.14605

Hacisalihoglu, H. H. (1983). Hareket geometrisi ve kuaterniyonlar teorisi. Ankara, Tiirkiye:
Gazi Universitesi Yaynlart.

Hamilton, W. R. (1844). On a new species of imaginary quantities connected with a theory of
quaternions. Proceedings of the Royal Irish Academy, 2, 424-434.

Hamilton, W. R. (1853). Lectures on quaternions. Dublin, Ireland: Hodges and Smith.

Hamilton, W. R. (1899). Elements of quaternions (C. J. Joly, Ed., 2nd ed.). London, England:
Longmans, Green, & Co.

Hestenes, D. (1966). Space-time algebra. New York, NY: Gordon and Breach.

Ickes, B. F. (1970). A new method for performing digital control system attitude computations

using quaternions. AIAA Journal, 8(1), 13—17.

122



Isabeyoglu, Z., Erisir, T., & Azak, A. Z. (2024). On hyperbolic spinors in Minkowski space-
time. Mathematics, 12(1), 1-18. doi:10.3390/math12010115

Ketenci, H., Erigir, T., & Tosun, M. (2015). Hyperbolic spinors and Darboux frame in
Minkowski 3-space. Advances in Applied Clifford Algebras, 25(4), 883—-894.
doi:10.1007/s00006-015-0545-y

Ketenci, Z., Erisir, T., & Giingor, M. A. (2015). On the semi-orthogonal matrices and split
quaternions. Journal of Dynamical Systems and Geometric Theories, 13(2), 179-193.
doi:10.1080/1726037X.2015.1105990

Khrennikov, A. (1993). Hyperbolic quantum mechanics. Advances in Applied Clifford
Algebras, 13(1), 1-9. doi:10.1007/BF03042013

Khrennikov, A. (2008). Hyperbolic quantization. Advances in Applied Clifford Algebras, 18(3),
843-852. doi:10.1007/s00006-008-0108-y

Kisil, V. V. (2013). Induced representations and hypercomplex numbers. Advances in Applied
Clifford Algebras, 23(2), 417-440. doi:10.1007/s00006-012-0370-4

Kisi, 1., & Tosun, M. (2015). Split quaternionic inextensible flows in Minkowski 3-space.
Mathematica Moravica, 19(2), 87-93. doi:10.5937/MatMor1502087K

Kula, L. (2003). Split kuaterniyonlar ve Minkowski uzayinda hareketler (Doktora tezi). Ankara
Universitesi, Ankara.

Kula, L., & Yayli, Y. (2007a). Dual split quaternions and timelike screw motions in Minkowski
3-space. Journal of the Korean Mathematical Society, 44(6), 1313-1327.
doi:10.4134/JKMS.2007.44.6.1313

Kula, L., & Yayli, Y. (2007b). Split quaternions and rotations in semi-Euclidean space R_1/3.
Advances in Applied Clifford Algebras, 17(2), 265-277. doi1:10.1007/s00006-007-0027-
6

Lee, H. C. (1949). Eigenvalues and canonical forms of matrices with quaternion coefficients.
Proceedings of the Royal Society of Edinburgh. Section A. Mathematical and Physical
Sciences, 62(4), 377-383. doi:10.1017/S008045410001007X

Meister, O. (2005). Quaternions and rotations in 3D space (Technical Report). University of

Stuttgart, Stuttgart.

Nakahara, M. (2003). Geometry, topology and physics (2nd ed.). Bristol, England: Institute of
Physics Publishing.

Okuyucu, O. Z., Yildiz, O. G., & Tosun, M. (2016). On the conformal inextensible flows of
curves in 3-dimensional Minkowski space. Advances in Applied Clifford Algebras, 26(4),
1341-1348. doi:10.1007/s00006-016-0648-5

123



Ozdemir, M. (2009). The roots of a split quaternion. Applied Mathematics Letters, 22(2), 258—
263. doi:10.1016/j.aml1.2008.03.021

Ozdemir, M., & Ergin, A. A. (2005). Semi-quaternions and semi-Euclidean spaces.
Proceedings of the 16th International Conference of the Jangjeon Mathematical Society,
16, 108-115.

Ozdemir, M., & Ergin, A. A. (2006). Rotations with unit timelike split quaternions in
Minkowski 3-space. Journal of Geometry and Physics, 56(3), 322-336.
doi:10.1016/j.geomphys.2005.02.004

Ozdemir, M., Erdogdu, M., & Alagoz, M. (2014). Eigenvalues and eigenvectors of split
quaternion  matrices. Linear and  Multilinear  Algebra, 62(3), 329-342.
doi:10.1080/03081087.2013.779269

Ozdemir, M., Erdogdu, M., & Simsek, H. (2014). On the polar decomposition of split
quaternion matrices. Advances in Applied Clifford Algebras, 24(1), 179-192.
doi:10.1007/s00006-013-0419-z

Poodiack, R. D., & LeClair, K. J. (2009). Fundamental theorems of algebra for the perplex
numbers. The College Mathematics Journal, 40(5), 322-335.
doi:10.4135/vol40iss5pp322-335

Popov, N. N. (2020). Geometric representation of hyperbolic numbers and split-quaternions.
arXiv preprint arXiv:2104.12487.

Popov, N., & Matveev, 1. (2022). Hyperbolic numbers and split-quaternions in quantum
mechanics. Symmetry, 14(6), 1163. doi:10.3390/sym14061163

Rochon, D., & Shapiro, M. (2004). On algebraic properties of bicomplex and hyperbolic
numbers. Analele Universitatii Oradea, Fascicola Matematica, 11, 71-110.

Sattinger, D. H., & Weaver, O. L. (1986). Lie groups and algebras with applications to physics,
geometry, and mechanics. New York, NY: Springer-Verlag. doi:10.1007/978-1-4612-
1090-0

Shepperd, S. W. (1978). Quaternion from rotation matrix. Journal of Guidance and Control,
1(3), 223-224.

Sobczyk, G. (1995). The hyperbolic number plane. The College Mathematics Journal, 26(4),
256-259. do0i:10.2307/2687130

Solodovnikov, A. S., & Kantar, 1. L. (1989). Hyperbolic numbers. Moskova, Rusya: Nauka.

Senyurt, S., & Caliskan, A. (2015). On the acceleration axes of the homothetic motion in
Minkowski 3-space via the dual split quaternions. Pure Mathematical Sciences, 4(1), 37—
42. doi:10.12988/pms.2015.41235

124



Simsek, H., & Ozdemir, M. (2016). On conformal curves in 2-dimensional De Sitter space.
Advances in Applied Clifford Algebras, 26(2), 757-770. doi:10.1007/s00006-015-0599-
X

Tarak¢ioglu, M., Erisir, T., Giingdr, M. A., & Tosun, M. (2018). On the properties of matrices
over split quaternions. Advances in Applied Clifford Algebras, 28(1), 26.
doi:10.1007/s00006-018-0842-z

Thaller, B. (1992). The Dirac equation. Berlin, Germany: Springer-Verlag. doi:10.1007/978-3-
642-51445-6

Torres del Torres del Castillo, G. F. (2003). Spinor matrix representations of quaternions.
Revista Mexicana de Fisica, 49(5), 445—448.

Torres del Torres del Castillo, G. F., & Barrales, G. A. (2004). Spinor formulation of curves in
3D Euclidean space. Journal of Geometry and Physics, 51(1), 110-121.
doi:10.1016/j.geomphys.2003.12.002

Torres del Torres del Castillo, G. F., & Barrales, G. S. (2004). Formulation of special relativity
by means of split quaternions. Revista Colombiana de Matematicas, 38(1), 27-34.

Tosun, M., & Kisi, 1. (2015). Spinor equations of Darboux frame of a surface in Euclidean 3-
space. Advances in Applied Clifford Algebras, 25(2), 447-456. doi:10.1007/s00006-014-
0498-9

Unal, D., Kisi, 1., & Tosun, M. (2013). Inextensible flows of timelike curves according to
Darboux frame in Minkowski 3-space. Advances in Applied Clifford Algebras, 23(3),
757-765. doi:10.1007/s00006-013-0391-7

Unal, M., Kazan, S., & Yayl, Y. (2013). Spinor formulation of curves according to Bishop
frame in Euclidean 3-space. Advances in Applied Clifford Algebras, 23(3), 769-777.
doi:10.1007/s00006-013-0393-5

Vicei, L. (2001). Quaternions and rotations in 3-space: The algebra and its geometric
interpretation (Technical Report TR0I-014). Chapel Hill, NC: University of North
Carolina.

Vince, J. (1978). Quaternions for computer graphics. London, England: Springer.

Vivarelli, M. D. (1984a). Development of spinor kinematics: An orthogonal spinor-quaternion
relationship. Celestial Mechanics, 32(3), 193-207. doi:10.1007/BF01229119

Vivarelli, M. D. (1984b). Development of the spinor theory of Kepler motion. Celestial
Mechanics, 32(3), 193-207. doi:10.1007/BF01229119

Ward, J. P. (1997). Quaternions and Cayley numbers: Algebra and applications. Dordrecht,
Netherlands: Kluwer Academic Publishers. doi:10.1007/978-94-011-5768-1

125



Weyl, H. (1931). The theory of groups and quantum mechanics. New York, NY: Dover
Publications.

Woit, P. (2017). Quantum theory, groups and representations: An introduction. Cham,
Switzerland: Springer. doi:10.1007/978-3-319-64612-1

Wolf, L. A. (1936). Similarity of matrices in which the elements are real quaternions. Bulletin
of the American Mathematical Society, 42(10), 737-743. d0i:10.1090/S0002-9904-1936-
06411-9

Yiice, S., & Coruh Senocak, S. (2023). Kuaterniyonlar teorisi. Ankara, Tiirkiye: Pegem
Akademi.

Zhang, F. (1997). Quaternions and matrices of quaternions. Linear Algebra and its

Applications, 251, 21-57. doi:10.1016/0024-3795(95)00543-957.

126



