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Dogal sirali {1,2, ...,n} zinciri X,, ve X,, lizerindeki tiim kismi doniisiimlerin olusturdugu
yarigrup B, olsun. B,’nin tim (tam) doniistimlerinin olusturdugu altyarigrup T,,, tim sira-azaltan
kismi doniistimlerinin olusturdugu altyarigrup PD,, ve tiim sira-azaltan doniisiimlerinin olusturdugu
altyarigrup D,, ile gosterilsin.

Biz bu cgalismada sira-azaltan doniisiimler yarigruplarinin basta idempotent ve nilpotent
elemanlainin kiimeleri olmak {izere bazi énemli alt kiimelerini, doguray kiimelerini, ranklarini ve
bazi 6nemli cebirsel 6zelliklerini inceledik.
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ABSTRACT

Let X,, denote the chain {1,2,...,n} under its natural order, and let B, be the semigroup
consisting of all partial transformations on X,,. The subsemigroup of B, consisting of all (full)
transformations is denoted by T, the subsemigroup of B, consisting of all order-decreasing partial
transformations is denoted by PD,,, and the subsemigroup of B, consisting of all order-decreasing
transformations is denoted by D,,.

In this study, we examine some important subsets of order-decreasing transformation
semigroups, especially idempotent and nilpotent sets, as well as their generating sets and ranks,
focusing on some significant algebraic properties.

Keywords: Transformations semigroups, Order-decreasing transformations, ldempotent elements,
Nilpotent elements, Ranks.



TESEKKUR

[lk olarak, tecriibesini, destegini ve sabrin1 hi¢ bir zaman esirgemeyen ve degerli 6nerileri
sayesinde bu calismay1 tamamlamama ve hedeflerime ulasmama yardimci olan saygi deger
danigman hocam Prof. Dr. Hayrullah AYIK’a sonsuz tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica, Cukurova
Universitesi Matematik Anabilim Dali Bagkani Prof. Dr. Gonca AYIK’a calismalarima olan degerli
katkilarindan dolayr giikranlarimi sunarim. Bu tezin hazirlanmasi siirecinde bana sagladiklar
motivasyon ve anlayis i¢in aileme 6zelikle, bugiine kadar en biiylik destek¢im olan ve dualarini
benden esirgemeyen sevgili anneme minnettarim. Son olarak, tez konum sirasinda bana tim
katkilartyla yardim eden Ar. Gor. Aysegiil DAGDEVIREN’ e ve yamimda olan tiim arkadaslarima
goniilden tesekkiir ederim. Yiiksek lisans egitimim boyunca maddi desteginden dolayr Yurtdisi
Tirkler ve Akraba Topluluklar Baskanligi’na tesekkiirlerimi sunarim.

Bu calisma, Tiirkiye Bilimsel ve Teknolojik Arastirma kurumu (TUBITAK) tarafindan
123F463 Numarali proje ile desteklenmistir. Projeye verdigi destekten &tiirii TUBITAK’a

tesekkiirlerimizi sunariz.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Z : Tamsayilar kiimesi

A : Pozitif tamsayilar kiimesi

Xy : 1 den n sayisina kadar olan pozitif tamsayilar kiimesi
E(S) : § kiimesinin idempotent elemanlarinin kiimesi
N(S) : S kiimesinin nilpotent elemanlarinin kiimesi
P, . X, tizerindeki kismi doniisiimler yarigrubu

Ty . X, lizerindeki (tam) doniistimler yarigrubu

Sn . X,, iizerindeki simetrik grup

xa : x In a doniisimii altindaki gortntiisii

ker(a) : a donistimiiniin ¢ekirdek kiimesi

im(a) : a donlistimiiniin goriintt kiimesi

Singy, : Singiiler doniigiimler yarigrubu

Fix(a) :a dOniisimiiniin sabit noktalarinin kiimesi

Shift(a) : a doniisimiiniin sabit olmayan noktalarinin kiimesi

Vi



1. GIRiS

Yarigrup teorisi, Cebir anabilim dalinin temel ¢alisma alanlarindan biridir ve kokenleri 20.
ylizyilin baslarina kadar uzanir. Bildigimiz kadari ile Monsieur 1'Abbé J. A. Séguier'in 1904 tarihli
"Eléments de la Théorie des Groupes Abstraits" adli kitabinda yarigrup terimi ilk kez kayda
gecmistir.

A K. Suschkewitsch’in 1922 yilindaki calismalari, donilisim yarigruplart ile yarigrup
teorisinin temel kavramlar arasindaki baglantilar1 kurmustur. Cayley Teoremi'nin bu baglamda
Oonemi, her yarigrup bir doniisiim yarigrubunun bir altyarigrubuna izomorfik oldugunu ortaya
koyarak, yarigrup teorisinin gelisiminde 6nemli bir doniim noktasidir ve alanin ilerlemesine temel
olusturmustur.

Yarigrup teorisi, 1950'li yillarm sonunda cebir alaninda 6nemli bir gelisme olarak ortaya
cikmis ve gilinlimiizde halen aktif bir arastirma alani olarak kabul edilmektedir. Yarigruplarin
O6nemi sadece zengin soru igerigiyle sinmirli degildir; ayn1 zamanda grup teorisi, halka teorisi ve
diger matematik alanlar1 ile olan derin baglantilartyla da O6ne ¢ikmaktadir. Bununla birlikte,
yarigrup teorisi, bilgisayar bilimleri gibi pratik uygulamalara da dayanarak matematigin énemli bir
alanini olusturmaktadir.

X # @ bir kilme olmak {izere X iizerinde tanimli tiim kismi doniisiimler kiimesini Py ile ve
tim (tam) dontistimler kiimesini Ty ile gosterelim. Dontisiimlerin bileskesi ikili islemi ile bu iki
kiime birer yarigrup olup bunlara sirasiyla X iizerinde tanimli kismi doniisiimler ve (tam)
dontisiimler yarigrubu denir. Her tam doniisiim ayni zamanda kismi doniisim oldugundan Ty
yarigrubu Py yarigrubunun bir altyarigrubu, bu durum Ty < Py ile gosterilir. Eger X = X,, =
{1,2, ..., n} sonlu bir kiime ise Py ve Ty yerine sirasiyla, P, ve T, yazacagiz. Ayrica, « € T, igin

im(a) ={ia € X, : i € X, }olmak lizere

ST, =Sing, ={a €T, : |im(a)|]<n-—-1}

ise ST,, de bir yarigrup olup bu yarigruba singiiler doniisimler yarigrubu ve elemanlarina da
singiiler doniistimler denir.

X, izerinde tanimhi 1 < 2 < --- < n siralamasi ile X;, bir zincir olur. Bu siralama ile eger
her x € dom(a) i¢in xa < x iSe @ € Px’e bir sira-azaltan kismi doniisiim denir. Tiim sira-azaltan
kismi doniisimlerin kiimesi PD,, ile gosterilir. Benzer sekilde sira-azaltan tam donistimler
tanimlanir ve tiim sira-azaltan tam doniisiimlerin kiimesi D,, ile gosterilir. Hem PD,, hem de D,
birer yarigrup olup, bunlar hem matematikte hem de bilgisayar bilimlerinde ¢ok Onemli yere

sahiptirler.



Biz bu calismada sira-azaltan doniisiim yarigruplarinin basta idempotent ve nilpotent
elemanlainin kiimeleri olmak {izere bazi énemli alt kiimelerini, doguray kiimelerini, ranklarin1 ve

baz1 6nemli cebirsel 6zelliklerini inceliyecegiz.



2. ONCEKIi CALISMALAR

A. Umar (1992) tarafindan X,, tizerindeki (tam) doniisiimler yarigrubunun singiiler
elemanlariin olusturdugu altyarigrup Sing, olmak iizere Sing,,’nin S, = {a € Sing, : xa = x}
altyarigrubunun idempotent dogurayli oldugu gdsterilmis ve S, yarigrubunun ranki ve idempotent
ranki bulunmustur.

A. Umar (1996) tarafindan X,, ilizerindeki tam donisiim yarigrubu ve kismi birebir
doniisim  yarigrubu sirasiyla T, ve I, olmak tiizere T,’nin K- (n,r) ={a € T,: xa <
x ve |imal <r} altyanigrubu ve I,’nin L (n,r) ={a € I, : xa<x ve |ima|<r}u{d}
altyarigrubu i¢in B.~ =K (n,r)/K " (n,r—1) ve Q. =L (n,r)/L (n,r —1) Rees bolim
yarigruplarinin  bir tek minimal doguray kiimesine sahip oldugu gosterilmis ve ranklari
bulunmustur.

A. Laradji ve A. Umar (2004) tarafindan X,, tizerindeki tiim sira-azaltan (sira-koruyan) tam
doniistimlerinin yarigrubu D,,(0,,) olmak tizere D,,(D, N O0,,) nin D(n,r) = {a € D,, : |im(a)| <
r} (C(n,v) =D(n,r)N0,) iki tarafli ideali i¢in DPB.(n) = D(n,r)/D(n,r —1) (CBR.(n) =
C(n,r)/C(n,r — 1)) Rees bolim yarigrubunun bir R-trivial (J- trivial) idempotent tiretegli 0*-
bisimple primitive abundant yarigrup oldugu gosterilmis ve CPB.(n) yarigrubunun eleman sayisinin
ranki ve idempotent ranki bulunmustur.

M. Yagcr ve E. Korkmaz (2020) tarafindan X,, tizerindeki tiim sira-koruyan ve azaltan
donisiimlerin yarigrubu C,, olmak iizere C,, yarigrubunun tiim nilpotent elemanlarinin olusturdugu
N(C,) altyarigrubu i¢in minimal doguray kiime ve rank bulunmustur. Ayrica, C, yarigrubunun
nilpotent altyarigruplari incelenmistir.

M. Yagc1 ve E. Korkmaz (2020) tarafindan sonlu bir yarigrubun a™*! = a™(a™ = 0) ve
a,a?, ...,a™ farkli olmasi kosulunu saglayan a elemam: m-potent (m-nilpotent) eleman olarak
tanimlanirsa N(C,,) yarigrubundaki m-nilpotent elemanlarin sayis1 ve m-potent elemanlarin sayist
bulunmustur. Ayrica, a € T,, i¢in Fix(a) = {x € X, : xa = x} olmak iizere X, zincirinin
herhangi bir Y alt kiimesi i¢in C,,y = {a@ € C, : Fix(a) = Y} kiimesinin m-potent elemanlarmin
sayist bulunmustur.

E. Korkmaz ve H. Ayik (2021) tarafindan X,, tizerindeki tim sira-koruyan ve azaltan
doniistimlerin yarigrubu C,, ve C, yarigrubunun tiim nilpotent elemanlarimin olusturdugu N(C,)

altyarigrubu i¢in

N(Cpy) ={@€N(C,) & lim(a)| <7}
ve

N,.(C,) ={a € N(C,) : aherhangibir1 <m <r i¢in a bir m — potent }


https://scholar.google.com/citations?user=vB5CCV0AAAAJ&hl=tr&oi=sra

olmak iizere N (Cn,r) yarigrubunun eleman sayisi ve ranki bulunmustur. Ayrica, N,.(C,,) kiimesinin
N(C,) yarigrubunun bir altyarigrubu oldugu gosterilmis ve N,.(C,,) yarigrubunun ranki igin bir alt

sinir bulunmustur.



3. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
3.1. Yanigruplar
Tamm 3.1.1. S # @ bir kiime ve 0: S XS = S seklinde tanimli bir fonksiyon olsun. O zaman,

o’ya S tzerinde bir ikili islem denir ve (S, o) ikilisine de bir grupoid denir. Ayrica, eger (S, a) bir

grupoid ise her a, b, ¢ € S i¢in

((a,b)o,c)o = (a,(b,c)o)o
kosulunu saglayan ¢ ikili islemi S {izerinde birlesme 6zelligine sahiptir ve (S, o) ikilisine de bir
yarigrup denir. Burada doniisiim sembollerin sagina yazilmistir. Eger, S kiimesi {izerinde taniml
ikili islem agikga belirtilmis ise (a, b)o yerine a - b ve (S, o) yerine (S,-) veya kisaca S yazacagiz.
O halde, birlesme 6zelligi de

(a-b)y-c=a-(b-c)

seklinde ifade edilebilir.

Tanmim 3.1.2. S bir yarigrup ve e € S olsun.

i) EgerVteSigine-t = eise e elemanina bir sol sifir eleman denir.
i) EgerVte€Sigint-e = e ise e elemanina bir sag sifir eleman denir.

iii) EgerVt e Sigin e-t=evet-e = eise e elemanma sifir eleman denir.

Eger bir yarigrubun sifir elemani mevcut ise kolayca ispatlanacagi iizere bu sifir elemani

tektir ve bu tekligin sonucunda, sifir eleman genellikle O ile gosterilir.
Tanim 3.1.3. S bir yarigrup ve e € S olsun.

i) EgerVteSigine-t=tisee elemanmna bir sol birim eleman denir
i) EgerVteSigint-e =tise e elemanma bir sag birim eleman denir.

ill) EgerVte Sigine-t=tvet-e=tisee elemanma birim eleman denir.

Eger bir yarigrubun birim elemani mevcut ise kolayca ispatlanacagi iizere bu birim elemani

tektir ve bu tekligin sonucunda, birim eleman genellikle 1 ile gosterilir.



Tanim 3.1.4. S bir birim elemanli yarigrup ise S yarigrubuna bir monoid denir.

Tamm 3.1.5. S sifir eleman "0" i¢eren bir yarigrup ve a € S olmak {izere, eger

M=qg-a--a=0
N e’
mtane

a

olacak sekilde bir m pozitif tam sayis1 mevcut ise a elemanina S’nin bir nilpotent elemam denir.

Ayrica, S nin tiim nilpotent elemanlarin olusturdugu kiime N (S) ile gosterilir. Yani;

NGS)={a€S: In€Z icina™ = 0}

olur. Eger, N(S) = S, yani S yarigrubunun her elemani nilpotent ise S’ye bir nilpotent yarigrup
denir. Ayrica, bir a € N(S) i¢in a™ = 0 olacak seklindeki en kii¢iik pozitif tam sayisina a’min

nilpotentlik derecesi denir.

Tamm 3.1.6. S bir yarigrup ve a € S olmak iizere eger, a> =a-a =a ise a’ya S’nin bir
idempotent elemam denir. S’nin tiim idempotent elemanlarin olusturdugu kiime E(S) ile
gosterilir. Daha genel olarak, T, S yarigrubunun bir alt kiimesi olmak tizere T’deki tiim

idempotenlerin kiimesi E (T) ile gosterilir. Yani;,

E(T)={a€T: a*>=a}

olur. Eger, E(S) = S ise S yarigrubuna bir band denir.

S bir yarigrup ve her a,b € S icin a-b =b - a ise S’ye degismeli bir yarigrup denir.

Ayrica, bir degismeli banda yarilatis denir,
Tamm 3.1.7. S bir yarigrup olsun.
i) Eger,Va,b € Sigina-b = aiseS yarigrubuna sol sifir yarigrup denir.
i) Eger,Va,b € Sigina-b = b ise S yarigrubuna sag sifir yarigrup denir.
iii) Eger, S nin bir sifir elemam 0 mevcut, en az 2 elemanli ve Va,b € Sigina-b =0

ise S’ye bir sifir yarigrup denir.

S bir yarigrup, a € S ve T de S’nin bos olmayan bir altkiimesi olsun. O zaman,



aT ={ab: b€ET} ve Ta={ba: b €T}

seklinde tanimlanir.

Tamm 3.1.8. S bir yarigrup olsun. Eger, V a € S i¢in ea = a olacak sekilde bir e € S ve ba = e
olacak sekilde bir b € S mevcut ise S’ye bir grup denir. Ayrica, bir yarigrubun yalnizca e

elemanini igeren {e} kiimesi bir grup olup bu yarigruba asikar grup denir.

S bir yarigrup ve T ile U da S’nin bos olmayan iki alt kiimesi olsun. O zaman,

TU={ab: a€Tveb€eU} ve T?=TT

olarak tanimlanir.

Tamim 3.1.9. S bir yarigrup ve I, $’nin bos olmayan bir alt kiimesi olmak iizere eger

i) I? cIise I kiimesine S yarigrubunun bir alt yarigrubu denir ve I < S ile gosterilir;
ii) SI C Iise I kiimesine S yarigrubunun bir sol ideali denir;
iii) IS < I ise I kiimesine S yarigrubunun bir sag ideali denir;

iV) SI €1 velS C Iise [ kiimesine S yarigrubunun bir ideali denir ve I 2 S ile gosterilir.

Tamm 3.1.10. A ve B iki yarigrup olmak {izere eger her a, b € A igin

(ab)p = (ap)(bp)

olacak sekilde bir p: A = B doniisiimii mevcut ise p doniisime bir (yarigrup) homomorfizmi

denir. Ayrica

i)  p bire-bir ise p’ya bir monomorfizm;

i)  p orten ise p’ya bir epimorfizm;

iii) p bire-bir ve orten ise p’ya bir izomorfizm;
iV) A = B ise p’ya bir endomorfizm; ve

V)  p bire-hir ve 6rten endomorfizm ise bir otomorfizm

denir.



Eger A’dan B’ye bir izomorfizm varsa 4 ile B yarigruplarina izomorfik yarigruplar denir

ve A = B seklinde gosterilir.

Tanmmm 3.1.11. A ve B iki yarigrup omak tizere A X B kartezyen c¢arpimi iizerinde her

(a,b), (c,d) € A X B igin asagidaki sekilde tanimlanan ikili islem ile bir yarigrup olusturur:

(a,b)(c,d) = (ac, bd).

Bu seklinde tanimlanan yarigruba A ve B yarigruplarinin direkt ¢carpim yarigrubu denir.

Tamm 3.1.12. A ve B iki yarigrup ve p : A — B bir homomorfizm olsun. O zaman

im(p) = {ap : a € A}

seklinde tanimlanan kiimeye p’nun goriintii (imaj) kiimesi denir.

Tamm 3.1.13. A ve B iki yarigrup ve p : S — T bir homomorfizm olsun. O zaman

ker(p) ={(a,b) €SXS : ap = bp}

seklinde tanimlanan kiimeye p’nun c¢ekirdek (kernel) kiimesi denir.

3.2. Bagintilar ve Denklik Bagintilar

Tamm 3.2.1. X bos olmayan kiime olmak tizere X X X kartezyen ¢arpiminin her bir o alt kiimesine

X tizerinde bir bagmt1 denir. X iizerindeki tim bagintilarin olusturdugu kiime

By ={c: 0 S XXX}
ile gosterilir. @ € X X X bir bagint1 olup bu bagitiya ya bos bagint1 ya da sifir bagint1 denir.
Ayrica, 1y = {(a,a) : a € X} kiimesi de bir bagint1 olup bu bagitiya birim bagmt1 denir. Eger o,
X tlizerinde bir bagint1 ise

o '={(a,b)eXxX: (ba) €Eo}

bagintisina ¢’nin ters bagintisi denir.



Tanim 3.2.2. X bos olmayan bir kiime olsun. Her p, ¢ € By i¢in bileske islemi
pea={(a,b) EXXxX: IceX icin (a,c) Epve(c,b)€Ec}

olarak tanimlanir. Béylece, By bir yarigrup olup bu yarigruba X {izerinde ki bagintilar yarigrubu

denir.
Tamm 3.2.3. @ # X birkiime x € X, Y € X ve 0 € By ise

i) dom(o)={x€eX: 3 y€eX icin (x,y) € o} kiimesine ¢’nin tamm kiimesi denir.
i) im(o)={yeX: 3 x€X icin (x,y) € g} kiimesine o’nin goriintii kiimesi denir.
i) xo ={y € X: (x,y) € o} kiimesine x’nin o altindaki goriintii kiimesi denir.

iv) xo7! ={y € X : (y,x) € o} kiimesine x’nin o altindaki ters goriintii kiimesi denir.
V) Yo = Uyey X0 kiimesine Y nin o altindaki goriintii kiimesi denir.

Vi) Yo~ ! = Uyey xo~ 1 kiimesine Y nin ¢ altindaki ters goriintii kiimesi denir.

Boylece, Xo = im(o) ve Xa~! = dom(o) olur.

Tamm 3.2.4. X # @ bir kiime ve X tizerindeki herhangi bir ¢ bagintisi i¢in

i) 1x C o oluyor ise o bagintisina yansimah (reflexive) baginti denir;
i) 07! = o oluyor ise o bagintisia simetrik (symmetric) bagint1 denir;
ili) 000 = oise o bagmntisina gecismeli (transitive) bagint1 denir;

iV) o no~!c 1y ise o bagintisina ters simetrik (anti-symmetric) baginti denir.

Yukarida verilmis Ozelliklerden ilk {igcline sahip olan bir bagintiya X iizerinde bir denklik
(equivalence) bagmtis1 denir. Ayrica, o0 bagintisi yansimali, gegismeli ve ters simetrik baginti
oluyorsa ¢’ya X tizerinde kismi siralama (order) bagintis1 denir. g, X iizerinde bir siralama
bagintisi ise her (a, b) € o yerine a <, b veya kisaca, a < b yazilir. Genelikle bir kismi siralama

bagmtisint (X, <) ile gosterecegiz.

Tamm 3.2.5. (X, <) bir kismi sirali kiime olmak {izere eger Va,b € X i¢cin a < b veya b < a ise
(X, <) bir tam sirali kitme denir. Ayrica, @ # Y € X olsun. Her y € Y i¢in a < y olacak sekilde
bir a € Y mevcut ise a ya Y’nin minimum elemani denir ve benzer sekilde y < b olacak sekilde

bir b € Y mevcut ise b ye Y’nin maksimum elemani denir.



Tammm 3.2.6. o, X lizerinde bir denklik bagintis1 ve x € X olmak {izere x’in denklik sinifi su
sekilde tanimlanir:;

xo={yeX: (x,y) €Ea}.

Bu tanima gore, X kiimesinin tiim denklik siniflarinin olusturdugu aile X / o 1le gosterilir ve su

sekilde tanimlanir:
X/g={xa: x € X}.

Dikkat edilirse X/U , X kiinesinin bir parcalanigi olup X’in ¢ bagintist ile olusturulan

parcalanis kiimesi denir. Diger bir ifade ile

i) Vx€Xiginxo # 0,
i) Vx,y€XicinxoNyo=@veyaxo = yo Ve

i) X = Uyexx o olur.

Onerme 3.2.7. Herhangi bir p: X - X doniisiimii icin pop~!, X iizerinde bir denklik
bagintisidir.

Ispat: Howie (1995), Proposition 1.4.7’ye bakiniz. 0

3.3. Green Denklik Bagintilar1
Tanim 3.3.1. S bir yarigrup ve a € S omak lizere
i) S'a=Sauf{a}={qa: q € S}u{a} kilmesine S’nin a elemanmm igeren sol ideali
denir.
i) aS!=aSu{a} ={aq: q € S} U {a} kiimesine S’nin a elemanin1 iceren sag ideali
denir.
iii) S'aS! =SaSuSauvaSu{a}={qar: r€eS}u{qa: q € S}u{aq: q € S}u{a}

kiimesine de S’nin a elemanini igeren ideali denir.

Bu kiimelere ayn1 zamanda, sirastyla S’nin a elemanini iceren esas sol ideali, esas sag

ideali ve esas ideali de denir.
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Tamim 3.3.2. S bir yarigrup olsun. S {izerinde asagidaki bagntilar tanimlanir:

L={(a,b): Sta=Sh}cSxS
R={(a,b): aSt=bS1}cSxS
Jd={(a,b): S'aS* =S'bS}cSxS

Bu bagmtilara sirasi ile, £-Green (sol Green), R-Green (sag Green) ve J —Green bagmtilar

denir. Ayrica, her bir bagintinin bir denklik bagintisi oldugu agik¢a goriilmektedir.

Onerme 3.3.3. S bir yarigrup ve a, b € S olsun.

i) (a,b) € £ ancak ve ancak pa = b ve gb = a olacak sekilde p,q € S* vardir.
ii) (a,b) € R ancak ve ancak ar = b ve bs = a olacak sekilde , s € S* vardur.

iii) (a,b) € J ancak ve ancak par = b ve gbs = a olacak sekilde p, q,7,s € S vardir.
Ispat: Howie (1995), Proposition 2.1.1. e bakiniz. o

Tamm 3.3.5. £ ve R, S yarigrubu lizerindeki sol-Green ve sag-Green denklik bagintilari olsun.
H = LN R seklinde tanimlanan H bagmtisina #£ —Green denklik bagintis1 denir. S yarigrubu
tizerinde L ile R igeren en kiigiik denklik bagintisina da D —Green denklik bagintisi denir ve D =
LVR seklinde gosterilir. Ayrica, D = L o R = R o L oldugu bilinmektedir.

Onerme 3.3.6. S periyodik bir yarigrup, yani her a € S icin a™ € E(S) olacak sekilde (a’ya bagli)

bir m pozitif tamsayis1 mevcut ise J = D olur.
Ispat: Howie (1995), Proposition 2.1.4. e bakiniz. o

Tanim 3.3.7. Bir S yarigrubu iizerinde tanimli olan £, R, H, J ve D —Green denklik bagintilart i¢in
1, CEHCSLRCEDCJCS xS olmak iizere bu denkliklerin arasindaki iligkiler asagidaki Hasse

diyagrami ile gosterilir.

Is
Sekil 1. Green denklik bagmtilarinin Hasse Diyagrami
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Tammm 3.3.8. S bir yarigrup ve a € S olsun. a’y1 iceren H,L,R,J ve D —Green denklik
bagintilar1 altinda tanimlanan denklik smiflar1 sirasi1 ile Hg, Ly, Ry, Jo Ve D, sembolleriyle
gosterilir. Ayrica, S yarigrubu iizerindeki bu denklik bagintilari ile olusturulan denklik siniflarinin

(bolim) kiimeleri, sirasiyla S/H ,S/L,S/R,S/J,S/D seklinde ifade edilir.

S yarigrubu tizerindeki Green denklik bagintilarinin arasinda su iligki bulunmaktadir

HcLveREDCJ

Ayrica, D-Green denklik bagintisimin tanimi geregi herhangi a,b € S igin asagidaki esitlikler

gecerlidir:
Lo,NR,=H, <L, ve R, €L,UR, €D,
Bunlara ek olarak, aDb iligkisi
aDb < L, NRy, #d = Ly,NR, #0
oldugu acike¢a goriilebilir. O halde, bir D —Green denklik sinifi D, ayrik £ —Green denklik siniflari
ve R —Green denklik smiflarmin birlesimidir. Boylece, bir D —sinifi, her satirt bir R —sinifini, her

stitunu bir £ —sinifi ve her hiicresi de bir H —sinifi olan bir yumurta kutusu seklindedir. Diger bir

ifade ile

Cizelge 1. Bir D —Green Denklik Simifi Ornegi

Tanim 3.3.9. n ile r pozitif tamsayilar ve n > r olmak iizere n farkli nesnenin r tane dzdes kutuya
hi¢ biri bosta kalmayacak sekilde dagilimlarinin sayisina ikinci tip Stirling Sayisi denir ve S(n,r)

ile gosterilir. Ayrica,

r—1
S(n,7) = %Z(—nk (o=
=0
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oldugu bilinmektedir. Bununla birlikte S(n,1) = S(n,n) = 1 olmak tizere her 2 < r < n igin

Sn,r)=rSn—-1,r+Snh—-1,r—-1)

indirgeme bagintisini sagladigi da bilinmektedir.

Cizelge 2. Baz1 Ikinci Tip Stirling Sayilart

n\r 1 2 3 4 5
1 1
2 1 1
3 1 3 1
4 1 7 6 1
5 1 15 25 10 1

3.4. Baz1 Doniisiim Yarigruplar

Tamm 3.4.1. X # @ ve a € By olmak tizere eger her x € X i¢in |xa| = 0 veya |xa| = 1 ise a’ya
X tizerinde bir kismi doniisiim denir. X tizerindeki tim kismi doniigtimlerin kiimesi Py ile

gosterilir.

Onerme 3.4.2. X bos olmayan bir kiime olmak iizere Py, By in bir altyarigrubudur.

ispat: a,f € Py ve x € X olsun. Eger, x € dom(a) ise xa =@ olup @8 = @ oldugundan
x(aB) = (xa)B = OB = @ olur. Boylece, |x(aB)| =0 oldugundan kosul saglanir. Eger, x €
dom(a) ise xa = {y} olacak sekilde bir tek y € X vardir. Ayrica, {y}8 = yB & dom(pB) ise yB =
@ olup x(aB) = (xa)B = yB = @ oldugundan |x(aB)| = 0 olur. Simdi x € dom(a), xa = {y} ve
y € dom(B) olsun. O zaman, yf = {z} olacak sekilde bir tek z € X vardir. Boylece, x(af) =
(xa)B = {y}p = yB = {z} olup |x(ap)| = 1 olur. 0

Py altyarigrubuna X iizerindeki kismi doniisiimler yarigrubu denir.
Onerme 3.4.3. a, € Py igin
i) dom(ap) = [ima ndompB]a™?

i) im(ap) = [ima NndompB] B

olur.
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Ispat: Howie (1995), Proposition 1.4.3. e bakiniz. o

Onerme 3.4.4. a € Py olsun. O zaman, a bir idempotenttir ancak ve ancak her x € im(a) igin

xa = x dir.

Ispat:(=) a € E(Py) olsun. Eger @ = Oy ise sonug agiktir. Eger a # 0y ise im(a) #= @ olup
herhangi bir x € im(a) igin ya = x olacak sekilde bir tek y € dom(a) vardir. Boylece, a? = a
oldugundan xa = (ya)a = ya? = ya = x olur.

(&) Her bir x € im(a) i¢in xa = x olsun. Eger im(a) = @ ise a« = 0x € E(Px) olur.
Eger im(a) # @ ise dom(a) # @ olup her bir y € dom(a) igin ya € im(a) oldugundan ya =

(ya)a = ya? olup a = a? yani a € E(Py) olur. o

Tamm 3.4.5. a € Py icin

ker(a) ={(x,y) e XXX : x,y € dom(a) ise xa = ya veya x,y & dom(a)}

kiimesine a’nin ¢ekirdek kiimesi denir.

Tamim 3.4.6. Her bir a € Py i¢in

Fix(a) = {x € dom(a) : xa = x}
Shift(a) = {x € dom(a) : xa # x}

olarak tanimlanan kiimelere sirasiyla a’nin sabit noktalarimin kiimesi ve a’nin sabit olmayan

noktalarimin kiimesi denir.

Onerme 3.4.7. a € Py olsun. O zaman, a’nin bir idempotent olmas1 icin gerek ve yeter kosul

Fix(a) = im(a) olmasidir.

ispat: (=) a bir idempotent olsun. Eger x € Fix(a) ise xa = x oldugundan x € im(a) olup
Fix(a) € im(a) olur. Ayrica, x € im(a) ise ya = x olacak sekilde bir y € dom(a) vardir.
Boylece, a bir idempotent oldugundan xa = (ya)a = ya? = ya = x olup x € Fix(a) olur.
Boylece, im(a) € Fix(a) de oldugundan im(a) = Fix(a) olur.

(&) Fix(a) = im(a) olsun. O zaman, her y € dom(a) i¢in ya € im(a) = Fix(a)

oldugundan ya? = (ya)a = ya olup a bir idempotenttir. o
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Tamm 3.4.8. @ # X bir kiime ve a € By olmak iizere eger her x € X i¢in |xa| =1 ise a’ya X
tizerinde bir (tam) doniisiim denir. X {izerinde ki tim (tam) dontisiimlerin kiimesi Ty ile gosterilir.

Dolayisiyla, a € Ty ise dom(a) = X olur.

Herhangi bir a € Py ve x € dom(a) icin xa = {y} olacak sekilde bir tek y € X
oldugundan bundan sonra xa = {y} yerine xa = y yazacagiz. Ayrica a, B € Px Ve x € dom(af3)
i¢cin

x(ap) = (xa)p

yazilir.

Onerme 3.4.9. @ # X bir kiime olmak iizere Ty, By ’in bir altyarigrubudur.

Ispat: a, B € Ty ve x € X olsun. O zaman, bir tek y € X i¢in xae = y ve bir tek z € X icin yf = z
olur. Boylece, bir tek z € X i¢in x(af) = (xa)B = yB = z oldugundan aff € Ty olur. o

Ayrica, Ty € Py oldugundan Ty, Px’in bir alt yarigrubu olur ve Ty < Py < By seklindedir.

Dikkat edilirse, 15 € Ty olup Ty bir monoid olur. Fakat 05 & Ty olur.

Tanmim 3.4.10. @ € Py olmak iizere eger im(a) # @ iken her x € im(a) igin |xa~t| = 1 oluyor ise
a’ya bir kismi bire-bir doniisiim denir. X lizerindeki tiim kismi bire-bir doniisiimlerin kiimesi I
ile gosterilir. Bdylece, her a € Iy igin |dom(a)| = |im(a)| olur. Ayrica, ™! € Iy oldugu agiktir.

Son olarak, Iy < Py oldugu da agiktir.

Tamm 3.4.11. @ € Ty olmak iizere eger her y € X i¢in xa = y kosulunu saglayan bir x € X varsa

a’ya bir orten doniisiim denir.

Tanim 3.4.12. @ € Ty olmak iizere eger @ hem bire-bir hem drten doniisiim ise a’ya X iizerinde bir
permiitasyon denir. X iizerindeki tim permiitasyonlarin kiimesi Sy ile gosterilir. Ayrica, Sy <

Iy, T, Py oldugu goriliir.
Biz ¢alismamiz boyunca X = X,, = {1,2,...,n} sonlu kiimesini ele alacagiz ve By,

Py, Ty, Ix, Sx yerine sirasi ile By, P, Ty, I, S, yazacagiz. Boylece, S, € I,,, T,, € P, € B,, olup

aralaridaki bu iligki asagidaki Hasse diyagramui ile gosterilebilir.
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Sekil 2. Doniigiim Yarigruplarinin Hasse Diyagrami

Ayrica, a € P, kismi doniisiimii

q = (x Edom(a) x€X,\ dom(a))
- xa -

seklinde yazilir. Ozel olarak, a € T,, doniisiimii
(1 2 ... n
*= (1(1 2 .. na)
seklinde yazilir. Boylece,

X, X X,| =n2,  |Byl=2"", |P=(n+1D"

Tal =0 Il =30o()° 1 ve ISyl =n!
oldugu kolayca goriilmektedir.
Onerme 3.4.13. Her a, 8 € Py icin
i) dom(aB) € dom(a)

i) im(ap) € im(B)
i) |im(ap)| < |im(a)|

olur.

ispat:
i) Eger dom(af) = @ sonug agiktir. Eger x € dom(af) mevcut ise (x,y) € aff olacak
sekilde bir tek y € X vardir. Dolayisiyla, (x,z) € a ve (z,y) € B sekilde bir tek z € X
mevcut olup x € dom(a). Boylece, dom(af}) S dom(a) olur.

i) Benzer sekilde gosterilir.
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iii)a:(A1 Ay . A, Ar_ﬂ)veﬁ:(le1 B, .. By Bgyy

olsun. O zaman
a, ap .. a by b, .. by —) '

dom(apf) € dom(a) oldugundan dom(aB) € Uj_,A; olur. Her x € dom(af) i¢in x € 4;
olacak sekilde bir tek 1 < i < r vardir. Boylece, 4;a = a; oldugundan x(af) = (xa)B = a;f €
{aip: 1<i<r} olur. im(aB) S {a;f: 1<i<r} ve |[{g;f: 1<i<r}|<r oldugundan

lim(aB)| < |im(a)| olur. O

Onerme 3.4.14. o, B € P, olmak iizere

1) (a,pB) € L ancak ve ancak im(a) = im(B) olmasidir;

i) (a,B) € R ancak ve ancak ker(a) = ker(B) olmasidir.
Ispat: Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Theorem 4.5.1 e bakniz.

Onerme 3.4.15. Her a, B € Ty icin ker(a) S ker(af) olur.

Ispat: Eger (a, b) € ker(a) ise aa = ba oldugu igin B iyi tammlidir. Béylece, (aa)f = (ba)f
yani a(a o 8) = b(a ° B) olup, (a, b) € ker(a) olur. o

Tamm3.4.16. ST, = Sing, ={a € T,: |im(a)|<n—1} olarak alalim. ST, kiimesi bir
yarigrup olup bu yarigruba singiiler doniisiimler yarigrubu ve eclemanlarina da singiiler
doniisiimler denir.

Sp < T, ancak S, £ T, oldugu ve ST,, 2 T,, oldugu kolayca goriiliir.
3.5. Doguray Kiimeleri
Tamm 3.5.1. S bir yarigrup ve A da S’nin bos olmayan bir alt kiimesi olmak tizere S yarigrubunun
A alt kiimesini igeren en kiigiik altyarigrubuna A tarafindan dogurulan (generated) altyarigrubu
denir ve genellikle (A) ile gosterilir.
Teorem 3.5.2. S bir yarigrup ve A € S bos olmayan bir alt kiimesi olmak iizere

1) (A)=n{T <S: AcCT}ve

i) (A)={aja,--a,: n€Z* ve aj,a,,..,a, EA}

olur. o
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Onerme 3.5.3. Eger S bir yarigrup ve A ile B, S iizerinde bos olmayan iki alt kiime ise A € B

olmasi durumunda (A) € (B) olur.
Ispat: (A) =M ve (B) =N olsun. AS M ve A S B € N oldugundan A € N n M olur. Boylece,
N N M de $’nin A’y1 igeren bir altyarigrubu olur. Dolayisiyla, M’nin tanimi geregi M € N N M
olup NnMc MveNNM S N oldugundan M = NNM < N olur. o
Tammm 3.5.4. S bir yarigrup ve @ # A € S olsun. Eger, S = (4) ise A’ya S$’nin bir doguray
(iireteg) kiimesi denir. Buna ek olarak, bir a € S i¢in S = ({a}) oluyor ise S yarigrubuna
monojenik (tek dogurayh) yarigrup denir.
Tamm 3.5.5. S bir yarigrup ve a € S olsun.

(a) ={a,a? ..} ={a*: keZ"}
kiimesi sonsuz sayida farkli eleman igeriyor ise (a)’ya sonsuz monojenik yarigrup denir. Aksi
takdirde, (a) kiimesi sonlu olup a® = a' olacak sekilde farkli iki pozitif tamsayr mevcuttur.
Boylece,

A={keN :ad*=a' vek#1€eN}

kiimesi N’nin bos olmayan bir alt kiimesi olur. Bu durumda, min(4) mevcut olup, min(4) = m ise

B={keN: a™* =g (keN)}

kiimesi de N’nin bos olmayan bir alt kiimesi olur. Bu durumd da min(B) mevcut olup min(B) =r

ise

(a) ={a,a? a3, ..,.a™ Y a™ a™?, ..., a™" 1}

olur. Ayrica, m’ye a’nin indeksi ve r’ye de a’nin periyodu denir ve bu monojenik yarigrup

M, - (a) ile gosterilir, yani

(@) = My r(a) ={aa?d3 ..,am 1 a™ o™, . ,am" 1}

olup, m + r — 1 elemanli ve a™*" = a™ olur.
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Tanim 3.5.6. S bir yarigrup olmak iizere her a € S igin |[(a)| < oo ise S yarigrubuna bir periyodik

yarigrup denir. Ayrica, sonlu doniisiim yarigruplarinin periyodik oldugu agiktir.

Tamm 3.5.7. S bir yarigrup olsun. Eger sonlu bir @ # B € S i¢in S = (B) ise S yarigrubuna sonlu
dogurayh yarigrup denir. Ayrica, sonlu dogurayl bir S yarigrubu i¢in rank kavrami su sekilde

tanimlanir:

rank(S) = min{ |B| : (B) =S ve B € S sonlu}

Benzer sekilde, eger S yanlizca idempotent elemanlardan olusan sonlu bir kiime tarafindan

dogruluyor ise S yarigrubunun idempotent ranki su sekilde tanimlanir:

idrank(S) = min{ |B|: (B) =S ve B € E(S) sonlu}

Bu iki tanimlamadan agik¢a anlagilacagi iizere, her zaman rank(S) < idrank(S) oldugu

agiktir.

Tamm 3.5.8. Herhangi bir a € S, i¢in Shift(a) = {i;, i, ..., } (r =2)olsun.Her1 <j<r-—-1
igin {ja = ij,4 Ve l,a = iy ise a’ya bir r —devir denir ve a = (iyi, -+ i,) seklinde yazilir. Ayrica,

bir @ = (i,i,) 2-devirine bir transpozisyon denir.

Tamm 3.5.9. Eger k, | pozitif tamsayilar i¢in {a, a,, ..., ax} ve {by, b, ..., b;} iki ayrik kiime ise

(aay -+ ay) ve (byb, - b;) devirlerine ayrik devirler denir.

S, grubu n elemanli bir kiimenin tiim permiitasyonlarinin olusturdugu bir gruptur ve her
bir permiitasyon, ayrik devirlerin ¢arpimi olarak ifade edilebilir. Her devir transpozisyonlarin
carpimi seklinde yazilabildiginden S, grubu transpozisyonlarmin olusturdugu kiime tarafindan
dogrulur. S,,’de herhangi bir transpozisyon (iyi,) i¢in (i;i,) = (i,i;) oldugundan S,, grubunda

n-1) tane transpozisyon bulunmaktadir. Ayrica, n = 3 icin S,, degismeli olmadigindan devirli

olamaz.
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4. SIRA-AZALTAN DONUSUM YARIGRUPLARI

4.1. D, ve PD,, Doniisiim Yarigruplarmmn Kardinaliteleri

Tamm 4.1.1. X,, = {1,2, ..., n} lizerinde tammlh 1 < 2 < -+ < n siralamasi ile bir zincir ve @ € Py
olmak iizere eger her x € dom(a) i¢in xa < x ise a’ya bir sira-azaltan kismi doniisiim denir.
X, tzerinde tanimli tiim sira-azaltan kismi doniigtimlerin kiimesi PD,, ile gosterilir. Ayrica, tim

sira-azaltan (tam) donistimlerin kiimesi de D,, ile gosterilir.

Ornek 4.1.2. Dikkat edilirse
ve

seklindedir.

Onerme 4.1.3. D,,, T,, yarigrubunun bir altyarigrubudur.

ispat: a, B € D, olsun. Her x € X,, i¢in xa < x ve (xa)B < xa oldugundan
x(af) = (xa)B < xa < «x

olup af € D,, olur. Dolayisiyla, D,;, T, nin bir altyarigrubu olur. o

Onerme 4.1.4. n > 1 olmak iizere |D,,| = n! olur.

Ispat: Sira-azaltan doniisiim yarigrubunun eleman sayisini hesaplayalim. Herhangi bir a € D,
alalim. « € D,, ise Vx € X,, i¢in xa < x oldugundan
(1 2 - n—-1n
a=(_ 20 )

—> n tane durum (1,2, ...,n)
n — 1 tane durum
2 tane durum (1,2)

1 tane durum (1)
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olup, [D,| =n(n—1) -1 = n!elde edilir. o

: . - _ (12 - m
Dikkat edilirse her « € D,, i¢in la =1 ve D,NS, = {(1 S n)} olur. O halde,
, . . 12 == m\ ..
D,,’de permiitasyon olan bir tek ( 12 - n) (birim doniisiim) vardir.

Onerme 4.1.5. PD,,, P, yarigrubunun bir altyarigrubudur.
ispat: a,B € PD,, olsun. Eger, af =0, ise 0, € PD, oldugu aciktir. Eger af # 0, ise
dom(af) # @ olsun. Herhangi bir x € dom(af) icin x € dom(a), xa < x, xa € dom(f) ve
(xa)B < xa oldugundan
x(aB) = (xa)B < xa < «x
olup, af € PD,, olur. Boylece, PD,, de B,’nin bir altyarigrubu olur. o
Ayrica, D, = PD,, N T, olur.

Onerme 4.1.6. n > 1 olmak iizere |PD,,| = (n + 1)! olur.

Ispat: Sira-azaltan kismi déniisiim yarigrubunun eleman sayisini bulalim. Herhangi bir a € PD,,

alalm. @ € PD,, ise Vx € X,, i¢in xa < x olup
a=(2 277
—> n + 1 tane durum (—,1, ...,n)

3 tane durum (—,1,2)

2 tane durum (—,1)

oldugundan |PD,| =2 -3 (n+ 1) = (n + 1)! elde edilir. o

4.2. D, ve PD,, Déniisiim Yarigruplarinin Baz1 Ozellikleri

Her a € D,, i¢in 1a = 1 oldugundan asagidaki énermeye sahibiz.

Onerme 4.2.1. Her a € D,, i¢in 1 € Fix(a) olur. O
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Eger,a=(§ g i)veﬁ=(§ i 3)6T3iseaﬁ=(i i g)olup

Fix(af) = {1,3} # @ = {2} n {3} = Fix(a) N Fix(B)

oldugundan genel olarak Fix(aB) # Fix(a) N Fix(B) olur. Bunula birlikte, asagidaki bulguyu

ifade ve ispat edelim.

Onerme 4.2.2. Her a, B € D,, igin Fix(af) = Fix(a) n Fix(B) olur.

Ispat: Herhangi bir x € Fix(a) N Fix(B) i¢in xa = x ve x8 = x oldugundan
x(ap) = (xa)B =xB =x

olup x € Fix(ap) olur. Boylece, Fix(a) N Fix(B) S Fix(apf) olur. Ayrica, x € Fix(af) ise a ile

B sira-azaltan oldugundan
x=x(aB) = xa)B <xa<x
olup, x < xa < x yani xa = x ve dolayisiyla xf = x olur. Boylece, x € Fix(a) N Fix(B) olup,
Fix(af) € Fix(a) N Fix(B)
olur. Dolayisiyla,
Fix(aB) = Fix(a) N Fix(B)

esitligi elde edilir. o

Ayrica herhangi bir @ € T,, i¢in Shift(a) = X,\Shift(a) ve her A, B € X, i¢gin AN
B = (X,\4) U (X;;\A) oldugundan asagidaki sonucu yazabiliriz.

Sonuc 4.2.3. Her a, § € D, i¢cin Shift(af) = Shift(a) U Shift(f) olur. o
Onerme 4.2.4. Her a, 8 € PD,, i¢in Fix(af) = Fix(a) N Fix(B) olur.
ispat: Eger Fix(af) = @ ise acik¢a Fix(af) S Fix(a) N Fix(B) olur. Eger Fix(ap) # @ ise

herhangi bir x € Fix(af) alalim. O zaman, x(af) = x olup x € dom(af) ve dolayisiyla, x €

dom(a) ve xa € dom(p) olur. Boylece, a ile § sira-azaltan oldugundan
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x=x(af)=xa)f <xa<x
olup xa = x ve dolayisiyla, x8 = x olur. Boylece, x € Fix(a) N Fix(B) olup
Fix(aB) = Fix(a) N Fix(B)
olur. Ayrica, eger Fix(a) N Fix(B) =@ ise agik¢a Fix(a) N Fix(B) € Fix(aB) olur. Eger
Fix(a) n Fix(B) # @ ise herhangi bir x € Fix(a) N Fix(B) alalm. O zaman, xa = x ve xf = x
oldugundan
x(ap) = (xa)B = xB =x
olur. Boylece, x € Fix(af) olup,
Fix(a) N Fix(B) S Fix(aB)
olur. Dolayisiyla
Fix(aB) = Fix(a) N Fix(B)
esitligi elde edilir. o
Bu bulgulardan sonra asagidaki sonucu direkt yazabiliriz.

Sonug 4.2.5.

i) Hera,p € PD, igin Fix(af) = Fix(Ba) olur.

i) Hera € PD,, ve m € N igin Fix(a™) = Fix(a) olur. o

4.3. D,, ve PD,, Doniisiim Yarigruplarimin idempotent Elemanlari

Onerme 4.3.1. a € D, icin a’nm bir idempotent olmas1 gerek ve yeter kosul her a € im(a) igin

min(aa™!) = a olmasidur.

Ispat: (=) Eger a € E(D,)) ve a € im(a) ise aa = a oldugundan a € aa ! olur. Ayrica, her b €

aa~li¢in a = ba < b oldugundan min (aa™1) = A olur.
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(&) Her a € im(a) i¢in min(aa™!) = a olsun. O zaman, a € aa™! oldugundan aa = a
olup a € Fix(a) olur. Boylece, im(a) € Fix(a) olup im(a) = Fix(a) oldugundan a € E(D,,)

olur.o
Onerme 4.3.2. n > 1 i¢in

ED@I = S(ur)
r=1

olur.

Ispat: X,,’nin herhangi bir parcalamst P = {4, 4,, ..., 4.}, (1 <7 <n) olsun. Eger bir a € D,

icin

ise Onerme 4.3.1 den a bir idempotent elemandir ancak ve ancak her 1 < i < r i¢in min (4;) = a;
olmasidir. Dolayistyla, X,,’nin her bir pargalanisi {4,, A4,, ..., A} i¢in ker(a)’nin denklik simiflari
{A1, A, ..., A} olacak sekilde bir tek a € E(D,,) vardir. Boylece, her bir 1 < r < n igin X,,’nin

r’li pargalanis1 S(n, ) oldugundan

E@I =) S@ur)
r=1

olur. o

Onerme 4.3.3. « € PD,, icin a’mn bir idempotent olmasi gerek ve yeter kosul her a € im(a) igin

min(aa~1) = a olmasidir.
ispat: Onerme 4.3.1.ile aym sekilde ispatlanabilir. o

Onerme 4.3.4.n > 1 icin

n+1

|E(PD,)| = z St +1,7)
r=1

olur.
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Ispat: a € E(PD,)\E(D,,) ve |im(a)| = r olsun. Eger r = 0 ise PD,,’de bir tek idempotent (sifir
dontisiim) vardir. Simdi r # n olacagindan 1 <r <n — 1 kabul edelim. O zaman, ker(a) nin
denklik smniflart {44, ..., A,, A,4+1} olacak sekilde X,,’nin bir r 4+ 1°li parcalanist {44, ..., Ay, Ay 41}
vardir. Dolaystyla, Onerme 4.3.3 ten ker(a) = UMX}A; X A; ve |im(a)| =r olacak sekilde

PD,’de r + 1 tane idempotent vardir. Bunlar 1 < i < r + 1 i¢in min (4;) = a; olmak {izere

(Al AT' AT+1) (A]_ AT‘—]. AT AT+1> . (A1 Al cee AT+1>
a, . a =) \ag . Q-1 — a-+1) \— a; - ar4q

olur. Boylece, her 1 <r <n —1 i¢in X,,’nin S(n,r + 1) tane r + 1’li parcalanig1 ve her bir r +

1’li pargalanisi i¢in r + 1 tane idempotent vardir. Diger bir ifade ile
l{a € E(PD,)/E(Dy) : lim(a)| =7} = (r+1)-S(n,r + 1)

olup

|E(PD,)| = ZS(n o <1 + Z(r +1)-Stnr+ 1))
(nr)>+( (r+1)-S(n,r+1)+1>
(S0 (5

n—1
=1+ (Z(S(n,r) +r+1)-Shr+ 1))) +1

n—1
— Stn+1,1) +ZS(n+ Lr+1D)+Sm+1n+1)

r=1
= Z S(n+1,7)
r=1

olur. o

Ornek 4.3.5. n = 3 igin

Co G- G G- D6 )
e R e S S SRS
(1 2 2)'(1 — 3)'(1 1 3)'(— 2 3)'(1 2 3)
ve
|E(PD3)|=ZS(4,7*)=1+7+6+1=15
=1
olur. '
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4.4. D, ve PD, Doniisiim Yarigruplarimn Nilpotent Elemanlar:
Simdi

elemanini goz Oniine alalim. Her a € D,, i¢in 1a = 1 oldugundan

Oda = Od = aOd
olup D, ’nin sifir elemani 04 olan bir sifirli yarigrup olur.
Onerme 4.4.1. N(D,)) = {a €D, : Fix(a) = {1}} olur.
Ispat: Her a € D,, i¢in 1 € Fix(a) oldugundan {1} € Fix(a) olur. Kabul edelim ki, herhangi bir
a € N(D,) ve x € X,, i¢in xa = x olsun. O zaman, a™ = 04 olacak sekilde bir m € Z* mevcut
olup

x=xam™=x0=1

olur. Boylece, x = 1 olup, Fix(a) = {1} olur. Tersine, bir a € D,, i¢in Fix(a) = {1} olsun. O

zaman, herhangi bir 2 < k < n igin
ka<k-1
olur. ka = 1 ise sonug agiktir. Aksi halde

2<ka<n-1
olup
ka? = (ka)a< (ka)—1<k—-2<n-2

olur. Ayrica, ka? = 1 ise sonug agiktir. Aksi halde, benzer sekilde devam edildiginde
1<ka®™l=n-(n-1)=1

olup ka™ 1 = 1 ve dolayistyla a™1 = 0,4 olur. Boylece

N(D,) ={a € D, : Fix(a) = {1}}

olur. o
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Onerme 4.4.2. n > 2 igin N(D,,), D,,’nin bir altyarigrubu olup |N(D,)| = (n — 1)! olur.
Ispat: Her a, § € N(D,,) igin Onerme 4.2.1 ve Onerme 4.2.2 den
Fix(aB) = Fix(a) n Fix(B) = {1} n {1} = {1}
oldugundan af € N(D,,) olur. Béylece, N(D,,) < D,, olur. Her bir « € N(D,,) i¢in
: Xp-1 2 Xn—1

dontisiimiinii her x € X,,_4 i¢in x& = (x + 1)« seklinde tanimlayalim. O zaman, her x € X,,_; i¢in

(tanimli ise) x@ = (x + 1)a < x oldugundan @ € D,,_; olur. Ayrica, her § € D,,_; i¢in
E: Xn = Xn

déniisiimiinii 18 = 1 ve her 2 < x < n i¢in x8 = (x — 1)B seklinde tanimlayalim. O zaman, her

2<x<niginx—1€ X,_,olup
xB=(x-1DB<x—1<x
oldugundan B € D,, olur. Ayrica, F ix(E) = {1} oldugundan B € N(D,,) olur. Béylece
@:N(Dy) = Dp_q
doniisiimii, her « € N(D,,) i¢in agp = @ ve
0:Dp_1 > N(Dy)

déniisiimii, her 8 € D,,_; i¢in fo = B olarak tanimlanir ise her & € N(D,,) ve her 8 € D,,_,igin

a

a(po) = do a

ve

Blow)=Bo=F=p

oldugundan ¢~ = o ve ¢, bire-bir ve orten olur. Boylece
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|N(Dn)| = |Dn—1| =(n- 1)!

olur. o
Onerme 4.4.3. N(D,)) = {a €D, : Fix(a) = {1}} olur.

Ispat: (=) a € N(PD,,)) olsun. O zaman, a™ = 0,, olacak sekilde m € Z* vardir. Béylece, Sonug
4.2.5 (ii) den Fix(a) = Fix(a™) = Fix(0,) = @ olur.
(&) Fix(a) = @ olsun. Eger a = 0,, ise sonug agiktir ve &« € N(PD,,) olur. a # 0,, ve

x € dom(a) olsun. O zaman, «a sira-azaltan ve |X,,| = n oldugundan

x> xa > (xa)a = xa? > (xa?) = xa3 = - > xa™ 1 > xa™

dizisindeki n + 1 elemanm olan x,x, xa?, ...,xa™ 1, xa™ elemanlarmin hepsi birbirinden farkli

olamaz. Dolayisiyla, bu dizi azaltan olodugunda ya xa**~! = xa*x olacak sekilde bir 1 < k, <n
vardir ya da xa*x=1 ¢ dom(a) olur. Eger xa*x~1 = xa*x olacak sekilde bir 1 < k, < n mevcut

olsaydi
(xa®)a = xa*x
olup xa*x=1 € Fix(a) = @ celiskisi elde edilir. Dolayisiyla, xa*x & dom(a) olur. Eger,

m = max {k, : x € dom(a)}

alinir ise her x € dom(a) i¢in xa™ € Fix(a) = @ olacagindan a™ = 0,, olur. Dolayisiyla, @ €

N(PD,,) olur. o
Onerme 4.4.4. n > 1 igin N(PD,;), PD,,’nin bir idealidir ve [N(PD,,)| = n! olur.
Ispat: Her « € N(PD,)) ve her B € PD,, i¢in Fix(a) = @ oldugundan

Fix(af) = Fix(Ba) = Fix(a) N Fix(B) = ® N Fix(B) = @
olup aB, Ba € N(PD,,) olur. Béylece, N(PD,,), PD,,’nin bir idealidir.

Eger « € N(PD,,) ise 1 € dom(a) olur. Aksi halde, 1a& = 1 olur ki bu Fix(a) = @ olmasi
ile geligir. Boylece, dom(a) # X,, olur. Her « € N(PD,,) igin
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axX, - X,

doniistimiinii, her x € X,, i¢in

‘i = {xa eger x € dom(a)
~lx eger x & dom(a)

olarak tanimlayalim. O zaman, dom(&) = X,, ve her x € dom(a) igin x@ = xa < x ve her x €

X,\dom(a) i¢in x@ = x < x oldugundan & € D,, ve Fix(@) = X,\dom(«a) olur. Simdi de
0:N(PD,) - D,

dontisiimiinii, her « € N(PD,;) i¢in 8a = @ olarak tanimlayalim. Herhangi «, € N(PD,,) igin
af = B0 ise @ = f olup Fix(@) = Fix(p) oldugundan dom(a) = dom(p) olur. Ayrica, her x €
dom(a) i¢in xa = x&@ = xf8 = xf oldugundan @ = B olur. O halde @ bire-bir olur. Her y € D,,

i¢in
ViXn = Xy

dontisimini, dom(y) = Shift(y) olmak {izere herx € dom(y) igin xy =xy olarak
tanimlayalim. Boylece, ¥ € PD,, ve her x € dom(y) igin xy # x oldugundan Fix(¥) = @ olur.
Dolayisiyla, ¥ € N(PD,,) ve 8 = y oldugundan 6 ortendir. Boylece,

IN(PDy)| = |Dp| = n!
olur. o
4.5. D, ve PD,, Doniisiim Yarigruplarinin Green Denklik Bagintilari

Onerme 4.5.1. o, B € D,, icin

i) (a,PB) € L olmasi igin gerek ve yeter kosul im(a) = im(B) ve her a € im(a) igin
min(aa™!) = min(af ') olmasidr.

i) (a,B) € R olmasi igin gerek ve yeter kosul @ = 8 olmasidir.

Ispat: i) (=) (a,B) € £ olsun. O zaman, Ada = B ve uf = a olacak sekilde A, u € D,, vardir. O
halde,
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im(B) = im(Aa) € im(a) = im(up) < im(B)

oldugundan im(a) = im(B) olur. Eger im(a) = im(B) = {a;,a,, ...,a,.} ve her 1 <i <r igin

Ai = aia_l ve Bi = aiﬁ_l ise

a:(Al A, .. Ar) ve ﬁ:<Bl B, .. Br)
a; a, .. a a; a, .. a

seklindedir. Ayrica, her 1 < i < r i¢in min (4;) = ¢; ve min (B;) = d; olmak tlizere a; < ¢; ve

a; <d;olur.Her1 <i <rigin
a; =d;f = (dMa

oldugundan d;A € A; ve ayrica, A € D,, ve min (4;) = ¢; oldugundan ¢; < d;A < d; olur. Yani,

¢; < d; olur. Tersine,

a; = ¢ia = ¢;(up) = (P
oldugundan c;u € B; ve ayrica, 4 € D,; ve min (B;) = d; oldugundan d; < c;p < ¢; olur. Yani,
di <¢ Olup c; = di olur.

(&) im(a) = im(B) ={ay,a,,...,a,} ve her 1 <i <ri¢in 4; = aq;a™* ve B; = q;f?!
l l l l

olmak tizere

a=(A1 Ay .. Ar) ve 'Bz(Bl B, . Br)
a, a; .. a a, a; .. a,

seklindedir. Ayrica, her 1 < i < ri¢in ¢; = min (q;a™1) = min (q;8~1) oldugundan

A:(Bl B, . Br> e #:(Al 4, . Ar)
C1 Cy e Cp C1 Cy e Cp

almirise A, u € D, Aa = B ve uf = a olup (a, B) € L olur.
ii) (&) a = p ise sonug agiktir ve (@, B) € R olur.

(=) (a,B) € R olsun. O zaman, aA = B ve Bu = a olacak sekilde A, @ € D,, vardir.

Boylece, her x € X,, igin
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xB = x(ar) = (xa)X < xa
xa =x(Bu) = (xBu < xp

oldugundan xa = xf olup « = B olur. o
Sonug 4.5.2. D, yarigrubu lizerinde X = Rve ] =D = L olur. o
Her1 <r <nigin
Jr = Jr(Dn) = {a € Dy: |im(a)| = 7}
olarak tanimlayalim.
Ornek 4.5.3. a, B € D, elemanlari
a=(1 23358 wp=(1 230567
ise
1la™! ={1,2}, 2a ' =1{3,4,6,7}, 4a~! = {5}
1871 ={1,2,6}, 2871 ={3,4,7}, 471 ={5}
olup (a, B) € L olur.
Dikkat edilirse, ker(a) # ker(f) oldugu goriilebilir.

(n-1)n

Onerme 4.5.4. 2 < k < nigin |[E(J,_;)| = olur.

Ispat: a € E(J,,_;) ise bir 2 < k < nigin im(a) = X,,\{k} olur. Béylece,

Y, = {1,34,..,n} = X,\{2}
Yy ={1,2,4,5...,n} = X,\{3}
Yoo ={1,2,...,n—=2,n} = X,\{n — 1}
Yn = {1;2; e — 1} = Xn\{n}
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olmak tizere im(a) = Y, olacak sekilde 1 tane, im(a) = Y5 olacak sekilde 2 tane ve benzer sekilde

devam edildiginde im(a) = Y,, olacak sekilde n — 1 tane idempotent vardir. Boylece,

(n—1n
EGn)l =142+ +n—1="""T
olur. o
Ornegin, n = 4 icin
E09={(113 G271 G322 o)
G235 06G323 2635 3

olur.

Onerme 4.5.5. n > 2 i¢in |J,_;(D,) | = 2" —n — 1 olur.

ispat: n = 2 i¢in J;(D;) = {H i } olup a, = 22 — 2 — 1 = 1 oldugundan esitlik saglanir. n >
3 i¢in |J,_1(Dy) | = a, olsun. Herhangi bir @ € J,_,(D,,) i¢in a’nin X,,_;’e kisitlanmis1 n ¢
im(a) oldugunda a € J,,_1(D,,—1) ve n € im(a) oldugunda « € J,_,(D,,_1) olur. Tersine, eger
B € Jn-1(Dn_y) ise

olupher1 <i<n-—1igin

olarak tamimlanir ise B; € J,,_1(D,) olur. Yani birinci durumda n — 1 tane eleman vardir. Eger
Y € Jn—2(Dy—q) ise X \im(y) = {by,b,} ve by, # b, olacak sekilde by, b, € X,, vardir. Bu

durumda, her i = 1,2 igin

YiiXn = X

doniisiimii, her x € X, i¢in

xy 1<x<n-1

xyi:{bi xX=n

33



olarak tanimlanir ise b; <n oldugundan y;,y, € J,_1(D,) olur. Boylec, |/p_2] =an_q

oldugundan ikinci durumda 2a,,_, tane eleman vardir. Dolaysiyla

ap, =2a,_1+(m—1)

an —2ap-1=(M—1)

birinci dereceden homojen olmayan lineer indirgeme bagmtisi elde edilir. Once homojen

olmadigindan bir 6zel ¢6ziimiinii bulalim: a,, = c;n + ¢, ise

cn+c; —2c¢(n—1)—2¢, =n—-1
—cn—c;—2cp=n-—1
_C1:1: C1:_1

-+ 2c;=—-1 =c¢c,=-1

oldugundan

a,=—-n-—1

olur. Simdi lineer indirgeme bagntisinin homojen kismini, yani a, — 2a,_; = 0 bagmtisini

¢ozelim. ¢, n # 0 olmak tizere a,, = cr™ olsun. O zaman,

cr® —=2cr™1 =0

™ lr-2)=0=r=2,

yani a, = c-2" —n —1 olur. Boylece, n = 2 igin a, = 1 oldugundan 1 = c-22 —2 —1, yani

4c = 4 olup ¢ = 1 olur. Boylece,
a,=2"-n-1

oldugundan

Un-1(Dp)| = 2" —n -1

olur. o

Ornegin, n = 3 igin
1 2 3
J2(D3) = {(1 1 2);
olur.
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4.6. D, ve PD,, Doniisiim Yarigruplarinin Doguray Kiimeleri ve Ranklari

(1 2 3 45 6\_ {13} {256} {4} )
a—<121322)_( 1 2 3)€D601rnakuzere

(123456 (123456 {1}{256}{34}. ~
51—(121456)vea1—(123322) ( 3)Ise£10{1—a
(123456 (123456 {1}{25}{34}{6} _
82_(123452)"”2‘(123326) ( )'Segz“z—“l
b= (12345 Oyeq (123456 C {2} {34} ) ) ise ey, = a
123456 (12345 6\
84_(123356)\'6“4_(12 3456)_16'5954“4—5416—“3

yani g, = a3 olup

a=¢ga, =& (&ay) = g16,(8303) = £16638,

olur. Burada dikkat edilirse her i = 1,2,3,4 igin ¢;’ler birer idempotent elemandir ve |im(g;)| = 5,
yani €; € E(Js5(Dg)) olur. Bu durumu genelleyebilmek i¢in bazi 6zel déntisiimler tanimlayalim. Her

1<i<j<nigin
gij:Xn_)Xn

dontigiimi, her x € X,, i¢in
_(x x#]j ise
Tl ox= j ise

seklinde tammli ise &;; € Dy, ve

im(e;;) = Fix (&) = Xo\{j}

oldugundan ¢;; € E(]n-1(Dn)) = E(J,—1) olur. Ayrica, J,_,’deki her idempotent bu formda

olacagindan
E(Jp-) ={&: 1<i<j<n}
olur.

Teorem 4.6.1. D,, = (E(J,—1) U {1,,}) olur.
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Ispat: a € D, olsun. Eger a € J,,(D,,) ise a = 1,, € (E(J,_1) U {1,,}) olur. Kabul edelim ki, & #
1, olsun. O zaman, bir 1<r<n-1 i¢in im(a)=1{ay,a,,..,a,} olacak sekilde
{a;,a;,...,a,} € X,, vardir. Eger her 1 < i <r igin 4; = aq;a~! ise r < n — 1 oldugundan en az
bir 1 < k <r igin |Ag| = 2 olur. Bu durumda, ve min(A4;) = b ve max(A,) = c ise b < c olur.
Simdi,

B:Xn = Xy
X, =X,
doniigiimlerini her x € X,, i¢in
X X#cC c X=c
xe—{b x=c ¢ xﬁ_{xa X#cC

olarak tamimlanir ise € € E(J,—1) ve B € D,, olur. Ayrica, b < ¢ oldugundan c & Fix(a), fakat
¢ € Fix(B) olur. Agikga, Fix(B) = Fix(a) U {c} oldugundan

[Shift(B)| = |Shift(a)| + 1
olur. Ayrica, @ = ¢f oldugu agik¢a goriliir. Eger f = 1, ise @« = € € (E(J,_1) U {1,,}) olur. Eger
B # 1, ise B igin benzer sekilde devam edildiginde sabit olmayan nokta sayisi her devasinda 1

artacagindan sonlu adim sonunda « , E (J,,_1) ’deki bazi1 idempotentlerin ¢arpimi olarak yazilir. o

Tamim 4.6.2. S bir yarigrup ve a € S olsun. Eger a = u - v oldugunda a = u veya a = v ise a’ya

S’nin bir indirgenemez elemani denir.

Onerme 4.6.3. S yarigrubunun bir doguray kiimesi X ve a € S de bir indirgenemez eleman ise a €

X olur.

Ispat: a € S = (X) oldugundan a = x;x,-x, olacak sekilde x;,x,,..,x, €X vardir. a

indirgenemez eleman oldugundan

a = x1 (%3 xp)

olupa = x; veyaa = x, --- x,, olur. Eger a = x, ise a € X olur. Aksi halde

a = x,(x3 - xp)
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olup a’nin indirgenemezliginden a = x, veya a = x3x, -+ x, olur. n < oo oldugundan sonlu adim

sonundaenazbirl <i<nigina = x; olupa € X olur. o
Onerme 4.6.4. Her 1 < i < j < n i¢in g;; indirgenemezdir.
Ispat: Kabul edelim ki @, B € D,, i¢in g;j = af olsun. O zaman, her j # x € X,, igin
x =xgj = (xa)f <xa<x
oldugundan xa = x olur. Dolayisiyla,
x=@xa)p=xB <x
oldugundan da x8 = x olur. Boylece

Fix(a) = Fix(B) = Fix(g;;) = X,\{j}

olur. Benzer sekilde
i=jeg=(a)f<ja<]

oldugundan ja = k olacak sekilde bir i < k < j vardir. Eger k = i ise ¢;; = a olur. Eger k # i ise

k = j olmak zorundadir. Aksi halde, i < k < j olsayd1 k € Fix(B) = X, \{j} oldugundan
i=jgj={a)B =k =k
celigkisi olur. O halde, k = j olup ja = k = j ve dolayisiyla
jB=({a)p =je; =i
oldugundan & = 1, ve & = f olur. o
a,B €D, icin aff =1, olmast durumunda, X, =im(1,) € im(B) € X,, oldugundan

im(B) = X,, olurdu. D,,’de goriintii kiimesi X,, olan bir tek eleman 1,, oldugundan g = 1,, olur.

Boylece, 1,, de indirgenemez olur. Ayrica,
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ey :1<i<j<n}|=(3)
oldugundan agagidaki teoreme sahibiz.
Teoreme 4.6.5. {sij: 1<i<j<n}u{l,}, Dy’ nin minimum dogray kiimesidir. Dolayistyla
rank(D,) = idrank(D,)) = (;) +1
olur. o
Herl1 <r <n-1ig¢in
D(n,r) = {a € D,: |im(a)| < r}
olarak tanimlanan D (n, r) kiimesi D,, yarigrubunun bir altyarigrubudur.
Onerme 4.6.6. Her 1 < r < n i¢in D(n, 1), D,,’nin bir idealidir.
ispat: Her « € DK(n,r) ve B € D,, i¢in im(Ba) S im(a) oldugundan
lim(Ba)| < |im(a)| <7
olup Ba € D(n,r) olur. Ayrica,
lim(aB)| < |im(a)| <7
oldugundan af € D(n,r) olup, D(n,r) 2 D, olur. o

Aslinda,

D(n,r) = U]r
k=1

olur.

Onerme 4.6.7. 1 <r <n-—2 olmak iizere, her a € J, icin a = &&,--&,, olacak sekilde

£1, €9, o, Em € E(J,) vardir.
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Ispat: a € J, veim(a) = {1 =0a, <a, <--<a,}iseher1l <i <ricin

_(A1 A, . Ar>
“\1 a, .. a

seklindedir. Eger, her 1 < i < r i¢in min(4;) = b; ise a; < b; ve b; = a; = 1 € A; olur. O zaman
B (A1 A, .. AT)
€=\1 b, .. b

seklinde tanimlanir ise € € E(J,) olur. Ayrica, her 1 < i < r i¢in b,,; = n + 1 olmak lizere B; =

{b;,b; +1,...,b; 1 — 1} alinirise her 1 < i < r i¢in a; < b; = min (B;) oldugundan

w (311 B, .. Br)

a .. G
seklinde tanimlanir ise 8 € J,. ve ayrica
a=c¢f
olur. Eger, her 1 <i < rigin b; = q; ise acikca a = 8 = € € E(J,-) olur. Kabul edelim ki en az bir

2<k<ricin b, # a;, ve her 1 <i <k —1 i¢in b; = a; olsun. O zaman, a; < by olup bir tek

1<j<k—1iginay € B; olur. Ayrica, B;§ = a; < aj oldugundan benzer sekilde

_(Bl B, .. Br)
€=\1 b, .. b

sekilde tanimlanirsa € € E (/) olur. Ayrica, y : X, — X, doniisiimii C; = Bj\{ay} ve Dy = B, U

{a; } olmak iizere

<B1 - Bji_y € Bjx1 - Br—1 Dx Bryr Br)
y:

1 - b1 b biy1 = br-1 ax bx+1 - by
sekilde tanimlanir ise agik¢a y € J, ve ayrica

a = ¢ef = e(ey) = (e€)y
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olur. Eger y bir idempotent ise sonug agiktir. Aksi halde, en az bir k + 1 < I < r i¢in b; # a; olur.

Benzer sekilde devam edildiginde r sonlu oldugundan istenilen pargalamis elde edilir. O

Onerme 4.6.8. 1 <r <n — 2 olmak iizere @ € E(D,) olsun. O zaman, a = By olacak sekilde
B,y € E(D,,) vardir.

Ispat: im(a) ={1=a; <a, <--<a,}veherl <i<ricinA; = a;a"! olmak iizere

a:(Al A, .. Ar)
1 a, .. a

olsun. O zaman, her 1 < i < r i¢cin min(4;) = a; ver <n — 2 oldugundanyaenazbir1 <i <r

igin |A;| > 3yadaenaziki1l <i<j <rigin|4;| =2 ve |4;] =2 olur.

1. Durum: Bir 1 <i <r igin |4;| = 3 olsun. O zaman, a; < b; <c;veher1 <j<r

i¢in by, ¢; # a; olacak sekilde b;, ¢; € A; vardir. Simdi,
B:X,—>X, ve y:X, > X,
doniistimleri, her x € X,, i¢in

_(xa  x# _ ;
xﬂ_{ci X =c Ve xy = b; x=b;

olarak tanimlanir ise agikca, 5,y € E(Dp41) Ve her x # by, ¢; igin xa = a; # b;, ¢; olacagindan
xBy = (xa)y = (xa)a = xa? = xa
biBy = (bj@)y = a;y = a;a = a; = b«
ciBy = ¢y = cia

olup By = a olur.

2. Durum:1<i<j<rigin|A4;| =2 ve|4;| = 2olsun. O zaman, a; < b;, a; < ¢; Ve

her 1 < k < rigin b;, ¢; # a; olacak sekilde bir b; € A; ve ¢; € A; vardir. Simdi,

B:X,—=X, ve y:X,->X,
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dontigiimleri, her x € X,, i¢gin

_ i _X(Z XiCj
xﬁ_{bi x=b xy_{cf X =g

olarak tanimlanur ise agikca, 5,y € E(Dp41) Ve her x # by, ¢; igin xa # ¢; Ve b; # ¢; olacagindan

x(By) = (xa)y = (xa)a = xa? = xa

bi(By) = biy = b
¢i(By) = (cja)y = ajy = aja = q; = ¢a

olup By = a olur. o

Onerme 4.6.9. Her 1 < r <n — 1 icin a, B € J,(D,,) olsun. O zaman, a8 € E(J,) ancak ve ancak

a,f € E(J,) ve aff = a olmasidir.
Ispat: (=) a, B € J, i¢in af € E(J,) olsun. O zaman, im(af) = Fix(ap) olup

r = |Fix(af)| < [Fix(a@)| < |im(a)| =71
oldugundan |Fix(a)| = |im(a)| = r ve dolayisiyla, Fix(a) = im(a) olur. Boylece, a € E(J,) ve
benzer sekilde B € E(J,) olur. Ayrica, |Fix(aB)| = |Fix(a)|=r ve Fix(aB) C Fix(a)
oldugundan Fix(af) = Fix(a) ve benzer sekilde Fix(af) = Fix(f) olur. Bu durumda, Fix(a) =
Fix(B) olup her x € X,, i¢in xa € im(a) = Fix(a) = Fix(B) oldugundan

x(af) = (xa)p = xa

olur. Boylece, aff = a olur.

(&) Agiktir. o

X,,’in her bir r’1i pargalanisi {44, 4, ..., A} i¢in ker(e) = Uj-; A; X A; olacak sekilde bir

tek idempotent vardir. O da her 1 < i < r i¢in min (4;) = a; olmak tizere

_(A1 4, .. AT)
€= a, a, .. a,
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seklindedir. Genelligi bozmaksizin a; < a, < --- < a,, kabul edildiginden min (4;) =a; =1

olur. Dolayisiyla, X,,’nin S(n,r) tane r’li pargalanigi oldugundan asagidaki sonuga sahibiz.

Sonu¢ 4.6.10. Her 1 < r < n i¢in |E(J,-)| = S(n,r) olur. Dolayisiyla,

ED) | =) S(ur)
r=1

olur. o
Teorem 4.6.11. Her 1 <r <n —1ig¢in

rank (D (n, r)) = idrank (D (n, r)) =5S(n,r)

olur.
Ispat: D(n,7) = (E(J,)) ve |[E(J,)| = S(n, 1) oldugundan
rank(D(n, 7)) < S(n,7)

olur. D(n,r)’nin herhangi bir doguray kiimesi A olsun. Ayrica, X,,’nin herhangi bir r’li parcalanigi

{A1,4;, ..., A} (1 € Ay) igin ve her 1 < i < r igin min (4;) = a; olmak iizere

(A1 A, .. A,
E =
1 a, .. a

)£

ise D(n,r) = (A) oldugundan € = a; @, ‘- a; Olacak sekilde aq, ay, ..., a; € A vardir.

ker(ay) € ker(ajay - a; ) = ker(e)
ve

r=|im(e)| = [im(araz - a )| < lim(ay)| <7

oldugundan
lim(ay)| = r = |im(e)|
olur. Dolayisiyla,
ker(ay) = ker(e)
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olur. Boylece, X,,’nin her r’li parcalamisi {A;,A,, ..., A,} i¢in ker(e) = Ui, A; X A; olacak
sekilde bir & € A vardir. Boylece, |A| = S(n,r) olup

rank(D (n, r)) =5(n,7)
olur. Ayrica, (E(J,)) = D(n,r) oldugundan

idrank(D (n, r)) =S(n,r)

olur. o
Onerme 4.6.12. PD,, ile D, izomorfiktir.

Ispat: D, 1’i, X401 = {1 <2 < -+ <n+ 1} iizerindeki sira-azaltan (tam) doniisiimler yarigrubu

yerine bu seferlik X, ={0<1<2<--<n} izerindeki sira-azaltan (tam) doniisiimler
yarigrubu olarak alalim. Ayrica, PD,, de her zamanki gibi X,, = {1 < 2 < -+ < n} lizerindeki kismi

sira-azaltan dontisiimler yarigrubu olsun. Boylece, her bir « € PD,, i¢in
a@:X, =X,
déniisiimii, her x € X, i¢in

<@ ={O x = 0veyax & dom(a)

xa x € dom(a)
oOlarak tanimlanir ise agikca & € D,,, 1 olur. Ayrica,
@ P Dn - Dn+1

doniistimiini, her &« € PD,, i¢in

pu=a

olarak tanimlayalim. Agikca goriilecegi lizere, ¢ iyi tanimli, bire-bir ve drten bir doniistim olur. Bu

durumda, biz her @, 8 € B, igin

S
=
Il
D
=

oldugunu gésterelim. Oncelikle
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0(aB) =0 =05 = (0&)p = 0(ap)
olur. Herhangi bir x € X,, i¢in 3 durum vardir:
1. x &dom(a);
2. x €dom(a)ve xa &€ dom(B);
3. x € dom(a) ve xa € dom(B), yani x € dom(ap).
1. Durum: x ¢ dom(a) ise x € dom(af) oldugundan
x(aB) = <®)f = 0f = 0 = x(aP);
2. Durum: x € dom(a) ve xa ¢ dom(B) ise x € dom(af) oldugundan
x(af) = ®)f = x)f = 0 = x(aP);
3. Durum: x € dom(a) ve xa € dom(B) ise x € dom(af) oldugundan
x(af) = Ga)p = (xa)f = (xa)B = x(ap) = x(aP)
olur. Boylece, her a, 8 € PD,, i¢in
(ap)(Be) = ap = (aB) = (aP)g
olup ¢ bir homomorfizim ve dolayistyla bir izomorfizm oldugundan

PDn = Dn+1

olur. o
Boylece, asagidaki sonucu yazabiliriz.
Sonuc 4.6.13. n = 2 igin

I) |PDn| = |Dn+1| = (Tl + 1)!

n+1

i) rank (PD,) = rank (Dy4q) = ( 2

)+1.D
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Her 0 <r < nigin
PD(n,r) = {a € PD,;: |im(a)| < r}

olarak tanimlayalim. Ayrica,

PD,,’nin sifir elemani olup PD(n, 0) = {0,,} ve

=(t 2 -

1 z.un)e%

PD,,’nin birim eleman1 olup PD(n,n) = {1,} olur. Yukarida tanimladigimiz ¢ izomorfizmi ayn

zamanda asagidaki sonucu da verir.
Onerme 4.6.14. Her 0 < r < n i¢in PD(n,r) ile D(n + 1,7 + 1) izomorfiktir. o

Onerme 4.6.15. S ile T iki yarigrup ve ¢ : § = T bir izomorfizm olsun. Eger bir X € S i¢cin S =
(X)ise T = (X¢) olur.

Ispat: Her bir t € T icin ¢ 6rten oldugundan s = t olacak sekilde s € S vardir. Ayrica, S = (X)

oldugundan s = x;x, --- x;, Olacak sekilde x4, x5, ..., X, € X vardir. Boylece, S = (X)
t=5¢ = (122 X))@ = (x10) (X290) -+ (g ),

Ve X190, X0, ..., X @ € X S T oldugundan T = (X¢) olur. o

Teorem 4.6.16. S ile T sonlu dogurayli izomorfik yarigruplari ise

rank(S) = rank(T)

olur.

Ispat: ¢ : S — T bir izomorfizm olsun. X, $’nin bir minimal doguray kiimesi yani |X| = rank(s)
ve (X) = Sise (X¢) = T oldugundan

45



rank(S) = |X| = [X¢| < rank(T)

olur. Benzer sekilde, ¢! : T - S bir izomorfizim oldugundan Y, S’nin bir minimal doguray
kiimesi ise |[Y 71| = rank(S) ve (X) = Sise (Yo ~1) = S olup

rank(T) = |Y| = [Yo 1| < rank(S)

olur. Boylece,
rank(S) = rank(T)

olur. o

Teorem 4.6.17. Her 0 < r < n i¢in
rank(PD(n,1)) = idrank(PD(n,7)) = S(n+ 1,7 + 1)

olur. o
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Sira-azaltan doniigiimlerin monoidi D,,, (tam) doniisiimlerin monoidi T;, nin bir alt monoidi
ve benzer sekilde sira-azaltan kismi doniisiimlerin monoidi PD,, de kismi doniisiimler monoidi B,
nin bir alt monoididir. Herhangi bir a, § € T,, i¢in Fix (af) # Fix (@) N Fix (B) iken herhangi bir
a,B € D, ic¢in Fix (af) = Fix (o) N Fix (f) ve benzer sekilde herhangi bir «,f € PD,, igin
Fix (af) = Fix (a) N Fix (B) olur. a € D,, donisiiminiin nilpotent olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul Fix (@) = {1} olmasi iken, @ € PD,, déniistimiiniin nilpotent olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
Fix (a) = @ olmasidir.

Bu gozlemler sonucunda, biz bu ¢alismada J, = {a € D,;: |im(a)| = r} olmak iizere J,,_4
siifinuin eleman sayisint ve 1 < r <n — 2 igin her a € J, elemanmin J, simifindaki idempotent

elemanlarin ¢arpimi olarak yazilabildigini gosterdik.
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