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P,, T,veO, swasiyla X, ={1,2,...,n} kiimesi iizerindeki sonlu kismi
doéndstmler, (tam) donlstmler ve sira-koruyan (tekil) dontsumler yarigrubu olsun.
Ayrica, X, nin bos olmayan bir A alt kiimesi icin

0,(A) = {aTO,: ("xTA)xa £ x}

X, kimesi (zerindeki tim sira-koruyan ve A-azalan (tekil) dontsumlerinden

olusan alt yarigrup olsun. Bu c¢alismada, ilk olarak sira-koruyan dénustimler
yarigrubunun azalan (artan) tekil donustmler yarigrubunu ve ardindan da yerel

maksimal idempotent dogurayh alt yarigruplarini inceleyecegiz. Ayrica, O, (A)
nin *-Green denklik bagintilarin: inceleyerek O, (A) nin sira koruyan donustimler
yarigrubunun bir verimli alt yarigrubu oldugunu gosterecegiz. Son olarak da
O,(A) mn doguray kimeleri ve ranklarint inceleyerek idempotent rankinin
2n-2-|A\n|, rankiin 1T A iken n-1 ve diger durumlarda n oldugunu
gosterecegiz.

Anahtar Kelimeler: Sira-koruyan dontsum, A-azalan doniisim, verimli alt
yarigrup, doguray kiimesi, rank
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Let P,, T, andO, be the partial transformations, the (full) transformations
and order-preserving (singular) transformations semigroups on the set
X, ={1,2,...,n}, respectively. Moreover, for any non-empty subset of X, let

0,(A) = {aTO,: ("xTA)xa £ x}

be the subsemigroup of all order-preserving and A-decreasing (singular)
transformations on the set X . In this study, first we study locally maximal

idempotent-generated  subsemigroups of order-preserving transformations
semigroup. Moreover, we examine the - Green’s equivalences of O, (A) and

show O, (A) is an abundant subsemigroup of order-preserving transformations
semigroup. Finally, we study generating sets and ranks of O, (A) and show its
idempotent rank is 2n-2-|A\n|, itsrankis n -1 if ITAand n otherwise.

Key Words: Order-preserving transformation, A-decreasing transformation,
abundant subsemigroup, generating set, rank



GENISLETILMIS OZET

X bos olmayan bir kiime olmak (zere, X (zerinde tanimli tim
dondstmlerin kiimesi ve tim permitasyonlarin (1-1 6rten dondsimler) kimesi
bileske islemi ile birer yarigrup olup bu yarigruplara sirasiyla X zerindeki (tam)
dondsimler yanigrubu ve permutasyonlar yangrubu denir. Bu yarigruplar
sirasiyla Ty ve Sy ile gosterilir. Tanimlar1 geregi, Sy in Ty yarigrubunun bir alt
yarigrubu oldugu aciktir. Eger X = X,, ={1,...,n} seklinde sonlu bir kiime ise
Ty ve Sy yerine swrasiyla T, ve S, yazacagiz. Bu tammlar yardimiyla tekil
donusumler yangrubu Sing, ve sira-koruyan donusumler yarigrubu 0,

sirasiyla

Sing, =Tn\Sn
0, ={aTlSing,: xEybPxafya (""x,y1X,)}

seklinde tammlanir. Ayrica, X, nin bos olmayan bir A alt kiimesi i¢gin

0,(A) = {aTO,: ("xTA)xa£x},
¢, ={at10,:(""xT X,)xafx},
cr={at1o0,:(""xT X,)xa3x}

kiimeleri de donlsumlerin bileske islemiyle X,, Uzerinde birer yarigrup olup bu
yarigruplara sirasiyla sira-koruyan ve A-azalan (tekil) dontsimler yangrubu,
sira-koruyan ve azalan tekil dénidstimler yarigrubu ve sira-koruyan ve artan
tekil donusumler yarigrubu denir.

S bir yarigrup ve @ # X < S olmak lzere S nin X kiimesini igeren tim alt
yarigruplarinin kesisimi bir alt yarigrup olup bu alt yarigruba S nin X tarafindan

dogurulan alt yanigrubu denir ve (X) ile gosterilir. Yani;
i



(X)zﬂ{T:XgTss}

olur. (X), X kiimesini igeren en kuguk alt yarigruptur.

Eger (X) =S oluyorsa X e S nin bir doguray kumesi, X in her bir
elemanina ve S ye de X tarafindan dogurulan yarngrup denir. Eger S =
(x1,%3,...,xy) seklinde sonlu bir kiime tarafindan doguruluyorsa S ye sonlu
dogurayh yangrup ve S =(x) oluyorsa S ye monojenik (tek dogurayl)

yangrup denir. Ayrica (X), X Gzerindeki tim sonlu ¢carpimlarin kimesidir, yani
(X) ={x1xy " xp : n€E€ZL"; x1,%x5,..., %, € X}

S bir yarigrup olmak tizere S tizerindeki her bir L™ -sinifi ve her bir R * -
sinift bir idempotent eleman (a? = a) iceriyor ise S ye bir verimli yangrup
denir. E,_, ={alo0, : |im@)| = n-1,a>= a} ve S, 0, yangrubunun bir
alt yarigrubu olmak (izere eger S =< E > ve < E U {f} >= 0,, olacak sekilde bir

ET E,, vebir f ’I\En_l - E varsa S ye 0,, yarigrubunun bir yerel maksimal

idempotent dogurayh alt yangrubu denir. Gomes ve Howie (1992), O, =
dE,_4i oldugunu ve E,_; in hicbir 6z alt kiimesinin O, i Uretemedigini
gostermistir. Ayrica 0,, yarigrubunun her yerel maximal idempotent dogurayh alt
yarigrubu verimli alt yarigruptur.

Eger A kimesi X, veya X, \ {n} ye esit ise 0,(A) = C, ve eger A={n}
ise 0,,(A) = 0,, olur. Ayrica C, 10,(A) T 0, oldugu da aciktir. Ping (2014) ise
0, (A) nin sira koruyan donustimler yarigrubunun bir verimli alt yarigrubu
oldugunu ve 0,(A4) nin regiler olmas igin gerek ve yeter kosulun A kiimesinin
{1}, {1,n} veya {n} ye esit olmasi oldugunu gdéstermistir.

S, sonlu dogurayl bir yarigrup olmak tzere



rank(S) = min{|X| : S = (X) ve X sonlu}

pozitif tamsayisina S nin (yarigrup) ranki denir. Eger S, bazi idempotent

elemanlar: tarafindan doguruluyorsa S ye idempotent dogurayh yangrup ve bu
durumda

idrank(S) = min{]A] : A € E(S) ve S = (A)}

pozitif tamsayisina da S nin idempotent ranki denir. Son olarak, Ping (2014),

O, (A) nin doguray kumeleri ve ranklarint inceleyerek idempotent rankinin

2n-2-|A\n|, rankiin 1T A iken n-1 ve diger durumlarda n oldugunu

gostermistir.
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1. GIRIS Sebiha MAVRUK

1. GIRIS

1950’ li yillarin sonunda cebirin baslh basina bir alt dali haline gelen
Yarigrup teorisi zengin bir soru igerigine sahip 6nemli bir arastirma alanidir. Daha
da 0Ozel olarak, grup teorisinde iyi bilinen Cayley teoremine benzer olarak, her
sonlu yarigrup sonlu bir donusiim yarigrubuna izomorf oldugundan dénisim
yangruplari ve alt yanigruplarimin yapilar, 6zellikleri, doguray kimeleri ve
ranklar1 yarigrup teorisinde énemli bir arastirma konusudur. Bugiine kadar bir¢ok
donlsim yarigrubu ve alt yarigruplar: incelenmis bazi 6zel doguray kiimeleri ve
0zel ranklar: bulunmustur.

Biz de bu calismamizda, asagida tanimlarini verecegimiz sira-koruyan
(tekil) dontsumler yarigrubu O, nin verimli bir alt yarigrubu olan 0,, (4 ) alt
yarigrubunu inceleyen bazi galismalar1 inceleyerek elde edilen énemli sonuclar
derleyecegiz.

X bos olmayan bir kiime olmak (zere, X lzerinde tanimli tim
dondstmlerin kiimesi ve tim permiitasyonlarin (1-1 6rten déndsumler) kiimesi
bileske islemi ile birer yarigrup olup bu yarigruplara sirastyla X zerindeki (tam)
donidsimler yangrubu ve permutasyonlar yangrubu denir. Bu yarigruplar
sirasiyla Ty ve Sy ile gosterilir. Tanimlari geregi, Sy in Ty yarigrubunun bir alt
yarigrubu oldugu aciktir. Eger X = X,, ={1,...,n} seklinde sonlu bir kiime ise
Ty ve Sy yerine swrasiyla T, ve S, yazacagiz. Bu tammlar yardimiyla tekil
donusimler yangrubu Sing, ve sira-koruyan donusumler yarigrubu 0,

sirasiyla

Sing, =Tn\Sn
0, ={aTSing,: xEybPxafya (""x,y1X,)}

seklinde tanimlanur.



1. GIRIS Sebiha MAVRUK

Eger S yarigrubunun bir birim eleman: varsa S ye bir monoid denir. S bir

yarigrup olmak lizere

sl = {S, S bir monoid ise
“1Su{1},  Shbir monoid degilse

kimesi

Xy, x+1 y+1lise
Vx,y € St icinxy = ;' zii:zz
1, x=y=1ise

islemi ile bir monoid olur ve bu monoide S ye gerekirse birim eleman eklenerek
elde edilen monoid denir.

S bir yarigrup ve a T S olsun. S, S ye gerekirse birim eleman eklenerek
elde edilen monoid olmak Uzere S nin a elemanini igeren en kugik sol, sag ve (iki

tarafh) ideali sirasiyla

S'a = Sau{a} = {xa: x1S'},
aS' = aSu{a} = {ax: x15'} ve
StaS' = SaSuUaS U Sa U {a} = {xay: x,y15'}

olur.
Bunun yardimiyla S yarigrubu dzerinde tanimlanan

L={(a,b)1S"S:S'a = S'b}
R={(a,b)TS"S:aS* = bS'}



1. GIRIS Sebiha MAVRUK

bagintilar: birer denklik bagintist olup bu denklik bagintilarina sirasiyla sol Green
(L -Green) ve sag Green (R -Green) denklik bagintis1 denir. Bir S yarigrubu

Uzerinde L *ve R™* bagintilar ise sirasiyla

(a,b) € L* < S yangrubunun bir Gst-yarigrubu tzerinde (a,b) € L
(a,b) € R* & S yanigrubunun bir Ust-yarigrubu lzerinde (a,b) € R

kurali ile tanimlanir. Ayrica, S herhangi bir yarigrup ve e € S olmak Uzere eger
e? = e oluyorsa e elemanina bir idempotent eleman denir. Bu tammlarla eger S
yarigrubunun her L *-sinift ve R *-sinifi birer idempotent eleman iceriyorsa S

yarigrubuna bir verimli yangrup denir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Sebiha MAVRUK

2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu kisimda tezde kullanacagimiz bazi temel tanim ve teoremleri verecegiz.

2.1. Yangruplar
Tamm 2.1.1. S @ bir kime olsun. S lzerinde tammli birm: § x § - §
fonksiyonuna bir ikili islem denir. Bu durumda (S, m) ikilisine de grupoid denir.

Eger mikili islemi birlesme o6zelligine sahip yani ** x,y, zLS igin

(e, y)m, z)m = (x,(y, z)m)m

ise (S, m) ikilisine bir yanigrup denir. Genel olarak m ikili islemine ¢arpma islemi
diyecegiz ve (x, y)m yerine x - y veya kisaca xy yazacagiz. Bu durumda yukaridaki

esitlik (xy)z=x(yz) seklinde ifade edilebilir. (S, m) yerine de (S,”) ve “.“ islemini

belirtmeye gerek olmadig: durumlarda sadece S yazacagiz.

Tamm 2.1.2. S bir yarigrup olsun. Eger eTS igin

ee=e (e?=e)

ise e elemanina S nin bir idempotent elemam denir. S yarngrubundaki
idempotentlerin kiimesi E(S) ve daha genel olarak S nin bos olmayan bir A alt
kiimesindeki idempotentlerin kiimesi E (A) ile gosterilir.

S yarigrubunun her eleman: idempotent ise (** s € S icin s = s) S ye bir
band denir.

S yarigrubunda ** s, t IS icin st = ts ise S ye degismeli yarigrup denir.

Degismeli bir banda ise yanlatis denir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Sebiha MAVRUK

Tamm 2.1.3. S bir yarigrup ve e IS olsun. Eger ** sTS icin es = s oluyorsa e ye S
nin bir sol birim elemam denir. Eger ** s1S icin se = s oluyorsa e ye S nin bir
sag birim elemani denir. Eger e hem sol hem sag birim eleman ise e ye bir birim
eleman denir ve 1 veya 1 ile gosterilir. Bir S yarigrubunun en fazla bir tane birim

eleman: vardir.

Tamm 2.1.4. S bir yarigrup ve e 1S olsun. Eger ** sTS icin es = e oluyorsa e ye S
nin bir sol sifir eleman denir. Eger ** sTS icin se = e oluyorsa e ye S nin bir sag
sifir elemam denir. Eger e hem sol hem sag sifir eleman ise e ye sifir eleman

denir ve 0 ile gosterilir. Bir yarigrubun en fazla bir tane sifir eleman: vardur.

Tanmm 2.1.5. S bir yarigrup olsun. S nin birim eleman: varsa S ye bir monoid

denir.

Onerme 2.1.6. S bir yarigrup olsun.
i. S ninbirim eleman: varsa tektir.

ii. S nin sifir eleman: varsa tektir.

Ispat: i. S nin 1 ve 1* olmak iizere iki tane birim elemani olsun. O halde

11" =1 (1" birim eleman )
11 =17 (1 birim eleman )

olup 1 = 1* oldugu elde edilir. Dolayisiyla birim eleman tektir.

ii. S nin 0 ve 0* olmak Uzere iki tane sifir elemani olsun. O halde

00*=0* (0* sifir eleman)

00" = (O sifir eleman’)

6
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olup 0 = 0" oldugu elde edilir. Dolayistyla sifir eleman tektir. m

Tamm 2.1.7. S bir yarigrup olsun. Eger

"alSicinSa=SveaS=S

oluyorsa S ye bir grup denir. Bu tanima denk olarak asagidaki iki tanim da

verilebilir. S bir yarigrup ve e TS olsun. Eger ** a1 igin

ea=aveba=c¢e

olacak sekilde bTS var ise S ye bir grup denir.

S bir monoid ve eTS birim eleman olsun. Eger her bir

alSicinaa ' =eveala= e

olacak sekilde a=1TS mevcut ise a~*! elemanina a nin tersi ve S ye de bir grup

denir. Eger ** a, b1S icin ab = ba oluyor ise S ye bir degismeli grup denir.

Tamm 2.1.8. S bir yangrup ve £ T T S olsun.
i. T?1TiseT yeS nin bir alt yanigrubu denir.
ii. ST T TiseT yeS nin bir sol ideali denir.
iii. TS TTiseT yeS nin birsag ideali denir.
iv. ST ITveTS IT iseT ye S nin bir ideali denir.

S biryangrup, £2T T Sve T bir sol ideal olsun. Yani ST T T dir. O halde

T2=TTISTIT

7
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olup T bir alt yarigruptur. Benzer sekilde tiim sol idealler, sag idealler ve idealler

birer alt yarigruptur.

2.2. Baginti ve Denklikler

Tanmm 2.2.1. X1/ ve Y1/ iki kiime olmak Uzere
XxY={(x,y):x1X ,yIY}
kiimesine X ile Y nin kartezyen ¢arpimi denir.
Tamm 2.2.2. X1/ ve Y2AE iki kime olmak Uzere X x Y nin her bir r alt
kiimesine X ten Y ye bir baginti denir. X Gzerindeki tim bagintilarin kimesi By

ile gosterilir.

Tamm 2.2.3. X1/ bir kiime ve r da X Uzerinde bir bagint1 (r X x X) olsun.
Eger (x,y) Tr ise xry seklinde de gosterilebilir. £ ye X tizerinde bos baginti ve
XxX e de X lzerinde evrensel baginti denir. 1y = Ay= {(x,x):xTX}

bagintisina birim/esitlik/kdsegen baginti denir. Ayrica, p € By olmak (izere

p~t={(x,y) €X xX:(y,x) € p}

bagintisina p nun ters bagintisi (tersi) ve

dom(p) = {xeX:3yeXicin(x,y) € p},
xp = {yex:(x,y) €p},

im(p) =Xp = {yeX:axeXicin(x,y) € p}ve
yp~! = {xeX:(x.y) €p}
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kiimelerine de sirasiyla p bagintistnin tamim kimesi, x € X in p altindaki
gorunti kimesi, p bagintistnin gérintt kiimesi ve y € X in p altindaki ters-

goruntl kiimesi denir. Dikkat edilirse Va, 8 € By igin
i) a < pB = dom(a) € dom(B) ve im(a) S im(B),
i) (@) t=a ve
ii)acp=atcp?

oldugu kolayca gorulebilir.

Tamm 2.2.4. r,s TBy icin;

ros={(x,y)TX xX:$z1Xicin (x,2z)Tr ve (z,y)Ts}

seklinde tanimlanan ‘0’ bileske islemi ile By bir yarigruptur. Bu yarigruba

bagintilar yangrubu denir.

Tamm 2.2.5. X bos olmayan bir kiime ve r, X (izerinde bir bagint: olsun.
i. Aylr ise r yayansimah baginti denir.
ii. r=r"liser yasimetrik bagint1 denir.
iii. rorlrise r yagecismeli baginti denir.

iv. rCr 1= Ayiser yaterssimetrik bagint1 denir.

Eger r bagintist yansimali, simetrik ve gecismeli bir baginti ise r ya X

Uzerinde bir denklik bagintis1 denir.

r yansimali ve gegismeli bir bagint1 olsun. O halde
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r = Ayor Tror briror

Ayrica rorIrolup r = ror = r? olur.

Eger r bir denklik bagintisi ise r yansimal: olup
Ay Tr P X =dom(Ay) Tdom(r) TX
X =im(Ay) Tim(r)1X
olup dom(r)=im(r)=X olur.
2.3. Green Denklik Bagintilan

Tamm 2.3.1. S bir yarigrup ve a € S olsun. S nin a elemanini igeren en kiiguk sol,

sag ve iki tarafli idealleri sirasiyla

Sta = Sau{a}={xa: x e S},
aS? = aSu{a}={ay:y e St}ve
Stast = SaSuSauaSu{a}={xay:x,y €S}

olur. S Uzerinde tanimlanan

L = {(ab)€eSxS:S'a=Sth}
R = {(a,b)€SxS:aSt=bS'}ve
J = {(ab) €S xS:Stast = Sps1}

bagintilarina sirasiyla sol-Green bagintisi (L-Green), sag-Green bagintis1 (R-
Green) ve Green bagintis1 (J-Green) denir. Bu bagintilarin birer denklik bagintist

oldugu agiktir.

10
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Onerme 2.3.2. S bir yarigrup ve a, b € S olsun.
i) alLb e a=xbveb = yaolacak sekilde x,y € ST vardir.
ii) aRb < a=bxveb = ay olacak sekilde x,y € S* vardr.
iii) aJb & a = xbyve b = uav olacak sekilde x, y,u, v € S* vardur.

Ispat: Howie (1995), Proposition 2.1.1’e bakinz. m

Onerme 2.3.3. S yangrubu Uzerindeki sol-Green bagintist L ve sag-Green

bagintisi R bileske islemine gore degismeli, yaniL 0 R=R o L dir.

Ispat: Howie (1995), Proposition 2.1.3’e bakimz. m

Tamm 2.3.4. S yanigrubu lzerindeki sol-Green bagintis1 L ve sag-Green bagintis

R yardimi ile tanimlanan

H=LNR

denklik bagintisina H-Green bagintisi ve L ile R bagintilarini iceren en kiguk

denklik bagintisina da D-Green bagintisi denir. O halde
D= (L UR)®
olur. L ve R bagintilar: simetrik ve yansimali iki baginti oldugundan
(L UR)=(L UR)?

A¢S L UR
(LUR)U(LUR)tuAs=LUR

11
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olupLSLOoR,RESLoL ve LoR=Ro Loldugu elde edilir. Buradan

(LUR) o (LUR) (LoL)u(LoR)UROL)UROR)
L u(L o R)u(L 0 R)UR

LoR

ve
(LUR)U(Lo R)=LU[RuU(Lo R)]I=LOR
olur. Dolayisiylavn > 2 icin (LUR)™ =L 0 R olur. O halde

D = (LUR)®
= [(LUR)U (LUR)TTuU 1L]*®
= U [(LUR)U (LUR)TuU 14"

nez+t

= (LUR)"=(LUR)U| |[(LUR)"

= (LuR)u(U LoR)z(LuR)u(LoR)
n=2

= LOR
olur.
Bir S yarigrubu tzerindeki L R, J, H ve D-Green denklik bagintilar: igin

Ay HCL, RcDcJcSxSolup aralarindaki bu iliski asagidaki diyagram

ile ifade edilebilir. Bu diyagrama Hasse diyagrami denir.

12
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s s

Ag
Sekil 2.1. Green denklik bagintilarinin Hasse diyagrami

Onerme 2.3.5. G birgrupise L=R=J=H=D=G % G olur.

Ispat: va, b € G igin

Sekil 2.1. Green denklik bagintilarinin Hasse diyagrami

Onerme 2.3.5. G birgrupise L=R=J=H=D =G x G olur.

Ispat: va, b € G igin

a=ae=a(btb) =(ab )b
b =be =b(ata) = (ba YVa

olur. x =ab ' € G ve y = ba™! € G seklinde alinirsa a = xb ve b = ya olacak
olup Va,b € G igin aLb yani L = G % G olur. Benzer sekilde R=G %G ve

dolayisiyla L=R=J=H=D=GXxGolur. m
13
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Onerme 2.3.6. S degismeli bir yangrup ise L =R =H =D olur.

Ispat: alb ise a = xb ve b = ya olacak sekilde x,y € S* var olup S degismeli
oldugundan a = bx ve b = ay olup aRb olur. Dolayisiyla L € R olur. Benzer

sekilde R €L ve dolayisiyla L=R=H=Dolur. m

Onerme 2.3.7. S bir sonlu yarigrup ise D = J olur.

Ispat: Howie (1995), Proposition 2.1.4’e bakiniz. m

Tamm 2.3.8. S yarigrubu Uzerindeki J, D, L, R ve H-Green denklik bagintilarinin
denklik siniflarinin kiimeleri sirastyla S/J, S/D, S/L, S/R, S/H ile gosterilir.
Ayrica a € S igin a y1 iceren J, D, L, R ve H-Green denklik siniflar1 sirasiyla

Ja» Da, Lg, Ry Ve H ile gosterilir. Bu durumda
Hy,€L,<D, H,SR,SD, ve H,=L,NR,
oldugu ve D-Green denklik bagintisinin tanimindan dolay: da
aDb S R, NL, #0d =S L,NR, #0
oldugu aciktir. Dolayisiyla D-Green denklik simifi D, ayrik L-Green denklik ve R -
Green denklik siniflarinin birlesimi olup D sinifi, her satiri bir R-sinifini, her

sttunu bir L-sinifint ve her hiicresi de bir H-sinifini temsil eden bir yumurta kutusu

olarak diisunalr.

14
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Da La

Ra Ha

Sekil 2.2. Bir D-Green denklik sinifi 6rnegi

Teorem 2.3.9. S bir yarigrup olmak tizere R € S/R, L € S/L ve a,b € S olsun.
i) Eger (a,b) € R ise as = b ve bt = a olacak sekilde s, t € S var olup
ps:Lg > Ly, x >xs ve pgily—>L, y—yt
seklinde tanimlanan pg ve p; dénistmleri birbirinin tersi olan iki bire-bir ve orten
donustmlerdir. Ayrica ps, L, daki her bir H-sinifim L, de bu H-sinifinin
bulundugu R-sinifindaki H-sinifina esler. Benzer sekilde, p, de L, deki her bir H-

stnifint L, da bu H-sinifinin bulundugu R-sinifindaki H-sinifina esler.
ii) Eger (a,b) € L ise sa = b ve th = a olacak sekilde s, t € S* var olup
AsiRy = Ry, x> sx ve ARy = Ry, y—oty
seklinde tanimlanan A4 ve A, donustmleri birbirinin tersi olan iki bire-bir ve drten
dontsumlerdir. Ayrica Ag, R, daki her bir H-sinifini R, de bu H-sinifinin
bulundugu L-sinifindaki H-sinifina esler. Benzer sekilde, A; de R, deki her bir H-

stnifint R, da bu H-sinifinin bulundugu L-sinifindaki H-sinifina esler.

Ispat: Howie (1995), Lemma 2.2.1 ve Lemma 2.2.2’ye bakimz. m
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Sonug 2.3.10. H, ve H, ayni D-simfinda iki H-sinifi olmak Uzere |H,| = |H,|

olur.

Ispat: Howie (1995), Lemma 2.2.3’e bakiniz. m

Sonug 2.3.11. S bir yangrup olsun. Eger H, S de bir H-sinif1 ise H2 N H = ¢ veya
H? = H olup bu durumda H, S nin bir alt grubudur.

Ispat: Howie (1995), Teorem 2.2.5’e bakiniz. m

Sonug 2.3.12. S bir yarigrup ve H, S de bir H-sinifi olsun. Eger H bir idempotent

iceriyor ise S nin bir alt grubudur. m

Sonug 2.3.13. Bir H-sinif1 en fazla 1 tane idempotent icerir. m

2.4. Regllerlik

Tanmm 2.4.1. S bir yanigrup ve a € S olmak lzere axa = a olacak sekilde 3x € S
varsa a ya reguler eleman denir. Tim elemanlar: regiiler olan bir yarigruba da

reguler yarigrup denir.

Onerme 2.4.2. a € S bir regiiler eleman ise Vx € L, ve Vx € R, da regiilerdir.

Bunun bir sonucu olarak, Vx € D, da regulerdir ve D, ya reguler D-sinif1 denir.

Ispat: a € S regiiler ve b € L, ise axa =a, yb = a ve za = b olacak sekilde

x € Svey,z € S vardir. Buradan

b = za = z(axa) = (za)x(yb) = b(xy)b

16
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olup (xy € S) b de regulerdir. Benzer sekilde Vx € R, da regilerdir. m

Onerme 2.4.3. Regliler bir D-sinifindaki her bir L-sinifi ve her bir R-simifi en az

bir idempotent igerir.

Ispat: Howie (1995), Proposition 2.3.2’ye bakiniz. m

Onerme 2.4.4. e € S bir idempotent eleman ise e, L, de bir sag birim eleman ve

R, de bir sol birim elemandir.

Ispat: Howie (1995), Proposition 2.3.3’e bakiniz. m
Tanim 2.4.5. a € S olmak (izere axa = a ve xax = x olacak sekilde x € S varsa a

ya bir tersinir eleman, x e de a nin bir tersi denir. a nin tim terslerinin kiimesi

V(a) ={x € S:axa=a, xax = x}

olur.

Onerme 2.4.6. a € S icin a mn bir tersi vardir & a reglerdir.

Ispat: Howie (1995), sayfa:51’e bakiniz. m

Teorem 2.4.7. S bir yarigrup, D bir regiiler D-sinifi ve a € D olsun.
(i) Eger a' € V(a) ise a’' € D olur ve iki H-sinifi, R, N L, ile Ly N R,
sirastyla idempotent olan aa’ ve a’a elemanlarini icerirler.
(i) Bir beD igin R;,NL, ve L,NR, sirasiyla e ve f idempotent
elemanlarini iceriyorsa 0yle bir a* € H,, vardir ki aa* = e, a*a = f ve a”,
a mn tersidir.

(iii) Hic bir H-sinift @ nin birden fazla tersini iceremez.

17
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Ispat: Howie (1995), Theorem 2.3.4’e bakiniz. m

Onerme 2.4.8. S reguler bir yarigrup ve a, b € S olsun.
(i) aLb < a'a=b'bolacak sekilde a’ € V(a) ve b" € V(b) vardur.
(i) aR b & aa’ = bb’ olacak sekilde a’ € V(a) ve b’ € V(b) vardur.
(iilaHb < a'a=>b'b ve aa’ = bb' olacak sekilde a’ € V(a) ve b' € V(b)

vardir.
Ispat: Howie (1995), Proposition 2.4.1’e bakimz. m

2.5. Doguray Kumeleri
Tamm 2.5.1. S bir yanigrup ve @ #= X < S olmak Uzere S nin X kiimesini igeren
tim alt yarigruplarinin kesisimi bir alt yarigrup olup bu alt yarigruba S nin X

tarafindan dogurulan alt yarigrubu denir ve (X) ile gosterilir. Yani;

(X)zﬂ{T:XgTss}

olur. (X), X kiimesini igeren en kuguk alt yarigruptur.

Eger (X) =S oluyorsa X e S nin bir doguray kumesi, X in her bir
elemanina bir doguray ve S ye de X tarafindan dogurulan yangrup denir. Eger
S = (xq1,x5,..., xn) seklinde sonlu bir kiime tarafindan doguruluyorsa S ye sonlu
dogurayh yangrup ve S =(x) oluyorsa S ye monojenik (tek dogurayl)

yarngrup denir.
Onerme 2.5.2. (X), X tzerindeki tim sonlu ¢arpimlarin kiimesidir.
(X)={x1x5 - x, : nEZL; x1,%5,..., %, € X}

18
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Ispat: T ={x;x,x,:n€ZL" x;,x5,...x, EX} V& X=xXp X,
Y= Y1V, Vp € T OISUN. Xy = X1X5 - X Y1 V2 - Yn € T OlUp T, X i iceren bir alt
yarigrup ve dolayisiyla (X) < T olur. Ayrica, Vx,x; - x, € T igin aynm zamanda

X1Xp -+ Xp € (X)Olup T € (X) oldugundan T = (X) olur. m

Tamm 2.5.3. S, sonlu dogurayl bir yarigrup olmak tzere

rank(S) = min{|X| : S = (X) ve X sonlu}

pozitif tamsayisina S nin (yangrup) ranki denir. Monoid ranki ve grup ranki da

benzer sekilde tanimlanir.

Tamm 2.5.4. S bir yarigrup olsun. Eger S, bazi idempotent elemanlar: tarafindan

doguruluyorsa S ye idempotent dogurayh yarigrup ve bu durumda

idrank(S) = min{]|A] : A € E(S) ve S = (A)}

pozitif tamsayisina da S nin idempotent ranka denir.

2.6. Baz1 Donldsim Yangruplan

Tamm 2.6.1. @ € By olsun. Eger Vx € X i¢in |xa| < 1 ise a ya X Uzerinde bir
kismi donlsim ve eger Vx € X igin |xa| =1 ise a ya X Uzerinde bir (tam)
donusim denir. a € By bir kismi dénlsim ve (x,y) € a ise xa = {y} yerine

xa = y yazilir. Bu durumda

dom(a) {x:3y e Xicinxa = y}
im(@)=Xa = {y:3xeXicinxa =y}

olur. @ € By bir doniisuim olmak Uzere
19
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Ker(a) =aa ' ={(x,y): xa =ya; x,y € X}

seklinde tanimlanan baginti X Gzerinde bir denklik bagintisi olup bu bagintiya a
nin cekirdegi denir.

X bos olmayan bir kime olmak uzere X {zerindeki tim (tam)
dondstmlerin kiimesi Ty ve tim kismi dontsumlerin kiimesi Py, dénisimlerin
bileske islemi ile birer yarigrup olup bu yarigruplara sirastyla (tam) dénustimler
yangrubu ve kismi donUsimler yangrubu denir. Ayrica, Ty < Py oldugu
aciktir.

Eger X, n elemanli sonlu bir kiime ise genelligi bozmaksizin X = X,, =
{1,2,...,n} alinir ve Ty ve Py sirasiyla T,, ve B, seklinde gosterilir.

X, Kkumesi Uzerindeki tim  bire-bir ve oOrten donustimlerin
(permutasyonlarin)  kiimesi déndstmlerin bileskesi islemi ile bir grup olup bu

gruba n-inci simetrik grup (permutasyonlar grubu) denir ve S,, ile gosterilir.

Teorem 2.6.2. Donlsumler yarigrubu T, regulerdir.

ispat: aTT, ve im(a)={a,a,,..,a,} olsun. "LEKEm icin ba =a,
olacak sekilde bir tek b, segelim. b TT,

1. .

Ti , aksi halde

seklinde tanimlansin. Ayrica bir i'I‘Xn icin ia = a, olacak sekilde bir

a, 1{a,,a,,...,a,} varolup
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laba =a,ba =ba=a =ia

yani aba =a olup T, regilerdir. m
Onerme 2.6.3. Ty bir regiler yarigruptur.
Ispat: Clifford ve Preston (1961), sayfa 33’e bakiniz. m
Teorem 2.6.4. Her sonlu yarigrup S, |S| = n olmak tzere T, veya T, in bir alt
yarigrubuna izomorftur.
Ispat: Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Theorem 2.4.3’e bakiniz. m
Teorem 2.6.4. a, 8 € P, igin

i) im(apB) < im(B),

ii) Ker(a) € Ker(ap)

olur.

Ispat: i) a, B € B, olsun. O halde im(aB) = (im(«))B < (X,)B = im(B) olur.
i) (x,y) € Ker(a) olsun. O halde

xa =ya = (xa)f = (ya) = x(apf) = y(ap)
olup (x,y) € Ker(ap) olur. Buradan da Ker(a) < Ker(ap) oldugu elde edilir. m

a € P, ve im(a) ={ay,a,,...,a,} olsun. O halde Ker(a) mn denklik

siniflari i = 1, ..., 7 icin 4; = a;a™ ! seklindedir ve {4,,4,,...,4,} X, nin, Ker(a)
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denklik bagintisina gore elde edilen pargalanisidir. Bunlar yardimiyla a € T,

dénistimun
i=1 .., ricinda=aq

seklinde ya da

Ay A, .. i
a= ( T2 Ar) veya kisaca a = (A‘)
a;, a, .. a, a;

seklinde gosterebiliriz.
Benzer sekilde, a € B, ve im(a) = {ay,a,,...,a,} olsun. i =1,..,7 igin

i = aa~tve X,\Ul_, A; = A, olmak Uizere a € P, kismi dontstimini

a= (A1 Ar Ar“) veya a = (A1 Az AT) veya kisaca @ = ( l)
a .. a, — a, a, .. a, a;

seklinde gosterebiliriz.

Tamm 2.6.5. @ # X kimesinin bir parcalanisi {4,,4,,...,A,} olsun. Vi =
1,..,ricin A; kimesinden bir tek a; € A; secilerek elde edilen {a,a,, ..., a,}

kiimesine {41, 45, ..., A} pargalamsginin bir transversali denir.

Onerme 2.6.6. a € T, nin bir idempotent eleman olmasi igin gerek ve yeter kosul

vy € im(a) icin ya = y olmasidir.

Ispat: (=) a € T,, bir idempotent eleman ve y € im(a) olsun. O zaman xa = y
olacak sekilde 3x € X,, vardir. Ayrica a bir idempotent eleman oldugundan

Vz € X, icin za? = za olup

ya = (xa)a =xa? =xa =y
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oldugu elde edilir.
(=) a €T, ve Vy € im(a) ig¢in ya = y olsun. x € X,, icin xa € im(a)

olup xa = x oldugundan
xa? = (xa)a =xa =x
olur. Dolayisiyla @ = a? olup « bir idempotent elemandir. m
Teorem 2.6.7. a, € B, i¢in
i) aflpeim(a)=im(p),
i) aR B < Ker(a) = Ker(B) ve Dom(a) = Dom(p),
i) a DB & |im(a)| = [im(B)]
seklindedir.
Ispat: Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Theorem 4.5.1’e bakimz. m
Teorem 2.6.8. «,B € T, igin
i) alB < im(a) =im(B),
i) aRpB < Ker(a) = Ker(B) ve
i) aDp = lim(a)| = lim(B)|
seklindedir.

Ispat: Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Theorem 4.5.1’e bakiniz. m

Tamm 2.6.9. «a € P, olsun. Eger bir x € X, i¢in xa = x ise x e & nin bir sabit

noktas: denir ve tiim sabit noktalarin kiimesi
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Fix(e) ={x € X,;;xa =x}

seklinde gosterilir. Aksi halde, sabit olmayan nokta denir ve tim sabit olmayan

noktalarin kiimesi

Shift(a) = {x € X,;: xa # x}

seklinde gosterilir.

Tamim 2.6.10. n,r = 2 tamsayilan icin « € S,, ve Shift(a) = {iy, ..., i} olsun.

Eger

O =iy, 0 = i3, .., i1 = 1, VE I, = i3

ise « ya bir r — devir denir ve a = (iyi, --- i,) seklinde yazilir. Uzunlugu 2 olan

bir devire, yani bir 2 — devire, bir transpozisyon denir.

Teorem 2.6.11. Her permitasyon transpozisyonlarin bir carpimi seklinde

yazilabilir.

Ispat: Rotman (1995), Theorem 1.3’e bakiniz. m

Teorem 2.6.12.n>2vea =(12),=(12 .. n) € S, olmak lzere S,, = {(a, B)
dir.

Ispat: Howie (1995), 1.9 EXERCISES 6’ya bakiniz. m

Tamim 2.6.13. n,r = 2 tamsayilan i¢in a € T, ve Shift(a) = {iy, ..., i,} olsun.

Eger
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o =1y, b = i3, b @ = by, 1@ = Uy g VO G @ = g

ise a = ||iyi, ... i,]| seklinde yazilir.

Teorem 2.6.14. n>2, a=(12), =(12 ..n) ve 6 =]||12] olmak Uzere
T, = {a, B,0) olur.

Ispat: Howie (1995), 1.9 EXERCISES 7’ye bakiniz. m

Teorem 26.15.n>2 a=(12), f=(12 .. n),0 =|12| ve

olmak lzere B, = (a, 8,0, €) olur.

Ispat: Howie (1995), 1.9 EXERCISES 13’e bakiniz. m

2.7. Sira Koruyan (Tekil) Dondsimler Yarigrubu

Tanim 2.7.1. T,veS, swasiyla X, ={1,..,n} kiumesi Uzerindeki (tam)
dontsumler yarigrubu ve permitasyonlar grubu olsun. T,,\S,, kiimesinin T,, nin bir
alt yarigrubu oldugu kolayca gosterilebilir. Bu alt yarigruba (tekil) dontstmler

yarigrubu denir ve Sing,, veya ST,, ile gosterilir. Ayrica

0, ={a € Sing,:x <y=xa < ya (Vx,y € X,)}

kiimesi de T,, nin bir alt yarigrubu olup bu alt yarigruba X,, kiimesi zerindeki

sira-koruyan (tekil) donuasumler yarigrubu denir. 0,, yarigrubunun T,, nin bir
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regiler alt yarigrubu oldugu kolayca gosterilebilir. Howie (1995), Proposition

2.4.2’den asagidaki teorem kolayca elde edilir.
Teorem2.72.2<r<n-1vea,f € 0, igin
i) alLp e im(a)=im(B),
i) aRp < Ker(a) =Ker(B),
iii) aD B < |im(a)| = |im(B)| ve
V) aHB = a=p

seklindedir. m

Teorem 2.7.2 nin sonucu olarak 0, yarigrubunun n — 1 tane D-Green

denklik sinifi vardir. Bunlar, 1 < k < n — 1 olmak tzere

Dy ={a € 0y : lim(a)| = k}

seklindedir. Dikkat edilirse O,, yarigrubunun her bir H -sinifi sadece 1 elemandan

olusur.

Tamim 2.7.3. X bos olmayan bir kime ve A ={4;, .., Ac}, X kimesinin

herhangi bir pargalanisi olsun. Eger
Vx €A;jve Vx €Ay, (L<i<k—-1)igcin x<y
oluyorsa A; < A;,, seklinde gosterecegiz. Bu durumda <A ya bir siral parcalans

diyecegiz ve A = (A4, ..., Ay) seklinde yazacagiz. Ayrnica, @ # C S X,, igin

eger
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x,yECvex<z<y=>z€C(

oluyorsa C ye de bir konveks kiime diyecegiz.

Simdi bu tanimlar yardimiyla 0,, deki elemanlarin ¢ekirdek simiflarinin
bazi 6zelliklerini verelim.

Tanimi geregi gorintd kiimesinin eleman sayist k (1 < k <n—1) olan
bir « € 0,, sira-koruyan donusimuniin cekirdek siniflarinin k tane konveks kiime

oldugu kolayca gortlebilir. Boylece, a € 0,, donlsiminin ¢ekirdek siniflart
Al ={1| ey xl}l AZ z{xl +1) ey xz}l ey Ak :{xk—l +1| ey n}

olacak sekilde x5, ... ,xx_1 € X,, vardir ve A;a < -+ < A, a seklindedir. Baska bir
ifade ile (44, ..., Ag), X, nin konveks kiimelerden olusan bir sirah parcalanisidir.

Bu durumda bir
/1 2 3 45 6 7
“_(2 33 34 4 7)60“
eleman:

_ ({1} {234} {56} {7}
“_(2 3 4 7 )

seklinde de ifade edilebilir.

2.8. Grafikler ve Orbitler
Tamm 2.8.1. Koseler kimesi olarak adlandirdigimiz ve V(G) seklinde
gosterdigimiz bos olmayan sonlu bir kime ile kenarlar listesi olarak

adlandirdigimiz ve E(G) seklinde gosterdigimiz, koseler kimesinin sirasiz
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ikililerinin olusturdugu listeden olusan yapiya bir grafik denir. Bu grafik
G= (V (G), E(G)) ile gosterilir.

Bir G grafiginin koseleri a, b,u,v,x,y,z,...,1,2,3,... gibi sembollerle ve
ayrica u, v iki kose olmak Uzere, G grafiginde u ile v kdsesini birlestiren bir kenar
varsa bu kenar {u, v} ile gosterilir. Eger G grafiginde u ile v koselerini birlestiren

1 den ¢ok kenar varsa bu kenarlara kath kenar ve {u,u} kenarina da bir halka

denir.

Tanim 2.8.2. G :(V (G),E(G)) bir grafik olsun. {a,,...,a,} I'V(G) olmak

uzere {a,,3,}.{a,,a,} . K{a._, a.} {a.a) TE(G) ise a,a, La, seklinde
koselerin bir dizisi var olup bu diziye a ve a, arasinda bir patika denir.

Ozel olarak a dan

a ya olan bir patikaya bir devir denir.

Tamm 2.8.3. Herhangi iki kdsesi arasinda bir patika olan grafige baglantih grafik,

aksi halde baglantisiz grafik denir.

Tamm 2.8.4. Devir icermeyen baglantili bir grafige bir agac¢ denir. Bir agacta iki

kdse arasinda bir ve yalmiz bir tek kenar vardir.

Tamim 2.85. a TT, olsun. X, iizerinde
x,yTX, ver,qTZ" E{0} olmakizere x°y U xa'°ya’

seklinde tanimlanan © bagintis1 bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagintisinin

her bir denklik sinifina @ nin bir orbiti denir.
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Tamm 2.8.6. a € T,, donlsuminln grafigi T, ile gosterilir. T, grafigi, koseler
kimesi V(T,) = X,, ve kenarlar listesi E(T,) = { {x,xa}: x € X, } olan
grafiktir.

Aslindaa € T,, dondsumindn orbitleri, bu grafikteki her bir baglantil
parca olarak disunalebilir. Bir orbit, bir devir ve bu devire eklenmis agaclardan
olusur. Eger eklenmis hi¢ aga¢c yoksa bu orbite devirli orbit, aksi halde devirli

olmayan orbit denir. Bir devirli orbit W de devir zerindeki koselerin kiimesi

K (W) ile gosterilir.

Ornek 2.8.7. n = 14 olmak Uizere

10 11 12 13 14)

a=(1234 5 6 7 8 9
3 35 6 65 99 9 11 12 10 13 14

donlsumiandn grafigi ve orbitleri asagidaki gibidir.

7 8 10 11
3 /4 y 12
([ e
W, ={123456} W, ={789} W, ={101112}, W, = {13}, W, = {14}

Bu Ornekteki devirli orbitler W ,, W, ve W tir. Daha da 6zel olarak W,

ve W, birer halka orbitlerdir.
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2.9. *-Green Bagintilar:

Tamim 2.9.1. S yarigrubu tizerinde L ™ ve R * bagintilar sirasiyla

(a,b)TL*U Snin alt yarigrup oldugu bir iist yarigrupta (a,b)T L
(a,b)TR*U S nin alt yarigrup oldugu bir tst yarigrupta (a,b) TR

*

seklinde tamimlanir. Ayrica, Green denklik bagintilarinda oldugu gibi D * =
L*0oR* ve H*"=L" nR* seklinde tanimlanir. (*-Green Bagintilari hakkinda
daha fazla bilgi i¢in J . B . Fountain (1982) ye bakiniz.)

Onerme 2.9.2. S yangrubu tizerinde

L*={(a,b)eSxS:(""x,yTS!) ax = ayUbx = by}
R* ={(a,b)€SxS :(""x,yT15Y) xa = yaUxb = yb}

olur.

Ispat: ispat icin J . B . Fountain (1982) Lemma 1.1’ e bakiniz. m
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3. SIRA-KORUYAN ve AZALAN (ARTAN) TEKIL DONUSUMLER
YARIGRUBU

Tamm 3.1. 0, X,, Uzerindeki sira-koruyan dénustmler yarigrubu olmak tzere

Cc;, ={at10,:("xT X,)xafx},
ctr={aTt1o0,:("xT X,)xa3x}

kiimeleri de donlsumlerin bileske islemiyle X,, Uzerinde birer yarigrup olup bu
yarigruplara sirastyla sira-koruyan ve azalan tekil dénlstmler yarigrubu ve
sira-koruyan ve artan tekil dénusimler yarigrubu denir. Herhangi bira T 0,

icin,

xa- = xa, xafx

| x, diger durumlarda
cat = ¥& xa3x

T x, diger durumlarda

seklinde tanimlansin. Buradana~T C,;, a* T C; ve
a=ata =a at

oldugu agiktir. Ayrica herhangi bir a T T,, elemani bir 1 < i < n igin eger

_ {j x =1
= x diger durumlarda
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ise a bir idempotent olup bu idempotenti a« = [i — j] seklinde gosterelim.

(Gosterimde kolaylik olmast agisindan, [n ® n + 1] veya [1 ® 0] yazildiginda A&

(bos esleme) anlasilacaktir.) Ayrica

Ef i ={li-jlll1<i<j<n}

1 ={li-jll<j<i<n}
olsun. E (D,,_;) = E;_,E E,_; oldugu agiktir.
Onerme 3.2.aT C;} olsun. Eger bir 1£k£nicin ka = kise
aTaE_ \{[k®k+1]}i
olur.

Ispat: a TC,} T 0,, olsun. Ker(a) ya gore elde edilen denklik siniflart X,, nin

konveks pargalanisi olup 1 <r <n,4; ={a;,ajy1,......aj41— 1} LEIiEr —
1) , A4 ={a.a;41,...n} 1 =a;<a,<....<a, ve by <b, < ....<b,
olmak tzere

seklindedir. Ayricaa T C,;5 olup

a; = min4;£Emax4; £(max4;)a =b;, (LEifr-1)

a, = mind,.£maxA, (= n)£(maxA4,)a = b,

32
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selkinde tamimlayalim. Buradan, 1£i £r — 1 icin a; £ b; ve b, = n oldugu elde

edilir. e, X,, Uzerindeki birim permUtasyon olmak Uzere 1 £i<j <n igin

EY(i,j)=[i®i+ 1[i + 1®i + 2] [- 1®]],
E*(i,i)=e

olarak tanimlansin. Ayrica,
b = E+(ar ’br) E* (ar—l ) br—l) - E* (al ) bl)
olsun. Herhangi bir x T X,, igin x T Ag (1 £s £7) olsun. Eger k = n ise
xb = xE* (ar, by) E* (@r-1, br-1) e EY (a1, by)= bs = xa
olupa = bTaE_E{e}i=48E_\{[n®n+1]}FE {e} olur. Ayrica
alci10,1Sing,olupaTéE}_ { [n®n+1]}iolur. Egerl1EkEn—1
ise ka = k oldugundan, bir L£j£r —1 igin kTAj ve b; = k seklindedir.

atl ¢} ve bj = max4; = k olup a;;; = mind; +1 = k + 1 olur. Boylece

a; < b; olup
[k ®k + 1] T{[a; ® aj41], [0:61® ais).... [ap — 1® b; T}

Eger a; < byise E* (a;,by) = [a; ® a;11][ai41® aiy2]+:[ap — 1® by]; ve eger

a; = b;ise ET (a;,b;)= e olsun. 1£i £ icin
E*(a;,b) T4E}, {[k®k + 1]} E {e}i

olur.Ohaldea = b T4E_ \{[k®k + 1]} E {e} olur. Ayrica
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SEF \{[k®k+1]} E{e}ii = aEF \{[k®k + 1] }§ E {e}

vea Tl 10,1 Sing, oldugundana TaE_ \{[k®k+1]}i oldugu elde

edilir. m
Onerme 3.3.aT C,; olsun. Eger 1 £ k £nicin ka = k oluyor ise
aTaE,_ \{[k®k—1]}i
olur.
Ispat: Onerme 3.2 ye benzer sekilde ispatlanabilir. m
Onerme 3.4. Herhangi bir a T0,, icin
i. 1E£kEnolmakizereegerkafkiseka™ = k,
ii. 1£k£nolmaklzereeger ka3kise ka®™ = k olur.

Ispat: Tammdan kolayca goriilmektedir. m

Onerme 35. s,teX, icin Mgy = {aTl0,:safs,ta3t} seklinde

tanimlansin. O halde n 3 3 igin

My = 4E (o) \{[s®s+1], [t ®¢t— 1] }i

seklindedir.

Ispat: P, = 4E (J—) \{[s ®s+ 1], [t ®t — 1] }iiolsun. Mg, nin O, nin bir
altyarigrubu oldugunu gostermek kolaydir. Ayrica
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E(n-)\{[s®s+1],[t®t 1]} I Mg olup Py, = 4E (Jp_) \{[s® s+
1], [t®t—1] } i1 Mg dir. Simdi de Mg TPy oldugunu gosterelim.
aTM T 0, olsun. O halde

a=—aa  =a atve sat =s,ta =t

olur. E (Ju—1) = E}_EE,_;olupa = ata  T4E_\{[s®s+ 1] }iiolur.
Baylece

AE_I\{[t®t—1}FTAE () \{[s®s+1],[t®t— 1] }ii = P

olur. m
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4,  SIRA-KORUYAN DONUSUM  YARIGRUPLARININ  YEREL
MAKSIMAL IDEMPOTENT DOGURAYLI ALT YARIGRUPLARI

Dahadnce 2<r<n-—1vea,p € 0, icin

i) alLp e im(a)=im(B),

i) aRp < Ker(a) =Ker(B),

iii) aD B < |im(a)| = |im(B)| ve
ivV) aHB = a=p

oldugunu belirtmistik. Ayrica 0,, yanigrubunun n—1 tane D-Green denklik

stnifinin var oldugunu, bunlarin, 1 < k < n — 1 olmak tzere,
Di ={a € 0, : lim(a)| = k}

seklinde oldugunu ve her bir H -sinifimn sadece 1 elemandan olustugunu
belirtmistik.

Gomes ve Howie
E,_.,={alo, : |im@)| = n-1,a?= a}

seklinde tanimlamaktadirlar. Bu kiimenin defecti 1 olan n — 1 tane artan
idempotent [ ®i + 1](i = 1,2,3,...... ,n—1) ve n — 1 tane azalan
idempotent [i®i-1] (i = 2,3,....,n) ten olustugu aciktir. (alT,
donustimiinin defecti def(a) = |X,,| — lim(a)| seklinde tamimlanir.) Daha acik

olarak

L /1 ... i—-1 i i+1 .. h
[l®l+1]_(1 .o i=1i+1 i+1 .. n)
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, . _r1 i—1 i i+1 .. N
[l®l_1]_(1 i—1 i—1 i+1 .. n)

seklindedir. aT0,, olsun. Bir x T im (&) icin elde edilen ker (a)-denklik sinifi

xa~ ! lc sekilde simiflandirihr:

azalan blok; x < minxa™1,

artan blok: x > maxxa™1,

sabit blok: min xa™! £ x £ maxxa~1.

Ornegin,

_ AL,234) {567 {8
“_( 5 6 7)

icin 5a~* artan blok, 6a~" kararl: blok ve 7a~ azalan blok olur. x T im (a) icin

xa l=[a,b]={i € X,;;a <i < b}olmak lizere
my(x)= max{x—ab—x,b—a}

sekilinde tanimlansin. Ornegin,

a=(l 234
2 2 24

B O
oo
~N N
~—

icin

2a' = [13]; a =1, b =3, x = 20lupm, (2) = max{1,1,2} = 2
7a’l =[77]; a =7, b =17, x = 7olup m, (7)= max{0,0,0}= 0.
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Varsayahm ki aT0, icin W;,..,W, devirli olmayan orbitler ve

Wigq s, Weys halka orbitler olsun. 1 < i < tigin

ca = [ eger xTW; ise
L7 x, diger durumlarda

seklinde tanimlansin. O zamana; T 0,ve a = a, ---a, oldugu aciktir. Ornegin,
o= (1 2 345 6 7)
2 2 24 4 5 7

olsun. Bu durumda devirli olmayan orbitler W; = {1,2,3} ve W, = {4,5,6} olup

a:(1234567)
17\2 2 24 5 6 7
(1 2 34 56 7
“2‘(1234457)

seklindedir. Buradana = a; a, = a, a; oldugu kolayca gordlir.

b T 0, nin bir tek devirli olmayan orbiti W var olsun. Dikkat edilirse
xTimb —W omg (x) =0

seklindedir. Ayrica W ayrik xb™* (x Timb CW) bloklarinin birlesimidir.
Ornegin;

=
Il
A~
w
w N
w w
A D
(G2l &)
—

icin devirli olmayan tek orbit W = { 1,2,3} olup
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imb ={345}, 3b™'={123}= W veimbCW = {3}

ve

icin devirli olmayan tek orbit W ={1,2,3,4} olup

imb ={3456}, 4b™! = {34} veimbCW = {34}
olur. im(b) CW = {b;,by,..,b,} (by <b,<---<b,) olsun. W tek bir sabit

noktaya sahip olup bu nokta b; olsun, yani b;b = b;. Bu durumda

azalan bloklar : b;,,b™, ..., bb7*;
artan bloklar : b;b™%, ..., bi_sb™*;

sabit blok : b;b™*

olur. Buradan

max{x—y: yTxaly £ x}

me (x)

ml (x) = max{y—x: yTxaly 3 x}

olarak tanimlansin. Her bir bjb‘1 (G = 1,2,..,i—1) artan blogu igin

her bir b,b™ (I = i+ 1,i+2,...,7) azalan blogu igin
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Dy =[by +mg (b)®b; + mg(b;)— 1] [b +1® b;],

ve b; b~ sabit blogu icin

St=[b; - mp(b;) ® b; — mp(b; )+11-[b; —1®b; ],
"=[b; + mpb(b;))®b; + mp(b;)—1][b;+1®b; ]

olarak tanimlansin. Ornegin,

=N
Il
A~
w -
w N
o1 w
o1 b~
o1 a1
[$1 K2
(o) N
> 0
0 ©
~—

dénUstimunun orbitleri

olup
3bt ={12}, 5b™'={3456} 6b'={78}, 8bt ={9}
seklindedir. Dolayisiyla

i)b; =3 i¢cinj = 3,a = 1,b = 2olup
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mg(3)={3-12-32-1}=2
I, =[1®2][2®3]

i )b; = 6icinj = 6,a = 7,b = 8olup

mg(6)={6-7,8-68-7}=2
D; =[8®7][7T®6]

iii)b, = 8icinj = 8,a = b = 9olup

mg(8)={8-9,9-89-9}=1
D,=[9®38]

iv ) b, = 5igin iki ayr1 grup vardir. Bunlardan birincisi: j = 5,a = 3,b = 4

icin
mp(5)={5-34-54-3}= 2,
ve ikincisi: j = 5,a = b = 6ig¢in

m;(5)={5-66-56-6}=1

olup

S'!=[3®4][4®5]
ST =[6®5]

seklindedir. Dikkat edilirse
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=EEEEEHEE=6G355256 58

olur. Bu agiklamalardan sonra asagidaki 6nermeyi elde ederiz.

Onerme4.1. b = S;_;+ ,S" D4y D, . m

Tanmm 4.2. S bir yarigrup olmak tizere S tizerindeki her bir L™ -sinifi ve her bir R *

-sinif1 bir idempotent eleman igeriyor ise S ye bir verimli yarigrup denir.

Tamm 4.3. S, 0, yangrubunun bir alt yarigrubu olmak Uzere eger S =< E > ve
< E U {f} >= 0, olacak sekilde bir E < E(D,,_,) ve bir f € E(D,,_;) — E varsa
S ye 0, yarigrubunun bir yerel maksimal idempotent dogurayh alt yarigrubu

denir.

Onerme 4.4. E,_,, D,,_, simfindaki idempotentlerin kiimesi olsun, yani E,,_; =
E(D,,—1). O zaman O, = 4E,_;f dir ve E,_; in hicbir 6z alt kiimesi 0,, i
Uretemez.

Ispat: Gomes ve Howie (1992)’ ye bakiniz. m

Teorem 4.5. 0, yangrubunun her yerel maximal idempotent dogurayl: alt

yarigrubu verimli alt yarigruptur ve asagidaki formlardan birine sahiptir.

(A) 4E,, —{[k®k-1]}i={aT0,: (YxTX, )x3kbPxa3k};
(B) 4E,, —{[k®k+1]}i ={aTo0,:(YxTX, )xEkbPxatk}.

Ispat1 yapmadan énce asagidaki ornekleri inceleyelim. n = 3 igin
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B -{em={; 3 3)G23)G 230

B -{Be23(; £ 3) G 23)G 53

olur.

Ispat: ilk olarak Onerme 4.4’ den 0, yarigrubunun yerel maximal idempotent
dogurayli bir alt yarigrubu ya éE,_; — { [k®k—-1] } il ya da &E,_; —
{ [k ® k + 1] } i seklindedir. (A) esitliginin sag tarafin1 LM* ile ifade edersek,
(A) esitligini ispatlamak icin

LM¥ = 4E, ; —{[k®k—1]}i

oldugunu gostermeliyiz. ( (B) esitligi benzer sekilde ispat edilebilir.) ilk olarak
LM* min 0,, nin alt yangrubu oldugunu goéstermeliyiz. Eger a,b T LM¥ ise her
x 1X, ve x 3k icin xa 3k olur ve buradan (xa)b 3k olupab T LM* T 0, olur.
Enoi —{[k®k—1]} TLM* olup bizim LM* T E,_;, —{ [k®k—-1] }
oldugunu gostermemiz gerekmektedir. Her a T LM¥* icin a; nin tek devirli
olmayan orbiti W; olmak iizere a = a; -+ a, olarak ifade edilsin. a; TLM*
oldugu kolayca gériilmektedir. O halde b T LM* ve b nin tek devirli olmayan
orbiti W ise 0 zaman b T4E,_; — { [k®k—1] } ii oldugunu gostermek
yeterlidir.

I S'*TéE,; — { [k®k—11]} i oldugu agiktir. Dolayistyla
D, ST T4E,_; —{ [k®k—1] } i oldugunu gdstermeliyiz. Bunun igin iki

durum s6z konusudur.

1.durum: b; 3 k ise D, ve S” nin tammindan dolay: D, ,S™ T4E; —

{[k®k —1] }folur.
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2. durum: b; <k olsun.

bTLM* ve ( b;+mp ( by ) b=b<k oldugundan
b; + mj (b;) <k olur. Dolayisiyla da S™ TéE,_; —{ [k ®k—1] }f
oldugu elde edilir.

D, TéE,_; —{[k®k—1]3}i (tim I ler icin) oldugunu gostermek icin
b, + mg (b, ) < k oldugunu gostermek yeterlidir. flk olarak b, <k
oldugunu gostermeliyiz. Gergektende eger b, 3 k ise 0 zaman b; < k olup
kT bb™* =[c,d] icin bir b, vardir (i + 1 £ t £ ) (Bir hatirlatma yapalim.
S bir yarigrup, T T Sve A T S olsun. Bu durumda A T T ise 4ii T T olur.
Ayrica c = ab , cITUabTT). Buradan d3k olup db = b, 3k
oldugu elde edilir. Bu bir celiskidir, ciinkii b,b™" azalan blogu icin
by <c <k idi. Eger b, + mg (b, ) 3k ise 0 zaman (b, + mg (b, )

) b3k olup bu da bir celigkidir. m

LM* nin verimli alt yarigrup oldugunu gostermek icin sonraki énermeye bakalim.

Onerme 4.6. LM* nin her R* -simifi ve her L* -sinift  bir idempotent eleman

icerir.

Ispat. b, <b,<....<b, ve mind;>max4;_; ,i = 2,...,r olmak lizere LM* daki

herhangi bir

(Al AZ Ar )
b, b, . b,
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elemanini ele alahm. Ayrica a; = max4;(i = 1,2,...,7),B; ={12,...,b1 },

By ={xVX,:by_1 < x£by} (k = 23,..,r — 1) ve B, =X, \ (U}Z1 B;) olmak

Uzere

olarak tanimlayalim. O halde e? = e, f2 = f ve e, f T LM¥ oldugu agiktir. Ayrica
0,de fLaR eolupLM*da fL*a R*e olur. m
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5. SIRA-KORUYAN ve A-AZALAN DONUSUMLER YARIGRUBU

nTNve X, ={12..,n} olsun. X, nin bos olmayan bir A alt kiimesi

icin

0,(4)={aT1o0,: (" kT Akatk}

seklinde tanimlansin. 0,,(A) min her bir elemanina sira-koruyan ve A-azalan
donusum denir ve 0,,(4) kimesinin 0, nin bir alt yarigrubu oldugu aciktir. Eger
A kumesi X, veya X,, \ {n} ye esit ise 0,,(A) = C,, ve eger A={n} ise 0,,(4) =
0,, olur. Ayrica C,, 10,(A) T 0,, oldugu da agiktir.

Simdi bazi notasyonlari tekrar ifade edelim.

0,, de defecti 1 olan idempotentlerin kiimesi

E,, ={aTo0,: a® = a,%im ()%= n-1}

olup bu kimen—1tane [i®i+1] (n =1,....,n—1) artan idempotent ve

n— ltane[i®i—1](n = 2,.....,n) azalan idempotent igerir. O halde

Ef  ={[i®i+1]:i=1,...,n—1}
1 ={[i®i-1]:i = 2,....,n}

olmak tizere E,_; = E}_, E E,_; olur.

Onerme 5.1. S bir yarigrup ve a, b T S olsun. O zaman asagidaki kosullar birbirine
denktir.
() (a,b)TL
(i) Her x ,y TS icin ax = ay Ubx = by.
47



5. SIRA-KORUYAN VE A-AZALAN DONUSUMLER YARIGRUBU
Sebiha MAVRUK

Ispat: Fountain (1982) Lemma 1.1’ e bakimz. m

Onerme5.2.a,b T 0,,(A) olsun. O zaman
(i) (@a,b)TL*"Uim(a)= im(b)
(ii) (@, b) TR* UKer(a)= Ker(b)

olur.

ispat. (i) Eger im (a) = im(b) ise (a,b) T L™ olup (a,b) TL" oldugu
aciktir.

Tersine, varsayalm ki (a,b) T L* olsun. O halde Onerme 5.1. den her
9,.d T 0,(A) icin ag = ad” Ubg = bd olur. ilk olarak, x € X,\ {1} olsun.
O zaman [x ® x — 1] T 0,, (4) olur. Bu nedenle, x Tim(a) Ua[x ®x — 1]
=al yanib[x®x—1]= b.1 (aL"b oldugundan), yani x Tim(b) olur.
Eger minA = lise, 1T im (a) C im(b ) oldugu goriiliir; eger minAtlise [1® 2]
T 0,,(A) olur. Boylelikle, 1Tim(a) Ua[l®2]=a.l, yanib[1®2] = b.1
(aL*b oldugundan), yani 1 T im (b) olur. Buradan im (a) = im (b) oldugu elde
edilir.

(ii) Eger Ker (@) = Ker (b) ise (a,b) T R ™" olup (a,b) T R* olur.

Tersine, varsayalim ki (a,b) T R* olsun, buradan her g,d T 0, (A)"
icinga = da U gb = db olur.

x,y € X, ve x <y olsun, varsayahm ki F, ,: X,® X,,; eger x£z £y ise

zF,, = x ve diger durumlarda zF,, = z olarak tammlansin. O zaman

x'y
Fxy T On(4) olur.
Eger xa = ya ise x £z £y olacak sekildeki her z igin za = xa dir.

(Bunun nedeni a T 0,(4) T 0, olmasidir) Boylelikle xa = ya U F,, a=1a
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, yani F,, b=1.b (aR*boldugundan), yani xb = yb olur. Buradan Ker(a) =

Ker(b) oldugu elde edilir. m

Tanm 53. x,y T X, ve x<y olsun. X, nin [x,y]={zTX,:x£z£y} alt
kiimesine kapah arahk denir. Benzer sekilde, (x,y], (x,y), [x.y) araliklarin1 da
tammlayabiliriz. P ve Q, X,, nin iki alt kiimesi olsun. Eger hera TPveb T Q
icin a<b ise P,Q dan kicuktir denir ve P<Q yazilr. Herhangi alo0, ve
x,ylim(a) icin, eger x<y ise xa~'<ya~! oldugu agiktir. O zaman

%im(a)% 3 2 olacak sekildeki her aT 0,, elemam
A (A1 A, - A )
seklindedir oyleki s = %im (a)%, a; < @,< -+ <az; ve A;<A, < < Ag.

Onerme 5.4. aT0, (A) ve %im(a)% = k olsun. O zaman im (a)= im (b) ve
Ker (b) siniflart {1,... ,n — k + 1} , {n — k + 2}, ..., {n} olacak sekilde bir
b T 0,(A) vardir.

Ispat. Varsayahm ki a; <a, < - <@y ve A; <A, < - < A, olmak lizere

Sl e
T \a, a, .. ax

) € 0ua)
olsun. Aciktir ki, 1TA; ve i = 1,2,...,kicin a;£n—-k + i olur.aT 0,(4)

oldugundan her xT 4 icin a; = 1a £ xa £ x olur. Buradan

_{1,n—k+1} {n—-k+2} -
'B_< a, a,
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oldugu elde edilir. m

Teorem 5.5. (a,b)T D*olmas: icin gerek ve yeter kosul %im (a)% = %im (b) %

olmasidir.

ispat. 0,(A) yangrubunda D?* bagintisi (a,b) T D* U %im (a)% = %im (b)%
seklinde tamimlansin. Onerme 5.2. den D% L*ve R* bagintilarini iceren bir
denklik bagintisidir. Ayrica D*, L*ve R* bagintilarini iceren en kiigik denklik

bagintisi olup D*< D? oldugu elde edilir.

Varsayalim ki (a,b)TD* ve dolayisiyla %im(a)% = %im(b)% = k olsun.
Onerme 5.2. ve Onerme 5.3 tenalL*gR *dL* b olacak sekilde g,d T 0,,(4)
varolup D* T L*R*L* T D* oldugu elde edilir. Béylece D* = D* olur. m
Teorem 5.6. 0,,(A) yarigrubu verimli alt yarigruptur.

Ispat. a; <a, < -+ <a, ve A; <A, < -+ <A, olmak iizere

_(A1 Ay .. Ay
““Na, a, . a

)€ 0na)
elemanini dustinelim. x; = min A; olmak tizere
g:(Al A, - A, )

olarak tammlayalim. O zaman agiktir ki e T 0,,(4), e = e ve e R*a olur.
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A, =[lay,—1],i=2,..,r- licin A; =[a;,ai4; - 1] ve A,= [a, ,n] olsun.
1T A; oldugu aciktir. Ayrica a ¥ 0,(A) olup her k TAicina, = lafkafk

olur. Buradan

~ ~

A A, - A
y = (41 Az T ) A
(al a, .. a € On(4)

oldugu elde edilir. V> = Vve V L*a olup 0,,(4) verimli alt yarigruptur. m
Tamm 5.7. Herhangi biraT 0,,(A) ve k T 4; igin

Io(k) = im(a) C [1,k]
I, (k) ={x Tl (k):xa " C[L1,k]* £}

seklinde tanimlayalim

Onerme 5.8.aT 0,,(A) olsun. a regiilerdir U her kTA igin I,(k) = I, (k) dur.
Ispat. a T 0, (A) regiler eleman olsun. O halde a = aba olacak sekilde
bT0, (A) vardir ve dolayisiyla T, (k) TI,(k) olur. Simdi bir x T 1, (k)
elemanini alalim. O halde

x =(xa Y a =(xa"')aba = xba

olup xbTxa=t ve xT1, (k) oldugundan x £k dir. Ayrica bT 0, (A) olup
xb £ kb £k ve buradan da xb Txa™* C [1,k] yani xa C [1,k] L& olur.
Boylece x T Ia (k) olup I,(k) T 1, (k) oldugundan I,(k)= I, (k) elde edilir.
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Tersine, her kTA igin I,(k)=1, (k) olsun. Eger %im(a)%=1 ise

a? = a olup a regilerdir. Simdi %im(a)%32 olasi durumunu inceleyelim.

a;<a, < ---<a, ve A;<A,< --- <A, olmak lizere
o= (Al A, - A, )
olsun.i = 1,..,r icinb; =min A4; ve c; = max{ (4; CA)E{a;}} olsun. a; £ c;

oldugu aciktir. AyricaB; =[1,¢; ], i = 2,...... , v —1icin B; =(cj_q,¢; ] ve

B, =(c¢y_1,n] olmak tizere

olsun. Yani, a; 1 B; =[1,¢;], B; =[ci—1 +1,¢;]1=(ci—1,c;] Ve B, =[c,_, +

1,n] = (c,_; ,n] dir. a; T B; oldugu aciktir. Biz

heri T[1,7] icin a; T B; (5.1)
oldugunu iddia ediyoruz. (Ayrica a; £ ¢; olduguna dikkat ediniz. ) Bunun igin

her i T[2,7] iginc;_; <a; (5.2)
oldugunu gbéstermemiz yeterlidir.

Eger A;_;CA = K ise ¢;_; = a;_1<a;. Eger A;_; CAL K ise her

kTA;_; CAicin,a;_; = kafk (aT 0,(A) idi) ve buradan

cio1 = max{(4;-1 G A)E{a;_1}}= max (4;_; CA).
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Aj_; <A;olup her kTA;_;CAicin 4; C[1k]=4& ve 4; =a;a* olur.
1, (k) =I, (k) oldugundan k < a; diyebiliriz (aksi takdirde a; T I,(k) =1, (k) ve
buradan A;_; C¢ [ 1L,k ] # /& olup bu bir celiskidir). O zaman c¢;_; =

max (4;_; G A) <aq; olur.
(1) dendolayr a = aba esitligi elde edilir. Buradan a nin regiiler oldugunu

g6stermek icin b T 0,, (A) oldugunu géstermemiz yeterlidir. Herhangi bir kTA
alahm. O halde dyle bir s, T [1,7] vardir ki k T A, olur. a T 0,,(A) olup

asx = ka £ k £ max{ (45, C A)E{as }}= c;,

oldugu elde edilir. Dikkat edelirse [a; ,c;] T By Ve (cy—1,c,] T By olup (2)° den
dolay1 kTBSk olur. Dolayisiyla kb = b;, = minA,, £kolur. m

Teorem 5.9. n31 olsun. 0,,(A) mn regller olmas: icin gerek ve yeter kosul A

kiimesinin {1}, {1,n} veya {n} ye esit olmasidir.

ispat. A kiimesi {1}, {1,n} veya {n} ye esit ise herk T Aicin I, (k)= 1, (k)
olup Onerme 5.8’ den 0,,(4) regiiler olur.

Tersine, kabul edelim ki A kiimesi {1}, {1,n} veya {n} olmasin. Ayrica
kT [2,n — 1] olacak sekilde k T A alalim ve

a= () ferL )
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seklinde tammlayalim. a T 0,,(A) oldugu ve I, (k)={1,k} * {1}=1, (k) oldugu

aciktir. Bu durumda Onerme 5.8” den a regiiler degildir. Sonug olarak 0,,(A)

reguler olamaz. m

Bir sonraki 6nermeyi vermeden dnce bazi notasyonlar: tekrar hatirlayalim.
aT 0,(A) verilsin. Ker (a)—siniflar1 X,, nin konveks parcalanisicir ve

x Tim(a) icin elde edilen xa~! simifi (i¢ sekildedir. Bunlar

azalan blok : x < min xa ™1,

artan blok : x > max xa~?!,

sabit blok : min xa~! £ x £ max xa ™!

dir. Her bir x T im(a) igin my, (x) élgiimii

mb(x)= max{x—y: yTxa ' yEx}

mh(x)= max{y—x: yTxa™',y3x}
olmak Uzere su sekilde tanimlanir:
) { m(x) + m%(x), eger xa~! sabit blok ise
mey (x) = —
* max{%x —y% y Txa 1}, diger durumlarda.

b T 0, nin bir tek devirli olmayan orbiti W var olsun. Dikkat edilirse

xTimb — W &mg (x) =0
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seklindedir. Ayrica W ayrik xb™" (x Timb CW) bloklarinin birlesimidir.
im(b) CW ={b;,b,,....,b,} (b <b,<..<b,)olsun. W tek bir sabit noktaya

sahip olup bu nokta b; olsun, yani b;b = b;. Bu durumda

azalan bloklar : b;,;b™', ..., bb7*;
artan bloklar : b;b™%, ..., b;_;b™';
sabit blok : b;b™*
olur. Her bir b]-b‘1 (G = 1,2,..,i —1) artan blogu igin
her bir b,b™ (I = i+ 1,i +2,...,7) azalan blogu igin
Dy =[by +mg (b)®b; + mpg(b;)— 1] [b +1® b ],

ve b; b~ sabit blogu icin

St=[b;— mb(b;) ® by — mb(b )+1 ][ b —1®b; ],

olarak tanimlansin.
Onerme5.10. b = S';_; -+ ,S" D;1 - D, .

Ispat: Yang (1999) Lemma 2.2’ ye bakiniz. m
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X, nin bos olmayan bir A alt kimesi igin

E*(A)={[i®i+1]: i T X, \ (AE{n}) }

olsun. Aciktir ki eger A kiimesi X,, veya X,,\{n} ise E*(4)= £ olur.

Onerme 5.11. bTO0, doniisimiinin tam olarak 1 tane devirli olmayan orbiti W

var olsun. O zaman j = 1,..,i—1licinI;,S' T4E* (A)i olur.

ispat. Herhangi bir k T A\{n}vej T {1,.. ,i — 1}igcin

[k ® k + 1]T { [b; - mg(bj)® b; — mg (b)) +1] ,[bj—1 ® b;]}, (5.3)

[k ® k + 11T { [b; - mp(b)® b; — mp(b;) + 1], [b; — 1® b;]}  (5.4)
oldugunu gostermek yeterlidir. 1ki durum s6z konusudur.
1 durum: b;£ k olsun. Dikkat edilirse
by—mg (by) £ -+ £ by mg(by) £ - £ b;_ymp (b;_;) £ -
(5.5)

£ bi—mjp (b;) £ -+ £ bi,

olup (3) ve (4) saglanir.

2 durum: b;>kolsun. (5)° ten dolayr by —mg (by) >k oldugunu

gostermek yeterlidir. Bu amagla, ilk olarak bi—m;;,(bi)>k oldugunu gdstermeliyiz.

bT0, ve kTA\{n} oldugundan kb £ k olur. Eger b;—mj, (b;) £ k ise
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b; =(b-mp (b;) )Ekb £k

olup bu bir celiskidir. Eger by — mg(b,) £ k ise bir b, (1£¢£i— 1) vardir dyleki
kT b,s~1. Buradan b, = kb £ k olup b8~ " artan blogu igin b,>max b, 13k
oldugundan bu bir celiskidir. m

Onerme 5.12. a T 0,(A4) olsun. O zaman a nin idempotent olmas icin gerek ve
yeter kosul her t Tim (a)icin, ta = tvet = min{x:x Tta ' C (AE{t} ) }

olmasidir.

Ispat. 1lk olarak sunu hatirlayahm: aT0,, elemanmnin bir idempotent eleman
olmasi icin gerek ve yeter kosul her t T im(a) icint T ta=* olmasidir. t T ta~!
ve x T ta 'C(AE{t} ) olmas1 t = ta = xa £ x olmasim gerektirir. Dolayisiyla
alo0, elemaminin bir idempotent eleman olmasi icin gerek ve yeter kosul

her ¢t T im(a) icin
ta=t ve t=min{x:xTta 'C(4E{t})}
olmasidir. m

Teorem 5.5° ten D; ={a T 0,,(4): %im(a)%= r} olmak Uzere 0, (4) mn

D “-siniflarimin
Di,D3,... ,Dp_q

oldugunu kolayca gorebiliriz. Aynca E,_, = E;_, E E,_; olup bir énceki

Onermeden asagidaki sonuca ulasiriz.
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Onerme 5.13. D;;_, deki tim idempotentlerin kiimesini E (D;;_,) ile gosterelim. O
zaman E (D;_,)= E,_EE*(A)olur. m

Teorem 5.14.n3 3 igin 0, (A)= 4E(D,,_;) fi olur.

ispat. 4E(D;_,) il 0,(A) oldugu agiktir. Simdi de 0,(A) T 4E(D;_,) T
oldugunu gostermeliyiz. a T 0,,(A) olsun. Varsayalhm ki a déniisimii Wy, ... , W,
devirli olmayan orbitlerine ve W, ,...., W, halka orbitlerine sahip olsun. Her

W; devirli olmayan orbiti igin a; donusiminu

w xa, egerx TW;
t 7| x, digerdurumlarda

olarak tammlayalim. O zaman her i T [, t] icin a; T 0,(A) dir. Ayrica
a = ay- a; ve her bir a; dondsiminun bir tane devirli olmayan W; orbiti
oldugunu ispatlamak kolaydir. Eger b T 0,,(4) ve b bir tane W devirli olmayan
orbitine sahip ise b T4E (D;_,) i oldugunu goéstermeliyiz. [ =i+ 1,.. ,r icin
ST.D,; T4E,_;fi oldugu aciktir. Onerme 5.10° dan b =S'I;,_; --S"D;4; =+ D,
olup Onerme 5.11ve 5.13’ denb T4 E,_,EE*(A) i = 4E(D;,_,))fiolur. m

Simdi Gomes, Howie (1992) tarafindan ispatlanan asagidaki Gnermeyi

tekrar hatirlayalim.

Onerme 5.15. E,_;, D,_; sifindaki idempotentlerin kiimesi olsun, yani
E,_1=E(D,_,). Ozaman 0, = 4E,_,fi dir ve E,_4 in highir 6z alt kiimesi 0,,

yarigrubunu doguramaz. m

Onerme 5.16. F, E,,_ in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. O zaman F nin hicbir

0z alt kimesi aFfi yi doguramaz.
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Ispat. E, F nin 4Efi = 4Fii olacak sekildeki bos olmayan bir alt kiimesi ve

F* = E,_, \F olsun. F T &4Ffi = 4Efi oldugu aciktir. Buradan

E,_, = FEF* T4EREF* T4EE F*i

olup 0, =4 E,_, fi=4E E F*ii olur. Dikkat edilirse EEF*T E,._; dir. Onerme
5.15°den 4F E E*i = 0,, ve E,_, = EEF* olur. Bu durumda F*=E,_; \ F olup
FIE ve buradan da E = F oldugu elde edilir. m

Teorem 5.17. n2 3 olsun. O zaman idrank( 0,,(4) ) = 2n-2 —%A\{ n}%.

Ispat. E,_,ve ET(A) tammlarint biliyoruz. Onerme 5.13 ve Teorem 5.14° den
0, ( A ) =G4,_,EE* (A ) i oldugu elde edilir. Ayrca
Y E, EE* (A)Yh=%E,_ %+%E" (AYs=2n-2—%A\{n}sr ve
E,_,EE* (A) T E,_; olup Onerme 5.16’ dan idrank(0,(A)) = 2n-2 —%A\{n}%

oldugu elde edilir. =

Herhangi bir iT X, \{1,n } icin

i—1, egerx = iise
xdi =41, egerx = i+ 1lise
X, egerx T [n]\{i,i + 1}ise

ve
D(A)={di : i TX,\ (AE{1,n})},
E~(4) = E,_\{[i ®i-1]: i-1veyai I1X,\(AE{1,n})}

olarak tanimlansin. O halde D(A), E~ (A) T 0,,(A) oldugu agiktir.
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Onerme 5.18. n 3 3 olsun. O zaman 0,,(A) = 4E*(A) E E~(A)ED(A)i olur.

ispat. Onerme 5.13 ve Teorem 5.14° den 0, (4) = 4E,,_; EE* (A)ifi oldugunu
biliyoruz. 0, (A) =4+ (A)EE~ (A)ED (A)f oldugunu ispatlamak icin
E,_, TiE*(A)EE~(A)ED(A) oldugunu gostermek yeterlidir.
DE~(A) ={[i®i-1]:i-1veyai T X,\(AE{1,n})}
olsun. O halde E;,_; = E-(A)EDE~(A) olur. Ayrica
EY(A) ={[i®i+1]:iT[n]\(AE{n})
olup
di [i[®i +1] =[i®i-1], [i®i+1]di =[i + 1®i]
oldugu elde edilir. Buradan [i®i-1] , [i + 1®i] T 4{di, [i®i + 1] }fiolup
DE~ (A) T 4D(A)EE™(A)i

olur. Boylece E;,_; = E~ (A)EDE~(A) T4ET(A)EE~(A)ED(A)i elde edilir. m
Onerme 5.3 ve Teorem 5.5’ ten

aL*b Uim(a)= im(b),

a R *b UKer(a)= Ker (b),

a D 'bUk%im (a)=%im(b)%.
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oldugu elde edilir. Ayrica L*, R* T D" oldugu aciktir ve Teorem 5.5’ ten

D; ={aT 0,(A): him(a)%= r} olmak lizere 0,, (4) nn D “-siniflarinin

* * *
Di.,D3,... ,\Dp—4

oldugunu hatirlayalim. i = 1, ... ,nigin

L*()={al Dy, : im(a)= X,\{i}}

olarak tamimlanirsa her i T {2,...,.n } icin L* (i) */& oldugu agiktir
([i ®i- 1]TL* (i) oldugundan). Dikkat edilirse L*(1)= /& eger 1T A ise, ve
L*(1)1/& eger 1T A ise ([1®2]TL*(1) oldugundan). Béylece, eger 1 T A ise
D;_, deL*(2),.. ,L"(n) olmak lzere n — 1 tane L* —simfi vardir. Diger yandan
eger 1 T Aise D;;_; de L*(1),... ,L"(n)olmak lizere n tane L* —simf1 vardar.
Onerme 5.19. abT0, (A) olsun. Eger (ab)(aab) T D ise
(a,ab) TR * ve (ab,b)T L* olur.

Ispat. Hipotezimizden, %im (a)%=%im(b)%=>%im (ab)% olur. O zaman im(ab)=
im(b) ve (ab) o(ab)™*= aoa~! olup im (ab) Tim (b) oldugundan

aoa T (ab) o (ab)~! olur. Boylece (ab,b) T L*ve (a,ab) TR *olur. m

Yukaridaki 6nermeden 0,,(4) nin her doguray kiimesinin D,,_; deki her bir
R*ve L* sinifini  kapsayacagi sonucuna variriz. Boylece asagidaki énerme elde

edilir.

Onerme 5.20. n 3 3 olsun. Eger 1TA ise rank (0,,(A))3n —1ve eger 1 T A ise
rank (0,(4)) 3nolur. m
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5. SIRA-KORUYAN VE A-AZALAN DONUSUMLER YARIGRUBU
Sebiha MAVRUK

Teorem 5.21.n 33 olsun. Eger 1 T A ise rank (0,(4))=n—1ve eger 1 T Aise
rank (0,(A))= n olur.

ispat. E¥*(A) ,E~(A) ,D(A) ve DE~(A) tammlart 6nceki gibi olsun. O zaman
E~ (A)= E,_1\DE~ (A) olup buradan asagidakileri kolayca ispatlayabiliriz

YBEY (A= n —AE{n}%= n—-1 —%A\{n}%,
%D (A)= n —%HAE{1, n}h= n-2 —%HA\{1,n}%,
YE™ (A)%=YE,_%—%DE~ (A)%=(n-1)—2[n —AE{1, n}%
=(n—1)- 2[n-2 —%A\{1,n}%
= 3—n + 2%A\{1, n}%.

Boylelikle %E* (A)EE~(A)ED(A)%= n +%HA\{1,n }r—%A\{n}* olur. Onerme

5.18 ve 5.20 den dolayr eger 1 T A4 ise rank (0,,(4)) = n—1, ve eger 1 T A ise

rank (0,(A))=n oldugu sonucunu elde ederiz. m
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