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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

SIRALAMA YONTEMI ILE YUKSEK MERTEBEDE LINEER KARMASIK
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN EULER ve GENOCCHIi
OPERASYONEL MATRISINE GORE COZUMU

Mehtap TOSUN

Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Prof. Dr. Necdet BILDIK

Bu tez, baslangic kosullar1 altinda dikdortgensel bir bolgede yiiksek mertebeden
lineer karmagik diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinii, Euler ve Genocchi polinomlari
kullanilarak olusturulan matrisler yardimiyla bulmaya dayalidir. Bu yaklasimda,
Euler ve Genocchi polinomlarinin ve tiirevlerinin matris formlar1 olusturulmustur.
Daha sonra bu matris formlarinin igine siralama noktalarinin yerlestirilmesiyle temel
matris denklemi ortaya konmustur. Bu matris denklemi, lineer denklem sistemine
karsilik gelmektedir. Bu lineer denklem sistemi ¢oziilerek, bilinmeyen Euler
katsayilar1 ve bilinmeyen Genocchi katsayilart belirlenmistir. Daha sonra ise yaklasik
¢ozlim elde edilmistir. Ayrica, Euler polinomlarinin kullanilmasina dayali bir hata
analizi, baz1 kosullar altinda yapilmigtir. Yontemin etkinligini gostermek i¢in bunu
destekleyen bazi sayisal rnekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Karmasik Diferansiyel Denklemler, Siralama Metodu,
Euler Polinomu, Genocchi Polinomu

2016, 46 sayfa
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This paper contributes a new matrix method for the solution of high-order
linear complex differential equations with variable coefficients in rectangular
domains under the given initial conditions. On the basis of the presented approach,
the matrix forms of the Euler and Genocchi polynomials and their derivatives are
constructed, and then by substituting the collocation points into the matrix forms, the
fundamental matrix equation is constructed. This matrix equation corresponds to a
system of linear algebraic equations. By solving this system, the unknown Euler and
Genocchi coefficients are determined and hence the approximate solutions are
obtained. Also, an error analysis based on the use of the Euler polynomials is
provided under several conditions. To illustrate the efficiency of this method, some
numerical examples are presented.
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1.GIRIS

Karmasik diferansiyel denklemlerin bilim ve miihendislik agisindan oldukg¢a 6nemli
bir yeri vardir. Gergek diinyada, fiziksel olaylar genellikle karmasik diferansiyel
denklemlerle modellenir. Ornegin, iki DOFs ile bir-kiitle sisteminin titresimleri,
genellikle karmasik bagimli  degisken diferansiyel denklemler kullanilarak
tanimlanabilmekte [1, 2], bunlarin g¢esitli uygulamalari ise literatiirde zaman zaman
yer almaktadir [2] . Ayrica bu tipteki denklemlerin biiyiik bir kismmin agikga
¢oziillemeyecegi de asikardir. Diger yandan bu tiir denklemlerin ¢6ziimii igin
genellikle yaklagimlar ve sayisal teknikler kullanilir.

Tezin ilk bolimiinde Euler polinomlari ve bunlarin tiirevleri arasindaki matris
iligkileri vasitastyla, Euler siralama yontemi (ESY) kullanilarak yiiksek mertebeden
karmasik diferansiyel denklemler ¢oziilecektir. Ikinci kisimda ise Euler ve Genocchi
polinomlar arasindaki baglant1 ortaya konularak, Genocchi polinomlart ve bunlarin
tiirevleri arasindaki matris iligkileri araciligiyla, Genocchi siralama yontemi (GSY)
ile yiiksek mertebeden karmasik diferansiyel denklemler ele alinarak incelenecektir.
Oncelikle karmasik birinci mertebeden diferansiyel denklemler verilecek ve daha
sonra ESY yardimiyla yiliksek mertebeden karmasik diferansiyel denklemin ¢oziimii
bulunmaya calisilacaktir. Bunun i¢in;

D={zeC:z=x+iy,a<x<b,c<y<d:ab,c,d eR}bélgesinde P (z) katsayilar
matrisi, S(z) bilinen fonksiyon, f (z) bilinmeyen fonksiyon ve g, ise karmasik

katsayilar olmak iizere

f0©0)=4,r=01..,m-1. (1)
biciminde baslangi¢ kosuluna sahip

F™(2)+ S R(2)F9(2) = S(2)

m>1z=x+iy,xe[a,b],y €[c,d]

)

m.mertebeden karmagik diferansiyel denklemi géz 6niine alinir. Burada z “nin reel ve
sanal kisimlar1 sirasiyla X ve y ile gosterilir. Ayrica f (z) fonksiyonu D

bolgesinde holomorfik (veya analitik) fonksiyonlardir. Simdi (2) denkleminin
(1)’deki sartlar altinda yaklagik olarak ¢oziimiiniin agagidaki gibi yazilabilecegini
kabul edelim:

f(z)= fy (z):ZN: f.E,(2)

N ®)
f(z)= fy(2)=> .G, (2)

Burada f (z), Kkestirilmis Euler serisinin ve fl(z)’de kestirilmis Genocchi

serisinin ~ bilinmeyen  fonksiyonudur. Diger yandan Euler katsayilar

1



f.(Nn=0,1,2...,N) ve Genocchi katsayillar1 da f (n=1,2...,N)

bi¢iminde belirlenecektir. Bu durumda siralama noktalar1 asagidaki gosterildigi
sekilde ifade edebilirdir:

: b-a d-c
Zyp =X, +1Yy, Xy =2+ ==, Y =C+——P. (4)

Bu tezin devaminda ise, 2.Boliimiinde Karmasik Hesabin bazi gdsterimleri ve Euler
polinomlarinin 6zellikleri, 3.Boliimde de Euler Matris Yontemi ele alinacaktir.
4.Bolimiinde Euler polinomunun yardimiyla yaklasik ¢oziimiin hata analizi ve
dogrulugu gosterilecek, 5.Bolimde ESY i¢in  agiklayict ornekler sunularak
yontemin etkinligi teyit edilecektir. 6.Boliimiinde Genocchi polinomlarinin
ozellikleri ve kisaca Genocchi-Euler polinomlar: arasindaki iliskiden bahsedilecek, 7.
Boliimiinde ise Genocchi Matris Yontemine yer verilecektir. 8. Boliimiinde ESY ile
¢oziilen ornekler ele alinarak bunlar GSY yardimiyla ¢oziilmeye calisilacaktir. Son
olarak 9. Boliimiinde bazi sonuglar ortaya konularak bununla ilgili oneriler
sunulacaktir.



2. KARMASIK HESABIN VE EULER POLINOMLARININ INCELENMESI
Bu bolim iki alt bagliktan olugmaktadir. Birincisi karmasik diizlemde bazi
notasyonlar kullanilarak yapilacak olan hesaplara iliskin diferansiyellenebilirlik
kavramudir. Ikincisi ise, Euler polinomlarinin tanimi ve bu polinomlar igin
operasyonel matrislerinin 6éneminin ortaya konulusudur.



2.1. KARMASIK HESABIN INCELENMESI
Karmagsik fonksiyonlarin tiirev tanimindan; sabit bir fonksiyonun her yerde

tiirevlenebilir ve tirevinin “0” , benzer sekilde f (Z) =z birim fonksiyonunun her
yerde tlirevlenebilir ve tiirevinin  “1” , ayrica herhangi n pozitif bir tamsay: icin;
f (z) = z" fonksiyonunun her yerde tiirevlenebilir ve tiirevinin de f (z) = nz"™*

oldugu asikar olarak bilinmektedir. Ayrica, toplam ve ¢arpim kurallarina bagh olarak
polinomun, her yerde tiirevlenebilir oldugu da agiktir. Buna gore eger fonksiyon

f(z)=cz"+c, 2" +c, ,z2" % +...4Ccz+C biciminde ise, Cg,...,C, ler
karmasik sabitler olmak lizere, bu fonksiyonun tirevi
f'(z)=nc,z" +(n—-1Dc, ,z" % +...+¢, “dir
Aciklama 1

f (z) =u+iv, fonksiyonunun z, noktasinda tiirevlenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter
sartm U ve V fonksiyonlarminz,’da tiirevlenebilir oldugu bir gergektir. f(z)
fonksiyonunun X ve y bagimsiz degiskenlerine gore z, noktasindaki kismi

tirevlerinin

9(2) _0.(2)

OX oy
au(ZO) __aV(ZO)
oy  ox

(Cauchy-Riemann) denklemlerini sagladigi da agiktir. Bu durumda;

OX OX
0 0
- V(ZO)_I U(ZO) (5)
oy oy
olarak yazilir.
Aciklama 2
Herhangi bir uve v fonksiyon ¢ifti igin
6 _o a_ o
X oy oy o (6)

esitliklerine Cauchy-Riemann denklemleri adi verilir. Yukarida da agikca
gortilebilecegi gibi (Aciklama 1) bu denklemler, fonksiyonun tiirevlenebilir oldugu
her bir noktada; karmasik degerli bir fonksiyonun sanal ve gercel kisimlari igin de
saglanmaktadir.

Aciklama 3 (Kompleks diferansiyellenebilirlik i¢in yeter sart)
f(z) =u+iv karmasik degerli bir fonksiyon olmak tlizere C karmasik uzaymn bir alt

ciimlesi H olsun. Diger yandan U ve V ’nin birinci mertebeden kismi tiirevlerinin de

4



H >da bulundugunu kabul edelim. Bu takdirde f(z) fonksiyonunun tiirevlenebilir

oldugu her bir noktada kismi tiirevlerinin de siirekli oldugu ve bu fonksiyonun
sonugta Cauchy-Riemann denklemlerini sagladig: agiktir.

Aciklama 4

f (z) karmasik degerli bir fonksiyonun, C ’nin agik bir alt kiimesi olan H ’da taniml
oldugunu kabul edelim. Bu sekilde tanimlanan f (z) fonksiyonu eger H ’in her bir
noktasinda tiirevlenebilir ise; bu fonksiyona H ’da holomorftur (ya da analitik) denir.
Buna en basit 6rnek , C’de holomorf olan polinomlardir. Ayrica bunlar tanimh
olduklar1 bolgelerde holomorf olan rasyonel fonksiyonlardir. Daha da otesi; iistel
fonksiyonlar, logaritmik fonksiyonlar, trigonometrik ve ters trigonometrik
fonksiyonlar, kuvvet fonksiyonlar1 gibi temel fonksiyonlar bunlara ornek
verilebilirdir. Ayrica bu fonksiyonlarin hepsinin karmasik degerli holomorf
fonksiyonlar oldugu da agiktir. Diger yandan dikkat edilmesi gereken 6nemli bir
husus; karmasik degerli bir f (z) fonksiyonunun holomorf olmasi igin gerek ve yeter
sartin uve v fonksiyonlarinin x ve y bilesenlerine gore birinci mertebeden kismi

tiirevlerinin Cauchy-Riemann denklemlerini saglamasidir.

Aciklama 5 (Kompleks kismi diferansiyel operatorleri)
Birinci mertebeden o0/0x ve 0/dy bi¢imindeki kismi tiirev operatorlerine ;

f(z) =u+iv olmak iizere f(z) karmasik degerli fonksiyonu uygulanacak olursa

& o, ;0
OX OX  OX
ﬂ:a_m,iﬂ (7)
oy oy oy

bulunur. Buradan da 0/6z ve 8/0z tiirevieri asagidaki gibi yazilabilirdir:

(8)

Boylece

i_i(ﬁ_i)
oy \oz oz

elde edilir. C’nin acik bir alt kiimesinde karmasik degerli holomorfik bir
fonksiyonun sadece z’ye bagl oldugu fakat 7 ’den bagimsiz oldugu agiktir. Bu
notasyon; tam olarak asagidaki gibi ifade edilebilirdir. f(z); C’nin agik bir alt



kiimesinde tanimli , tiirevlenebilir bir fonksiyon ve ayrica d—_=0 olmak tizere
z

Cauchy-Riemann denklemlerinden

af _1fou ov) ifov_ou
dz 2\ox oy) 2(ox oy
af _1fou ov) ifov ou
dz 2\ox oy) 2\ox oy

yazilabilirdir. f (z) ’in holomorf olma kosulundan dolay1 bu ifade kesin bir anlam

(9)

kazanmaktadir. Eger f(z) holomorf bir fonksiyonsa asikar olarak 7 ’den bagimsiz ,
f (z) ‘in holomorf olmasi durumunda ise;
R w0
oXx 0z 07 o1

olarak yazilabilecegi acik¢a goriiliir.



2.2. Euler Polinomlar: ve Operasyonel Matrisleri
Klasik Euler polinomu genellikle istel fonksiyon olarak ortaya ¢ikmaktadir. Bu

fonksiyonlar 6zellikle E (X) olarak gosterilir. Bunun agik bir gosterimi ise

R " 2
eE( )t ZZ;;En(X)mz ]

e, |t| <r (11)

bigimindedir. Euler polinomunun en énemli 6zellikleri ise

n

S

k=0

E(x+y)=§i[:jﬁix)ynk (12)

k=0

olarak yazilabilir olmasidir. Euler polinomlari ile ilgili birkag drnek verilecek olursa
bunlar;

Eo(x)=1

1
E —x_=
TORTS
E,(x)=x"—x

13

E3(x)=x3—gx2+% (13)
E,(x)=x"—2x>+x
E5(x)=x5—gx“+gx2—%

Ee (Xx) = x® —3x° +5x* —3x

seklindedir. Diger yandan Euler polinomu asagidaki 6zellikleri de saglar:

dE&—)Ex)ann_l(x), (n21)
! (14)
.[En (x)dx = _2E,
0 n+1
Bunun yaninda
E, (x+1)+E, (x)=2x" (15)

ve

k=0

i@Ek(x)En_k(w):z(l_w_z)En(z+w)+2EM(z+w),nzo. (16)

Bunlara ilaveten, E, (X) polinomlarinin



Enn(!o) y (%) + '(E:]—i(l(;l) y" Y (X) 4+ EZZ_('O) y (X)+ (% - X) y (X)+ny(x)=0 (17)

bicimindeki diferansiyel denklemi sagladigi kolayca goriiliir. Diger yandan
E(x) :[EO(X), E (x),E,(x),--+ E, (X)] seklinde yazilan bir Euler vektorii olsun.

Bu durumda (14) denklemine gore E(x)’in tiirevi matris formunda

CE ()| [ 0 0 o o o %0
E(X) [ {1 o o 0 0 0 (X
E(|_jo 2 0o« 0o o o |EX| g
E.(X)] [0 0o o0 N-1 0 0 | E,(x)
(BEW] o o o 0 N 0 JE(x
E () M —
£

olarak ifade edilir. Burada M,(N+1)x(N+1) tipinde tiirevle ilgili operasyonel

matristir. Ote yandan reel degiskenli X degeri karmasik degerli z’ye tasinacak
olursa yukarida da gosterildigi gibi sonucun degismedigi goriiliir. Buna gore,

(Z”)I =nz"" oldugu kolayca gériiliir. Diger yandan, (18) denkleminde tanimlanan

E (X) ’in K. mertebeden tiirevi alinirsa

(19)

bulunur.



3. Euler Matris Yontemi

Bu boliimde, Euler ’in diferansiyel operasyonel matrisi ve siralama noktalari
kullanilarak, bu tezin ana fikri insa edilecektir. Bunun i¢in (2) ve (3) denklemleri ile
ifade edilen yaklasik ¢6ziim, vektor formunda asagidaki gibi yazabilirdir:

fy(2)=E(2)F, E(2)=[E,(2) E(z) - Ey(2)],
Buradan da (19) denklemi karmasik formda
t9(2)=E(z)(MT)'F, k<N

ifade edilebilirdir. Boylece siralama noktalari; z=27

dolay1 matris ile iligkisi:

F=[f, f — f,]. (20)
(21)

( p=01---,N ) ‘nin (21)’den

£(2,))=E(2,,) (M) F, p=021--,N (22)

seklindedir.  Burada; E(zpp):[Eo(zpp) E,(z,)

ifade yeniden diizenlenirse;

bulunur. Boylece yukaridaki matris-vektoriin denklemi:
1 (20) ]

F(k) _ fr\(lk)'(zu) _ L(MT)

i (2

olmak tlizere

Ey (2,) ] dir.  (22)deki

(23)

F (24)



L= E(le)
E(zw)
(25)
I 0 Zoo) E, Zoo) 2\ Zoo Ex (Zoo |
0 211) 1(211) 2(211) Ex (211)

bi¢imindedir. Ote yandan (4) - (2) denklemlerinde siralama noktalar1 z = z,, olarak

tanimlanirsa, bu takdirde;

m-1
f'\gm)(zpp)”LkZ:;Pk (pr) fék)(zpp)z S(pr)’ p=01---N. (26)

yazilir. (26) denklemi (24)’deki matris vektor formunda

m-1 m-1
F Y pFEO=L(MT)" +Y RL(MT) F=5
; k ( ) kzzc; k ( ) (27)
ifade edilebilirdir. Burada S =[S(ze,) S(z;) - S(2u )] olmak iizere
P(zo) O 0
P.= 0 k(:Z“) . 0 (28)
0 0 P (Zy)

olarak bilindiginden dolay1, F bilinmeyen vektorii tespit edilmelidir. Bu yiizden (27)
m m-1
matris-vektor denklemi W =L ( MT ) + z P.L ( MT )k olmak iizere
k=0

WF =S
ya da
[W;s]=[w,:s, |: p.g=01--,N (29)
gosterilebilirdir. Simdi de (1) baslangi¢ sartinin vektorel formu (21) denklemi

yardimut ile yeniden yazilirsa,

t00)=E(0)(MT) F=4,, r=01-m-1 (30)

10



bulunur. Diger bir ifadeyle baslangi¢ sartinin vektorel formu U F = S seklinde de
temsil edilebilirdir. Burada;

U, =E(0)(MT), r=01-,m-1
Bu takdirde denklem:

U.B]1=[uo u, U, ... uy ; B ] r=01--m-1L (31)
formunu alir. Sonug olarak, (2) denklemi ile (1) baslangi¢ sartlar1 altinda ifade edilen
problemin yaklagik ¢oziimleriyle ilgili bilinmeyen f,, n=0,1,---,N, Euler

katsayilarin1 bulmak i¢in (31)’deki m. satirlar, (29)’daki son m. satirlar ile yer
degistirilir. Buna gore yeni matris:

Woo Wo, cee Won ; Sy

Wio Wi, .. Wiy ; Sy
[V\?; SA} _ Wyimo  Waima o ... Wnimn Sn-m (32)

Ugo Uy .- Uy ; By

U Uy, e Uy ; B

_um—l,O Un1s ces Unn ; ﬂm_l
ya da matris-vektoriine karsilik gelen denklem;

WF =$ (33)

tarzindadir. Egerdet(W)¢0 ise, bu takdirde (31)’deki gosterim F :(V\7 )_1§
seklinde yazabilirdir. Boylece; F vektorii kesin bir sekilde belirlenmis olur. Bu
sonuca bagli olarak; (2)’deki degisken katsayili m. dereceden lineer karmagsik
diferansiyel denklemin, (1)’deki baslangi¢ kosullari altinda yaklasik bir ¢oziimii
vardir. Bu ¢6ziim, (3)’deki kestirilmis Euler serisi ile verilmistir. Ayrica asagidaki
gibi kolayca elde edilen ¢oziimlerin dogrulugu [12-26] ile kontrol edebilirdir. (3)
denklemiyle gosterilen kestirilmis Euler serisi (2) denkleminin yaklasik ¢ozimii
oldugundan, f(z) fonksiyonu ve onun tiirevleri (2) denkleminde yerine yazildiginda

denklemin yaklasik olarak saglandigi goriiliir. Yani z=z, €D, 1=0,1,2,--- i¢in

m-1
B(z)= f(m)(zu)+ Pk(zi)f(k)(z.)—S(Z,) =0 ya
k=0
da
B(z)<10™, (ki; herhangi bir tamsayx). (34)

Eger max(10)=10"*, (Kki; herhangi bir tamsay1) olarak kabul edilirse, kestirilme

simirt olan N ,B(Zi) kosulu altinda her z, degeri igin artirilabilirdir. Boylelikle
B(Zi ) ; 107 *dan daha kiiciik olacaktir [10-12,16,17].
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4. Hata Analizi ve Analizin Dogrulugu

Bu boliim, Euler polinomlariin yaklasik ¢oziimii i¢in hata sinirini belirleme ile
ilgilidir. Karmasik adi diferansiyel denklemin, kismi diferansiyel denklem sistemine
esdeger oldugunu gostermek icin, onerilen metotlarin Euler polinom yaklagimlarini
saglayip saglamadigim vurgulamak gerekir. Ozel durumda ((1)’deki sartlar altinda)
kismi diferansiyel denklemlerden elde edilen sistem iki tane Volterra integral
denklem sistemine doniistiiriiliir. Bu boliimde temel teoremi sunmadan once birkag
yararlt sonu¢ ve bununla ilgili bazi yardimci teoremleri hatirlatmak gerekir. Bu
yiizden bu ana teorem, ¢esitli sartlar altinda yaklasik ¢oziimlere, kestirilmis Euler
serisinin yakinmasini garanti altina alacak bicimde ortaya konulabilirdir.

Simdi  de H=L2 [0,1] olmak lizere Euler polinomlarinin  kiimesi

{Eo (), E,(X),E,(X),+++,Ey (X)} = H olarak kabul edilsin. Bu durumda
Y =span{E, (x),E, (x),E,(x),-- Ey (x)}. (35)

Buna ilaveten eger g, H ’nin keyfi bir eleman1 ve Y de sonlu boyutlu bir vektor

uzayi ise,
weY, Jo-dl. <[9-Y], (36)

olmak tizere g ’ye benzersiz en iyi bir tek yaklasim § eY olarak ifade edilir. Bu
takdirde:

g~§= Zg () =E(x)G’
[E o By (X)] (37)

:[901 Qs gN]
icin § €Y iken g,,9,,---,9, (bir tek) katsayilar1 mevcuttur.

Sonug 6
geH=L [0,1] yeterince diizglin bir fonksiyon ve Euler yaklagik serisi de i g,E,
n=0
olmak iizere n=0,1,---,c0i¢in tiim g, katsayilarr;
== j g (x)dx (38)

ile bulunur [21] . Pratikte ise yukarida ki gibi sonlu seri kullanilabilirdir. Boylece
Sonu¢ 6’nin varsayimlart altinda, One siiriilen yaklasimin hata analizleri kolayca
yapilabilirdir.

Yardimer Teorem 7
Sonug 6°da gosterildigi gibi ; g(x)’in yeterince diizgiin bir fonksiyon oldugunu, bu

aralikta Euler polinomlarina yakinsadigini ve ayrica B [g](x)’ in de g(x)
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polinomuna yakinsadigini, bunun yaninda geriye kalan terimlerin ise R, [g](x)
oldugunu kabul edelim. Bu takdirde:

9(x)=R[g](x)+Ry[g](x). x[0.1]

=Jl'g(x)dx+i E, IX)(g(i—l) (1)_g(j—1)(0))
0 S (39)

—

yazilabilirdir. Burada E, = E, (X—[| X |]) ve [| x]], x’den biiyiik olmayan en biiyiik
tamsayidir [20].

Yardimei Teorem 8
g(x)eC”[0,1] ve gy(x), Euler polinomlari kullanilarak elde edilen yaklasik

polinomlar olsunlar. O zaman hata smir1; G , biitlin tiirevler i¢in bir simir1 temsil
etmek iizere:

[e(s. ()], =cc(2

T

j_N xe[0] (40)

bigimindedir. Burada, C ~pozitif bir sabit ve i =0,1,---olmak iizere 9" (x)| <G
dir.
Ispat
Yardimci teorem 7°den yararlanilarak;
17«
IB(9x (%)) :HijN (x—t)g™ (t)ct
' » (41)

1 »

< —G[E

LGl (1),

yazilir. Boylece

- Z (ZNIJEZ' xN-2 (42)

bulunur [20]. Simdi ise ¢ift Euler sayilar1 kullanilarak
|E, (0) <4 (21 (=)™ (43)

ifade edilir. Bu nedenle;
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HEN (X)Hm < 22|+2 N I[N/z] 72'_2| E

z & (N2 2

2 =21
w[?)
Aoy, N

r S (N=2D) 2
N

(44)

2 21
venl?
N!(gj Z”—_,_ﬁ
r < (N=-2I) 2
-N
(2] o[2) 0
V4 /4 2
2 -N
[27]. Diger bir ifadeyle HEN (X)H SCN!(—j olup, bdylece C’nin, N ’den
* T

bagimsiz pozitif bir sabit oldugu goriiliir. Béylece ispat tamamlanr.

Yardimci Teorem 9
u(x,y)eHxH =L1%[0,1]xL*[0,1] yeterince diizgiin bir fonksiyon oldufunu ve

bunun aym zamanda ZZumn »(X)E,(x), bigimindeki iki degiskenli Euler

m=0 n=0

serisine yakinsadigini kabul edelim. Bu takdirde her m,n=0,1,---,00 sabitleri i¢in:

11 am+nu(x y
mn ——=dxdy (45)
mln'-([l- ox"oy

yazilabilirdir.

Ispat

Sonu¢ 6°da oldugu gibi benzer islemler, iki degiskenli fonksiyonlar icin de
uygulanirsa istenilen sonug elde edilir. Bunun sonucu olarak [28]’den ve Yardimei
Teorem 7’den bir genelleme yapilabilirdir. Bundan dolayr iki degiskenli
fonksiyonlar i¢in yaklasik hatanin nasil yapilacagi burada g6z 6niine alinmalidir.

Yardimci Teorem 10
u(x,y), yeterince diizgiin bir fonksiyon ve uy (x,y)’nin ise, Yardimer Teorem
9’daki Euler polinomunun lineer kombinasyonu cinsinden u (x, y) ’ye yakinsayan bir
polinom oldugunu kabul edelim. O zaman hatayla iligkili olarak
[B(u ()], =[uCxy)=us (¥,
A 2 -N (46)
<CUN (_j
T

yazilabilirdir. Burada U, N ’den bagimsiz pozitif bir sabit ve U (X, y) ‘nin tiim kismi

tiirevleri i¢in de bir sinirdir.
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Simdi (2) ile verilen temel denklem (1)’de ki baslangi¢ kosullari ile birlikte
diisiiniilsin. Bu durumu daha net ortaya koymak i¢in m=1, P(z)=PR,(z) ve
S =/, olarak kabul edilsin. Benzer bir uygulama, m ’nin biiyiik degerleri i¢in de
yapilabilirdir. Boylece yukarida belirtilen varsayimlar altinda (2) denklemi
f'(2)+P(z)f(z)=G(2) (47)
olarak ifade edilebilirdir. Burada;
f(z)=u(x,y)+iv(x,y), P(z)=p(xy)+ia(xy)
G(z)=9g(xy)+ih(xy)
dir. Ayrica bununla ilgili baslangi¢ kosulu da f (0)=u(0,0)+iv(0,0)= 8= +ip,

(48)

olur. Boylece u(0,0)=4, ve v(0,0)=p, olarak yazabilirdir. A¢iklama 5’c gore
f (Z), bir holomorf fonksiyonsa, (47)’deki varsayimlar kullanilarak (48) denklemi
yeniden asagidaki gibi yazilabilirdir:
u, (X, y)+iv, (x,y)
+(p(xy)+ig(xy))(u(x.y)+iv(x,y))  (49)
=g(x y)+ih(xy).
Diger bir ifadeyle;
u (% Y)+(P(x y)u(x y)=a(x y)v(x y))=g(xy)
v () +(a(y)u(xy)+ P y)v(x y))=h(x.y)
olur. Simdi ise bu denklemin [0,x]x[0,y] bi¢imindeki dikddrtgensel bdlgede
u(0,0): B V(0,0): B, big¢imindeki baslangi¢ kosullar ile birlikte dnce y ’ye

gore tiirevi daha sonra da hem x hem de y ‘ye gore integralleri alinir. Diger yandan,

(50)

(50)’de ki denklemlerin her ikisinin de y ’e gore diferansiyeli alinirsa;

0y (5442 (066 Y) =06 Y)¥(x¥)) =8, 09
(51)
Vyy (%, y)+%(Q(X, y)u(xy)+p(xy)v(xy))=h (xy)

bulunur. Benzer sekilde [0, x]x[0, y]dikdértgensel bélgede bu denklemlerin integrali

alinirsa;
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u x y dydx

Jfu,
0
2 (p

y p(x, y)u(x,y)—a(x y)v(x y))dydx

+

O ey <

[
I3

g, (x ey
ve (52)

!

+

Vi (x, y)dydx

Oy X O ey <
O ey <

%(q(x, V)u (% y)+ P(xy)v(xy))dydx

Jx'jfhy(x, y) dydx
00

elde edilir. Burada u (O, O) =p, ve V(O, 0) = f3, baslangic kosullar1 denklemde yerine

yazilarak
u(xy)+ [( p(X Y)u(x,y)=a(x y)v(x,y))—(p(x.0)u (x,O)—q(x,O)v(x,O))]
=ﬁ(x, y) (53)

O Sy <

oldugu goriiliir. Burada;

(xy)=[]g,0x y)ydx+ 3,
o) (54)
y)= [ [h,(x y)dydx+ 5,
(%, Y) §(x.y) {p(x,y) —q(x,y)}
LG y) =] . H(x,y)= :
= {(x,y)} oY) {h(x,y)]\/e () a(xy)  p(xy)
Diger yandan (53)’deki matris-vektorel form ise:
U(x,y)+IH(x,y)U(x,y)dx—TH(x,O)U(x,O)dx=(§(x,y) (55)

bi¢cimindedir. Buradaki esas amag rlmimUN (X, y) =U (X, y) ya da Lim fy (Z) =f (Z)

U, (X, .
oldugunu gostermektir. Burada U, (X, y) = {V (E(X 3)/)} fu(2)=Uy (X, y)+iV (X, Y)

. Simdi bununla ilgili temel teorem asagida ele alinacaktir. Ancak, baz1 6zel sartlarin
kabul edilmesi gerekmektedir. Bu kosullar ise
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i) [H(xy)|, <H <<1 ,buradaH bir reel sabit,

ey ) .1
i) lim U (x,0)~Uy, (x,0)], < lim U (x,y) ~Uy (x. V),

seklindedir. Burada 6zellikle ikinci kosulun, Yardimer Teorem 8 ve (10)
denklemine dayali oldugunu belirtmek gerekir.

Teorem 11
U veU,=U (X,O)’ln U, veU,, ‘ra yakinsadigini kabul edelim. Ayrica sayisal

¢oziimii bulmak i¢in Euler polinomlar1 kullanilarak siralama diizeninin (55)’de Ki
gibi yapildigini diistinelim. Diger bir ifadeyle;

Uy (X, y)+JJ'H (X, Yy (x,y)dx

—;[H (X0, (x0)dx (56)

=G (X, Y)+ Ry (%)
Burada(N +1) siralama noktalari igin; Ry, (X,y) bi¢imindeki geriye kalan

fonksiyonun sifir oldugu agiktir. Ayrica [a,b]:[c,d]z[o,l] kabulii altinda ve
yukarida belirtilen varsayimlar ile birlikte;

R ’
-u, | < Bralerl y)l\L (57)
1-H (1+j
N
ve
MJOU”(X’ y)=U(xy).
Ispat

(55) denkleminden (56) denklemi taraf tarafa ¢ikarilirsa,
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i(—HU +HoU, +HUy —HyU,  Jdx

0

+ RN+1 (X1 y)”

[(HU —HU, )dx

||U _UN“oo =

0

<

+ E(Hou0 —HoU,, )dx
HRva ()],

< !(H U -Uy], +H U, -U,, dex
HRua 0y,

A 1
<A -Ul, (e 4] e o),

o0

(58)

bulunur. Buradan;
R (3 ¥,

1—H(1+1]
N

Diger yandan Liﬂjo”RNﬂ(x,y)”w =0 ve H<<l olup hIIILT;IOHU —U,|. =0 elde edilir.

jU-Uy], < (59)

Diger bir ifadeyle ’Lim fy(2) = f (z) yazilir. Bdylece ispat tamamlanr.
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5. ESY icin Sayisal Ornekler
Bu boliimde; kullanilan yontemin dogrulugunu ve etkinligini gostermek igin ¢esitli
sayisal ornekler ele alinarak ortaya konulmaya calisilacaktir. Bu anlamda; belirli sinir

sartlar1 altinda se¢ilen noktalarda, f(Z) ’in kesin ¢Oziimii, f (Z) polinomunun

yaklasik ¢oziimii ve b, (2) :‘ f(z)-fy (Z)‘ mutlak hata fonksiyonunun degerleri

tespit edilecektir. Ilk 6rnekte, ¢dziimii tam polinom olan karmasik diferansiyel
denklem ele alinacaktir. Diger problemler ise tam polinom ¢6ziimii olan lineer
cebirsel denklem sistemi ile ¢oziilecektir.

Ornek 1
f (0) = -1 baslangig kosulu altinda
f'(z)+z2f(z)=22"-z+2, z=x+iy xe€[01], ye[0,]] (60)

bigimindeki degisken katsayili birinci mertebeden karmasik diferansiyel denklemini
g6z 6niine alalim. Bu denklemin tam ¢6ziimii 2z —1’dir. Bu problem Taylor siralama
metodu ile [26] ¢Oziilmiis olmasina ragmen ayni problem burada ele alinarak Euler
siralama yontemi kullanilarak ¢6ziilmeye calisilacaktir.

Baslangigta bu problemin ¢oziimii igcin N =3 alinir. Boylece siralama noktalart:

Zoo =0, 2, =(1+1)/3, z,, =(2+2i)/3 ve z;,=1+i.
olarak ifade edilir. Bu durumda (3) denklemine gore yaklasik ¢6ziim:

3
f,=> f,E,(z),zeD (61)
n=0

Buradaki amag bilinmeyen Euler katsayilar1 olan fg, f,, f, ve f,’ii bulmaktir. Diger

yandan P,(z)=z oldugundan,

0 0 0 0
0 0.3333+0.3333i 0 0
k= . (62)
0 0 0.6667 +0.6667i 0
0 0 0 1.0000

Ayrica N =3 igin L matrisi;
E,(2)=1 E(z)=2-1/2, E,(2)=2" -z ve E,(2) =2 - (3/2)2* +(1/4)
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olmak lizere

[E(2g0)] Eo(zoo) E1(Zoo) Ez(zoo) Es(zoo)
E(z
e[ Bolm) Efm) Eo(a) Ex(z)
= »)|=
E(zs;) Eo(zzz) El(ZZZ) Ez(zzz) Es(zzz)
L i E0(233) E1(233) E2(233) E3(233)
i i (63)
1.0000 —0.5000 0 0.2500
~|1.0000 -0.1667+0.3333i -0.3333-0.1111i 0.1759-0.2592i
~|1.0000 0.1667+0.6667i —0.6666+0.2222i —0.3425—0.7407i
1.0000 0.5000+1.0000i —1.0000+1.0000i —1.7500-1.0000i
seklindedir. Buradan da (29) denklemine gore W katsayilar matrisi
0 1.0000 -1.0000 0
. 0.3333+0.3333i 0.8333+0.0555i —0.4074+0.5185i -0.8548-0.3610i
W=L(M")+PL= . . . | (64)
0.6667+0.66671 0.6666+0.55561 0.6297+1.9260i -1.7346-0.0555i
1.0000+1.0000i 0.5000+1.5000i -1.0000+2.0000i -3.7500+ 0.2500i
olarak elde edilir. Buna ilaveten S(z)=2z"-z+2 oldugundan S vektdrii:
S(2y) 2.0000
S(z 1.6667+0.1111i
S — ( ll) — + . . (65)
S(z,,)| |1.3333+1.1111i
S(zy)| |1.0000+3.0000i
f (O) = -1 baslangi¢ kosulu (31) denkleminde yerine yazilirsa;
[Ug;: 8,]=[E(0);S(0)] =[1.0000 -0.5000 0 0.2500 ; -1]. (66)

Simdi de baslangi¢ sartt W ve S’ de yerine konulursa:

0 1.0000 —1.0000 0
W = 0.3333+0.3333i 0.8333+0.0555i —0.4074 +0.51851 —0.8548-0.3610i
0.6667 +0.6667i 0.6666 +0.5556i 0.6297 +1.9260i —1.7346 —0.0555i
1.0000 —0.5000 0 0.2500
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2.0000

. |1.6667 +0.1111]

$= e (67)
1.3333+1.1111i

-1

A A A\-1l A
Bu nedenle, W F =S  sisteminin ¢6ziimii; (F = (W) S)

~0.0000+0.0000i
2.0000—0.0000i

F= | ve E(z)=|1 Lo p 3,0 (68)
—0.0000 —0.0000i 2 2 4
—0.0000+0.0000i

olmak iizere yaklagik ¢oziim, f,=E(z)F =2z-1 elde edilmis olur. Sonugta elde

edilen bu ¢6ziimiiniin tam ¢oziimle ayni1 oldugu goriiliir.

Ornek 2

f (0) =f (0) =1 baslangi¢ kosullar1 altinda

f'(2)+zf (z)+zf(z)=exp(z)+2zexp(z); z=x+iy, xe[0,1], ye[0,1]  (70)
ikinci dereceden karmasik diferansiyel denklemini g6z oniine alalim. Bu diferansiyel
denklemin tam ¢oztimii f (Z) =exp ( Z) bi¢imindedir [26].

Bu problemin Taylor siralama metodu ile ¢oziildiigiinti fakat bu 6rnekte ise, yine
ayni problemin Euler siralama yontemi kullanilarak ¢oziildiigii gortliir.

Oncelikle R,(z)=P,(z), S(z)=exp(z)+2zexp(z) olup N =5 alinir. Buna gdre
siralama noktalari:
2o =0, 2, =(1+i)/5, 7,, =(2+2i)/5, 7, =(3+3i)/5, 7, =(4+4i)/5ve 7, =1+i .
Buna gore (29) denkleminden temel matris-denklemi:

W=L(M") +PLM" +PL (71)
olarak ifade edilir. Burada M'™ ve L ifadelerinin tanimi (18) ve (25)
denklemlerinde agikg¢a goriiliir. Ayrica, P, =P, olup,

0 0 0 0 0 0
0 0.2000+0.2000i 0 0 0 0
.l 0 04000 +0.4000i 0 0 0 72
0 0 0 06000+ 060001 0 0
0 0 0 0 0.8000+0.8000i 0
0 0 0 0 0 1,000 +1.0000i ]

Bu durumda N =5 i¢in L matrisi;
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1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

11,0000

-0.5000
-0.3000+0.2000i
-0.1000+0.4000i

0.1000+0.6000i
0.3000+0.8000i
0.5000+1.0000i

(
(
(
&
(
(

AT

0
-0.2000-0.1200i
-0.4000-0.0800i
-0.6000+0.1200i
-0.8000+0.4800i
-1.0000+1.0000i

Zyy) Ei(Zw) EilZ) Ei(Zw) EslZo)

Z11) Ez(zu) Es(zu) E4(211) ES(ZM)

Zy) Ei(2n) Ei(Zn) Ei(2) Es(2n)

233) Ez(zss) Es(zss) E4(233) E5(233)

2y) Ei(2u) EolZa) Ei(Zw) Eolz)

ls) Ey(Zs) EofZss) Ei(zs) EfZss)
0.2500 0 -0.5000

0.2340-0.1040i
0.1220-0.3520i
-0.1820-0.6480i
-0.7740-0.8960i
-1.7500-1.0000i

0.2256-0.1680i —0.4852+0.1987i
0.5536+0.1440i -0.2849 +0.7590i
0.9456-0.2640i  0.4849+1.4889i
1.2096-1.2480i  2.2852+1.8892i
1.0000-3.0000i  5.5000+1.0000i |

seklindedir. Buradan da (29) denklemine goére W katsayilar matrisi:

0

0.2000+0.2000i 0.1000+0.1800i
0.4000+0.4000i 0.1999+0.5200i
| 0,6000+0.6000i
0.8000+0.8000i
10000+1.0000i  0.5000-+2.50001

0.3000+1.0200i
0.3999 +1.6800i

2.0000

elde edilir. Buna ilaveten S vektorii:

1.7840-0.1038i
1.4720+0.0479i
0.9680+0.5520i
0.1759+1.5040i
~1.0000+3.0000i

30000 0 50000
178034103401 —20508-132441  4.9367-2.0796i
-0.7944+1.7319i -3.8777-1.04891  2.8414-5.4552i
-0.5460+2.36751 -6.5653-0.1042i  -4.0698-7.8107i
-1.1745+ 269591 -7.2435+0.3852i  -5.3332-14.7339i
~3.7500+3.25001 ~11.0000-L0000i ~10.5000- 23,5000
1.0000 ]
1.5788 + 0.8185i
2.0086 + 2.1449i
2.0739 + 4.0681]
1.4770 + 6.6318i
| -0.1686+9.7995i |

N =5 i¢in baslangi¢ kosullarinin genisletilmis matris formu ise,
[E(O);l:l = [1.0000 —-0.5000 0 0.2500 0 -0.5000 ; 1]

[E(0)MT;1]=[0 1.0000 -1.0000 0 1.0000 0 ; 1]

bigimindedir. W matrisi ve S vektdriine baslangig¢ sartlari uygulanirsa;
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0 0 20000 30000 0 50000
0.2000+02000i 0.000+0.1800i 17840-0.10381 -17803+10340i —20508-13244i 4936720796
| 04000+04000i 0.1369-+052001 147204004791 07944 +17318 -3ETT7-LO0ABS  28414-54552
0.6000+0.6000 0.3000+10200i 0.9680+05520i ~0.5460+2.3675 65653010421 40698~ 7.81071
10000 05000 0 0.2500 0 05000
0 10000 1,000 0 10000 o |7
[1.0000
15788+ 0.8185i
| 20086 + 21441 |
20739+ 40681
10000
11,0000

bulunur. Buna gére WF = S matris-vektorel denkleminin yaklasik ¢oziimi:

1.7184 —0.0000i |
1.7189 + 0.0003i
0.8603 +0.0021i
0.2864 + 0.0046i
0.0693 + 0.0048i

0.0107 +0.0034i |

(78)

Sonugta F , denklemin yaklasik ¢6ziimii oldugundan dolay1 tam ¢6ziimiin gergek ve

sanal kisimlar sirastyla

Re(exp(z))=exp(x)cos(y) ve Im(exp(z))=exp(x)sin(y).
olarak bulunur.

Tablol: Ornek 2 icin farkli N degerlerindeki mutlak hatalar

y4 Tam Coziim N =5 N =6 N =7

0.0 + 0.0i 0.000000000 + | 0.0000000000 0.0000000000 0.0000000000
0.000000000i

0.2 +0.2i 0.242655268 + | 0.394722125E-7 0.164542518E-7 | 0.865221228E-8
0.242655268i

0.4 + 0.4i 0.580943900 + | 0.849392875E-5 0.228923695E-6 | 0.025422364E-7
0.580943900i

0.6 + 0.6i 1.028845666 + | 0.192821217E-4 0.132512364E-5 | 0.325623651E-7
1.028845666i

0.8 + 0.8i 1.596505341 + | 0.090245337E-3 0.923212363E-5 | 0.025422881E-5
1.596505341i

1.0+ 1.0i 2.287355287 + | 0.497756469E-3 0.552410259E-4 | 0.665910552E-5
2.287355287i
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Ornek 3
f (O) =0ve f (O) =1 baslangi¢ kosullar1 altinda

f(z)+2f(z)+22f(z)= 2zsin(z)+zcos(z)-sin(z); z=x+iy, x€[0,1], ye[0,1]. (79)

ikinci mertebeden karmasik diferansiyel denklemini gz oniine alalim. Bu denklemin
tam ¢oziimii; f(z)=sin(z) dir.
Burada P,(z)=2z, P,(z)=z ve S(z)=2zsin(z)+zcos(z)-sin(z). Buna gore

N =5 i¢in siralama noktalar1:
2y =0, 2, =(1+i)/5, z,, =(2+2i)/5, z,, =(3+3i)/5, z,, =(4+4i)/5ve z,, =1+i .

Boylece
W=L(M") +PLM" +RL (80)
Burada M" ve L ifadelerinin tammi (18) ve (25) denklemlerinde acikca goriiliir.
Ayrica;
o 0 0 0 0 0 |
0 0.4000 +0.4000i 0 0 0 0
p |0 0 0.8000 +0.8000i 0 0 0
0 0 0 1.2000+1.2000i 0 0
0 0 0 0 1.6000+1.6000i 0
Lo 0 0 0 0 2.0000 +2.0000i ] (81)
0 0 0 0 0 0 |
0 0.2000 +0.2000i 0 0 0 0
p_|0 0 0.4000+ 0.4000i 0 0 0
0 0 0 0.6000 +0.6000i 0 0
0 0 0 0 0.8000 +0.8000i 0
Lo 0 0 0 0 1.0000 +1.0000i

seklinde yazilir. Simdi N =5 i¢in L matrisi;
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1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

11,0000

-0.5000
-0.3000+0.2000i
-0.1000+0.4000i

0.1000+0.6000i
0.3000+0.8000i
0.5000+1.0000i

0
-0.2000-0.1200i
-0.4000-0.0800i
-0.6000+0.1200i
—0.8000+0.4800i
-1.0000+1.0000i

0.2500
0.2340-0.1040i
0.1220-0.3520i

-0.1820-0.6480i
-0.7740-0.8960i
-1.7500-1.0000i

ve benzer sekilde W katsayilar matrisi ise

0.2000-+ 0.2000i
0.8000-+ 0.8000i
| 1.2000+1.2000i
16000 +1.6000i
| 2.0000+2.0000i

0 0

0.1601i
0.6400i
1.4400i
2.5600i
4.0000i

Ayrica S vektorii:

2.0000
1.7680-0.1679i
1.3439+0.6240i
0.5359+0.2640i

-0.8480+0.2480i
-3.0000+3.0000i

-3.0000
-1.7127+1.0600i
-0.6048 +1.6399i
-0.1368+1.7670i
-1.0769+1.3598i
-4.5000+0.5000i

0

0.0074 + 0.1546i
_10.0754 +0.5954i
0.3660+1.2796i
0.8407 +2.1420i
11.8511+3.0767i |
N =5 i¢in baslangi¢ kosullarinin genisletilmis matris formu ise,

[E (0);0] = [1.0000 —-0.5000 0 0.2500 0 -0.5000 ; 0]

0.2256-0.1680i
0.5536+0.1440i
0.9456-0.2640i
1.2096-1.2480i
1.0000-3.0000i

0
-1.9722-1.3130i
-3.7138-0.7699i

-4.6301+0.26580i
-5.2774+0.3545i
~7.0000-3.0000i

-0.5000
-0.4852+0.1987i
-0.2849+0.7590i

0.4849+1.4889i
2.2852+1.8892i

5.5000+1.0000i |

5.0000
4.8000-2.1370i
2.4240-5.2655i

-1.2157-8.5468i
-5,0160-11.3946i

29.0000-32.2000i |

[E(0)MT;1]=[0 1.0000 -1.0000 0 1.0000 0 ; 1]

bi¢imindedir. Buradan W matrisi ve S vektdriine baslangi¢ sartlari uygulanirsa;

25

(82)

- (83)

(84)

(85)



0 0 2.0000 -3.0000 0 5.0000
0.2000+0.2000i 0.160%i 1.7680-0.1679i -1.7127+1.0600i -1.9722-1.3130i 4.8000 - 2.1370i
0.8000+0.8000i 0.6400i 1.3439+0.6240i —0.6048+1.6399i -3.7138-0.7699i 2.4240-5.2655i

"= 120004120001 144001 05350+026401 ~0.1368+176701 ~46301+026581 121578546
10000 -0.5000 0 0.2500 0 ~0.5000
0 10000 -1.0000 0 1.0000 0 | (86)

0

00074 +0.1546i

§ | 00754+05954i |

0.3660+1.2796i

0

[1.0000

Buna gore W F =S matris-vektdrel denkleminin yaklagik ¢oziimii:
| 0.4526+0.0081i |
0.8592 +0.0552i
_ | —0.1286 +0.1356i
~0.0994+0.1597i |
0.0118+0.0804i
| —0.0082 +0.0414i |
Sonugta F , denklemin yaklasik ¢oziimii olup, buradan tam ¢oziim; f (z)=sin(z) .

(87)

Bunun yaninda tiim érnekler N =9 ve N =11 i¢in de kolaylikla ¢6zebilirdir.

Tablo 2: Ornek 3 igin farkli N degerlerindeki mutlak hatalar:

4 Tam Coziim N =5 N =6 N =7

0.0 + 0.0i | 0.000000000  + | 0.0000000000 0.0000000000 0.0000000000
0.000000000i

0.2+0.2i | 0.2026565675 + | 0.201456669E-6 0.251441128E-8 | 0.525541029E-
0.197323110 i 10

0.4 +0.4i | 0.4209895520 + | 0.520144458E-5 0.996324412E-8 | 0.963221501E-9
0.378328012 i

0.6 +0.6i | 0.669364874 + 0.633521458E-5 0.123650147E-7 | 0.885200144E-9
0.525453002 i

0.8 +0.8i | 0.959417442 + 0.225144036E-4 0.960352145E-6 | 0.203314475E-9
0.618749432 i

1.0+ 1.0i | 1.298457581+ 0.201547896E-3 0.110548763E-5 | 0.662563351E-6
0.634963914i
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6.Genocchi Polinomlar1 ve Genocchi Polinomlarinin Operasyonel Matrisleri
Genocchi polinomlar1; tipki Euler ve Bernoulli polinomlar: gibi iistel fonksiyonlar
olup,
2t
e' +1

ZG — (|t| <) (88)
seklinde tanimlanir. (88) denkleminin sol tarafindaki ifade soldan e* ile ¢arpilirsa;

36,05 = 2e", (<) ()

s n e +1

bulunur. Burada G,(x) Genocchi polinomlaridir. (88) denklemiyle gosterilen

ifadenin iki tarafinin X ’e gore tiirevi alinirsa;

d
&Gn (x)=nG,_,(x), degG,, (x)=n (90)
elde edilir. (90) denkleminin her iki yaninin integrali alindiginda:
" G,,(a)-G,,(b
IGn(X)dX: n+l( ) n+1( ) . (91)
" n+1
Diger yandan (88) denkleminden;
n(n
G, (x)= G x" (92)
o\ k
yazilir. (89) ve (90) denklemleri birlikte g6z 6niine alinirsa;
G, (x)dx = 2 93
-[ )d n +l (33)

sonucuna ulasilir. Buradan;

’ % etzile(m)t +et2ileﬂj
. ¢ (94)
:Z_tnzz(;(Gn(x+1)+Gn(x))m
olup, (92) denkleminden;
oy G (X+1)+G,; (X) | (95)
n+1

Burada ozellikle ileride kullanilacak olan Genocchi polinomlarinin ilk birkagi
asagidaki gibidir:
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96
=4x° —6x% -1, (%)

=5x* —10x® +5x,
Gs (x) =6x° —15x* +15x* -3.

Bunun yaninda karmasik uzayda Euler polinomlari ve Genocchi polinomlari
arasindaki iliski

G, (x)
G, ()
G, (x) =3x*-3x,
G, ()
(%)

iGn(:—)In:it 2 —'tiEn(O)(i:]—)ln (97)

L

bi¢imindedir. Diger yandan Genocchi polinomlarinin

G, (0) y (x)+ G,.(0) y( (X) -+ GZZ(!O) y (X)+(2x=1)y (x)+ny(x)=0 (98)

seklindeki diferansiyel denklemini sagladigi kolayca goriilebilirdir. Ayrica G (X),
Genocchi vektorii olmak tizere G(x)= [Gl (x),G,(x),G;(x),--+,G, (X)] "dir. G(X)

’in tiirevi ise (90) denklemi ile verilen 6zellige gore

G (x| [ 0 0 o o o &K

G, (X) 0 0 0 0 0 Gz(x

G| lo 2 0o o 0 0 0o |GK | g
() o 0 o0 N-2 0 0 [IG,(x)

|G, (x) ] Lo 0 0 0 N-1 0 JlG,(x)

e M S S

G'(x)
Burada M matrisi, Nx N tipinde tiirevle ilgili operasyonel matristir. Bunun yaninda
reel degiskenli X degeri , karmasik degerli z ’ye tasinirsa daha 6nce gosterildigi gibi

sonucun degismedigi gozlemlenir. Buna gore, (Z”)l =nz"" yazabilirdir. Diger
yandan G(X)’in K. tiirevi:
G'(x)" =MG(x)'
= GY(x)=G(x)M”
G2 (x)=GY(x)M" =G (x)(MT)’
G (x)=GY (x)(MT) =G (x)(M")’ (100)

¥ (x)=G(x)(MT)".
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7. Genocchi Matris Yontemi

Bu boliimde; daha once ifade edilen Euler polinomlarmin diferansiyel operasyonel
matrisi ve siralama noktalar1 ele alinarak yapilan islemler, burada Genocchi
polinomlarmin diferansiyel operasyonel matrisini ve siralama noktalar1 kullanilarak
karmasik diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in yapilmaya c¢alisilacaktir. Bu

durumda (2) ve (3) denklemleri Genocchi polinomu i¢in diisiiniiliirse bunlarin fy (z)

yaklasik ¢Oziimii vektorel formda;

fy(2)=G(2)F, G(2)=[G/(z) G,(z) - Gy(z)]

(101)
:

F =[f1 f, - fN]

olarak ifade edilebilirdir. Boylece (100) denklemi kullanilarak;
t(2)=G(2)(M")'F, k<N (102)

yazilr. p=12,---,N olmak lizere z=2, siralama noktalarmin (102) denklemi ile
birlikte iliskisi;
k
fhgk)(zpp):G(zpp)(MT) F, p=12--N.
(103)
Burada; G(pr) = [Gl(zpp) G, (pr) o Gy (pr)} ’dir. Diger yandan  (103)

denklemi yeniden diizenlenirse;

19 (2,)=G6(z,) (M) F,

fN(k)(Zzz)fG(Zzz)(MT) F, (104)

k
) (2)=G (2 )(MT) F.
olarak bulunur. Buna gore yukaridaki matris-vektorel denklemi:

FO) = ) ~L(MT)'F. (105)

Burada;
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L G(:Zzz)
G(zw)
(106)
_Gl(zll) GZ (le) GS(le) GN (le) |
Gl(ZZZ) GZ (222 G3(222 GN (222)

Ote yandan (4) - (2) denklemlerinde siralama noktalar1 z = z,, olarak tammlanirsa,
bu takdirde;

m-1
f'\gm) (zpp)—i-z P, (pr) fN(k) (pr) = S(pr)’ p=12,--,N. (107)
k=1
Diger taraftan (107) denklemi, (105) denklemi yardimi ile matris vektorel

formunda:

FO 4+ RFY =L(MT)+Y RL(MT) F =S (108)

P(z;) O 0
0o P 0
P=| . k(:Z”) . : (109)
0 0 - PR(zw)

olarak bilindiginden dolayi, F bilinmeyen vektorii tespit edilmelidir. Bu yiizden
m m-1
(108) matris-vektdr denklemi W =L(M" ) +> RL(MT )k olmak iizere
k=0

WF =S
ya da

[W;s]=[w,;:s,|; p.g=1L-N (200)

bigimindedir. Simdi de (1) baslangi¢ sartinin vektorel formu (102) denklemi yardimi
ile yeniden yazilirsa;

t00)=E(0)(MT) F=4, r=1--,m-1 (201)
bulunur. Diger bir ifadeyle baslangi¢ sartinin vektorel formu U F = . seklinde de

gosterilebilirdir. Burada;
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r

U, =E(0)(M"), r=1---,m-1dir.

r

Bu takdirde denklem:

VB ]=[us U, Us ... Uy ; B ] r=12--m-1 (202)
formunu alir. Sonug olarak, (1) ile verilen baslangi¢ sartlar1 altinda (2) denklemiyle
ifade edilen problemin yaklasik ¢oziimleriyle ilgili bilinmeyen f , n=1,---,N, Euler

katsayilarini bulmak i¢in (202)’deki m. satirlar, (200)’deki son m. satirlar ile yer
degistirilir. Buna gore yeni matris:

Wi, Wi, Wiy ; S
W, W, Won ; S,
A A W, W, W, : S
N-m1 N-m2 e N-mN ; _
(WS ]=| ™ " " | (203)
Uy U, Uy ; B
Uy Uy, Uy ; B,
| Un11 Un-1,2 Un-1n ; B i

ya da matris-vektoriine karsilik gelen denklem;
WF =S (204)
tarzindadir. Eger det (V\7) #0 ise, bu takdirde (202)’deki gosterim F = (V\7 )71 S

seklinde yazilabilirdir. Boylece; F vektorii kesin bir sekilde belirlenmis olur. Bu
sonuca gore; (2)’deki degisken katsayili m. dereceden lineer karmasik diferansiyel
denklemin, (1)’deki baslangi¢ kosullari altinda yaklasik bir ¢6ziimii vardir. Bu
¢ozlim, (3)’deki kestirilmis Genocchi serisi ile verilmistir. Ayrica asagidaki gibi
kolayca elde edilen ¢6ziimlerin dogrulugu [12-26] ile kontrol edebilirdir. (3)
denklemiyle gosterilen kestirilmis Genocchi serisi (2) denkleminin yaklasik ¢oziimii
oldugundan, f,(z) fonksiyonu ve onun tiirevleri (2) denkleminde yerine yazildiginda

sonugta denklem yaklasik olarak saglanmalidir. Yani z=z, €D, 1=0,1,2,--- i¢in

m-1
B(z)=|t"(z)+Y.R(z) " (z)-S(z) =0
k=0
ya da
B(z)<10™, (ki; herhangi bir tamsay1) (205)

Eger max(lO‘k‘):lo‘k, (ki; herhangi bir tamsay1) olarak kabul edilirse, kestirilme

simirt olan N B(Zi) kosulu altinda her z; degeri i¢in artirilabilirdir. Boylelikle

B(Zi ) : 107 °dan daha kiiciik olacaktir (10-12,16,17).
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8. GSY icin Sayisal Ornek
Simdi Euler siralama yontemi ile ¢oziilen problemleri Genocchi polinomlart yardimi
ile de ¢cozmeye calisalim.

Ornek 1
f (0) = —1 baslangi¢ kosulu altinda
f'(z)+zf(z)=22"-2+2; z=x+iy xe[01], y[0,1]. (206)
bicimindeki karmasik diferansiyel denklemin tam ¢6ztimii 2z —1°dir.

Burada N =4alindiginda siralama noktalart:

(1+i) (2+2i) (3+3i)

Z,= s Zy = ve z,, =1+1 olarak bulunur. Diger yandan

(3) denklemi yardimiyla yaklasik ¢oziim:
4
f,(z)=> fG,(z), zeD (207)
n=1

Burada oncelikle bilinmeyen f,, f,, f, ve f, Genocchi katsayilar1 bulunur. Béylece

0.2500 + 0.2500i 0 0 0
0 0.5000 + 0.5000i 0 0
P, (2)= . (208)
0 0 0.7500 + 0.7500i 0
0 0 0 1.0000+1.0000i

elde edilir. Ayrica N =4igin L matrisi

G(le) Gl(le) GZ(le) GS(le) G4(le)
L= G(ZZZ) — Gl(ZZZ) GZ(ZZZ) G3(222) G4(222)
G(Z33) Gl(ZSS) GZ(ZSS) G3(Z33) G4(233)
G(Z44) Gl(z44) G2(244) 63(244) G4(Z44)

(209)
[1.0000 —0.5000+0.5000i —0.7500-0.3750i —1.1250-0.6250i

1.0000 1.0000i -1.5000 —2.0000-2.0000i

1.0000 0.5000+1.5000i —2.2500+1.1250i —4.3750—3.3750i |
11.0000 1.0000+2.0000i —3.0000+3.0000i —9.0000-4.0000i
Béylece G,(2)=1G,(2)=22-1G,(z)=32"-3z ve G,(z) =42’ —62° —1"dir.

Diger yandan (200) denklemine gore W katsayilar matrisi:
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W=L(M")+RL
0.2500 + 0.2500i 0.7500 ~1.0937+0.7187i  —2.3750-1.5625i
~[0.5000+0.5000i 0.5000+0.5000i ~0.7500+1.2500i —4.5000-2.0000i | (210)
10.7500+0.7500i 0.2500+1.5000i -1.5312+2.1562i —7.5000— 2.4375i
1.0000+1.0000i 3.0000i ~4.0000+4.0000i —14.0000 — 4.0000i

olarak hesaplanir. Ayrica S(z) =2z —z + 2 vektorii:

S(z,) 1.7500
s | (%) |_| 1.5000-+0.5000i | 21)
S(z4)| |1.2500+1.5000i

S (244) 1.0000 + 3.0000i
Ote yandan f (0) = —1 baglangi¢ sart1 altinda;

[Uq: 8,]=[G(0);S(0)|=[1.0000 -1.0000 0 -1.0000 ; -1]  (212)

yazilir. Simdi de baslangic kosulu W ve S vektorel denklemlerinde yerine yazilirsa

0.2500 + 0.2500i 0.7500 ~1.0937+0.7187i —2.3750-1.5625i
i _|0:5000+0.5000i 0.5000-+0.5000i ~0.7500-+1.2500i  ~4.5000 2,000
0.7500+0.7500i 0.2500+1.5000i —1.5312+2.1562i —7.5000 — 2.4375i
1.0000 ~1.0000i 0 -1
(213)
1.7500
1.5000 + 0.5000i
1.2500 +1.5000i
1

é:

bi¢iminde elde edilir. Ayrica WF = S sisteminin ¢ziimii (F = (V\7 )71 S):
0+0i

1+0i
F = . (214)
—0+0i

-0+0i

Diger yandan;
G(2)=[1 2z-1 37*-3z 4z°-67"-1]

olmak tizere f, (Z) =G (Z) F yaklasik ¢6ziimiiniin, tamamen tam ¢oziim ile ayni

oldugu goriiliir.
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Ornek 2

f (O) =f (0) =1 baslangi¢ kosullar1 altinda

f'(z)+zf (z)+z2f(z)=exp(z)+2zexp(z); z=x+iy, xe[0,1], ye[0,1] (215)
ikinci dereceden karmasik diferansiyel denklemini g6z Oniine alalim. Bu diferansiyel
denklemin tam ¢oztimii f (Z) =exp ( Z) bigimindedir [26].

Oncelikle Py (z)=R(z), S(z)=exp(z)+2zexp(z) ve N=6 alinsin. Buna gore

siralama noktalari;
2, =(1+1)/6, z,, =(2+2i)/6, 2, =(3+3i)/6, z,, =(4+4i)/6, 7, =(5+5i)/6 ve zo; =1+i .

Buna gore (200) denklemi vasitasiyla temel matris-denklemi:

W=L(MT) +PLM" +RL . (216)
Burada, P, =P, olup,
[0.1666+0.1666i 0 0 0 0 0 ]
0 0.3333+0333% 0 0 0 0
|0 0 0.5000+ 050000 0 0 0
0 0 0 0.6666+0.6666i 0 0
0 0 0 0 0.8333+0.8333i 0
Lo 0 0 0 0 1,0000 +1.0000i |
(217)
[0.1666+0.16661 0 0 0 0 0 ]
0 0.3333+0333% 0 0 0 0
o0 0 0.5000+0.5000i 0 0 0
0 0 0 0.6666+0.6666i 0 0
0 0 0 0 0.8333+08333 0
Lo 0 0 0 0 1,0000 +1.0000i |

Ayrica N =6 i¢in L matrisi;
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[1.0000
10000
10000
10000
10000

11,0000

-0.6666+0.3333i
-0.3333+0.6666i
1.0000i
0.3333+1.3333i
0.6666 +1.6666i
1.0000+ 2.0000i

-0.5000-0.3333i
-1.0000-0.3333i
-1.5000
-2.0000+ 0.6666i
-2.5000+1.6666i
-3.0000-+3.0000i

G2y) Gi(zy) Gi(zy) Gz
G2) Gi(2,) Gi(z5) Gilz
) G1(233) Gz(zag) 63(233) G,z
Gi(Zy) Go(zs) Gi(2y) Gilzy
61(255) Gz(zss) Ga(zss) 64(255
Gl(z%) Gz(z%) 63(266) G4(Z56

0.9629-0.2962i
0.7037-1.0370i
~2.0000i
-1.3703-2.9629i
-3.6296-3.7037i
~7.0000-4.0000i

0.9104 +0.7407i
2.1604 +0.9259i
3.7500
5.3086 - 2.5925i
6.0956 - 7.4074i
5.0000-15.0000i

~2.9567+0.8302i |
-2.3580+3.2345i
6.7500i

5.6913+10.1728i |

16.2901+11.1882i
33.0000+6.0000i |

(218)

Diger yandan (216) denkleminden S(z) vektorii ve W katsayilar matrisi agagidaki
sekilde ifade edilebilirdir:

0.1666-+0.16661 0.0002+0.1112i

0.3333+0.3333i
0.5000+0.5000i

10,6666 +0.6666i

0.8333+0.8333i

| 1.0000-+1.0000i

Diger yandan ;

0.4443i
1,0000i
LTT74i
277751
4,0000i

1.6393-0.2498i
1.1116-0.2222i
0.2500-0.2500i
-1.1107 +1.3330i
-3.1386+3.1940i
-6.0000+6.0000i

| 1.4879:+0.6496i |
18935 +1.6402i
21033+ 302771
1.9657+ 485101 |
1.2873+7.1203

|-0.1686+9.7994i

-3.8733+1.6944i
—2.0863+2.5557i
~1.2500+2.7500i
-2.2110+2.4448i
-6.3547+1.8055i
~15.0000+1.0000i

-5.1330-3.2806i

-9.2682-3.4150i

-12.1250-2.1250i
-14.4868-1.7442i
-18.5012-5.537li
~28.0000-18.0000i

18.7682-4.9032i |
14.2671-15.3048i
6.0000-27.2500i
-4,0593-39.6305i
-12.0807 - 56.6419i
~13.0000-91.0000i |

[G(O);O]z[l.OOOO —1.0000 0 1.0000 0 -3.0000 ; 1]

[G(0)MT;0]=[0 1.0000 -2.0000 O 4.0000 O ; 1]

(219)

(220)

bi¢cimindeki baslangic sartlar1 W ve S vektorel denklemlerinde yerine yazildiginda:
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0.3333+ 0,333
0.5000+0.50001
| 0.6666 +0.6666i
1,0000

0

[0.1666+0.1666i 0.0002+0.1112i

04443
1.0000i
L7774
-1.0000
1.0000

1.6393-0.249;
1.1116-0.2222i
0.2500 - 0.2500i
-1.1107 +1.3330i
0
-2.0000

-3.8733+1.6944i
-2.0863 +2.5557i

-1.2500+2.7500i -12.1250 - 2.1250i

-2.2710+ 2.4448i
1.0000
0

-5.1330-3.2806i
-9.2682 - 3.4150i

-14.4868 - 1.7442i
0
4.0000

18.7682-4.9032i |

14.2671-15.3048i
6.0000 - 27.2500i
—4,0593 - 39.6305i
-3.0000
0

(221)

biciminde elde edilir. Ayrica F :(W)

¢OzUmii:

| 1.4879+0.6496i |
1.8935+1.6402i

| 2.1033+3.00771

1.9657 + 4.8512i

1.0000
L 1.0000

2.9967 —0.0366i |
19888-0.0193i
0.5288 + 0.0044i
0.0672+0.1137i
0.0172+0.0071i
0.0249 +0.0322i |

lé olmak iizere ,V\7F =

A

S sisteminin

(222)

Sonucgta F , denklemin yaklasik ¢6ziimii oldugundan dolay1 tam ¢6ziimiin gercek ve

sanal kisimlari sirasiyla;

Re(exp(z))=exp(x)cos(y) ve Im(exp(z))=exp(x)sin(y).

olarak bulunur.

Tablo3: Ornek 2 icin farkli N degerlerindeki mutlak hatalar:

y4 Tam Cozliim N =5 N =6 N =7

0.0 +0.0i | 0.000000000 + | 0.0000000000 0.0000000000 0.0000000000
0.000000000i

0.2+0.2i | 0.242655268 + | 0.563210889E-9 0.996320145E-11 | 0.203654147E-11
0.242655268i

0.4 +0.4i | 0.580943900 + | 0.503620147E-9 0.882012454E-10 | 0.896321541E-10
0.580943900i

0.6 +0.6i | 1.028845666 + | 0.220546352E-8 0.103654785E-9 | 0.320365417E-10
1.028845666i

0.8 +0.8i | 1.596505341 + | 0.520364105E-6 0.220365478E-9 | 0.203651247E-9
1.596505341i

1.0+ 1.0i | 2.287355287 + | 0.112055694E-5 0.863256984E-7 | 0.663201425E-8
2.287355287i
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Ornek 3
f (O) =0ve f (0) =1 baslangi¢ kosullar1 altinda

f'(z)+2f (z)+22f(z)= 2zsin(z)+zcos(z)-sin(z); z=x+iy, x€[0,1], ye[0,1]. (223)

ikinci mertebeden karmasik diferansiyel denklemini g6z Oniine alalim. Bu
diferansiyel denklemin tam ¢oziimii f (Z) =sin (Z) bi¢imindedir [26].

Burada P,(z)=2z, P,(z)=z ve S(z)=2zsin(z)+zcos(z)-sin(z) olup, N=6

alinir. Buna gore siralama noktalart:

2, =(1+i)/6, z,, =(2+2i)/6, z,, =(3+3i)/6, z,, =(4+4i)/6, z;, =(5+5i)/6 ve zo5 =1+i .

Buna gore (200) denkleminden temel matris-denklemi:

W=L(MT) +PLMT+PL. (224)
Burada, P,(z)=2R,(z)olup
(03332403332 0 0 0 0 0 |
0 0.6666+0.6666 0 0 0 0
|0 0 1,0000+1.0000i 0 0 0
0 0 0 13332413332 0 0
0 0 0 0 1.6666+1.66661 0
Lo 0 0 0 2,000+ 2.0000i
(225)
[0.1666+0.1666i 0 0 0 0 0 1
0 0333340333 0 0 0 0
2|0 0 0.5000+ 05000 0 0 0
0 0 0 0.6666-+0.66661 0 0
0 0 0 0 0.8333+08333i 0
L0 0 0 0 0 1,000 +1.0000i |

seklindedir. Ayrica N =6 igin L matrisi;
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1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

11,0000

-0.6666+0.3333i
-0.3333+0.6666i
1.0000i
0.3333+1.3333i
0.6666 +1.6666i
10000+ 2.0000i

L) Gy
Iy) Gy(Zy
ACIRAEY

-0.5000-0.3333i
-1.0000-0.3333;
-1.5000
-2.0000+ 0.6666i
—-2.5000+1.6666i
-3.0000+3.0000i

Gs(zn) GA(ZH)
Gs(zzz) G,(2)
63(233) 64(233)
63(244) Gy(2y)
GS(ZSS) G4(255)
Ga(z%) G4(Zee)

0.9629-0.2962i
0.7037-1.0370i
-2.0000i
-1.3703-2.9629i
-3.6296-3.7037i
~7.0000-4.0000i

G5(211) Ge(zn)

Gs(zzz) Gs(zzz)

95(233) G; (233)

G5(244) Gs(zzm)

65(255) G, (255)

G5(266) Gs(zses)

0.9104+0.7407i  -2.9567+0.8302i |
2.1604+0.92591 -2.3580+3.2345i

3.7500 6.7500i

5.3086-2.59251 5.6913+10.1728i
6.0956-7.4074i 16.2901+11.1882i
5.0000-15.0000i 33.0000+6.0000i |

(224) denkleminden S(z) vektorii veW katsayilar matrisi:

18.1372-5.2575i |

Ayrica, N =6 i¢in
[G(O);O]:[l.OOOO -1.0000 0 1.0000 0 -3.0000 ; O]

_|0.1624+0.9104i
0.4423+1.5512i

[0.0040+0.1079i
0.0405+0.4189i

0.9710+2.2963i
[1.8511+3.0767i |

(03332403332 -0.1665+0.0556i  16112-0.3886i  -3.6632+1.8054i  -5.1047-3.0055i
0.6666+0.6666i —0.3332+0.5554i  0.8891-0.6667i  -1.5060+2.4446i  -8.8567-2.3863i
1.0000+1.0000i -0.5000+1.5000i -0.5000-0.5000i  -0.2500+1.7500i  -10.2500-0.2500i

1.3332+1.3332i  ~0.6666+2.8885 -2.8883+0.4441  ~1.2093-0.4436i  9.2198+0.0663i
1.6666+1.6666i -0.8333+4.7218i -6.6107+24995i —6.2930-4.30531  -7.2491-6.6302i

1 2.0000+2.0000i -1.0000+7.0000i ~12.0000+6.0000i -18.0000+10.0000i ~8.0000-28.0000i

12.4031-15.0126i
2.6250-23.8750i
~7.0466-29.0554i
~1.8292-33.7442i

14,0000-52.0000i |

[G(0)M™;0]=[0 1.0000 -2.0000 0 4.0000 0 ; 1]

(226)

(227)

(228)

bi¢cimindeki baslangic sartlar1 W ve S vektorel denklemlerinde yerine yazildiginda:
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[0.3332+0.3332i
0.6666-+ 0.6666i
1.0000-+1.0000i
|1.3332+1.3332)
1,0000

0

-0.1665+0.0556i
-0.3332+0.5554i
~0.5000+1.5000i
-(.6666 + 2.8885i
-1.0000
1.0000

1.6112-0.3886i
0.8891-0.6667i
-0.5000-0.5000i
-2.8883+0.4441i
0
-2.0000

-3.6632 +1.8054i

-1.5060+ 244461 -8.8567-2.38631  12.4031-15.0126i

~0.2500+ 1.7500i

-12093-0.4436i -9.2198+0.0663i -7.0466-29.0554i

1.0000
0

-5.1047-3,0055i

-10.2500- 0.2500i

0
4

18.1372-5.2575i |

2.6250- 23.8750i

-3.0000
0

1 (229)

_|0.1624+0.9104i

[0.0040+0.1079i |
0.0405 +0.4180i

04423+15512i |
0
11,0000

Ote yandan,WF =S sisteminin ¢dziimii: (F= (V\7 )71 S)

[ 0.1871+0.0554i |

0.7548-0.0632i
—0.0868—-0.0137i
0.0269+0.0749i
0.0178+0.0091

L 0.0225+0.0224i |

(230)

Boylelikle f (Z) :sin(z) kesin ¢oziimiine ulasilir. Boylece ele alinan tiim 6rnekler
N =9 ve N =11 i¢in de kolaylikla ¢oziilebilirdir.

Tablo 4: Ornek 3 igin farkli N degerlerindeki mutlak hatalar:

z Tam Cozlim N =5 N =6 N =7

0.0 +0.0i | 0.0000000000+ 0.0000000000 0.0000000000 0.0000000000
0.000000000i

0.2+0.2i | 0.2026565675 + 0.110452589E-8 0.996321451E-9 | 0.210548622E-12
0.197323110 i

0.4 +0.4i | 0.4209895520 + 0.441025635E-6 0.885021463E-9 | 0.114254871E-11
0.378328012 |

0.6 +0.6i | 0.669364874 + 0.990214521E-5 0.220145236E-8 | 0.996021458E-11
0.525453002 i

0.8+0.8i |0.959417442 + 0.550214532E-5 0.489652112E-7 | 0.780124563E-10
0.618749432i

1.0+1.0i |1.298457581+ 0.441023658E-4 0.188524697E-6 | 0.105069981E-9
0.634963914i
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9.Sonu¢

Yiiksek mertebeden karmasik lineer diferansiyel denklemleri, genellikle analitik
olarak ¢ozmek zordur. Bu nedenle, Euler ve Genocchi polinomlar1 kullanilarak, bu
denklemlerin sayisal olarak ¢oziimii bulunmaya ¢alisilir. Bu tezde deginilen yontem,;
lineer karmasik bir diferansiyel denklemin ¢6ziimiiniin; Euler ve Genocchi seri
acilimindaki Katsayilarin bulunmasma dayalidir. Burada Euler ve Genocchi
polinomlar1 kullanilarak yaklasik ¢oziimler bulunurken N sayisi artirildiginda
analitik ¢oziime gittikge yaklasildigi ve sonugta bu yaklasik ¢oziimlerin tam ¢oziimle
cakistig1 tablolardan agik bir sekilde goriilmektedir. Bu yontemin ayrica degisken
katsayili lineer karmasik diferansiyel denklemlere genisletilmesinde ; B, (Z) veS (Z)

fonksiyonlari, dikdortgensel koordinat sisteminde tanimlanip ¢6ziimiiniin de bu
bolgede aranmasi gerekmektedir.
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