T.C.
AMASYA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

SS*-YARIYEREL MODULLER

YUKSEK LISANS TEZi

MUSTAFA SAHIN

ARALIK



v20Z A1'IVaVY

I'Tvd INI'TIIVNV
MILVINALVIA

NIHVS VAVLSOIN




SS*-YARIYEREL MODULLER

Mustafa SAHIN

YUKSEK LISANS TEZi
MATEMATIK ANABILIiM DALI

Danisman

Prof. Dr. Ergil TURKMEN

AMASYA UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

ARALIK 2024



Yiiksek Lisans Tezi Kabul ve Onay Sayfasi

Mustafa SAHIN tarafn}dan hazirlanan “Ss*-Yariyerel Modiiller” adl1 tez ¢alismasi agagidaki jiiri
tarafindan OY BIRLIGI ile Amasya Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim
Dalinda YUKSEK LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Damisman: Prof. Dr. Ergill TURKMEN
Matematik Anabilim Dali, Amasya Universitesi

Bu tezin, kapsam ve kalite olarak Yiiksek Lisans Tezi oldugunu onayliyorum ...

Baskan : Dog. Dr. Figen ERYILMAZ
Matematik ve Fen Bilimleri Egitimi Anabilim Dali, Ondokuz Mayis Universitesi

Bu tezin, kapsam ve kalite olarak Yiiksek Lisans Tezi oldugunu onayliyorum ..o,

Uye : Dr. Ogretim Uyesi Sabahattin ILBIRA
Matematik Anabilim Dali, Amasya Universitesi

Bu tezin, kapsam ve kalite olarak Yiiksek Lisans Tezi oldugunu onayliyorum . ... i,

Tez Savunma Tarihi: 24/12/2024

Jiri tarafindan kabul edilen bu tezinYiiksek Lisans Tezi olmasi i¢in gerekli sartlar1 yerine

getirdigini onayliyorum.

Dog. Dr. Umit YILDIRIM

Fen Bilimleri Enstitisti Mudard



ETiK BEYAN

Amasya Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazim Kurallarina uygun olarak

hazirladigim bu tez ¢alismasinda;

Tez i¢inde sundugum verileri, bilgileri ve dokiimanlar1 akademik ve etik kurallar
cergevesinde elde ettigimi,

Tiim bilgi, belge, degerlendirme ve sonuglari bilimsel etik ve ahlak kurallarina uygun
olarak sundugumu,

Tez calismasinda yararlandigim eserlerin tiimiine uygun atifta bulunarak kaynak
gosterdigimi,

Kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik yapmadigimi,

Bu tezde sundugum caligmanin 6zgiin oldugunu,

bildirir, aksi bir durumda aleyhime dogabilecek tiim hak kayiplarini kabullendigimi beyan

ederim.

Mustafa SAHIN
24/12/2024



SS*-YARIYEREL MODULLER
(Ylksek Lisans Tezi)

Mustafa SAHIN

AMASYA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
Aralik 2024

OZET

Bu ¢alismada yar1 basit ve kiigliik modiiller kullanilarak ss*-yariyerel modiiller tanimlanmistir ve bu
moddllerin 6zellikleri temel olarak verilmistir. go bir H-modil olmak Ulzere g nin her g, alt
moduli icin, g, ile g, nin arakesiti yar1 basit ve kii¢lik olacak sekilde g de Z*(g,) timleyenine
sahipse, g ye ss*-yariyerel modiil denir. Ss*-yariyerel modiillerin sinifinin alt moduller, bélim
modulleri ve toplamlarda kapali oldugu gosterilmistir. Ayrica, bitin moddlleri ss*-yariyerel olan
halkalar nitelendirilmis ve bir 6rnekle gdsterilmistir.
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ABSTRACT

In this study, ss*-semilocal modules are defined using semi-simple and small modules and the
basic features of these modules are given. Let g is an H-module. If for every g, submodule of g,
§ has Z* (g,) supplement such that the intersection of g, and g is semi-simple and small, then g
is called ss*-semilocal module. It is shown that the class of ss*-semilocal modules is closed under
submodules, factor modules and direct sums. Additionally, rings with all modules ss*-semilocal are
characterized and illustrated with an example.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalar1 verilmek tizere

asagida listelenmistir.

Simgeler Ag¢iklama

N dogal sayilar kiimesi

Z tam sayilar kiimesi

Q rasyonel sayilar kiimesi

P asal sayilar kiimesi

c alt kiime

C 0z alt kime

N kiimelerde kesisim islemi

0y (H,+,") halkasinda (H, +) abel grubunun birimi
1y (H, +,") halkasinda (H,") cebirsel yapisinin birimi
J] = Rad(H) H Halkasinin Jacobson Radikali

< alt modul

< 0z alt modl

| blylk alt modul

5;&1 g modulliiniin o, alt moduliine gdre bolim modali
N kicuk alt modl

P =0, izomorf moddller

[lic; Vs V; alt modiillerinin direkt carpimi

it Vi V; alt modiillerinin toplam1

DV V; alt modiillerinin direkt toplami1

(Y) Y kiimesi tarafindan tiretilen modiil



Hd d elemani tarafindan iiretilen devirli modiil
Kisaltmalar Aciklama

Rad($) g modilinin radikali

Des() g modiiliiniin destegi

E($) g modulundn injektif burimi

Z($) g modiluniin singuler alt moduli

P($) § modiiliiniin tim radikal alt modiillerinin toplami
Gor(f) Bir f homomorfizmasinin goriintii kiimesi

Cek(f) Bir f homomorfizmasinin ¢ekirdegi

End () $ modiiliiniin endomorfizmalarinin kiimesi

Des. () & modiiliiniin basit ve kii¢iik alt modiillerinin toplami



1.GIRIS

Bu makalede, tim halkalar birimli H halka ve buttin moduller Gniter sol H-modul olarak

alimmustir.

H bir halka ve g bir H-modul olmak tzere g, modulu o modulinin alt modull ise g, <
§ seklinde gosterilmistir.  nin butiin g, 6z alt modiili ile o # g, + -, oluyorsa, 4
modili g modullnin kicik alt modili olarak tanimlanir ve g, < g seklinde gosterilir
(Wisbauer, 1991). g alt modilu birtakim modullerin kiigik alt modilu ise g modiline
kuctk modil denir (Leonard, 1966). & nin bltun kiiciik alt modiillerinin toplam1 g nin
radikalidir ve Rad() seklinde ifade edilir (Clark ve digerleri, 2006). g nin bitin
maksimal alt modillerinin arakesiti Rad(g) ye esittir. g, modulli g modulinin alt
modulll olmak Uzere, & nin sifirdan farkli biitiin alt modiilii ile kesisimi sifirdan farkli
oluyorsa g, alt moduliine o moduliinde buylktir denir ve g; < g seklinde gosterilir
(Wisbauer, 1991). g modulinin biitiin basit alt modiillerinin toplamina g modulinin
destegi denir ve Des(g) seklinde gosterilir (Wisbauer, 1991). g nin butln blylk alt
modiillerinin kesisimi Des(§) ye esittir (Kasch, 1982).

#1 < g olmak Uzere , o = g, + §, sartin1 gercekleyen g, minimal alt modul ise, g, ye
1 nin g de tlmleyeni denir. g, alt modulliiniin g in g de tiimleyeni olmasi igin gerek
ve yeter kosul o =, + £, Ve £, NP, K, olmasidir. Bltin alt modillerinin
timleyeni bulunan modile tiimlenmis modiil denir (Wisbauer, 1991). g, alt modullnin
bltin kiiglik alt modiillerinin toplam1 Rad (§,) ye esittir buradan o = g, + 0, Ve o, N
2, K §, oldugunda @, N p, < Rad(p,) olur. p = P, + P, Ve o, N P, < Rad(P,)
olmasii saglayan g, < g alt modiliine g, in & de Radikal timleyeni denir ve kisaca
Rad-tlimleyeni olarak adlandirilir. Biitiin alt modulleri Rad-tumleyene sahip olan module
Radikal tiimlenmis (Rad-tiimlenmis) modiil denir (Xue, 1996). Bu bilgiye gore timlenmis

moddllerin her biri Rad-tiimlenmistir.

Ozcan A. C. 2002 de g bir H-modil olmak (izere, g nin Z*(g) alt modili Z*(p) =
{d € p | Hd kiigiik modiildiir } seklinde tammlamistir. Emine Onal Kir ve Ergiil
Turkmen 2024 te %) nin Z; () alt modulind Zi(p) =
{d € g | Hd yan basit ve kiiciik moduldiir } seklinde tanimlamislardir ve g bir H-modl
olmak Uzere Z;(g¢) = Des() N Rad(E (%)) esitligini gostermislerdir.



Bu calismada, g bir H-modul ve g, < g olmak Uzere o = g, + §,, 1 N §, yar1 basit
Ve 0, N 0, < Z*(g,) olacak sekilde g nin bir g, alt modiliu bulunuyorsa, ., ye g, in
g de ss*-timleyeni denir. g nin bitin g, alt moduli igin g de bir g, ss*-timleyeni
bulunuyorsa g ye ss*-yariyerel modiil denir. Bu ¢aligmada ss*-yariyerel modiillerin genel
Ozellikleri verilerek ss*-yartyerel modiillerin alt modiillerinin, direkt toplamlarinin ve
bolum modillerinin de ss*-yariyerel modiil oldugu gosterilmistir. Kii¢iikk ve yar1 basit
modillerin ss*-yariyerel modiil oldugu gosterilmistir. Ayrica, H bir halka olmak lizere H
ss*-yariyereldir, her sol H-modull ss*-yariyereldir ve her injektif sol H-modull ss-

yartyereldir ifadeleri birbirine denktir.



2. GENEL BILGILER
2.1. Halkalar

2.1.1. Tamim Asagidaki sartlar1 bulunduran (H, +,.) cebirsel yapisina halka denir.

i) (H,+) abel gruptur,

ii) Herd,e,h € H icin (de)h = d(eh) dir,

iii) Herd,e,h € H icin d(e + h) = de + dh ve (d + e)h = dh + eh dir (Hungerford,
1974).

2.1.2. Tanim (H,+,.) cebirsel yapist halka olsun. e € H olmak lizere Vxe H igin xe =
ex = x oluyorsa, e € H elemanina H halkasinin birim eleman: denir. e = 1 yazilisi ile

gosterilir. Birim eleman: olan halkaya birimli halka denir.

Bu ¢alismada butlin halkalar birimli halka olacak sekilde alinmis ve H ile (H, +,.) halkasi

kastedilmistir.

Her a,b € H igin “.” igslemine gore ab = ba oluyorsa (degismeli ise) (H, +,.) halkasina
degismeli halka denir. Z, Q, R degismeli halkalardir (Hungerford, 1974).

2.1.3. Tanim H halka ve @ # I € H olsun. I, (H, +) abel grubunun alt grubu ve herhangi
x,y €1 iken xy € I oluyorsa, I alt grubuna H nin alt halkasi denir. Ayrica her h € H ve
her a € I iken ah € I (ha € I) oluyorsa , I ya H nin sag ideali (sol ideali) denir. Burada

I, H nin ayn1 anda sag ve sol ideali oluyorsa, I ya H nin ideali denir.

Bir halkanin blttn idealleri alt halkadir ancak her alt halka ideal olmak zorunda degildir.
Ornegin 27Z halkas1 Q nun bir alt halkasi iken a = 4 € 2Z ve h = % € Qicin, ha = % ¢ 27

oldugundan 2Z, Q nun bir ideali degildir. Z halkasinin her alt halkas1 bir idealdir.

0 ve H ideallerine H halkasinin agsikar idealleri denir. H halkasinin kendisinden farkli

batln ideallerine 6z ideal denir (Hungerford, 1974).



2.1.4. Tanim H halka ve 0y # h € H olsun. hb = 0y esitligini saglayan bir 0 # b € H
eleman1 varsa, h elemanina H halkasinin sifir bélen elemani denir. Sifir boleni olmayan

birimli ve degismeli H halkasina tamlik bélgesi denir (Hungerford, 1974).

2.1.5. Tanim H halka olsun. a € H eleman1 iken ab = ba = 1y kosulunu saglayan b € H
elemani varsa, b elemanma a € H elemanimin tersi denir. Bu durumda a elemanma H

halkasinin terslenebilir eleman: denir (Hungerford, 1974).

2.1.6. Tanim H birimli halka olsun. H nin sifir hari¢ biitiin elemanlar1 ¢arpma isleminde

terslenebilirse H ye bélme halkas: denir (Hungerford, 1974).

2.1.7. Tamim Degismeli olan bolme halkasina cisim denir (Hungerford, 1974).

2.2. Moddller

2.2.1. Tamm H bir halka ve (g,+) abel grubu olmak uzere (h,c) — f(h,c) = hc
seklinde tanimli f : H X o — g0 fonksiyonu verilsin. Her h,k € H ve her ¢,d € g igin;

i) h(c +d) = hc + hd;

i) (h+k)c = hc + kc;

iii) (hk)c = h(kc)

sartlar1 saglaniyorsa g ye sol H-modul denir ve 0 seklinde gosterilir. Birimi 1, olan bir
H halkas:1 i¢in keyfi d € o elemam olmak Uzere 1yd = d esitligi gerceklesiyorsa
modulune Uniter sol H-modil denir. Sag H-modiil tanim1 da ayni sekilde yapilabilir
(Hungerford, 1974).

g abel grup ise, g tniter sol (sag) Z-modildur. O halde ,Q sol Z-modildur. Her H halkasi
H halkasinda Uniter sol H-moduldir ve yH seklinde gosterilir. Buna gére H = Z,, olursa,
Z, sol Z,-moduldir. Vektor uzaylarinin hepsi Uniter sol modiildiir. Bu ¢alismada
bahsedilen moddallerin hepsi Uniter sol H-modiil olacaktir ve kisaca H-modil seklinde

yazilacaktir.

2.2.2. Tanim H halka, g bir H-modil ve @ # g, S g alt kime olsun. Her a, b € g, ve
her h € H igin

i)a_bep11



ii)h.a € p; (a.h € ;)
oluyorsa, £, e g nin bir sol (sag) alt moduli denir ve g, < g seklinde gosterilir. Bu

tanimdan yola ¢ikarak 0 ve £, g modiiliiniin asikar alt modiilleridir. go modulinin kendisi
hari¢ alt modullerinin her birine 6z alt modul denir. g, & nin 6z alt modulu olsun, g, <
§ seklinde gosterilir. H halkasmin I 0z sol ideali ayrica zH nin 0z alt modulidir. g

modulunun herhangi sayidaki alt modiillerinin kesisimi g nin alt modullddr. g bir H-

modiil ve a € g olsun. Ha = {ha |he H} < g alt moduldur (Hungerford, 1974).

2.2.3. Tanmim g bir H-modil ve Y € g alt kiimesi olsun. g modulinin Y alt kiimesini
kapsayan alt modillerinin tamaminin kesisimine g modullnun Y alt kiimesi tarafindan
uretilen alt modull denir ve (Y) seklinde gosterilir. Y kiimesine (Y) alt modilunin Ureteg
kiimesi denir. Burada Y sonlu kiime ise, (Y) alt modiline sonlu iiretilmis alt modiil, Y =
{a} olacak sekilde bir tane elemani varsa (Y) = (a) alt modiliine devirli alt modil denir.
Eger g nin Y alt kiimesi sonlu bir alt kime ve g = (Y) seklinde oluyorsa g ye sonlu
tiretilmis modiil denir ve 0zel olarak a € o olmak Uzere g = (a) oluyorsa & ye a
tarafindan iiretilen devirli modiil denir. Bu durumda (a) =Ha={ha| h € H}
seklindedir. Ayrica {V; | i € 1}, g nin alt modullerinin ailesi ise, Y = U;¢; V; kimesinin
rettigi alt modiile V; modiillerinin toplam: denir. (Y ) = (Ui Vi) = Xier Vi seklinde
gosterilir (Hungerford, 1974).

e

2.2.4. Tamim g bir H-modil ve g, < g olsun. f bolim grubu, h € H ve a + g, € p
1 1

elemanlari i¢in, h(a + ,) = ha + , seklinde tanimli ¢ : H X % — % dis isleminde bir
1 1

H-modiil yapisina sahiptir. Bu modiile o modullniin g alt modiline gére bélim moduli
denir (Hungerford, 1974).

2.2.5. Tanim g bir H-modul ve {V;};c;, g nin alt modullerinin ailesi olsun.

Do =2ieVi,

ii)Heri e ligcinV;nY,;.;V; = {0}

kosullarini saglayan g modilune {V;};c; alt moduller ailesinin i¢ direkt toplami veya direkt
toplami denir. g =@,; V; seklinde gosterilir. Burada V; alt modullerinin her birine g%

modullnin direkt toplam terimi denir.



§£1 ve g, modilleri o moduilindn alt modulleri olmak Uzere g = g, @ £, olmasi i¢in
gerek ve yeter kosulun o = g, + 0, ve £, N $, = 0 oldugu aciktir.

o = g @D {0} seklinde yazilabilir, o = g + 0 ve g N {0} = {0} oldugundan g ve {0}, o
modullnin direkt toplam terimleridir. Burada g modulinin g ve {0} alt modullerine

asikar direkt toplam terimleri denir (Sharpe ve Vamos, 1972).

2.2.6. Tamm H halka ve @ # I bir indis kiimesi olmak tzere, {V;};c; H-modllerin bir

ailesi olsun. {&| 6:1 - U V;, Vi €1 icin 8§(i) € V;} seklinde verilen doniigiimlerin

kimesine {V;};c; modller ailesinin ¢arpim: denir ve bu kime [];¢; V; seklinde gosterilir.

Her i € Iigin §(i) = &; ve & = (8;);¢; olarak gosterelim. Burada &; ye § doniisiimiiniin i.

bileseni denir. Eger [ indis kiimesi sayilabilir ise, § = (6;)ie; = (61,02, ..., Opy e

seklindedir.

U, 6 € [lie; V; olmak lzere

Mu=38 herieliginy; =6;

(i p+6=W+6)a

(iii) =6 = (=61 e

(iv) h € H olmak Uzere h§ = (hd;);e; seklinde tanimli cebirsel igslemlerine gore [[;¢; V; bir

H-modiil yapisina sahiptir. Bu modiile {V;};,c; moddller ailesinin dis direkt ¢arpimi denir.
e Vi ={(8))ier | sonlusayidai € Iigin §; = 0} kimesi [];e; V; modilinin bir alt

moduludir. @y, V; alt modiline {V;};c; moduller ailesinin dis direkt toplami denir. I indis

kiimesi sonlu ise, [Tie; V; =Y, V; dir. I¢ direkt toplam ile dig direkt toplam izomorftur.

Bundan dolay1 i¢ direkt toplam ve dis direkt toplam ifadeleri yerine yalnizca direkt toplam

ifadesi kullanilir (Alizade ve Pancar, 2016).

§ bir H-modiil olmak tizere, dis direkt toplam taniminda yer alan her biri € I igin V; = g
alinirsa @;¢; V; direkt toplamina, g nin kopyalarimn toplam: denir ve @ seklinde
gosterilir (Sharpe ve Vamos, 1972).

2.2.7. Teorem (Moduler Kural) o modil, ¢4, §, ve g3 de g nin alt modilleri ve o5 <
-, olsun. Bu durumda, (g5 + #,) N, = 5 + (2, N §,) dir (Alizade ve Pancar,
2016).

Ispat Keyfi d € (05 + §1) N, olsun. d € (5 + §,) ve d € g, oldugundan d =t + [
olacak sekilde t € go; ve | € g, vardir. 3 < , oldugundan t € g, olur. Buradan [ =



d —t dir. o, <  oldugundan d € g, ve t € g, ikend —t = | € g, olur. Bu durumda
l € 1 N , bulunur. Dolayisiyla d € 3 + (§1 N 5) olur. Tersine; o5 + (1 N H) <
(803 + pl) N pZ Oldugu aglktlr. O halde (803 + 801) N 802 = g)g + (pl N 802) dll’

2.3. Homomorfizmalar

2.3.1. Tanim H halkasi iizerinde g ve g, H-modulleri verilsin. f: g — g, fonksiyonu
icin agagidaki kosullar saglayaniyorsa f fonksiyonuna sol H-modiil homomorfizmas: denir.
i) Herc,k € ppicin f(c + k) = f(c) + f(k) dir,

i) Her k € go ve her h € H icin f(hk) = hf (k) dur.

Bu ¢alismada homomorfizma ifadesi ile sol R-modiil homomorfizmalar1 kastedilecektir.
f: 6 — g1 homomorfizma olmak Uzere f bire-bir ise f homomorfizmasina bir
monomorfizma, f Orten ise f homomorfizmasma bir epimorfizma denir. Burada f hem
bire-bir hem de Orten ise f homomorfizmasina bir izomorfizma denir. f: g% — 0,
homomorfizmasi bir izomorfizma ise, g ile g, modullerine izomorf moduller denir.
Izomorf modiiller g = g, seklinde gosterilir. ¢ modiilinden g, modiiliine tanimlanan
bitin homomorfizmalarin kiimesi Hom(gp, ,) =
{f| f : o — g, modiil homomorfizmasi} seklinde gosterilir. Eger f: g — o
homomorfizma ise f homomorfizmasina endomorfizma adi verilir. o modullndin bdtin

endomorfizmalarinin kiimesi End () seklinde gosterilir (Hungerford, 1974).

2.3.2. Tamim D modil ve T < D olsun. Her teT igin i(t) = t seklinde tanimli i: T — D

doniistimii monomorfizma olur ve bu i monomorfizmasina icerme monomorfizmast denir.
- . D oo . .
Her a € D igin ¢(a) = a + T seklinde tanimli ¢: D —— dontisiimii epimorfizma olur.

Bu ¢ epimorfizmasina dogal (kanonik) homomorfizma denir (Hungerford, 1974).

2.3.3. Tanim g H-modll olsun. f(d) = d seklinde tanimli f: g — g fonksiyonu H-
modiil izomorfizmasidir. Bu f izomorfizmasma birim (idantik) homomorfizma denir. g

den g ye birim homomorfizmas1 I, seklinde gosterilir (Hungerford, 1974).

2.3.4. Teorem f : o — g, Ve g : o, — g, birer homomorfizma olsun. gf: o — £,

bileske fonksiyonu da homomorfizma olur (Kasch, 1982).



2.3.5. Tanim f: — g, homomorfizma olsun. {c € g| f(c) =0} kimesine f
homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir ve Cek (f) seklinde gosterilir. Cek (f) < g dir
(Hungerford, 1974).

2.3.6. Tanim f:4 — g, homomorfizma olsun. {f(d)|d € g} kimesine,
modullndn £ altindaki homomorfik gorintiust denir ve Gor( f) seklinde gosterilir.
Gor(f) < g, dir (Hungerford, 1974).

Q:p— fi}ﬁ homomorfizmasi i¢in Cek( ¢ ) = g oldugu agiktir.
1

2.3.7. Teorem (Homomorfizma Teoremi) f: g — g, homomorfizma olsun. Bu durumda,

§ ~ . 5 . o %) ~ .
ok = GOr(f) dir. Burada f epimorfizma ise, ———"— = o, dir (Sharpe ve Vamos,
1972).

Ispat @: p — Cef(f) seklinde tanimli olmak {izere her f : % — %, homomorfizmasi igin

f = f ¢ olacak sekilde bir ]_C : — £, monomorfizmasi vardir. Cek(f) = g, olsun.

_»
Cek(f)
f: ﬁ — g, fonksiyonunu f(c + #,) = f(c) ile tanimlayalim. c + §, = k + o, ise
c —k € g, olup, buradan da f(c — k) = 0 ve f(c) = f(k) elde ederiz. Dolayistyla, f
1yi tanimhdir.
Fllctpa)+(k+5)) = flctk+gp) = flctk)
= f©+fk) =f(c+p2)+f (k+p2)
ve
f(h(c+2)) = f(he+ ;) = f(he) =hf(c) =hf(c+2)
oldugundan f, bir homomorfizmadir. Her ¢ + 0, € Cek(f) icin f(c) = f (c + ;) =
0 olup ¢ € Cek(f) = o, ve buradan da c + o, = g, elde edilir. Bdylece Cek(f) =0
olur. Dolayisiyla, f bir monomorfizmadir.
Her c € g icin
(f @)@ =Ff (o)) = f(c+p2)=[(c)
yani f @ = f dir. Buradan Gor(f) € Gor(f) saglanir. Diger taraftan, her k €
Gor(f ) bir ¢ + g, elemamnin goriintiisiidiir. O halde, k = f (c + #,) = f(c¢) € Gor(f)
oldugundan, Gér(f) € Goér(f) olur. Boylece Gor(f) = Gor(f) ve dolayisiyla f :

f - GOr(f) bir izomorfizmadir: g;ﬁ = Gor(f) olur.
2 2



o
Cek(f)

f epimorfizma ise, Gor(f) = § olacagindan = g0, dir.

2.3.8. Teorem (1. izomorfizma Teoremi) & modiil olmak Uizere, & nin alt modulleri g, ve

.. (p1te2) £ - ($1+82) £1
icin ———— < — alt moduli olu =
2 16 2 2 P £2 (1n82)

dir (Sharpe ve Vamos,

1972).

Ispat a : @ —>s;£ dogal homomorfizmasinin g, ya kisitlanmisin1 a’ ile gosterelim.
2

Cek(a') = g, N Cek(a) = g, N, oldugu aciktir. Her ¢ € o, icin a'(c) = c+
(p1+8£2)
»

>
2

(1

$, = (c+0)+gp, € dolayisiyla Gor(a') < +‘02) dir. Diger taraftan her
2

C € o1, her t € g, icin, (c +t) + 0, = ¢ + @, = &'(c) oldugundan, % = Gor(a)

£1

elde edilir. Bu durumda Teorem 2.3.7den Gor(a') = —,
Cek(a’)

yani

($p1+62) ~ 1
P2 (1N2)

izomorfizmasi saglanir.

2.3.9. Teorem (2. Izomorfizma Teoremi) #, < §; < & modiiller olsun. Bu durumda
»

2~ 2 4t (Sharpe ve Vamos, 1972)

=, p ,1972).

2 !

Ispat f(c+ §3) = c+, ile f:&;)ﬁ2 —>§1 fonksiyonunu tanimlayalim. 8% bolim

modiiliinde ¢ + g, = ¢' + g, olsun. Buradan, ¢ — ¢’ € g, S g, olur. O halde, f de
1

C+ g1 =c"+
dir. Dolayisiyla, f fonksiyonu iyi tanimlidir. £ nin bir epimorfizma oldugu kolayca kontrol

edilir. ¢ + g, € Cek(f) olmas i¢in gerek ve yeter kosul ¢ + 1 = 4, yani ¢ € g, diger

bir deyisle ¢ + o, € % olmasidir. Boylece, Cek(f) = % < f ve Teorem 2.3.7 den
2 2 2

& o
o ~_ P2 _ 8
o1 Cek(f) &1

2

izomorfizmasi elde edilir.

2.3.10. Tanim go modil olmak tizere g, & nin 6z alt modili (o, < ) olsun. & nin g,

alt modillni kapsayan g, den baska 6z alt modiilii bulunmuyorsa, g, 6z alt modullne g
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moduliinin maksimal alt modili denir. Omegin p € P olsun, <p >=pZ< ,Z

oldugundan maksimal alt moduldir (Kasch, 1982).

2.3.11. Onerme H halka olmak (izere g bir H-modiil ve g, < g 06z alt moduli olsun. g,
0z alt modullinin g de maksimal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her d € o \ o, icin
1 + Hd = g olmasidir (Kasch, 1982).

Ispat (=) Herhangi bir d € g \ g, icin ¢, € #, + Hd ve % nin maksimalliginden, g, +
Hd = g dir.

(&) 2, # nin o, & o, kosulunu saglayan bir alt modiilii olsun. Burada g, in maksimal
olmasi i¢in §, =  oldugunu gostermeliyiz. ;= g, oldugundan d € f, \ £, eleman
vardir. Bu durumda, d € @ \ -, olup hipotezden g, + Hd = g dir. Ayn1 zamanda d €
§- oldugundan Hd < , olur ve bu durumda g = g, + Hd < g, olup g, = g dir.

2.3.12. Teorem g modil olmak tizere g, < g alt modull olsun. Bu takdirde g nin g, yi

iceren bitin alt modullerinin kiimesi ile f nin butin alt modiillerinin kiimesi arasinda
2

bire-bir esleme vardir. §, < o, < g olmak Uzere £ nin alt modulleri % seklindedir
2 2

(Alizade ve Pancar, 2016).

Ispat (i) @: o — f dogal homomorfizmasi igin 0, < 0, < g ise, (£,) = Z—l < g dir.
2 2 2

Tersine; 25 < - ise ¢! (3) = (d € Pld+ 0, €3} =1 icin o, =9 7'(0) <

1< Vvep(p,) = % = 3 oldugundan g nin g, yi iceren g alt moduli belirlenir.
2

2.3.13. Tanim {@,}nez modiller ailesi olmak (zere bunlarin f,: 0, — ©n_1

homomorfizmalarindan olusan

fn+1 In fn-1
T pn+1 - Son - Jon—l — ..

dizisinde her n € Z igin Gor(f,) = Cek(f,_1) esitligi saglaniyorsa, bu diziye tam dizi
denir. 0 — o — o, — $, — 0 seklindeki tam diziye ise, kisa tam dizi denir (Alizade
ve Pancar, 2016).
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2.4. Projektif ve Injektif Modiiller

2.4.1. Tanim 0, o, Ve £, birer H-modiil olsunlar. Satir tam dizi olmak iizere asagidaki

diyagram degismeli ise, g, modiline g-projektiftir denir.

£2

p—,—0

Su sekilde de tanimlayabiliriz; yukaridaki diyagramda f keyfi bir epimorfizma olsun. f, g

homomorfizmalar1 i¢cin g = fh esitligini saglayan bir h: g, — % homomorfizmasi

varsa, g, ye g-projektiftir denir. Sayet bu diyagramdaki g —f> §1 — 0 satir tam dizisi

rastgele alinirsa g, ye projektif modul denir (Alizade ve Pancar, 2016).

2.4.2. Tanim I modul olsun. Verilen her g: o, — %, monomorfizmasi ve her f: 0, — I
homomorfizmasi i¢in f = hg esitligini saglayan bir h: o, — [ homomorfizmasi varsa, [

modulline g,-injektiftir denir.

Yukaridaki diyagramda 0 — g, —g>g4)2 satir tam dizisi rastgele alinirsa I ya injektif

modul denir (Alizade ve Pancar, 2016).

2.4.3. Sonug Asagidakiler saglanir.
i) I injektif ve I = g ise g injektiftir.
i) o projektif ve o = g, ise g, projektiftir (Kasch, 1982).

2.4.4. Tamim H tamlik bolgesi, g bir H-modil ve a € g olsun. Sifirdan farkli olmak {izere

her h € H igin a = hb esitligini saglayan b elemani bulunuyorsa a € & elemanina
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bolunebilirdir denir. Eger g nin biitiin elemanlart bollnebilir ise, g ye boltnebilir moddl
denir. Baska bir deyisle, her h € H (h # 0) icin g = hg oluyorsa g ye bolinebilir modul
denir (Sharpe ve Vamos, 1972).

2.4.5. Tanim H tamlik bolgesi olmak tizere g bir H-modil olsun. Bir d € g icin hd = 0
esitligini saglayan bir h € H varsa d ye g nin bir burulmali eleman: denir. g nin bitin
burulma elemanlarinin kiimesi T () seklinde gosterilir. T(#), g nin bir alt moduli olup
T () ye # nin burulma alt grubu denir. T () = g ise g ye bir burulma modilu, T (p) =

0 oluyorsa g ye bir burulmasiz modiil denir (Alizade ve Pancar, 2016).

2.4.6. Tanim % Ve g, birer modil olmak Uzere g, < g olsun. Bu durumda g modullne

§1 In genislemesi denir (Z0schinger, 1974).

2.4.7. Teorem (Baer Kriteri) H halka olmak lzere g bir H-modul olsun. g modulindn
injektif olmas1 igin gerek ve yeter kosul btiin I € H sol ideali olmak Uzere f:1 — g

homomorfizmasinin g: H — & homomorfizmasina genisletilebilmesidir (Alizade ve

Pancar, 2016).

2.4.8. Yardimc1 Teorem g injektif modul olsun. Bu durumda g modullndn her direkt

toplam terimi injektiftir (Alizade ve Pancar, 2016).

2.4.9. Teorem (Gomilme Teoremi) H keyfi bir birimli halka olmak (izere her H-modul bir

injektif H-modul icine gomulebilirdir (Kasch, 1982).

2.4.10. Teorem g bir modil olmak Uzere g nin injektif modul olmasi igin gerek ve yeter
kosul g nin kendisini kapsayan butin modullerde direkt toplam terimi olmasidir (Sharpe
ve Vamos, 1972).

Ispat (=) g bir injektif modiil olmak (izere % < g, olsun. Bu durumda, i icerme

fonksiyonu ve I, birim doniisiim olmak {izere asagidaki diyagram degismelidir.
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c € g, herhangi bir eleman olsun. Bu durumda, f(c) € g olur ve fi = I, esitliginden

f(c) = f(f(c)) olur. Buradan ¢ — f(c) € Cek(f) olur. Bu durumda
¢=f(c)+(c—f(c)) € p + Cek(f)

olup 1 < o + Cek(f) < g, den g, = g + Cek(f) elde edilir. e € o N Cek(f) keyfi

elemanmni alalm. fi = I, oldugundan e = f(e) = 0 olur ve e = 0 bulunur. O halde

§1 = § @ Cek(f) dir.

(&) Teorem 2.4.9 dan g modull g, injektif modiiliiniin alt modiilii oldugundan injektif
bir go; H-modull icine gomdlebilirdir. Hipotezden ve Yardimci Teorem 2.4.8 den g,
injektiftir.

2.5. Basit ve Yar1 Basit Moduller

2.5.1. Tanim H halka olmak tizere sifirdan farkli bir o H-modil olsun. g nin sifir ve
kendisinden baska (asikar) alt modili yoksa g ye basit modil denir (Lam, 1991).
Ornegin p € P olsun Z, Z-modull basittir. C cisim olsun C nin alt modulleri sadece

0 ve C oldugundan .C basittir.

2.5.2. Onerme H halka ve g basit bir H-modil olsun. g nin maksimal alt moduli {0} dur.
Ayrica a # 0 ve a € g elemani icin Ha = g esitliginden g devirlidir (Kasch, 1982).

Ispat g basit modiil olsun. Bu durumda g nin 0 alt moduliini kapsayan g den farkli bir alt
modulll bulunamaz ve maksimal alt modiilin tanimindan 0 alt modulll go nin maksimal alt
moduludur. Herhangi bir 0 # a € g elemani olsun. Ha, g nin alt moduludir ve a € Ha
dir. O halde 0 # Ha dir. Kabuliimiiz geregi g basit modil oldugundan Ha = g esitligi

saglanir ve g devirlidir.

2.5.3. Teorem g bir modul olmak lzere g, < g olsun. g, alt modullnin g de maksimal

alt modul olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f b6lum modullnun basit modil olmasidir
1

(Wisbauer, 1991).

Ispat (=) 4, & nin maksimal bir alt modulii olmak izere a2 < £ olsun. Burada g, <

#1 #1

£, dir. Kabulimiiz geregi 4, & nin maksimal alt modilu olup g, = o, veya § = £,
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olmalidir. Bu durumda £ nin alt modulleri £1 veya £ olup £ bolum modull basit
1 #1 #1 £1

moduldir.

(=) ‘;ﬁ bolam modiilii basit modl olsun. o, < @, < g olacak sekilde g nin bir g, alt
1

modilu olsun. Buradan LR < £z < £ olur. £ in basit modiil olmasindan dolay1
£1 #1 £1 #1
% = g;ﬁ olur. Bu durumda g, = g esitligi elde edilir bu da g, in g de maksimal alt
1 1

modiil oldugunu gosterir.

2.5.4. Tammm H halka olmak (izere g bir H-modul olsun. g modulunin bitin alt modulleri

g nin birer direkt toplam terimi oluyorsa g ye yar: basit modil denir (Lam, 1991).

Z, Z-moduluni ele alalim. Z, Un alt modulleri {0} < Z, ve {0, 2} < Z, olup Z, tn direkt
toplam terimi olamaz. O halde Z, yan basit degildir. Z¢ Z-modulini ele alalim. Zgnin
alt modiilleri {0} < Z, {0,2,4} < Z4 ve {0,3} < Z olup Zs = {0} {0,2,4} D
{0, 3} oldugundan Z, yar1 basittir.

g modilunun bltin basit alt modiillerinin toplamina g nin destegi denir. o modulindn
destegi Des(g) seklinde gosterilir. g nin basit alt modili bulunmuyorsa Des(g) = 0
olur (Wisbauer, 1991).

0 alt modili Tanim 2.5.4 ¢ goOre yar1 basit moduldir fakat Tanim 2.5.1 e gore basit modul
degildir.

2.5.5. Yardimci Teorem g herhangi bir modil olmak lzere g modiilii yar1 basit ve sifirdan
farkli bir modiil ise, g nin basit bir alt modili vardir (Lam, 1991).

Ispat a,  nin sifira esit olmayan sabit bir eleman1 olsun. Zorn Lemmasi geredi a &
sartin1 saglayan g nin maksimal bir g, alt modili bulunur. Kabulimizden g, & nin

direkt toplam terimi olur ve g = o, @ ., ecsitligini saglayan g, alt modilu bulunur.

Teorem 2.5.3 ten g basit modul olur. Buradan g, basit modil olur.
1

2.5.6. Yardimci Teorem g bir modiil ve o = Des() esitligi saglansin. Bu durumda,
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1) $ yar1 basit modiildiir,

il) g nin batin alt modalleri basit alt modiillerin direkt toplamina esittir (Alizade ve
Pancar, 2016).

Ispat g = Des(g) kabulinden g = Y, 40; olacak sekilde ; basit modiillerinin
toplamina esittir.

(i) X, g nin keyfi bir alt modili olmak Uzere alt kime """ bagintisiyla f =
(VETIX+ QCrev 8v) =X D (Dyey )} kimesinden kismi sirali bir kiime buluruz.
@ € B olup B # @ olur. Zorn Lemmasin1 ger¢eklestirmek igin keyfi bir § € S zincirini ele
alahm. Vy, = U yesV € B esitliginin saglandigini gosterelim. b +a;, + -+ +a;, =0
esitligini saglayan iy,iy,..,i, € Vo; bE€X,q;, €, (t = 1,2,..,n) bulunabilirse, &
zincir oldugu igin iy, iy, ... ,i, indislerini kapsayan bir V € f mevcuttur. Oyleyse b =
a;, = -+ = a; = 0olur. Buradan V, € f dir. V5 i § nn iist sinir1 oldugu agiktir. Zorn
Lemmasma gére f mmn bir / maksimal eleman bulunur. X; = X @ (Dje; #;) olsun.
Herhangi bir ¢ € T elemanin1 alalim. J nin maksimalliginden X; + g, = X; @ g,
olamaz. O halde X;Ng. # 0 olur. g basit modil oldugu icin X;Ng, = ., yani o, S
X, bulunur. Boéylece g = ). cr §. = X, olur.

(i) X, % nin keyfi bir alt moduli olmak Gzere (i) geregi 9o = X @ (D¢ ;) esitligini

saglayan /] C T alt kiimesi vardur. (i) yi € jc; ; alt modullinde (X in yerine) yazarak g =

»
jeI 8j

(Dies #:)B(Djer ;) esitligi elde edilir. O halde X = =@, f;olur.

2.5.7. Teorem g bir sol H-modil olmak Uzere asagidaki ifadeler denktir.

i) $ nin g, < g olacak sekildeki biitiin alt modiilleri i¢in g, = Des(g,) dir;
ii) o = Des() dir;

iii) go nin basit alt modullerinin direkt toplami1 g ye esit olur;

IV) g yar1 basit moduldur (Alizade ve Pancar, 2016).

Ispat ()= (ii) o <  oldugundan (i) geregi g = Des() dir.

(i)=(ii1) Yardimci1 Teorem 2.5.6 da (i) yi ispatlarken kullandigimiz X alt modulini X =

0 olarak aldigimizda § =@ ;¢; §; bulunur.

(il)=(iv) Yardimci Teorem 2.5.6 (i) geregi £ yari basittir.
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(iv)=(i) Herhangi bir g, < g alt modul olmak Ulzere Des(;) < ;1 acik bir sekilde
goruldr. (iv) kabuliinden g = Des(,) @D . esitligini saglayan bir g, < g alt modull
vardir. Modiiler kural geregi; 4, = (Des(1) + §2) N 1 = Des(§41) + (2 N 1)
esitligi bulunur. Buradan iki farkli olay ortaya ¢ikar:

l.olay. o, N o, = 0ise g, = Des(g,) olur.

2.0lay. 0, N g, # 0 olsun. O halde 0 # c € g, N ; elemanm olsun. Hc < o, N o,

devirli alt modulu icin ¢ yi kapsamayan bitun alt modullerin kiimesi X olsun:

X={V<Hc | c ¢ V}. < alt modul bagmtisindan X kimesi kismi sirali bir kime olacak
sekilde doniistiiriiliir. 0 € X oldugu igin X # @ olur. X te bir {V,.},ex zincirini alarak Zorn
Lemmasini uygulayabiliriz. Buradan V, = UyexV, < Hc olur ve ¢ & V, oldugu igin V, €
X bulunur. Zorn Lemmasina gore X te bir U maksimal elemani vardir. Aslinda U, Hc nin
de maksimal alt moduli olur. Cinkl, U < U* < Hc kosulunu saglayan bir U™ alt
modiiliinii ele alalim, U nun X de maksimal olmasi i¢in U* ¢ X olmalidir. Boylelikle c €
U olur. O halde U* = Hc esitligi bulunur. Simdi (iv) geregi U, g de direkt toplam terim
olup buradan da Hc de direkt toplam terim olur. Séyle ki, Hc = U @ Y kosulunu saglayan

bir Y < Hc < , N g, alt modili bulunur. U, Hc de maksimal alt modiil oldugu igin
Teorem 2.5.3 den % # 0 bolim modill basit modul olur. Oyleyse buna izomorf olan

Y # 0 alt modull de basit modil olur. Boylelikle Y € Des(g4) N (§, N §,) = 0 geliskisi

bulunur. Bu durumda yalnizca 1. olay gerceklesebilir.

Bu teoreme bakildiginda, yar1 basit modulleri basit modiillerin direkt toplami olarak

yazabildigimiz i¢in bir basit modiliin ayrica yar1 basit modul oldugunu soyleyebiliriz.

Des(g) nin tanimindan basit alt modiillerin toplami oldugu igin yari-basit olur. g4, g nin
yart basit alt modulli olmak Uzere g, i:4, — § igerme doniistimiinde gorintisu
Des() de kapsanir. Soyle ki Des(#), g nin yari-basit olan en buylk alt modult olur
(Dung ve digerleri, 1994).

2.5.8. Sonug (i) Yar1 basit modullerin bitin alt modilleri de yar1 basittir.
(1) Yar basit modullerin her homomorfik gorunttsi de yari basit modalddir.

(iii) Yar1 basit modullerin keyfi sayidaki toplamlart da yar1 basittir (Kasch, 1982).
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Ispat (i) $, < g keyfi bir alt modiilii olmak iizere g, < o, olsun. Buradan g, < g olur
ve g vyari basit olduguna gore £ = £, @ 3 esitligini saglayan g5 < g alt modull
bulunur. Modiiler kural geregi;

P1=0 NP = (P, D P3) NP, =0, D (3N 1)
olur ve g yar1 basit olur.

(ii) go yar1 basit modil ve f: g — g, epimorfizma olmak (izere Teorem 2.5.7 den g =
2ieiT; seklinde basit alt modiillerin toplami olarak yazilir. Her i € I olmak Uzere T; basit
modiiller oldugu i¢in f(T;) basit ya da f(T;) = 0 olur. g, = f () = Zie;f (T;) oldugu
icin g0, bazi basit alt modiillerin toplamina esit olur. Sonu¢ olarak Teorem 2.5.7 den g,

yar1 basit olur.

(iii) g yar1 basit modiillerin toplami olmak (zere g = Des(g) olur. Biltin yar1 basit
moduller basit modiillerin toplamina esit oldugu igin g basit modiillerin toplam1 seklinde

yazilabilir. BOylece g yari basit olur.

2.6. Buyuk Alt Moduller

2.6.1. Tamim g bir H-modil ve 0 # g, <  olmak iizere sayet £ nin sifirdan farkli bitln
§- alt modulleri igin g, N g, # 0 oluyorsa, baska bir deyisle, £, N g, = 0 olmasi i¢in
§-, = 0 olmasim gerektiriyorsa, §, € g nin blyik (essential) alt modulu denir ve go; <
seklinde gosterilir. Burada g ye de g, in biiyiik genislemesi denir (Anderson ve Fuller,
1992).

Z nin sifir harig¢ biitiin alt modiilleri buyik alt moduldir. Keyfi 0 # g < Z alt modilini
g6z Oniine alalim. Bu durumda g = nZ olacak sekilde 0 # n € Z vardir. o, < Z olmak
Uzere g N g, = 0 olsun. Eger o, # 0 olursa, o, = tZ olacak sekilde sifirdan farkli bir t
tamsayisi vardir. Buradan 0 # nt € o N g, = 0 ¢eliskisi elde edilir. O halde o, = 0 olur.
Dolayisiyla o 2 Z olur. Bu ise Z nin sifir hari¢ bittin alt modillerinin blyuk alt modiil

oldugu anlamina gelir.

2.6.2. Onerme g, ve @4, £ nin alt modiilleri olmak izere;

1) 1 2 g olmasi igin gerek ve yeter kosul her 0 # a € g icin g, N Ha # 0 olmasidir.
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i) 0, < g, verilsin. o, < & olmasi i¢in gerek ve yeter kosul o, QL o, ve o, 2 p
olmasidir.

iii) Eger g0, < g ise o, N 0, < o, dir.

IV) $, 2 0 ve o, 2 o olmasi i¢gin gerek ve yeter kosul o, N o, 2 o olmasidir.

V) §, C g, verilsin. Eger % g g Ise g, 2 g dir (Dung ve digerleri, 1994).

2 2

2.6.3. Onerme H bir halka olsun. H nin blyik ideallerinin tamamiin kiimesini X (H) ile
gosterelim. Bu takdirde;

i) H € X(H),

i) Eger o < g0, < Hve o, € X(H) ise o € X(H),

iii) Eger 04,40 € X(H) ise o, N o € X(H),

iv) Eger 0, € X(H) ve h € H ise h™1¢, € X(H) dir (Goodearl, 1976).

2,64, Tanim f:4 — p; monomorfizma olsun. Eger Gorf g, ise, f

homomorfizmasina blyik monomorfizma denir (Kasch, 1982).

2.6.5. Tanim g modul ve [ injektif modul olmak uzere I ya, f:go — I blyuk
monomorfizmast ile birlikte g nin injektif birdma denir. o modilunin injektif burimi
E ($) seklinde gosterilir (Wisbauer, 1991).

2.6.6. Tanim g bir H-modil olmak Uzere g, < g alt modiulii g de bir 6z bulyik
genislemeye sahip degilse 0, <  alt modulline ¢ de kapalidir denir. Yani, eger 0, < 0,
olacak sekilde 0, <  alt modiilii alinirsa o, = §, dir (Dung ve digerleri, 1994).

2.7. Kuiciik Alt Modiiller

2.7.1. Tammm H halka ve g bir H-modul olsun. g moddlinin g, < g 0z alt moduli ve
§, < g alt modull olsun. o = g, + o, esitligi saglandiginda g, = g oluyorsa, &, ye &
nin kicuk alt modull denir ve g, < g seklinde gosterilir (Wisbauer, 1991).

§ # 0 olsun. Bu durumda 0 «< g olur.

2.7.2. Onerme (Kuglik Alt Moddllerin Ozellikleri)
1) o modul ve g, < g, < g olsun. Sayet 0, < golmasi durumunda £, «<  dir,
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ii) o modil ve g, < g, < g olmak Uzere o, K §, ise, £, Ve g, nin alt moduilleri g,
alt modultni iceren o moduluniin alt modullerinde kigik olur,

i) o modil, K, K, ..., Ky, 1,82, ..., 5, D modulunin alt moddlleri olmak Uzere her
i=12,...,ni¢in K; < ; oldugunu kabul edelim. Bu durumda K; + K, + -+ K,, <
1+ 2+ -+ o, dir,

iV) o ve g, birer H-modul olmak (zere f: g — g, bir homomorfizma olsun. g, < g
olmasi durumunda f(,) < - olur,

V) g modil, o, < 0, 9, < §, Ve £, & nin direkt toplam terimi olmak Uizere o, < 0,
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul o, < % olmasidir,

Vi) 0, < g alt moduli g nin hem kiglk alt modulli hem de direkt toplam terimi olmasi

icin g, = 0 olmalidir.

vii) f sonlu iiretilmis boliim modiilii ve o, <  oluyorsa, g modiilii sonlu {iretilmistir
1

(Wisbauer, 1991).

Onerme 2.7.2 (vi) den yar1 basit modiillerin sadece sifir alt modiilii kiigligiik alt moduiltd(r,
sifirdan baska alt modiilleri kiigiik alt modiilii olamaz. 0 # c € Z i¢in cZ + dZ =7
esitligini saglayan dZ < Z 0z ideali var oldugundan ;Z nin sadece sifir alt modull kiguk

alt moduld olur.

Z, Z-modulinin alt modulleri; {0} — {0,2} — Z, oldugu i¢in Z, Un bitin 6z alt

modulleri kiguktr.
2.8. Kuguk Modl

2.8.1. Tamim H halka ve g bir H-modil olmak lzere g herhangi bir modulin kiguk alt

modulu oluyorsa g moduliine kiigiik modul denir (Leonard, 1966).

2.8.2. Teorem E (), § modiluniin injektif birima olsun. g nin kiigiik modil olmast igin
gerek ve yeter kosul o modull E () nin kiglk alt modulidir (Leonard, 1966).

Ispat (<) g modilii E(g) nin kiigiik alt modiilii olsun. Tamim 2.8.1 geregi & Kiigik
moduldar.

(=) g modull g, modulinin kiglk alt modilu olsun. O halde g < g, < E(g,) dir.
Onerme 2.7.2 (ii) den g « E(g,) olur. E(%¢) nin § + g, = E(#) olacak sekilde bir g,
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alt moduli olsun. E(g) injektif biiriim oldugundan E(g,) in direkt toplam terimidir ve
% < E() olur. Onerme 2.7.2 (v) den g < E(g) dir.

2.9. Bir Modulun Radikali

2.9.1. Tammm H halka ve g bir H-modul olmak lzere g modilunin butiin maksimal alt
modillerinin kesisimine g modullniin radikali denir. g nin radikali Rad(g) seklinde
gosterilir. o modultinin maksimal alt modili mevcut degilse, Rad(g) = g seklinde
modulun kendisi olarak tanimlanir. Bu durumda, g moduline radikal modil denir (Clark
ve digerleri, 2006).

¢ nin bltin radikal alt modillerinin toplami P(g) seklinde gosterilir. P(g) =

Y  p.<p §4 seklindedir (Lomp, 1999).
#1=Rad(1)

zQ modulinin maksimal alt modili olmadigindan Rad(;Q) = zQ olur. N,ep pZ = 0

oldugu i¢in Rad(zZ) =Npep pZ = 0 dir. Diger taraftan Rad(;Zg) = {0, 2, 4, 6} olur.

2.9.2. Yardimc1 Teorem H halka ve g bir H-modil olmak tizere d € g elemani i¢in Hd
devirli modilinin g nin kii¢iik alt modiilii olmamas1 i¢in gerek ve yeter kosul d & 4
sartin1 saglayan g, < g maksimal alt modilinin bulunmasidir (Kasch, 1982).

Ispat (&) d & g, olmak lizere g, < g maksimal alt modiilii olsun. g, maksimal oldugu
icin Onerme 2.3.11 geregi §, + Hd = g olur. Bu durumda Hd, g modulinde kiigiik
degildir.

(=) Hd, & de kiigiikk olmadigini1 kabul edelim. X = {T|T £ ,Hd + T = %} seklinde X
kiimesini belirtelim. Kabulumizden g, € X olur ve X # @ dir. X, kapsama bagintisina
bagli olarak sirali bir kiime olur. Y, X kiimesinin tam sirali bir alt kiimesi olmak uzere T, =
UreyT, Y tam sirali kiimesinin bir st smirt olur ve d € T, olur. d € T, olursa d € T
olmasi igin bir T €Y bulunur ve Hd <T olur. Bu da T =Hd + T = g c¢eliskisini
olusturur. Bu durumda Ty, < D 6z alt modult olur. T € Y icin T < T, olup Hd + T, = g
olur. Sonug olarak T, € X bulunur. Buradan Y, X kiimesinin bir {ist sinirina sahip olur ve
Zorn Lemmasindan X kimesi bir g; maksimal elemanin1 kapsar. Son olarak g; in g de

maksimal alt modiil oldugunu gdsterelim.
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£1 = -, < g olmak Uzere g, X te maksimal oldugu igin g, € X olur. o = Hd + o, <
Hd + ¢, <  oldugu icin Hd + g, = g olur ve g, & X oldugundan g, = § esitligi

bulunur. Bu da g, in maksimal alt modiil oldugunu gosterir.

2.9.3. Sonug H halka, g bir H-modil olmak izere a € g olsun. Ha <  olmasi igin gerek
ve yeter kosul a € Rad () olmasidir (Wisbauer, 1991).

2.9.4. Teorem g modil olmak tizere go modulundn butln 6z alt modulleri bir maksimal alt
modul ile kapsaniyor ise, Rad () < g olur (Wisbauer, 1991).

Ispat Rad () + §, =  kosulunu saglayan bir o, alt modiil olmak lizere ¢, # & olsun.
Hipotezden 4, g nin bir g, maksimal alt moduli ile kapsanir. O halde g, < o, ve
Rad () < §, oldugu i¢in o = Rad() + £, < -, bulunur. Bu da g = g, celiskisini
olusturur. Oyleyse g, =  olur ve Rad () <  olur.

2.9.5. Sonug  sonlu iiretilmis modiil olmak lizere Rad () <« g olur (Wisbauer, 1991).
Ispat g sonlu iiretilmis modiil olsun. O halde g nin biitiin 6z alt modlleri igin her birini
kapsayan bir maksimal alt modil vardir. Bundan dolay1 Teorem 2.9.4 den Rad({) <

olur.

2.9.6. Teorem H halka ve g bir H-modul olmak Uzere, Rad () = X, «p §21 Olur
(Wisbauer, 1991).

Ispat Keyfi a € Rad() elemani olsun. Sonug 2.9.3 geregi Ha < & olur ve a € Ha <
Y k«pK dir. Buradan Rad () € Yk« K elde edilir.

Tersine; a € Y.x«p K herhangi bir elemani olsun. g4, & nin maksimal alt modulii ve a ¢
1 oldugunu var sayalim. Bu durumda g = Ha + %, olur. a € Y.x«, K oldugu i¢in a =
by + b, + -+ + b, olacak sekilde b € K; < o (i = 1,2, ...n) kosulunu saglayan K; < g alt
modulleri bulunur ve Ha € Hby + Hb, + -+ Hb, < B; + B, + -+ B, olur. Ayrica
Onerme 2.7.2 (i) ve (iii) geregi Ha ve K; + K, + --- + K,,, g nin kiictk alt modlleri olur.
Ha < o ve g = Ha+ g, oldugu icin g = g, celiskisi bulunur. Bundan dolay1
Yk«p K € Rad() olup Rad(#) = Yg«p K esitligi saglanir.

2.9.7. Onerme g rastgele bir modiil olmak tizere Rad(P(g)) = P(g) olur (Lomp, 1999).
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2.9.8. Teorem (Radikal Modiillerin Ozellikleri) H halka ve g bir H-modiil olmak iizere;
|) Rad(p/Rad(p)) =0 dlr,

i) o1 < g ise, Rad (1) < Rad() dir,
iii) o, bir H-modl olsun. Bu durumda her f € Hom (0, §,) i¢in f(Rad (%) < Rad(§,)
dir. Eger Cek(f) < Rad(g) ise, f(Rad()) = Rad(f (%)) dir. Ozel olarak her f €
End(g) icin f(Rad()) < Rad() dir,

V) 0, < o iken £1+Rad($) < Rad(ﬁ) ve ; < Rad() ise Rad (ﬁ) =
#1 #1 1

Rad(p) dir
#1 ’

V) § = i 1$; ise, Rad() = DieRad($;) ve Raf(m = EBieI(#(igoi)) dir,

Vi) g modiliiniin radikal modiil olmasi1 ig¢in gerek ve yeter kosul g nin butin sonlu
iretilmis g0, 6z alt modulinde g, < % olmalidir,

Vi) 0, < g, <  olsun. £, S Rad () ve €4, nin direkt toplam terimi olmak lzere
£, S Rad () olur,

viii) g modiili yar1 basit modul olmak izere Rad () = 0 olur (Kasch, 1982; Wisbauer,
1991).
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Yerel ve Yariyerel Modduller

3.1.1. Tanim g bir modul olmak Uzere g nin bitiin 6z alt modiillerinin toplam1 tekrar g
nin 6z alt modull oluyorsa o modiline yerel modil denir. p € P ve k > 1 olmak Uzere
Z, yerel Z-moduldir (Wisbauer, 1991).

3.1.2. Tanim H birimli halka olmak tizere ,H yerel modul olsun. Bu durumda H ye yerel
halka denir (Wisbauer, 1991).

Cisimlerde maksimal ideal sadece 0 (sifir) oldugundan biitiin cisimler yerel halkadir.

Z¢ halkasini ideallerinin hepsi Zg, (0), (2) ve (3) oldugundan maksimal idealleri {(2) ve

(3) olup Zg halkasi yerel olmaz. p € P ve k > 1 olur ise Z, yerel halka olur.

3.1.3. Tamim H halka ve g bir H-modil olmak (zere yar1 basit oluyorsa, g

Rad ()
modulline yariyerel modiil denir. H halkast sol (sag) H-modul olmak Uzere yar yerel

oluyorsa, H halkasina yariyerel halka denir (Facchini, 1998).

3.1.4. Teorem H halkasinin yariyerel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul butin sol H-

modullerin yariyerel olmasidir (Lomp, 1999).

3.1.5. Teorem (i) Yariyerel modiiliin boliim modiilii de yariyerel olur.

(i) {go;| i € I} yariyerel modiillerin ailesi olmak lizere g = @,¢,; yariyerel olur (Kasch,

1982).
Ispat (i) g yartyerel modiil olmak iizere f: g — g, epimorfizmasi olsun. Bu durumda,
her ¢ + Rad($) € Ra‘:(p) olmak lizere f(c + Rad(#)) = f(c) + Rad(g) seklinde

o SN
Rad(p) Rad($1)

taniml1 £ dontligimii epimorfizmadir. g% yari yerel oldugu igin

Rad ()

$1
Rad (1)

yar1 basit olur ve Sonug 2.5.8 (ii) den yar1 basit olur. Boylelikle g, yartyerel

olur.
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(ii) Her i € I olmak Uzere yar1 basit olur. Teorem 2.9.8 (v) ve Sonug 2.5.8 (iii)

£i
Rad (%)

ten —— =@ (——

Rad(@ ) yari1 basit olur ve g yariyereldir.

Rad(go )

3.1.6. Teorem H yartyerel halka olmak tzere g keyfi bir sol H-moddl olsun. Bu durumda,
(1) o yartyerel olur.

(ii) Rad () = Rad(H)# dir (Kasch, 1982).

Ispat (i) o H-iiretilmis oldugu icin I bos kiimeden farkl1 olan bir indis kiimesi olsun. Bu
durumda f: HD — g epimorfizmasi bulunur. H yariyerel oldugu icin Teorem 3.1.5 (ii)

geregi H® sol yartyerel H-modiildiir. Dolayisiyla Teorem 3.1.5 (i) den g yariyerel olur.

(if) Teorem 2.9.8 (i) geregi Rad(H)g < Rad(g) olur. H yariyerel oldugu igin Rad(H)

: . H "
yari1 basit halka olur. Bundan dolay1 —2__hir sol - modiil olur ve —5— yari
Rad(H)gp Rad(H) Rad(H)gp

basit olur. Boylece Rad/( ) = 0 olur ve Rad(H)$ < Rad() oldugu i¢in Teorem

Ra d(H)@

__ Rad(p)
Ra d(H)go) Rad(H)g

2.9.8 (iv) ten 0 = Rad( olur. Buradan da Rad($) = Rad(H)

esitligi bulunur.

3.2. Tiimlenmis, Zayif Tiimlenmis ve Rad-Tiimlenmis Modiiller

3.2.1. Tanim g modul ve g, < g olmak lzere o = g, + £, esitligini saglayan bir g, alt
modull var ve bu kosula gore g, minimal ise, baska bir deyisle §, + §#3 = § esitligini
saglayan butln g5 < g, icin g5 = g, oluyorsa, g, ye g de g, in tumleyeni denir.
Burada g, e g de timleyene sahiptir denir (Wisbauer, 1991).

$ modll ve p; < g olmak Uzere, kiiglik alt modiill tamimina bakilarak g, g, alt
modiiliiniin tiimleyeni oldugu goriilir. Bu yizden modulin sifirinin tiimleyeni sadece

kendisi olur.

3.2.2. Onerme g modiil olmak lizere o4, 0, < o alt modlleri olsun. g, alt moduliinin g
de g, in timleyeni olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul o = o, + £, Ve £, N o, K £,
kosullarini saglamasidir (Wisbauer, 1991).
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Ispat (=) g, alt modiilli, g, in g de bir tiimleyeni oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
§ = 1 + g, olur. Herhangi bir g5 < g, alt modull igin g, = (4 N ) + g3 olsun.
Boylece o = g0, + 0, = 01 + (01 N P,) + §3 = 1 + 3 Olur ve ,, o, in timleyeni
oldugu icin o5 = g, bulunur. Bu ylzden g, N o, < §, olur.

(&) o =1+ 6, Ve o, NP, K P, oldugunu kabul edelim. Herhangi bir o5 < g,
icin g = g, + 3 oluyorsa, Modiler kural geregi; 0, = (§1 N §3) + 5 olur ve o N
£, K £, oldugu icin g5 = g, bulunur. Dolayisiyla ., §£, in g de timleyeni olur.

g modul ve gp; < g alt modili olmak izere g, g nin bir direkt toplam terimi ise, g =
1+ -, Ve o1 N o, = 0 kosullarin1 saglayan g, < g alt moduli bulunur. o, N g, =
0 < o, Ve 9, NP, =0 K o, oldugu icin Onerme 3.2.2 den g, ve ,, » modilinin

timleyen alt modulleri olur.

3.2.3. Teorem (Timleyen Alt Moduliin Ozellikleri) H bir halka ve g bir H-modiil olmak
Uzere g, Ve 5, o nin alt moddlleri olsun. g,, 4 in timleyeni ise,

(i) o sonlu iiretilmis oldugunda ., de sonlu iiretilmistir.

(i) $41, & nin maksimal alt moduli oldugunda g, yerel ve Rad(§,) = 1 N -, olur.

(ifi) o3 K< o ise o3 N P, K -, olur ve Rad(g,) = -, N Rad(g) olur.

(iv) o5 < g icin %, f de % b6lim moddliindn timleyeni olur (Wisbauer, 1991).
3 3 3

Ispat i) g sonlu iiretilmis olmak lizere o = @, + 0, Ve £, N P, K §, olsun. Buna gore

. . " +
£ de sonlu iretilmis olur. Oyleyse O 0170 P2
£1 £1 £1 §£1N82

§, < §, oldugu icin Onerme 2.7.2 (vii) geregi , sonlu iiretilmis olur.

sonlu iretilmistir. g, N

(ii) 01, o nin maksimal alt modull olsun. Bu durumda f basittir. Oyleyse
1

P PP

$1 £1 T o1 NP,
basit olur ve devirlidir. g, N g, K §, oldugu icin Onerme 2.7.2 (vii) geregi g, devirlidir.

§2
$P1NP2

Rad(,) < g1 N, oldugu aciktir. Tersine g, N o, K £, oldugu i¢in Teorem 2.9.6

basit oldugu icin Teorem 2.5.3 geregi 4 N £, £, nin maksimal alt modull olur.

geregi £, N 0, < Rad(g,) olur. Boylece Rad(g,) = o1 N, olur ve g, nin tek

maksimal alt modull g, N g, dir.
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(i) o3 K g ve p, < o, olmak Uzere (3 N §,) + 4 = P, olsun. o = o, + P, den
P =01+ @3N§0;)+§H, olur ve H3N P, <p; < oldugunda ;N P, K P
bulunur. Buradan g = g, + £, esitligi saglanir. £, nin minimal olmasindan dolay1 g, =
§, dir. Yani 3 N 0, K £, olur. o3 < 0 Ve o3 N p, K £, oldugu icin Teorem 2.9.6
geregi Rad () N o, S Rad () bulunur.

Tersine t € Rad(g,) herhangi bir elemani olmak Uzere Sonu¢ 2.9.3 ten Ht « g, olur.
Buradan Ht « g bulunur ve yine Sonug 2.9.3 ten t € Rad(g) olur. Boylece t € o, N
Rad(g) bulunur. Dolayisiyla Rad(,) S §#, N Rad(g) olur. Sonug olarak Rad(g,) =
£, N Rad () olur.

1 + §2+§3
3 £3

(iV) 95 < g, oldugunda P = P, + g, igin &f— = esitligini yazabiliriz.
3

Moduler kuraldan g, N (o, + §3) = (1 N §,) + 3 olur. Bundan dolayi % N
3

§2+§03 — P1N(P2+§3) — (1NP2)+§3

esitligi saglanir. 04 N 0, < #, oldugu igin

#3 #3 #3
n + + . +
OO0 (o P20 1y £ ge L1 jn timleyeni 2222 ojarak bulunur.
#3 #3 #3 #3 23

3.2.4. Tanim g bir modil olmak tizere g nin battn alt modullerinin timleyeni varsa, g ye

tiimlenmis modiil denir (Wisbauer, 1991).

3.2.5. Tanim g bir modul ve g, , < g alt modulleri olsun. g = g, + §, ve o, N
., < g oluyorsa, g, alt moduliine g modilinde g in zayif tiimleyeni denir (Clark ve
digerleri, 2006).

3.2.6. Tanim g modilundn butun alt modiillerinin zay1f tiimleyeni bulunuyorsa, ¢ ye zayif

tiimlenmis modiil denir (Clark ve digerleri, 2006).

3.2.7. Teorem g bir modul olmak Uzere g tiimlenmis modil ise, o modulunin bitin
b6lim moddlleri de timlenmistir (Wisbauer, 1991).
Ispat g timlenmis bir modiil ve g, < #, < & alt modilleri olsun. & timlenmis oldugu

iIcin £, + 3 = P Ve 0, N o3 K o, sartlarin1 saglayan 5 < o alt moduli bulunur.
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Teorem 3.2.3 (iv) den % C 2200 £ e tumleyeni olur ve <= bslim modili
1

1 1 1

tiimlenmistir.

3.2.8. Teorem g bir modiul olsun. g tiimlenmis modil ise, g yariyerel moduldir
(Wisbauer, 1991).

Ispat g tiimlenmis modil olsun. Teorem 3.2.7 den de tiimlenmis olur. Teorem

[
Rad($)

2.9.8 (i) den Rad(Ra“;’(m) = 0 oldugu icin bltun alt modulleri bir direkt toplam terimi

olur ve yar1 basittir. Bundan dolay1 g yariyerel moduldr.

3.2.9. Tanim g bir modul ve g, < g alt modill olsun. o = g, + o, ve o, N P, <
Rad () kosullarin1 saglayan g nin bir g, alt moduli bulunuyorsa, ¢, ye g, in Rad-
timleyeni denir. Burada g e g de Rad-timleyene sahiptir denir (Xue, 1996).

3.2.10. Onerme Biitiin modiiller, radikalininin Rad-tiimleyeni olur (Ttirkmen, 2010).
Ispat g herhangi bir modiil olmak iizere, g = $ + Rad () Ve % N Rad (%) = Rad(p) <
Rad () olur. O halde o modulli Rad () nin Rad-tiimleyeni olur.

3.2.11. Tamm g bir modll olmak Uzere g nin bitun alt moddlleri Rad-timleyene sahip

oluyorsa, g ye Rad-tiimlenmis modiil denir (Xue, 1996).

3.2.12. Onerme H bir halka olmak tizere;

(i)  Rad-tiimlenmis H-modul ve Rad () = 0 oluyorsa, g yar1 basit modul olur.

(ii) o Rad-tiimlenmis H-modul oluyorsa, g nin butin bélim modulleri Rad-tiimlenmistir.
(i) g4 < g Rad-timlenmis ve o, < g olsun, &, + £, nin o de Rad-tiimleyeni varsa,
£, nin g de Rad-timleyeni vardir.

(iv) Rad-tiimlenmis H-modillerin biitiin sonlu toplamlar1 Rad-tiimlenmistir.

(V) o Rad-tiimlenmis H-modul ise, g yariyerel moduldir (Wang ve Ding, 2006).
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3.3. Ss-Tiimlenmis Modiiller

3.3.1. Tanim g bir modul ve g, #, < g alt modulleri olsun. g = g, + 0, ve o, N
£, < 0, olmak Uzere g, N g, yar1 basit oluyorsa, &, ye g, in ss-timleyeni denir

(Kaynar ve digerleri, 2020).

3.3.2. Tanim g bir modul olmak (izere, g nin bitin alt modulleri ss-timleyene sahip

oluyorsa, o modulline ss-tiimlenmis modiil denir (Kaynar ve digerleri, 2020).

3.3.3. Tanim g bir modil olmak lzere, & nin basit ve kiigiik alt modiillerinin toplami
Des; () = 2{0, < § |1, & nin basit alt modiilii} olarak tanimlanir (Zhou ve Zhang,
2011).

3.3.4. Lemma g bir modil olmak Uzere, Dess($) = Rad () N Des() esitligi saglanir
(Kaynar ve digerleri, 2020).
Ispat Desy($) S Rad(p) ve Dess($) S Des($) kapsamalar1 acik oldugundan
Desg($) S Rad () N Des(g) olur. Tersine herhangi bir d € Rad() N Des()
elemanini alalim. Bu durumda, Hd yari basit olur. Buradan n € Z* ve 1 < i < n olmak
Uzere Teorem 2.5.7 geregi

Hi=K, ®K, D .. DK,
esitligini saglayan g nin K; basit alt modlleri bulunur. Hd « & oldugu igin Onerme 2.7.2
(i) geregi 1 <i <n olmak lzere K; < g olur. Boylece d € Hd < Desg(g) olur. Sonug
olarak Dess () = Rad () N Des() esitligi elde edilir.

3.3.5. Onerme  ss-tiimlenmis bir modiil olmak lizere g, < g olsun. Bu durumda, g, S
Desg(g) dir (Kaynar ve digerleri, 2020).
Ispat §, < $ oldugu icin g, in sadece g ss-timleyeni olur. O halde g, = #, N @ yar

basit olur ve g, € Des() bulunur.
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3.4. Ss-Yariyerel Modiiller
3.4.1. Tanim g bir modul olmak Uzere g, §, < g alt modlleri olsun. Eger f,, 4 in
zay1f tiimleyeni ve 0 N &, yar1 basit oluyorsa, £, ye g, in bir zayif ss-timleyeni denir

(Olgun ve Tirkmen, 2020).

3.4.2. Teorem g bir modil olmak lzere asagidaki ifadeler denktir:

Q) Dess () yar1 basittir;
(i) o moduliinin btin alt modiilleri zayif ss-timleyenine sahiptir;
(iii) 4o, yan basit, Dess($) < o, Ve Defz(p) yar1 basit olacak sekilde g = o, D $#,

parcalanisi vardir (Olgun ve Tirkmen, 2020).

Ispat (i)=(iii) yar1 basit olmak lizere g, N Desy(4) = 0 olacak sekilde herhangi

Desg ()
bir o, < go moduli icin, Deos. (@) yar1 basit oldugu i¢in %:;}ggo) alt modiilii yar1 basit
ve Doss () nin bir direkt toplam terimi olur. Bu durumda % = g0, yari basit ve
501361;9('5;580) @ De({:sz(ga) = Desi) esitligini saglayan Deiz(go) < Des. T basit

alt moduld bulunur.

£ =1+ P, Ve o1 NP, S ;N Desg($) = 0oldugu icin o = o, P g, olur.

. . - D -
1.Izomorfizma Teoremi geregi; Desg(f) = % | % = g, elde edilir ve
1 1

Desg () 2 0, olur.

(iii)=(i)=({i) Aciktir.

.. . 1 1 . _
(iN=(i) Dess () < Des.(9) alalim. g, < g, % modilinde o = g, + $, Ve p; N P, S

Des, () olacak sekilde o, < g zayif ss-timleyenine sahip olsun. Bu durumda De“:(p) =
P £2+Dess®) 1. Dolayistyla moduliinin batiin alt modulleri direkt
Dess($) Dess() Desg ()

toplam terimi olur ve yar1 basittir.

Dess($#)
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3.4.3. Tanim g bir modiil olmak {izere Teorem 3.4.2 deki denk kosullari gergekleyen g

modulune ss-yariyerel modiil denir (Olgun ve Tirkmen, 2020).
3.5. Z* () Alt Moduller

3.5.1. Tamim g bir H-modil olmak Uzere, g nin Z*(g) alt modiili asagidaki gibi
tanimlanir:

Z*(p) = {d € g | Hd kiigiik modiildiir } (Ozcan, 2002).

3.5.2. Onerme g bir H-modul olmak Uzere, Z*(%) = & N Rad(E()) esitligi saglanir
(Ozcan, 2002).

Ispat d € Z*() ise d € g olup Z*(p) < g dir. Hd < E(Hd) ve Hd < § oldugundan
Hd < E() olup d € Rad(E(g)) dir. Buradan d € o N Rad(E()) olur ve Z*(g) <
% N Rad(E(g)) dir. Tersine, d € o N Rad(E(4)) olsun. O halde Hd «< E() ise Hd
kicik modul ve d € Z*(g) olur. Bu durumda ¢ N Rad(E(%)) S Z*(g) dir. O halde

Z*(%) = f N Rad(E()) dir.
3.6. Z3 () Alt Modiiller

3.6.1. Tanmim g bir H-modul olmak (zere g nin Z;(%) alt modili asagidaki gibi

tanimlanir:

Z:(p) = {d € g | Hd yan basit ve kii¢iikk modiildiir } (Onal ve Tiirkmen, 2024).

3.6.2. Onerme g bir H-modil olmak (izere Z: (%) = Des(g) nZ*(p) dir (Onal ve
Tirkmen, 2024).

Ispat d € Z: () olsun. O halde Hd yar1 basit ve kiiciik modiildiir. Buradan Hd < Des(g)
ve Hd < Z*(g) olup Z; () < Des(g) N Z*(g) bulunur. Tersine, d € Des() N Z* ()
olsun. O halde Hd < Des(g) olup yar1 basittir ve Hd < Z*() olup kicik alt modullerin
ozelliginden kiigiik modiildiir. Z;() nin tanimindan d € Z;(g) olur ve Des(f%) N
Z" () < Z;(g) dir. Sonug olarak Z; () = Des() N Z* () dir.

3.6.3. Sonug g bir H-modiil olmak lizere, Z; (%) = Des(%) N Rad(E(g)) dir (Onal ve
Turkmen, 2024).
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Ispat Onerme 3.6.2 den Z; (%) = Des() N Z* () dir. Yine Onerme 3.5.2 den Z*(p) =
# N Rad(E()) dir. O halde Z; () = Des(#) N (¢ N Rad(E($))) yazabiliriz. Buradan
Des() N o = Des(g) oldugundan Z; () = Des(g) N Rad(E (g)) oldugu goriiliir.

3.6.4. Lemma H bir halka ve g ve g’ H-modilleri olmak Uzere f:gp —— g’ bir
homomorfizma olsun. O halde f(Z: (%)) < Zi(") olur (Onal ve Tirkmen, 2024).

Ispat g ve ' H-modiller ve f: g% —— &' bir homomorfizma olsun. i: o' —— E (")
icerme homomorfizmast olmak tizere if:g —— E(%') homomorfizmas1 f:E (§€)
— E(%') homomorfizmasina genisletilebilir. Buradan radikal modiiliin 6zellikleri
Teorem 2.9.8 (iii) den B(Rad(E (#))) < Rad(E(g")) dir. Yine Sonug 2.5.8 (ii) den yar
basit moddllerin  her homomorfik goriintlisi de yar1 basit modil oldugundan
f(Des(g)) < Des(g") diir. O halde f(Z; (%)) < Zi(g") olur.

3.6.5. Lemma g bir H-modill ve g, < g olmak lzere, Z:(p,) = f, N Z: () dir (Onal
ve Turkmen, 2024).

Ispat d € Z;(go1) olsun. Bu durumda d € §,,d € Des(g,) ve d € Rad(E(f,)) dir.
§1 < g oldugundan Des(g,) < Des() ve Rad(E(§,)) < Rad(E(g)) olup d € o, N
Z:(g) dir. Buradan Z:(g¢,) < fo1 N Z; () dir. Tersine d € o, N Z; () olsun. O halde
degp,vedeZ;(gp)dir.d € Z;() ise d € Des(g) ve d € Rad(E()) dir. o, < g ve
d € §, oldugundan d € Des(§,) ve d € Rad(E(,)) bulunur. Buradan d € Des(g,) N
Rad(E(g,)) olup d € Z:(g,) dir. O halde g, N Z:($) < Zi(g,) olup Z; (1) = o1 N
Z:(g) dir.

3.6.6. Lemma g; (i € I) keyfi bir H-moddllerinin ailesi ve g =@;¢; $; olsun. O halde
Z:(9) =D;e; Z:(,) dir (Onal ve Tirkmen, 2024).

Ispat Lemma 3.6.5 den her i € [ icin Z: (;) < Zi () dir. Buradan @®;¢; Z:(9;) < Z: ()
dir. Tersine her i € I igin m;: o —— ; kanonik projektif olsun. d € Z:(¢) ve n € Z*
olmak Uzere d = d; + d, + -+ dy, olup I *daki farkl her i(1),...,i(n) icin d; € ;)
(1 <j < n) dir. Her bir 1 <j < n igin; d; = m;(;,(d) € 130y (Z: () < Z3(1(5) olup
Lemma 3.6.4 ten, d €P;¢; Z:(;) olur. Buradan Z:(p) <@;e¢; Zi(;) olup Zi(p) =
Dier Zs (g0;) dir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Ss*-Yariyerel Modiiller

4.1.1. Tamim H bir halka, g bir H-modil ve g, < g olmak lzere, o = 0, + £, 1 N £,
yar1 basit ve g N o, < Z*(§,) olacak sekilde g nin bir g, alt moduli varsa, ., ye §,

in g de ss* tumleyeni denir.

4.1.2. Lemma H bir halka ve g bir H-modul olmak (izere asagidaki ifadeler denktir:

(i) g nin butln g, alt modulleri g de bir g, ss*-timleyenine sahiptir;

(ii) g nin herhangi bir g, alt modilu icin, g = g, + £, Ve 0, N o, < Z;(g) olacak
sekilde o nin bir o, alt modiilii vardir.

I
Z$(9)

Ispat (i) = (ii) f0, < $ olsun. (i) den o = g1 + ,, 01 N P, < Z* () Ve P1 N p,
yar1 basit olacak sekilde g, < o vardir. o, N 9, < Z*(p,) < Z*(p) dir. Z* () = o N

(iii)

yart1 basittir.

Rad(E(#)) oldugundan g, N, < @ NRad(E(p)) dir. Buradan g, N, <
Rad(E(go)) dir. o1 N, yar basit oldugundan %, N o, < Des() olup o, N, <
Des($) N Rad(E(g)) bulunur. Sonug 3.6.3 ten o, N 0, < Z; () dir.

£1 < »
Z;(p) — Zs(p)
§, < Z;(g) olacak sekilde o, < g vardir.

0 _ #1 +502+ Z5($)
Z;(p)  Zi(») Z; (%)

(i) = (iii) keyfi bir alt modul olsun. (ii) geregi o = 1 + $, Ve 1 N

dir.
#1 n 2+ Zi () _ £1N ($2 + Zi(9))
Z; () Z; (%) Z;($)
olup modiler kuraldan,

01N, + Zi(9)
Z; (%)

olur.

#1 N P, < Z:($) oldugundan
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P10+ Zs(0) _ Z5(p)

= =0
Z5 () Z; ()

bulunur. Dolayisiyla Z;*SZSO) yart basittir.

. £1+Z5 () [ » . ..

<
(iii) = (i) #o1 < g olsun. O halde R olur. Z @) yar1 basit modiil
Z*

oldugundan Z;‘s?go) = 801;5; (;gm + Z;{O(;) olacak sekilde bir g, modiilii vardir. O halde

Z" () < o, < g dir. Buradan g = g, + g, dir. (iii)’den ve modiiler kural geregi,

1+ Z: (%) n §2 _ 1N, + Z () —0
Z; () Z; () Zi($)

Oldugundan g N g, < Z; () olup g, N g, yar basit ve kiiciik modiildiir. g, N o,
kii¢iik modiil oldugundan g, N g, < Z*(g,) dir.

4.1.3. Tamim H bir halka ve g bir H-modil olmak Uzere Lemma 4.1.2.°deki denk

kosullardan birini saglayan g moduliine ss*-yariyerel modiil denir.

4.1.4. Lemma g bir H-modul olmak (zere, g yari basit ve kiigiik modiil ise, go moduli
ss*-yariyereldir.
Ispat g yar1 basit ve kiiciik modiil olsun. O halde Z: () = g dir.

o Zp)

i) 2@

Oldugundan yar1 basittir. Buradan g ss*-yariyereldir.

Z; ()

4.15. Sonug g keyfi bir halka Gzerinde bir modil ve Z;(%) < g olsun. g nin ss*-
yariyerel modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul % nin ss-yartyerel modiil olmasidir.

Ispat g keyfi bir halka (izerinde bir modill ve Z; (%) < g olsun. g ss*-yariyerel ise

Tanim 4.1.3 ten yar1 basittir. g ss-yariyerel ise Teorem 3.4.2 den

Z(9) Dess(@)
basittir. O halde Des; () = Z; () oldugunu géstermemiz yeterlidir.
Sonu¢ 3.6.3 ten Z;(¢) = Des(9)NRad(E(p)) dir ve Z;(¢) = Des(p)Nn

Rad(E(p)) < g oldugundan Z;(%) < Rad(g) dir. O halde Z:($) < Des(g)n
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Rad(g) dir. Lemma 3.3.4 ten Des;(g) = Des() N Rad(g) oldugundan Z;(gp) <
Des.(g) bulunur.

Tersine, Des;(#) = Des($) N Rad () < Des(#) N Rad(E(p)) = Z; () dir. Buradan
Desg () < Z; () bulunur. Sonug olarak Des,(g) = Z; () dir.

4.1.6. Onerme Herhangi bir ss*-yariyerel modiiliin her alt modiilii de ss*-yariyereldir.
Ispat g herhangi bir ss*-yariyerel modiil olmak lizere g, < 5 <  alt moduller olsun. g
ss*-yariyerel modiil oldugundan, g nin bir g, alt moduli icin g = g, + §, ve o, N
£, < Z;($) yazabiliriz. Moduler kural geregi,
3 =0 NPs;=(P1+§2) NP3 =1+ (2N P3)

ve Lemma 3.6.5 ten

1N (3N 03) = (1N P3) NP, = 1 N, < Z5(9) NP3 = Z5(#3)
olup g3 modull ss*-yariyereldir.

4.1.7. Onerme Herhangi bir ss*-yariyerel modiiliin biittin bolim modilleri de ss*-yariyerel
moduldur.
Ispat g herhangi bir ss*-yariyerel modiil olmak iizere §3 < #; <  alt modulleri olsun.

O halde, o = g, + 0, Ve 1 N o, < Z; () kosullarin1 saglayan g nin bir g, alt modulu

+
vardir. Buradan - = £+ 4 #2103
50 3 503 803

tar.

T — g dogal homomorfizmasini alalim.
3

(1 N §2) + 3 P10 (P2 +H3) 1 P2+ 03
n = = == ﬂ
n(p1 N ) §3 §3 §3 §3

elde edilir ve Lemma 3.6.4 ten

1 §2 + 3 §
n = N <Z;(—
(01 N §,) 0 ( s ) (503)

alt modulu bulunur. Boylece, f b6lim moduli ss*-yartyerel modil olur.
3

4.1.8. Teorem Ss*-yariyerel modiillerin her direkt toplam1 da ss*-yariyereldir.
Ispat 1 herhangi bir indeks kimesi olmak Uzere {§,};c; ss*-yartyerel modiillerin ailesi ve
# =D #; olsun. Lemma 3.6.6 dan

o _ Dier i ~@, i
Z: () Dicr Z:(0) € Zx(p)
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bulunur. Sonug 2.5.8 (iii) den yar1 basit modiillerin direkt toplami yar1 basit oldugundan

7 @) yar1 basittir. Sonug olarak g modull ss*-yariyereldir.
S

4.1.9. Sonug Bir g modulinin herhangi bir ss*-yariyerel alt modiillerinin toplami Ss*-
yariyereldir.

Ispat {V};c; $ modiliiniin ss*-yartyerel alt modiillerinin ailesi olsun. Simdi, ¥((d;);e;) =
Yier, d;i ile tamml Y:@;e; V; — X V; doniisiimiinii alalim. y'nin epimorfizma
oldugunu gosterelim (burada Iy, I indeks kiimesinin sonlu alt kiimesidir).

Vd; € Die Vi icin Y((dyier) = Xier, di € XierVi oldugundan 3 kapaldir. d;, k; €
Dier Vi keyfi olmak Uzere d; = k; olsun. ¥((dy)ier) = Yier, di = 2ier, ki =W (ki) ier)
oldugundan 1 1iyi tanimhdir. Vd; k; € @i, V; ve VheH icin yY(d; +k;) =
Yie,di thki=dy+dy+ - +dp+ky+ky+ o+ ky =Yg, di + Xier, ki dir - ve
Y(hd;) = Zielo hd; = hd; + hdy + -+ hdp, = h(dy + dy + -+ dp) = hZiEIO d;
oldugundan v bir homomorfizmadir. V Y;¢; d; € ¥, V; 0lup Iy, I indeks kiimesinin sonlu
alt kiimesi oldugun igin Y((d;)ie;) = Xies, di  olacak sekilde bir d; € D V;
varoldugundan 1 bir epimorfizmadir. Teorem 4.1.8’ e gore, @;¢; V; dis direkt toplami bir
ss*-yarryerel modiildiir. Onerme 4.1.7.°den Y;¢; V; alt moduluniin ss*-yariyerel oldugu

sonucu ¢ikar.

4.1.10. Teorem E injektif modul olmak lizere asagidaki ifadeler denktir:

(i) E ss*-yariyereldir,

(ii) E ss-yartyereldir,

(iii) E yariyerel ve Rad(E) < Des(E) dir.

Ispat (i) = (ii) E bir ss*-yariyerel modil ve g, < E olmak lizere, E = @, + §, Ve
#1 N o, < Z;(E) kosullarin1 saglayan E nin bir g, alt modiilii vardir. E injektif modul
oldugundan, Z;(E) = Des(E) N Rad(E) = Des;(E) olup #,, g, in zayif ss-

timleyenidir. Teorem 3.4.2 ve Tanim 3.4.3 ten E sS-yariyereldir.

(ii) = (iii) E nin yariyerel oldugu agiktir. a € Rad(E) olsun. E ss-yariyerel ve Ha < E
oldugundan E = Ha+ E,HaNE = Ha < E ve Ha yar basittir. O halde Ha < Des(E)
isea =1y.a € Ha < Des(E) olup Rad(E) < Des(E) dir.
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(iii)= (i) E yartyerel modll ve g, < E olsun. E = g, + §, ve £, N o, < Rad(E)
kosullarin1 saglayan E nin bir g, alt modiilii vardir. (iii) geregi 1 N o, < Rad(E) <
Des(E) oldugundan g, Ngp, K E ve g, N g, yart basittir. Dolayisiyla E SS*-

yartyereldir.

Son olarak bitun modulleri ss*-yariyerel olan halkalar1 karakterize edelim.

4.1.11. Teorem Herhangi bir H halkasi i¢in asagidaki ifadeler denktir:

(1)  H ss*-yariyereldir,

(it)  Her sol H-modull ss*-yariyereldir,

(iii) Her injektif sol H-modilu ss-yariyereldir.

Ispat (i) = (ii) g herhangi bir sol H-modl olsun. O halde, bir I indeks kiimesi icin, bir
P: HD — o epimorfizmasi vardir. H ss*-yariyerel oldugu igin, Teorem 4.1.8 den serbest

sol H-modilii H® ss*-yariyereldir. Bu nedenle, g Onerme 4.1.7 ye gore ss*-yariyereldir.

(ii) = (iii) Teorem 4.1.10 dan agiktir.

(iii) = (ii) g bir keyfi H-modil olsun. E(H) injektif biirimiinii alalm. (iii) geregi
E () ss-yariyereldir. Bu nedenle Teorem 4.1.10 dan E () ss*-yariyereldir. § < E ()

oldugundan Onerme 4.1.6 dan g nin ss*-yariyerel oldugu sonucuna variriz.

(ii) = (i) (ii)’den yxH nin ss*-yariyerel oldugu sonucu ¢ikar. Boylece, H bir ss*-yariyerel
halkadir.

4.1.12. Ornek H = Z, alalim. Rad(H) = Des(H) = {0,2} oldugundan Z, tim modiilleri

ss*-yariyerel olan bir halkadir.

Her ss*-yartyerel modiiliin yar1 yerel modiil oldugunu ancak yari yerel bir modulin ss*-

yariyerel olmayabilecegini bir 6rnekle gosterelim,

4.1.13. Ornek o = Q Z-modilinde g nin maksimal alt modiilii olmadigindan g =

1
Rad(g)

Rad () olup = 0 dir. Buradan g yar1 basit modiildiir. Dolayisiyla g yar1 yerel

moduldir. g nin ss*-yariyerel oldugunu kabul edelim. Bu durumda g, < g vardir.
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Buradan g; N o, < Rad(E (%)) N Des(g) olup g, N g, < Des(g) dir. Des(p) =0
oldugundan ; N g, < 0 olur ve bir ¢eliski elde edilir. Dolayisiyla g ss*-yariyerel
degildir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, ss*-yariyerel modiillerin temel &zellikleri calisildi, SS*-yariyerel
modiillerin sinifinin alt modiillerde toplamlarda ve boélim modiillerinde kapali oldugu
gosterildi. Ozellikle, her moduliin ss*-yariyerel olmasi ile injektif modiillerin ss-yariyerel
olmasmmin denk oldugu kantlandi. Ss*-yariyerel halka smifinin  homolojik
karakterizayonlar1 iizerine ¢aligmalar yapilabilir. Diger halka siniflart ile iligkileri

arastirilabilir.
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