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ÖZET 

 

Bu çalışmada yarı basit ve küçük modüller kullanılarak ss*-yarıyerel modüller tanımlanmıştır ve bu 

modüllerin özellikleri temel olarak verilmiştir. ℘ bir 𝐻-modül olmak üzere ℘ nin her ℘1 alt 

modülü için, ℘1 ile ℘2 nin arakesiti yarı basit ve küçük olacak şekilde ℘ de 𝑍∗(℘2) tümleyenine 

sahipse, ℘ ye ss*-yarıyerel modül denir. Ss*-yarıyerel modüllerin sınıfının alt modüller, bölüm 

modülleri ve toplamlarda kapalı olduğu gösterilmiştir. Ayrıca, bütün modülleri ss*-yarıyerel olan 

halkalar nitelendirilmiş ve bir örnekle gösterilmiştir. 
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ABSTRACT 

 

In this study, ss*-semilocal modules are defined using semi-simple and small modules and the 

basic features of these modules are given. Let ℘ is an 𝐻-module. If for every ℘1 submodule of ℘, 

℘ has 𝑍∗(℘2) supplement such that the intersection of ℘1 and ℘2 is semi-simple and small, then ℘ 

is called ss*-semilocal module. It is shown that the class of ss*-semilocal modules is closed under 

submodules, factor modules and direct sums. Additionally, rings with all modules ss*-semilocal are 

characterized and illustrated with an example. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler ve kısaltmalar, yanda açıklamaları verilmek üzere 

aşağıda listelenmiştir. 

 

Simgeler    Açıklama 

 

ℕ      doğal sayılar kümesi 

 

ℤ      tam sayılar kümesi 

 

ℚ      rasyonel sayılar kümesi 

 

ℙ                                       asal sayılar kümesi 

 

⊆                 alt küme 

 

⊂                 öz alt küme 

 

∩                 kümelerde kesişim işlemi 

 

0𝐻                 (𝐻,+,∙) halkasında (𝐻,+) abel grubunun birimi 

 

1𝐻                            (𝐻, +,∙) halkasında (𝐻,∙)  cebirsel yapısının birimi 

 

𝐽 = 𝑅𝑎𝑑(𝐻)                                      𝐻 Halkasının Jacobson Radikali 

 

≤                 alt modül 

 

<                                                          öz alt modül 

 

⊴                                                          büyük alt modül 

 
℘

℘1
                           ℘ modülünün ℘1 alt modülüne göre bölüm modülü 

 

≪                            küçük alt modül 

 

℘ ≅ ℘1                          izomorf modüller 

 
∏ 𝑉𝑖𝑖𝐼                            𝑉𝑖 alt modüllerinin direkt çarpımı 

 
∑ 𝑉𝑖𝑖𝐼                                           𝑉𝑖 alt modüllerinin toplamı 

 

⨁ 𝑉𝑖𝑖𝐼 
                                       𝑉𝑖 alt modüllerinin direkt toplamı 

 
〈 𝑌 〉                            𝑌 kümesi tarafından üretilen modül 



x 

 

𝐻𝑑                            𝑑 elemanı tarafından üretilen devirli modül 

 

Kısaltmalar                                       Açıklama 

 

𝑅𝑎𝑑(℘)                                              ℘ modülünün radikali 

 

𝐷𝑒𝑠(℘)                                               ℘ modülünün desteği 

 

𝐸(℘)                                                   ℘ modülünün injektif bürümü 

 

𝑍(℘)                                                   ℘ modülünün singüler alt modülü 

 

𝑃(℘)                                                   ℘ modülünün tüm radikal alt modüllerinin toplamı 

 

𝐺ö𝑟(𝑓)                                                Bir 𝑓 homomorfizmasının görüntü kümesi 

 

Ç𝑒𝑘(𝑓)                                                Bir 𝑓 homomorfizmasının çekirdeği 

 

𝐸𝑛𝑑(℘)                                              ℘ modülünün endomorfizmalarının kümesi 

 

𝐷𝑒𝑠𝑠(℘)                                             ℘ modülünün basit ve küçük alt modüllerinin toplamı 
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1.GİRİŞ 

 

Bu makalede, tüm halkalar birimli 𝐻 halka ve bütün modüller üniter sol 𝐻-modül olarak 

alınmıştır. 

𝐻 bir halka ve ℘ bir 𝐻-modül olmak üzere ℘1 modülü ℘ modülünün alt modülü ise ℘1 ≤

℘ şeklinde gösterilmiştir. ℘ nin bütün ℘2 öz alt modülü ile ℘ ≠ ℘1 +℘2 oluyorsa, ℘1 

modülü ℘ modülünün küçük alt modülü olarak tanımlanır  ve ℘1 ≪ ℘ şeklinde gösterilir 

(Wisbauer, 1991). ℘ alt modülü birtakım modüllerin küçük alt modülü ise ℘ modülüne 

küçük modül denir (Leonard, 1966). ℘ nin bütün küçük alt modüllerinin toplamı ℘ nin 

radikalidir ve 𝑅𝑎𝑑(℘) şeklinde ifade edilir (Clark ve diğerleri, 2006). ℘ nin bütün 

maksimal alt modüllerinin arakesiti 𝑅𝑎𝑑(℘) ye eşittir. ℘1 modülü ℘ modülünün alt 

modülü olmak üzere, ℘ nin sıfırdan farklı bütün alt modülü ile kesişimi sıfırdan farklı 

oluyorsa ℘1 alt modülüne ℘ modülünde büyüktür denir ve ℘1 ⊴ ℘ şeklinde gösterilir 

(Wisbauer, 1991).  ℘ modülünün bütün basit alt modüllerinin toplamına ℘ modülünün 

desteği  denir ve 𝐷𝑒𝑠(℘) şeklinde gösterilir (Wisbauer, 1991). ℘ nin bütün büyük alt 

modüllerinin kesişimi 𝐷𝑒𝑠(℘) ye eşittir (Kasch, 1982).  

℘1 ≤ ℘ olmak üzere , ℘ = ℘1 +℘2 şartını gerçekleyen ℘2 minimal alt modül ise, ℘2 ye 

℘1 nın ℘ de  tümleyeni denir. ℘2 alt modülünün ℘1 in ℘ de tümleyeni olması için gerek 

ve yeter koşul ℘ = ℘1 +℘2 ve ℘1 ∩ ℘2 ≪ ℘2 olmasıdır. Bütün alt modüllerinin 

tümleyeni bulunan modüle tümlenmiş modül denir (Wisbauer, 1991).  ℘2 alt modülünün 

bütün küçük alt modüllerinin toplamı 𝑅𝑎𝑑(℘2) ye eşittir buradan ℘ = ℘1 +℘2 ve ℘1 ∩

℘2 ≪ ℘2 olduğunda ℘1 ∩ ℘2 ≤  𝑅𝑎𝑑(℘2) olur. ℘ = ℘1 +℘2 ve ℘1 ∩ ℘2 ≤  𝑅𝑎𝑑(℘2) 

olmasını sağlayan ℘2 ≤ ℘ alt modülüne ℘1 in ℘ de Radikal tümleyeni denir ve kısaca 

Rad-tümleyeni olarak adlandırılır. Bütün alt modülleri Rad-tümleyene sahip olan modüle 

Radikal tümlenmiş (Rad-tümlenmiş) modül denir (Xue, 1996). Bu bilgiye göre tümlenmiş 

modüllerin her biri Rad-tümlenmiştir.  

Özcan A. Ç. 2002 de ℘ bir 𝐻-modül olmak üzere, ℘ nin 𝑍∗(℘) alt modülü 𝑍∗(℘) =

{𝑑 ∈ ℘ ∣∣ 𝐻𝑑 𝑘üçü𝑘 𝑚𝑜𝑑ü𝑙𝑑ü𝑟 } şeklinde tanımlamıştır. Emine Önal Kır ve Ergül 

Türkmen 2024 te ℘ nin 𝑍𝑠
∗(℘) alt modülünü 𝑍𝑠

∗(℘) =

{𝑑 ∈ ℘ ∣∣ 𝐻𝑑 yarı basit ve küçük modüldür } şeklinde tanımlamışlardır ve ℘ bir 𝐻-modül 

olmak üzere  𝑍𝑠
∗(℘) = 𝐷𝑒𝑠(℘) ∩ 𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘)) eşitliğini göstermişlerdir. 
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Bu çalışmada, ℘ bir 𝐻-modül ve ℘1 ≤ ℘ olmak üzere  ℘ = ℘1 +℘2, ℘1 ∩ ℘2 yarı basit 

ve ℘1 ∩ ℘2 ≤ 𝑍
∗(℘2) olacak şekilde ℘ nin bir ℘2 alt modülü bulunuyorsa, ℘2 ye ℘1 in 

℘ de ss*-tümleyeni denir.  ℘ nin bütün ℘1 alt modülü için ℘ de bir ℘2 ss*-tümleyeni 

bulunuyorsa ℘ ye ss*-yarıyerel modül denir. Bu çalışmada ss*-yarıyerel modüllerin genel 

özellikleri verilerek ss*-yarıyerel modüllerin alt modüllerinin, direkt toplamlarının ve 

bölüm modüllerinin de ss*-yarıyerel modül olduğu gösterilmiştir. Küçük ve yarı basit 

modüllerin ss*-yarıyerel modül olduğu gösterilmiştir. Ayrıca, 𝐻 bir halka olmak üzere 𝐻 

ss*-yarıyereldir, her sol H-modülü ss*-yarıyereldir ve her injektif sol 𝐻-modülü ss-

yarıyereldir ifadeleri birbirine denktir. 
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2. GENEL BİLGİLER 

 

2.1. Halkalar 

 

2.1.1. Tanım Aşağıdaki şartları bulunduran (𝐻,+, . ) cebirsel yapısına halka denir. 

i) (𝐻,+) abel gruptur, 

ii) Her 𝑑, 𝑒, ℎ ∈ 𝐻  için (𝑑𝑒)ℎ = 𝑑(𝑒ℎ) dir, 

iii) Her 𝑑, 𝑒, ℎ ∈ 𝐻   için 𝑑(𝑒 + ℎ) =  𝑑𝑒 + 𝑑ℎ ve (𝑑 + 𝑒)ℎ =  𝑑ℎ + 𝑒ℎ dir (Hungerford, 

1974). 

 

2.1.2. Tanım (𝐻,+, . ) cebirsel yapısı halka olsun. 𝑒 ∈ 𝐻 olmak üzere ∀𝑥 𝐻 için 𝑥𝑒 =

𝑒𝑥 = 𝑥 oluyorsa, 𝑒 ∈ 𝐻 elemanına 𝐻 halkasının birim elemanı denir. 𝑒 = 1𝐻  yazılışı ile 

gösterilir.  Birim elemanı olan halkaya birimli halka denir.  

 

Bu çalışmada bütün halkalar birimli halka olacak şekilde alınmış ve 𝐻 ile (𝐻,+, . ) halkası 

kastedilmiştir. 

 

Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 için “.” işlemine göre 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 oluyorsa (değişmeli ise) (𝐻, +, . ) halkasına 

değişmeli halka denir. ℤ,ℚ, ℝ değişmeli halkalardır (Hungerford, 1974). 

 

2.1.3. Tanım 𝐻 halka ve ∅ ≠ 𝐼 ⊆ 𝐻 olsun. 𝐼, (𝐻, +) abel grubunun alt grubu ve herhangi 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 iken 𝑥𝑦 ∈ 𝐼 oluyorsa, 𝐼 alt grubuna 𝐻 nin alt halkası denir. Ayrıca her ℎ ∈ 𝐻  ve 

her 𝑎 ∈ 𝐼 iken  𝑎ℎ ∈ 𝐼 (ℎ𝑎 ∈ 𝐼) oluyorsa , 𝐼 ya 𝐻 nin sağ ideali (sol ideali) denir. Burada 

𝐼, 𝐻 nin aynı anda  sağ ve sol ideali oluyorsa, 𝐼 ya 𝐻 nin ideali denir.  

 

Bir halkanın bütün idealleri alt halkadır ancak her alt halka ideal olmak zorunda değildir. 

Örneğin 2ℤ halkası ℚ nun bir alt halkası iken 𝑎 = 4 ∈ 2ℤ ve ℎ =
1

5
∈ ℚ için, ℎ𝑎 =

4

5
∉ 2ℤ 

olduğundan 2ℤ, ℚ nun bir ideali değildir. ℤ halkasının her alt halkası bir idealdir. 

 

0 ve 𝐻 ideallerine 𝐻 halkasının aşikar idealleri denir. 𝐻 halkasının kendisinden farklı 

bütün ideallerine öz ideal denir (Hungerford, 1974). 

 


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2.1.4. Tanım 𝐻 halka ve 0𝐻 ≠ ℎ ∈ 𝐻 olsun. ℎ𝑏 = 0𝐻 eşitliğini sağlayan bir 0𝐻 ≠ 𝑏 ∈ 𝐻 

elemanı varsa, ℎ elemanına 𝐻 halkasının sıfır bölen elemanı denir. Sıfır böleni olmayan 

birimli ve değişmeli 𝐻 halkasına tamlık bölgesi denir (Hungerford, 1974). 

 

2.1.5. Tanım 𝐻 halka olsun. 𝑎 ∈ 𝐻 elemanı iken 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 = 1𝐻 koşulunu sağlayan 𝑏 ∈ 𝐻 

elemanı varsa, 𝑏 elemanına 𝑎 ∈ 𝐻 elemanının tersi denir. Bu durumda  𝑎 elemanına 𝐻 

halkasının terslenebilir elemanı denir (Hungerford, 1974). 

 

2.1.6. Tanım 𝐻  birimli halka olsun. 𝐻 nin sıfır hariç bütün elemanları çarpma işleminde 

terslenebilirse 𝐻 ye bölme halkası denir (Hungerford, 1974). 

 

2.1.7. Tanım Değişmeli olan bölme halkasına cisim denir (Hungerford, 1974). 

 

2.2. Modüller 

 

2.2.1. Tanım 𝐻 bir halka ve (℘,+) abel grubu olmak üzere (ℎ, 𝑐) ⟼ 𝑓(ℎ, 𝑐) = ℎ𝑐 

şeklinde tanımlı 𝑓 ∶ 𝐻 × ℘⟶ ℘ fonksiyonu verilsin. Her ℎ, 𝑘 ∈ 𝐻 ve her 𝑐, 𝑑 ∈ ℘ için; 

i) ℎ(𝑐 + 𝑑) = ℎ𝑐 + ℎ𝑑; 

ii) (ℎ + 𝑘 )𝑐 = ℎ𝑐 + 𝑘𝑐; 

iii) (ℎ𝑘)𝑐 = ℎ(𝑘𝑐) 

şartları sağlanıyorsa ℘ ye sol 𝐻-modül denir ve  ℘𝐻
   şeklinde gösterilir. Birimi 1𝐻 olan bir 

𝐻 halkası için keyfi 𝑑 ∈ ℘ elemanı olmak üzere 1𝐻𝑑 = 𝑑 eşitliği gerçekleşiyorsa ℘ 

modülüne  üniter sol 𝐻-modül denir. Sağ 𝐻-modül tanımı da aynı şekilde yapılabilir 

(Hungerford, 1974). 

 

℘ abel grup ise, ℘ üniter sol (sağ) ℤ-modüldür. O halde ℚℤ
  sol ℤ-modüldür. Her 𝐻 halkası 

𝐻 halkasında üniter sol 𝐻-modüldür ve 𝐻𝐻
  şeklinde gösterilir. Buna göre 𝐻 = ℤ𝑛 olursa, 

ℤ𝑛 sol ℤ𝑛-modüldür. Vektör uzaylarının hepsi üniter sol modüldür. Bu çalışmada 

bahsedilen modüllerin hepsi üniter sol 𝐻-modül olacaktır ve kısaca 𝐻-modül şeklinde 

yazılacaktır. 

 

2.2.2. Tanım 𝐻 halka, ℘ bir 𝐻-modül ve ∅ ≠ ℘1 ⊆ ℘ alt küme olsun. Her 𝑎, 𝑏 ∈ ℘1 ve 

her ℎ ∈ 𝐻 için  

i) 𝑎 − 𝑏 ∈ ℘1, 
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ii) ℎ. 𝑎 ∈ ℘1   (𝑎. ℎ ∈ ℘1) 

oluyorsa, ℘1 e ℘ nin bir sol (sağ) alt modülü denir ve ℘1 ≤ ℘ şeklinde gösterilir. Bu 

tanımdan yola çıkarak 0 ve ℘, ℘ modülünün aşikar alt modülleridir. ℘ modülünün kendisi 

hariç alt modüllerinin her birine öz alt modül denir. ℘1, ℘ nin öz alt modülü olsun, ℘1 <

℘ şeklinde gösterilir. 𝐻 halkasının 𝐼 öz sol ideali ayrıca 𝐻𝐻
  nin öz alt modülüdür. ℘ 

modülünün herhangi sayıdaki alt modüllerinin kesişimi ℘ nin alt modülüdür. ℘ bir 𝐻-

modül ve 𝑎 ∈ ℘ olsun. 𝐻𝑎 = {ℎ𝑎│ℎ ∈ 𝐻} ≤ ℘ alt modüldür (Hungerford, 1974). 

 

2.2.3. Tanım ℘ bir 𝐻-modül ve 𝑌 ⊆ ℘ alt kümesi olsun. ℘ modülünün 𝑌 alt kümesini 

kapsayan alt modüllerinin tamamının kesişimine ℘ modülünün 𝑌 alt kümesi tarafından 

üretilen alt modülü denir ve 〈𝑌〉 şeklinde gösterilir. 𝑌 kümesine 〈𝑌〉 alt modülünün üreteç 

kümesi denir. Burada 𝑌 sonlu küme ise, 〈𝑌〉 alt modülüne sonlu üretilmiş alt modül, 𝑌 =

{𝑎} olacak şekilde bir tane elemanı varsa 〈𝑌〉 = 〈𝑎〉 alt modülüne devirli alt modül denir. 

Eğer ℘ nin 𝑌 alt kümesi sonlu bir alt küme ve  ℘ = 〈𝑌〉 şeklinde oluyorsa ℘ ye sonlu 

üretilmiş modül denir ve özel olarak 𝑎 ∈ ℘ olmak üzere ℘ = 〈𝑎〉 oluyorsa ℘ ye 𝑎 

tarafından üretilen devirli modül denir. Bu durumda 〈𝑎〉 = 𝐻𝑎 = { ℎ𝑎 |  ℎ ∈  𝐻 } 

şeklindedir. Ayrıca { 𝑉𝑖 | 𝑖 ∈  𝐼 }, ℘ nin alt modüllerinin ailesi ise, 𝑌 = ⋃  𝑉𝑖𝑖∈𝐼  kümesinin 

ürettiği alt modüle 𝑉𝑖 modüllerinin toplamı denir. 〈 𝑌 〉 = 〈⋃ 𝑉𝑖𝑖∈𝐼 〉 = ∑ 𝑉𝑖𝑖∈𝐼   şeklinde 

gösterilir (Hungerford, 1974). 

 

2.2.4. Tanım ℘ bir 𝐻-modül ve ℘1 ≤ ℘ olsun. 
 ℘ 

℘1
 bölüm grubu, ℎ ∈ 𝐻 ve 𝑎 + ℘1 ∈

℘ 

℘1
 

elemanları için, ℎ(𝑎 + ℘1) = ℎ𝑎 + ℘1 şeklinde tanımlı • : 𝐻 ×
℘ 

 ℘1
⟶

℘ 

 ℘1
 dış işleminde bir 

𝐻-modül yapısına sahiptir. Bu modüle ℘ modülünün ℘1 alt modülüne göre bölüm modülü 

denir (Hungerford, 1974). 

 

2.2.5. Tanım ℘ bir 𝐻-modül ve {𝑉𝑖}𝑖∈𝐼  , ℘ nin alt modüllerinin ailesi olsun. 

i) ℘ = ∑ 𝑉𝑖𝑖∈𝐼  , 

ii) Her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑉𝑖 ∩ ∑ 𝑉𝑗𝑖≠𝑗 = {0} 

koşullarını sağlayan ℘ modülüne {𝑉𝑖}𝑖∈𝐼 alt modüller ailesinin iç direkt toplamı veya direkt 

toplamı denir. ℘ =⊕𝑖∈𝐼
 𝑉𝑖  şeklinde gösterilir. Burada 𝑉𝑖 alt modüllerinin her birine  ℘ 

modülünün direkt toplam terimi denir. 
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℘1 ve ℘2 modülleri ℘ modülünün alt modülleri olmak üzere ℘ = ℘1 ⨁ ℘2 olması için 

gerek ve yeter koşulun ℘ = ℘1  + ℘2  ve  ℘1  ∩  ℘2 = 0  olduğu açıktır.  

℘ = ℘⊕ {0} şeklinde yazılabilir, ℘ = ℘+ 0 ve ℘ ∩ {0} = {0} olduğundan ℘ ve {0}, ℘ 

modülünün direkt toplam terimleridir. Burada ℘ modülünün ℘ ve {0} alt modüllerine 

aşikar direkt toplam terimleri denir (Sharpe ve Vamos, 1972). 

 

2.2.6. Tanım 𝐻 halka ve ∅ ≠ 𝐼 bir indis kümesi olmak üzere, {𝑉𝑖}𝑖∈𝐼 𝐻-modüllerin bir 

ailesi olsun. { 𝛿 ⎸ 𝛿: 𝐼 → ⋃𝑖∈𝐼𝑉𝑖, ∀𝑖 ∈ 𝐼 için 𝛿(𝑖) ∈ 𝑉𝑖 } şeklinde verilen dönüşümlerin 

kümesine {𝑉𝑖}𝑖∈𝐼 modüller ailesinin çarpımı denir ve bu küme ∏ 𝑉𝑖𝑖∈𝐼  şeklinde gösterilir. 

Her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝛿(𝑖) = 𝛿𝑖  ve 𝛿 = (𝛿𝑖)𝑖∈𝐼 olarak gösterelim. Burada 𝛿𝑖 ye 𝛿  dönüşümünün 𝑖. 

bileşeni denir. Eğer 𝐼 indis kümesi sayılabilir ise, 𝛿 = (𝛿𝑖)𝑖∈𝐼 = (𝛿1, 𝛿2, … , 𝛿𝑖, … . ) 

şeklindedir. 

𝜇, 𝛿 ∈ ∏ 𝑉𝑖𝑖∈𝐼  olmak üzere 

(i) 𝜇 = 𝛿  ⟺ her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝜇𝑖 = 𝛿𝑖 

(ii) 𝜇 + 𝛿 = (𝜇𝑖 + 𝛿𝑖)𝑖∈𝐼 

(iii) – 𝛿 = (−𝛿𝑖)𝑖∈𝐼 

(iv) ℎ ∈ 𝐻 olmak üzere ℎ𝛿 = (ℎ𝛿𝑖)𝑖∈𝐼 şeklinde tanımlı cebirsel işlemlerine göre ∏ 𝑉𝑖𝑖∈𝐼  bir 

𝐻-modül yapısına sahiptir. Bu modüle {𝑉𝑖}𝑖∈𝐼 modüller ailesinin dış direkt çarpımı denir. 

⊕𝑖∈𝐼
𝑤 𝑉𝑖 = { (𝛿𝑖)𝑖∈𝐼  | sonlu sayıda 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝛿𝑖 ≠ 0 } kümesi ∏ 𝑉𝑖𝑖∈𝐼  modülünün bir alt 

modülüdür. ⊕𝑖∈𝐼
𝑤 𝑉𝑖 alt modülüne {𝑉𝑖}𝑖∈𝐼 modüller ailesinin dış direkt toplamı denir. 𝐼 indis 

kümesi sonlu ise, ∏ 𝑉𝑖𝑖∈𝐼 =⊕𝑖∈𝐼
𝑤 𝑉𝑖 dir. İç direkt toplam ile dış direkt toplam izomorftur. 

Bundan dolayı iç direkt toplam ve dış direkt toplam ifadeleri yerine yalnızca direkt toplam 

ifadesi kullanılır (Alizade ve Pancar, 2016). 

 

℘ bir 𝐻-modül olmak üzere, dış direkt toplam tanımında yer alan her bir 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑉𝑖 = ℘ 

alınırsa ⨁𝑖∈𝐼 𝑉𝑖 direkt toplamına, ℘ nin kopyalarının toplamı denir ve ℘(𝐼) şeklinde 

gösterilir (Sharpe ve Vamos, 1972). 

 

2.2.7. Teorem (Modüler Kural) ℘ modül, ℘1, ℘2 ve ℘3 de ℘ nin alt modülleri ve ℘3 ≤

℘2 olsun. Bu durumda, (℘3 +℘1) ∩ ℘2 = ℘3 + (℘1 ∩ ℘2) dir (Alizade ve Pancar, 

2016). 

İspat Keyfi 𝑑 ∈ (℘3 +℘1) ∩ ℘2 olsun. 𝑑 ∈  (℘3 +℘1) ve 𝑑 ∈ ℘2 olduğundan 𝑑 = 𝑡 + 𝑙 

olacak şekilde 𝑡 ∈ ℘3 ve 𝑙 ∈ ℘1 vardır. ℘3 ≤ ℘2 olduğundan 𝑡 ∈ ℘2 olur. Buradan 𝑙 =
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𝑑 − 𝑡 dir. ℘2 ≤ ℘ olduğundan 𝑑 ∈ ℘2 ve 𝑡 ∈ ℘2 iken 𝑑 − 𝑡 = 𝑙 ∈ ℘2 olur. Bu durumda 

𝑙 ∈ ℘1 ∩ ℘2 bulunur. Dolayısıyla 𝑑 ∈ ℘3 + (℘1 ∩ ℘2) olur. Tersine; ℘3 + (℘1 ∩ ℘2) ≤

(℘3 +℘1) ∩ ℘2 olduğu açıktır. O halde (℘3 +℘1) ∩ ℘2 = ℘3 + (℘1 ∩ ℘2) dir. 

 

2.3. Homomorfizmalar 

 

2.3.1. Tanım 𝐻 halkası üzerinde ℘ ve ℘1 𝐻-modülleri verilsin. 𝑓:℘ ⟶ ℘1 fonksiyonu 

için aşağıdaki koşullar sağlayanıyorsa 𝑓 fonksiyonuna sol 𝐻-modül homomorfizması denir. 

i)  Her 𝑐, 𝑘 ∈ ℘ için 𝑓(𝑐 + 𝑘) = 𝑓(𝑐) + 𝑓(𝑘) dır, 

ii) Her 𝑘 ∈ ℘ ve her ℎ ∈ 𝐻 için 𝑓(ℎ𝑘) = ℎ𝑓(𝑘) dır. 

 

Bu çalışmada homomorfizma ifadesi ile sol 𝑅-modül homomorfizmaları kastedilecektir. 

𝑓:℘ ⟶ ℘1 homomorfizma olmak üzere  𝑓 bire-bir ise 𝑓 homomorfizmasına bir 

monomorfizma, 𝑓 örten ise  𝑓 homomorfizmasına bir epimorfizma denir. Burada 𝑓 hem 

bire-bir hem de örten ise 𝑓 homomorfizmasına bir izomorfizma denir. 𝑓:℘ ⟶ ℘1 

homomorfizması bir izomorfizma ise, ℘ ile ℘1 modüllerine izomorf modüller denir. 

İzomorf modüller ℘ ≅ ℘1 şeklinde gösterilir. ℘ modülünden  ℘1 modülüne tanımlanan 

bütün homomorfizmaların kümesi 𝐻𝑜𝑚(℘,℘1 ) =

{𝑓| 𝑓 ∶ ℘
           
→   ℘1 𝑚𝑜𝑑ü𝑙 ℎ𝑜𝑚𝑜𝑚𝑜𝑟𝑓𝑖𝑧𝑚𝑎𝑠𝚤} şeklinde gösterilir. Eğer 𝑓 ∶ ℘

           
→   ℘ 

homomorfizma ise 𝑓 homomorfizmasına endomorfizma adı verilir. ℘ modülünün bütün 

endomorfizmalarının kümesi 𝐸𝑛𝑑(℘) şeklinde gösterilir (Hungerford, 1974). 

 

2.3.2. Tanım 𝐷 modül ve 𝑇 ≤ 𝐷 olsun. Her 𝑡𝑇 için 𝑖(𝑡) = 𝑡 şeklinde tanımlı 𝑖: 𝑇 ⟶ 𝐷 

dönüşümü monomorfizma olur ve bu 𝑖 monomorfizmasına içerme monomorfizması denir. 

Her 𝑎 ∈ 𝐷 için 𝜑(𝑎) = 𝑎 + 𝑇 şeklinde tanımlı 𝜑:𝐷
          
→  

 𝐷 

𝑇
 dönüşümü epimorfizma olur. 

Bu 𝜑 epimorfizmasına doğal (kanonik) homomorfizma denir (Hungerford, 1974). 

 

2.3.3. Tanım ℘ 𝐻-modül olsun. 𝑓(𝑑) = 𝑑 şeklinde tanımlı 𝑓:℘ ⟶ ℘ fonksiyonu 𝐻-

modül izomorfizmasıdır. Bu 𝑓 izomorfizmasına birim (idantik) homomorfizma denir. ℘ 

den ℘ ye birim homomorfizması  𝐼℘  şeklinde gösterilir (Hungerford, 1974). 

 

2.3.4. Teorem 𝑓 ∶ ℘ ⟶ ℘1 ve  𝑔 ∶ ℘1  ⟶ ℘2 birer homomorfizma olsun. 𝑔⃘𝑓: ℘ ⟶ ℘2  

bileşke fonksiyonu da homomorfizma olur (Kasch, 1982). 
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2.3.5. Tanım 𝑓:℘ ⟶ ℘1 homomorfizma olsun. { 𝑐 ∈ ℘| 𝑓(𝑐) = 0} kümesine 𝑓 

homomorfizmasının çekirdeği denir ve Ç𝑒𝑘 (𝑓) şeklinde gösterilir. Ç𝑒𝑘 (𝑓) ≤ ℘ dir 

(Hungerford, 1974). 

 

2.3.6. Tanım 𝑓:℘ ⟶ ℘1 homomorfizma olsun. { 𝑓(𝑑) | 𝑑 ∈  ℘ } kümesine, ℘ 

modülünün 𝑓 altındaki homomorfik görüntüsü denir ve 𝐺ö𝑟( 𝑓 ) şeklinde gösterilir. 

𝐺ö𝑟(𝑓) ≤ ℘1 dir (Hungerford, 1974). 

𝜑:℘
          
→  

 ℘ 

℘1
 homomorfizması için  Ç𝑒𝑘( 𝜑 ) = ℘1 olduğu açıktır. 

 

 2.3.7. Teorem (Homomorfizma Teoremi) 𝑓:℘ → ℘1 homomorfizma olsun. Bu durumda, 

℘

(Ç𝑒𝑘(𝑓))
≅ 𝐺ö𝑟(𝑓) dir. Burada 𝑓 epimorfizma ise, 

℘

(Ç𝑒𝑘(𝑓))
≅ ℘1 dir  (Sharpe ve Vamos, 

1972). 

İspat 𝜑:℘
       
→ 

 ℘ 

Ç𝑒𝑘(𝑓)
 şeklinde tanımlı olmak üzere her 𝑓 ∶  ℘ → ℘1 homomorfizması için 

𝑓 = 𝑓 ̅𝜑  olacak şekilde bir 𝑓 ∶  
℘

 Ç𝑒𝑘(𝑓)
→ ℘1 monomorfizması vardır. Ç𝑒𝑘(𝑓) = ℘2 olsun. 

 𝑓 ∶  
℘

℘2
→ ℘1 fonksiyonunu 𝑓̅(𝑐 + ℘2)  =  𝑓(𝑐) ile tanımlayalım. 𝑐 + ℘2 = 𝑘 + ℘2 ise 

𝑐 − 𝑘 ∈ ℘2 olup, buradan da 𝑓(𝑐 − 𝑘)  =  0 ve 𝑓(𝑐) = 𝑓(𝑘) elde ederiz. Dolayısıyla, 𝑓 ̅ 

iyi tanımlıdır. 

𝑓 ̅((𝑐 + ℘2) + (𝑘 + ℘2))  =   𝑓 ̅(𝑐 + 𝑘 + ℘2)  =  𝑓(𝑐 + 𝑘) 

                                                                    =  𝑓(𝑐) + 𝑓(𝑘)  = 𝑓 ̅(𝑐 + ℘2) + 𝑓 ̅(𝑘 + ℘2) 

ve 

𝑓 ̅(ℎ(𝑐 + ℘2))  =  𝑓 ̅(ℎ𝑐 + ℘2)  =  𝑓(ℎ𝑐)  = ℎ𝑓(𝑐)  = ℎ 𝑓 ̅(𝑐 + ℘2) 

olduğundan 𝑓 ̅, bir homomorfizmadır. Her 𝑐 + ℘2 ∈ Ç𝑒𝑘(𝑓 ̅) için 𝑓(𝑐)  = 𝑓 ̅(𝑐 + ℘2)  =

 0 olup 𝑐 ∈ Ç𝑒𝑘(𝑓) = ℘2 ve buradan da 𝑐 + ℘2 = ℘2 elde edilir. Böylece Ç𝑒𝑘( 𝑓 ̅) = 0 

olur. Dolayısıyla, 𝑓 ̅ bir monomorfizmadır. 

Her 𝑐 ∈ ℘ için 

( 𝑓 ̅ 𝜑)(𝑐) = 𝑓 ̅(𝜑(𝑐))  =  𝑓 ̅(𝑐 + ℘2) = 𝑓(𝑐) 

yani  𝑓 ̅ 𝜑 =  𝑓 dir. Buradan 𝐺ö𝑟(𝑓)  ⊆  𝐺ö𝑟( 𝑓 ̅) sağlanır. Diğer taraftan, her 𝑘 ∈

 𝐺ö𝑟(𝑓 ̅) bir 𝑐 + ℘2 elemanının görüntüsüdür. O halde, 𝑘 = 𝑓 ̅(𝑐 + ℘2) = 𝑓(𝑐) ∈ 𝐺ö𝑟(𝑓) 

olduğundan, 𝐺ö𝑟( 𝑓 ̅)  ⊆  𝐺ö𝑟(𝑓) olur. Böylece 𝐺ö𝑟(𝑓) = 𝐺ö𝑟( 𝑓 ̅) ve dolayısıyla 𝑓 ̅ ∶

 
 ℘

 ℘2
→  𝐺ö𝑟(𝑓) bir izomorfizmadır: 

 ℘ 

℘2
≅ 𝐺ö𝑟(𝑓) olur. 
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𝑓 epimorfizma ise, 𝐺ö𝑟(𝑓) = ℘1 olacağından  
℘

 Ç𝑒𝑘(𝑓)
≅ ℘1 dir. 

 

2.3.8. Teorem (1. İzomorfizma Teoremi) ℘ modül olmak üzere, ℘ nin alt modülleri  ℘1 ve 

℘2 için  
 (℘1+℘2)

℘2
≤
 ℘ 

℘2
  alt modülü olup   

 (℘1+℘2)

℘2
≅

℘1 

(℘1∩℘2)
 dir (Sharpe ve Vamos, 

1972). 

İspat 𝛼 ∶ ℘ 
            
→   

 ℘ 

 ℘2
 doğal homomorfizmasının ℘1 ya kısıtlanmışını 𝛼′ ile gösterelim. 

Ç𝑒𝑘(𝛼′)  =  ℘1 ∩ Ç𝑒𝑘(𝛼)  = ℘1 ∩ ℘2 olduğu açıktır. Her 𝑐 ∈ ℘1 için 𝛼′(𝑐)  =  𝑐 +

℘2  =  (𝑐 + 0) + ℘2  ∈  
 (℘1+℘2)

℘2
, dolayısıyla 𝐺ö𝑟(𝛼′)  ⊆  

 (℘1+℘2)

℘2
 dir. Diğer taraftan her 

𝑐 ∈ ℘1, her 𝑡 ∈ ℘2 için, (𝑐 + 𝑡) + ℘2 = 𝑐 + ℘2 = 𝛼′(𝑐) olduğundan, 
 (℘1+℘2)

℘2
= 𝐺ö𝑟(𝛼′) 

elde edilir. Bu durumda Teorem 2.3.7den 𝐺ö𝑟(𝛼′) ≅
℘1 

Ç𝑒𝑘(𝛼′)
, yani 

 (℘1+℘2)

℘2
≅

 ℘1

(℘1∩℘2)
 izomorfizması sağlanır. 

 

2.3.9. Teorem (2. İzomorfizma Teoremi) ℘2 ≤ ℘1 ≤ ℘ modüller olsun. Bu durumda 

  
 ℘ 

℘2
  

 ℘1 

℘2

≅
℘ 

℘1
 dır (Sharpe ve Vamos, 1972). 

İspat 𝑓(𝑐 + ℘2)  =  𝑐 + ℘1 ile 𝑓 ∶
 ℘ 

℘2
 →

 ℘ 

℘1
 fonksiyonunu tanımlayalım. 

 ℘ 

℘2
 bölüm 

modülünde  𝑐 + ℘2 = 𝑐′ + ℘2 olsun. Buradan, 𝑐 − 𝑐′ ∈ ℘2 ⊆ ℘1 olur. O halde, 
 ℘ 

℘1
 de 

𝑐 + ℘1 = 𝑐′ + ℘1 

dir. Dolayısıyla, 𝑓 fonksiyonu iyi tanımlıdır. 𝑓 nin bir epimorfizma olduğu kolayca kontrol 

edilir. 𝑐 + ℘2 ∈ Ç𝑒𝑘(𝑓) olması için gerek ve yeter koşul 𝑐 + ℘1 = ℘1, yani 𝑐 ∈ ℘1, diğer 

bir deyişle 𝑐 + ℘2 ∈  
 ℘1 

℘2
 olmasıdır. Böylece, Ç𝑒𝑘(𝑓) =

 ℘1 

℘2
≤
 ℘ 

℘2
  ve Teorem 2.3.7 den 

 ℘ 

℘1
≅

 ℘ 
℘2

Ç𝑒𝑘(𝑓)
=
  
 ℘ 
℘2
  

 ℘1 
℘2

 

izomorfizması elde edilir. 

 

2.3.10. Tanım ℘ modül olmak üzere ℘1, ℘ nin öz alt modülü (℘1 < ℘)  olsun. ℘ nin ℘1 

alt modülünü kapsayan ℘1 den başka öz alt modülü bulunmuyorsa, ℘1 öz alt modülüne ℘ 
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modülünün maksimal alt modülü denir. Örneğin 𝑝 ∈ ℙ olsun, < 𝑝 >= 𝑝ℤ < ℤℤ
  

olduğundan maksimal alt modüldür (Kasch, 1982). 

 

2.3.11. Önerme 𝐻 halka olmak üzere ℘ bir 𝐻-modül ve ℘1 < ℘ öz alt modülü olsun. ℘1 

öz alt modülünün ℘ de maksimal olması için gerek ve yeter koşul her 𝑑 ∈ ℘ ∖ ℘1  için 

℘1 + 𝐻𝑑 = ℘ olmasıdır (Kasch, 1982). 

İspat (⟹) Herhangi bir 𝑑 ∈ ℘ ∖ ℘1 için ℘1 ⊊ ℘1 + 𝐻𝑑 ve ℘ nin maksimalliğinden, ℘1 +

𝐻𝑑 = ℘ dir.   

(⟸) ℘2, ℘ nin ℘1 ⊊ ℘2 koşulunu sağlayan bir alt modülü olsun. Burada ℘1 in maksimal 

olması için ℘2 = ℘ olduğunu göstermeliyiz. ℘1 ℘2 olduğundan 𝑑 ∈ ℘2 ∖ ℘1 elemanı 

vardır. Bu durumda, 𝑑 ∈ ℘ ∖ ℘1 olup hipotezden ℘1 + 𝐻𝑑 = ℘ dir. Aynı zamanda 𝑑 ∈

℘2 olduğundan 𝐻𝑑 ≤ ℘2 olur ve bu durumda ℘ = ℘1 + 𝐻𝑑 ≤ ℘2 olup ℘2 = ℘ dir. 

 

2.3.12. Teorem ℘ modül olmak üzere ℘2 ≤ ℘ alt modülü olsun. Bu takdirde ℘ nin ℘2 yi 

içeren bütün alt modüllerinin kümesi ile 
 ℘ 

℘2
 nin bütün alt modüllerinin kümesi arasında 

bire-bir eşleme vardır. ℘2 ≤ ℘1 ≤ ℘ olmak üzere 
 ℘ 

℘2
 nin alt modülleri 

 ℘1

℘2
 şeklindedir 

(Alizade ve Pancar, 2016). 

İspat (i) 𝜑: ℘ ⟶ 
 ℘ 

℘2
 doğal homomorfizması için ℘2 ≤ ℘1 ≤ ℘ ise, 𝜑(℘1) =

℘1 

℘2
≤
 ℘ 

℘2
 dir. 

 Tersine; ℘3 ≤
 ℘ 

℘2
 ise 𝜑−1(℘3) =  {𝑑 ∈ ℘|𝑑 + ℘2 ∈ ℘3 }  = ℘1 için ℘2 = 𝜑

−1(0)  ≤

℘1 ≤ ℘ ve 𝜑(℘1)  =
 ℘1 

℘2
= ℘3 olduğundan ℘ nin ℘2 yi içeren ℘3 alt modülü belirlenir. 

 

2.3.13. Tanım {℘𝑛}𝑛∈ℤ modüller ailesi olmak üzere bunların 𝑓𝑛: ℘𝑛⟶℘𝑛−1 

homomorfizmalarından oluşan  

…⟶ ℘𝑛+1
𝑓𝑛+1
→  ℘𝑛

𝑓𝑛     
→  ℘𝑛−1

𝑓𝑛−1
→  … 

 

dizisinde her 𝑛 ∈ ℤ için 𝐺ö𝑟(𝑓𝑛) = Ç𝑒𝑘(𝑓𝑛−1) eşitliği sağlanıyorsa, bu diziye tam dizi 

denir. 0 ⟶ ℘⟶ ℘1⟶℘2⟶ 0 şeklindeki tam diziye ise, kısa tam dizi denir (Alizade 

ve Pancar, 2016). 
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2.4. Projektif ve İnjektif Modüller 

 

2.4.1. Tanım ℘,℘1 ve ℘2 birer 𝐻-modül olsunlar. Satır tam dizi olmak üzere aşağıdaki 

diyagram değişmeli ise, ℘2 modülüne ℘-projektiftir denir. 

 

                                                                            ℘2 

                                                                    

 

                                                                ℘
       𝑓     
→    ℘1

            
→   0 

 

Şu şekilde de tanımlayabiliriz; yukarıdaki diyagramda 𝑓 keyfi bir epimorfizma olsun. 𝑓, 𝑔 

homomorfizmaları için 𝑔 = 𝑓ℎ  eşitliğini sağlayan bir ℎ: ℘2
            
→   ℘ homomorfizması 

varsa, ℘2 ye ℘-projektiftir denir. Şayet bu diyagramdaki ℘
       𝑓     
→    ℘1

            
→   0 satır tam dizisi 

rastgele alınırsa ℘2 ye projektif modül denir (Alizade ve Pancar, 2016). 

 

2.4.2. Tanım 𝐼 modül olsun. Verilen her 𝑔:℘1⟶℘2 monomorfizması ve her 𝑓:℘1⟶ 𝐼 

homomorfizması için 𝑓 = ℎ𝑔 eşitliğini sağlayan bir ℎ:℘2⟶ 𝐼 homomorfizması varsa, 𝐼 

modülüne ℘2-injektiftir denir. 

 

                                                                      0
                        
→       ℘1

        𝑔        
→     ℘2 

                                                                             𝑓         ℎ           

 

                                                                                 𝐼 

Yukarıdaki diyagramda 0
          
→  ℘1

     𝑔    
→   ℘2 satır tam dizisi rastgele alınırsa 𝐼 ya injektif 

modül denir (Alizade ve Pancar, 2016). 

 

2.4.3. Sonuç Aşağıdakiler sağlanır. 

i) 𝐼 injektif ve 𝐼 ≅ ℘ ise ℘ injektiftir. 

ii) ℘ projektif ve ℘ ≅ ℘1 ise ℘1 projektiftir (Kasch, 1982). 

 

2.4.4. Tanım 𝐻 tamlık bölgesi, ℘ bir 𝐻-modül ve 𝑎 ∈ ℘ olsun. Sıfırdan farklı olmak üzere 

her ℎ ∈ 𝐻 için 𝑎 = ℎ𝑏 eşitliğini sağlayan 𝑏 elemanı bulunuyorsa 𝑎 ∈ ℘ elemanına 

ℎ 𝑔 
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bölünebilirdir denir. Eğer ℘ nin bütün elemanları bölünebilir ise, ℘ ye bölünebilir modül 

denir. Başka bir deyişle, her ℎ ∈ 𝐻  (ℎ ≠ 0) için ℘ = ℎ℘ oluyorsa ℘ ye bölünebilir modül 

denir (Sharpe ve Vamos, 1972). 

 

2.4.5. Tanım 𝐻 tamlık bölgesi olmak üzere ℘ bir 𝐻-modül olsun. Bir 𝑑 ∈ ℘ için ℎ𝑑 = 0 

eşitliğini sağlayan bir ℎ ∈ 𝐻 varsa 𝑑 ye ℘ nin bir burulmalı elemanı denir. ℘ nin bütün 

burulma elemanlarının kümesi 𝑇(℘) şeklinde gösterilir. 𝑇(℘), ℘ nin bir alt modülü olup 

𝑇(℘) ye ℘ nin burulma alt grubu denir. 𝑇(℘) = ℘ ise ℘ ye bir burulma modülü, 𝑇(℘) =

0 oluyorsa ℘ ye bir burulmasız modül denir (Alizade ve Pancar, 2016). 

 

2.4.6. Tanım ℘ ve ℘1 birer modül olmak üzere ℘1 ≤ ℘ olsun. Bu durumda ℘ modülüne 

℘1 in genişlemesi denir (Zöschinger, 1974). 

 

2.4.7. Teorem (Baer Kriteri) 𝐻 halka olmak üzere ℘ bir 𝐻-modül olsun. ℘ modülünün 

injektif olması için gerek ve yeter koşul bütün 𝐼 ⊆ 𝐻 sol ideali olmak üzere 𝑓: 𝐼 ⟶ ℘ 

homomorfizmasının 𝑔:𝐻 ⟶ ℘ homomorfizmasına genişletilebilmesidir (Alizade ve 

Pancar, 2016). 

 

2.4.8. Yardımcı Teorem ℘ injektif modül olsun. Bu durumda ℘ modülünün her direkt 

toplam terimi injektiftir (Alizade ve Pancar, 2016). 

 

2.4.9. Teorem (Gömülme Teoremi) 𝐻 keyfi bir birimli halka olmak üzere her 𝐻-modül bir 

injektif 𝐻-modül içine gömülebilirdir (Kasch, 1982). 

 

2.4.10. Teorem ℘ bir modül olmak üzere ℘ nin injektif modül olması için gerek ve yeter 

koşul ℘ nin kendisini kapsayan bütün modüllerde direkt toplam terimi olmasıdır (Sharpe 

ve Vamos, 1972). 

İspat (⟹) ℘ bir injektif modül olmak üzere ℘ ≤ ℘1 olsun. Bu durumda, 𝑖 içerme 

fonksiyonu ve 𝐼℘ birim dönüşüm olmak üzere aşağıdaki diyagram değişmelidir.  

                                       0
                       
→       ℘

          𝑖             
→        ℘1 

                                                            𝐼℘                   𝑓  

                                            

℘ 
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𝑐 ∈ ℘1 herhangi bir eleman olsun. Bu durumda, 𝑓(𝑐) ∈ ℘ olur ve 𝑓𝑖 =  𝐼℘ eşitliğinden 

𝑓(𝑐)  =  𝑓(𝑓(𝑐)) olur. Buradan 𝑐 − 𝑓(𝑐)  ∈  Ç𝑒𝑘(𝑓) olur. Bu durumda  

𝑐 = 𝑓(𝑐) + (𝑐 − 𝑓(𝑐)) ∈ ℘ + Ç𝑒𝑘(𝑓) 

olup ℘1 ≤ ℘+ Ç𝑒𝑘(𝑓)  ≤ ℘1 den ℘1 = ℘+ Ç𝑒𝑘(𝑓) elde edilir. 𝑒 ∈ ℘ ∩ Ç𝑒𝑘(𝑓) keyfi 

elemanını alalım. 𝑓𝑖 =  𝐼℘  olduğundan 𝑒 = 𝑓(𝑒) = 0 olur ve 𝑒 = 0 bulunur. O halde 

℘1 = ℘⊕ Ç𝑒𝑘(𝑓) dir. 

 

(⟸) Teorem 2.4.9 dan ℘ modülü ℘1 injektif modülünün alt modülü olduğundan injektif 

bir ℘1 𝐻-modülü içine gömülebilirdir. Hipotezden ve Yardımcı Teorem 2.4.8 den ℘, 

injektiftir. 

 

2.5. Basit ve Yarı Basit Modüller 

 

2.5.1. Tanım 𝐻 halka olmak üzere sıfırdan farklı bir ℘ 𝐻-modül olsun. ℘ nin sıfır ve 

kendisinden başka (aşikar) alt modülü yoksa ℘ ye basit modül denir (Lam, 1991). 

Örneğin 𝑝 ∈ ℙ olsun ℤ𝑝 ℤ-modülü basittir. 𝐶 cisim olsun 𝐶𝐶
  nin alt modülleri sadece 

0 ve 𝐶 olduğundan 𝐶𝐶
  basittir.  

 

2.5.2. Önerme 𝐻 halka ve ℘ basit bir 𝐻-modül olsun. ℘ nin maksimal alt modülü {0} dır. 

Ayrıca 𝑎 ≠ 0 ve 𝑎 ∈ ℘ elemanı için 𝐻𝑎 = ℘ eşitliğinden ℘ devirlidir (Kasch, 1982). 

İspat ℘ basit modül olsun. Bu durumda ℘ nin 0 alt modülünü kapsayan ℘ den farklı bir alt 

modülü bulunamaz ve  maksimal alt modülün tanımından 0 alt modülü ℘ nin maksimal alt 

modülüdür. Herhangi bir  0 ≠ 𝑎 ∈ ℘ elemanı olsun. 𝐻𝑎, ℘ nin alt modülüdür ve 𝑎 ∈ 𝐻𝑎 

dır. O halde 0 ≠ 𝐻𝑎 dır. Kabulümüz gereği ℘ basit modül olduğundan 𝐻𝑎 = ℘ eşitliği 

sağlanır ve ℘ devirlidir. 

 

2.5.3. Teorem ℘ bir modül olmak üzere ℘1 ≤ ℘ olsun. ℘1 alt modülünün ℘ de maksimal 

alt modül olması için gerek ve yeter koşul 
 ℘ 

℘1
 bölüm modülünün basit modül olmasıdır 

(Wisbauer, 1991). 

İspat (⟹) ℘1, ℘ nin maksimal bir alt modülü olmak üzere  
 ℘2 

℘1
≤
 ℘ 

℘1
 olsun. Burada ℘1 ≤

℘2 dir. Kabulümüz gereği ℘1, ℘ nin maksimal alt modülü olup ℘1 = ℘2 veya ℘ = ℘2 
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olmalıdır. Bu durumda 
 ℘ 

℘1
 nin alt modülleri 

 ℘1 

℘1
 veya 

 ℘ 

℘1
 olup 

 ℘ 

℘1
 bölüm modülü basit 

modüldür.  

 

(⟸) 
 ℘ 

℘1
 bölüm modülü basit modül olsun. ℘1 < ℘2 ≤ ℘ olacak şekilde ℘ nin bir ℘2 alt 

modülü olsun. Buradan 
 ℘1 

℘1
<
 ℘2 

℘1
≤
 ℘ 

℘1
 olur. 

 ℘ 

℘1
 in basit modül olmasından dolayı 

 ℘2 

℘1
=
 ℘ 

℘1
 olur. Bu durumda ℘2 = ℘ eşitliği elde edilir bu da ℘1 in ℘ de maksimal alt 

modül olduğunu gösterir. 

 

2.5.4. Tanım 𝐻 halka olmak üzere ℘ bir 𝐻-modül olsun. ℘ modülünün bütün alt modülleri 

℘ nin birer direkt toplam terimi oluyorsa ℘ ye yarı basit modül denir (Lam, 1991). 

 

ℤ4  ℤ-modülünü ele alalım. ℤ4 ün alt modülleri {0̅} ≤  ℤ4 ve {0̅, 2̅} ≤ ℤ4 olup ℤ4 ün direkt 

toplam terimi olamaz. O halde ℤ4   yarı basit değildir.  ℤ6  ℤ-modülünü ele alalım. ℤ6nın 

alt modülleri  {0̅} ≤  ℤ6, {0̅, 2̅, 4̅} ≤  ℤ6 ve {0̅, 3̅} ≤  ℤ6  olup  ℤ6 = {0̅} ⊕ {0̅, 2̅, 4̅} ⊕

{0̅, 3̅} olduğundan  ℤ6  yarı basittir. 

 

℘ modülünün bütün basit alt modüllerinin toplamına ℘ nin desteği denir. ℘ modülünün 

desteği 𝐷𝑒𝑠(℘) şeklinde gösterilir.  ℘ nin basit alt modülü bulunmuyorsa 𝐷𝑒𝑠(℘)  = 0 

olur (Wisbauer, 1991). 

0 alt modülü Tanım 2.5.4 e göre yarı basit modüldür fakat Tanım 2.5.1 e göre basit modül 

değildir.  

 

2.5.5. Yardımcı Teorem ℘ herhangi bir modül olmak üzere ℘ modülü yarı basit ve sıfırdan 

farklı bir modül ise, ℘ nin basit bir alt modülü vardır (Lam, 1991). 

İspat 𝑎, ℘ nin sıfıra eşit olmayan sabit bir elemanı olsun. Zorn Lemması gereği 𝑎 ∉ ℘1 

şartını sağlayan ℘ nin maksimal bir ℘1 alt modülü bulunur. Kabulümüzden ℘1, ℘ nin 

direkt toplam terimi olur ve ℘ = ℘1⨁ ℘2 eşitliğini sağlayan ℘2 alt modülü bulunur. 

Teorem 2.5.3 ten 
 ℘ 

℘1
 basit modül olur. Buradan ℘2 basit modül olur. 

 

2.5.6. Yardımcı Teorem ℘ bir modül ve ℘ = 𝐷𝑒𝑠(℘) eşitliği sağlansın. Bu durumda,  
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i) ℘ yarı basit modüldür, 

ii) ℘ nin bütün alt modülleri basit alt modüllerin direkt toplamına eşittir (Alizade ve 

Pancar, 2016). 

İspat ℘ = 𝐷𝑒𝑠(℘) kabulünden ℘ = ∑ ℘𝑖𝑖∈𝐼  olacak şekilde ℘𝑖 basit modüllerinin 

toplamına eşittir.  

(i) 𝑋, ℘ nin keyfi bir alt modülü olmak üzere alt küme "⊆" bağıntısıyla 𝛽 =

{𝑉 ⊆ 𝑇|𝑋 + (∑ ℘𝑣𝑣∈𝑉 ) = 𝑋 ⊕ (⊕𝑣∈𝑉 ℘𝑣)} kümesinden kısmi sıralı bir küme buluruz. 

∅ ∈ 𝛽 olup 𝛽 ≠ ∅ olur. Zorn Lemmasını gerçekleştirmek için keyfi bir 𝛿 ⊆ 𝛽 zincirini ele 

alalım. 𝑉0  =  ⋃  𝑉∈𝛿 𝑉 ∈ 𝛽  eşitliğinin sağlandığını gösterelim. 𝑏 + 𝑎𝑖1 +⋯ + 𝑎𝑖𝑛 = 0 

eşitliğini sağlayan 𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑛  ∈  𝑉0;  𝑏 ∈ 𝑋, 𝑎𝑖𝑡 ∈ ℘𝑖𝑡  (𝑡 =  1,2, … , 𝑛) bulunabilirse, 𝛿 

zincir olduğu için 𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑛 indislerini kapsayan bir 𝑉 ∈ 𝛽 mevcuttur. Öyleyse 𝑏 =

𝑎𝑖1 = ⋯  =  𝑎𝑖𝑛  =  0 olur. Buradan 𝑉0  ∈ 𝛽 dır. 𝑉0 ın 𝛿 nın üst sınırı olduğu açıktır. Zorn 

Lemmasına göre 𝛽 nın bir 𝐽 maksimal elemanı bulunur. 𝑋1 =  𝑋 ⊕ (⊕𝑗∈𝐽  ℘𝑗) olsun. 

Herhangi bir 𝑐 ∈ 𝑇 elemanını alalım. 𝐽 nin maksimalliğinden 𝑋1 + ℘𝑐  =  𝑋1⊕ ℘𝑐 

olamaz. O halde 𝑋1⋂℘𝑐 ≠  0 olur. ℘𝑐 basit modül olduğu için 𝑋1⋂℘𝑐 =  ℘𝑐, yani ℘𝑐 ⊆

𝑋1 bulunur. Böylece ℘ = ∑ ℘𝑐𝑐∈𝑇 = 𝑋1 olur.  

 

(ii) 𝑋, ℘ nin keyfi bir alt modülü olmak üzere (i) gereği ℘ = 𝑋⊕ (⊕𝑗∈𝐽 ℘𝑗) eşitliğini 

sağlayan 𝐽 ⊆ 𝑇 alt kümesi vardır. (i) yi ⊕𝑗∈𝐽  ℘𝑗 alt modülünde (𝑋 in yerine) yazarak ℘ =

 (⊕𝑖∈𝐼  ℘𝑖 )⨁(⊕𝑗∈𝐼  ℘𝑗 ) eşitliği elde edilir. O halde 𝑋 ≅
℘ 

⊕𝑗∈𝐼 ℘𝑗
  ≅⊕𝑖∈𝐼  ℘𝑖 olur. 

 

2.5.7. Teorem ℘ bir sol 𝐻-modül olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir. 

i) ℘ nin ℘1 ≤ ℘ olacak şekildeki bütün alt modülleri için ℘1 = 𝐷𝑒𝑠(℘1) dır; 

ii) ℘ = 𝐷𝑒𝑠(℘) dir; 

iii) ℘ nin basit alt modüllerinin direkt toplamı ℘ ye eşit olur; 

iv) ℘ yarı basit modüldür (Alizade ve Pancar, 2016). 

İspat (i)⟹(ii) ℘ ≤ ℘ olduğundan (i) gereği ℘ = 𝐷𝑒𝑠(℘) dir. 

 

(ii)⟹(iii) Yardımcı Teorem 2.5.6 da (i) yi ispatlarken kullandığımız 𝑋 alt modülünü 𝑋 =

0 olarak aldığımızda ℘ =⊕𝑗∈𝐼  ℘𝑗 bulunur.  

 

(iii)⟹(iv) Yardımcı Teorem 2.5.6 (i) gereği ℘ yarı basittir. 
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(iv)⟹(i) Herhangi bir ℘1 ≤ ℘ alt modül olmak üzere 𝐷𝑒𝑠(℘1) ≤ ℘1 açık bir şekilde 

görülür. (iv) kabülünden ℘ = 𝐷𝑒𝑠(℘1)⊕ ℘2 eşitliğini sağlayan bir ℘2 ≤ ℘ alt modülü 

vardır. Modüler kural gereği; ℘1 = (𝐷𝑒𝑠(℘1) + ℘2) ∩ ℘1 = 𝐷𝑒𝑠(℘1) + (℘2 ∩ ℘1) 

eşitliği bulunur. Buradan iki farklı olay ortaya çıkar:  

1.olay. ℘2 ∩ ℘1 = 0 ise ℘1 = 𝐷𝑒𝑠(℘1) olur.  

2.olay. ℘2 ∩ ℘1 ≠ 0 olsun. O halde 0 ≠ 𝑐 ∈ ℘2 ∩ ℘1 elemanı olsun. 𝐻𝑐 ≤ ℘2 ∩ ℘1 

devirli alt modülü için 𝑐 yi kapsamayan bütün alt modüllerin kümesi 𝑋 olsun:  

𝑋 = {𝑉 ≤ 𝐻𝑐│𝑐 ∉ 𝑉}. ≤ alt modül bağıntısından 𝑋 kümesi kısmi sıralı bir küme olacak 

şekilde dönüştürülür. 0 ∈ 𝑋 olduğu için 𝑋 ≠ ∅ olur. 𝑋 te bir {𝑉𝑥}𝑥∈𝑋 zincirini alarak Zorn 

Lemmasını uygulayabiliriz. Buradan  𝑉0 = ⋃𝑥∈𝑋𝑉𝑥 ≤ 𝐻𝑐 olur ve 𝑐 ∉ 𝑉0 olduğu için 𝑉0 ∈

𝑋 bulunur. Zorn Lemmasına göre 𝑋 te bir 𝑈 maksimal elemanı vardır. Aslında 𝑈, 𝐻𝑐 nin 

de maksimal alt modülü olur. Çünkü, 𝑈 ≤ 𝑈∗ ≤ 𝐻𝑐 koşulunu sağlayan bir 𝑈∗ alt 

modülünü ele alalım, 𝑈 nun 𝑋 de maksimal olması için 𝑈∗ ∉  𝑋 olmalıdır. Böylelikle 𝑐 ∈

𝑈∗ olur. O halde 𝑈∗ = 𝐻𝑐 eşitliği bulunur. Şimdi (iv) gereği 𝑈, ℘ de direkt toplam terim 

olup buradan da  𝐻𝑐 de direkt toplam terim olur. Şöyle ki, 𝐻𝑐 = 𝑈⊕𝑌 koşulunu sağlayan 

bir 𝑌 ≤ 𝐻𝑐 ≤ ℘2 ∩ ℘1 alt modülü bulunur. 𝑈, 𝐻𝑐 de maksimal alt modül olduğu için 

Teorem 2.5.3 den 
  𝐻𝑐 

𝑈
≠ 0 bölüm modülü basit modül olur. Öyleyse buna izomorf olan 

𝑌 ≠ 0 alt modülü de basit modül olur. Böylelikle 𝑌 ⊆ 𝐷𝑒𝑠(℘1) ∩ (℘2 ∩ ℘1) = 0 çelişkisi 

bulunur. Bu durumda yalnızca 1. olay gerçekleşebilir. 

 

Bu teoreme bakıldığında, yarı basit modülleri basit modüllerin direkt toplamı olarak 

yazabildiğimiz için bir basit modülün ayrıca yarı basit modül olduğunu söyleyebiliriz.  

 

𝐷𝑒𝑠(℘) nin tanımından basit alt modüllerin toplamı olduğu için yarı-basit olur. ℘1, ℘ nin 

yarı basit alt modülü olmak üzere ℘1, 𝑖: ℘1⟶℘ içerme dönüşümünde  görüntüsü  

𝐷𝑒𝑠(℘) de kapsanır. Şöyle ki 𝐷𝑒𝑠(℘), ℘ nin yarı-basit olan en büyük alt modülü olur 

(Dung ve diğerleri, 1994).  

 

2.5.8. Sonuç (i) Yarı basit modüllerin bütün alt modülleri de yarı basittir.  

(ii) Yarı basit modüllerin her homomorfik görüntüsü de yarı basit modüldür.  

(iii) Yarı basit modüllerin keyfi sayıdaki toplamları da yarı basittir (Kasch, 1982).  
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İspat (i) ℘1 ≤ ℘ keyfi bir alt modülü olmak üzere ℘2 ≤ ℘1 olsun. Buradan ℘2 ≤ ℘ olur 

ve ℘ yarı basit olduğuna göre ℘ = ℘2⊕℘3 eşitliğini sağlayan ℘3 ≤ ℘ alt modülü 

bulunur. Modüler kural gereği; 

℘1 = ℘ ∩ ℘1 = (℘2⊕℘3) ∩ ℘1 = ℘2⊕ (℘3 ∩ ℘1) 

olur ve ℘1 yarı basit olur.  

 

(ii) ℘ yarı basit modül ve 𝑓:℘ ⟶ ℘1 epimorfizma olmak üzere Teorem 2.5.7 den ℘ =

𝛴𝑖∈𝐼𝑇𝑖 şeklinde basit alt modüllerin toplamı olarak yazılır. Her 𝑖 ∈ 𝐼 olmak üzere 𝑇𝑖 basit 

modüller olduğu için 𝑓(𝑇𝑖) basit ya da 𝑓(𝑇𝑖) = 0 olur. ℘1 = 𝑓(℘) = 𝛴𝑖∈𝐼𝑓(𝑇𝑖) olduğu 

için ℘1 bazı basit alt modüllerin toplamına eşit olur. Sonuç olarak Teorem 2.5.7 den ℘1 

yarı basit olur.  

 

(iii) ℘ yarı basit modüllerin toplamı olmak üzere ℘ = 𝐷𝑒𝑠(℘) olur. Bütün  yarı basit 

modüller basit modüllerin toplamına eşit olduğu için ℘ basit modüllerin toplamı şeklinde 

yazılabilir. Böylece ℘ yarı basit olur. 

 

2.6. Büyük Alt Modüller  

 

2.6.1. Tanım ℘ bir 𝐻-modül ve 0 ≠ ℘1 ≤ ℘ olmak üzere şayet ℘ nin sıfırdan farklı bütün 

℘2 alt modülleri için ℘1 ∩ ℘2 ≠ 0 oluyorsa, başka bir deyişle, ℘1 ∩ ℘2 = 0 olması için 

℘2 = 0 olmasını gerektiriyorsa, ℘1 e ℘ nin büyük (essential) alt modülü denir ve ℘1 ⊴ ℘ 

şeklinde gösterilir. Burada ℘ ye de ℘1 in büyük genişlemesi denir (Anderson ve Fuller, 

1992). 

 

ℤ nin sıfır hariç bütün alt modülleri büyük alt modüldür. Keyfi 0 ≠ ℘ ≤ ℤ alt modülünü 

göz önüne alalım. Bu durumda ℘ = 𝑛ℤ olacak şekilde 0 ≠ 𝑛 ∈ ℤ vardır. ℘1 ≤ ℤ olmak 

üzere ℘ ∩℘1 = 0 olsun. Eğer ℘1 ≠ 0 olursa, ℘1 = 𝑡ℤ  olacak şekilde sıfırdan farklı bir 𝑡 

tamsayısı vardır. Buradan 0 ≠ 𝑛𝑡 ∈ ℘ ∩ ℘1 = 0 çelişkisi elde edilir. O halde ℘1 = 0 olur. 

Dolayısıyla ℘ ⊴ ℤ olur. Bu ise ℤ nin sıfır hariç bütün alt modüllerinin büyük alt modül 

olduğu anlamına gelir. 

 

2.6.2. Önerme ℘2 ve ℘1, ℘ nin alt modülleri olmak üzere; 

i) ℘1 ⊴ ℘ olması için gerek ve yeter koşul her 0 ≠ 𝑎 ∈ ℘ için ℘1 ∩ 𝐻𝑎 ≠ 0 olmasıdır. 
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ii) ℘2 ≤ ℘1 verilsin. ℘2 ⊴ ℘ olması için gerek ve yeter koşul ℘2 ⊴ ℘1 ve ℘1 ⊴ ℘ 

olmasıdır. 

iii) Eğer ℘1 ⊴ ℘ ise ℘1 ∩ ℘2 ⊴ ℘2 dir. 

iv) ℘2 ⊴ ℘ ve ℘1 ⊴ ℘ olması için gerek ve yeter koşul ℘1 ∩ ℘2 ⊴ ℘ olmasıdır. 

v) ℘2 ⊂ ℘1 verilsin. Eğer 
 ℘1

℘2
⊴
 ℘  

℘2
 ise ℘1 ⊴ ℘ dir (Dung ve diğerleri, 1994). 

 

2.6.3.  Önerme 𝐻 bir halka olsun. 𝐻 nin büyük ideallerinin tamamının kümesini 𝑋(𝐻) ile 

gösterelim. Bu takdirde; 

i) 𝐻 ∈ 𝑋(𝐻), 

ii) Eğer ℘1 ≤ ℘1 ≤ 𝐻 ve ℘1 ∈ 𝑋(𝐻) ise ℘ ∈ 𝑋(𝐻), 

iii) Eğer ℘1, ℘ ∈ 𝑋(𝐻) ise ℘1 ∩ ℘ ∈ 𝑋(𝐻), 

iv) Eğer ℘1 ∈ 𝑋(𝐻) ve ℎ ∈ 𝐻 ise ℎ−1℘1 ∈ 𝑋(𝐻) dir (Goodearl, 1976). 

 

2.6.4. Tanım 𝑓:℘ ⟶ ℘1 monomorfizma olsun. Eğer 𝐺ö𝑟𝑓 ⊴ ℘1 ise, 𝑓 

homomorfizmasına büyük monomorfizma denir (Kasch, 1982). 

 

2.6.5. Tanım ℘ modül ve 𝐼 injektif modül olmak üzere 𝐼 ya, 𝑓:℘ ⟶ 𝐼 büyük 

monomorfizması ile birlikte ℘ nin injektif bürümü denir. ℘ modülünün injektif bürümü 

𝐸(℘) şeklinde gösterilir (Wisbauer, 1991). 

 

2.6.6. Tanım ℘ bir 𝐻-modül olmak üzere ℘1 ≤ ℘ alt modülü ℘ de bir öz büyük 

genişlemeye sahip değilse ℘1 ≤ ℘ alt modülüne ℘ de kapalıdır denir. Yani, eğer ℘1 ⊴ ℘2 

olacak şekilde ℘2 ≤ ℘ alt modülü alınırsa ℘1 = ℘2 dir (Dung ve diğerleri, 1994). 

 

2.7. Küçük Alt Modüller 

 

2.7.1. Tanım 𝐻 halka ve ℘ bir 𝐻-modül olsun. ℘ modülünün ℘1 < ℘ öz alt modülü ve 

℘2 ≤ ℘ alt modülü olsun. ℘ = ℘1 +℘2 eşitliği sağlandığında ℘2 = ℘ oluyorsa, ℘1 ye ℘ 

nin küçük alt modülü denir ve ℘1 ≪ ℘ şeklinde gösterilir (Wisbauer, 1991). 

℘ ≠ 0 olsun. Bu durumda 0 ≪ ℘ olur.  

 

2.7.2. Önerme (Küçük Alt Modüllerin Özellikleri) 

i) ℘ modül ve ℘2 < ℘1 ≤ ℘  olsun. Şayet ℘1 ≪ ℘olması durumunda ℘2 ≪ ℘ dir, 
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ii) ℘ modül ve ℘2 < ℘1 ≤ ℘  olmak üzere ℘2 ≪ ℘1 ise, ℘2 ve ℘2 nin alt modülleri ℘1 

alt  modülünü içeren ℘ modülünün alt modüllerinde küçük olur, 

iii) ℘ modül, 𝐾1, 𝐾2 , … , 𝐾𝑛,  ℘1, ℘2, … ,℘𝑛, 𝐷 modülünün alt modülleri olmak üzere her  

𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 için 𝐾𝑖 ≪ ℘𝑖 olduğunu kabul edelim. Bu durumda 𝐾1 + 𝐾2 +⋯+ 𝐾𝑛 ≪

℘1 +℘2 +⋯+℘𝑛 dir, 

iv) ℘ ve ℘1 birer 𝐻-modül olmak üzere 𝑓:℘
          
→  ℘1 bir homomorfizma olsun. ℘2 ≪ ℘ 

olması durumunda  𝑓(℘2) ≪ ℘1 olur, 

v) ℘ modül, ℘1 ≤ ℘, ℘2 ≤ ℘1 ve ℘1 , ℘ nin direkt toplam terimi olmak üzere ℘2 ≪ ℘1 

olması için gerek ve yeter koşul ℘2 ≪ ℘ olmasıdır, 

vi) ℘1 ≤ ℘ alt modülü ℘ nin hem küçük alt modülü hem de direkt toplam terimi olması 

için  ℘1 = 0 olmalıdır. 

vii) 
 ℘ 

℘1
 sonlu üretilmiş bölüm modülü ve ℘1 ≪ ℘ oluyorsa, ℘ modülü sonlu üretilmiştir 

(Wisbauer, 1991). 

 

Önerme 2.7.2 (vi) den yarı basit modüllerin sadece sıfır alt modülü küçüçük alt modülüdür, 

sıfırdan başka alt modülleri küçük alt modülü olamaz. 0 ≠ 𝑐 ∈ ℤ için 𝑐ℤ + 𝑑ℤ = ℤ 

eşitliğini sağlayan 𝑑ℤ < ℤ öz ideali var olduğundan ℤℤ
  nin sadece sıfır alt modülü küçük 

alt modülü olur. 

 

ℤ4 ℤ-modülünün alt modülleri; {0̅} ⟶ {0̅, 2̅} ⟶ ℤ4 olduğu için ℤ4 ün bütün öz alt 

modülleri küçüktür. 

 

2.8. Küçük Modül 

 

2.8.1. Tanım 𝐻 halka ve ℘ bir 𝐻-modül olmak üzere ℘ herhangi bir modülün küçük alt 

modülü oluyorsa ℘ modülüne küçük modül denir (Leonard, 1966). 

 

2.8.2. Teorem 𝐸(℘), ℘ modülünün injektif bürümü olsun. ℘ nin küçük modül olması için 

gerek ve yeter koşul ℘ modülü 𝐸(℘) nin küçük alt modülüdür (Leonard, 1966). 

İspat (⟸) ℘ modülü 𝐸(℘) nin küçük alt modülü olsun. Tanım 2.8.1 gereği ℘ küçük 

modüldür. 

(⟹) ℘ modülü ℘1 modülünün küçük alt modülü olsun. O halde ℘ < ℘1 < E(℘1) dir. 

Önerme 2.7.2 (ii) den ℘ ≪ E(℘1) olur. 𝐸(℘) nin ℘+℘2 = E(℘) olacak şekilde bir ℘2 
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alt modülü olsun. E(℘) injektif bürüm olduğundan E(℘1) in direkt toplam terimidir ve 

℘ < E(℘) olur. Önerme 2.7.2 (v) den ℘ ≪ E(℘) dir. 

 

2.9. Bir Modülün Radikali 

 

2.9.1. Tanım 𝐻 halka ve ℘ bir 𝐻-modül olmak üzere ℘ modülünün bütün maksimal alt 

modüllerinin kesişimine ℘ modülünün radikali denir. ℘ nin radikali 𝑅𝑎𝑑(℘) şeklinde 

gösterilir. ℘ modülünün maksimal alt modülü mevcut değilse, 𝑅𝑎𝑑(℘) = ℘ şeklinde 

modülün kendisi olarak tanımlanır. Bu durumda, ℘ modülüne radikal modül denir (Clark 

ve diğerleri, 2006).  

 

℘ nin bütün radikal alt modüllerinin toplamı 𝑃(℘) şeklinde gösterilir. 𝑃(℘) =

 ∑ ℘1℘1≤℘
℘1=𝑅𝑎𝑑(℘1)

 şeklindedir (Lomp, 1999). 

 

 ℚ ℤ
  modülünün maksimal alt modülü olmadığından 𝑅𝑎𝑑( ℚ) ℤ

 = ℚ ℤ
  olur. ∩𝑝∈𝑃 𝑝ℤ = 0 

olduğu için 𝑅𝑎𝑑( ℤℤ
 ) =∩𝑝∈𝑃 𝑝ℤ = 0 dır. Diğer taraftan 𝑅𝑎𝑑( ℤ8ℤ

 ) = {0̅, 2̅, 4,̅ 6̅} olur. 

 

2.9.2. Yardımcı Teorem 𝐻 halka ve ℘ bir 𝐻-modül olmak üzere 𝑑 ∈ ℘ elemanı için 𝐻𝑑 

devirli modülünün ℘ nin küçük alt modülü olmaması için gerek ve yeter koşul 𝑑 ∉ ℘1 

şartını sağlayan ℘1 < ℘ maksimal alt modülünün bulunmasıdır (Kasch, 1982). 

İspat (⟸) 𝑑 ∉ ℘1 olmak üzere ℘1 < ℘ maksimal alt modülü olsun. ℘1 maksimal olduğu 

için Önerme 2.3.11 gereği ℘1 + 𝐻𝑑 = ℘ olur. Bu durumda 𝐻𝑑, ℘ modülünde küçük 

değildir.  

(⟹) 𝐻𝑑, ℘ de küçük olmadığını kabul edelim. 𝛸 = {𝑇|𝑇 ≨ ℘,𝐻𝑑 + 𝑇 = ℘} şeklinde 𝑋 

kümesini belirtelim. Kabulümüzden ℘2 ∈ 𝛸 olur ve 𝛸 ≠ ∅ dir. 𝛸, kapsama bağıntısına 

bağlı olarak sıralı bir küme olur. 𝑌, 𝛸 kümesinin tam sıralı bir alt kümesi olmak üzere 𝑇0 =

⋃𝑇∈𝑌𝑇, 𝑌 tam sıralı kümesinin bir üst sınırı olur ve 𝑑 ∉ 𝑇0 olur. 𝑑 ∈ 𝑇0 olursa 𝑑 ∈ 𝑇 

olması için bir 𝑇 ∈ 𝑌 bulunur ve 𝐻𝑑 ≤ 𝑇 olur. Bu da 𝑇 = 𝐻𝑑 + 𝑇 = ℘ çelişkisini 

oluşturur. Bu durumda 𝑇0 < 𝐷 öz alt modülü olur. 𝑇 ∈ 𝑌 için 𝑇 ≤ 𝑇0 olup 𝐻𝑑 + 𝑇0 = ℘ 

olur. Sonuç olarak 𝑇0 ∈ 𝛸 bulunur. Buradan 𝑌, 𝛸 kümesinin bir üst sınırına sahip olur ve 

Zorn Lemmasından 𝛸 kümesi bir ℘1 maksimal elemanını kapsar. Son olarak ℘1 in ℘ de 

maksimal alt modül olduğunu gösterelim.  
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℘1 ≨ ℘2 ≤ ℘ olmak üzere ℘1, 𝛸 te maksimal olduğu için ℘2 ∉ 𝛸 olur. ℘ = 𝐻𝑑 + ℘1 ≤

𝐻𝑑 + ℘2 ≤ ℘ olduğu için 𝐻𝑑 + ℘2 = ℘  olur ve ℘2 ∉ 𝛸 olduğundan ℘2 = ℘ eşitliği 

bulunur. Bu da ℘1 in maksimal alt modül olduğunu gösterir. 

 

2.9.3. Sonuç 𝐻 halka, ℘ bir 𝐻-modül olmak üzere 𝑎 ∈ ℘ olsun. 𝐻𝑎 ≪ ℘ olması için gerek 

ve yeter koşul 𝑎 ∈ 𝑅𝑎𝑑(℘) olmasıdır (Wisbauer, 1991). 

 

2.9.4. Teorem ℘ modül olmak üzere ℘ modülünün bütün öz alt modülleri bir maksimal alt 

modül ile kapsanıyor ise, 𝑅𝑎𝑑(℘) ≪ ℘ olur (Wisbauer, 1991). 

İspat 𝑅𝑎𝑑(℘) + ℘1 = ℘ koşulunu sağlayan bir ℘1 alt modül olmak üzere ℘1 ≠ ℘ olsun. 

Hipotezden ℘1, ℘ nin bir ℘2 maksimal alt modülü ile kapsanır. O halde ℘1 ≤ ℘2 ve 

𝑅𝑎𝑑(℘) ≤ ℘2 olduğu için ℘ =  𝑅𝑎𝑑(℘) + ℘1 ≤ ℘2 bulunur. Bu da ℘ = ℘2 çelişkisini 

oluşturur. Öyleyse ℘1 = ℘ olur ve 𝑅𝑎𝑑(℘) ≪ ℘ olur. 

 

2.9.5. Sonuç ℘ sonlu üretilmiş modül olmak üzere 𝑅𝑎𝑑(℘) ≪ ℘ olur (Wisbauer, 1991). 

İspat ℘ sonlu üretilmiş modül olsun. O halde ℘ nin bütün öz alt modülleri için her birini 

kapsayan bir maksimal alt modül vardır. Bundan dolayı Teorem 2.9.4 den 𝑅𝑎𝑑(℘) ≪ ℘ 

olur. 

 

2.9.6. Teorem 𝐻 halka ve ℘ bir 𝐻-modül olmak üzere, 𝑅𝑎𝑑(℘) = ∑ ℘1℘1≪℘  olur 

(Wisbauer, 1991). 

İspat Keyfi 𝑎 ∈ 𝑅𝑎𝑑(℘) elemanı olsun. Sonuç 2.9.3 gereği 𝐻𝑎 ≪ ℘ olur ve 𝑎 ∈ 𝐻𝑎 ≤

∑ 𝐾𝐾≪℘  dır. Buradan 𝑅𝑎𝑑(℘) ⊆ ∑ 𝐾𝐾≪℘  elde edilir.  

Tersine; 𝑎 ∈ ∑ 𝐾𝐾≪℘  herhangi bir elemanı olsun. ℘1, ℘ nin maksimal alt modülü ve 𝑎 ∉

℘1 olduğunu var sayalım. Bu durumda ℘ = 𝐻𝑎 + ℘1 olur. 𝑎 ∈ ∑ 𝐾𝐾≪℘  olduğu için 𝑎 =

𝑏1 + 𝑏2 +⋯+ 𝑏𝑛 olacak şekilde 𝑏 ∈ 𝐾𝑖 ≪ ℘ (𝑖 = 1,2, … 𝑛) koşulunu sağlayan 𝐾𝑖 ≤ ℘ alt 

modülleri bulunur ve 𝐻𝑎 ⊆ 𝐻𝑏1 + 𝐻𝑏2 +⋯+𝐻𝑏𝑛 ≤ 𝐵1 + 𝐵2 +⋯+ 𝐵𝑛 olur. Ayrıca 

Önerme 2.7.2 (i) ve (iii) gereği 𝐻𝑎 ve 𝐾1 + 𝐾2 +⋯+ 𝐾𝑛, ℘ nin küçük alt modülleri olur. 

𝐻𝑎 ≪ ℘ ve ℘ = 𝐻𝑎 + ℘1 olduğu için ℘ = ℘1 çelişkisi bulunur. Bundan dolayı 

 ∑ 𝐾𝐾≪℘ ⊆ 𝑅𝑎𝑑(℘) olup 𝑅𝑎𝑑(℘) = ∑ 𝐾𝐾≪℘  eşitliği sağlanır. 

 

2.9.7. Önerme ℘ rastgele bir modül olmak üzere 𝑅𝑎𝑑(𝑃(℘)) = 𝑃(℘) olur (Lomp, 1999). 
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2.9.8. Teorem (Radikal Modüllerin Özellikleri) 𝐻 halka ve ℘ bir 𝐻-modül olmak üzere; 

i) 𝑅𝑎𝑑(℘ 𝑅𝑎𝑑(℘)⁄ ) = 0 dır, 

ii) ℘1 ≤ ℘ ise, 𝑅𝑎𝑑(℘1) ≤ 𝑅𝑎𝑑(℘) dir, 

iii) ℘1 bir 𝐻-modül olsun. Bu durumda her 𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑚 (℘,℘1) için  𝑓(𝑅𝑎𝑑(℘) ≤ 𝑅𝑎𝑑(℘1) 

dir.  Eğer Ç𝑒𝑘(𝑓) ≤ 𝑅𝑎𝑑(℘) ise, 𝑓(𝑅𝑎𝑑(℘)) = 𝑅𝑎𝑑(𝑓(℘)) dir. Özel olarak her 𝑓 ∈

𝐸𝑛𝑑(℘) için 𝑓(𝑅𝑎𝑑(℘)) ≤ 𝑅𝑎𝑑(℘) dir, 

iv) ℘1 ≤ ℘ iken 
℘1+𝑅𝑎𝑑(℘)

℘1
≤ 𝑅𝑎𝑑(

 ℘

℘1
) ve  ℘1 ≤ 𝑅𝑎𝑑(℘) ise 𝑅𝑎𝑑 (

 ℘ 

℘1
) =

 𝑅𝑎𝑑(℘)

℘1
 dır, 

v) ℘ = ⨁𝑖∈𝐼℘𝑖 ise,  𝑅𝑎𝑑(℘) = ⨁𝑖∈𝐼𝑅𝑎𝑑(℘𝑖) ve 
 ℘ 

𝑅𝑎𝑑(℘)
≅ ⨁𝑖∈𝐼(

 ℘𝑖 

𝑅𝑎𝑑(℘𝑖)
) dir, 

vi) ℘ modülünün radikal modül olması için gerek ve yeter koşul ℘ nin bütün sonlu 

üretilmiş ℘1 öz alt modülünde ℘1 ≪ ℘ olmalıdır, 

vii) ℘2 ≤ ℘1 ≤ ℘ olsun. ℘2 ⊆ 𝑅𝑎𝑑(℘) ve ℘1, ℘ nin direkt toplam terimi olmak üzere 

℘2 ⊆ 𝑅𝑎𝑑(℘1) olur, 

viii) ℘ modülü yarı basit modül olmak üzere 𝑅𝑎𝑑(℘) = 0 olur (Kasch, 1982; Wisbauer, 

1991). 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

3.1. Yerel ve Yarıyerel Modüller 

 

3.1.1. Tanım ℘ bir modül olmak üzere ℘ nin bütün öz alt modüllerinin toplamı tekrar ℘ 

nin öz alt modülü oluyorsa ℘  modülüne yerel modül denir. 𝑝 ∈ ℙ ve 𝑘 ≥ 1 olmak üzere 

ℤ𝑝𝑘 yerel ℤ-modüldür (Wisbauer, 1991). 

 

3.1.2. Tanım 𝐻 birimli halka olmak üzere 𝐻𝐻
  yerel modül olsun. Bu durumda 𝐻 ye yerel 

halka denir (Wisbauer, 1991). 

Cisimlerde maksimal ideal sadece 0 (sıfır) olduğundan bütün cisimler yerel halkadır.  

ℤ6 halkasının ideallerinin hepsi ℤ6, 〈0̅〉, 〈2̅〉 ve 〈3̅〉 olduğundan maksimal idealleri 〈2̅〉 ve 

〈3̅〉 olup ℤ6 halkası yerel olmaz. 𝑝 ∈ ℙ ve 𝑘 ≥ 1 olur ise ℤ𝑝𝑘 yerel halka olur. 

 

3.1.3. Tanım 𝐻 halka ve ℘ bir 𝐻-modül olmak üzere 
 ℘ 

𝑅𝑎𝑑(℘)
 yarı basit oluyorsa, ℘ 

modülüne yarıyerel modül denir. 𝐻 halkası sol (sağ) 𝐻-modül olmak üzere yarı yerel 

oluyorsa, 𝐻 halkasına yarıyerel halka denir (Facchini, 1998). 

 

3.1.4. Teorem  𝐻 halkasının yarıyerel olması için gerek ve yeter koşul bütün sol 𝐻-

modüllerin yarıyerel olmasıdır (Lomp, 1999). 

 

3.1.5. Teorem (i) Yarıyerel modülün bölüm modülü de yarıyerel olur.  

(ii) {℘𝑖| 𝑖 ∈ 𝐼} yarıyerel modüllerin ailesi olmak üzere ℘ = ⨁𝑖∈𝐼
 ℘𝑖 yarıyerel olur (Kasch, 

1982). 

İspat (i) ℘ yarıyerel modül olmak üzere 𝑓:℘ ⟶ ℘1 epimorfizması olsun. Bu durumda, 

her 𝑐 + 𝑅𝑎𝑑(℘) ∈
℘ 

𝑅𝑎𝑑(℘)
  olmak üzere  𝑓(̅𝑐 + 𝑅𝑎𝑑(℘))  =  𝑓(𝑐) + 𝑅𝑎𝑑(℘) şeklinde 

tanımlı 𝑓:̅
 ℘ 

𝑅𝑎𝑑(℘)
 ⟶

 ℘1

𝑅𝑎𝑑(℘1)
  dönüşümü epimorfizmadır. ℘ yarı yerel olduğu için 

℘ 

𝑅𝑎𝑑(℘)
 

yarı basit olur ve Sonuç 2.5.8 (ii) den 
℘1 

𝑅𝑎𝑑(℘1)
  yarı basit olur. Böylelikle ℘1 yarıyerel 

olur.  
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(ii) Her 𝑖 ∈  𝐼 olmak üzere 
℘𝑖

𝑅𝑎𝑑(℘𝑖)
 yarı basit olur. Teorem 2.9.8 (v) ve Sonuç 2.5.8 (iii) 

ten  
℘ 

𝑅𝑎𝑑(℘)
≅⊕𝑖∈𝐼  (

℘𝑖

𝑅𝑎𝑑(℘𝑖)
 ) yarı basit olur ve ℘ yarıyereldir. 

 

3.1.6. Teorem 𝐻 yarıyerel halka olmak üzere ℘ keyfi bir sol 𝐻-modül olsun. Bu durumda,  

(i) ℘ yarıyerel olur.  

(ii) 𝑅𝑎𝑑(℘) = 𝑅𝑎𝑑(𝐻)℘ dir (Kasch, 1982). 

İspat (i) ℘ 𝐻-üretilmiş olduğu için 𝐼 boş kümeden farklı olan bir indis kümesi olsun. Bu 

durumda 𝑓: 𝐻(𝐼)  ⟶ ℘ epimorfizması bulunur. 𝐻 yarıyerel olduğu için Teorem 3.1.5 (ii) 

gereği 𝐻(𝐼) sol yarıyerel H-modüldür. Dolayısıyla Teorem 3.1.5 (i) den ℘ yarıyerel olur.  

 

(ii) Teorem 2.9.8 (i) gereği 𝑅𝑎𝑑(𝐻)℘ ≤  𝑅𝑎𝑑(℘) olur. 𝐻 yarıyerel olduğu için  
𝐻

𝑅𝑎𝑑(𝐻)
 

yarı basit halka olur. Bundan dolayı 
℘

𝑅𝑎𝑑(𝐻)℘
 bir sol 

𝐻 

𝑅𝑎𝑑(𝐻)
 - modül olur ve 

℘

𝑅𝑎𝑑(𝐻)℘
 yarı 

basit olur. Böylece 𝑅𝑎𝑑(
℘

𝑅𝑎𝑑(𝐻)℘
)  = 0 olur ve 𝑅𝑎𝑑(𝐻)℘ ⊆  𝑅𝑎𝑑(℘) olduğu için Teorem 

2.9.8 (iv) ten 0 =  𝑅𝑎𝑑(
℘

𝑅𝑎𝑑(𝐻)℘
) =

𝑅𝑎𝑑(℘)

𝑅𝑎𝑑(𝐻)℘
  olur. Buradan da 𝑅𝑎𝑑(℘)  =  𝑅𝑎𝑑(𝐻)℘ 

eşitliği bulunur. 

 

3.2. Tümlenmiş, Zayıf Tümlenmiş ve Rad-Tümlenmiş Modüller  

 

3.2.1. Tanım ℘ modül ve ℘1 ≤ ℘ olmak üzere ℘ = ℘1 +℘2 eşitliğini sağlayan bir ℘2 alt 

modülü var ve bu koşula göre ℘2 minimal ise, başka bir deyişle ℘1 +℘3 = ℘ eşitliğini 

sağlayan bütün ℘3 ≤ ℘2 için ℘3 = ℘2 oluyorsa, ℘2 ye ℘ de ℘1 in tümleyeni denir. 

Burada ℘1 e ℘ de tümleyene sahiptir denir (Wisbauer, 1991). 

 

℘ modül ve ℘1 ≪ ℘ olmak üzere, küçük alt modül tanımına bakılarak ℘, ℘1 alt 

modülünün tümleyeni olduğu görülür. Bu yüzden modülün sıfırının tümleyeni sadece 

kendisi olur.  

 

3.2.2. Önerme ℘ modül olmak üzere ℘1, ℘2 ≤ ℘ alt modülleri olsun. ℘2 alt modülünün ℘ 

de ℘1 in tümleyeni olması için gerek ve yeter koşul ℘ = ℘1 +℘2 ve ℘1 ∩ ℘2 ≪ ℘2  

koşullarını sağlamasıdır (Wisbauer, 1991). 
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İspat (⟹) ℘2 alt modülü, ℘1 in ℘ de bir tümleyeni olduğunu kabul edelim. Bu durumda, 

℘ = ℘1 +℘2 olur. Herhangi bir ℘3 ≤ ℘2 alt modülü için ℘2 = (℘1 ∩ ℘2) + ℘3 olsun. 

Böylece ℘ = ℘1 +℘2 = ℘1 + (℘1  ∩ ℘2) + ℘3 = ℘1 +℘3 olur ve ℘2, ℘1 in tümleyeni 

olduğu için ℘3 = ℘2 bulunur. Bu yüzden ℘1 ∩ ℘2 ≪ ℘2 olur.  

(⟸) ℘ = ℘1 +℘2 ve ℘1  ∩ ℘2  ≪ ℘2 olduğunu kabul edelim. Herhangi bir ℘3 ≤ ℘2 

için ℘ = ℘1 +℘3 oluyorsa, Modüler kural gereği; ℘2 = (℘1 ∩ ℘2) + ℘3 olur ve ℘1  ∩

℘2 ≪ ℘2 olduğu için ℘3 = ℘2 bulunur. Dolayısıyla ℘2, ℘1 in ℘ de tümleyeni olur.  

 

℘ modül ve ℘1 ≤ ℘ alt modülü olmak üzere ℘1, ℘ nin bir direkt toplam terimi ise, ℘ =

℘1 +℘2 ve ℘1  ∩ ℘2 = 0 koşullarını sağlayan ℘2 ≤ ℘ alt modülü bulunur. ℘1  ∩ ℘2 =

0 ≪ ℘1 ve ℘1  ∩ ℘2 = 0 ≪ ℘2 olduğu için Önerme 3.2.2 den ℘1 ve ℘2, ℘ modülünün 

tümleyen alt modülleri olur. 

 

3.2.3. Teorem (Tümleyen Alt Modülün Özellikleri) 𝐻 bir halka ve ℘ bir 𝐻-modül olmak 

üzere ℘1 ve ℘2, ℘ nin alt modülleri olsun. ℘2, ℘1 in tümleyeni ise,  

(i) ℘ sonlu üretilmiş olduğunda ℘2 de sonlu üretilmiştir.  

(ii) ℘1, ℘ nin maksimal alt modülü olduğunda  ℘2 yerel ve 𝑅𝑎𝑑(℘2) = ℘1 ∩ ℘2 olur.  

(iii) ℘3 ≪ ℘ ise ℘3 ∩ ℘2 ≪ ℘2 olur ve 𝑅𝑎𝑑(℘2) = ℘2 ∩ 𝑅𝑎𝑑(℘) olur.  

(iv) ℘3 ≤ ℘ için  
 ℘2+℘3 

℘3
,  
 ℘ 

℘3
 de 

 ℘1

 ℘3
  bölüm modülünün tümleyeni olur (Wisbauer, 1991). 

İspat i) ℘ sonlu üretilmiş olmak üzere ℘ = ℘1 +℘2 ve ℘1 ∩ ℘2 ≪ ℘2 olsun. Buna göre 

 ℘ 

℘1
 de sonlu üretilmiş olur. Öyleyse 

 ℘ 

℘1
=
 ℘1+℘2 

℘1
≅

 ℘2 

℘1∩℘2
 sonlu üretilmiştir. ℘1 ∩

℘2 ≪ ℘2 olduğu için Önerme 2.7.2 (vii) gereği ℘2 sonlu üretilmiş olur.  

 

(ii) ℘1, ℘ nin maksimal alt modülü olsun. Bu durumda 
 ℘ 

℘1
 basittir. Öyleyse  

 ℘ 

℘1
= 
 ℘1 +℘2 

℘1
 ≅  

℘2 

℘1 ∩ ℘2
 

basit olur ve devirlidir. ℘1 ∩ ℘2 ≪ ℘2 olduğu için Önerme 2.7.2 (vii) gereği ℘2 devirlidir. 

 ℘2 

℘1∩℘2
 basit olduğu için Teorem 2.5.3 gereği ℘1 ∩ ℘2, ℘2 nin maksimal alt modülü olur. 

𝑅𝑎𝑑(℘2)  ≤  ℘1 ∩ ℘2 olduğu açıktır. Tersine ℘1 ∩ ℘2 ≪ ℘2 olduğu için Teorem 2.9.6 

gereği ℘1 ∩ ℘2 ≤ 𝑅𝑎𝑑(℘2) olur. Böylece 𝑅𝑎𝑑(℘2) = ℘1 ∩ ℘2 olur ve ℘2 nin tek 

maksimal alt modülü ℘1 ∩ ℘2 dir.  
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(iii) ℘3 ≪ ℘ ve ℘4 ≤ ℘2 olmak üzere (℘3 ∩ ℘2) + ℘4 = ℘2 olsun. ℘ = ℘1 +℘2 den 

℘ = ℘1 + (℘3 ∩ ℘2) + ℘4 olur ve ℘3 ∩ ℘2 ≤ ℘3 ≪ ℘ olduğunda ℘3 ∩ ℘2 ≪ ℘ 

bulunur. Buradan ℘ = ℘1 +℘4 eşitliği sağlanır. ℘2 nin minimal olmasından dolayı ℘4 =

℘2 dir. Yani ℘3 ∩ ℘2 ≪ ℘2 olur. ℘3 ≪ ℘ ve ℘3 ∩ ℘2 ≪ ℘2 olduğu için Teorem 2.9.6 

gereği 𝑅𝑎𝑑(℘) ∩ ℘2 ⊆ 𝑅𝑎𝑑(℘2) bulunur.  

Tersine 𝑡 ∈ 𝑅𝑎𝑑(℘2) herhangi bir elemanı olmak üzere Sonuç 2.9.3 ten 𝐻𝑡 ≪ ℘2 olur. 

Buradan 𝐻𝑡 ≪ ℘ bulunur ve yine Sonuç 2.9.3 ten  𝑡 ∈ 𝑅𝑎𝑑(℘) olur. Böylece 𝑡 ∈ ℘2 ∩

𝑅𝑎𝑑(℘) bulunur. Dolayısıyla 𝑅𝑎𝑑(℘2) ⊆ ℘2 ∩ 𝑅𝑎𝑑(℘) olur. Sonuç olarak 𝑅𝑎𝑑(℘2) =

℘2 ∩ 𝑅𝑎𝑑(℘) olur.  

 

(iv) ℘3 ≤ ℘1 olduğunda ℘ = ℘1 +℘2 için 
℘ 

℘3
=
 ℘1  

℘3
+
 ℘2+℘3  

℘3
 eşitliğini yazabiliriz. 

Modüler kuraldan ℘1 ∩ (℘2 +℘3) = (℘1 ∩ ℘2) + ℘3 olur. Bundan dolayı 
 ℘1 

℘3
∩

 ℘2+℘3  

℘3
= 

℘1∩(℘2+℘3) 

℘3
=
(℘1∩℘2)+℘3  

℘3
  eşitliği sağlanır. ℘1 ∩ ℘2 ≪ ℘2 olduğu için 

(℘1∩ ℘2)+℘3  

℘3
 ≪  

 ℘2+℘3  

℘3
 olur ve 

 ℘ 

℘3
 de  

℘1

 ℘3 
  ün tümleyeni  

 ℘2+℘3  

℘3
 olarak bulunur. 

 

3.2.4. Tanım ℘ bir modül olmak üzere ℘ nin bütün alt modüllerinin tümleyeni varsa, ℘ ye 

tümlenmiş modül denir (Wisbauer, 1991). 

 

3.2.5. Tanım ℘ bir modül ve ℘1, ℘2 ≤ ℘ alt modülleri olsun. ℘ = ℘1 +℘2 ve ℘1 ∩

℘2 ≪ ℘ oluyorsa, ℘2 alt modülüne ℘ modülünde ℘1 in zayıf tümleyeni denir (Clark ve 

diğerleri, 2006). 

  

3.2.6. Tanım ℘ modülünün bütün alt modüllerinin zayıf tümleyeni bulunuyorsa, ℘ ye zayıf 

tümlenmiş modül denir (Clark ve diğerleri, 2006). 

 

3.2.7. Teorem ℘ bir modül olmak üzere ℘ tümlenmiş modül ise, ℘ modülünün bütün 

bölüm modülleri de tümlenmiştir (Wisbauer, 1991). 

İspat ℘ tümlenmiş bir modül ve ℘1 ≤ ℘2 ≤ ℘ alt modülleri olsun. ℘ tümlenmiş olduğu 

için ℘2 +℘3 = ℘ ve ℘2 ∩ ℘3 ≪ ℘2 şartlarını sağlayan ℘3 ≤ ℘ alt modülü bulunur. 
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Teorem 3.2.3 (iv) den 
 ℘3+℘1 

℘1
 , 

 ℘2 

℘1
 in 

 ℘ 

℘1
 de tümleyeni olur ve 

 ℘ 

℘1
 bölüm modülü 

tümlenmiştir. 

 

3.2.8. Teorem ℘ bir modül olsun. ℘ tümlenmiş modül ise, ℘ yarıyerel modüldür 

(Wisbauer, 1991). 

İspat ℘ tümlenmiş modül olsun. Teorem 3.2.7 den 
 ℘ 

𝑅𝑎𝑑(℘)
 de tümlenmiş olur. Teorem 

2.9.8 (i) den 𝑅𝑎𝑑(
℘ 

𝑅𝑎𝑑(℘)
)  =  0 olduğu için bütün alt modülleri bir direkt toplam terimi 

olur ve yarı basittir. Bundan dolayı ℘ yarıyerel modüldür. 

 

3.2.9. Tanım ℘ bir modül ve ℘1 ≤ ℘ alt modülü olsun. ℘ = ℘1 +℘2 ve ℘1 ∩ ℘2 ≤

𝑅𝑎𝑑(℘2) koşullarını sağlayan ℘ nin bir ℘2 alt modülü bulunuyorsa, ℘2 ye ℘1 in Rad-

tümleyeni denir. Burada ℘1 e ℘ de Rad-tümleyene sahiptir denir (Xue, 1996).  

 

3.2.10. Önerme Bütün modüller, radikalininin Rad-tümleyeni olur (Türkmen, 2010). 

İspat ℘ herhangi bir modül olmak üzere, ℘ = ℘+ 𝑅𝑎𝑑(℘) ve ℘ ∩ 𝑅𝑎𝑑(℘) = 𝑅𝑎𝑑(℘) ≤

𝑅𝑎𝑑(℘) olur. O halde ℘ modülü 𝑅𝑎𝑑(℘) nin Rad-tümleyeni olur. 

 

3.2.11. Tanım ℘ bir modül olmak üzere ℘ nin bütün alt modülleri Rad-tümleyene sahip 

oluyorsa, ℘ ye Rad-tümlenmiş modül denir (Xue, 1996). 

 

3.2.12. Önerme 𝐻 bir halka olmak üzere;  

(i) ℘ Rad-tümlenmiş 𝐻-modül ve 𝑅𝑎𝑑(℘) = 0 oluyorsa, ℘ yarı basit modül olur. 

(ii) ℘ Rad-tümlenmiş 𝐻-modül oluyorsa, ℘ nin bütün bölüm modülleri Rad-tümlenmiştir.  

(iii)  ℘1 ≤ ℘ Rad-tümlenmiş ve ℘2 ≤ ℘ olsun, ℘1 +℘2 nin ℘ de Rad-tümleyeni varsa, 

℘2 nin ℘ de Rad-tümleyeni vardır. 

(iv) Rad-tümlenmiş 𝐻-modüllerin bütün sonlu toplamları Rad-tümlenmiştir.  

(v) ℘ Rad-tümlenmiş 𝐻-modül ise, ℘ yarıyerel modüldür (Wang ve Ding, 2006). 
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3.3. Ss-Tümlenmiş Modüller  

 

3.3.1. Tanım ℘ bir modül ve ℘1, ℘2 ≤ ℘ alt modülleri olsun. ℘ = ℘1 +℘2 ve ℘1 ∩

℘2 ≪ ℘2 olmak üzere ℘1 ∩ ℘2 yarı basit oluyorsa, ℘2 ye ℘1 in ss-tümleyeni denir 

(Kaynar ve diğerleri, 2020).  

 

3.3.2. Tanım ℘ bir modül olmak üzere, ℘ nin bütün alt modülleri ss-tümleyene sahip 

oluyorsa, ℘ modülüne ss-tümlenmiş modül denir (Kaynar ve diğerleri, 2020). 

 

3.3.3. Tanım ℘ bir modül olmak üzere, ℘ nin basit ve küçük alt modüllerinin toplamı 

𝐷𝑒𝑠𝑠(℘) = 𝛴{℘1 ≪ ℘ |℘1, ℘ nin basit alt modülü} olarak tanımlanır (Zhou ve Zhang, 

2011).  

 

3.3.4. Lemma ℘ bir modül olmak üzere, 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘) = 𝑅𝑎𝑑(℘) ∩ 𝐷𝑒𝑠(℘) eşitliği sağlanır 

(Kaynar ve diğerleri, 2020). 

İspat 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘) ⊆ 𝑅𝑎𝑑(℘) ve 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘) ⊆ 𝐷𝑒𝑠(℘) kapsamaları açık olduğundan 

𝐷𝑒𝑠𝑠(℘) ⊆ 𝑅𝑎𝑑(℘) ∩ 𝐷𝑒𝑠(℘) olur. Tersine herhangi bir 𝑑 ∈ 𝑅𝑎𝑑(℘) ∩ 𝐷𝑒𝑠(℘) 

elemanını alalım. Bu durumda, 𝐻𝑑 yarı basit olur. Buradan 𝑛 ∈ ℤ+ ve 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 olmak 

üzere Teorem 2.5.7 gereği 

𝐻𝑑 = 𝐾1⊕𝐾2⊕… .⊕𝐾𝑛 

eşitliğini sağlayan ℘ nin 𝐾𝑖 basit alt modülleri bulunur. 𝐻𝑑 ≪ ℘ olduğu için Önerme 2.7.2 

(i) gereği 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 olmak üzere 𝐾𝑖 ≪ ℘ olur. Böylece 𝑑 ∈ 𝐻𝑑 ⊆ 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘) olur. Sonuç 

olarak 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘) = 𝑅𝑎𝑑(℘) ∩ 𝐷𝑒𝑠(℘) eşitliği elde edilir. 

 

3.3.5. Önerme ℘ ss-tümlenmiş bir modül olmak üzere ℘1 ≪ ℘ olsun. Bu durumda, ℘1 ⊆

𝐷𝑒𝑠𝑠(℘) dir (Kaynar ve diğerleri, 2020). 

İspat ℘1 ≪ ℘ olduğu için ℘1 in sadece ℘ ss-tümleyeni olur. O halde ℘1 = ℘1 ∩ ℘ yarı 

basit olur ve ℘1 ⊆ 𝐷𝑒𝑠(℘) bulunur. 
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3.4. Ss-Yarıyerel Modüller  

 

3.4.1. Tanım ℘ bir modül olmak üzere ℘1, ℘2 ≤ ℘ alt modülleri olsun. Eğer ℘2, ℘1 in 

zayıf tümleyeni ve ℘1 ∩ ℘2 yarı basit oluyorsa, ℘2 ye ℘1 in bir zayıf ss-tümleyeni denir 

(Olgun ve Türkmen, 2020). 

 

3.4.2. Teorem ℘ bir modül olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir:  

(i) 
℘ 

 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘)
  yarı basittir;  

(ii) ℘ modülünün bütün alt modülleri zayıf ss-tümleyenine sahiptir;  

(iii) ℘1 yarı basit, 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘) ≤ ℘2 ve  
 ℘2

 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘)
 yarı basit olacak şekilde ℘ = ℘1⊕℘2 

parçalanışı vardır (Olgun ve Türkmen, 2020). 

İspat (i)⟹(iii) 
 ℘ 

 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘)
 yarı basit olmak üzere ℘1 ∩  𝐷𝑒𝑠𝑠(℘) = 0 olacak şekilde herhangi 

bir ℘1 ≤ ℘ modülü için, 
 ℘ 

 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘)
 yarı basit olduğu için 

 ℘1⨁ 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘) 

 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘)
 alt modülü yarı basit 

ve 
 ℘ 

 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘)
 nin bir direkt toplam terimi olur. Bu durumda 

℘1⨁ 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘) 

 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘)
 ≅ ℘1 yarı basit ve 

 ℘1⨁ 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘) 

 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘)
 ⨁

℘2 

 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘)
 =

 ℘ 

 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘)
 eşitliğini sağlayan 

 ℘2 

 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘)
≤

 ℘ 

 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘)
 yarı basit 

alt modülü bulunur.  

℘ = ℘1 +℘2 ve ℘1 ∩ ℘2 ⊆ ℘1 ∩  𝐷𝑒𝑠𝑠(℘) = 0 olduğu için ℘ = ℘1⊕℘2 olur.  

1.İzomorfizma Teoremi gereği;  𝐷𝑒𝑠𝑠(℘) ≅
  𝐷𝑒𝑠𝑠(℘)⨁℘1 

℘1
⊴
℘ 

℘1
≅ ℘2 elde edilir ve 

 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘) ⊴ ℘2 olur.  

 

(iii)⟹(i)⟹(ii) Açıktır.  

 

(ii)⟹(i) 
 ℘1 

 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘)
≤

 ℘

 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘)
 alalım. ℘1 ≤ ℘, ℘ modülünde ℘ = ℘1 +℘2 ve ℘1 ∩ ℘2 ⊆

 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘) olacak şekilde ℘2 ≤ ℘ zayıf ss-tümleyenine sahip olsun. Bu durumda  
℘ 

 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘)
=

℘1 

 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘)
⊕

℘2+ 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘) 

 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘)
 olur. Dolayısıyla 

℘ 

 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘)
 modülünün bütün alt modülleri direkt 

toplam terimi olur ve 
℘ 

 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘)
 yarı basittir. 
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3.4.3. Tanım ℘ bir modül olmak üzere Teorem 3.4.2 deki denk koşulları gerçekleyen ℘ 

modülüne ss-yarıyerel modül denir (Olgun ve Türkmen, 2020). 

 

3.5. 𝒁∗(℘) Alt Modüller 

 

3.5.1. Tanım ℘ bir 𝐻-modül olmak üzere, ℘ nin 𝑍∗(℘) alt modülü aşağıdaki gibi 

tanımlanır: 

𝑍∗(℘) = {𝑑 ∈ ℘ ∣∣ 𝐻𝑑 küçük modüldür } (Özcan, 2002). 

 

3.5.2. Önerme ℘ bir 𝐻-modül olmak üzere, Z∗(℘) = ℘ ∩ Rad(E(℘)) eşitliği sağlanır 

(Özcan, 2002). 

İspat 𝑑 ∈ 𝑍∗(℘) ise 𝑑 ∈ ℘ olup 𝑍∗(℘) ≤ ℘ dır. 𝐻𝑑 ≪ 𝐸(𝐻𝑑) ve 𝐻𝑑 ≤ ℘ olduğundan 

𝐻𝑑 ≪ 𝐸(℘) olup 𝑑 ∈ 𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘)) dir. Buradan 𝑑 ∈ ℘ ∩ 𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘)) olur ve 𝑍∗(℘) ⊆

℘ ∩ 𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘)) dir. Tersine, 𝑑 ∈ ℘ ∩ 𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘)) olsun. O halde  𝐻𝑑 ≪ 𝐸(℘) ise 𝐻𝑑 

küçük modül ve 𝑑 ∈ 𝑍∗(℘) olur. Bu durumda ℘ ∩ 𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘)) ⊆ 𝑍∗(℘) dır. O halde 

𝑍∗(℘) = ℘ ∩ 𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘)) dir. 

 

3.6. 𝒁𝒔
∗(℘) Alt Modüller 

 

3.6.1. Tanım ℘ bir 𝐻-modül olmak üzere ℘ nin 𝑍𝑠
∗(℘) alt modülü aşağıdaki gibi 

tanımlanır: 

𝑍𝑠
∗(℘) = {𝑑 ∈ ℘ ∣∣ 𝐻𝑑 yarı basit ve küçük modüldür } (Önal ve Türkmen, 2024). 

 

3.6.2. Önerme ℘ bir 𝐻-modül olmak üzere 𝑍𝑠
∗(℘) = 𝐷𝑒𝑠(℘) ∩ 𝑍∗(℘) dir (Önal ve 

Türkmen, 2024). 

İspat 𝑑 ∈ 𝑍𝑠
∗(℘) olsun. O halde 𝐻𝑑 yarı basit ve küçük modüldür. Buradan  𝐻𝑑 ≤ 𝐷𝑒𝑠(℘) 

ve 𝐻𝑑 ≤ 𝑍∗(℘) olup 𝑍𝑠
∗(℘) ≤ 𝐷𝑒𝑠(℘) ∩ 𝑍∗(℘) bulunur. Tersine, 𝑑 ∈ 𝐷𝑒𝑠(℘) ∩ 𝑍∗(℘) 

olsun. O halde 𝐻𝑑 ≤ 𝐷𝑒𝑠(℘) olup yarı basittir ve 𝐻𝑑 ≤ 𝑍∗(℘) olup küçük alt modüllerin 

özelliğinden küçük modüldür. 𝑍𝑠
∗(℘) nin tanımından 𝑑 ∈ 𝑍𝑠

∗(℘) olur ve  𝐷𝑒𝑠(℘) ∩

𝑍∗(℘) ≤ 𝑍𝑠
∗(℘) dir. Sonuç olarak 𝑍𝑠

∗(℘) = 𝐷𝑒𝑠(℘) ∩ 𝑍∗(℘) dir. 

 

3.6.3. Sonuç ℘ bir 𝐻-modül olmak üzere, 𝑍𝑠
∗(℘) = 𝐷𝑒𝑠(℘) ∩ 𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘)) dir (Önal ve 

Türkmen, 2024). 
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İspat Önerme 3.6.2 den 𝑍𝑠
∗(℘) = 𝐷𝑒𝑠(℘) ∩ 𝑍∗(℘) dir. Yine Önerme 3.5.2 den 𝑍∗(℘) =

℘ ∩ 𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘)) dir. O halde 𝑍𝑠
∗(℘) = 𝐷𝑒𝑠(℘) ∩ (℘ ∩ 𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘))) yazabiliriz. Buradan 

𝐷𝑒𝑠(℘) ∩ ℘ = 𝐷𝑒𝑠(℘) olduğundan 𝑍𝑠
∗(℘) = 𝐷𝑒𝑠(℘) ∩ 𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘)) olduğu görülür. 

 

3.6.4. Lemma 𝐻 bir halka ve ℘ ve ℘′ 𝐻-modülleri olmak üzere 𝑓:℘
              
→    ℘′ bir 

homomorfizma olsun. O halde 𝑓(Zs
∗(℘)) ≤ Zs

∗(℘′) olur (Önal ve Türkmen, 2024). 

İspat ℘ ve ℘′ 𝐻-modüller ve 𝑓:℘
              
→    ℘′ bir homomorfizma olsun. 𝑖: ℘′

              
→    𝐸(℘′) 

içerme homomorfizması olmak üzere 𝑖𝑓:℘
              
→    𝐸(℘′) homomorfizması 𝛽: 𝐸(℘)

              
→    𝐸(℘′) homomorfizmasına genişletilebilir. Buradan radikal modülün özellikleri 

Teorem 2.9.8 (iii) den 𝛽(𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘))) ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘′)) dür. Yine Sonuç 2.5.8 (ii) den yarı 

basit modüllerin her homomorfik görüntüsü de yarı basit modül olduğundan  

𝑓(𝐷𝑒𝑠(℘)) ≤ 𝐷𝑒𝑠(℘′) dür. O halde 𝑓(𝑍𝑠
∗(℘)) ≤ 𝑍𝑠

∗(℘′) olur. 

 

3.6.5. Lemma ℘ bir 𝐻-modül ve ℘1 ≤ ℘ olmak üzere, 𝑍𝑠
∗(℘1) = ℘1 ∩ 𝑍𝑠

∗(℘) dir (Önal 

ve Türkmen, 2024). 

İspat 𝑑 ∈ 𝑍𝑠
∗(℘1) olsun. Bu durumda 𝑑 ∈ ℘1, 𝑑 ∈ 𝐷𝑒𝑠(℘1) ve 𝑑 ∈ 𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘1)) dir. 

℘1 ≤ ℘ olduğundan 𝐷𝑒𝑠(℘1) ≤ 𝐷𝑒𝑠(℘) ve 𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘1)) ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘)) olup 𝑑 ∈ ℘1 ∩

𝑍𝑠
∗(℘) dir. Buradan 𝑍𝑠

∗(℘1) ≤ ℘1 ∩ 𝑍𝑠
∗(℘) dir. Tersine 𝑑 ∈ ℘1 ∩ 𝑍𝑠

∗(℘) olsun. O halde 

𝑑 ∈ ℘1 ve 𝑑 ∈ 𝑍𝑠
∗(℘) dir. 𝑑 ∈ 𝑍𝑠

∗(℘) ise 𝑑 ∈ 𝐷𝑒𝑠(℘) ve 𝑑 ∈ 𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘)) dir. ℘1 ≤ ℘ ve  

𝑑 ∈ ℘1 olduğundan 𝑑 ∈ 𝐷𝑒𝑠(℘1) ve 𝑑 ∈ 𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘1)) bulunur. Buradan 𝑑 ∈ 𝐷𝑒𝑠(℘1) ∩

𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘1)) olup 𝑑 ∈ 𝑍𝑠
∗(℘1) dir. O halde ℘1 ∩ 𝑍𝑠

∗(℘) ≤ 𝑍𝑠
∗(℘1) olup 𝑍𝑠

∗(℘1) = ℘1 ∩

𝑍𝑠
∗(℘) dir. 

 

3.6.6. Lemma ℘𝑖 (𝑖 ∈ 𝐼) keyfi bir 𝐻-modüllerinin ailesi ve ℘ =⊕𝑖∈𝐼 ℘𝑖  olsun. O halde 

𝑍𝑠
∗(℘) =⊕𝑖∈𝐼 𝑍𝑠

∗(℘𝑖) dir (Önal ve Türkmen, 2024). 

İspat Lemma 3.6.5 den her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑍𝑠
∗(℘𝑖) ≤ 𝑍𝑠

∗(℘) dir. Buradan ⊕𝑖∈𝐼 𝑍𝑠
∗(℘𝑖) ≤ 𝑍𝑠

∗(℘) 

dir. Tersine her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝜋𝑖: ℘
              
→    ℘𝑖 kanonik projektif olsun. 𝑑 ∈ 𝑍𝑠

∗(℘) ve 𝑛 ∈ ℤ+ 

olmak üzere 𝑑 = 𝑑1 + 𝑑2 +⋯+ 𝑑𝑛 olup 𝐼 ’daki farklı her 𝑖(1), . . . , 𝑖(𝑛) için 𝑑𝑗 ∈ ℘𝑖(𝑗)  

(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛) dir. Her bir 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 için; 𝑑𝑗 = 𝜋𝑖(𝑗)(𝑑) ∈ 𝜋𝑖(𝑗)(𝑍𝑠
∗(℘)) ≤ 𝑍𝑠

∗(℘𝑖(𝑗)) olup 

Lemma 3.6.4 ten, 𝑑 ∈⊕𝑖∈𝐼 𝑍𝑠
∗(℘𝑖) olur. Buradan 𝑍𝑠

∗(℘) ≤⊕𝑖∈𝐼 𝑍𝑠
∗(℘𝑖) olup 𝑍𝑠

∗(℘) =

⊕𝑖∈𝐼 𝑍𝑠
∗(℘𝑖) dir. 
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA 

 

4.1. Ss*-Yarıyerel Modüller 

  

4.1.1. Tanım 𝐻 bir halka, ℘ bir 𝐻-modül ve ℘1 ≤ ℘ olmak üzere, ℘ = ℘1 +℘2, ℘1 ∩ ℘2 

yarı basit ve ℘1 ∩ ℘2 ≤ 𝑍
∗(℘2) olacak şekilde ℘ nin bir ℘2 alt modülü varsa, ℘2 ye ℘1 

in ℘ de ss* tümleyeni denir. 

 

4.1.2. Lemma 𝐻 bir halka ve ℘ bir 𝐻-modül olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir: 

(i) ℘ nin bütün ℘1 alt modülleri ℘ de bir ℘2 ss*-tümleyenine sahiptir; 

(ii) ℘ nin herhangi bir ℘1 alt modülü için, ℘ = ℘1 +℘2 ve ℘1 ∩ ℘2 ≤ 𝑍𝑠
∗(℘) olacak 

şekilde ℘ nin bir ℘2 alt modülü vardır. 

(iii) 
℘

 𝑍𝑠
∗(℘) 

  yarı basittir. 

İspat (i)
          
⇒  (ii) ℘1 ≤ ℘ olsun. (i) den ℘ = ℘1 +℘2, ℘1 ∩ ℘2 ≤ 𝑍

∗(℘2) ve ℘1 ∩ ℘2 

yarı basit olacak şekilde ℘2 ≤ ℘ vardır. ℘1 ∩ ℘2 ≤ 𝑍
∗(℘2) ≤ 𝑍

∗(℘) dir. 𝑍∗(℘) = ℘ ∩

𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘)) olduğundan ℘1 ∩ ℘2 ≤ ℘ ∩ 𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘)) dir. Buradan ℘1 ∩ ℘2 ≤

𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘)) dir. ℘1 ∩ ℘2 yarı basit olduğundan ℘1 ∩ ℘2 ≤ 𝐷𝑒𝑠(℘) olup ℘1 ∩ ℘2 ≤

𝐷𝑒𝑠(℘) ∩ 𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘)) bulunur. Sonuç 3.6.3 ten ℘1 ∩ ℘2 ≤ 𝑍𝑠
∗(℘) dir. 

 

(ii)
          
⇒  (iii) 

 ℘1

  𝑍𝑠
∗(℘) 

≤
℘ 

 𝑍𝑠
∗(℘) 

 keyfi bir alt modül olsun. (ii) gereği ℘ = ℘1 +℘2 ve ℘1 ∩

℘2 ≤ 𝑍𝑠
∗(℘) olacak şekilde ℘2 ≤ ℘ vardır. 

℘ 

 𝑍𝑠∗(℘) 
=

 ℘1 

 𝑍𝑠∗(℘) 
+
℘2 +  𝑍𝑠

∗(℘) 

 𝑍𝑠∗(℘) 
 

dir. 

 ℘1 

 𝑍𝑠∗(℘) 
∩
 ℘2 +  𝑍𝑠

∗(℘) 

 𝑍𝑠∗(℘) 
=
 ℘1 ∩ (℘2 +  𝑍𝑠

∗(℘)) 

 𝑍𝑠∗(℘) 
 

olup modüler kuraldan, 

℘1 ∩ ℘2 + 𝑍𝑠
∗(℘) 

 𝑍𝑠∗(℘) 
 

olur. 

℘1 ∩℘2 ≤ 𝑍𝑠
∗(℘) olduğundan 
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℘1 ∩ ℘2 +  𝑍𝑠
∗(℘) 

 𝑍𝑠∗(℘) 
=
  𝑍𝑠
∗(℘) 

 𝑍𝑠∗(℘) 
= 0 

bulunur. Dolayısıyla 
 ℘ 

 𝑍𝑠
∗(℘) 

 yarı basittir. 

 

(iii)
          
⇒  (i) ℘1 ≤ ℘ olsun. O halde 

  ℘1+𝑍𝑠
∗(℘) 

 𝑍𝑠
∗(℘) 

≤
 ℘ 

 𝑍𝑠
∗(℘) 

 olur.  
℘

 𝑍𝑠
∗(℘) 

 yarı basit modül 

olduğundan 
℘ 

 𝑍𝑠
∗(℘) 

=
  ℘1+𝑍𝑠

∗(℘) 

 𝑍𝑠
∗(℘) 

+
℘2

 𝑍𝑠
∗(℘) 

 olacak şekilde bir ℘2 modülü vardır. O halde  

𝑍∗(℘) ≤ ℘2 ≤ ℘ dir. Buradan ℘ = ℘1 +℘2 dir. (iii)’den ve modüler kural gereği, 

 
  ℘1 + 𝑍𝑠

∗(℘) 

 𝑍𝑠∗(℘) 
∩

℘2
 𝑍𝑠∗(℘) 

=
  ℘1 ∩ ℘2 + 𝑍𝑠

∗(℘) 

 𝑍𝑠∗(℘) 
= 0 

 

Olduğundan ℘1 ∩ ℘2 ≤ 𝑍𝑠
∗(℘) olup ℘1 ∩ ℘2 yarı basit ve küçük modüldür. ℘1 ∩ ℘2 

küçük modül olduğundan ℘1 ∩ ℘2 ≤ 𝑍
∗(℘2) dir. 

 

4.1.3. Tanım 𝐻 bir halka ve ℘ bir 𝐻-modül olmak üzere Lemma 4.1.2.’deki denk 

koşullardan birini sağlayan ℘ modülüne ss*-yarıyerel modül denir. 

 

4.1.4. Lemma ℘ bir 𝐻-modül olmak üzere, ℘ yarı basit ve küçük modül ise, ℘ modülü 

ss*-yarıyereldir. 

İspat ℘ yarı basit ve küçük modül olsun. O halde  𝑍𝑠
∗(℘) = ℘ dir.  

℘ 

 𝑍𝑠∗(℘) 
=
 𝑍𝑠
∗(℘) 

 𝑍𝑠∗(℘) 
= 0 

Olduğundan 
 ℘ 

 𝑍𝑠
∗(℘) 

 yarı basittir. Buradan ℘ ss*-yarıyereldir. 

 

4.1.5. Sonuç ℘ keyfi bir halka üzerinde bir modül ve  𝑍𝑠
∗(℘) ≪ ℘ olsun. ℘ nin ss*-

yarıyerel modül olması için gerek ve yeter koşul ℘ nin ss-yarıyerel modül olmasıdır. 

İspat ℘ keyfi bir halka üzerinde bir modül ve  𝑍𝑠
∗(℘) ≪ ℘ olsun. ℘ ss*-yarıyerel ise 

Tanım 4.1.3 ten 
 ℘ 

 𝑍𝑠
∗(℘) 

 yarı basittir. ℘ ss-yarıyerel ise Teorem 3.4.2 den 
℘ 

 𝐷𝑒𝑠𝑠
 (℘) 

 yarı 

basittir. O halde 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘) = 𝑍𝑠
∗(℘) olduğunu göstermemiz yeterlidir. 

Sonuç 3.6.3 ten 𝑍𝑠
∗(℘) = 𝐷𝑒𝑠(℘) ∩ 𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘)) dir ve 𝑍𝑠

∗(℘) = 𝐷𝑒𝑠(℘) ∩

𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘)) ≪ ℘ olduğundan 𝑍𝑠
∗(℘) ≤ 𝑅𝑎𝑑(℘) dir. O halde 𝑍𝑠

∗(℘) ≤ 𝐷𝑒𝑠(℘) ∩
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𝑅𝑎𝑑(℘) dir. Lemma 3.3.4 ten 𝐷𝑒𝑠𝑠
 (℘) = 𝐷𝑒𝑠(℘) ∩ 𝑅𝑎𝑑(℘) olduğundan Zs

∗(℘) ≤

𝐷𝑒𝑠𝑠(℘) bulunur.  

Tersine, 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘) = 𝐷𝑒𝑠(℘) ∩ 𝑅𝑎𝑑(℘) ≤ 𝐷𝑒𝑠(℘) ∩ 𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘)) = 𝑍𝑠
∗(℘) dir. Buradan 

𝐷𝑒𝑠𝑠(℘) ≤ 𝑍𝑠
∗(℘) bulunur. Sonuç olarak 𝐷𝑒𝑠𝑠(℘) = 𝑍𝑠

∗(℘) dir. 

 

4.1.6. Önerme Herhangi bir ss*-yarıyerel modülün her alt modülü de ss∗-yarıyereldir. 

İspat ℘ herhangi bir ss*-yarıyerel modül olmak üzere ℘1 ≤ ℘3 ≤ ℘ alt modüller olsun. ℘ 

ss*-yarıyerel modül olduğundan, ℘ nin bir ℘2 alt modülü için ℘ = ℘1 +℘2 ve ℘1 ∩

℘2 ≤ 𝑍𝑠
∗(℘) yazabiliriz. Modüler kural gereği,  

℘3 = ℘ ∩ ℘3 = (℘1 +℘2) ∩ ℘3 = ℘1 + (℘2 ∩ ℘3)  

ve Lemma 3.6.5 ten 

℘1 ∩ (℘3 ∩ ℘2) = (℘1 ∩ ℘3) ∩ ℘2 = ℘1 ∩ ℘2 ≤ 𝑍𝑠
∗(℘) ∩ ℘3 = 𝑍𝑠

∗(℘3)  

olup ℘3 modülü ss*-yarıyereldir. 

 

4.1.7. Önerme Herhangi bir ss*-yarıyerel modülün bütün bölüm modülleri de ss*-yarıyerel 

modüldür. 

İspat ℘ herhangi bir ss*-yarıyerel modül olmak üzere ℘3 ≤ ℘1 ≤ ℘ alt modülleri olsun. 

O halde, ℘ = ℘1 +℘2 ve ℘1 ∩ ℘2 ≤ 𝑍𝑠
∗(℘) koşullarını sağlayan ℘ nin bir ℘2 alt modülü 

vardır. Buradan 
 ℘ 

 ℘3 
=
 ℘1 

 ℘3 
+
 ℘2+℘3 

 ℘3 
  tür. 

𝜋:℘
             
→     

 ℘ 

℘3
 doğal homomorfizmasını alalım. 

𝜋(℘1 ∩ ℘2) =
 (℘1 ∩ ℘2) + ℘3 

℘3
=
 ℘1 ∩ (℘2 +℘3)

℘3
=
 ℘1 

 ℘3 
∩
 ℘2 +℘3 

℘3
 

elde edilir ve Lemma 3.6.4 ten 

𝜋(℘1 ∩ ℘2) =
 ℘1  

 ℘3 
∩ (
℘2 +℘3 

℘3
) ≤ 𝑍𝑠

∗(
 ℘ 

℘3
) 

alt modülü bulunur. Böylece,  
 ℘ 

 ℘3
 bölüm modülü ss∗-yarıyerel modül olur. 

 

4.1.8. Teorem Ss*-yarıyerel modüllerin her direkt toplamı da ss*-yarıyereldir. 

İspat 𝐼 herhangi bir indeks kümesi olmak üzere {℘𝑖}𝑖∈𝐼 ss*-yarıyerel modüllerin ailesi ve 

℘ =⊕𝑖∈𝐼 ℘𝑖 olsun. Lemma 3.6.6 dan  

 ℘

 𝑍𝑠∗(℘)  
=

⊕𝑖∈𝐼 ℘𝑖
 ⊕𝑖∈𝐼  𝑍𝑠∗(℘𝑖) 

≅⊕𝑖∈𝐼

℘𝑖
  𝑍𝑠∗(℘𝑖) 

 



35 

 

bulunur. Sonuç 2.5.8 (iii) den yarı basit modüllerin direkt toplamı yarı basit olduğundan 

℘

  𝑍𝑠
∗(℘) 

  yarı basittir. Sonuç olarak ℘ modülü ss*-yarıyereldir. 

 

4.1.9. Sonuç Bir ℘ modülünün herhangi bir ss*-yarıyerel alt modüllerinin toplamı ss*-

yarıyereldir. 

İspat {𝑉}𝑖∈𝐼 ℘ modülünün ss*-yarıyerel alt modüllerinin ailesi olsun. Şimdi, 𝜓((𝑑𝑖)𝑖∈𝐼) =

∑ 𝑑𝑖𝑖∈𝐼0  ile tanımlı 𝜓:⊕𝑖∈𝐼 𝑉𝑖
                
→    ∑ 𝑉𝑖𝑖∈𝐼  dönüşümünü alalım. ψ'nin epimorfizma 

olduğunu gösterelim (burada 𝐼0, 𝐼 indeks kümesinin sonlu alt kümesidir). 

∀𝑑𝑖 ∈  ⊕𝑖∈𝐼 𝑉𝑖 için 𝜓((𝑑𝑖)𝑖∈𝐼) = ∑ 𝑑𝑖 ∈  ∑ 𝑉𝑖𝑖∈𝐼𝑖∈𝐼0  olduğundan 𝜓 kapalıdır. 𝑑𝑖, 𝑘𝑖 ∈

⊕𝑖∈𝐼 𝑉𝑖 keyfi olmak üzere 𝑑𝑖 = 𝑘𝑖 olsun. 𝜓((𝑑𝑖)𝑖∈𝐼) = ∑ 𝑑𝑖𝑖∈𝐼0 = ∑ 𝑘𝑖 =𝑖∈𝐼0 𝜓((𝑘𝑖)𝑖∈𝐼) 

olduğundan 𝜓 iyi tanımlıdır. ∀𝑑𝑖, 𝑘𝑖 ∈  ⊕𝑖∈𝐼 𝑉𝑖 ve ∀ℎ ∈ 𝐻 için 𝜓(𝑑𝑖 + 𝑘𝑖) =

∑ 𝑑𝑖 + 𝑘𝑖 = 𝑑1 + 𝑑2 +⋯+ 𝑑𝑛 +𝑖∈𝐼0 𝑘1 + 𝑘2 +⋯+ 𝑘𝑛 = ∑ 𝑑𝑖𝑖∈𝐼0 + ∑ 𝑘𝑖𝑖∈𝐼0  dir ve 

𝜓(ℎ𝑑𝑖) = ∑ ℎ𝑑𝑖𝑖∈𝐼0 = ℎ𝑑1 + ℎ𝑑2 +⋯+ ℎ𝑑𝑛 = ℎ(𝑑1 + 𝑑2 +⋯+ 𝑑𝑛) = ℎ∑ 𝑑𝑖𝑖∈𝐼0  

olduğundan 𝜓 bir homomorfizmadır. ∀∑ 𝑑𝑖𝑖∈𝐼0 ∈ ∑ 𝑉𝑖𝑖∈𝐼  olup 𝐼0, 𝐼 indeks kümesinin sonlu 

alt kümesi olduğun için 𝜓((𝑑𝑖)𝑖∈𝐼) = ∑ 𝑑𝑖 𝑖∈𝐼0  olacak şekilde bir 𝑑𝑖 ∈  ⊕𝑖∈𝐼 𝑉𝑖 

varolduğundan 𝜓 bir epimorfizmadır. Teorem 4.1.8’ e göre, ⊕𝑖∈𝐼 𝑉𝑖 dış direkt toplamı bir 

ss*-yarıyerel modüldür. Önerme 4.1.7.’den ∑ 𝑉𝑖𝑖∈𝐼  alt modülünün ss*-yarıyerel olduğu 

sonucu çıkar. 

 

4.1.10. Teorem 𝐸 injektif modül olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir: 

(i) 𝐸 ss*-yarıyereldir, 

(ii) 𝐸 ss-yarıyereldir,  

(iii) 𝐸 yarıyerel ve 𝑅𝑎𝑑(𝐸) ≤ 𝐷𝑒𝑠(𝐸) dir. 

İspat (i)
          
⇒  (ii) 𝐸 bir ss*-yarıyerel modül ve ℘1 ≤ 𝐸 olmak üzere, 𝐸 = ℘1 +℘2 ve 

℘1 ∩℘2 ≤ 𝑍𝑠
∗(𝐸) koşullarını sağlayan 𝐸 nin bir ℘2 alt modülü vardır. 𝐸 injektif modül 

olduğundan, 𝑍𝑠
∗(𝐸) = 𝐷𝑒𝑠(𝐸) ∩ 𝑅𝑎𝑑(𝐸) = 𝐷𝑒𝑠𝑠(𝐸) olup ℘2, ℘1 in zayıf ss-

tümleyenidir. Teorem 3.4.2 ve Tanım 3.4.3 ten 𝐸 ss-yarıyereldir. 

 

(ii)
          
⇒  (iii) 𝐸 nin yarıyerel olduğu açıktır. 𝑎 ∈ 𝑅𝑎𝑑(𝐸) olsun. 𝐸 ss-yarıyerel ve 𝐻𝑎 ≪ 𝐸 

olduğundan 𝐸 = 𝐻𝑎 + 𝐸,𝐻𝑎 ∩ 𝐸 = 𝐻𝑎 ≪ 𝐸 ve 𝐻𝑎 yarı basittir. O halde 𝐻𝑎 ≤ 𝐷𝑒𝑠(𝐸) 

ise 𝑎 = 1𝐻 . 𝑎 ∈ 𝐻𝑎 ≤ 𝐷𝑒𝑠(𝐸) olup 𝑅𝑎𝑑(𝐸) ≤ 𝐷𝑒𝑠(𝐸) dir. 
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(iii)
          
⇒  (i) 𝐸  yarıyerel modül ve ℘1 ≤ 𝐸 olsun. 𝐸 = ℘1 +℘2 ve ℘1 ∩ ℘2 ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝐸) 

koşullarını sağlayan 𝐸 nin bir ℘2 alt modülü vardır. (iii) gereği ℘1 ∩ ℘2 ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝐸) ≤

𝐷𝑒𝑠(𝐸) olduğundan ℘1 ∩ ℘2 ≪ 𝐸 ve ℘1 ∩ ℘2 yarı basittir. Dolayısıyla 𝐸 ss*-

yarıyereldir. 

 

Son olarak bütün modülleri ss*-yarıyerel olan halkaları karakterize edelim. 

 

4.1.11. Teorem Herhangi bir 𝐻 halkası için aşağıdaki ifadeler denktir: 

(i) 𝐻 ss*-yarıyereldir, 

(ii) Her sol 𝐻-modülü ss*-yarıyereldir, 

(iii) Her injektif sol 𝐻-modülü ss-yarıyereldir. 

İspat (i)
          
⇒  (ii) ℘ herhangi bir sol 𝐻-modül olsun. O halde, bir 𝐼 indeks kümesi için, bir 

𝜓:𝐻(𝐼)
            
→   ℘ epimorfizması vardır. 𝐻 ss*-yarıyerel olduğu için, Teorem 4.1.8 den serbest 

sol 𝐻-modülü 𝐻(𝐼) ss*-yarıyereldir. Bu nedenle, ℘ Önerme 4.1.7 ye göre ss*-yarıyereldir. 

 

(ii)
          
⇒  (iii) Teorem 4.1.10 dan açıktır. 

 

(iii)
          
⇒  (ii)  ℘ bir keyfi 𝐻-modül olsun. 𝐸(𝐻) injektif bürümünü alalım. (iii) gereği  

𝐸(℘) ss-yarıyereldir. Bu nedenle Teorem 4.1.10 dan 𝐸(℘) ss*-yarıyereldir. ℘ ≤ 𝐸(℘) 

olduğundan Önerme 4.1.6 dan ℘ nin ss*-yarıyerel olduğu sonucuna varırız. 

 

(ii)
          
⇒  (i) (ii)’den 𝐻𝐻

  nin ss*-yarıyerel olduğu sonucu çıkar. Böylece, 𝐻 bir ss*-yarıyerel 

halkadır. 

 

4.1.12. Örnek 𝐻 = ℤ4 alalım. 𝑅𝑎𝑑(𝐻) = 𝐷𝑒𝑠(𝐻) = {0,2} olduğundan ℤ4 tüm modülleri 

ss*-yarıyerel olan bir halkadır. 

 

Her ss*-yarıyerel modülün yarı yerel modül olduğunu ancak yarı yerel bir modülün ss*-

yarıyerel olmayabileceğini bir örnekle gösterelim, 

 

4.1.13. Örnek ℘ = ℚ  ℤ-modülünde ℘ nin maksimal alt modülü olmadığından ℘ =

𝑅𝑎𝑑(℘) olup 
℘

𝑅𝑎𝑑(℘)
= 0 dır. Buradan ℘ yarı basit modüldür. Dolayısıyla ℘ yarı yerel 

modüldür. ℘ nin ss*-yarıyerel olduğunu kabul edelim. Bu durumda ℘1 ≤ ℘ vardır. 
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Buradan ℘1 ∩ ℘2 ≤ 𝑅𝑎𝑑(𝐸(℘)) ∩ 𝐷𝑒𝑠(℘) olup ℘1 ∩ ℘2 ≤ 𝐷𝑒𝑠(℘) dir. 𝐷𝑒𝑠(℘) = 0 

olduğundan ℘1 ∩ ℘2 ≤ 0 olur ve bir çelişki elde edilir. Dolayısıyla ℘ ss*-yarıyerel 

değildir. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu tez çalışmasında, ss*-yarıyerel modüllerin temel özellikleri çalışıldı, ss*-yarıyerel 

modüllerin sınıfının alt modüllerde toplamlarda ve bölüm modüllerinde kapalı olduğu 

gösterildi. Özellikle, her modülün ss*-yarıyerel olması ile injektif modüllerin ss-yarıyerel 

olmasının denk olduğu kanıtlandı. Ss*-yarıyerel halka sınıfının homolojik 

karakterizayonları üzerine çalışmalar yapılabilir. Diğer halka sınıfları ile ilişkileri 

araştırılabilir. 
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