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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

o Bos Esnek Kiime

N Dogal Sayilar Kiimesi

c Esnek Alt Kiime

= Esnek Anlamda 6nce gelme

{(F,,A)} ",  Esnek Dizi

(F,E) Esnek Kiime

O Esnek Kiimelerde Birlesim

(F,E)¢ (F,E) Esnek Kiimesinin Esnek Tiimleyeni
A Esnek Kiimelerde Kesisim

D Esnek Metrik

(x, F(x)) Esnek Nokta

(a,r) Esnek Parametrik Skaler

(X,7,E) Esnek Topolojik Uzay

R Reel Sayilar Kiimesi
V2 Skaler Degerli Parametrik Fonksiyon
D p Steinhaus Transform Esnek Metrik

((F,E), D ») Steinhaus Transform Esnek Metrik Uzay
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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
Steinhaus Transform Esnek Metrik Uzaylarda Esnek Sabit Nokta Teoremleri
Nurettin YILMAZ

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Simge OZTUNC

Bu tez calismasinda oncelikle calisma boyunca kullandigimiz metot ve
teknikler i¢in temel kavramlar niteliginde olan esnek kiime teorisi, esnek topolojik
uzaylar, esnek metrik uzaylar, sabit nokta teorisi, esnek sabit nokta teorisi ile ilgili
tanim ve teoremler verilmistir.

Bir parametre kiimesiyle birlikte esnek kiimeler g6z oniinde bulundurularak

®, ile gosterilen Steinhaus transform esnek metrik tanimlanmistir. Steinhaus
transform esnek metrik uzaylarda esnek dizi, esnek yakinsak dizi, esnek Cauchy dizisi,
esnek biiziime doniigiimii, esnek sabit nokta gibi kavramlarin tanimlar1 verilerek tez
calismasi icin esnek sabit nokta teoremlerini elde etmek ve ispatlamaya yonelik gerekli
altyap1 olusturulurmustur.

Arastirma bulgular1 olarak Steinhaus transform esnek metrik uzaylar icin
Banach biiziilme teoremi ispatlanmig. Daha sonra Caristi ve Kannan tipi biiziilmeler
kullanarak Steinhaus transform esnek metrik uzaylarda esnek sabit nokta teoremleri
elde edilmistir.

Son olarak Steinhaus transform esnek metrik uzaylarda devirli biiziilme
doniislimii tanimlanarak Kannan tipinde yeni bir esnek sabit nokta teoremi
ispatlanmustir.

Anahtar Kelimeler: Parametre Kiimesi, Esnek Kiime, Esnek Metrik Uzay, Steinhaus
transform Esnek Metrik Uzay, Esnek Sabit Nokta Teoremi.

2022, 38 sayfa



ABSTRACT
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Soft Fixed Point Theorems in Steinhaus Transform Soft Metric Spaces
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In this thesis study, firstly definitions and theorems about soft set theory, soft
topolojical spaces, soft metric spaces, fixed point theory and soft fixed point theory
which are basic concepts fort the methods and techniques we used throughout the study
are given.

The Steinhaus transform soft metric which is symbolized by D p 18 defined

considering soft sets with a parameter set. By giving the definitions of concepts such
as soft sequence, soft convergent sequence, soft Cauchy sequence, soft contraction
mapping, soft fixed point in Steinhaus transform soft metric spaces, the necessary
background has been created in order to obtain and prove the soft fixed point theorems
for the thesis study.

Banach contraction theorem has been proved for Steinhaus transform soft
metric spaces as research findings. Then soft fixed point theorems have been obtained
in Steinhaus transform soft metric spaces by using Kannan and Caristi type
contractions.

Finally, by defining the cyclic contraction mapping in Steinhaus transform soft
metric spaces, a new Kannan type soft fixed point theorems is proved.

Keywords: Parameter Set, Soft Set, Soft Metric Space, Steinhaus Transform Soft
Metric Space, Soft Fixed Point Theorem.
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1. GIRIS

Giinliik hayattaki birgok problem de miihendislik, tip, ekonomi ve sosyoloji
gibi bircok alanda belirsizliklerle karsilagsmaktayiz. Bu durum bilim insanlarini bu
belirsizliklerin listesinden gelmek i¢in farkli matematiksel modellemeler gelistirmeye
yoneltmistir. Belirsizlik igeren problemlerin ¢6ziimii i¢in Fuzzy (bulanik Kiime
Teorisi), rough (yaklasimli) kiime teorisi, esnek (soft) kiime teorisi son yillarda bu
amacla gelistirilen teorilerden bazilaridir. Fuzzy (bulanik) kiime teorisi 1965 yilinda
Azeri matematik¢i olan Liitfi Aliasker Zadeh [1] tarafindan ortaya atilmistir. Zadeh’e
gore Aristo mantigindan farkli olarak bir 6nermenin dogruluk degeri O veya 1 degilde
[0,1] araliginda tiim sayilardir. Fuzzy (Bulanik) kiime teorisinde kullanilan {iyelik
fonksiyonu ile yasanilan birtakim zorluklardan dolayr Rus matematik¢i Dmitri
Molodtsov [2] 1999 wyilinda belirsizlikler i¢in yeni bir ara¢ olarak {iyelik
fonksiyonundan bagimsiz olan esnek kiime kavramini literatiire kazandirmistir. Esnek
kiime teorisini bulanik kiime teorisinden ayiran en Onemli Ozelliklerden birisi
belirsizligin reel degerli bir fonksiyonla degil, kiime degerli bir fonksiyonla ortadan
kaldirilmasidir. Boylece iiyelik fonksiyonu tanimlama probleminin ortadan kaldirilmig
olmasi bir avantaja gevrilerek esnek kiime teorisi ile tip, mithendislik, ekonomi, sosyal
bilimler gibi pek ¢ok alanda hizla gelisen uygulama imkanina sahip olunmustur. 1999
yilinda esnek kiime taniminin Dmitri Molodtsov tarafindan verilmesinin ardindan Maji
ve arkadaslar1 [3], [4] esnek kiimlerle ilgili iki esnek kiimenin kesisimi, birlesimi,
esnek altkiime, bir esnek kiimenin tiimleyeni, gibi elementer cebirsel islemleri ve
esnek esit kiime, esnek bos kiime gibi temel kavramlar1 tanimlamislardir. 2011 de
Shabir ve Naz [5] esnek kiime teorisini topolojik acidan incelemislerdir. Bu calismada
esnek topolojik uzaylarin tanimlanmasiyla esnek kiime teorisinin topolojik alanda
ilerlemesi hiz kazanmistir. Esnek kiimelerin, esnek doniisiimlerin ve esnek topolojik
uzaylarin cesitli ozellikleri icin literatiirde yer alan cesitli calismalara [6-14]

bagvurulabilir.

Diger taraftan sabit nokta teorisi gerek matematigin bircok dalinda gerekse
diger farkli bilimsel dallarda oldukg¢a fazla uygulama alanlarina sahip bir alan olarak
calisilmaktadir. Bu teorinin temelleri Brouwer’in [15] 1912 yilinda ortaya koydugu
calismaya dayanmaktadir. Brouwer bu ¢alismasinda R" de kapali birim yuvardan yine
ayni kapali birim yuvara olan siirekli donilisiimiin sabit noktasinin varligim

gostermistir. Brouwer sabit nokta teoremi olarak bilinen bu teorem sabit nokta

1



teorisinde temel niteliginde dneme sahiptir. Ayrica 1922 yilinda Banach biiziilme
prensibinin [16] ortaya atilmasiyla bu teori farkli metotlar, farkli metrik uzaylar
kullanilarak gelistirilmis, bu gelisim siirecinin ¢iktilar1 arasinda yer alan farkh
bliziilme doniisiimleri de elde edilmistir. Boylece gliniimiize dek pek ¢ok sabit nokta

teoremi literatiire kazandirtlmistir [17-22].

Esnek kiimelerin gbz 6niine alinmasiyla tanimlanan esnek metrik uzaylar ve bu
uzaylarda elde edilen sabit nokta teoremleri iizerine yapilan ¢alismalar [23-35] son

yillarda hiz ve 6nem kazanmustir.

Bu tez calismasinda Husseinzadeh tarafindan esnek elemanlarla yeniden ifade
edilen esnek metrik tanimi ve 1958 yilinda Marczewski ve Steinhaus [36] tarafindan
verilen Steinhaus transform metrik gdz oniine alinarak Steinhaus Transform esnek
metrik tanimlanmis ve ¢esitli sabit nokta teoremleri ispatlanmistir. Bu tez ¢alismasinda
elde edilen sonuglar cesitli uluslararast sempozyumlarda sunulmus olup, yayimlanan

bildiriler [37-39] bu tez ¢alismasinin son halini almasina katki saglamistir.



2. GENEL BIiLGILER

Bu béliimde esnek kiime teorisi ve sabit nokta teorisi ile ilgili temel kavramlardan

bahsedilmistir.
2.1. Esnek kiime teorisi

Bu alt boliimde esnek kiimeler ve esnek topolojilerle ilgili temel tanimlar ve 6zellikler

verilir.

X nesnelerin evrensel kiimesi ve E, X ’deki nesnelerle ilgili parametrelerin kiimesi

olsun. P(X), X ’in kuvvet kiimesini gdstersin ve A,B < E olsun.

Tamm 2.1.1. [2] X evrensel bir kiime ve E parametrelerin bir kiimesi olsun.

P(X), X ’in kuvvet kiimesi ve A < E olmak lizere;
F:A— P(X)
ise (F,A) ¢ifti X tizerinde bir esnek kiime olarak adlandirilir.

Herhangi bir (F,A) esnek kiimesi, her e A igin F(e)# veher ec E\ A igin

F(e)=9 olmakiizere (F,E) seklinde bir esnek kiimeye genisletilebilir.
Tanmm 2.1.2. [3] (F,A) ve (G,B), X ftzerinde iki esnek kiime olsun.
(i)AcC B, ve
(ii) Her a€ A i¢in F(a) c G(a) ise

(F,A)’ya (G,B)’nin esnek alt kiimesidir denir ve (F,A) < (G,B) ile gosterilir.
(F,A), (G, B) ’nin esnek alt kiimesi ise (G, B) ’ye (F, A) 'nin esnek {ist kiimesi denir

ve (F,A)>S (G, B) ile gosterilir.

Tamm 2.1.3. [3] X iizerinde iki (F,A)ve (G, B) esnek kiimesinin kesisimi (H,C)
esnek kiimesidir. C=ANB ve VceColmak lizere H(c)=F(c)nG(c) dir. Bu

kesisim (F,A)N(G,B)=(H,C) ile gosterilir.

Tanim 2.1.4. [3] X iizerinde iki (F,A) ve (G,B) esnek kiimesinin birlesimi yine
bir esnek kiimedir. C=AUB ve VegeC icin,



F(e), e€cA-B
H(g)=1G(¢), e B-A
F(e)uG(e), ee ANB.

Bu baginti (F,A) (G, B)=(H,C)ile gosterilir.

Tanmm 2.1.5. [3] (F,A) ve (G,B), X iizerinde iki esnek kiime olsun. Bu takdirde bu
iki esnek kiimenin farki (F,A)—(G,B)= {(x, F(x):F(x)¢G(B), x¢ B} esnek

kimesidir.

Tamim 2.1.6. [3] X tizerindeki bir (F,A) esnek kiimesi Va e A i¢in F(a)=O ise

bir bos (null) esnek kiime olarak adlandirilir ve @ ile gosterilir.

Tammm 2.1.7. [3] X iizerindeki X mutlak esnek kiimesi Vae A icin F(a)= X

olacak sekilde tanimli1 bir (F, X) esnek kiimesidir.

Tamm 2.1.8. [5] 7, X iizerinde esnek kiimelerin bir koleksiyonu ve E parametre
kiimesi olsun. Bu takdirde 7 asagidaki aksiyomlari sagliyorsa X iizerinde bir esnek

topoloji olarak adlandirilir.

i) ®,X=(F,X)eT

ii) 7 ’daki herhangi (keyfi) sayida esnek kiimelerin birlesimi 7 ’ya aittir.
iii) 7 ’daki herhangi iki esnek kiimenin kesisimi yine 7 ’ya aittir.
(X,7,E) tgliisiine X tizerinde bir esnek topolojik uzay denir.

Tamm 2.1.9.[3] (X,7,E) bir esnek topolojik uzay olmak lizere 7 ’ nun elamanlarina

X kiimesi tizerinde esnek agik kiime denir.

Tanmim 2.1.10.[2] (X,7,E) esnek topolojik uzay ve (F,E), X tzerinde esnek kiime
olsun. Eger (F ,E)° e ise (F,E) esnek kiimesine X kiimesi iizerinde esnek kapali
kiime denir.

Tanmm 2.1.11. [9] (X,7,E) ve (Y,7.E) iki esnek topolojik uzay olsun.

f:(X,7,E)—> (Y,T" E) bir doniisiim olsun. (f(x,),E)’ nin her bir (H,E) esnek



komsulugu i¢cin f((F,E))c(H,E) olacak sekilde (x,,E) nin bir (F,FE)esnek

komsulugu mevcutsa bu takdirde f ’e (x,, E) de esnek siirekli doniisiim denir.

Onerme 2.1.12. [9] (X,7,E) esnek topolojik uzay olsun. 1,:X — X  birim

dontistimii esnek stirekli olmak zorunda degildir.

ispat: X ={h,h,.h)}, E={e,e,}, T={¢,X,(F,E),(F,,E),(F,,E),(F,,E)} ve

7' ={¢,X,(G,E).(G,,E).(G,.E),(G,,E)}, X iizerinde iki esnek topolojik uzay ve
(F,E),(F,,E),(F,,E),(F,,E),(G,,E),(G,,E),(G;,E),(G,,E), X tizerinde esnek acik

kimeler olmak uzere

F(e)={h},F(e,) ={h},F,(e,) ={h,, 1}, F(e) ={h}, Fy(e,) ={h,h,}, F,(e,) ={h},
Fi(e))={h,h}, F,(e) =9, F,(e,) ={h};

ve

G (e)={h}, Gi(e,) ={h}, G,(e) ={h,, 1}, G,(e;) ={h,h}, G;(e) ={h,h,},
Gi(e,) =X, G,(¢) ={h},G,(e,) ={h, 1}

olarak tanimlansin. f~'((G,, E)) = {(e,.{h. 1, })(e,. X)} & (X, T, E) ve

(G, E)={(e,,{h,}), (e, {h,h,})} & (X,T,E) dir. Bundan dolay1 f=1_:X —> X

dontisiimii esnek siirekli degildir.

Tamim 2.1.13. [25] A< E parametrelerin bir kiimesi olsun. (a,r) ve (b,r") iki esnek

parametrik skaler olsun. Bu takdirde esnek parametrik skalerler arasindaki toplamayi

ve esnek parametrik skalerler tizerindeki skalerler carpimi asagidaki gibi tanimlanir:
(a,r)+b,r"Y={a,b},r+r") veher AeR icin A(a,r)=(a,Ar).

Tanim2.1.14. [25] (F,A), X iizerinde bir esnek kiime olsun.

fAF(A)=(f,, L)(A,F(A)) olacak sekilde f,:A—>A ve f,:F(A)—>R

fonksiyonlar1 varsa (F,A) Tlzerindeki bir f fonksiyonu parametrik skaler degerli
bir fonksiyon olarak adlandirilir. Benzer sekilde yukaridaki tanimi f,: AxA—> A ve

|, F(A)xF(A) - R olmak lizere



JAXA F(A)xF(A)=(f. L)XAxA F(A)xF(A)) ile f:(F,A)x(F,A) > (AR)

seklinde genisletilebilir.
2.2. Metrik uzaylar ve esnek metrik uzaylar

Bu boliimde esnek kiimeler (uzaylar) iizerinde tanimli esnek metriklerle ilgili temel

kavramlardan bahsedilecektir.
Tanmim 2.2.1. [40] X bostan farkli bir kiime olmak tizere d : X x X — R* fonksiyonu

M(1) Vx,ye X, d(x,y)>0

M(2) Vx,ye X, d(x,y)=0& x=y

M(@3) Vx,ye X, d(x,y)=d(y,x)

M(4) Vx,y,zeX, d(x,z2)<d(x,y)+d(y,z)

ozelliklerini sagliyorsa d 'ye X tizerinde bir metrik ve (X,d) ikilisine de metrik uzay

denir.

Tanmm 2.2.2. [36] X bostan farkli bir kiime olsun ve d:X xX —[0,]
fonksiyonunun her x,ye X ve p sabit nokta olmak iizere asagidaki sartlari

sagladigin1 kabul edelim.

1. dx,y)=0x=y,
2. dx,y)=d(y,x),
3. d(x,2)<d(x,y)+d(y,2)

2d(x,y)
d(x,p)+d(y,p)+d(x,y)

4. d"(x,y)=

Bu takdirde d doniisiimii bir Steinhaus Transform metrik olarak adlandirilir ve

(X,d) ikilisine Steinhaus Transform metrik uzay denir.

Tamm 2.2.3.[41] X #D ve xeX olsun. f:X — X fonksiyonu igin f(x)=x

ise x€ X ’e f ’in sabit noktas1 denir.



Tanim 2.2.4. [41] (X,d) metrik uzay ve T :X — X herhangi bir doniisiim olsun.

Eger her x,ye X igin
d(Tx,Ty) < Ad(x,y)

sartin1 saglayan bir 4 >0 sabiti varsa T ’ye Lipschitz doniisiimii (Lipschitz mapping)
denir. Burada 0< A <1 ise 7T ’ye biiziilme veya daralma (contraction) doniisiimii ve
A=1 ise T ’ye genislemeyen (non-expansive) dontisim denir. Eger her

x,yeXicin(x#y)
d(Tx,Ty) < Ad(x,y)

sartt saglaniyorsa 7 ’ye biiziilebilir (contractive) doniisiim denir. Bu durumda

asagidaki gerektirmenin dogrulugu kolayca goriilebilir.

Biizlilme doniisiimii = Biiziilebilir doniisiim = Genislemeyen doniisiim = Lipschitz
sartin1 saglar.

Teorem 2.2.5. [16] (Banach Biiziilme Teoremi) (X,d) bir tam metrik uzay ve

T : X — X bir doniisiim olmak iizere her x,ye X igin
d(Tx,Ty) < Ad(x,y)

olacak sekilde bir A €(0,1) sabiti bulunabiliyorsa 7 ’nin X ’de bir tek sabit noktasi

vardir.

Tanim 2.2.6. [29] Ac E parametrelerin bir kiimesi olsun. Eger r € R ve ae A ise
(a,r) swral ikilisi esnek parametrik skaler olarak adlandirilir. =0 ise (a,r) sirali
ikilisi esnek anlamda ((sifir) olarak adlandirilir. »>0 ise (a,r) esnek parametrik
skaleri negatif olmayan olarak adlandirthir. (a,r) ve (b,r') iki esnek parametrik
skalerler olsun. r>r' ise (a,r)’nin (b,r")’den kiigik olmadigini soylenir ve

(a,r) = (b,r") seklinde yazilir.

Tanmm 2.2.7. [25] (F,A), X izerinde bir esnek kiime olsun. 7:AxA—> A bir

parametrik skaler degerli bir fonksiyon olsun. D asagidaki sartlar1 sagliyorsa



D: (F,A)x(F,A) - (A,R"U{0}) parametrik skaler degerli fonksiyonunun (F,A),

X tzerinde bir esnek metrik oldugu sdylenir.

1. f)((a, F(a)),(b,F(b))) = (7#(a,b),0), a=>~b iken esitlik saglanir.
2. Her a,be A icin D((a, F(a)),(b, F(b))) =D((b, F(b)),(a, F(a)))
3. Hera,b,c € A icin

D((a, F(a)),(c, F(c))) < D((a, F(a)), (b, F(b))) +D((b, F(b)),(c, F(c)))

((F,A),D) ikilisine X iizerinde bir esnek metrik uzay denir.

Tanim 2.2.8. [25] (F,A) ve (F',A") sirastyla X ve Y flizerinde iki esnek kiime olsun.

fitA> A", f,:F(A)> F'(A"), F(A)={F(a):ac A} veF'(A)={F'(d'):a' € A"}
olmak tizere doniisimler olsun. Bu takdirde f =(f;, f,):(F,A) — (F', A) ikilisi
FV.BYE) - {U AVE)  fHNB#D
%)

diger durumlarda

ile tanimlidir.

Bu durumda f esnek doniisim olarak adlandirilir ve (f(V,A),C), (V,B)esnek
kiimesinin esnek goriintiisii olarak adlandirilir. (W,C)e (F',A") olsun. Bu takdirde

(W, C)’nin yukarida tanimlanan f esnek doniisiimii altindaki ters goriintiisii

L W(fi@)  fileeC
%)

diger durumlarda

fW,0)e) ={

olmak iizere, f~'(W,C) ile gosterilen X iizerinde esnek kiimedir.

Tanim 2.2.9. [25] A c E parametrelerin kiimesi olsun. Esnek parametrik skalerlerin

bir dizisi {(a,,r,)} dir. (i # jigin a, = a; olabilir) lim r, = r olacak sekilde bir r € R

n?’
n—o

mevcutsa {(a,,r,)} bir esnek parametrik skalere yakinsaktir denir ve VYae A i¢in

(a,,r,) = (a,r) olarak yazilir.



Tanmm 2.2.10. [25] Ac E parametrelerin bir kiimesi olsun. {(a,,r,)} (i# jicin

a; = a; olabilir) esnek parametrik skalerlerin bir dizisi olsun. (a,,,.7,.,) <(a,,r,) ise

n+l1?

{(a,,r)} azalan (a,,r,)<(a,,.r,,,) ise {(a,,r,)}artan olarak adlandirilir.

Tanmm 2.2.11. [25] (F,A), X tzerinde bir esnek kime olsun.
fF,A)=(f,,,)(A,F(A)) olacak sekilde f:A—>A ve f,:F(A—>R

fonksiyonlar1 varsa f’e (F,A) lizerinde parametrik skaler degerli fonksiyon denir.

Tanimm 2.2.12. [25] (F,A), X flzerinde bir esnek ve D ,(F,A) tizerinde bir esnek

metrik olsun. Her (c,x) e (F,A) esnek noktasi i¢cin (c,x) ve (a,F(a)) arasindaki

uzaklik D((c, x),(a, F(a)) ile gosterilir.
X, d metrigi ile birlikte bir metrik uzay ise (c,x) ve (a, F(a)) arasindaki uzaklik

f)((c, x),(a,F(a))=(7(c,a) , iI}f) d(x,y)) olarak tanimlanir.
yeF (a

Tanmm 2.2.13. [5] (X,7) bir esnek topolojik uzay ve x = y olacak sekilde x,ye X
olsun. xe F,, yeG, ve F, NG, =® olacak sekilde F,ve G, esnek acik kiimeleri
mevcutsa (X,7) esnek topolojik uzayr esnek Hausdorff uzay1 veya esnek 7, uzayi

olarak adlandirilir.

Onerme 2.2.14. [25] Her esnek metrik uzay esnek Hausdorff uzayidr.

ispat: (X,d)en az iki ensek elemana sahip bir esnek metrik olsun. a,b d(a,b)>0

yani VA€ A i¢in d(a,b)(A)=0 olacak sekilde X de iki esnek eleman olsun.
VAeA igin 0<r, < %d (a,b)(A) kosulunu saglayan herhangi bir r(A) reel sayisini
gbze alalim. VA€ A i¢in ;(/1) =r,olsun. Bu taktirde reR ve a,b merkezli r
yarigapli esnek acik yuvarlar B(a, ;)={x e X;d(x,a)=< ;} ve
B(l;,;):{xe X;d(x,l;)< ;} dir. Acik olarak, B(a,;) M B(a,;):CD ve sonug

olarak S(B(a,r) m B(a,r))=®.



3. MATERYAL VE YONTEMLER
3.1. Steinhaus Transform esnek metrik uzaylar

Bu boliimde Steinhaus Transform esnek metrik uzay tanimi verilerek, sabit nokta
teoremlerinde  kullanmaya yonelik  Steinhaus Transform esnek metrigin
kullanilmasiyla esnek dizi, esnek yakinsak dizi, esnek Cauchy dizisi tanimlar1 ifade

edilmistir.

Tamm 3.1.1. (F,A), X lzerinde bir esnek kiime ve 7:AxA— A bir parametrik
skaler degerli fonksiyon olsun. (7(a,b),0) esnek parametrik skaleri
7(a,b) € A, 0e€ R olmak lizere esnek anlamda 0 (sifir) elemanini gostersin.

D (F,A)x(F,A) — (AR "U{0}), (F,A) lizerinde bir esnek metrik olmak iizere

D » asagidaki sartlar1 sagliyorsa

D o (F,A)x(F,A) > (A,R" U{0}) parametrik skaler degerli fonksiyonu (F,A)

tizerinde bir Steinhaus Transform esnek metrik olarak adlandirilir. ((F ,A),@P)

ikilisine de Steinhaus Transform esnek metrik uzay denir.

Y (a, F(a)), (b, F(b)),(c,F(c))e(F,A) i¢in

p—

@P ((a,F(a)),(b,F(b))) = (7 (a,b),0) ve a=>b ise esitlik saglanir.

(e

’}NDP ((a,F(a)),(b, F(b))) =(7(a,b),0) & her (a,F(a)), (b,F(b))e(F,A) ve
(a, F(a)) = (b, F(b)) [Va,b eAa= b]

3. 9,((a F(a), b, F(b) =D,((b, F(b)),(a, F(a)))

4. D,((a,F(a),(c, F(c)) = D,((a, F(a),(b, F(b))+ D, (b, F(b),(c, F(c))

29 ((a,F(a),(b, F(b))

bp((a9F(a)9(b’F(b)): . o~ ~ .
D (a.F(a),(p, F(p))+D (b, F(b),(p,F(p)+D ((a.F(a),(b,F (b))

Tanimm 3.1.2. (F,A) , X lzerinde bir esnek kiime olsun. (F,A) ’daki bir esnek dizi
neN igin (F,,A) , (F,A) 'nin bir esnek alt kiimesi olacak sekilde f(n)=(F,,A) ile
tanimh bir f : N — (F, A) fonksiyonudur ve {(F,,A)} ", ile gosterilir.
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Tanmm 3.1.3. (F,A) , X iizerinde bir esnek kiime olsun. @P , (F,A) lizerinde bir
Steinhaus Transform esnek metrik {(F,,A)}_ ,(F,A)’da bir esnek dizi ve
(x, F(x)) € (F,A) olsun. Bu takdirde her ¢ pozitif sayist i¢cin n> N olmak {izere her

n dogal sayisi i¢in D ,((a. F,(a)),(x,F(x))) < (7(a, x),€) olacak sekilde bir N dogal

o0

sayist mevcut ise {(F,,A)}_, esnek dizisi (x, F(x)) ’e esnek yakinsaktir denir.

n=1

Teorem 3.1.4. (F,A), X iizerinde bir esnek kiime olsun. ©,, (F,A) iizerinde bir

Steinhaus Transform esnek metrik, {(F,,A)} ,, (F,A) ’da bir esnek dizi olsun.

n

{(F,,A)},, (F,A) ’da @P metrigine gore esnek yakinsak ise bu taktide (F,A) nin

bir tek elemanina yakinsar.

ispat: (x, F(x)),(y,F(y)e(F,A), VneN icin

(F,

n %

A) > (x,F(x)) ve (F,,A)—(y,F(y)) olacak sekilde farkli iki esnek eleman
olsun. Bu takdirde Steinhaus Transform esnek metrik uzayin 4. Kosulundan Vx,y € A

ve (p,F(p)) (F,A) nn sabit bir eleman1 olmak {izere

2D (%, F(x), (3, F(»)

D, (0 F (), (7. F () =— = - _
D (x5, F(0),(p, F(p)+D ((y, F(y),(p, F(p)+D ((x, F(x),(y, F(¥))

<29 ((x, F(x),(y, F(y))

<AD ((x. F(x).(a. F, (@) +D (a.F,(@).(y.F(»))] (a.F(a)) € (F.A)

¢ keyfi pozitif bir say1 olsun. {(F,,A)} (x,F(x)) ve (y,F(y)) ye yakimsak
oldugundan Vn >N, ve n>N, icin asagidaki esitsizler saglanacak sekilde N, ve N,

dogal sayilar1 meveuttur,
D ((x, F(x)),(a, F,(a))) X (F(x,a),e/ 4) 2 2(7(x,a),e/4) (1)
ve

D,((a, F,(@),(y, F()) = (7(a,y).e/ H) =2 2(7(a,y).e/4)  (2)

n = max{N,,N,} oldugunu kabul edelim. Bu takdirde 1 ve 2 den
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D, (x.F (0)).(y. F(y) 2 2((#(x.a).¢/ 4) +(7(a. y).c/ 4))
=2({7(x,a),72(a, y)},€/2)
=({7(x,a),7(a, y)},€)

Bu Ve>0 igin CNDP ((x, F (x),(y, F(y))) 2 ({7(x,a),7(a,y)},€) oldugu anlamina

gelir. Bundan dolay1 @P((x,F (x)),(y, F(y))) =(7(x,y),0). Bu taktirde Steinhaus
Transform esnek metrik taniminin 1. Sarti x =y olmasini gerektirir. Sonug¢ olarak

(x, F(x)) = (y, F(y)) dir.

Tamm 3.1.5. (F,A), X iizerinde bir esnek kiime olsun. 551,, (F,A) tzerinde bir
Steinhaus Transform esnek metrik ve {(F,,A)}",, (F,A) *da bir esnek dizi olsun. Bu

takdirde her ¢ pozitif sayisi i¢in n,m > N olmak tizere her n,m dogal sayisi i¢in
CNDP ((a,F (a)),(a,F,(a)) = (7(a,a),c) olacak sekilde bir N dogal sayis1 mevcut ise

{(F,,A)},, dizisine bir esnek Cauchy dizisi denir.

Onerme 3.1.6. (F ,A),C:DP), X tlizerinde bir Steinhaus Transform esnek metrik uzay
ve {(F,A)}_, (F,A) da yakinsak esnek dizi olsun. Bu taktirde {(F ,A)} _, esnek
Cauchy dizisidir.

ispat: {(F,A)}", (F,A) dayakimsak esnek dizi, yani Vne N ve (x, F(x))e(F,A)
icin (F,,A)— (x,F(x)) olsun. (F,,A) esnek Cauchy esnek dizisinin bir esnek
Cauchy dizisi oldugunu gostermek istiyoruz. Va €A igin (a, F(a)),(b,F(b))e(F,A)
olmak {izere Steinhaus Transform esnek metrigin 3. 6zelliginden yani liggen esitsizligi
ozelliginden

D,(a, F,(@)), b, F,0))=2D,(a, F, (@), (x, FO) +D,((x, F(x)), b, F,()) - (1)

¢ keyfi bir pozitif tamsay1 olsun. {(F,,A)}_, (F,A) da yakinsak oldugundan Vn

icin n >N, ve n >N, olacak sekilde N, ve N, dogal sayilar1 vardir dyle ki

D, ((a, F,(a)),(x, F(x) <(7(a,x), %) (2
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D, (%, F(x)), (b, F, (b)) <(7(x,b), %) 3

Simdi n > max {N1 , Nz} oldugunu varsayalim. 1,2 ve 3 ten
D, (@, F, (@), (b, F, (b)) = ((a. ), )+ (2(@.x). )

< ({ﬂ(a,x),ﬂ(x, b)) ,e)

Her ¢>0 ve a€A icin @P((a,ﬂ(a)),(b,Fn(b)))S({ﬂ(a,x),ﬂ(x,b)},e) oldugundan

{(F,,A)} " esnek dizisi bir esnek Cauchy dizisidir. [

Tamm 3.1.7. (F,A) X {zerinde bir esnek kiime, CNDP (F,A) iizerinde bir Steinhaus
Transform esnek metrik olsun. Eger her esnek Cauchy dizisi (F,A) da yakinsak ise

(F,A) yatam Steinhaus Transform esnek metrik uzay denir.

Tanim 3.1.8. ((F ,A),@P) ve ((F ’,A'),f)' P) sirastyla X ve Y iizerinde iki Steinhaus

Transform esnek metrik uzay olsun. f = (f],fz):((F,A),@P)%((F',A’),f)'f,) bir

esnek dontisim olsun. Bu taktirde f esnek siireklidir ancak ve ancak her
(x, F(x))e(F,A) ve Ve>0 icin en az bir pozitif & sayist vardir 0yle ki her

(v, F(y)) e(F,A) igin
D', (f (x, F(0), f (3, F())) <(F(x, y),8) iken
DL (f (% F), £ (3, F(y)) <(F'(F(x, )se) -

Tanmm 3.1.9. ((F ,A),@P) X lizerinde Steinhaus Transform esnek metrik ve bir

esnek doniigiim olsun. Vx,y € A igin

@P(f(x,F(x)),f(y,F(y)))jc.@P((x,F(x)),(y,F(y))) olacak sekilde O<c<l1

olmak iizere bir pozitif ¢ sayis1 varsa f esnek biiziilme olarak adlandirilir.
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Tanim 3.1.10. ((F LA)LD P) X 1lzerinde tam Steinhaus Transform esnek metrik uzay

ve f :((F ,A), @P) - ((F ,A),@P) bir esnek doniisiim olsun. f icin bir esnek sabit

kiime f((x,F(x)))=(x,F(x)) olacak sekilde (F,A) min (x, F(x)) seklinde bir esnek

alt kiimesidir.

Teorem 3.1.11. (F,A), X {iizerinde bir esnek kiime olsun. D »» (F',A) tzerinde bir

Steinhaus Transform esnek metrik, {(F,,A)}, ., (F,A) ’da bir esnek Cauchy dizisi

n=1"
olsun. {(F,,A)}._,, (F,A) ’da esnek yakinsak ise bu takdirde (F,A)’nimn bir tek

n=1"

elamanina yakinsar.

Ispat: Ispati celiski yontemiyle yapmaya yonelik (F,,A) = (x,F(x)) ’e esnek
yakinsak  ve (F,,A)—>(y,F(y))’a esnek yakinsak olacak sekilde
(x, F(x)),(y,F(y))e(F,A) elemanlarinin oldugunu kabul edelim. Tanim 3.1.1 de

gosterilen Steinhaus transform esnek metrigin 4. 6zelliginden yararlanarak her n e N

ve her a € A igin

29 ((x, F(x), (5. F())

D (. F).(p. F(p)+D (3. F(y).(p. F(p)+D ((x, F(x).(y, F(y))

D, ((x, F(x),(y, F(y)) =

=< 2 D((x, F(x)),(y, F(»)))

=< 2[D((x, F(), (@, F, ())) + D(a, Fy (@), (v, F(y) |

esitsizligine sahibiz. Simdi e keyfi bir pozitif tamsay1 say1 olsun. (F,, A),_, , (x,F(x))

ve (¥, F(y))’ye yakinsadig1 icin, her n> N, ve n> N, icin

D((x, F().(a, F, (@) 2 (ﬁ(x, a),%j =< 2(ﬁ(x,a),§j 2.1)
ve
D((a.F,(@).(3F(»)) = (ﬁ(a, y)&j < 2[7%(a, y)&) 2.2)
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olacak sekilde N, ve N, dogal sayilar1 vardir. Simdi n > max{N,,N,} oldugunu
kabul edelim. Bu takdirde (2.1) ve (2.2)’den

D, (5 F). (3. F()) = 2((&()@ a),%j +£7~T(a, y),ijj

< 2[{fz<x,a>,fz(a, y)},gj

= ({#(x.a), 7(a, y)}¢)
esitsizligine sahip oluruz. Bu taktirde her ¢ >0 ve ae A icin
D, (. F®).(3.F())) 2 ({#(x.a). #(a. y)},c) anlamma gelir. Bundan dolay:
D, (2. F®).(3.F(»)))=(#(x,),0)’dir. Tamm 3.1.I'nin (1) kosulu x=y

olmasini gerektirir. Sonug olarak (x, F'(x))=(y, F(y)) ’dir. ]

Teorem 3.1.12. ((F ,A),C:DP), X  lzerinde Steinhaus Transform esnek metrik

uzayinda esnek biiziilme doniisiimii esnek siireklidir.
Ispat: f ’in esnek siirekli oldugunu gostermek icin keyfi bir (x,, F(x,))e(F,A)

. .. . €
noktasinda esnek siirekli oldugunu gosterelim. o = — alirsak;
c

V(x, F(x)),(x,,F(x,)) €(F,A) icin CNDP ((x, F(x)),(x,, F(x,)) < (7(x,x,),0) iken

29((x, F(x), (x,, F(x,))

D, (f (%, F (), f (%, F(x))) =

D((x, F(x), (p, F(p) +D((x,, F(x,), (p, F(p)) +D((x, F (x), (x,, F ()

<29 ((x, F(x),(x,, F(x,))

<D, ((x, F (X)), (x, F(x,))
=c-(7(x,x,),0)
= (7(x,%,),c* )
= (7(x,x,),€)
elde edilir. Boylece f, (x,,F(x,)) noktasinda esnek stireklidir. (x,,F(x,), (F,A)

"nin keyfi bir noktas1 oldugundan esnek siireklidir. ]
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Lemma 3.1.13. Her Steinhaus Transform esnek metrik uzay esnek Hausdorff

uzayidir.

ispat: (F,A),X iizerinde bir esnek kiime, D » Steinhaus Transform esnek metrik ve

((F ,A),’;D P) en az esnek iki elemana sahip Steinhaus Transform esnek metrik uzay
olsun. (a,F(a)) ve (b,F() D,((a F(a)),b,Fb))) = (n(a,b),r)>(x(a,b),0)
olacak sekilde ((F ,A),@ P) de iki farkli esnek eleman olsun. Bu taktirde (a, F(a))
merkezli (a’,g) yarigapli bir Bﬁp ((a,F(a)),(d', g)) esnek acgik yuvari ve (b, F(D))
merkezli (b',g) yarigapli bir stp ((b,F (b)),(b',g)) esnek ag¢ik yuvari vardir oyle ki

, r T v 1
By ((a,F(a)),(a ,g)) NBy (b, F(b)),(b ,g)) =0. Ciinkii

Bbp((a,F(a)),(a',g))mBﬁP((b,F(b)),(b',g));tCD olsaydi en  az  bir

(c.F(c)eBy ((a.F(a)).(a" g)) NB, (b.F(b)).(b", g)) olurdu.  Steinhaus
Transform esnek metrigin 4. Ozelliginden yani licgen esitsizligi dzelliginden

D, ((a, F(a),(b, F1)) 2D, ((a, F(a)),(c, F(O) +D,((c, F(©)), (b, F(b)))

(ﬁ(a,b),r)ﬁ(ﬂ(a,b),g) (e, b)é)
2r
S({ﬂ-(a’b)7ﬂ-(c’b)}’ ?)

olup, bu ise bir ¢eliskidir. Boylece B,;DP ((a,F(a)),(a’, g)) N Bbp (b, F(b)), (b, g)) =0.
Sonu¢ olarak ((F ,A), D P) Steinhaus Transform esnek metrik uzayin farkli iki

(a,F(a)),(b, F (b)) noktalar1 esnek ayrik agik yuvarlara ait oldugundan ((F ,A), D P)

Steinhaus Transform esnek metrik uzay1 esnek Hausdorff tur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Steinhaus Transform Esnek Metrik Uzaylarda Esnek Sabit Nokta

Teoremleri

Teorem 4.1.1. (Steinhaus Transform Esnek Metrik Uzaylar icin Banach Biiziilme

Teoremi)

((F ,A),’f) P), X Tzerinde bir tam Steinhaus Transform esnek metrik uzay olsun ve

f :((F ,A),f),,) —)((F ,A),f),,) bir Steinhaus Transform esnek biiziilme doniistimii

olsun. Bu taktirde f bir tek sabit esnek noktaya sahiptir.

Ispat: (F,,A), (F,A) ’da keyfi bir esnek nokta olsun. {(F,,A)7,} esnek dizisini

asagidaki gibi olusturalim.
(F.,A)=fW(F,A)=f"((F,A)) (n=0,1,2,...) 4.1)

f esnek biizlilme oldugundan, bu taktirde her n>1 igin

29((F,.1, A (F,, A))

0,((F,,,,A),(F.,A) =
QP(( +1° )’( s )) +1,A)’(F;,A))+©((F;1’A)’(F;’A))+©((F;I+I,A)’(F;I,A))

n n @((F

n

- 29(f(F,,A), f(F, ,A))
D(f(F,,A), f(F_,A)+D(f(F, ,A), f(F_,A)+D(f(F,,A), f(F,,,A))

= 20(f (F,. A), f(F,, A)
= 2c0((F,, A),(F,_;, A) (4.2)
olacak sekilde bir 0<c¢ <1 mevcuttur. Indiksiyonla n=0,1,2... igin
D, ((F,... A)(F,, ) 22"¢"D ((F, A),(F,, A)) 4.3)

oldugu sonucuna variriz.

Herhangi bir i >m > n ig¢in,
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29((F,, A).(F,, A))
D((F,, A),(F, A) +D((F,, A),(F,, A) + D((F,, A),(F,,, A))

QP(EL’A)a(FmsA)) =

= 29,((F,,A),(F,,A)

= 2[D((F,, A),(F,

n

A+ +D(F, A (F,, D))
= 2" D((F, A), (Fy, A) " "D((F, A), (Fy, A))]

= (2" F2-c" e 2 "YD((F, A), (Fy, A))

< (3 Qe )D((F, A), (Fy. A))

n=0

1
= ——9((F, A),(F,, A)). (4.4)
1-2¢

esitsizligine sahibiz. Su halde (4.4) {(F,,A)},_, ’un (F,A) da bir Cauchy esnek dizisi
oldugunu gosterir. (', A) tam Steinhaus Transform esnek metrik uzay oldugundan, bu
taktirde {(F,,A)}, (x,F(x))’e yakinsayacak sekilde (x,F(x))e(F,A) vardir. f
esnek sitirekli oldugundan, Teorem 3.1.13’den f((F,A)) f((x,F(x))) e yakmsar.

Bununla birlikte {(F,,A)}", dizisinin tanimina goére, f((F,,A)) (x, F(x)) e yakinsar.

Teorem 3.1.13°den f((x,F(x))) =(x,F(x)) oldugu elde edilir. (x,F(x))’in teklik
ozelligini ispatlamak icin (x, F(x)) = (y,F(y)) ve f((y,F(y))=(y,F(y)) olacak
sekilde baska bir (y,F(y)) e (F,A) elemaninin mevcut oldugunu varsayalim. Bu
takdirde

Dp((x, F(x)), (y, F())) =D, (f((x, F(x))), f((y, F(¥)))

=D, ((x, F(x)),(y, F())

Bu takdirde yukaridaki esitsizlik ¢ >1 oldugunu gerektirir ki bu bir ¢eliskidir. Bu

ispat1 tamamlar. [ |
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Onerme 4.1.2. [29] ACE parametrelerin bir kiimesi (a,r) ve (b,r') iki esnek

parametrik skaler olsun. Her ¢ >0 i¢in (a,r)< (b,r'+¢€) ise bu takdirde
(a,r) 2 (b,1").

Teorem 4.1.3. ((F,A), D »), X lizerinde tam Steinhaus Transform esnek metrik uzay
olsun. T =(T,T,):(F,A).D,) > ((F,A).,D,)’ye her (a,F(a))e(F,A) igin
T(a,F(a))=(T(a),T,(F(a))=(T,(a), F(T)(a))) olacak sekilde esnek siirekli bir
doniigiim olsun ve parametrik skaler degerli ¢: (F,A) — (A,R") doniisimi

D, (T((a, F(@),(a, F(a))) < p((a, F(a))) (T (a, F ())) (GRY)

saglasin. Bu takdirde her (a,F(a)) e (F,A) igin {T"((a,F(a)))} bir esnek sabit

noktaya yakinsar.

ispat: T=(T,.T;) ve p=(¢.¢,) olsun. Simdi T((a, F(a))) = (T;(a),T,(F(a))) ise
T((a,F(a))) =(a,,F(a,)) alalm. Bu takdirde
o(T'((a,F(a) =(p/(a),p,(F(a)) =(b,1).
Benzer bir yolla n=1,2,... igin T"((a. F(a))) = (a,,F(a,)) yazariz. Su halde
o(T"((a, F(a) =(¢,(a,),p,(F(a,) =(,.1,).
(4.6) bagmtisi

Dr(T(a, F(a)),(a,F (@) + @[T (a, F (@) < ¢((a,F (@))) (5.2)

29(T(a, F(a)),(a. F(a))))
D(T((a, F (@), (¢, F(©)) +D(T ((a, F(a)),(c, F()) + DT (a, F(a)),(a, F(a))))

+o(T(a, F(a))) < p((a.F(a))) (5.3)

olmasini gerektirir. Bundan dolay1 Onerme 4.1.2°den  @(T((A, F(a)))) < ¢((a, F (a)))
elde edilir. Bu o(T*((a, F(a)))) = (T ((a, F(a)))) olmas1 anlamina gelir. Bu metodu
devam ettirirsek, (T ((a, F(a)))) < o(T" ((a, F(a)))) elde ederiz. Bu ise
{@(T"((a,F(a))))} ’nin artan olmasi anlamina gelir ve bdylece reel sayilarin {r,}

dizisi artandir. Bundan dolay1
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limep(T" ((a, F(a))))=(b,r) (Her be E igin) (5.3)

olacak sekilde bir r € R vardir.

Agik olarak (b,r) negatif degildir. Bu takdirde p>m>n olmak ilizere tiim

n,m,pe N igin

D,(T" (a, F(@),T" (@, F(a))))

29(T" ((a, F(a)),T" ((a, F (2)))))
D(T"(a,F (@), T"((a, F(@))) +DT" (a, F (@), T’ (a, F(a))) +D(T"((a, F(a),T" (a,F (a)))))

<2D(T" (a. F(@))).T" (a, F(a))))
=2[D(T" (a. F(@)), T" (a. F(a)))) + DT (@, F (@))). T"*((a. F(a))))
+DT" (@, F(@).T"(a. F(@)) + - +DT" (a, F(@))), T"((a, F(a))))]
< 22 D (T (. F()).T" (a. F(@)))))
=2p(T"((a, F(a)))) —29(T"" ((a, F(a))))

+20(T"™ (@, F(a)))) —2¢(T"*((a, F(a))))

+20(T" (a, F(a)))) = 2(T" ((a, F (a))))
=2¢(T"((a, F(a)))) =2¢p(T" ((a, F (a)))).
elde edilir. Suhalde lim D »(T"((a,F(a))),T"((a, F(a))))=(b,0) . Bundan dolay1

{T"((a,F(a)))} bir esnek Cauchy dizisidir. Boylece im7"((a, F(a)) = (x, F(x))

olacak sekilde bir (x, F(x)) € (F,A) mevcuttur. [ ]
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Tanim 4.1.4. [29] X iizerinde bir (F,A) esnek kiimesini géz Oniine alalim. ¢ € A
olmak tizere her (c,F(c))e(F,A) eleman1 (F,A) ’nin bir esnek noktas: olarak
adlandirilir. ¢ € A igin xe€ F(c) ise(c,x) ’in (F,A) ’ye ait olmasia gerek yoktur.
Fakat ait oluyorsa (c, x) ’1 bir esnek nokta olarak kabul edebiliriz.

Tanmm 4.1.5. (F,A)’nin X lizerinde bir esnek kiime oldugunu kabul edelim.

3~3P, (F,A) lzerinde Steinhaus Transform esnek metrik ve ¢ bir pozitif reel say1

olsun. (¢',7) yarigapli, (e, F(e)) merkezli esnek yuvar

{(c. F(c) €(F,A): D,((c.F(c)) (e, F(e)) = (@(c.e) =(€.1))}

kiimesidir. (e, F'(e)) merkezli (¢',¢) yarigapl esnek yuvar By ((e, F(e)),(€'.1)) ile
gosteririz, ifadeyi biraz daha kisaltmak i¢in sadece By ((e,F (e)),(e',1)) yada

B, (e, F(e) yazariz.

Teorem 4.1.6. ((F,A), D »), X lizerinde tam Steinhaus Transform esnek metrik uzay

olsunve T: Bép ((a,F(a)),(a',r)) = ((F, A),@P) , 0<c<1 iken

9,(T((a,F(a)),(a, F(a))) < (1-c)d,r) (4.9)

olmak iizere bir esnek Dbilizilme doOniisimi olsun. Bu takdirde T,

B@ ((a,F(a)),(d',r)) bir tek esnek sabit nokta kiimesine sahiptir.

Ispat: @P (T((a,F(a)),(a,F(a))))<(1-c)d,r,) olmak itizere 0=(d’,ry)=<(d,r)

olacak sekilde bir 7, >0 mevcut oldugu agiktir.

T: Bf)p ((a,F(a)),(d', 1)) > Bi)P ((a,F(a)),(d',r,)) alarak,

(a,F(a)),(b, F(b)) € By ((a,F(a)),(a’,1,)) ise bu takdirde Steinhaus Transform esnek

metrigin 4. 6zelliginden

D,(T(b,F()).(a,F(a)) =

29, (T (b, F(b)).(a, F(a)))
D, ((a, F(a)).(c, F(c) +D,(T (b, F(b)).(c. F(c)) +D,((a. F(a)).T(b. F (b))
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< 2D (T(b, F(b)).(a, F(a)))
<2AD,(T(b,F(b)).T(a,F(a))+D,(T(a,F(a)),(a, F(a))]
<29D,(T(b,F().T(a,F(a))+2D,(T(a, F(a)),(a, F(a)))
< 2cD,((b, F(b)),(a, F(a))) +2(1~c)(d, 1)

=2(d,r) .

Simdi Steinhaus Transform esnek metrik uzay i¢in Banach Sabit nokta teoreminden

T ’nin Bbp ((a,F(a)),(d',r)) B@,, ((a, F(a)),(a',r)) esnek yuvarinda bir tek esnek

sabit nokta kiimesine sahip oldugunu elde ederiz. ]

Teorem 4.1.7. ((F,A),D,) X iizerinde bir tam Steinhaus Transform esnek metrik
uzay olsun. Her (a,F(a)) € (F, A)igin

I(a,F(a))=(T,(a),1,(F(a))) = (T,(a), F(I)(a)))

olacak  sekilde bir T:(F,A)—>(F,A) esnek doniisimii igin  her
(a, F(a)),(b, F(b)) &(F,A) olmak iizere

D,(T(a,F(a)), (b, F (b)) 2 2a(D,((a, F(a)),(b, F(D))D,((a, F(a)),(b, F(D)))),...(1)

esitsizligi saglanacak sekilde bir o sayisinin mevcut oldugunu kabul edelim. Bu

takdirde T bir tek esnek sabit kiimeye sahiptir.

ispat: (a,F(a)) e (F,A) esnek sabit kiimesini alalim ve ne N i¢in
(a,,F(a,))=T"(a,F(a)) olsun. Ispati iki agamada gergeklestirecegiz.
1. Adim:
lim, ,,®,a,,F(a,)),(a,,,F(a,,)) =0 oldugunu iddia ediyoruz.

n+l?
T esnek bliziilme doniisiimii oldugundan
9,((a,,F(a,).(a,,,F(a,,)))=D,T"(a F(a),T"" (a,F(a)))

~ 29,(T" (a,F(a)).T"" (a. F (a)))
- D,(T"(a, F(a), T" (a,F(@))) +D,(T" (a, F(a)),T" " (a, F(a))) + D, (T" (a, F()).T" " (a, F (a)))

=<D,(T"(a, F(a)),T"" (a, F (a)))
=<2a(®,(T"(a, F(a)),T"(a, F(a)))-D,(T" " (a, F(a)),T" (a, F (a))))
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=2a(9,(a,,F(a,)),T(a,, F(a)) -D,T(a,,, Fa,))T(a,F(a,))
<29,((a, .. F(a, ).(a,.F(a,)))

Su halde

9,(a,,F(a,)(a,,,F(a, ) =29,a,, Fla,))(a,F(a,)), béylece
{(F ,A)}"_ dizisi artandir. Bu taktirde

im D, ((a,. F(a,):(d,.,. F(a,, ) = b,

Aksine (b,r) #0 ve r#0 oldugunu kabul edelim. 1 esitsizliginde

9,(a,,. Fa,.))(a,,, F(a,,)) 2 20(D,((a,, F(a,)).(a,,, Fla,)))D,(a, F(a,))(a,,, F(a,))).
esitsizligine sahip oluruz. n — o i¢in

(b,) <1im2a(D, (@, F(@,): (.1, F (@, )(B,1).

esitsizligini elde ederiz. Burada,

(b.1) < (b.lim2a(D,((a,. F(a,):(,.,, F(@,,) 21.

elde edilir. Bu bir celigkidir ve iddiamizin dogru oldugu gosterilmis olur.

2. Adim:

(a,,F(a,)) in bir esnek Cauchy dizisi oldugunu iddia ediyoruz. Aksine Va €A igin

lim © ((a,,F(a,)),(a,,F(a,))) > (a,0)oldugunu kabul edelim.

n,m—»0

Ucgen esitsizliginden ve Steinhaus Transform esnek metrigin 4. dzelliginden
9,a,,F(a,)),(a,,F(a,))) =

29,((a,, F(a,)).(a,, F(a,)))
gp ((Cln il F(an ))’ (am+1 ’ F(am+1 ))) + @p ((am ] F(am ))9 (am+1 ’ F(am+1 ))) + gp ((Cln b F(an ))’ (Clm > F(Clm )))

<29,((q,.F(a,).(a,.F(a,))

< 2AD, (4, F(@,)).(a,,. F(a,,) +D,(a,,.F(a,)).(a,,, F(a,,)
+9,((@,.,. F(a,,)).(a,.F(a,)))]

<29, ((a,, F(a,)), (@, F(a,,) +2D,((a,... F(a, ) (a,.. F(a,.)))

+2a9,((a,,F(a,).(a,,F(a,)) D,(a,,F(a,)).(a,,F(a,))

Bu taktirde
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1-2a®,(a,,F(a,)),(a,,F(a,ND,(a,, F(a,),(a,, F(a,)))

=29, a,,F(a,).(a,,,F(a,))+29,(a,.,,F(a,,))(a, F(a,))

l.adim Va € A i¢in

(1-2a)9,((a,,F(a,)).(a,,F(a,)))-D,(a,, F(a,)),(a,, F(a,)) <(a,0)
olmasini gerektirir. Bundan dolay1 asagidaki durumlardan biri meydana gelebilir.

i) 1- liig 20(9,(a,,F(a,)),(a,,F(a,))) =0

i) Her a € A i¢in @F ((a,,F(a,)),(a,,F(a,)))=(a,0) .
Bizim kabuliimiize gore (ii) miimkiin olamaz. Boylece

limZa(@p((an,F(an)),(am,F(am))))=1. a nm tanimi her ae€A igin

2©p((an,F (a,))).(a,,F(a,))—>(a,0), olmasimi gerektirir. Boylece (a,,F(a,)) bir
esnek Cauchy dizisidir.
(a,F(a))e(F,A) olsun. (F,A) tam Steinhaus Transform esnek metrik uzay

oldugundan ve 7" (a, F(a)) bir esnek Cauchy dizisi oldugundan

IimT"(a,F(a))=(z,F(z))alrsak bir (z,F(z2))e(F,A) vardir. T nin esnek

stirekliliginden 7'(z, F(z)) = (z, F(z)) oldugunu elde ederiz.

Teklik i¢in, 7" nin bagka bir (b, F (b)) esnek sabit noktasinin var oldugunu kabul
edelim. Yani, 7'(b, F (b)) = (b, F (D)) . Steinhaus Transform esnek metrigin 6zelliginden
ve T’ tlizerindeki biiziilme sartindan

D,(T(a,F(a)),T(b,F())

29,(T(a, F(a)),T(b,F (b))

i D,(T(a,F(@)),T(c,F(c))+D,(T (b, F(b),T(c,F(c)+D,(T(a,F(a)),T(b,F(b)))

<29,(T(a,F(a)),T(b,F()) 22aD,(T(a,F(a),T(b,F (b)) -D,(T(a,F(a)),T(b,F (b))
esitsizligine sahip oluruz. Su halde

29,(T(a, F(@), T (D, F(b))(1-a(D,(T(a,F(a)),T(b,F(D))))) <0
Bundan dolay

D, (T(a, F(@)), T(b, F(b))) =0 veya 1—a®,(T(a, F(a)),T(b, F(b))) =0

a nin ozelliginden
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T(b,F(b))=(b,F (b)) =(a,F(a))

oldugu sonucuna variriz. n
1
Tanmm 4.1.8. [17] (X,d) bir genellestirilmis metrik uzay olsun. « :[0,0]— [0, E)

artan doniisiim olmak tizere herhangi bir x,y € X i¢in

d(Ix,Ty) 2 a(d(x, y)d (x,Tx)+d(y,Ty)]
ise 7: X — X donilistimiine genellestirilmis Kannan biiziilme doniistimii denir.

Teorem 4.1.9. (F,E) bir (F,E), D ) Steinhaus Transform tam esnek metrik uzayin

bos olmayan esnek kapali alt kiimesi ve 7T :(F,E)— (F,E) Kannan tipinde bir

doniigiim olsun K <1 i¢in
D, (T(x, F(x)),T(y, F(y) 2 KD, ((x, F(x),T(x, F(x)) + D, ((y, FO).T(y, F (y))]

esitsizligi saglasin. a,b € E olmak iizere 0<r<1 ve r'>0 olacak sekilde (a,r) ,
(b,r") parametrik  skalerlerinin mevcut oldugunu kabul edelim. Keyfi

(x,F(x))e(F,E) igin

D, (u, Fu)), T(u, Fu)) < r-[D, ((x, F(x),T(x, F(x))]

D, (u, F)), T(x, F(x)) < r'[D, ((x, F), T (x, F(x))]

olacak sekilde (u, F (1)) € (F,E) mevcut ise, bu takdirde 7" en az bir sabit noktaya

sahiptir.

Ispat: (x,,F(x,)) € (F,E) keyfi bir esnek nokta olsun. n=0,1,2,... igin
D, (T(F(n+1),E),(F(n+1),E)) 3 r-D,(T (F(n).E).(F(n),E))

D, ((F(n+1),E),(F(n),E)) = r'-D, (T (F(n),E).(F(n),E))
esitsizliklerini saglayan {(F,, E)};_, dizisini g6z 6niine alalim.

D, (Fou+1),E),(F), E)) <7D, (T (F(n), E),(Fn), E))
<7 "D, (T(F(0),E),(F(0), E))

oldugundan
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29(T (v.Fv)).(v.F())

Dp(T(v.FW).(v.F(1)) = :
D(T(v.FW).(F0).E))+D((v.FW)).(F().E))+D(T (v, F1)).(v, F(v)))

<29, (T(v.FM).(v.F(v)))

=< 2[3319 (v, F0)).T (v, F()))+D, (T (F(n),E),(F(n),E))

+D,((F(),E),(v.F))+D, ((F(n),E),(V,F(V)))}
~ z{K(@P((V,F(v>),T(v,F<v)))+©P ((F<n>,E),T(F<n>aE))j
+D,(T(F(n).E).(F(n),E))+D, ((F(n).E),(v, F(v)))}

D, (T(v.FM).(v. F1)) = 2K - D, (v, F1)).T (v F)))+2K -D, ((F(n),E).T (F (n).E))

+2-D, (T (F(n). E).(F(n),E))+2-D, ((F(n).E).(v.F()))

Dy (T(v.FW).(v.F)))=2K -D, (v.F0).T (v.F))) 22K - D, ((F(n).E).T (F(n),E))

+2.9, (T(Fn), E),(F(n), E))
+2:D, ((F(n),E), (v, F))
(1-2K)D, (T (v, F), (v, F1))) = (2K +2)D, ((F(n), E), T (F(n), E))
+29, ((F(n),E),T (v, F())

2K +2 ~
1-2K O, ((F(n),E).T (F(n).E))

D, (T(v,F(V)),(V’F(V))) =

— D, ((F).E).(v.F ()
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<2K+2

"o, (T(XO’F(XO))’(XO’F(XO)))

S 1-2K
. 2 ~
e ((F().E).(v.F(v))) >0

(F,E) nin tamhgmndan dolay1 1lim(F(n),E)=(v,F(v)) olacak sekilde

v, F(v)) e (F, E) mevcuttur.

Boylece

T, F(v))=,F())
elde edilir.

Teorem 4.1.10. Let ((F ,E),@p) Steinhaus Transform tam esnek metrik uzay ve

T:(F,E)— (F,E),her x,ye X igin

D, (T, FO),T(y, F(y)) = K[ D, (6, F (), T(x, F(x) +D,, (3, F(3))T(3, F(y)) ]
esitsizligini saglayan K < % mevcut olacak sekilde bir doniisiim olsun.

Bu taktirde T bir tek sabit esnek (v, F(v)) € (F, E) noktasina sahiptir ve herhangi bir
(x,F(x))e(F,E) igin {T"(x, F (x))} iterasyon esnek dizisi (v, F(v)) esnek noktasina

yakinsar ve n=0,1,2,... i¢cin

D, (7" (x, F(x)), (v, F(v))) < 2K - (%) D, ((x, F(x)),T(x,F(x))).

ispat: Herhangi bir (x, F(x)) e (F,E)i¢in (u, F(u)) =T (x, F(x)) olsun. Bu taktirde

D, (u, F ), T(u, F(u))) =
29((u, F (), T (u, F (u)))

DT (u, F ). T(x,, F(x,)+ D, F (). T(x,. F (x,) D, F ). T (u, F (u)))

D, (T (x, F (), T(u, F(u))) =
2D(T (x, F(x)), T (u, F (1))

DT (u, Fw)).T(x,, F(x,) +D((x, F).(x,, F(x,) +DT(x, F(x)).T(u, F (1))
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=20, (u, F @), T (u, F () = 20, (T (x, F (), T (u, F(w))

<K [D, (e, F ). T, F) +D, (. F@). T, Fw)) |

O, (u, F ), T(u, F () =D, (T (x, F(x)), T(ut, F(w)))

<2KD, ((x. F().T(x, F(x0)) +2K D, (. F@)). T(w, Fw))) |

D, (. F @), T(ut, F () = 2KD, ((u, F @), T(wt, F())) % 2KD, ((x, F (x)),T(x, F(x)))
(1-2K)D, ((u, F ), T(u, F(u))) = 2KD,,((x, F(x)), T (x, F(x)))

2K
(1-2K)

D, ((u, Fw)), T (u, F (1)) < D, ((x, F(x)),T(x, F(x)))

0< D, (1 F0), (2, F(2) =D, (T, FO)LT (2, F(2)) < 2K | D, (v, F(), T (v, F (1))
D, (2, F ()T (2, F(2)) | =0

D, (T (6, FO0),T" (x4, F(0) < 2K D, (T (x, FG), T (x, F(x))) 49, (T (x, F(x)), T" (x, F (x))) |

D, (T (6. F(x)).T" (x.F(x)))

D, (I (x F).T" (v F () % 2’2(1{

D, (T (e, FGO), T, F(60) < 2K D, (T" (e, F )T (6, F (1)) + D, (0, F0), T, F () |
= 2K, (T (x, F (). T" (x, F (x))

2K Y =
= 2K-(mj ’DP(T(x,F(x)),(x,F(x))), n=0,12,...

Tamim 4.1.11. E bir parametre kiimesi ve A, B E parametre kiimesinin birer alt

kiimeleri olsun.

((F,E),@P) bir Steinhaus transform esnek metrik uzay olsun. (G,A) ve (H,B),

((F ,E), D P) Steinhaus transform esnek metrik uzayimin esnek alt kiimleri olsun.

T:(G,A)O(H,B)—~>(G,A)O(H,B)

doniistimiinii gdz Oniine alalim. Bu taktirde
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i. T((G.A)&(H.B)
i. T((H.B))&(G.A)

ise T esnek devirli doniisiim olarak adlandirilir.

Tamm 4.1.12. E bir parametre kiimesi ve A, B E parametre kiimesinin birer alt
kiimeleri olsun. (G,A) ve (H,B) ((F ,E),@P) Steinhaus transform esnek metrik
uzayinin esnek alt kiimleri olsun.

G':AUB—P(X),

F(¢) ,e€A—B
G'(¢)= G(¢) ,e€eB-A
F(e)uG(s) ,E€EANB

ile tamiml1 olmak tizere her (x, G'(x)) S (G, A) ve her (y,G'(y)) S (H,B) icin
D, (T(x.G'(x)).7(5.6'()) 24 D, (T (.6 (x)). (x5 (x))) + D, (T (.G (»))-(»-G'())) ]
olacak sekilde bir 4 e (O,%j varsa

T:(G,A)O(H,B)— (G,A)U(H,B)
esnek devirli doniistimii Kannan tipi devirli esnek biiziilme donilisimii olarak

adlandirilir.

Teorem 4.1.13. (F, E) X lizerinde tam Steinhaus Transform esnek metrik uzay, (G, A)
ve (H,B) bostan farkli kapali alt kiimeleri ve T :(G,A)O(H,B) — (G,A) U(H,B)
Kannan tipindeki devirli esnek biiziilme olsun. Bu taktirde T (G,A) N (H,B) de bir

tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: T Kannan tipinde esnek devirli biiziilme oldugundan (x,G(x)) € (G,A) esnek

sabit elemanini alarak

D(T(x,G'(x)).T(3.G'(y) % ALDT (x,G'(x)), (x.G'(2)) + DT (3, G' (3, (3. G'(Y))]
esitsizligini elde ederiz. Su halde yukaridaki esitsizligi kullanarak

D,(T*(x,G'(x)), T(x,G'(x))) < ALD,,(T*(x, G'(x)), T(x,G'(x))) + D, (T (x,G'(x)), (x,G'(x)))]

esitsizligini elde ederiz. Basit hesaplamalarla
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D,(T*(x,G'(x)),T(x,G'(x))) =3 %DP (T(x,G'(x)), (x,G'(x)))

esitsizligine sahip oluruz. Steinhaus Transform esnek metrigin 4. Ozelliginden

2D(T?(x,G'(x)),T(x,G'(x)))
D(T* (x,G'(x)), T(p,G'(p)) + D(T (x,G'(x)),T(p,G'(p))) + D(T*(x,G'(x)), T (x,G'(x)))

< 2~I3(T2(x, G'(x)),T(x,G'(x))) =< 2A[D(T* (x,G'(x)),T(x,G'(x))) + DT (x,G'(x)),(x,G'(x)))]
213(T2 (x,G'(x)),T(x,G'(x))) = 2AD(T*(x,G'(x)),T(x,G'(x))) +2AD(T (x,G'(x)), (x,G'(x)))
(2-2)D(T*(x,G'(x)), T(x,G'(x))) = 2AD(T (x,G'(x)),T(x,G'(x)))

D(T*(x,G'(0)).T(x,G'(x)) = %D(T(x,G'(X)),T(x,G'(X)))

D,(T*(x,G'(0)),T(x,G'(x))) = 2D(T*(x,G'(x)),T(x,G'(x)))
A = ’ '
= ED(T(X’G (). T (x,G'(x)))
esitsizligini yazabiliriz. Indiksiyonla

B, (I (5. G T (5.G'(0) =~ BT (3,6 (0, (5.G'(0)

3B, (T (6. G T" (x.G'(0) = (O (ﬁ)")zﬁ(T(x,G’(x)),(x,G'(x)) <o

n=1

yazabiliriz.

(G,A) ve (H,B) nin esnek kapaliligindan 7" (x,G(x)) in bir esnek Cauchy oldugu

acgiktir ve 7" (x,G'(x)) = (z,G'(2)) olacak sekilde (z,G'(z)) €(G,A)U(H,B) vardir.

T (x,G'(x)) in (G,A) da bir esnek dizi oldugunu kabul edelim ve 7' (x,G'(x))
ayni (z,G'(z)) limit noktasina sahip (H,B) de bir esnek alt dizi olsun. Buradan
(z,G'(2))€(G,A) ve (z,G'(2))e(H,B) olup ze(G,A)"N(H,B) dir. Boylece
(G,A)n(H,B) # ® . Simdi (z,G'(z)) nin ve T nin bir esnek sabit noktas1 oldugunu

yani T(z,G'(2)) =(z,G'(z)) oldugunu gosterelim.
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D,(T(z,G'(2),(z,G'(2)) = lgrglon(T(z,G'(z)),T2”(x,G'(X)))
< A1im D, (T (x,G'(0), 7" (x,G'(0) + D, (T(2,G'(2)),(2.G'(2)) £ AD, (T (2,G'(2). (2, G'(2))

esitsizligini gbz Oniine alalim. Son esitsizlik
(1-)D,(T(2,G'(2)).(z.G' () < (AT, 2). 4)

olmasini gerektirir. Steinhaus Transform esnek metrigin non-negatiflik 6zelligini de
g0z Online alinmasiyla l~)p (T'(z,G'(2)),(z,G'(2))) =(#(T_, 2),$) elde edilir. Su halde
T(z,G'(2))=(z,G'(z)) olup (z,G'(z)) T nin bir esnek sabit noktasidir. (z,G'(z)) nin
tekligini i¢in (z,G'(2)) # (w,G'(w)) ve (w,G'(w)) € (G,A)U(H,B) oldugunu kabul

edelim.

T Kannan tipi esnek devirli biiziilme oldugundan,
D,(z.G'(2)).(w,G'(W))) = D, (T (z.G'(2)). T(w,G'(W)))

] 2~15(T(z,G’(z)),T(W,G'(W))) N
D(T(z,G'(2)),T(p,G'(p)) + DT (w,G'W),T(p,G'(p))) + D(T(z,G'(2)), T (w,G'(W)))

= 2D(T(z,G'(2)). T(w,G'(W)))

< 2A[D(T(z.G'(2)).(2.G'(2))) + DT (w,G' (W), (w, G'(W))]
= 207((T., 2),§) + 247 (T, W), $)

= 2A(A(T,, 2), Z(T,,, ), $)

Yazabiliriz. Sonug olarak (z,G'(z)) =(w,G'(w)) oldugu elde edilir. ]
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5.SONUC VE ONERILER

Bu tez caligmasinda esnek noktalarin kullanilmasiyla Steinhaus transform
esnek metrik tanimlanmis olup tanimladigimiz bu yeni metrige gore ensek dizi, esnek
yakinsak dizi, esnek Cauchy dizisi, esnek biiziilebilirlik gibi kavramlar Steinhaus
transform esnek metrik ile ifade edilmis olup bazi esnek sabit nokta teoremlerini

ispatlayabilmek iizere gerekli altyap1 olusturulmustur.

Steinhaus transform esnek metrigin kullanilmasiyla literatiirde olduk¢a 6nemli
bir yere sahip olan Banach biiziilme teoremi, Caristi, Kannan gibi bazi1 sabit nokta
teoremleri ifade ve ispat edilmistir. Calismada son olarak esnek kapsama doniisiimiiyle
birlikte gbze alinan devirli doniisiimler Steinhaus transform esnek metrik uzaylarda
tanimlanmistir. Kannan tipi devirli esnek biiziilme dontigiimleri kullanilarak iki esnek
kiimenin esnek kesisimin de bir tek sabit noktaya sahip olmamiz1 saplayan teorem

ifade ve ispat edilmistir.

Bu tez calismasinda elde edilen sonuglardan farkli olarak literatiirde yer alan
diger sabit nokta teoremleri ifade ve ispat edilebilir. Bununla birlikte iizerinde
calistigimiz Steinhaus transform esnek metrik uzaylarin esnek kompaktlik, esnek
Hausdorff uzay olma, esnek tamlik gibi 6zelliklerle birlikte g6z oniine alinmasiyla yeni

teorem ve sonuclar elde edilebilir.
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