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ÖZET

STOKAST�K D�FERANS�YEL DENKLEM MODELLEMEDE

GENELLE�T�R�LM�� ENTROP� OPT�M�ZASYON YÖNTEMLER�

Nihal �NCE

�statistik Anabilim Dal�

Eski³ehir Teknik Üniversitesi, Lisansüstü E§itim Enstitüsü, Aral�k, 2021

Dan�³man : Prof. Dr. Sevil �ENTÜRK

Stokastik diferansiyel denklemlerin bir probleme uygulanabilmesi için çözümü-

nün var ve tek oldu§unun ispatlanabilmesi oldukça önemli bir konudur. Bu amaçla,

literatürden farkl� olarak stokastik diferansiyel denklemlerin çözümünün var ve tek

oldu§u Banach sabit nokta prensibinin genelle³tirilmesi yard�m�yla bu tez çal�³ma-

s�nda teorik olarak ispat�na yer verilmi³tir. Stokastik diferansiyel denklemlerin çö-

zümü bir stokastik süreçtir ve bu süreç t zaman�n�n her bir an�nda bir rassal de§i³ken

ifade etmektedir. Stokastik süreci olu³turan bu rassal de§i³kenlerin olas�l�k yo§unluk

fonksiyonun bulunmas� ise önemli bir problemdir. Söz konusu problemin çözümü için

bu çal�³mada, genelle³tirilmi³ entropi optimizasyon yöntemleri kullan�larak stokastik

diferansiyel denklemlerin çözümü olan stokastik sürecin olas�l�k yo§unluk fonksiyo-

nunu elde etmek için yeni bir yöntem geli³tirilmi³ ve teorik olarak da ispatlanm�³t�r.

Genelle³tirilmi³ entropi optimizasyon yöntemlerinin kullan�lma sebebi bu yöntem-

lerden elde edilen da§�l�mlar�n di§er istatistiksel da§�l�mlardan daha esnek olmas�-

d�r. Geli³tirilen yeni yöntemin performans�n� göstermek amac�yla üç gerçek veri seti

üzerinde uygulamas� yap�lm�³t�r ve simülasyon çal�³mas� ile de elde edilen sonuçlar

desteklenmi³tir.

Anahtar Sözcükler: Stokastik diferansiyel denklem, Euler-Maruyama, Stokastik

süreç, Genelle³tirilmi³ entropi optimizasyon yöntemleri.
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ABSTRACT

GENERALIZED ENTROPY OPTIMIZATION METHODS IN STOCHASTIC

DIFFERENTIAL EQUATION MODELLING

Nihal �NCE

Department of Statistics

Eskisehir Technical University, Institute of Graduate Programs, December, 2021

Advisor : Prof. Dr. Sevil �ENTÜRK

In order for stochastic di�erential equations to be applied to a problem, it is qu-

ite important that its solution can be proved that it exists and is the only one. For

this purpose, the solution of stochastic di�erential equations, which is di�erent from

the literature, exists and is the only one, has been theoretically proved in this thesis

study with the help of the generalization of the Banach �xed point principle. The

solution of stochastic di�erential equations is a stochastic process, and this process

represents a random variable at each time of t time. It is an important problem that

these random variables forming the stochastic process are the possibility density

function. In this study, the solution of the problem in question is, a new method

for obtaining the probability density function of the stochastic process, which is the

solution of stochastic di�erential equations using generalized entropy optimization

methods, has been developed and also theoretically proved. The reason for using

generalized entropy optimization methods is that these methods are derived from

this is because distributions are more �exible than other statistical distributions. In

order to demonstrate the performance of the new method developed, its application

was carried out on three real data sets and the results obtained by the simulation

study were supported.

Keywords: Stochastic di�erential equation, Euler-Maruyama, Stochastic process,

Generalized entropy optimization methods.
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1. G�R��

Stokastik diferansiyel denklem (SDD), terimlerinin bir veya daha fazlas�n�n

stokastik süreç oldu§u bir diferansiyel denklemdir, bu yüzden de kendi kendini sto-

kastik süreç olan bir çözümle sonuçland�rmaktad�r. Diferansiyel denklemlere ras-

sal elemanlar�n eklenmesi ile de stokastik diferansiyel denklemler olu³turulmakta-

d�r. Ayr�ca, stokastik diferansiyel denklemler ile Fokker-Planck-Kolmogorov (FPK)

denklemi aras�nda bir ili³ki bulunmaktad�r. Çünkü stokastik diferansiyel denklemin

çözümü bir stokastik süreçtir. FPK denkleminin çözümü ise ilgili stokastik sürecin

olas�l�k yo§unluk fonksiyonudur.

Her bir uygun ba³lang�ç ko³ulu için benzersiz bir çözüme sahip olan adi dife-

ransiyel denklemlerdeki gibi deterministik modellerin aksine, SDD modelleri sürekli-

zaman stokastik süreçleri olan çözümlere sahip olmas�ndan dolay� literatürde birçok

uygulama ve ara³t�rma alanlar� için standart modeller haline gelmi³tir. Özellikle,

SDD modelleri; �zik, kimya, biyoloji, �nans matemati§i, ekonomi, aktüerya bilim-

leri, mühendislik, popülasyon dinamikleri, vb. dahil olmak üzere birçok karma³�k

ve dinamik sistemleri modellemek için oldukça popüler modellerdir. Çünkü, bu kar-

ma³�k ve dinamik sistemlerin pek ço§unda rassall�k bulunmaktad�r. Bu sebeple, söz

konusu disiplinlerde ortaya ç�kan karma³�k ve dinamik sistemlerin modellenmeleri

için gerekli olan matematiksel araç stokastik diferansiyel denklemlerdir.

Adi diferensiyel denklemlerde analitik çözümü bulmak oldukça zordur. Sto-

kastik diferansiyel denklemler için çözümü bulmak ise rassall�k içermesinden dolay�

çok daha zordur. Bu zorlu§u gidermek için nümerik çözüm yöntemleri ilgi alan�

haline gelmi³tir. Buradan yola ç�karak, diferansiyel denklemlerin çözümüne yönelik

genel bir yöntem üretmek için kullan�lan maksimum entropi yöntemi son zamanlarda

istatistiksel mekani§in içinde meydana gelen stokastik diferansiyel denklemlerin çö-

zümlerine yakla³mak için de kullan�lmaktad�r. Çünkü, maksimum entropi yöntemi

sadece mevcut bilgileri kullanarak olas�l�k da§�l�mlar�n�n aç�k bir ³ekilde elde edilme-

sine olanak sa§layan en etkili yöntemlerden biridir. Shannon'un bilgi teorisi (Shan-

non, 1948) ba§lam�nda geli³tirdi§i bu güçlü yöntem, rassal de§i³kenle ilgili verilerin

k�smen ya da hiç mevcut olmad�§� birçok durumda son derece yararl�d�r.

Hick ve Stevens (1987)'de maksimum entropi yönteminin, Fokker-Planck denk-
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lemi gibi da§�t�m fonksiyonlar�n�n zaman evrimini yöneten k�smi diferansiyel denk-

lemlerin yakla³�k çözümlerini bulmak için uygulanabilir oldu§unu göstermi³lerdir.

Ayr�ca, Jaynes (1957)'in difüzyon benzeri ve Fokker-Planck denklemlerine yakla³�k

çözüm bulma yöntemini incelemi³lerdir.

Baker-Jarvis vd. (1989)'da maksimum entropi yönteminin Fokker-Planck denk-

lemleri için uygun oldu§u üzerine çal�³m�³lard�r.

Jumarie (1990)'da Fokker-Planck denkleminin zamana ba§l� katsay�lar ile dura-

§an olmayan çözümlerini belirlemek için maksimum entropi yöntemi ile bir yakla³�m

önermi³lerdir. Bu yöntemin çözümü, Fokker-Planck denklemlerinin ö§eleri aç�s�ndan

do§rudan tan�mland�§� için seri aç�l�mlar ve öz fonksiyonlar arac�l�§�yla �ziksel olarak

daha anlaml� olan kompakt bir form sa§lam�³t�r.

Sobczyk ve Trebicki (1990)'da maksimum entropi prensibinin do§rusal ve do§-

rusal olmayan stokastik diferansiyel denklemlerin çözümlerinin olas�l�k da§�l�mlar�n�n

yakla³�k karakterizasyonunda kullan�labilir oldu§unu göstermi³lerdir.

Langtangen (1991)'de bir Markov i³lemi ile sabit do§rusal olmayan rassal tit-

re³imlere ili³kin modelin çözümünün olas�l�k yo§unluk fonsiyonunu Fokker-Planck

denklemi yard�m�yla bulunabilir oldu§unu göstermi³tir. Bu olas�l�k yo§unluk fonksi-

yonun elde edilmesi için genel bir say�sal çözüm yöntemi olarak yakla³�k dönü³ümler

veya maksimum entropi da§�l�mlar� yöntemini kullanm�³t�r. Ba³ka bir ifadeyle bu

çal�³mada Fokker-Planck denklemlerini say�sal olarak çözmeyi amaçlam�³t�r.

Sobczyk ve Trebicki (1993)'de maksimum entropi prensibinin stokastik dife-

ransiyel denklemleri çözmek için güçlü bir araç oldu§unu göstermi³lerdir. Özellikle,

Itô formülünün olu³turdu§u moment denklemleri ile ba§lant�l� olarak kullan�m� ile

geleneksel yöntemlerin uygulanamad�§� baz� durumlarda olas�l�k yo§unluk fonksiyo-

nunun do§ru tahmin edilmesini sa§lam�³lard�r.

Trebicki ve Sobczyk (1996)'da stokastik sistemlerin çözümlerinin dura§an ol-

mayan olas�l�k da§�l�mlar�n� karakterize etmek için maksimum entropi yakla³�m�n�

kullanm�³lard�r. �statistik, güvenilirlik ve tahmin gibi birçok alanda ba³ar�yla uygu-

lanan maksimum entropi yöntemini stokastik diferansiyel denklemlerin çözüm süre-

cinin olas�l�k da§�l�m�n� belirlemede kullan�labilece§ini göstermi³lerdir.

Plastino vd. (1997)'de Jaynes (1957)'in tekniklerini Fokker-Planck denklemini

önemli bir astro�ziksel problem için kozmik �³�n ta³�ma denklemine uygulam�³lar ve
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bir yakla³�m elde etmi³lerdir.

Sobzyk ve Trebicki (1999)'da, stokastik nonlineer sistemlerin olas�l�k da§�l�m-

lar�n�n karakterizasyonunu tahmin etmek için olas� yakla³�mlar önermi³lerdir. Bu

tür sistemlerin temel özelliklerinin tan�mlanmas�ndan ba³layarak olas�l�k da§�l�mla-

r�n�n de§erlendirilmesinde en dikkate de§er olan maksimum entropi yöntemine vurgu

yapm�³lard�r. Söz konusu bu yöntemin uygun bir ³ekilde genelle³tirildi§inde karma-

³�k stokastik sistemlerin çözümün (veya yan�t�n) istatistiksel denklemlerde yer alan

bilgileri kullanarak ba³ar�l� bir ³ekilde çözüm elde edilebilece§ini göstermi³lerdir.

El-Wakil vd. (2001)'de de§i³ken katsay�larla tek boyutlu Fokker-Planck denk-

leminin tam çözümünü bulmak için maksimum entropi yakla³�m�n� kullanm�³lard�r.

Bununla birlikte, genelle³tirilmi³ Fokker-Planck denkleminin olas�l�k yo§unlu§unun

kesin çözümleri maksimum entropi yakla³�m� ile elde etmi³lerdir. Yakla³�k çözüm-

lere ek olarak, Fokker-Planck denkleminde maksimum entropi yakla³�m�n� kullana-

rak de§i³ken katsay�larla Fokker-Planck denkleminin kesin çözümlerinin bulunmas�

amaçlanm�³t�r. Çünkü, maksimum entropi tekni§i genel bir veri azl�§� veya benzersiz

olmayan çözümlerin oldu§u sistemlerde çözümlerin yakla³�m� için çok kullan�³l�d�r.

Soize (2008)'de maksimum entropi prensibini kullanarak vektör de§erli bir ras-

sal de§i³kenin olas�l�k da§�l�m�n� elde etmi³tir ve Itô stokastik diferansiyel denkle-

minin dura§an çözümünün olu³turulmas�nda bu olas�l�k da§�l�m�n�n kullan�labilir

oldu§unu üç farkl� ³ekilde göstermi³tir.

Koverda ve Skokov (2012)'de bir rassal süreç üzerinde deterministik bir etki

alt�nda ortaya ç�kan karma³�k stokastik süreçlerin dura§anl�§�n� ara³t�rmak için mak-

simum entropi yönteminin kullan�m�n� göstermi³lerdir.

Zhang vd. (2014)'de stokastik diferansiyel denklemler için minimum çapraz

entropi yöntemini incelemi³ler ve söz konusu yakla³�m ile üstel olarak e§imli olas�-

l�k da§�l�mlar�n�n elde edilmesinde minimum çapraz entropi yönteminin de i³levsel

oldu§unu göstermi³tir.

Opper (2017)'de stokastik diferansiyel denklemler taraf�ndan aç�klanan iki sto-

kastik i³lem için Kullback-Leibler entropi ölçümüne dayal� nispi entropi oran�n� tah-

min etme problemini incelemi³tir.

Vasconcelos vd. (2017)'de yeni bir yakla³�m olan H-teori ile elde edilen maksi-

mum entropi prensibini kullanarak stokastik diferansiyel denklem çözümlerinin ol-
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s�l�k da§�l�m�na bir yakla³�m önermi³lerdir ve özellikle parametrik belirsizli§e sahip

stokastik diferansiyel denklemler ile ilgilenmi³lerdir.

Deshpande ve Bhattacharya (2020)'de stokastik diferansiyel denklemin çözü-

müne polinom kaos aç�l�mlar�na benzer maksimum entropi temel fonksiyonlar�n� kul-

lanarak bir yakla³�m geli³tirmi³lerdir. Maksimum entropi temel fonksiyonlar�n� bilgi-

teorik entropinin maksimize edilmesiyle mevcut verilerden elde etmi³ler ve mevcut

yöntemlerle kar³�la³t�rm�³lard�r.

�u ana kadar verilmi³ olan literatürdeki çal�³malar maksimum entropi yön-

temi ve daha az say�da olan minimum çapraz entropi yöntemi kullanarak stokastik

diferansiyel denklemlerin çözümünü bulma üzerine olan çal�³malard�r. Bu tez çal�³-

mas�n�n temel konusu olan stokastik diferansiyel denklemin çözümü olan stokastik

sürecin yakla³�k olas�l�k yo§unluk fonksiyonun bulunmas� genelle³tirilmi³ entropi op-

timizasyon yöntemleri kullan�larak literatürde ilk kez bu çal�³mada yap�lm�³t�r ve

geli³tirilen yeni yöntem teorik olarak da ispatlanm�³t�r. Bu sebeple, geli³tirilen yeni

yöntemin etkin ve uygulanabilir olmas�ndan dolay� literatürde yap�lan çal�³malara

farkl� bir bak�³ aç�s� kazand�rmas� beklenmektedir.

Tez çal�³mas� alt� bölümden olu³maktad�r ve birinci bölüm olan giri³ bölü-

münde literatür taramas�na yer verilmi³tir.

Çal�³man�n ikinci bölümünde tez çal�³mas�n�n alt yap�s�n� olu³turan gerekli

matematiksel ön bilgiler ifade edilmi³tir ve Itô stokastik diferansiyel denkleminin

tan�m�na yer verilmi³tir. Itô stokastik diferansiyel denklemler için varl�k-teklik te-

oremi literatürde var olan yöntemlerden farkl� olarak ilk defa Banach sabit nokta

prensibinin bir genelle³tirilmesi ile ispatlanm�³t�r. Sonras�nda Itô stokastik diferan-

siyel denklem ile Fokker-Planck-Kolmogorov aras�ndaki ili³ki ayr�nt�l� bir ³ekilde

verilmi³tir. Itô stokastik diferansiyel denkleminde yer alan Wiener süreci bir stokas-

tik süreçtir. Bu sürecin varsay�mlar�n�n nas�l sa§lanaca§�na ili³kin s�namalara da yer

verilmi³tir. Stokastik diferansiyel denklemlerin somut bir probleme uygulanabilmesi

için parametrelerinin tahmin edilmesi gerekmektedir. Bu amaçla, en çok olabilir-

lik yöntemi ile stokastik diferansiyel denklemlerin parametre tahmini yap�lm�³t�r.

�lgilenilen veri setine önerilen stokastik diferansiyel denklem modelinin uygun olup

olamd�§�n�n belirlenmesi gerekmektedir. Bu sebeple, stokastik diferansiyel denklem-

ler için literatürde özel olarak geli³tirilmi³ olan Ki-Kare uyum iyili§i testi ayr�nt�l�
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bir ³ekilde ifade edilmi³tir. Bu bölümde son olarak Itô stokastik diferansiyel denk-

lemlerin nümerik çözüm yöntemlerinden birisi olan Euler-Maruyama yöntemine yer

verilmi³tir.

Üçüncü bölümde maksimum entropi, minimum çapraz entropi yöntemlerinin

kesikli ve sürekli rassal de§i³kenler için elde edilme yöntemleri ifade edilmi³ ve ge-

nelle³tirilmi³ entropi optimizasyon yöntemleri ile elde edilen genelle³tirilmi³ MaxEnt

da§�l�mlar� ve genelle³tirilmi³ MinxEnt da§�l�mlar�na yer verilmi³tir.

Dördüncü bölümde ise, çal�³man�n temelini olu³turan stokastik diferansiyel

denklemin çözümünün yakla³�k olas�l�k yo§unluk fonksiyonun elde edilmesine ili³kin

yeni bir yöntem geli³tirilmi³tir ve söz konusu yeni yöntem bir teorem yard�m�yla da

ispatlanm�³t�r.

Be³inci bölümde ise bir önceki bölümde geli³tirilen yeni yöntemin performan-

s�n� göstermek için simülasyon çal�³mas� ve farkl� üç gerçek veri seti üzerinde uygu-

lamalar yap�lm�³t�r.

Son bölümde ise tez çal�³mas�nda elde edilen bulgular de§erlendirilmi³ ve so-

nuçlar tart�³�lm�³t�r.
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2. STOKAST�K D�FERANS�YEL DENKLEMLER

Stokastik diferansiyel denklemler konusu istatistik ve olas�l�k teorisine dayanan

geni³ çapl� bir aland�r. Çözümleri stokastik süreç olan stokastik diferansiyel denk-

lemler olas�l�k uzay� üzerinde tan�mland�§�ndan bu bölümde olas�l�kla ilgili kavram-

lar, stokastik süreçlerle ilgili önemli tan�m ve özelliklerden bahsedilmi³tir. Stokastik

diferansiyel denklemlerin çözümünün var ve tek oldu§una ili³kin Itô stokastik dife-

ransiyel denklemler için varl�k-teklik teoremi farkl� bir yöntem olan Banach sabit

nokta prensibinin bir genelle³tirilmesi yard�m�yla literatürde var olan yöntemlerden

farkl� bir ³ekilde ispat� yap�lm�³t�r. Sonras�nda, SDD ile FPK aras�ndaki ili³ki ay-

r�nt�l� bir ³ekilde verilmi³tir. SDD'lerde yer alan Wiener sürecinin varsay�mlar�n�n

s�nanmas� istatistiksel testler ile gösterilmi³tir. Stokastik diferansiyel denklemlerin

çözümünün varl�k-tekli§i ve Wiener sürecinin varsay�mlar�n�n sa§lanmas�ndan sonra

SDD'lerin somut bir probleme uygulanabilmesi için parametrelerinin tahmin edil-

mesi gerekmektedir. Bu amaçla, en çok olabilirlik yöntemi ile stokastik diferansiyel

denklemlerin parametre tahmini yap�lm�³t�r. SDD modeline karar verildikten sonra

önerilen modelin veri setine uyumlu olup olmad�§� stokastik diferansiyel denklemler

için literatürde özel olarak geli³tirilmi³ olan Ki-Kare uyum iyili§i testi yard�m�yla

gösterilmi³tir. Son olarak da, Itô stokastik diferansiyel denklemlerin nümerik çözümü

için Euler-Maruyama yöntemi ayr�nt�l� bir ³ekilde verilmi³tir.

Tanm 2.1. Ω elementer sonuçlar uzay�, kompleks ko³ullar�n sabit tutuldu§u ortamda

sonsuza kadar devam ettirilebilir gözlemler sonucu ba³ gösterebilecek tüm olaylar�n

olu³turdu§u bir küme ve B'de Ω'n�n alt kümelerinden olu³an bir kümeler sistemi

olsun. E§er P fonksiyonu B'de tanml� gerçel de§erli bir fonksiyon ise P bir küme

fonksiyonudur. Her A ∈ B için P (A) ≥ 0 oluyorsa P negatif olmayan bir küme

fonksiyonudur.

Bir Ω kümesinin alt kümelerinden olu³an B kümeler sistemi için

1. ∅ ∈ B,

2. A ∈ B iken Ac = (Ω− A) ∈ B,

3. i = 1, 2, . . . için Ai ∈ B iken
⋃∞

i=1Ai ∈ B
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özelliklerini sa§l�yorsa B bir σ-cebirdir. B bir σ-cebri ve P 'de B üzerinde tan�ml�

bir küme fonksiyonu olsun. P küme fonksiyonu

1. ∀A ∈ B için P (A) ≥ 0,

2. P (Ω) = 1,

3. An, n ∈ N ler B'deki ayr�k (Ak ∩ Aj = ∅, k ̸= j) olaylar�n bir dizisi olmak

üzere,

P

(
∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

P (An)

özelliklerini sa§l�yorsa, P küme fonksiyonuna bir olas�l�k ölçüsü denir. Bu durumda,

(Ω,B, P ) üçlüsüne bir olas�l�k uzay� denir (�amilov, 2014).

Tanm 2.2. (Ω,B, P ) bir olas�l�k uzay� ve X : Ω → R olsun. E§er x ∈ R için

X−1((−∞, x]) kümesi B sistemi içinde yani {w ∈ Ω : X(w) ≤ x} ise X bir rassal

de§i³kendir.

{w ∈ Ω : X(w) ≤ x} ∈ B özelli§i X rassal de§i³keninin ölçülebilirli§ini

ifade etmekledir. Bu özellik sayesinde ∀x ∈ R için bir fonksiyon yani FX(x) =

P (X ≤ x) fonksiyonu tan�mlanabilir. Buna rassal de§i³keninin da§�l�m fonksiyonu

denir (�amilov, 2014).

Tanm 2.3. Ω elementer sonuçlar uzay� sonlu veya sonsuz say�labilir elemanlardan

olu³tu§unda X rassal de§i³keninin da§�l�m fonksiyonu parçal� sabit azalmayan bir

fonksiyonu ise X'e kesikli rassal degi³ken denir. Kesikli rassal de§i³ken say�labilir

say�da de§erlere sahiptir. Kesikli rassal de§i³kenin hemen hemen her yerde türevi

0'a e³ittir (�amilov, 2014).

Tanm 2.4. X rassal de§i³keninin da§�l�m fonksiyonu F (x) sürekli diferansiyellebilir

fonksiyon ise, bir ba³ka ifadeyle F ′(x) = f(x) ko³ulunu sa§layan f(x) yo§unluk

fonksiyonu sürekli bir fonksiyon ise X rassal de§i³kenine sürekli rassal de§i³ken denir

(�amilov, 2014).

Tanm 2.5. X sürekli rassal de§is
,
keni (Ω,B, P ) olas�l�k uzay�nda tan�ml� olsun. X

rassal de§is
,
keninin de§erler kümesi DX ve da§�l�m fonksiyonu F (x) olsun. ∀x ∈ DX

7



olmak üzere, X rassal de§is
,
keninin olas�l�k yo§unluk fonksiyonu,

fX(x) = lim
∆x→0

P (x ≤ X ≤ x+∆x)

∆x

veya

f(x) =


dF (x)
dx

, F 'nin türevlenebildi§i yerlerde

0 , di§er yerlerde

³eklinde tan�mlan�r. Olas�l�k yo§unluk fonksiyonunun özellikleri a³a§�da verilmi³tir:

1. fX(x) ≥ 0

2.
∫∞
−∞ fX(x)dx = 1

3. P (x1 < X ≤ x2) =
∫ x2

x1
fX(x)dx = FX (x2)− FX (x1)

4. FX(x) = P (X ≤ x) =
∫ x

−∞ fX(s)ds (�amilov, 2014).

Tanm 2.6. y = f(x) fonksiyonu (αx, αy) ölçülebilir olsun. E§er αx ve αy Borel

sistemleri ise y = f(x) fonksiyonuna Borel fonksiyonu denir. Ba³ka bir ifadeyle,

y = f(x) fonksiyonu verildi§inde ∀A ∈ αy Borel kümesiyken onun ters görüntüsü

f−1(A) ∈ αx de Borel kümesi oluyor ise y = f(x) fonksiyonuna Borel fonksiyonu

denir (�amilov, 2007).

Tanm 2.7. (Ω,B, P ) olas�l�k uzay� üzerinde tan�mlanm�³ rassal de§i³kenlerin bir

koleksiyonuna bir stokastik süreç denir ve

(Xt, t ∈ T ) = (Xt(ω), t ∈ T, ω ∈ Ω)

³eklinde yaz�l�r. Burada T 'ye parametre kümesi denir. t ∈ T, ω ∈ Ω olmak üzere

X(t, ω) stokastik süreci iki de§i³kenli reel de§erli bir fonksiyondur. Ayr�ca, stokastik

süreç (Ω,B, P ) olas�l�k uzay� üzerinde tan�ml� rassal de§i³kenler kümesi olarak da

tan�mlanmaktad�r.

T genelde zaman olarak yorumlanan parametre kümesidir. T kümesi tan�mdaki

gibi soyut bir parametre kümesi iken genellikle literatürde T ⊂ R olarak al�n�r ve bu

tez çal�³mas�nda T ⊂ R olarak al�nm�³t�r. Stokastik süreçler parametre kümesi T 'ye
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ve rassal de§i³kenlerin durumlar�na göre s�n��and�r�lmaktad�r. Parametre kümesi,

e§er say�labilir bir küme ise o zaman stokastik sürece kesikli zamanl� stokastik süreç,

e§er bir aral�ksa yani (T = (a, b), T = [a, b], . . .) ise o zaman stokastik sürece sürekli

zamanl� stokastik süreç denir. Bir ba³ka ifade ile ∀t ∈ T için Xt rassal de§i³kenleri

sürekli rassal de§i³kenler ise o zaman stokastik sürece sürekli, e§er ∀t ∈ T için Xt

rassal de§i³kenleri kesikli rassal de§i³kenler ise sürece kesikli stokastik süreç denir

(Bozda§, 2015). Stokastik sürece iki bak�³ aç�s� vard�r:

1. Sabitlenmi³ bir t ∈ T zaman� için X(t, ·) : (Ω,B, P ) → R ölçülebilir bir fonk-

siyondur, bu da X (t, ·)'n�n bir rassal de§i³ken oldu§unu gösterir. Dolay�s�yla

{Xt(ω)}t∈T kümesine t parametresine ba�gl� rassal de�gi³kenlerin ailesi olarak

bak�labilir.

2. E§er bir ω ∈ Ω sabitlenirse bu durumda X (·, ω) : T → R zaman�n bir fonksi-

yonu olur. Bu durumda Xt(ω), t de§i³kenli bir fonksiyon olur. Bu fonksiyona

sabit bir ω için stokastik sürecin yörüngesi, örnek yolu veya gerçekle³mesi de-

nir. Çal�³man�n geri kalan k�sm�nda bu fonksiyon için yörünge terimi kulla-

n�lm�³t�r (Özel Kad�lar, 2020).

9



�ekil 2.1. Bir stokastik sürecin be³ farkl� ω de§erine kar³�l�k gelen örneklem fonksiyonlar�
(Mikosch, 1998)

Tanm 2.8. (Ω,B, P ) olas�l�k uzay�nda tan�mlanan t ≥ 0 olmak üzere bir W (t, ω) :

[0,∞] × Ω → R stokastik süreci a³a§�daki ko³ullar� sa§layan bir Brownian hareketi

ya da Wiener sürecidir. {Wt, t ≥ 0} biçimindeki bir Wiener süreci as
,
a§�da verilen

özellikleri ta³�r:

1. W0 = 0'd�r. Ba³ka bir ifadeyle, süreç s�f�r zaman�nda s�f�r pozisyonundan ba³-

lar.

2. Wt, t'nin sürekli bir fonksiyonudur.

3. 0 ≤ t1 < t2 için verilen W (t2) −W (t1) art�m�, 0 beklenen de§erli t2 − t1 var-

yansl� normal da§�l�ma, yaniW (t2)−W (t1) ∼ N(0, t2−t1) =
√
t2 − t1N(0, 1)'ne

denktir.

4. 0 < t1 < t2 < . . . < tn için Wt1 −W0,Wt2 −Wt1 , . . . ,Wtn −Wtn−1 art�mlar�

dura§and�r.

5. {Wt, t ≥ 0} süreci ba§�ms�z artmal� süreçtir. Ba³ka bir deyi³le, 0 < t1 < t2 <

10



. . . < tn için Wt1 −W0, Wt2 −Wt1 , . . . ,Wtn −Wtn−1 art�mlar� ba§�ms�z rassal

de§i³kenlerdir (Özel Kad�lar, 2020).

Tanm 2.9. Bir deneyin tekrarlanan denemelerinin bir dizisinde herhangi bir ad�m-

daki sonuç en fazla bir önceki ad�mda bulunan sonuca ba§l� olup daha önceki herhangi

bir sonuca ba§l� de§ildir. Böyle bir diziye Markov zinciri ya da Markov süreci denir.

Bir Markov stokastik süreç N(µ, σ) biçiminde gösterilen ortalamas� µ, standart

sapmas� σ olan normal da§�l�ma sahiptir. Markov özelli§i ta³�yan ve (0, 1) da§�l�m�na

sahip olan bir de§i³ken, Wiener süreci izler. Wiener süreci; Markov stokastik süre-

cinin özel bir durumudur (Türkseven, 2015).

Tanm 2.10. {Xt, t ∈ T} sürecinin bir beyaz gürültü süreci olabilmesi için a³a§�daki

ko³ullar� sa§lamas� gerekmektedir:

i. Her t ∈ T için, E(Xt) = 0 olmal�d�r.

ii. Her t ∈ T için, V ar (Xt) = σ2 <∞ olmal�d�r.

iii. Her t ∈ T, τ > 0 için, Cov (Xt, Xt−τ ) = 0 olmal�d�r (Özel Kad�lar, 2020).

Tanm 2.11. x, y, z . . . elemanlar�ndan olus
,
an bir M kümesi ele al�ns�n. E§er M

kümesinde bir metrik tanmlanm�³sa, bir bas
,
ka ifade ile iki nokta aras�nda mesafe

kavram� tanmlanm�³sa M kümesine metrik küme denir. x, y ∈ M iken bu iki nokta

aras�ndaki mesafe ρ(x, y) ile gösterilsin. ρ(x, y) fonksiyonu ∀x, y çiftine kar³�n bir

say� ifade eder. ρ(x, y) fonksiyonu,

i. ρ(x, y) ≥ 0, ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y (Poziti�ik özelli§i)

ii. ρ(x, y) = ρ(y, x) (Simetriklik özelli§i)

iii. x, y, z ∈ M icin ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y) (Üçgen özelli§i)

özelliklerine sahip ise ρ(x, y) fonksiyonuna metrik denir. M metrik kümesinde dizi

limiti kavram� tanmlanm�s
,
ise bu kümeye metrik uzay denir (�amilov, 2012).

Tanm 2.12. {xn}∞n=1 , xn ∈ M dizisi verildi§inde ∀ε > 0 say�s�na göre ∃N(ε) var

ki n > N ve m = 1, 2, 3, . . . için ρ (xn+m, xn) < ε e³itsizli§i sa§lan�r ise {xn}∞n=1

dizisine Cauchy dizisi denir (�amilov, 2012).

Tanm 2.13. M metrik uzay�nda her bir {xn}∞n=1 Cauchy dizisi yak�nsak ise ya da

ρ (xn, x) → 0, x ∈ M ise, M metrik uzay�na tam metrik uzay denir (�amilov, 2012).
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Tanm 2.14. M metrik uzay�n�n her bir x eleman�n� ba³ka bir N uzay�n�n tek bir

Ax eleman�na atayan A kural�na M metrik uzay�nda tan�ml� A operatörü denir

(�amilov, 2012).

Tanm 2.15. A operatörü M uzay�nda i³lem yapan bir operatör ve ∀x, y ∈ M için

ρ(Ax,Ay) ≤ αρ(x, y), 0 < α < 1 ise ya da x ve y noktalar�n�n görüntüleri aras�ndaki

mesafe x ve y aras�ndaki mesafeden küçük ise A operatörüne s�kan operatör denir

(�amilov, 2012).

Tanm 2.16. Her bir x eleman�n�n normu denildi§inde x ∈ M olmakla ∥x∥ anla³�l�r.

∥x∥,∀x için bir say� tan�mlar ve a³a§�daki özellikleri sa§lar:

i. ∥x∥ ≥ 0, ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0

ii. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥

iii. ∥λx∥ = |λ|∥x∥ (�amilov, 2012).

Tanm 2.17. ∀ε > 0 say�s�na göre ∃N(ε) var ki n,m > N olmak üzere ∥Xn −Xm∥SP <

ε e³itsizli§i sa§lan�yorsa {Xn}∞n=1 dizisine Cauchy dizisi denir (�amilov, 2012).

Tanm 2.18. SRV , Sade rassal de§i³kenlerin kümesi, HRV de rassal de§i³kenlerin

Hilbert uzay� olsun. (X, Y ) ∈ SRV , iç çarp�m

(X, Y ) = E(XY ) = E

(
n∑

i=1

n∑
j=1

ciIAi
IBj

didj

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

cididjP (Ai ∩Bj)

Sade rassal de§i³kenlerin iç çarp�m� tam de§ildir. Ancak, Hilbert uzay� ile tamamla-

nabilir. Bu durumda, {xn}∞n=1 dizisi- HRV 'de tanml� rassal de§i³kenler dizisi olsun.

∀ε > 0 olmakla ∃N(ε) var ki n,m > N iken |∥X∥n − ∥X∥m|RV < ε es
,
itsizli§i sa§la-

n�r. Bu durumda, HRV tamd�r ve n→ ∞ ike. ∥Xn −X∥RV → 0 olur. Buradan da,

SRV ; HRV 'de s�kt�r denir.

Özetle, (X, Y ) = E(XY ), Hilbert uzay� için norm ∥X∥RV = (E (|X|2))1/2

³eklinde tanmlan�r (Allen, 2007).

Tanm 2.19. f(t, ω) =
∑N−1

i=0 f (ti, ω) basamakl� fonksiyonu verilmi³ olsun. Stokastik

süreçlerin Hilbert uzay� normu ∥f∥SP = (f, f)1/2 =
(∫ T

0
E|f(t)|2dt

)1/2
³eklinde

tanmlanm�³ metrik uzayd�r (Allen, 2007).
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Tanm 2.20. f : [a, b] → R, g : [a, b] → R iki fonksiyon ve ∀t ∈ [a, b] için

|f(t)|, |g(t)| < ∞ olsun. [a, b] aral�§�nda key� τN : a = t0 < t1 < . . . < tN = b

parçalan�³� olsun ve ∥τ∥ = maxi=1,2,...,N |ti − ti−1| olarak tanmlans�n. ζi ∈ [ti−1, ti]

key� nokta olmak üzere

Sτ =
n∑

i=1

f (ζi) (g (ti)− g (ti−1))

toplam�na τ için Riemann-Stieltijes toplam denir. E§er n → ∞ iken ve ∥τ∥ →

0 iken Sτ toplam bir say�ya yak�ns�yor ise o zaman bu say�ya f fonksiyonunun g

fonksiyonuna göre Riemann-Stieltijes integrali denir ve

∫ b

a

f(t)dg(t)

ile gösterilir (�amilov, 2007).

Tanm 2.21. a ≤ t ≤ b olmak üzere stokastik süreçlerin Hibert uzay� HSP , rassal

de§i³kenlerin Hilbert uzay� HRV olmak üzere

J(f) = J(f)(ω) =

∫ b

a

f(s, ω)ds

J(f)(t) = J(f)(t, ω) =

∫ t

a

f(s, ω)ds

stokastik integralleri s�ras�yla HSP → HRV ve HSP → HSP ³eklinde dönü³ümler-

dir. Çünkü ilk integralin de§eri rassal de§i³ken iken ikinci integralin de§eri stokastik

süreçtir. HSP 'da [0, T ] aral�§�nda verilen f fonksiyonunun normu

∥f∥SP =

(∫ b

a

Ef(t)|2dt
)1/2

³eklinde verilmi³tir. Stokastik integrallerin tan�m� gere§i f stokastik süreci a³a§�daki

üç ko³ulu sa§lar:

1. f(a) ∈ HRV 'dir. Bu yüzden k1 pozitif sabiti için ∥f(a)∥2RV = E|f(a)|2 ≤ k1

e³itsizli§i geçerlidir.

2. ∀t1, t2 ∈ [a, b] için ∥f (t2)− f (t1)∥2RV = E |f (t2)− f (t1)|2 ≤ k2 |t2 − t1| ola-
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cak ³ekilde k2 pozitif sabiti vard�r.

3. [a, b] aral�§�nda f "nonanticipating" fonksiyondur, yani f 'nin t an�ndaki du-

rumu daha sonraki durumlardan ba§�ms�zd�r.

Riemann-Stieltijes integralinin yakla³�k de§erinin Riemann toplam� olmas� gibi sto-

kastik integralin yakla³�k de§eri de f ∈ HSp, a = t0 < t1 < . . . < tN = b parça-

lanmas�, ∆t = (b − a)/N ad�m uzunlu§u, i = 0, 1, . . . , N için ti = a + i∆t olmak

üzere

J(f) ≈ JN(f) =
N−1∑
i=0

f (ti)∆t

³eklindedir (Allen, 2007).

Tanm 2.22. a ≤ t ≤ b için

I(f) = I(f)(ω) =

∫ b

a

f(s, ω)dW (s, ω)

I(f)(t) = I(f)(t, ω) =

∫ b

a

f(s, ω)dW (s, ω)

integralleri Itô stokastik integrallerdir. Bu integraller s�ras�yla HSP → HRV ve HSP →

HSP ³eklinde dönü³ümlerdir ve f stokastik süreci stokastik integrallerin üç ko³u-

lunu da sa§lamaktad�r. f ∈ HSP ve f yukar�daki üç ³art� sa§lad�§� varsay�l�rsa∫ b

a
f(s)dW (s) Itô stokastik integrali s(w)

i = a+ i
(
b−a
m

)
olmak üzere

I(f) = lim
m→∞

∫ b

a

fm(s)dW (s) = lim
m→∞

m−1∑
i=0

f
(
s
(m)
i

)(
W
(
s
(m)
i+1

)
−W

(
s
(m)
i

))
³eklinde tan�mlan�r ve HRV 'de yak�nsakt�r. f, g ∈ HSP ve c sabit olmak üzere Itô

stokastik integrallerinin baz� özellikleri as
,
a§�da verilmi³tir:

i. I(f + g) = I(f) + I(g)

ii. I(cf) = cI(f)

iii. E(I(f)) = 0

iv. E|I(f)|2 =
∫ b

a
E|f(t)|2dt (Allen, 2007).
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2.1. Itô Stokastik Diferansiyel Denkleminin Tan�m�

Stokastik diferansiyel denklemler integralleyici sürece ve rassall�§�n kayna§�na

göre Itô ve Stratonovich olmak üzere iki alt denklem s�n�f�na ay�r�lmaktad�r. Bu tez

çal�³mas�nda rassall�§�n hem ba³lang�ç de§ere hem de adi diferansiyel denkleme ek-

lenen Wiener sürecinden kaynakland�§� Itô stokastik diferansiyel denklemleri konusu

ele al�nm�³t�r. Bu bölümde adi diferansiyel denklemden yola ç�karak bir Itô stokastik

diferansiyel denklemin nas�l elde edildi§i ayr�nt�l� bir ³ekilde verilmi³tir.

Bir adi diferansiyel denklem (ADD),

dx(t)

dt
= f(t, x), dx(t) = f(t, x)dt (2.1)

ba³lang�ç ko³ullar� x(0) = x0 olmakla integral formunda yaz�labilirse

x(t) = x0 +

∫ t

0

f(s, x(s))ds

elde edilir. Burada, x(t) = x (t, x0, t0) e³itli§i x (t0) = x0 ba³lang�ç ko³ullar� ile (2.1)

adi diferansiyel denkleminin çözümüdür. Bir örnek vermek gerekirse

dx(t)

dt
= a(t)x(t), x(0) = x0 (2.2)

(2.2) adi diferansiyel denkleminde a(t)'nin deterministik bir parametre de§il, sto-

kastik bir parametre oldu§u varsay�l�rsa, stokastik diferansiyel denklem elde edilir.

Stokastik parametresi a(t) ³u ³ekilde verilir:

a(t) = f(t) + h(t)ξ(t)

burada ξ(t) beyaz gürültü sürecidir. Yani, rassall�k sadece ba³lang�ç ³art�ndan de-

§il, ayn� zamanda ölçümlerdeki hatalardan ve belirsizliklerden de kaynaklanabilir.

Buradan yola ç�karak,

dX(t)

dt
= f(t)X(t) + h(t)X(t)ξ(t) (2.3)
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elde edilir. (2.3) denklemi diferansiyel denklem formunda yaz�l�rsa

dX(t) = f(t)X(t)dt+ h(t)X(t)dW (t)

olur, burada dW (t) = ξ(t)dt Wiener sürecidir.

[0, T] aral�§�nda tan�mlanm�³ Itô stokastik diferansiyel denklemi,

dX(t, ω) = f(t,X(t, ω))dt+ g(t,X(t, ω))dW (t, ω) (2.4)

X(0, ω) = X0(ω) (2.5)

³eklinde tan�mlan�r. Burada, 0 ≤ t ≤ T içinX(0, ω) = X0 ∈ HRV ba³lang�ç ko³uluna

sahiptir. (2.4) denkleminin çözümü bir stokastik süreçtir ve t zaman�n her bir an�nda

X(t, ω) bir rassal de§i³ken ifade etmektedir. Ayr�ca,
∫ d

c
dW (s) = W (d) −W (c) ∼

N(0, d− c) olan Wiener süreçleridir ve stokastik diferensiyel denklemlerde rassall�§�

sa§layan ifadedir.

f fonksiyonu sürüklenme katsay�s� ve f(t,X(t, ω)) ∈ R, g fonksiyonu ise difüz-

yon katsay�s� ve g(t,X(t, ω)) ∈ R'dir. f ve g "nonanticipating" fonksiyonlard�r yani

f ve g'nin t an�ndaki durumu daha sonraki durumlardan ba§�ms�zd�r. Ayr�ca, k ≥ 0

olmak üzere f ve g fonksiyonlar� a³a§�daki kos
,
ullar� sa§lar:

k1. |f(t, x)− f(s, y)|2 ≤ k|t− s|+ |x− y|2, s ≥ 0, T ≥ t, x, y ∈ R

k2. |f(t, x)|2 ≤ k
(
1 + |x|2

)
, 0 ≤ t ≤ T, x ∈ R.

(2.4) Itô SDD denklemi Itô integrali formunda yaz�l�rsa,

X(t, ω) = X(0, ω) +

∫ t

0

f(s,X(s, ω))ds+

∫ t

0

g(s,X(s, ω))dW (s) (2.6)

³eklinde elde edilmi³ olur. Burada ilk integral bilinen Riemann-Stieltijes integrali,

ikinci integral ise Itô integralidir (Allen, 2007).

2.2. Itô Stokastik Diferansiyel Denklemi �çin Varl�k-Teklik Teoremi

Itô stokastik diferansiyel denklemin bir probleme uygulanabilmesi için önce-

likle onun çözümünün olup olmad�§� ara³t�r�lmal�d�r. Özellikle de çözümün var ve
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tek olmas� adi diferansiyel denklemlerde de oldu§u gibi önemli bir konudur. Çünkü

e§er somut bir problem için kurulan Itô stokastik diferansiyel denklem modelinin

çözümü yok ise somut problem hakk�nda hiçbir bilgi edinilemez ve model kullan�³s�z

olmaktad�r. Bununla beraber e§er bir somut problem için kurulan Itô stokastik di-

feransiyel denklemin çözümü var ancak tek de§il ise hangi çözüm üzerinden analizin

yap�laca§� bilinemeyece§inden yine problem hakk�nda ç�karsama yapmak oldukça

zordur ve model kullan�labilir olmaktad�r. Ancak çözümün tekli§i sa§lanmad�§� için

yeni bir problemle kar³� kar³�ya kal�nmaktad�r. Bu problemin çözümü için literatürde

pek çok çal�³ma bulunmaktad�r (Allen, 2007; Evans, 2013; Braumann, 2019). Fakat,

bu tez çal�³mas�nda verilen bir probleme uygun Itô stokastik diferansiyel denklem

modeli kurulduktan sonra stokastik diferansiyel denklemin çözümünün var ve tek

oldu§u literatürden farkl� olarak ilk defa Banach sabit nokta prensibinin genelle³ti-

rilmesi teoremi yard�m�yla teorik olarak ispatlanm�³t�r. Bu bölümde s�ras�yla Banach

Teoremi ve Banach sabit nokta teoreminin genelle³tirilmesi yard�mc� teoremleri ve-

rildikten sonra Itô stokastik diferansiyel denklemin çözümünün var ve tek oldu§una

ili³kin teorem ve ispat�na yer verilmi³tir.

Teorem 2.1. A operatörü tam metrik M uzay�nda i³lem yapan ve ∀x, y ∈ M için,

ρ(Ax,Ay) ≤ αρ(x, y), 0 < α < 1

e³itsizli§ini sa§layan bir s�kan operatör ise, A operatörünün M metrik uzay�nda tek

bir tane sabit noktas� vard�r. Bir ba³ka ifade ile,

Ax = x

denkleminin tek çözümü vard�r ve bu çözüm,

xn = Axn−1, n = 1, 2, 3, . . .

olmak üzere {xn}∞n=1 dizisinin limiti olarak bulunur. Ayr�ca {xn}∞n=1 dizisinin limiti

x0 ∈ M ba³lang�ç noktas�na ba§l� de§ildir. {xn}∞n=1 dizisinin bu ³ekilde kurulma

yöntemine ard�³�k yakla³�mlar yöntemi denir (Banach, 1922).

Teorem 2.2.Tam metrik M uzay�nda i³lem yapan A opertörünün m. kuvveti s�kan
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ise, bir ba³ka ifadeyle

∀x, y ∈ M için, ρ (Amx,Amy) ≤ αρ(x, y), 0 < α < 1

e³itsizli§i sa§lan�yor ise A operatörünün M uzay�nda tek bir sabit noktas� vard�r.

Ba³ka bir ifadeyle, A operatörünün kendisi s�kan de§ilse ancak m. derecesi s�kan

operatör ise bu durumda, A operatörünün sabit noktas� onun m. derecesinin de sabit

noktas�d�r (�iri¢, 1974).

Yukar�da verilen teoremler yard�m�yla ³imdi verilen bir Itô stokastik diferansi-

yel denklemin bir probleme uygulanabilmesi için öncelikle onun çözümünün var ve

tek oldu§unu gösteren teorem ve ispat�na geçilebilir.

Teorem 2.3. Itô stokastik diferansiyel denkleminin k1 ve k2 ko³ullar� alt�nda HSP 'de

tek bir çözümü vard�r. Ba³ka bir ifadeyle, (2.4) denkleminin k1 ve k2 ko³ullar� alt�nda

çözümü var ve bu çözüm tektir.

Kan�t. Önce (2.4) Itô stokastik diferansiyel denkleminin integral formuna uygun A

operatörü

(Aφ)(t) = X0 +

∫ t

0

f(s, φ(s))ds+

∫ t

0

g(s, φ(s))dW (s) (2.7)

³eklinde tan�mlans�n. Burada, A: HSP → HSP ve φ ∈ HSP iken Aφ ∈ HSP olur. k1

ve k2 ko³ullar� do§rultusunda f ve g pürüzsüz ve sürekli fonksiyon, φ(s) rassal de-

§isken, f(s, y) ve g(s, y) Borel fonksiyon, f ve g Borel fonksiyon oldu§u için s�ras�yla

f(s, φ(s)) ve g(s, φ(s))'de Borel fonksiyon,
∫ t

0
f(s, φ(s))ds ve

∫ t

0
g(s, φ(s))dW (s) in-

tegralleri de rassal de§i³kendir. �imdi A operatörünün dereceleri tan�mlans�n:

(Aφ)(t) = X0 +

∫ t

0

f(s, φ(s))ds+

∫ t

0

g(s, φ(s))dW (s)

(Aψ)(t) = X0 +

∫ t

0

f(s, ψ(s))ds+

∫ t

0

g(s, ψ(s))dW (s)

(A2φ)(t) = A(Aφ(t))

(A2φ)(t) = X0 +

∫ t

0

f(s, (Aφ)(s))ds+

∫ t

0

g(s, (Aφ)(s))dW (s)

(A2ψ)(t) = X0 +

∫ t

0

f(s, (Aψ)(s))ds+

∫ t

0

g(s, (Aψ)(s))dW (s)
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olur. Buradan,

|(Aφ)(t)− (Aψ)(t)| ≤
∫ t

0

| f(s, φ(s)− f(s, ψ(s)) | ds+

+

∫ t

0

| g(s, φ(s)− g(s, ψ(s)) | dW (s)

olur. Buradan,

E|(Aφ)(t)(−Aψ)(t)|2 ≤ 2E

{∫ t

0

|f(s, φ(s))− f(s, ψ(s))|ds+

+

∫ t

0

|g(s, φ(s))− g(s, ψ(s))|dW (s)

}2

E|(Aφ)(t)− (Aψ)(t)|2 ≤ 2

{(∫ t

0

E|f(s, φ(s))− f(s, ψ(s))|ds
)2

+

+

(∫ t

0

E|g(s, φ(s))− g(s, ψ(s))|dW (s)

)2
} (2.8)

elde edilir. (2.8) e³itsizli§inde matematiksel beklenti içeri da§�t�l�rsa ve Cauchy-

Schwarz es
,
itsizli§i (Steele, 2004) ile Itô integralinin 4. özelli§i dikkate al�n�rsa,

E|(Aφ)(t)(−Aψ)(t)|2 ≤ 2

{(∫ t

0

12ds

∫ t

0

E|f(s, φ(s))− f(s, ψ(s))|2ds
)
+

+

(∫ t

0

E|g(s, φ(s))− g(s, ψ(s))|2ds
)} (2.9)

elde edilir. (2.9) e³itsizli§inde k1 ko³ulu dikkate al�n�rsa,

E|(Aφ)(t)− (Aψ)(t)|2 ≤ 2

{
t

∫ t

0

k2E|φ(s)− ψ(s)|2ds+
∫ t

0

k2E|φ(s)− ψ(s)|2ds
}

≤ (2tk2 + 2k2)

∫ t

0

E|φ(s)− ψ(s)|2ds

(2.10)

elde edilir. (2.10) e³itsizli§inde 2tk2 + 2k2 = L olsun.

E|(Aφ)(t)− (Aψ)(t)|2 ≤ L

∫ t

0

E|φ(s)− ψ(s)|2ds

E
∣∣(A2φ)(t)− (A2ψ)(t)

∣∣2 ≤ L2

∫ t

0

∫ s1

0

E|φ(s)− ψ(s)|2dsds1
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...

E |(Amφ)(t)− (Amψ)(t)|2 ≤ Lm

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sn−1

0

E|φ(s)− ψ(s)|2dsds1 . . . dsm−1

n katl� integralin parametreye ba§l� tek katl� integrale dönü³türülmesi y(n) =

f(x) olsun.

y(n−1)(x)− y(n−1) (x0) =

∫ x

x0

f(s)ds

y(n−1)(x)− y(n−2) (x0)− y0 (x− x0) =

∫ x

x0

∫ s1

x0

f(s)dsds1

y(n−2)(x)− y(n−2) (x0) (x− x0)− y
(n−1)
0

(x− x0)

2!

2

=

∫ x

x0

∫ s2

x0

∫ s1

x0

f(s)dsds1ds2

y(n−3)(x) = y0
(n−2) (x− x0)− y0

(n−1) (x− x0)
2

2!
+

∫ x

x0

∫ s2

x0

∫ s1

x0

f(s)dsds1ds2

∆ = {(s1, s2) : x0 ≤ s1 ≤ s2, x0 ≤ s ≤ s1}

∆ = {(s1, s2) : x0 ≤ s ≤ s2, s ≤ s1 ≤ s2}

dönü³ümleri yap�ls�n. Bu durumda

∫ s2

x0

∫ s1

x0

f(s)dsds1 =

∫ s2

x0

ds

∫ s2

s

f(s)ds1 =

∫ s2

x0

(s2 − s) f(s)ds

elde edilir.
∆ = {(s1, s2) : x0 ≤ s2 ≤ x, x0 ≤ s ≤ s2}

∆ = {(s1, s2) : x0 ≤ s ≤ x, s ≤ s2 ≤ x}

dönü³ümleri yap�ls�n. Bu durumda∫ x

x0

∫ s2

x0

∫ s1

x0

(s2 − s) f(s)dsds2 =

∫ x

x0

∫ s2

x0

(s2 − s) f(s)dsds2 =

=

∫ x

x0

ds

∫ x

s

(s2 − s) f(s)ds2 =

=

∫ x

x0

f(s)

(
(x− s)2

2!

)
ds =

∫ x

x0

(x− s)2

2!
f(s)ds

elde edilir (�amilov, 2012). Buradan, n katl� integral için

∫ x

x0

∫ sn−1

x0

. . .

∫ s1

x0

f(s)dsds1 . . . dsn−1 =

∫ x

x0

(x− s)n−1

(n− 1)!
f(s)ds
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elde edilmi³ olur (�amilov, 2012). Burada da n katl� integralin parametreye ba§l�

tek katl� integrale dönü³türülmesi yönteminden yararlanarak,

E |(Amφ)(t)− (Amψ)(t)|2 ≤ Lm tm−1

(m− 1)!

∫ t

0

E|φ(s)− ψ(s)|2ds

elde edilir. Buradan,

∫ T

0

E |(Amφ)(t)− (Amψ)(t)|2 dt ≤
∫ T

0

Lm tm−1

(m− 1)!

∫ T

0

E|φ(s)− ψ(s)|2ds

∥(Amφ)− (Amψ)∥2sp ≤
(
LmTm

m!

)1/2

∥φ− ψ∥2sp

ρ ((Amφ), (Amψ)) = ∥(Amφ)− (Amψ)∥sp

ρ(φ, ψ) = ∥φ− ψ∥sp

ρ ((Amφ), (Amψ)) ≤
(
LmTm

m!

)1/2

ρ(φ, ψ)

e³itsizli§i elde edilir.
(
LmTm

m!

)1/2
= α olsun. 0 < α < 1 ise,

∞∑
m=1

(
LmTm

m!

)1/2

dizisinin limitinin olup olmad�§� D'alembert testi (Knopp, 1956) ile incelendi§inde

ϑ = lim
n→∞

um+1

um
= lim

n→∞

(
Lm+1Tm+1

(m+1)!

)1/2
(
LmTm

m!

)1/2 = lim
m→∞

(
LT

m+ 1

)1/2

= 0

olur. Bu durumda,
∑∞

m=1

(
LmTm

m!

)1/2
dizisi yak�nsakt�r. Yani, m → ∞ iken α =(

LmTm

m!

)1/2
< 1 e³itsizli§i sa§lan�r. Bu ise Am operatörünün s�kan operatör oldu§unu

gösterir. S�kan operatör oldu§u için sabit bir noktas� vard�r ve bu nokta tektir. Ba-

nach sabit nokta teoreminin genelle³tirilmesinden, φ0 = Amφ0 ise φ0 = Aφ0 e³itli§i

geçerlidir. Yani, A operatörünün M uzay�nda tek bir sabit noktas� vard�r. Sonuç

olarak, Banach sabit nokta prensibinin genelle³tirilmesi kullan�larak Itô stokastik

diferansiyel denklemi için varl�k-teklik teoremi ispatlanm�³ olur.

Literatürde var olan stokastik diferansiyel denklemlerin varl�k ve tekli§ine ili³-

kin teorik ispatlara bak�ld�§�nda genellikle varl�§�n ispatland�§� tekli§in ise kabul
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edildi§i görülmektedir (Allen, 2007; Evans, 2013; Panik, 2017). Bu tez çal�³mas�nda

ise; Banach sabit nokta prensibinin genelle³tirilmesi yard�m�yla yap�lan varl�k-teklik

ispat�n�n hem varl�k ve tekli§in ispatlanabilir oldu§unu k�sa bir ³ekilde elde edili-

³inden hemde uygulanabilir olmas� aç�s�ndan söz konusu ispat�n literatüre farkl� bir

bak�³ aç�s� kazand�rmas� beklenmektedir.

2.3. Fokker-Planck-Kolmogorov Denklemi ile Itô Stokastik Diferansiyel

Denklemi Aras�ndaki �li³ki

Stokastik diferansiyel denklemler ile Fokker-Planck-Kolmogorov denklemi ara-

s�ndaki ili³ki oldukça önemlidir. Çünkü bir stokastik diferansiyel denklemin çözümü

bir stokastik süreçtir. FPK denkleminin çözümü ise bu stokastik sürecin olas�l�k

yo§unluk fonksiyonudur.

(2.4) Itô SDD modeli verilsin ve F ∈ C∞
0 (R) olsun. Burada, F fonksiyonu

R'de tan�mlanm�³ sonsuza kadar diferansiyellenebilir fonksiyon olup, uç noktalarda

kendisi ve türevleri s�f�ra yakla³�r.

F (t,X) = ln(X(t))

∂F

∂x
=

1

X
,
∂2 F

∂x2
= − 1

X2

olsun. Itô formülü

dF (t,X(t)) =

(
∂F

∂t
+ f(t,X(t))

∂F (t,X(t))

∂x
+

1

2
g2(t,X(t))

∂2F (t,X(t)

∂x2

)
dx

+ g(t,X(t))
∂F (t,X(t))

∂x
dW (t)

(2.11)

³eklindedir ( Kiyosi, 1951). Burada, F (t,X) ln(X(t))'e Itô formülü uygulan�rsa, a³a-
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§�daki e³itlik elde edilir:

d ln(X(t)) =

(
0 + f(t)X(t)

1

X(t)
+

1

2
g2(t)X2(t)

(
− 1

X2(t)

))
dx+

+ g(t)X(t)
1

x(t)
dW (t)

d ln(X(t)) =

(
f(t) +

1

2
g2(t)

)
dx+ g(t)dW (t)

lnX =

∫ t

0

(
f(s)− g2(s)

2

)
ds+

∫ t

0

g(s)dW (s)

lnX = lnX0 +

∫ t

0

(
f(s)− g2(s)

2

)
ds+

∫ t

0

g(s)dW (s)

ln
X

X0

=

∫ t

0

(
f(s)− g2(s)

2

)
ds+

∫ t

0

g(s)dW (s)

olur. Son e³itli§in her iki taraf�ndan matematiksel beklenti al�n�rsa,

E

[
ln
X

X0

]
= E

∫ t

0

(
f(s)− g2(s)

2

)
ds+ E

∫ t

0

g(s)dW (s) (2.12)

elde edilir. (2.12) e³itli§inin sa§ taraf�n�n ikinci k�sm� Itô integralinin 3. özelli§inden

E

∫ t

0

g(s)dW (s) = 0

olur ve (2.12) e³itli§i

E

[
ln
X

X0

]
= E

∫ t

0

(
f(s)− g2(s)

2

)
ds

e³itli§ine dönü³ür. Buradan da,

dE(F )

dt
= E

[
∂F

∂x
f +

1

2
g2
∂2F

∂x2

]
(2.13)

e³itli§i geçerlidir. F (t,X) = F (x) olsun. (2.13) e³itli§i, (2.11) Itô formülünde dikkate
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al�n�rsa ∂F
∂t

= 0 oldu§undan,

dF (X) =

(
f(t,X(t))

∂F (X(t))

∂x
+

1

2
g2(t,X(t))

∂2F (X(t))

∂x2

)
dt

+ g(t,X(t))
∂F (X(t))

∂x
dW (t)

F (X) = F (X0) +

∫ t

0

(
f(s,X(s))

∂F (X(s))

∂x
+

1

2
g2(s,X(s))

∂2F (X(s))

∂x2

)
ds

+

∫ t

0

g(s,X(s))
∂F (X(s))

∂x
dW (s)

E(F (X)) = E (F (X0))

+ E

[∫ t

0

(
f(s,X(s))

∂F (X(s))

∂x
+

1

2
g2(s,X(s))

∂2F (X(s))

∂x2

)]
ds

+ E

[∫ t

0

g(s,X(s))
∂F (X(s))

∂x
dW (s)

] (2.14)

elde edilir. (2.14) e³itli§inin sa§ taraf ikinci k�sm� Itô integralinin 3. özelli§inden

E

[∫ t

0

g(s,X(s))
∂F (X(s))

∂x
dW (s)

]
= 0

olur. Matematiksel beklentinin tan�m�na göre E(x) =
∫ +∞
−∞ xf(x)dx ³eklindedir. Bu-

radan da,

E(F (X)) =

∫ +∞

−∞
F (x)p(t, x)dx (2.15)

olur (2.15) e³itli§i, denklem (2.14)'de dikkate al�n�rsa,

∫ +∞

−∞
F (x)p(t, x)dx = E (F (X0))

+ E

[∫ t

0

(
f(s,X(s))

∂F (X(s))

∂x
+

1

2
g2(s,X(s))

∂2F (X(s))

∂x2

)]
ds

(2.16)

elde edilir. (2.16) denkleminden türev formuna geçilirse,

Ed

(
F (t,X(t)) = E

[
f(t,X(t))

∂F (x(t))

∂x
+

1

2
g2(t,X(t))

∂2F (X(t))

∂x2

]
dt

d

dt
E

(
F (t,X(t)) = E

[
f(t,X(t))

∂F (X(t))

∂x
+

1

2
g2(t,X(t))

∂2F (X(t))

∂x2

]
dt
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d

dt

∫ +∞

−∞
F (x)p(t, x)dx =

=

∫ +∞

−∞
p(t, x)

[
f(t,X(t))

∂F (X(t))

∂x
+

1

2
g2(t,X(t))

∂2F (X(t))

∂x2

]
dx

(2.17)

elde edilir.∫
udv = uv−

∫
vdu k�smi integrasyon formülü verilsin. (2.17) denkleminin sa§

taraf 1. e³itli§ine k�smi integrasyon formülü uygulan�rsa,

∫ +∞

−∞
p(t, x)f(t,X(t))

∂F (x(t))

∂x
dx = p(t, x)f(t,X(t))F (X(t))|+∞

−∞

−
∫ +∞

−∞
F (X(t))

d

dx
p(t, x)f(t,X(t))dx

F ∈ C∞
0 (R) oldu§undan, p(t, x)f(t,X(t))F (X(t))|+∞

−∞ = 0 olur. Bu durumda,

∫ +∞

−∞
p(t, x)f(t,X(t))

∂F (X(t))

∂x
dx = −

∫ +∞

−∞
F (X(t))

d

dx
p(t, x)f(t,X(t))dx (2.18)

e³itli§i elde edilir. �imdi, (2.17) denkleminin sa§ taraf 2. e³itli§ine k�smi integrasyon

formülü uygulan�rsa,

∫ +∞

−∞
p(t, x)

1

2
g2(t,X(t))

∂2F (x(t))

∂x2
dx =

1

2
p(t, x)g2(t,X(t))

∂F (X(t))

∂x

∣∣∣∣+∞

−∞
−

− 1

2

[
d

dx
p(t, x)g2(t,X(t))F (X(t))

∣∣∣∣+∞

−∞
−
∫ +∞

−∞

d2

dx2
p(t, x)

1

2
g2(t,X(t))F (X(t))dx

]

elde edilir. t d
dx
p(t, x)g2(t,X(t))F (X(t))

∣∣+∞
−∞ = 0 oldu§undan,

∫ +∞

−∞
p(t, x)

1

2
g2(t,X(t))

∂2F (x(t))

∂x2
dx =

1

2

∫ +∞

−∞

d2

dx2
p(t, x)g2(t,X(t))F (X(t))dx

(2.19)

e³itli§i elde edilir. (2.18) ve (2.19) e³itlikleri (2.17)'te dikkate al�n�rsa,

∫ +∞

−∞
F (x)

d

dt
p(t, x)dx = −

∫ +∞

−∞
F (X(t))

d

dx
p(t, x)f(t,X(t))dx

+
1

2

∫ +∞

−∞

d2

dx2
p(t, x)g2(t,X(t))F (X(t))dx
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∫ +∞

−∞
F (x)

[
d

dt
p(t, x) +

d

dx
p(t, x)f(t,X(t))− 1

2

d2

dx2
p(t, x)g2(t,X(t))

]
dx = 0

(2.20)

E§er p(t, x) stokastik diferansiyel denklemin çözümleri için olas�l�k yo§unluk fonk-

siyonu ise, yukar�daki sonuç her F ∈ C∞
0 (R) için

∫ +∞
−∞ F (x)Gdx = 0 oldu§undan

G = 0 olur. Bu durumda d
dt
p(t, x) + d

dx
p(t, x)f(t,X(t)) − 1

2
d2

dx2p(t, x)g
2(t,X(t)) = 0

olur. Bu durumda, her F ∈ C∞
0 (R) fonksiyonu için integral al�n�rsa,

d

dt
p(t, x) = − d

dx
p(t, x)f(t,X(t)) +

1

2

d2

dx2
p(t, x)g2(t,X(t))

ya da
∂p(t, x)

∂x
= −∂(p(t, x)f(t,X(t)))

∂x
+

1

2!

∂2(p(t, x)f(t,X(t)))

∂x2
(2.21)

elde edilir. (2.21) denklemi p(0, x) = p0(x) ba³lang�ç ko³uluna sahiptir. Denklem

(2.21)'deki p(t, x), (2.4) Itô stokastik diferansiyel denkleminin çözümü olan stokastik

sürecin olas�l�k yo§unluk fonksiyonu olmak üzere Fokker-Planck-Kolmogorov denk-

lemini sa§lamaktad�r (Allen, 2007).

2.4. Wiener Sürecinin Varsay�mlar�n�n Kontrolü

Itô stokastik diferansiyel denklem modelinde yer alan Wiener süreci bir sto-

kastik süreçtir. Stokastik süreçler de zamana ba§l� süreçler oldu§undan söz konusu

Wiener süreci bir zaman serisi olarak dü³ünülebilir. Ayr�ca, Wiener sürecinin ken-

disi dura§an olmay�p art�mlar� normal da§�lma sahip, dura§an ve ba§�ms�z olmal�d�r.

Buradan yola ç�karak, bu bölümde herhangi bir {t0, t1, t2, . . . , tn} için t0 < t1 < t2 <

. . . < tn özelli§ini sa§layan Xt1 − Xt0 , Xt2 − Xt1 , Xt3 − Xt2 , . . . , Xtn − Xtn−1 rassal

de§i³kenlerinin da§�l�m�n�n normal, dura§an ve ba§�ms�z oldu§u özelliklerinin sa§-

land�§�n� göstermek için gerekli s�namalara yer verilmi³tir.

2.4.1. Normallik varsay�m�n�n s�nanmas�

�statistikte normallik testleri, bir veri kümesinin normal da§�l�m ile iyi model-

lenip modellenmedi§ini belirlemek ve veri kümesinin alt�nda yatan rassal de§i³kenin

normal da§�lma olas�l�§�n�n ne kadar yüksek oldu§unu hesaplamak için kullan�lmak-

tad�r. Bir verinin normal da§�l�ma olan uygunlu§u normallik testi olarak da adlan-

26



d�r�lan istatistiksel testler yard�m�yla tespit edilmektedir. Bu tez çal�³mas�nda, nor-

mallik testleri aras�nda en güçlü test olarak geçen Shapiro-Wilk (S-W) testi (Shapiro

ve Wilk, 1965) kullan�lm�³t�r. Normal da§�l�m gösteren toplumdan rasgele seçilen n

birimlik Xi gözlemlerinin normallik testi W test istatisti§i ile test edilir. W test

istatisti§i,

W =

(∑n
i=1 aiX(i)

)2∑n
i=1

(
Xi − X̄

)2
ile hesaplan�r. Burada, X(i) s�ral� gözlemleri, ai, n s�ral� gözlemin standart normal

da§�l�m Zi de§erlerinden yararlan�larak hesaplanan a§�rl�k katsay�lar�d�r. Test sonu-

cunda bir W istatistik de§eri hesaplanmaktad�r. W istatisti§i 0 ile 1 aras�nda bir

de§er al�r. S-W testinin hipotezleri:

H0: Veriler normal da§�l�ma uygundur.

H1: Veriler normal da§�l�ma uygun de§ildir.

³eklinde kurulmaktad�r. Bu testten elde edilen p-de§eri belirli bir anlaml�l�k düze-

yinden büyükse H0 hipotezi kabul edilir ve veriler normal da§�l�ma uygundur denir.

2.4.2. Dura§anl�k varsay�m�n�n s�nanmas�

Zaman serisinin ortalamas� ve varyans� zamandan ba§�ms�z ise, seri dura§an

bir zaman serisidir. Dura§anl�§� test etmek için uygulamalarda en s�k kullan�lan

yöntemlerden birisi birim kök analizidir. Dura§anl�k testindeki dura§anl�k, de§i³-

kenin de§erinin zamanla de§i³medi§ini, yani zamandaki de§i³imin bir de§i³kenin

de§erinde de§i³iklik getiren bir faktör olarak etki etmedi§ini belirten zaman seri-

lerinin bir özelli§idir. Bu tez çal�³mas�nda, uygulamalarda Kwiatkowski vd. (1992)

taraf�ndan önerilmi³ KPSS birim kök testi kullan�lm�³t�r.

KPSS birim kök testinin amac�; gözlenen serideki deterministik trendin ar�n-

d�r�larak serinin dura§anla³t�r�lmas�d�r. Test, art�klar�n uzun dönem varyans�n�n pa-

rametrik olmayan tahmincisine dayanmaktad�r. Test için denklem a³a§�daki gibi

olu³turulmaktad�r:

Yt = x′tδ + ut

Denklemde yer alan xt; sabit veya sabit ve trendi ifade eden deterministik biles
,
endir.

Bu denklem yard�m�yla elde edilen kal�nt�lar test istatisti§inin hesaplanmas�nda kul-
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lan�lmaktad�r. KPSS test istatisti§i;

LM = T−2

T∑
i=1

s2t/f0

³eklindedir. Burada T gözlem say�s�, st birikimli kal�nt� fonksiyonudur ve s(t) =∑t
r=1 ûr ³eklinde hesaplanmaktad�r. f0 ise s�f�r frekansta kal�nt� spektrumunun tah-

mincisidir. KPSS testinin hipotezleri ise:

H0: Seri dura§and�r, birim kök içermez.

H1: Seri dura§an de§ildir, birim kök içerir.

³eklinde kurulmaktad�r. Bu testten elde edilen p-de§eri belirli bir anlaml�l�k düze-

yinden büyükse H0 hipotezi kabul edilir ve seri dura§and�r denir.

2.4.3. Ba§�ms�zl�k varsay�m�n s�nanmas�

Zaman serilerine ili³kin özelliklerin en önemli göstergesi olan otokorelasyon

katsay�lar�, bir zaman serisinin farkl� dönemdeki gözlemleri aras�ndaki ili³kiyi gös-

termesi aç�s�ndan oldukça önemlidir. Çünkü, zaman serisinin gözlemleri aras�ndaki

ba§�ml�l�§�n derecesini ortaya koymaktad�rlar. Otokorelasyon katsay�lar�n�n küçük

olmas� zaman serisinin rassal oldu§unu, büyük olmas� ise zaman serisinin geçmi³ de-

§erlerine ba§�ml� oldu§unu göstermektedir. Otokorelasyon katsay�s� de§erleri -1 ve 1

de§erleri aras�nda yer al�r. k gecikmede otokorelasyon katsay�lar� teorik olarak;

ρk =
γk
γ0

ile hesaplan�r. Bu tez çal�³mas�ndaki uygulamalarda tüm örnek otokorelasyon kat-

say�lar�n�n s�f�ra e³it olup olmad�klar�n� test etmek için Box-Pierce Q testi (Box ve

Pierce, 1970) kullan�lm�³t�r. Box-Pierce Q test istatisti§i

Box − Pierce Q = n ·
m∑
k=1

ρ̂2k

³eklinde hesaplan�r. Box-Pierce Q testinin hipotezleri :

H0: ρ = 0 (Tüm gecikmeler için otokorelasyon katsay�lar� s�f�ra e³ittir.)

H1: ρ ̸= 0 (Tüm gecikmeler için otokorelasyon katsay�lar� s�f�rdan farkl�d�r.)
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³eklinde kurulmu³tur. Bu testten elde edilen p-de§eri belirtilen önem seviyesinden

büyükse H0 hipotezi kabul edilir ve tüm gecikmeler için otokorelasyon katsay�lar�

s�f�rd�r ve art�mlar�n ba§�ms�zl�§� sa§lanm�³ olur.

2.5. Stokastik Diferansiyel Denklemler �çin Parametre Tahmini

Itô stokastik diferansiyel denklem modelleri kurulduktan sonra bu denklemin

özel somut problemlere uygulanabilmesi için modelde ortaya ç�kan parametrelerini

tahmin etmek için literatürde kullan�lan pek çok tahmin yöntemleri bulunmaktad�r.

Bu yöntemler, en çok olabilirlik yöntemi, parametrik olmayan tahmin yöntemlerin-

den genelle³tirilmi³ momentler yöntemi, sözde en çok olabilirlik tahmini yöntemi vb.

(Bishwal, 2007). Bu bölümde, Itô stokastik diferansiyel denklemlerinin parametre

tahmini için en çok olabilirlik yöntemine yer verilmi³tir. Bu amaçla parametre tah-

mini için kullan�lacak Itô stokastik diferansiyel denklemi

dX(t) = f(t,X(t); θ)dt+ g(t,X(t); θ)dW (t) (2.22)

³eklinde verilsin. Burada, θ ∈ Rm bilinmeyen parametreler vektörü olsun. X(t)'nin

gözlem verisi

x0, x1, . . . , xN−1

oldu§u varsay�ls�n. ti = i∆t uniform da§�lm�³ zaman aral�§�nda ∆t = T
N

ve i =

0, 1, . . . , N − 1 olsun. Buradan yola ç�karak, x0, x1, . . . , xN−1 de§erleri (2.22) denkle-

minin çözümü olan X(t) stokastik sürecinin e³it zaman aral�klar�nda gözlemlenmi³

de§erleri olmak üzere problem bu gözlemler verildi§inde parametre vektörünün tah-

min edilmesidir.

Verilen θ vektörü için (tk−1, xk−1) noktas�ndan ba³layarak (tk, xk) noktas�n-

daki geçi³ olas�l�k yo§unlu§u P (tk, xk | tk−1, xk−1; θ) olsun. Ba³lang�ç durumun ola-

s�l�k yo§unlu§unun P0(x0 | θ) oldu§u varsay�ls�n. Bu durumda olabilirlik fonksiyonu

parametre vektörünün bir fonksiyonu olarak

D(θ) = P0 (x0 | θ)
N∏
k=1

P (tk, xk | tk−1, xk−1; θ) (2.23)
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olarak ifade edilir. θ'n�n tahmini için (2.23) e³itli§inin maksimize edilmesi gerekmek-

tedir veya L(θ) = − ln(D(θ)) fonksiyonu da minimize edilebilir. Yani θ'n�n tahmin-

cisi

L(θ) = − ln (p0 (x0 | θ))−
N∑
k=1

ln (p (tk, xk | tk−1, xk−1; θ)) (2.24)

fonksiyonuna minimum de§er veren θ∗ ∈ Rm'dir. Bu süreçte en önemli problemlerden

birisi geçi³ olas�l�klar�n�n tahmin edilmesidir. Geçi³ olas�l�klar�n�n tahmini için Euler-

Maruyama yönteminden yararlan�labilir.

Bu durumda, denklem (2.22) verildi§inde bu denkleme uygun Euler-Maruyama

³emas�ndan i = 1, 2, . . . , N için geçi³ olas�l�klar�

X (tk) ≈ xk−1 + f (tk−1, xk−1; θ)∆t+ g (tk−1, xk−1; θ)
√
∆tηk

yakla³�k olarak elde edilebilir. Burada, t = tk−1 içinX (tk−1) = xk−1,X(ti, ω) sürecin

gerçek de§erleri ve ηk ∼ N(0, 1)'dir. X (ti, ω) ∼ N (µi, σ
2
i ) olmak üzere geçi³ olas�l�k

yo§unluk fonksiyonu

P (tk, xk | tk−1, xk−1; θ) ≈
1√
2πσ2

k

exp

(
− (xk − µk)

2

2σ2
k

)

olur. Burada, µk = xk−1+f (tk−1, xk−1; θ)∆t ve σk = g (tk−1, xk−1; θ)
√
∆t. Buradan

yola ç�karak geçi³ olas�l�klar�n�n yakla³�k olarak normal da§�l�ma sahip oldu§u kabul

edilir ve (2.23) minimize edilerek parametre vektörünün tahmincisi elde edilebilir.

Sonuç olarak, söz konusu geçi³ yo§unluklar� Euler-Maruyama yöntemi kullan�larak

yakla³�k olarak belirlenmi³tir ve belirli bir θ de§eri için, tk−1 an�ndaki xk−1 de§e-

rinden ba³layarak Itô stokastik diferansiyel denkleminin parametreleri say�sal olarak

çözülmü³tür (Allen, 2007; Bozda§, 2015).

2.6. Stokastik Diferansiyel Denklemler �çin Ki-Kare Uyum �yili§i Testi

Stokastik diferansiyel denklem modellemelerinde ilgilenilecek olan veri ile bu

veriye önerilen modellerin verilere uyum sa§lay�p sa§lamad�§� da ele al�nmas� gere-

ken önemli bir konudur. Bu amaçla, bu bölümde verilere uygun modeli test etmek
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için literatürde SDD'ler için özel olarak geli³tirilmi³ χ2 uyum iyili§i testi ayr�nt�l� bir

³ekilde verilmi³tir. Bu testin önemli noktas�, ard�³�k gözlemler aras�ndaki yörünge-

lerin Monte-Carlo simülasyonlar�n�n elde edilmesi ve bu gözlemlerin her noktadaki

orijinal verilerle kar³�la³t�r�lmas�n�n yap�lmas�d�r. Her noktada orijinal veri ve simüle

gözlemler kar³�la³t�r�larak, ranklar elde edilmi³tir ve bu ranklara ba§l� test istatis-

tikleri olu³turulmu³tur.

Stokastik diferansiyel denklemininin gözlem verisi olan

x0, x1, . . . , xN−1 (2.25)

verisine uyup uymad�§�n� simülasyon yöntemi ile belirlemek için önce t ∈ [0, T ]

aral�§�nda (2.4) Itô SDD'nin denkleminin ele al�nd�§� varsay�ls�n. ∆t = T
N
, ti =

i∆t, i = 0, 1, . . . , N − 1 olsun.

Simülasyon yönteminin esas amac� (2.4) Itô SDD'nin belli yakla³�k yöntemi

ile modelinin kurulmas� ve bu modelin (2.25) verisinden yola ç�karak simülasyonu

gerçekles
,
tirilirse elde edilen sonuçlar�n (2.25) verisine uyup uymad�§�n� belirlenme-

sidir. Bu amaçla, (2.25) verileri X (ti) = xi; i = 0, 1, . . . , N − 1 olmakla gözlem

de�gerleri olsun. (2.4) SDD'nin (2.5) ko³ulu alt�nda Euler-Maruyama yöntemi ile mo-

dellenebilirdir. Bu yöntem, xi gözlemlerine göre [ti, T ] aral�§�nda yakla³�k yörünge

diferansiyel denklem,

Xj+1,i(m)

(
ti−1 + (j + 1)

∆t

K

)
= Xj,i

(m)

(
ti−1 + j

∆t

K

)
+

+ f

(
ti−1 + j

∆t

K
,Xj,i

(m)

(
ti−1 + j

∆t

K

))
+

+ g

(
ti−1 + j

∆t

K
,Xj,i(m)

(
ti−1 + j

∆t

K

))√
∆t

K
η
(m)
j,i

(2.26)

³eklindedir. (2.26) denkleminde i = 1, 2, . . . , N − 1, Xj = 0, 1, . . . , K − 1, η
(m)
j,i ∼

N(0, 1) oldu§u varsay�lmaktad�r. Ek olarak, (2.26) formülünde

∆W (t, ω) = W (ti+1, ω)−W (ti, ω) ∼ N (0,∆ti)

∆ti = ti+1 − ti =
∆t

K
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seklindedir. Bir ba³ka ifade ile ∆W (t, ω) ∼ N
(
0, ∆t

K

)
oldu§u için N

(
0, ∆t

K

)
∼√

∆t
K
N(0, 1) oldu§u dikkate al�nm�³t�r. (2.26) formülünde m = 1, 2, . . . ,M simü-

lasyon say�s�d�r. Bu ise (2.26) formülünde ad�m say�s� olan K say�s�n� m defa de-

§i³tirmekle elde edilir. (2.26) formülünde ti−1 noktas�ndan ti noktas�na kadar, j =

0, 1, . . . , K − 1 yard�m�yla

ti−1, ti−1 +
∆t

K
, ti−1 + 2

∆t

K
, . . . , ti−1 + (K − 1)

∆t

K

noktalar� elde edilir. E§er j = k de§eri de ele al�n�rsa ti+1∆t = ti olur. Böylece

i = 1, 2, . . . , N, j = 0, 1, . . . , K− 1 de§erleri yard�m�yla [0, T ] aral�§� daha da küçük

alt aral�klara bölünür. (2.26) formülü yard�m�yla [ti−1, ti] aral�§�nda Xj,i
(m) gözlem

de§erleri elde edilir. Bu durumda Xi verisinin yan� s�ra ti sabit zaman�nda (i-sabit

tutuldu§unda)

X
(m)
k,i = X

(m)
i

de§erleri elde edilir. Buradan yola ç�karak S(m)
i de§erleri,

S
(m)
i =

 1, xi ≥ X
(m)
i

0, xi < X
(m)
i

³eklinde tan�mlan�r.

Γi = 1 +
M∑

m=1

S
(m)
i (2.27)

say�s�na ise i de§erinin (Xi'nin) rank� denir. (2.26) denkleminde görüldü§ü üzere

1 ≤ Γi ≤M + 1 dir.

Ii,q =

 1,Γi = q

0,Γi ̸= q

olsun. Bu durumda,
N−1∑
i=1

Ii,q = Ω(q)

ve
M+1∑
q=1

Ω(q) = N − 1 (2.28)

olur. Buradan da, Ω(q), q = 1, 2, . . . ,M + 1 ³eklinde gözlem de§erleri ortaya ç�kar.
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(2.28) e³itli§i gösteriyor ki N−1 say�da xi de§erlerini Γi, i = 1, 2, . . . , N−1 ranklar�

Ω(q) ³eklinde gruplara bölünmü³tür. Çünkü her q'ya kar³�l�k tek Γi de§il birkaç Ω(q)

de§eri vard�r. Pearson teoremine (Neyman ve Pearson, 1933) göre elde edilen χ2 test

istatisti§i,

φm =
M+1∑
q=1

(
Ω(q)− N−1

M+1

)2
N−1
M+1

=
M+1∑
q=1

(
Ω(q)
N−1

− 1
M+1

)2
1

M+1

(2.29)

elde edilir. (2.29) formülünde N−1
M+1

beklenen frekans, Ω (q) gözlenen frekanst�r. Bu-

rada, M simülasyon say�s� N−1
M+1

≥ 5 e³itsizli§i ile belirlenmektedir (Bak vd., 1999).

χ2 test istatisti§i için hipotezler:

H0: Veriler önerilen stokastik diferansiyel denklem modeline uygundur.

H1: Veriler önerilen stokastik diferansiyel denklem modeline uygun de§ildir.

³eklinde olu³turulmu³tur. Bu testten elde edien p-de§eri belirli bir anlaml�l�k dü-

zeyinden büyükse H0 hipotezi kabul edilir ve veriler önerilen stokastik diferansiyel

denklem modeline uygundur denir.

Ayr�ca, bir veri seti için e§er birden fazla model önerilmi³se bu modeller aras�n-

dan hangisinin daha iyi oldu§unu belirlemek için de bu test istatisti§i kullan�labilir.

Bu sebeple, en küçük test de§erini veren model, verilere uyan en iyi modeldir. Ba³ka

bir ifadeyle, elde edilen en küçük test de§erine sahip olan model ilgili veri setine en

uygun model oldu§u söylenebilir.

2.7. Stokastik Diferansiyel Denklemlerin Nümerik Çözümü �çin Euler-

Maruyama Yöntemi

Birçok adi diferensiyel denklemde analitik çözüm bulmak oldukça zordur. Sto-

kastik diferansiyel denklemlerin çözümünü bulmak ise rassal de§i³kenden dolay� çok

daha zordur. Ayr�ca, adi diferansiyel denklemler teorisinde oldu§u gibi kesin çözümü

elde edilebilen Itô stokastik diferansiyel denklemleri s�n�f� çok dar bir s�n�ft�r. Bu ne-

denle Itô stokastik diferansiyel denklemlerinin nümerik çözümlerinin bulunmas� ilgi

oda§� olmu³tur. Itô SDD modelinin çözümünü belirlemek için birçok yöntem vard�r,

bu yöntemler Euler-Maruyama, Milstein, Runge-Kutta ve benzeri. Bu tez çal�³ma-

s�nda, Itô SDD modelinin çözümünü belirlemek için literatürde en yayg�n kullan�lan

Euler-Maruyama yöntemi seçilmi³tir. Bu bölümde Euler-Maruyama yöntemine yer
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verilmi³tir.

(2.4) denkleminin nümerik olarak çözmek için (2.4) denkleminin integral formu

olan (2.6) denklemi kullan�lm�³t�r ve bunun için [0, T ] aral�§� 0 < t0 < t1 < . . . . <

ti < ti+1 = T , 0 ≤ i ≤ N ³eklinde ayr�³t�r�lm�³t�r. Yani, [0, T ] aral�§�; geni³li§i

∆t = T
K

olan K tane e³it aral�§a bölünmü³tür. Burada, K EM yakla³�m�n�n ad�m

say�s�d�r, N > 0 için ∆t = ti+1−ti ve ti = i∆t, i = 0, 1, . . . , N . Xi, X(t)'nin nümerik

yakla³�mlar� göstermektedir. Bu durumda, EM yöntemi

Xi = Xti−1
+ f

(
ti−1, Xti−1

)
∆t+ g

(
ti−1, Xti−1

)
(W (ti)−W (ti−1)) (2.30)

³eklindedir. t = ti+a, a = 0, 1 olmak üzere X(0, ω) = X0(ω) ba³lang�ç ko³uluna sahip

(2.6) denkleminde dikkate al�n�rsa,

a = 0 için,

X (ti) = X0 +

∫ ti

0

f(X(s), s)ds+

∫ ti

0

g(X(s), s)dW (s)

ve a = 1 için

X (ti+1) = X0 +

∫ ti+1

0

f(X(s), s)ds+

∫ ti+1

0

g(X(s), s)dW (s)

elde edilir. Buradan da,

X (ti+1)−X (ti) =

∫ ti+1

ti

f(X(s), s)ds+

∫ ti+1

ti

g(X(s), s)dW (s)

olur. Yani,

X (ti+1) = X (ti) +

∫ ti+1

ti

f(X(s), s)ds+

∫ ti+1

ti

g(X(s), s)dW (s)

e³itli§i geçerlidir. Bu integrallerden yola ç�karak,

∫ ti+1

ti

f(X(s), s)ds ≈
∫ ti+1

ti

f (X (ti) , ti) ds = f (X (ti) , ti)

∫ ti+1

ti

ds

∫ ti+1

ti

g(X(s), s)dW (s) ≈ g (X (ti) , ti) (W (ti+1)−W (ti))

34



yakla³�mlar� elde edilir. (2.30) e³itli§i integral formunda yaz�l�rsa,

X (ti) = X (ti−1) +

∫ ti

ti−1

f(X(s), s)ds+

∫ ti

ti−1

g(X(s), s)dW (s) (2.31)

elde edilir (2.31) denklemi, (2.30) denklemine kar³�l�k gelen terimlerin yakla³�m�n�

verir. Yani, Burada X(ti), X(t) yakla³�k çözümünün ti an�ndaki de§eridir. Burada,

∆W (ti) = W (ti) −W (ti−1) art�mlar� normal rasssal say� üreteci taraf�ndan belir-

lenir ve Wiener sürecini modellemek için kullan�l�r. Rassal art�mlar�n hesaplanmas�

∆W (ti) = mi

√
∆ti ile elde edilir ve mi ∼ N (0, 1)'dir (Sauer, 2012).

Euler-Maruyama yöntemleri kullan�larak, (2.4) SDD modelinin çözümü olan

stokastik sürecin x0, x1, . . . , xN−1 gözlemlerine göre N kadar yörünge elde etmek

mümkündür. Sözü edilen yörüngelerin her birinin, ti zaman�nda (2.4) SDD modeli

çözümü olan X(t) stokastik sürecini olu³turan rassal de§i³kenlerin yakla³�k de§erle-

rini olu³turmaktad�r. Bu durum, matematiksel olarak a³a§�da belirtilmi³tir:

X̂ (ti) =
(
x
(i)
1 , x

(i)
2 , . . . , x

(i)
K

)
, i = 0, 1, . . . , N, ti = i∆t, ∆t =

T

N
.

3. GENELLE�T�R�L��M�� ENTROP� OPT�M�ZASYON YÖNTEM-

LER�

Genelle³tirilmi³ entropi optimizasyon yöntemleri (GEOY) denildi§inde veri se-

tini genelle³tirilmi³ entropi optimizasyon problemi (GEOP)'nin çözümü ³eklinde mo-

dellemeyi öneren yöntemler anla³�lmaktad�r. Bu genelle³tirmede amaç, ele al�nan

veri setini en iyi ³ekilde temsil eden da§�l�m�n bulunmas�d�r. Fonksiyonel analizin

baz� uygulamalar�na dayal� olarak Shamilov (2006, 2007, 2010) taraf�ndan önerilen

MaxMaxEnt, MinMaxEnt, MaxMinxEnt ve MinMinxEnt yöntemleri genelle³tiril-

mi³ entropi optimizasyon yöntemleri olarak tan�mlanm�³t�r. GEOY verilmi³ moment

fonksiyonlar� kümesinden veri setine entropi optimizasyon ölçümüne göre en yak�n

ve en uzak olan da§�l�mlar� belirleyen moment fonksiyonlar�n�n bulunmas�n� ger-

çekle³tirecek veri setine kriterler aç�s�ndan daha kesin modellemeyi sa§lamaktad�r

(Shamilov, 2010).

GEOP: X rassal de§iskeninin olas�l�k yo§unluk fonksiyonu f (0)(x), L entropi

optimizasyon ölçümü, K ise verilen moment vektör fonksiyonlar kümesi olsun. Ve-
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rilen K kümesinden öyle g(1), g(2) ∈ K moment vektör fonksiyonlar�n�n bulunmas�

gerekir ki g(1)'in belirledi§i entropi optimizasyon yo§unluk fonksiyonu f (1)(x) ve-

rilmi³ f (0)(x) yo§unluk fonksiyonuna L ölçümüne göre en yak�n, g(2)'nin belirledi§i

entropi optimizasyon yo§unluk fonksiyonu f (2)(x) verilmi³ f (0)(x) yo§unluk fonksi-

yonuna L ölçümüne göre en uzak olsun. Burada L Shannon'un entropi ölçümü olarak

seçilirse f (1)(x) "MinMaxEnt Da§�l�m�", f (2)(x) "MaxMaxEnt Da§�l�m�" olarak; e§er

L Kullback - Leibler ölçümü olarak seçilirse f (1)(x) "MinMinxEnt Da§�l�m", f (2)(x)

"MaxMinxEnt Da§�l�m�" olarak adland�r�l�r (Shamilov, 2007; 2010).

Bu bölümde, GEOY ile elde edilen da§�l�mlara geçmeden önce Shannon entropi

ölçümünü maksimum yapmaya dayal� olan maksimum entropi yöntemi ve Kullback-

Leibler çapraz entropi ölçümünü minimize etmeye dayal� olan mimimum çapraz ent-

ropi yöntemine yer verilmi³tir. Sonras�nda, genelle³tirilmi³ entropi optimizasyon da-

§�l�mlar�na ayr�nt�l� bir ³ekilde verilmi³tir.

3.1. Maksimum Entropi Yöntemi

Rassal de§i³kenin karakterize edici moment fonksiyonlar� verildi§inde, Shan-

non'un entropi ölçüsünü maksimize ederek sistemin da§�l�m�n� belirleme yöntemine

maksimum entropi (MaxEnt), elde edilen da§�l�ma da MaxEnt da§�l�m� denilmekte-

dir (Jaynes, 1957). MaxEnt yöntemi, maksimum belirsizlik prensibi veya Jaynes'in

formülü olarak da bilinmektedir (Kapur ve Kesevan, 1992). Bu bölümde s�ras�yla

kesikli ve sürekli rassal de§i³kenler için MaxEnt yöntemi ele al�nm�³t�r.

3.1.1. Kesikli rassal de§i³kenler için maksimum entropi yöntemi

n de§ere sahip X kesikli rassal de§iskeninin veya n duruma sahip X kesikli

�ziksel sistemin entropisi

H(x) = −
n∑

i=1

pi ln pi (3.1)

fonksiyonu ile ifade edilmektedir. pi > 0 olmak üzere (3.1) fonksiyonu,

∑n
i=1 pi = 1∑n
i=1 pigj (xi) = µj, j = 1, 2, . . . ,m

 (3.2)

36



ko³ullar� alt�nda maksimum yapan (p1, p2, . . . , pn) da§�l�m�n�n bulunmas� bir optimi-

zasyon problemidir. X rassal de§i³keninin da§�l�m�n� bu optimizasyon probleminin

çözümü olarak bulunmas�n� öneren yönteme MaxEnt yöntemi denir. �lk kez Jaynes

(1957) taraf�ndan önerilen bu yöntem, Jaynes'in maksimum entropi yöntemi ola-

rak da bilinir. (3.2) sisteminde g1(x), g2(x), . . . , gm(x)'ler karakterize edici moment

fonksiyonlar� olarak ifade edilir. Bu sistem n say�da p1, p2, . . . , pn bilinmeyenlerine

sahiptir. Bu sistemin çözüme sahip olabilmesi için baz� ko³ullar�n sa§lanmas� ge-

rekmektedir. Öncelikle, 1, g1(x), g2(x), . . . , gm(x) fonksiyonlar� lineer ba§�ms�z oldu-

§unda, bu fonksiyonlar�n beklenen de§erleri olan 1, µ1, . . . , µm say�lar� (3.2) sistemi

çözüme sahip olacak ³ekilde verilmelidir. Sonras�nda, m+1 ko³ul say�s� ile n durum

say�s� aras�nda m+1 < n ba§�nt�s� bulunmal�d�r. m+1 < n e³itsizli§i sa§land�§�nda,

n bilinmeyenli m+ 1 denklem olu³aca§�ndan, bu de§i³kenlerden n− (m+ 1) kadar�

ba§�ms�z olacakt�r. Bu durumda, p1, p2, . . . , pn de§i³kenleri sonsuz say�da de§erlere

sahip olur ve böylelikle (3.1) fonksiyonunu maksimize eden (p1, p2, . . . , pn)'lerin se-

çilmesi anlaml� olacakt�r. E§er m+ 1 = n ko³ulu sa§lanmazsa, yani m+ 1 = n veya

m + 1 > n olursa birinci halde genellikle (3.1) fonksiyonunu maksimize etmek için

ba§�ms�z de§i³ken kalmaz, ikinci halde ise (3.2) ko³ullar�n� sa§layan pi'ler olmaya-

bilir. (3.1) fonksiyonunun (3.2) ko³ullar� alt�nda maksimize edilmesi, k�saca (3.1),

(3.2) problemi olarak ifade edilmi³tir. Burada (3.1) amaç fonksiyonu, (3.2) ise lineer

ko³ullard�r. Bu durumda, (3.1), (3.2) problemi ko³ullu ekstremum problemidir ve

bilindi§i gibi bu problem Lagrange çarpanlar� yöntemleri ile çözülebilmektedir (�a-

milov, 2015). (3.1), (3.2) problemi Lagrange çarpanlar� yöntemi ile ele al�nd�§�nda,

(3.2) ko³ullar�nda ortaya ç�kan µj say�lar� key� verilemez. Pratik olarak, X rassal

de§i³kenine ait (p̃1, p̃2, . . . , p̃n) istatistiksel frekans da§�l�m�ndan ve verilmi³ gj(x)

moment fonksiyonlar�ndan yola ç�karak µj'ler hesapland�§�nda,

M =


1 1 1 · · · 1

g1 (x0) g1 (x1) g1 (x2) · · · g1 (xn)
...

...
...

. . .
...

gm (x0) gm (x1) gm (x2) · · · gm (xn)


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matrisinin rank�, geni³letilmi³

N =


1 1 1 · · · 1 1

g1 (x0) g1 (x1) g1 (x2) · · · g1 (xn) µ1

...
...

...
. . .

...
...

gm (x0) gm (x1) gm (x2) · · · gm (xn) µm


matrisinin rank�na gj (x1) p̃1 + . . . + gj (xn) p̃n = µ̃j; j = 0, 1, . . . ,m, g0(x) =

1; µ0 = 1 e³itlikleri sa§land�§�nda birbirine e³it olur. Bu nedenle de Kronecker-

Capelli teoremine (Capelli, 1892) göre (3.2) ko³ullar�n� sa§layan p1, p2, . . . , pn'ler

vard�r. Ba³ka bir ifadeyle, (3.2) e³itlikleri ³eklinde verilmi³ homojen olmayan li-

neer sistemi p1, p2, . . . , pn'ye göre çözümü vard�r. (3.1) fonksiyonunu (3.2) ko³ullar�

alt�nda maksimize etme problemine MaxEnt problemi denir. MaxEnt problemi yar-

d�m�yla (p̃1, p̃2, . . . , p̃n) istatistiksel da§�l�m�na entropi ölçümü aç�s�ndan yak�n olan

(p1, p2, . . . , pn) da§�l�m� bulunur. Burada, p1, p2, . . . , pn'ler (3.1) fonksiyonuna (3.2)

ko³ullar� alt�nda maksimum de§er veren olas�l�klard�r. (3.1) fonksiyonunu (3.2) ko-

³ullar� alt�nda maksimize etmek için λ0, λ1, . . . , λm Lagrange çarpanlar� yöntemiyle,

U = −
n∑

i=1

pi ln pi + λ0

(
n∑

i=1

pi − 1

)
+

m∑
j=1

λj

(
n∑

i=1

pigj (xi)− µj

)
(3.3)

veya

U = −
n∑

i=1

pi ln pi −
m∑
j=0

λj (pigj (xi)− µj)

yard�mc� fonksiyonu kurulur ve bu fonksiyonun p1, p2, . . . , pn, λ1, λ2, . . . , λm de-

§i³kenlerine göre mutlak ekstremumu aran�r. Ekstremumun varl�k teoremine göre

yard�mc� (3.3) fonksiyonunun pi'lere göre k�smi türevlerinin s�f�ra e³it olmas� ge-

rekir. Böylelikle p1, p2, . . . , pn olas�l�klar� λ1, λ2, . . . , λm Lagrange çarpanlarna ba§l�

olarak elde edilir. λ1, λ2, . . . , λm çarpanlar�da (3.2) e³itli§i yard�m�yla bulunur. U

yard�mc� fonksiyonunun pi'lere göre k�smi türevleri;

∂U

∂pi
= − ln pi − λ0 − 1−

m∑
j=1

λjgj (xi) (3.4)
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elde edilir. (3.4) e³itli§inin sa§ taraf� s�f�ra e³itlenerek,

ln pi = −

(
λ0 + 1 +

m∑
j=1

λjgj (xi)

)

pi = e−(λ0+1)−
∑m

j=1 λjgj(xi)

pi = e−λ0−
∑m

j=1 λjgj(xi), λ0 = λ0 + 1, i = 1, 2, . . . , n

(3.5)

sonucuna var�l�r. (3.5) formülü ile p1, p2, . . . , pn'ler λ0, λ1, . . . , λm Lagrange çarpan-

lar�na ba§l� olarak ifade edilmi³ olur.

Lagrange çarpanlar�n bulmak için (3.5) ile ifade edilen p1, p2, . . . , pn 'lerin (3.2)

ko³ullar�nda yerine yaz�lmas�yla,

∑n
i=1 e

−λ0−
∑m

j=1 λjgj(xi) = 1∑n
i=1 e

−λ0−
∑m

j=1 λjgj(xi)gj (xi) = µj

 (3.6)

sistemi elde edilir. (3.6) sisteminin birinci denkleminden

eλ
0

=
n∑

i=1

e−
∑m

j=1 λjgj(xi)

λ0 = ln
n∑

i=1

e−
∑m

j=1 λjgj(xi)

(3.7)

λ0 bulunur. λ0'�n bu de§eri (3.6) sisteminin di§er denklemlerde yerine yaz�ld�§�nda,

(3.7) sistemi elde edilir. j = 1, 2, . . . ,m olmak üzere, (3.7) e³itli§inden λ1, λ2, . . . , λm

de§erlerinin µ1, µ2, . . . , µm de§erlerine ba§l� oldu§u görülmektedir. (3.7) sistemin-

den λ'y� bulmak için ard�s
,
�k yakla³�mlar yöntemlerinin hepsi kullan�labilir. Fakat,

söz konusu bu yöntemlerden, Newton yöntemi di§er yöntemlerden daha büyük bir

yak�nsama h�z�na sahip oldu§u için tercih edilir (�amilov, 2015).

3.1.2. Sürekli rassal de§i³kenler için maksimum entropi yöntemi

X sürekli rassal de§i³keninin olas�l�k yo§unluk fonksiyonu f(x) oldu§unda, bu

sistemin entropisi,

H = −
∫ b

a

f(x) ln f(x)dx (3.8)
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³eklinde tan�mlan�r. �statistiksel veriyi (3.8) fonksiyoneline

∫ b

a

f(x)gj (xi) dx = µj, j = 0, 1, . . . ,m (3.9)

ko³ullar� alt�nda maksimum de§er veren da§�l�m ile modelleme yöntemine MaxEnt

yöntemi denir. (3.8) fonksiyoneli X rassal de§i³keninin veya �ziksel sisteminin ent-

ropisini, (3.9) ko³ullar� ise sistem hakk�nda ek bilgiyi ifade etmektedir. Böylece (3.8)

fonksiyonelinin (3.9) ko³ullar� alt�nda maksimumunun bulunmas�, (3.9) ko³ullar� yar-

d�m�yla sistemin sahip oldu§u entropinin maksimum de§erinin bulunmas� anlam�na

gelmektedir. Ayr�ca (3.9)'a ait olan her ko³ul sistem hakk�nda belli miktarda bilgi

verdi§inden, ko³ul say�s�n�n artmas�yla entropi azalm�³t�r. (3.8) fonksiyonelinin (3.9)

ko³ullar� alt�nda maksimumu Lagrange çarpanlar� yöntemiyle bulunabilir. Bu du-

rumda λ0, λ1, . . . , λm'ler Lagrange çarpanlar� olmak üzere, U Lagrange fonksiyoneli,

U = −
∫ b

a

f(x) ln f(x)dx−
m∑
j=0

λj

(∫ b

a

f(x)gj(x)dx− µj

)
(3.10)

³eklindedir. (3.10) fonksiyoneli

U =

{∫ b

a

(−f(x)) ln f(x)−
m∑
j=0

λjf(x)gj(x)

}
−

m∑
j=0

λjµj

veya

U =

∫ b

a

F (f, λ)dx−
m∑
j=0

λjµj (3.11)

olarak yaz�labilir, burada F (f, λ) = −f(x) ln f(x) −
∑m

j=0 λjgj(x)f(x)'dir. (3.11)

fonksiyonelinin ekstremumunun varl�§� için gerek ko³ul, bu fonksiyonele ekstremum

de§er veren f fonksiyonunun

Ff −
d

dx
Ff ′ = 0 (3.12)

Euler denklemini sa§lamas�d�r. (3.12) denkleminde Ff ′ = 0 oldu§undan, bu denklem

Ff = 0 denklemine dönü³ür. F 'nin ifadesinden yola ç�karak Euler denkleminin

Ff = − lnf(x)− 1−
m∑
j=0

λjgj (xi) = 0
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oldu§u sonucuna var�l�r. Buradan,

ln f(x) = −1−
m∑
j=0

λjgj(x)

f(x) = e−1−λ0−
∑m

j=1 λjgj(x)

f(x) = e−λ̃0−
∑m

j=1 λj ,gj(x), λ̃0 = 1 + λ0

(3.13)

elde edilir. (3.13) fonksiyonu (3.9) ko³ullar�nda yerine yaz�larak λ'lar bulunabilir:

∫ b

a

e−λ̃0−
∑m

j=1 λjgj(x)gk(x)dx = µk, k = 0, 1, . . . ,m (3.14)

formülünde g0(x) = 1; µ0 = 1 oldu§undan

∫ b

a

e−λ̃0−
∑m

j=1 λjgj(x)dx = 1

e−λ̃0 =
1∫ b

a
e−

∑m
j=1 λjgj(x)

λ̃0 = ln

{∫ b

a

e−
∑m

j=1 λjgi(x)dx

}
(3.15)

elde edilir ve λ̃0'�n bu de§eri (3.15)'in di§er e³itliklerinde yerine yaz�l�p k. e³itli§in

sol taraf� Fk ile gösterildi§inde,

Fk(λ) =

∫ b

a
e−

∑m
j=i λjgj(x)gk(x)dx∫ b

a
e−

∑m
j=1 λjgj(x)dx

= µk, k = 1, 2, . . . ,m (3.16)

sistemine ula³l�r. Burada (3.16) sistemi λ1, λ2, . . . , λm bilinmeyenlerine göre lineer ol-

mayan denklemler sistemidir. (3.16) sisteminin λ1, λ2, . . . , λm'lere göre çözüme sahip

olabilmesi için
D (F1, . . . , Fm)

D (λ1, . . . , λm)
̸= 0 (3.17)

ko³ulunun sa§lanmas� gerekir. Bu ko³ulun sa§land�§�n� göstermek için (3.17)'deki

Jacobian'�n g1(x), g2(x), . . . , gm(x) rassal de§i³kenlerinin varyans-kovaryans matri-

sinin determinant� oldu§unu göstermek yeterlidir. Bu amaçla (3.16)'dan ∂Fk

∂λl
k =

1, 2, . . . ,m; l = 1, 2, . . . ,m türevleri bulunmu³tur ve
[
∂Fk

∂λl

]
matrisinin varyans-
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kovaryans matrisi oldu§u gösterilmi³tir:

∂Fk

∂λ1
= −{E [gl(x)gk(x)]− E [gk(x)]E [gl(x)]} .

Burada
[
∂Fk

∂λl

]
'nin varyans-kovaryans matrisinin negatif i³aretlisine e³it oldu§u gö-

rülür. Varyans-kovaryans matrisinin pozitif tan�ml� oldu§u bilindi§inden, (3.16) sis-

teminin Jacobi determinant�n�n s�f�rdan farkl� oldu§u, dolay�s�yla (3.16) denklemler

sisteminin tek çözüme sahip oldu§u sonucuna var�lm�³t�r (�amilov, 2015).

3.2. Minimum Çapraz Entropi Yöntemi

Minimum çapraz entropi yöntemi (MinxEnt), Kullback'in öncüsü oldu§u di§er

önemli bir entropi optimizasyon yöntemidir. Teorik anlamlar� ve uygulama alanlar�-

n�n ta³�d�§� önem aç�s�ndan MaxEnt yöntemiyle rekabet etmektedir.

Bilgi olarak �ziksel rassal de§i³kenden elde edilmi³ moment de§erleri ile bu

rassal de§i³kene ait önsel bir da§�l�m oldu§unda; Kullbak-Leibler ölçümünü, rassal

de§i³kenden elde edilen moment de§er k�s�tlar�na ve önsel da§�l�ma göre minimum

yapan yönteme MinxEnt yöntemi (Kullbak ve Leibler, 1951) ve bu yöntemden elde

edilen da§�l�ma MinxEnt da§�l�m� denilmektedir (Kullback, 1959). Bu bölümde s�-

ras�yla kesikli ve sürekli rassal de§i³kenler için minimum çapraz entropi yöntemi ele

al�nm�³t�r.

3.2.1. Kesikli rassal de§i³kenler için minimum çapraz entropi yöntemi

X rassal de§i³keni, x1, x2, . . . , xn durumlar�na sahip, her bir durumun gerçek-

le³me olas�l�§� p1, p2, . . . , pn olan kesikli bir rassal de§i³ken olsun veX rassal de§i³keni

q1, q2, . . . , qn ³eklinde önsel bir da§�l�ma sahip olsun. Bu durumda Kullback-Leibler

ölçümü

D(p : q) =
n∑

i=1

pi ln

(
pi
qi

)
(3.18)

³eklinde tan�mlan�r (Kullback 1959). Kullback-Leibler ölçümünü,

n∑
i=1

pi = 1 (3.19)
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∑n
i=1 g1 (xi) pi = µ1

...∑n
i=1 gm (xi) pi = µm

 (3.20)

ile verilen k�s�tlara göre minimum yapan yönteme MinxEnt yöntemi ve bu yöntem-

den elde edilen da§�l�ma MinxEnt da§�l�m� denir. (3.18) ölçümünde kullan�lan q(x)

fonksiyonuna da rassal de�gis
,
ken hakk�nda önsel bilgi denir. (3.20) de ifade edilen

gj(x)'ler (j = 1, 2, . . . ,m) moment fonksiyonlar�, µj'ler ise (j = 1, 2, . . . ,m) mo-

ment fonksiyonlar� yard�m�yla rassal de�gis
,
kenden elde edilen moment de�gerleridir.

(3.18)'de verilen Kullback-Leibler ölçümünü, (3.19) ve (3.20) k�s�tlar�na göre mini-

mumunu bulma problemi Lagrange çarpanlar� yöntemiyle çözülebilir. Buna göre L

Lagrange fonksiyonu,

L ≡
n∑

i=1

pi ln

(
pi
qi

)
− (1− λ0)

(
n∑

i=1

pi − 1

)
−

m∑
j=1

λj

(
n∑

i=1

gj (xi) pi − µj

)
(3.21)

³eklinde tan�mlan�r. (3.21)'de kullan�lan λ0, λ1, . . . , λm'lere Lagrange çarpanlar� de-

nir. L fonksiyonunu minimum yapan pi'leri bulmak için, (3.21) fonksiyonunun pi

'lere göre k�smi türevleri al�n�p s�f�ra e³itlenmelidir. L fonksiyonun pi'lere göre k�smi

türevleri,

∂L

∂pi
= − ln

pi
qi

− 1/qi
pi/qi

pi − (λ0 − 1)−
m∑
j=1

λjgj (xi) , i = 1, 2, . . . , n (3.22)

³eklinde bulunur. (3.22) ifadesi s�f�ra e³itlendi§inde,

ln
pi
qi

− 1− λ0 + 1−
m∑
j=1

λjgj (xi) = 0, i = 1, 2, . . . , n

veya

ln pi = ln qi − λ0 −
m∑
j=1

λjgj (xi) , i = 1, 2, . . . , n (3.23)

elde edilir. (3.23) e³itliklerinden pi, (i = 1, 2, . . . , n) olas�l�klar�,

pi = qie
−λ0−

∑m
j=1 λjgj(xi), i = 1, 2, . . . , n (3.24)
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³eklinde bulunur. (3.24) ile ifade edilen p = (p1, p2, . . . , pn) olas�l�k da§�l�m� (3.18)

de verilen D(p : q) Kullback-Leibler ölçümünü, (3.19) ve (3.20)'ye göre minimum

yapan MinxEnt da§�l�m�d�r. (3.24) ifadesinden görüldü§ü gibi, pi, (i = 1, 2, . . . , n)

olas�l�klar� λ0, λ1, . . . , λm Lagrange çarpanlar�na ba§l�d�r. λ0, λ1, . . . , λm Lagrange

çarpanlar�n�n de§erleri (3.19) ve (3.20) e³itlikleri yard�m�yla bulunabilir.

MaxEnt yönteminde oldu§u gibi, λ0, λ1, . . . , λm Lagrange çarpanlar�n�n µ1, µ2,

. . . , µm'ye ba§l� oldu§unu göstermek için (3.24) ifadesi daha ayr�nt�l� olarak,

pi = qie
−λ0e−

∑m
j=1 λjgj(xi), i = 1, 2, . . . , n (3.25)

³eklinde yaz�l�r. (3.25) e³itli§indeki olas�l�k da§�l�m� (3.19) k�s�d�nda yerine yaz�ld�-

§�nda,
n∑

i=1

qie
−λ0e−

∑m
j=1 λjgj(xi) = 1 (3.26)

e³itli§i elde edilir. Gerekli düzenlemeler yap�ld�§�nda,

e−λ0

n∑
i=1

qie
−

∑m
j=1 λjgj(xi) = 1 (3.27)

ifadesi bulunur. Buradan,

n∑
i=1

qie
−

∑m
j=1 λjgj(xi) = eλ0 (3.28)

sonucuna ula³�l�r. (3.28) e³itli§inden, λ0 Lagrange çarpan�n λ1, λ2 . . . , λm Lagrange

çarpanlar�na ba§l� oldu§u görülmektedir. Benzer ³ekilde, (3.25) ifadesi (3.20) k�s�t-

lar�nda yerine yaz�ld�§�nda,

n∑
i=1

qigj (xi) e
−λ0e−

∑m
j=1 λjgj(xi) = µj, j = 1, 2, . . . ,m (3.29)

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yap�ld�§�nda,

n∑
i=1

qigj (xi) e
−

∑m
j=1 λjgj(xi) = µje

λ0 , j = 1, 2, . . . ,m (3.30)

ifadesi bulunur. (3.28) e³itli§i (3.30)'da yerine yaz�ld�§�nda j = 1, 2, . . . ,m olmak
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üzere,
n∑

i=1

qigj (xi) e
−

∑m
j=1 λjgj(xi) = µj

n∑
i=1

qie
−

∑m
j=1 λjgj(xi) (3.31)

e³itli§i elde edilir. Buradan,

µj =

∑n
i=1 qigj (xi) e

−
∑m

j=1 λjgj(xi)∑n
i=1 qie

−
∑m

j=1 λjgj(xi)
, j = 1, 2, . . . ,m (3.32)

ifadesi elde edilir (Kapur ve Kesevan 1992). (3.32) ifadesinden λj, j = 1, 2, . . . ,m'lerin

µ1, µ2, . . . , µm'lere ba§l� oldu§u görülmektedir (�amilov, 2015).

3.2.2. Sürekli rassal de§i³kenler için minimum çapraz entropi yöntemi

X sürekli rassal de§i³keninin olas�l�k yo§unluk fonksiyonu f(x) ve X rassal

de§is
,
keni q(x) seklinde önsel da§�l�ma sahip olsun. Bu durumda Kullback-Leibler

ölçümü,

D(f : q) =

∫ b

a

f(x) ln
f(x)

q(x)
dx (3.33)

³eklinde tan�mlan�r. Kesikli rassal de§i³kene benzer olarak k�s�tlar a³a§�daki ³ekilde,

∫ b

a

f(x)dx = 1 (3.34)

ve ∫ b

a
g1(x)f(x)dx = µ1

...

...∫ b

a
gm(x)f(x)dx = µm


(3.35)

verilsin. (3.33) ifadesinde kullan�lan q(x) fonksiyonuna rassal de§i³ken hakk�nda ön-

sel bilgi denir. (3.35)'de ifade edilen gj(x)'ler (j = 1, 2, . . . ,m)moment fonksiyonlar�,

µj'ler ise (j = 1, 2, . . . ,m), gj(x)'lere uygun rassal de§i³kenden elde edilen moment

de�gerleridir.

Sürekli rassal de§i³kenler için MinxEnt yöntemi, D(f : q) fonksiyonelini (3.34)

ve (3.35) k�s�tlar�na göre minimum yapan f(x) fonksiyonunun bulunmas� yöntemidir.

Bu yöntem yard�m�yla bulunan da§�l�ma MinxEnt da§�l�m� denir. (3.33)'de verilen

Kullback-Leibler fonksiyonelini, (3.34) ve (3.35) k�s�tlar�na göre minimumu, Euler-
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Lagrange çarpanlar� yöntemiyle bulunabilir. L Lagrange fonksiyoneli,

L ≡
∫ b

a

f(x) ln
f(x)

q(x)
dx− (λ0 − 1)

(∫ b

a

f(x)dx− 1

)
−

m∑
j=1

λj

∫ b

a

gj(x)f(x)dx− µj

)
(3.36)

³eklinde tan�mlan�r.(3.36)'da gerekli düzenlemeler yap�ld�§�nda,

L ≡
∫ b

a

(
f(x) ln

f(x)

q(x)
− (λ0 − 1) f(x)−

m∑
j=1

λjgjf(x)−
1

b− a

m∑
j=1

λjµj + λ0 − 1

)
dx

(3.37)

ifadesi elde edilir. L Lagrange fonksiyoneli ayn� zamanda,

L ≡
∫ b

a

F (x)dx (3.38)

³eklinde yaz�labilir. Burada,

F (x) =

(
f(x) ln

f(x)

q(x)
− (λ0 − 1) f(x)−

m∑
j=1

λjgjf(x)−
1

b− a

m∑
j=1

λjµj + λ0 − 1

)
(3.39)

³eklindedir. (3.36) ifadesindeki λ0, λ1, . . . , λm'lere Lagrange çarpanlar� denir. L fonk-

siyoneline ekstremum de§er veren f(x) fonksiyonu,

∂F

∂f(x)
− d

dx

(
∂F

∂f ′(x)

)
= 0 (3.40)

Euler-Lagrange denklemi yard�m�yla bulunabilir. Gerekli hesaplamalar yap�ld�§�nda,

∂F

∂f ′(x)
= 0

ve
∂F

∂f(x)
= ln

f(x)

q(x)
− 1/q(x)

f(x)/q(x)
f(x)− (λ0 − 1)−

m∑
j=1

λjgj(x) (3.41)

e³itlikleri bulunur. (3.41) ifadeleri (3.40) denkleminde yerine yaz�ld�§�nda,

ln
f(x)

q(x)
− 1/q(x)

f(x)/q(x)
f(x)− (λ0 − 1)−

m∑
j=1

λjgj(x) = 0 (3.42)
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elde edilir. (3.42) es
,
itli§inde gerekli düzenlemeler yap�ld�§�nda,

ln f(x) = ln q(x)− λ0 −
m∑
j=1

λjgj(x) (3.43)

elde edilir. f(x) fonksiyonu,

f(x) = q(x)eλ0e−
∑m

j=1 λjgj(x) (3.44)

³eklinde bulunur. (3.44) ile ifade edilen fonksiyona MinxEnt da§�l�m fonksiyonu de-

nir. λ0, λ1, . . . , λm Lagrange çarpanlar�n�n de§erleri (3.34) ve (3.35) e³itlikleri ile

bulunabilir. λ0, λ1, . . . , λm Lagrange çarpanlar�n�n µ1, µ2, . . . , µm'ye ba§l� oldu§unu

göstermek için (3.44) ifadesi (3.34)'de yerine yaz�ld�§�nda,

∫ b

a

q(x)e−λ0e−
∑m

j=1 λjgj(x)dx = 1 (3.45)

e³itli§i elde edilir. (3.45)'de gerekli düzenlemeler yap�ld�§�nda,

∫ b

a

q(x)e−
∑m

j=1 λjgj(x)dx = eλ0 (3.46)

sonucu bulunur. (3.46) e³itli§inden, λ0 Lagrange çarpan�n λ1, λ2, . . . , λm Lagrange

çarpanlar�na ba§l� oldu§u görülür. Benzer ³ekilde (3.44) ifadesi (3.35) e³itli§inde

yerine yaz�ld�§�nda,

∫ b

a

q(x)gj(x)e
−λ0e−

∑m
j=1 λjgj(x)dx = µj, j = 1, 2, . . . ,m (3.47)

ifadesi elde edilir. (3.47) e³itli§inde gerekli düzenlemeler yap�ld�§�nda,

∫ b

a

q(x)gj(x)e
−

∑m
j=1 λjgj(x)dx = µje

λ0 , j = 1, 2, . . . ,m (3.48)

elde edilir. (3.46) ifadesi (3.48)'de yerine yaz�l�p, gerekli düzenlemeler yap�ld�§�nda,

µj =

∫ b

a
q(x)gj(x)e

−
∑m

j=1 λjgj(x)dx∫ b

a
q(x)e−

∑m
j=1 λjgj(x)dx

, j = 1, 2, . . . ,m (3.49)
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sonucu bulunur. (3.49) ifadesinden, λ1, λ2, . . . , λm Lagrange çarpanlar�n�n µ1, µ2, . . . ,

µm'lere ba§l� oldu§u görülmektedir (�amilov, 2015).

3.3. Genelle³tirilmi³ Entropi Optimizasyon Da§�l�mlar�

GEOY yöntemlerinden elde edilen da§�l�mlar genelle³tirilmi³ MaxEnt da§�l�m-

lar� ve genelle³tirilmi³ MinxEnt da§�l�mlar olmak üzere GEOY da§�l�mlar� olarak

ifade edilmektedir. Verilmi³ moment fonksiyonlar kümesinde veri setine Shannon

entropi ölçümüne göre en yak�n ve en uzak olan entropi optimizasyon da§�l�mlar�

genelle³tirilmi³ MaxEnt da§�l�mlar�n� olu³turmaktad�r. Benzer ³ekilde, verilmi³ mo-

ment fonksiyonlar kümesinde veri setine Kullback-Leibler çapraz entropi ölçümüne

göre en yak�n ve en uzak olan entropi optimizasyon da§�l�mlar� genelle³tirilmi³ Mi-

nxEnt da§�l�mlar�n� olu³turmaktad�r (Shamilov, 2006; 2007; 2010)

Bu bölümde MaxEnt yöntemi yard�m�yla tan�mlanm�³ olan özel entropi opti-

mizasyon fonksiyoneli ve bu fonksiyonelden yola ç�karak moment fonksiyonlar� kü-

mesinde tan�mlanm�³ olan genelle³tirilmi³ MaxEnt da§�l�mlar� aç�klanm�³t�r. Ayr�ca,

önsel da§�l�m bilgisine sahip MinxEnt yönteminden yola ç�karak tan�mlanm�³ olan

özel entropi optimizasyon fonksiyoneli ve bu fonksiyonel yard�m�yla moment fonk-

siyonlar� kümesi üzerinde tan�mlanm�³ olan genelle³tirilmi³ MinxEnt da§�l�mlar�na

yer verilmi³tir.

3.3.1. Genelle³tirilmi³ MaxEnt Da§�l�mlar�

Kesikli rassal de§i³kenler için MaxEnt yöntemi yard�m�yla moment fonksiyon-

lar�na ba§l� MaxEnt fonksiyoneliyle ve bu fonksiyonele minimum de§er veren da§�l�m

(MinMaxEnt)m ve maksimum de§er veren da§�l�m (MaxMaxEnt)m da§�l�m� olarak

ifade edilmektedir. Bu bölümde (MinMaxEnt)m ve (MaxMaxEnt)m da§�l�mlar�n�n

elde edilmesi ayr�nt�l� bir ³ekilde gösterilmi³tir.

x1, . . . , xn rassal örnek olsun ve örnek içindeki de§erlere, s�ras�yla p1, . . . , pn

olas�l�klar� kar³�l�k gelsin. Bu durumda Shannon entropi ölçümü,

H = −
n∑

i=1

pilnpi, pi = (p1, . . . , pn) (3.50)
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maksimum entropi fonksiyon problemi

n∑
i=0

pigj(xi) = µj, j = 0, 1, . . . ,m (3.51)

k�s�tlar� alt�nda, burada µ0 = 1, g0(x) = 1; pi ≥ 0, i = 0, 1, . . . , n; m+1 < n olmak

üzere

pi = e−
∑m

j=0 λjgj(xi), i = 1, 2, . . . , n (3.52)

çözümüne sahiptir. Burada λj, j = 0, 1, . . . ,m Lagrange çarpanlar�d�r. E³itlik (3.52),

(3.50)'de dikkate al�n�rsa, maksimum entropi de§eri ya da maksimum entropi fonk-

siyoneli

Hmax = −
n∑

i=1

e−
∑m

j=0 λjgj(xi)

(
−

m∑
j=0

λjgj(xi)

)
(3.53)

veya

Hmax =
m∑
j=0

λjµj. (3.54)

³eklinde elde edilir. (3.54) denkleminde µ0 = 1 olmak üzere, µj, (j = 0, 1, . . . ,m)'ler

uygun gj(x), (j = 0, 1, . . . ,m) moment fonksiyonlar� yard�m�yla verilmi³ rassal de-

§i³kenden elde edilen moment de§erleridir.

(3.53) ve (3.54) formüllerinden görüldü§ü gibi µj, (j = 0, 1, . . . ,m)'ler, gj(x),

(j = 0, 1, . . . ,m) moment fonksiyonlar�na ba§l� fonksiyoneller gibi ele al�nabilir.

Bu durumda moment fonksiyonlar�, g = (g0, g1, . . . , gm) vektör fonksiyonu ³eklinde

yaz�ld�§�nda Hmax,g vektör fonksiyonuna ba§l� bir fonksiyonel gibi yorumlanabilir.

Bu fonksiyonel g moment vektör fonksiyonlar�na ba§l� de§erleri (3.54) formü-

lüyle belirlenen bir fonksiyonel olarak tan�mlanm�s
,
t�r (Shamilov, 2006; 2007). Söz

konusu fonksiyonel,

U(g) = Hmax

³eklinde gösterilerek MaxEnt fonksiyoneli olarak isimlendirilir.

Moment vektör fonksiyonlar kümesi, bile³enleri lineer ba§�ms�z olan sonsuz

say�da gmoment vektör fonksiyonlar�ndan olu³sun veK ³eklinde gösterilsin (g ∈ K).

Kesikli rassal de§i³kenler için genelles
,
tirilmi³ MaxEnt da§�lmlar� di§er bir ifade

ile MinMaxEnt ve MaxMaxEnt da§�l�mlar�, K moment vektör fonksiyonlar� küme-
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sine ba§l�d�r. K moment vektör fonksiyonlar� kümesi genel anlamda sonsuz say�da

elemanlardan olu³maktad�r ve bu durumda genelles
,
tirilmi³ MaxEnt da§�l�mlar�n�n

bulunmas� oldukça zordur (Shamilov, 2006). Fakat uygulama aç�s�ndan, K moment

fonksiyonlar� kümesinin sonlu say�da elemanlardan olu³mas� da önemlidir. Bu du-

rum, istatistiksel da§�l�mlara uygun karakterize edici momentlerin sonlu say�da ol-

mas� ve bu da§�lmlar�n entropi optimizasyon da§�l�mlar� ³eklinde bulunabilmesiyle

de desteklenmektedir (Kagan vd., 1973; Kapur, 1989).

Buna göre bu tez çal�³mas�nda, kesikli rassal de§i³kenler için MinMaxEnt ve

MaxMaxEnt da§�l�mlar�n�n pratik uygulamalar�n�n yap�labilmesi için K kümesi, m

say�da biles
,
ene sahip sonlu say�da moment vektör fonksiyonlar�ndan olu³acak ³ekilde

seçilmis
,
tir.

K0 = {g1, . . . , gr}, r elemanl� karakterize edici moment fonksiyonlar kümesi

olsun. Bu durumda, K0,m; K0'dan al�nan r say�da elemanlar�n tüm m elmanl� kom-

binasyonlar�ndan olu³an bir küme olur. BuradaK0,m'den al�nan her bir kombinasyon

verilmi³ bir veri seti ve U(g) fonksiyoneli için moment ko³ulunu ifade etmektedir.

Kombinasyonlar say�s� ve U(g)'nin bu de§erlere uygun de§erlerinin sonlu oldu§u

için say�s� U(g)'nin bu de§erleri aras�ndan en büyük ve en küçük de§eri vard�r ve

bulunabilirdir. Sözü edilen bu de§erler, U(g) = Hmax fonksiyoneli için MinMaxEnt

ve MaxMaxEnt da§�l�mlar�n�n bulunmas�na imkan sa§lamaktad�r (�amilov, 2015).

MinMaxEnt ve MaxMaxEnt problemlerini çözmek için (g0(x), g
(1)(x)) , (g0(x),

g(2)(x)) vektör fonksiyonlar�n� bulmak gerekmektedir. Burada g0(x) = 1, g(1) ∈ K0,m

ve g(2) ∈ K0,m s�ras�yla U(g)'ye Shannon entropi ölçümüne göre minimum ve mak-

simum de�gerleri veren karakterize edici moment vektörleridir. U(g)'nin g0(x) ve

tüm m-boyutlu g ∈ K0,m vektör fonksiyonlar� taraf�ndan üretilen k�s�tlara göre

minimum veya maksimum de�gerlere ula³t�§�na dikkat edilmelidir. Bir ba³ka ifa-

deyle, U(g)'nin minimum de§eri g ∈ K0,m'e uygun olan Hmax de§erinin en küçük,

U(g)'nin maksimum de�geri g ∈ K0,m'e uygun olan Hmax de§erinin en büyük de§e-

ridir. E§er
(
g0(x), g

(1)(x)
)
, U(g)'ye en küçük de§eri veriyorsa p(1) = (p

(1)
1 , . . . , p

(1)
n )

da§�l�m� (g0(x), g(1)(x)) vektör fonksiyonuna göre veriye uygun olan da§�l�md�r ve

(MinMaxEnt)m da§�l�m� olarak adland�r�lmaktad�r. E§er (g0(x), g(2)(x)) de U(g)'ye

en büyük de§eri veriyorsa p(2) =
(
p
(2)
1 , . . . , p

(2)
n

)
da§�l�m� (g0(x), g(2)(x)) vektör fonk-

siyonuna göre veriye uygun olan da§�l�md�r ve (MaxMaxEnt)m da§�l�m� olarak ifade
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edilmektedir (Shamilov, 2007; 2010).

3.3.2. Genelle³tirilmi³ MinxEnt Da§�l�mlar�

Kesikli rassal de§i³kenler için MinxEnt yöntemi yard�m�yla moment fonksi-

yonlar�na ba§l� MinxEnt fonksiyoneliyle ve bu fonksiyonele minimum de§er veren

da§�l�m (MinMinxEnt)m ve maksimum de§er veren da§�l�m (MaxMinxEnt)m da-

§�l�m� olarak ifade edilmektedir. Bu bölümde (MinMixEnt)m ve (MaxMinxEnt)m

da§�l�mlar�n�n elde edilmesi ayr�nt�l� bir ³ekilde gösterilmi³tir.

x1, . . . , xn rassal örnek olsun ve örnek içindeki de§erlere, s�ras�yla p1, . . . , pn

olas�l�klan kar³�l�k gelsin. Bu rassal örnek, q1, q2, . . . , qn ³eklinde önsel bir da§�l�ma

sahip olsun. Bu durumda Kullback-Leibler ölçümü,

D(p : q) =
n∑

i=1

pi ln
pi
qi
, p = (p1, . . . , pn) , q = (q1, . . . , qn) (3.55)

³eklinde tan�mlan�r. Kullback-Leibler fonksiyonunu minimize etme problemi

n∑
i=1

pigj (xi) = µj, j = 0, 1, . . . ,m (3.56)

k�s�tlar� alt�nda, burada µ0 = 1, g0(x) = 1, pi ≥ 0, i = 1, . . . , n, m + 1 < n ve

qi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n;
∑n

i=1 qi ≤ 1 olmak üzere

pi = qie
−

∑m
j=0 λjgj(xi), i = 1, 2, . . . , n (3.57)

çözümüne sahiptir. Burada λj (j = 0, 1, 2, . . . ,m) Lagrange çarpanlar�d�r. E³itlik

(3.57), (3.55)'te dikkate al�n�rsa, D(p : q)'nin minimum entropi de§eri ya da mini-

mum entropi fonksiyoneli

Dmin =
n∑

i=1

qie
−

∑m
j=0 λjgj(xi)

(
−

m∑
j=0

λjgj(xi)

)
(3.58)

veya

Dmin = −
m∑
j=0

λjµj (3.59)

³eklinde elde edilir. (3.58) denkleminde, µ0 = 1 olmak üzere, µj, (j = 0, 1, . . . ,m)'ler
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uygun gj(x), (j = 0, 1, . . . ,m) moment fonksiyonlar� yard�m�yla verilmi³ rassal de-

§i³kenden elde edilen moment de§erleridir.

(3.58) ve (3.59) formüllerinden görüldü§ü üzere µj, (j = 0, 1, . . . ,m)'ler, gj(x),

(j = 0, 1, . . . ,m) moment fonksiyonlar�na ba§l� fonksiyoneller gibi ele al�nabilir. Bu

durumda moment fonksiyonlar�, g = (g0, g1, . . . , gm) vektör fonksiyonu ³eklinde ya-

z�ld�§�nda D(p : q),g vektör fonksiyonuna ba§l� bir fonksiyonel gibi yorumlanabilir.

Bu fonksiyonel g moment vektör fonksiyonlar�na ba§l� de§erleri (3.58) formü-

lüyle belirlenen bir fonksiyonel olarak tan�mlanm�s
,
t�r (Shamilov, 2006; 2007). Söz

konusu fonksiyonel,

U(g) = Dmin

³eklinde gösterilerek, MinxEnt fonksiyoneli olarak isimlendirilir. Moment vektör

fonksiyonlar kümesi, bile³enleri lineer ba§�ms�z olan sonsuz say�da g moment vektör

fonksiyonlar�ndan olu³sun ve K ³eklinde gösterilsin (g ∈ K).

Kesikli rassal de§i³kenler için genelles
,
tirilmi³ MinxEnt da§�lmlar� di§er bir

ifade ile MinMinxEnt ve MaxMinxEnt da§�l�mlar�, K moment vektör fonksiyonlar�

kümesine ba§l�d�r. K moment vektör fonksiyonlar� kümesi genel anlamda sonsuz

say�da elemanlardan olu³ur ve bu durumda genelles
,
tirilmi³ MinxEnt da§�l�mlar�n�n

bulunmas� oldukça zordur (Shamilov, 2006). Fakat uygulama aç�s�ndan, K moment

fonksiyonlar� kümesinin sonlu say�da elemanlardan olu³mas� da önemlidir. Bu du-

rum, istatistiksel da§�l�mlara uygun karakterize edici momentlerin sonlu say�da ol-

mas� ve bu da§�lmlar�n entropi optimizasyon da§�l�mlar� ³eklinde bulunabilmesiyle

de desteklenmektedir (Kagan vd., 1973; Kapur, 1989).

Buna göre bu tez çal�³mas�nda, kesikli rassal de§i³kenler için MinMinxEnt ve

MaxMinxEnt da§�l�mlar�n�n pratik uygulamalar�n�n yap�labilmesi için K kümesi, m

say�da biles
,
ene sahip sonu say�da moment vektör fonksiyonlar�ndan olu³acak ³ekilde

seçilmis
,
tir.

K0 = {g1, . . . , gr}, r elemanl� karakterize edici moment fonksiyonlar kümesi

olsun. Bu durumda, K0,m; K0'dan al�nan r say�da elemanlar�n tüm m elmanl� kom-

binasyonlar�ndan olu³an bir küme olur. BuradaK0,m'den al�nan her bir kombinasyon

verilmi³ bir veri seti ve U(g) fonksiyoneli için moment ko³ulunu ifade etmektedir.

Kombinasyonlar say�s� ve U(g)'nin bu de§erlere uygun de§erlerinin sonlu oldu§u
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için say�s� U(g)'nin bu de§erleri aras�ndan en büyük ve en küçük de§eri vard�r ve

bulunabilirdir. Sözü edilen bu de§erler, U(g) = Dmin fonksiyoneli için MinMinxEnt

ve MaxMinxEnt da§�l�mlar�n�n bulunmas�na imkan sa§lamaktad�r.

MinMinxEnt ve MaxMinxEnt problemlerini çözmek için (g0(x), g
(1)(x)) , (g0(x),

g(2)(x)) vektör fonksiyonlar�n� bulmak gerekmektedir. Burada g0(x) = 1, g(1) ∈

K0,m ve g(2) ∈ K0,m s�ras�yla U(g)'ye Kullback - Leibler ölçümüne göre mini-

mum ve maksimum de§erleri veren karakterize edici moment vektörleridir. U(g)'nin

g0(x) ve tüm m-boyutlu g ∈ K0,m vektör fonksiyonlar� taraf�ndan üretilen k�s�tlara

göre minimum veya maksimum de�gerlere ula³t�§�na dikkat edilmelidir. Di§er yan-

dan, U(g)'nin minimum de�geri g ∈ K0,m'e uygun olan Dmin de�gerinin en küçük,

U(g)'nin maksimum de�geri g ∈ K0,m'e uygun olan Dmin de§erinin en büyük de§e-

ridir. E§er (g0(x), g
(1)(x)), U(g)'ye en küçük de§eri veriyorsa p(1) = (p

(1)
1 , . . . , p

(1)
n )

da§�l�m� (g0(x), g(1)(x)) vektör fonksiyonuna göre veriye uygun olan da§�l�md�r ve

(MinMinxEnt)m da§�l�m� olarak adland�r�l�r. E§er (g0(x), g(2)(x))'de U(g)'ye en bü-

yük de§eri veriyorsa p(2) =
(
p
(2)
1 , . . . , p

(2)
n

)
da§�l�m� (g0(x), g(2)(x)) vektör fonksiyo-

nuna göre veriye uygun olan da§�l�md�r ve (MaxMinxEnt)m da§�l�m� olarak ifade

edilmektedir (Shamilov, 2007; 2010).

Son olarak genele³tirilmi³ entropi optimizasyon yöntemlerinden elde edilen ge-

nelle³tirilmi³ MaxEnt ve MinxEnt da§�l�mlar�n� elde etmek için olu³turulan K kü-

mesinde kombinasyon say�s� ve kullan�lan MaxEnt ve MinxEnt fonksiyonelinden elde

edilen entropi de§eri S ile gösterilsin. Bu durumda, her bir kombinasyonda elde edi-

len olas�l�k da§�l�mlar� kümesi, daha önceki bir kombinasyonda mevcut olan olas�l�k

da§�l�mlar�n�n bir alt kümesi oldu§undan, Smax azal�r (veya en az�ndan artmaz) ve

Smin artar (veya en az�ndan azalmaz) ve �ekil 3.1'deki gibi bir gra�k elde edilmi³

olur. En son elde edilen kombinasyonda ise hem maksimum hem de minimum belir-

sizli§i veren tek bir olas�l�k da§�l�m� elde edilmektedir (Kapur ve Kesavan, 1992).
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�ekil 3.1. Karakterize edici moment fonksiyonlar kümesine sahip Smax ve Smin entropi
de§erlerinin de§i³imi

4. STOKAST�K D�FERANS�YEL DENKLEM ÇÖZÜMÜNÜN YAK-

LA�IK OLASILIK YO�UNLUK FONKS�YONUNUNGEOY ile BU-

LUNMASI

Stokastik diferansiyel denklemin çözümü bir stokastik süreçtir. Bu stokastik

süreç sabit t zaman�n�n her bir an�nda bir rassal de§i³ken ifade etmektedir. Stokastik

süreci olu³turan bu rassal de§i³kenlerin olas�l�k yo§unluk fonksiyonunun elde edilmesi

ve da§�l�m�n�n bulunmas� ise önemli bir problemdir. Bu bölümde, ilgili problemi

çözmek için bir e§ri yay� olu³turularak ilk defa genelle³tirilmi³ entropi optimizasyon

yöntemleri kullan�larak yeni bir yöntem geli³tirilmi³tir. Geli³tirilen yeni yöntem bir

teorem yard�m�yla da ispatlanm�³t�r.

Teorem 4.1. k1 ve k2 ko³ullar� alt�nda Itô stokastik diferansiyel dekleminin varl�k-

tekli§inin ispatland�§� ve Itô stokastik diferansiyel dekleminin X(t) çözümünün φ(t, s)

olas�l�k yo§unluk fonksiyonuna sahip oldu§u varsay�ls�n. �lgilenilen veri seti kullan�la-

rak Euler-Maruyama yöntemi ile elde edilen yakla³�k X̂(ti) rassal de§i³kenin olas�l�k

yo§unluk fonksiyonu φi(x)'tir. Bu durumda

|X(ti)− X̂(ti)| ≤ E
(
|X(ti)− X̂(ti)|2

) 1
2
< ĉ∆t (4.1)
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e³itsizli§i geçerlidir. Ayr�ca Z = φi(x), t ∈ [ti, ti+1], i = 0, 1, . . . , N − 1 ile elde

edilen yüzey ∆t → 0 iken Itô stokastik diferansiyel denkleminin çözümü olan X(t)

stokastik sürecinin olas�l�k yo§unluk fonksiyonu φ(t, x)'in yakla³�mlar�n� ifade etmek-

tedir.

Kan�t. Verilen bir veri seti için önerilen SDD modelinin nümerik çözümü EM yön-

temi ile yap�lm�³ olsun ve yakla³�k EM yörüngeleri elde edilsin. EM yörüngelerinden

olu³an do§ru parças� üzerindeki de§erler

X̂ (ti) =
(
x
(i)
1 , x

(i)
2 , . . . , x

(i)
K

)
, i = 0, 1, . . . , K; K = N, 2N, . . . (4.2)

³eklinde gösterilmi³tir. Burada, ti = i∆t, ∆t = T
K
, K Euler-Maruyama yöntemi ile

elde edilen yakla³�m�n ad�m say�s� ve N veri seti büyüklü§ü. Ayr�ca, X̂ (ti) rassal

de§i³kenin de§erleri t = ti, i = 0, 1, ..., K; K = N, 2N, . . . ad�mlar� için olu³turu-

lan do§ru parças� üzerindeki EM yörüngelerinden elde edilen de§erlerdir. Bununla

birlikte,
(
ti, x

(i)
j

)
,= 0, 1, ..., K; K = N, 2N, . . . noktalar� stokastik diferansiyel dek-

leminin yakla³�k yörüngelerinin dü§üm noktalar� olarak da ifade edilmektedir. EM

yöntemindeki ortalama kare hatas�n�n

E
∣∣∣X (ti)− X̂ (ti)

∣∣∣2 < ĉ∆t (4.3)

e³itsizli§ini sa§lad�§� bilinmektedir (Allen, 2007). Burada, X (ti) (2.4) SDD denk-

leminin çözümü olan stokastik süreçtir, ĉ = 1
2
(1 + c)e(1+4K)T , c = 2k(T + 1)(1 +

M), M = 3 (E|X(0)|2 + kT 2 + kT ) e3k(T+T 2), k ≥ 0.

(4.3)'de Lyapunov e³itsizli§i (Lyapunov, 1992) dikkate al�n�rsa,

E
∣∣∣X(ti)− X̂ (ti)

∣∣∣ ≤ E

(∣∣∣X (ti)− X̂ (ti)
∣∣∣2) 1

2

< ĉ∆t (4.4)

elde edilir. (4.4)'den görülüyor ki, ∆t→ 0 iken {X̂(ti)} dizisi X (ti)'ye güçlü yak�n-

samaktad�r. Sonuç olarak, e§er X(ti)'nin olas�l�k yo§unluk fonksiyonu φ (ti, x) ile,

{X̂(ti)} dizisinin olas�l�k yo§unluk fonksiyonu ise φi(x) ile gösterilirse bu durumda

φ (ti, x) = φi(x), i = 0, 1, . . . , K; K = N, 2N, . . . (4.5)
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e³itli§i geçerlidir. Sabit t = ti zaman�na uygun
{
X̂ (ti)

}
dizisinin olas�l�k yo§un-

luk fonksiyonu olan φi(x) çe³itli istatistiksel yöntemlerle elde edilebilir. Söz konusu

olas�l�k yo§unluk fonksiyonu bu teoremde genelle³tirilmi³ entropi optimizasyon yön-

temleri ile elde edilmi³tir.

Z = φi(x) e§ri yay� t = ti düzlemi üzerinde bulunan ve veri setinden EM

yöntemi ile elde edilen rassal de§i³kenin olas�l�k yo§unluk fonksiyonu, benzer ³ekilde

Z = φi+1(x) ise t = ti+1 düzlemi üzerinde bulunan "yakla³�k" olas�l�k yo§unluk

fonksiyonu olsun. t = ti düzleminde bulunan Z = φi(x) e§ri yay�n�n kendine paralel

olarak t = ti+1 düzlemine do§ru paralel kayd�r�larak t = ti ve t = ti+1 düzlemleri

aras�nda bulunan Z = φi(x), ti ≤ t ≤ ti+1, i = 0, 1, . . . , N−1 yüzeyi elde edilmi³tir.

Benzer ³ekilde, t = ti+1 düzleminde bulunan Z = φi+1(x) e§risi paralel kayd�r�larak

ti+1 ≤ t ≤ ti+2 aral�§�nda tan�mlanm�³ Z = φi+1(x) yüzeyi elde edilmi³tir.

Böylece, t = ti, i = 0, 1, . . . , N düzlemleri üzerinde bulunan Z = φi(x) e§ri

yaylar�ndan geçen yüzey elde edilmi³ olur. Söz konusu yüzey Z = φ(t, x) yo§unluk

fonksiyonunun bir yakla³�m� olarak kabul edilebilir. Bir ba³ka deyi³le, verilen bir veri

setinden ba³layarak EM yöntemi ile SDD'lerin çe³itli yörüngeleri olu³turulmu³tur.

Elde edilen yörüngeler sabit zamana göre rassal de§i³ken elde edilmesine olanak

sa§lam�³t�r.

�imdi Z = φi(x) e§ri yay�ndan geçen Si yüzeyi elde edilsin. Si yüzeyinin

deklemi Z = φi(x), ti ≤ t ≤ ti+1, i = 0, 1, ..., N − 1. Görülüyor ki, Si yüzeyi

S = S0 ∪ S1 ∪ . . . ∪ SN−1

³eklinde basamakla yüzeylerin birle³imidir ve a³a§�daki e³itlik geçerlidir:

Z = φi(x), t ∈ [ti, ti+1] , i = 0, 1, ..., N − 1. (4.6)

(4.6) yüzeyi Z = φi(x) Itô stokastik diferansiyel denkleminin çözümü olan sto-

kastik sürecinin olas�l�k yo§unluk fonksiyonuna bir yakla³�md�r. Bununla birlikte,

e§er tüm kom³u sabit zamanlar aras�ndaki mesafe yeteri kadar küçültülebilirse, e§-

riler aras�ndan geçen bu yüzey SDD'in çözümü olan stokastik sürecin olas�l�k yo§un-

luk fonksiyonuna bir yakla³�m olarak da dü³ünülebilir (�nce ve Shamilov, 2020; Ince,
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2021).

5. UYGULAMALAR

Stokastik diferansiyel denklemler biyolojiden mühendisli§e, ekonomiden �zi§e,

t�ptan kimyaya olmak üzere bir çok alanda çe³itli uygulamalara sahiptir. Litera-

türde, biyolojik popülasyonlar�n stokastik dinamiklerini modelleyen SDD modelleme

çal�³malar� (Allen, 1999; Allen, 2003; Capasso ve Bakstein, 2005; Särkkä, ve Arno,

2019), dinamik sistemlerinde rassal etkileri içeren çe³itli �ziksel sistem için SDD mo-

delleme çal�³malar� (Hayes ve Allen, 2005; Allen, 2007; Panik, 2017;), hisse senetleri,

faiz oranlar� ve varl�k fonlar� gibi ekonometrik alanlarda yap�lan SDD modelleme

çal�³malar� (Mikosh, 1998; Ross, 1999; Korn ve Korn, 2001; Sauer, 2012) bulunmak-

tad�r.

Bu bölümde stokastik diferansiyel denklemlerin çözümü olan stokastik süre-

cin yakla³�k olas�l�k yo§unluk fonksiyonun GEOY ile bulunmas� için geli³tirilen yeni

yöntemin performans� bir simülasyon çal�³mas� ile incelendikten sonra biyolojik po-

pülasyon verisi, hisse senedi verisi ve Covid-19 ölüm oran� verisi olmak üzere üç

farkl� gerçek hayat problemi için de gösterilmi³tir. Söz konusu uygulamalar�n ana-

lizleri MATLAB ve R programlar� kullan�larak gerçekle³tirilmi³tir.

Geli³tirilen yeni yöntemi kullanarak ilgilenilen veri setine önerilen stokastik

diferansiyel denklem modelinin çözümünün yakla³�k olas�l�k yo§unluk fonksiyonunu

elde etmek için a³a§�daki ad�mlar izlenmi³tir:

• Wiener sürecinin varsay�mlar�n�n testi: SDD modelinde yer alan Wi-

ener süreci bir stokastik süreçtir. Parametreleri tahmin etmeden önce, Wiener süreci

varsay�mlar�n�n gerçekle³ip gerçekle³medi§i kontrol edilmelidir. Varsay�m kontrolü

ilgilenilen veri setindeki de§erlerden olu³an Xj-Xj−1, j = 1, 2, , . . . , N serisine uygu-

lanm�³t�r. Yap�lan testler için anlaml�l�k düzeyi α = 0.05 olarak seçilmi³tir.

• SDD için parametre tahmini: En çok olabilirlik yöntemi ile stokastik

diferansiyel denklemin bilinmeyen parametreleri tahmin edilmi³tir.

• SDD için uyum testi: Önerilen SDD modelinin verilere uygun olup olma-

d�§� Bölüm 2.5'te yer alan ki-kare uyum iyili§i testi ile belirlenmi³tir.

• SDD'in EM ile çözümü: �lgili veri seti için seçilen uygun modelden elde
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edilen yakla³�k EM de§erleri K = N, 2N, 3N ad�mlar� için hesaplanm�³t�r. Bu ad�m-

lardan EM'nin ortalama kare hata de§erlerine göre en küçük hataya sahip ad�m için

EM yörüngeleri çizilmi³tir ve söz konusu yörüngeler üzerindeki rassal de§i³kenlerin

ald�§� de§erler belirlenmi³tir.

Stokastik diferansiyel denklem modelinin yakla³�k çözümüne ait elde edilen EM

yörüngelerinin her biri ti an�ndaki X̂(ti) rassal de§i³kenin yakla³�k de§erlerini ifade

etmektedir. Her bir t = ti an�nda i = 0, 1, . . . , K say�s� kadar X̂(ti) rassal de§i³ken

elde edilmi³tir. Elde edilen bu rassal de§i³kenler,
{
X̂ (ti)

}
rassal de§i³kenler dizi-

sini olu³turmaktad�r. Teorem 4.1'e göre ∆t → 0 iken {X̂(ti)} dizisi X (ti)'ye güçlü

yak�nsamaktad�r. E§er X(ti)'nin olas�l�k yo§unluk fonksiyonu φ (ti, x) ve {X̂(ti)}

dizisinin olas�l�k yo§unluk fonksiyonu da φi(x) ile gösterilirse bu durumda (4.5) e³it-

li§i geçerlidir. Yani, X(ti)'nin olas�l�k yo§unluk fonksiyonu φ (ti, x)'nin bulunmas�

SDD'in çözümü olan X(t) stokastik sürecinin olas�l�k yo§unluk fonksiyonun bulun-

mas�na bir yakla³�md�r. Söz konusu olas�l�k yo§unluk fonksiyonu ise genelle³tirilmi³

entropi optimizasyon yöntemleri ile elde edilmi³tir.

• Geli³tirilen yeni yöntemin kullan�lmas�: SDD'in çözümünün yakla-

³�k olas�l�k yo§unluk fonksiyonun GEOY ile bulunmas�

Bir önceki ad�mda elde edilen {X̂(ti)} dizisinin olas�l�k yo§unluk fonksiyonu-

nun bulunmas�, ilgilenilen veri setinin modellenebilir oldu§unu göstermek aç�s�ndan

oldukça önemlidir. Bu sebeple, bu tezde teorik olarak ispatlanan yeni yöntem; SDD

modelinin çözümü olan stokastik sürecin yakla³�k olas�l�k yo§unluk fonksiyonun bu-

lunmas�na imkan sa§lam�³t�r.

{X̂(ti)} dizisi T parametre uzay�ndan al�nan t zaman parametresine ba§l� ola-

rak Ω elementer sonuçlar uzay�nda tan�ml�d�r ve bu dizi bir stokastik süreçtir. Yani, t

zaman�n her an� için kaydedilen rassal de§i³kenlerin bir araya gelmesi ile olu³an ras-

sal de§i³kenler dizisi bir stokastik süreç olu³turmaktad�r. Bu stokastik süreç "X̂(t)"

ile gösterilmi³tir. Uygulamalarda geçen X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de-

§erler ifadesindeki kas�t X̂(t) stokastik sürecini olu³turan rassal de§i³kenlerdir. Bu

durumda, X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin da§�l�m�n�n GEOY ile

bulunmas� X̂(t) stokastik sürecini olu³turan rassal de§i³kenlerin da§�l�m�n�n bulun-

mas� anlam�na gelmektedir.

Geli³tirilen yeni yöntemin uygulanabilir oldu§unu göstermek için ³u ad�mlar
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izlenmi³tir: Öncelikle, verilere göre verilen moment fonksiyonlar�n�n MaxEnt ve Mi-

nxEnt karakterize edici momentleri belirlenmi³tir. Seçilen MaxEnt ve MinxEnt ka-

rakterize edici momentlerine kar³�l�k gelen GEOY taraf�ndan üretilen da§�l�mlar elde

edilmi³tir. Sonras�nda ise GEOY taraf�ndan üretilen da§�l�mlar�n performanslar� kök

ortalama kare hata (RMSE), belirlilik katsay�s� (R2), Ki-Kare (χ2) ve MaxEnt öl-

çümü (H) ve MinxEnt ölçümü (D) gibi istatistiksel kriterlere göre de§erlendirilmi³-

tir. En iyi da§�l�m�n performans� en dü³ük RMSE, χ2, MaxEnt ve MinxEnt ölçümü

de§erleri ve en yüksek R2 de§erlerine göre belirlenmi³tir.

GEOY da§�l�mlar�n� elde etmek için U(g) MaxEnt ve MinxEnt fonksiyone-

line maksimum ve minimum de§erler veren moment vektör fonksiyonlar� seçilme-

lidir. Bu nedenle, g0(x) = 1, g1(x) = x, g2(x) = x2, g3(x) = ln x, g4(x) =

ln2(x), g5(x) = ln (1 + x2) karakterize edici moment vektör fonksiyonlar� olarak

seçilmi³tir. Bu moment fonksiyonlar�n�n seçimi, bilinen istatistiksel da§�l�mlar�n ka-

rakterize edici momentleri olacak ³ekilde yap�lm�³t�r. Örne§in x ve x2 momentleri

normal da§�l�m�n karakterize edici momentleridir (Kapur ve Kesevan, 1992).

GEOY'ne göre, K0 = {g0, g1, g2, g3, g4, g5} ve m elemana sahip K0'�n r sa-

y�da elemanlar�n�n tüm kombinasyonlar� K0,m, (m = 1, 2, . . . , r) olarak gösterilsin.

K0,m, (m = 1, 2, 3, 4, 5) kümelerinden U(g)'ye en küçük ve en büyük de§eri veren iki

moment vektör fonksiyonu seçilmi³tir.

Örne§in, K0,2 üçlü kombinasyon kümesinde,
(
g0, g

(1)
)
= (1, x, lnx, ln (1 + x2)),

g(1) ∈ K0,2 MaxEnt fonksiyoneli U(g)'ye en küçük de§eri veren da§�l�m (MinMaxEnt)2,(
g0, g

(2)
)
= (1, x2, lnx, ln2(x)), g(2) ∈ K0,2 MaxEnt fonksiyoneli U(g)'ye en büyük

de§er veren da§�l�m ise (MaxMaxEnt)2 da§�l�m� olarak gösterilmi³tir. Bu ³ekilde

di§er kombinasyonlar için genelle³tirilmi³ MaxEnt da§�l�mlar� elde edilmi³tir.

Benzer ³ekilde, MinxEnt da§�l�mlar� için K0,2 üçlü kombinasyon kümesinde,(
g0, g

(1)
)
=
(
1, x, lnx, ln2(x)

)
, g(1) ∈ K0,2, MinxEnt fonksiyoneli U(g)'ye en küçük

de§er veren da§�l�m (MinMinxEnt)2,
(
g0, g

(2)
)
= (1, x, x2, lnx), g(2) ∈ K0,2, MinxEnt

fonksiyoneli U(g)'ye en büyük de§er veren da§�l�m (MaxMinxEnt)2'dir. Bu ³ekilde

di§er kombinasyonlar için genelle³tirilmi³ MinxEnt da§�l�mlar� elde edilmi³tir.

Uygulamalarda çizilen ³ekillerde (MinMaxEnt)m ve (MaxMaxEnt)m da§�l�m-

lar� ile (MinMinxEnt)m ve (MaxMinxEnt)m da§�l�mlar�nda minimum da§�l�mlar k�r-

m�z� çizgi, maksimum da§�l�mlar ise ye³il çizgi ile gösterilmi³tir.
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GEOY'nden elde edilen genelle³tirilmi³ MinxEnt da§�l�mlar� için ilgili veri set-

lerine ili³kin önsel da§�l�m�n belirlenmesinde genelle³tirilmi³ MaxEnt da§�l�mlar�n-

dan elde edilen olas�l�k de§erlerinden yararlan�lm�³t�r.

Geli³tirilen yeni yöntemin uygulamalarda performans�n� göstermek için kulla-

n�lan istatistiksel kriterlerin formülleri ise a³a§�da verilmi³tir:

RMSE =

(∑N
i=1 (yi − xi)

2

N

) 1
2

χ2 =

∑N
i=1 (yi − xi)

2

N − k

R2 =

(
1−

∑N
i=1 (yi − xi)

2∑N
i=1 (yi − ȳ)2

)

Burada xi, i. da§�l�mdan tahmin edilen veri, yi i. gerçek veri, ȳ gerçek verilerin or-

talamas�, k parametre say�s� veya k�s�t say�s� ve N gözlem say�s�d�r. En iyi da§�l�m

belirlenirken RMSE, χ2, H ve D de§erlerinin en küçük de§erlerine, R2 için ise en yük-

sek ald�§� de§ere bak�lmaktad�r. Çünkü, R2 bir modelin tahmin gücünün bir ölçüsü

olarak 0 ve 1 aras�nda de§i³mektedir ve 1'e yakla³mas� modelin tahmin gücünün

artt�§�n�n göstergesidir.

5.1. Simülasyon Çal�³mas�

Stokastik diferansiyel denklemler gerçek veri setleri üzerinde uygulamalara sa-

hip oldu§u gibi simülasyon çal�³malar� için de önemli bir yer tutmaktad�r ve bu konu

ile ilgili literatürde çe³itli uygulamalar bulunmaktad�r (Higham, 2001; Iacus, 2008;

Bayram vd., 2018; Kessler vd. 2019).

Bu uygulamada parametreleri (2, 0.3, 0.5), ba³lang�ç de§eri 2 olan lineer olma-

yan bir stokastik diferansiyel denklem modelinden Monte Carlo yöntemi ile N=1000

tane veri elde edilmi³tir. Üretilen bu veri setinin da§�l�m� �ekil 5.1'da gösterilmi³tir.
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�ekil 5.1. Simulasyon verisinin da§�l�m�

Simülasyon ile üretilen veri seti için önerilen SDD modelleri a³a§�da verilmi³tir:

CEV (1976) modeli: dX(t) = θ1X(t)dt+ θ2X(t)θ3dW (t)

CIR (1985) modeli : dX(t) = (θ1 + θ2X(t)) dt+ θ3
√
X(t)dW (t)

GBM (1983) modeli: dX(t) = θ1dt+ θ2X(t)dW (t)

CKLS (1992) modeli: dX(t) = (θ1 + θ2X(t)) dt+ θ3X(t)θ4dW (t)

Simülasyon veri setine önerilen stokastik diferansiyel denklem modelinin çözü-

münün olas�l�k yo§unluk fonksiyonunu elde etmek için a³a§�daki ad�mlar izlenmi³tir:

• Wiener sürecinin varsay�mlar�n�n testi

Simülasyon veri seti için önerilen modellerle yap�lan analizlere geçmeden önce

Wiener sürecinin varsay�mlar�m�n�n sa§lan�p sa§lanmad�§� kontrol edilmelidir. Bu

amaçla, {t0, t1, t2, . . . , t1000} için t0 < t1 < t2 < . . . < t1000 özelli§ini sa§layan Xt1 −

Xt0 , Xt2−Xt1 , Xt3−Xt2 , . . . , Xt1000−Xt999 ³eklinde olu³turulan simülasyon verisine ait

art�mlar�n da§�l�m�n�n normal, dura§an ve ba§�ms�z oldu§una ili³kin varsay�mlar�n

s�namalar� a³a§�da verilmi³tir:

Normallik varsay�m� s�namas�n� gerçekle³tirmek için S-W testine ili³kin hipo-
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tezler:

H0: Simülasyon verisi normal da§�l�ma uygundur.

H1: Simülasyon verisi normal da§�l�ma uygun de§ildir.

³eklinde kurulmu³tur. S-W test istatisti§i 0.98'dir ve p = 0.07 > α = 0.05 oldu-

§undan H0 hipotezi kabul edilir. Bu durumda, simülasyon verisi normal da§�l�ma

uygundur denir.

Dura§anl�k varsay�m� için KPSS testine ili³kin kurulan hipotezler:

H0: Simülasyon verisi dura§and�r.

H1: Simülasyon verisi dura§an de§ildir.

³eklindedir. KPSS test istatisti§i 1'dir ve p = 0.08 > α = 0.05 oldu§undan H0

hipotezi kabul edilir. Bu durumda, simülasyon verisi dura§and�r denir.

Ba§�ms�zl�k varsay�m� için Box-Pierce Q testine ili³kin kurulan hipotezler:

H0: Simülasyon verisine ait tüm gecikmeler için otokorelasyon katsay�lar� s�f�ra

e³ittir.

H1: Simülasyon verisine ait tüm gecikmeler için otokorelasyon katsay�lar� s�f�r-

dan farkl�d�r.

³eklindedir. Box-Pierce Q test istatisti§i 2'dir ve p = 0.27 > α = 0.05 oldu§undan

H0 hipotezi kabul edilir. Bu durumda, simülasyon verisine ait tüm gecikmeler için

otokorelasyon katsay�lar� s�f�ra e³ittir ve art�mlar�n ba§�ms�zl�§� sa§lanm�³ olur.

(Xj −Xj−1) , j = 1, 2, . . . , 1000 serilerinin normallik, dura§anl�k ve ba§�ms�zl�k

varsay�mlar� sa§land�§�na göre, önerilen stokastik diferansiyel denklem modelleri için

parametre tahminine geçilebilir.

• SDD için parametre tahmini

Önerilen SDD modellerinin parametrelerini tahmin etmek için en çok olabilirlik

yöntemi kullan�lm�³t�r ve her bir modele uygun parametre tahminleri Tablo 5.1'de

verilmi³tir.
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Tablo 5.1. Önerilen SDD modellerinin tahmini parametre de§erleri

θ1 θ2 θ3 θ4

CEV modeli 2.1322 0.2930 0.4805

CIR modeli 11.8196 0.4777 0.3239

GBM modeli 0.3415 2.0969

CKLS modeli 0.5429 2.0664 0.4807 0.2928

• SDD için uyum testi

Simülasyon verisi için birden fazla önerilmi³tir. Uygun modele karar verilirken

hangi modelin en iyi oldu§una karar vermek için ilgili modellerin χ2 de§erleri ve

buna uygun p de§erleri hesaplanm�³t�r ve Tablo 5.2'de verilmi³tir.

Tablo 5.2. Önerilen SDD modellerinin χ2 ve p de§erleri

χ2 p-de§eri

CEV modeli 787.73 1

CIR modeli 799.78 0.9578

GBM modeli 800.65 0.9885

CKLS modeli 805.44 0.8884

Tablo 5.2 incelendi§inde en küçük χ2 test istatisti§ine sahip olan modelin CEV

modeli oldu§u görülmektedir. CEV modelinin simülasyon veri setine uygunlu§u �ekil

5.2'de gra�ksel olarak da gösterilmi³tir.
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�ekil 5.2. Simülasyon verisi ve simüle edilmi³ de§erleri

�ekil 5.2 incelendi§inde (5.7) denklemine göre simüle edilmi³ veri de§erleri ve

orijinal veri de§erleri çizilmi³tir. Siyah daireler simüle edilmi³ veri de§erleri ve siyah

çizgi orijinal veri de§erlerini temsil etmektedir. �ekil 5.17'den birbirine yak�n olan

orijinal ve simüle edilmi³ de§erler kar³�la³t�r�ld�§�nda bir uyum oldu§u görülmektedir.

Burada, uyum iyili§i testini uygulamak için her verinin Monte-Carlo simülasyonlar�

yap�lm�³t�r. [0, 1] aral�§�nda elde edilmi³ simülasyon verisi için t = 0 an�ndaki X0

elde edilen gözlem ba³lang�ç de§eridir ve t = 0.01'den T = 1'e kadar ad�m uzunlu§u

∆ = T
N

= 1
1000

= 0.01 olan her bir t an� için simüle edilen de§erler elde edilmi³tir. Si-

mülasyon verisindeki her bir nokta için M simülasyon say�s� N−1
M+1

≥ 5 e³itsizli§inden

1000−1
M+1

≥ 5 olmak üzere M ≤ 198.8 e³itsizli§inden M = 198 kabul edilmi³tir.

CEV modeli için parametre tahmin edicileri θ1 = 2.1322, θ2 = 0.2930, θ3 =

0.4805 CEV modelinde dikkate al�nd�§�nda,

dX(t) = 2.1322X(t)dt+ 0.2930X(t)0.4805dW (t), X0 = 2 (5.1)

denklemi elde edilmi³tir.

• SDD'in EM ile çözümü
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SDD modelinin ilgili veri setine uygun oldu§u gösterildikten sonra uygun SDD

modeli için EM yöntemi ile nümerik çözümüne geçilebilir. Bu amaçla EM yönteminin

hangi ad�mda en küçük hataya sahip oldu§una karar verilmesi gerekmektedir. Sonra-

s�nda ise seçilen ad�m say�s� için geli³tirilen yeni yöntem kullan�larak EM yörüngeleri

çizdirilmi³tir. Öncelikle, simülasyon verisi ve (5.1) modelinden elde edilen yakla³�k

EM de§erleri K=1000, 2000, 3000 ad�mlar� için MSE de§erleri hesaplanm�³t�r ve

Tablo 5.3'de verilmi³tir.

Tablo 5.3. EM yörüngelerinin ad�m say�lar�na göre MSE de§erleri

K MSE

1000 0.0010

2000 0.0504

3000 0.0305

Tablo 5.3 incelendi§inde 1000. ad�mda EM yönteminin en küçük MSE de§e-

rine sahip oldu§u görülmektedir. Buradan yola ç�karak, simülasyon verisi için öneri-

len (5.1) SDD modelininin nümerik çözümünde EM yöntemini kullanarak yakla³�k

EM yörüngeleri �ekil 5.3'de K=1000 ad�m büyüklü§ü kullan�larak çizilmi³tir. Bu-

rada, önerilen (5.1) SDD modeline ili³kin yakla³�k EM yörüngelerinden t = ti, i =

1, 2, . . . , 1000 noktalar�ndaki X̂(t) stokastik sürecinin de§erleri elde edilmi³tir. Yani,

verilen bir veri setinden ba³layarak EM yöntemi ile SDD'lerin çe³itli yörüngeleri

olu³turulmu³tur. Elde edilen yörüngeler sabit zamana göre rassal de§i³ken elde edil-

mesine olanak sa§lam�³t�r.
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�ekil 5.3. Simülasyon verisinin da§�l�m� ve (5.1) SDD modelinin yakla³�k EM yörüngeleri

�ekil 5.3 incelendi§inde simülasyon verisi önerilen (5.1) SDD modelinin çözü-

müne ili³kin yakla³�k EM yörüngelerinden t = ti, i = 1, 2, . . . , 1000 an�ndaki do§ru

parças� üzerindeki de§erler
(
ti, x

(i)
j

)
, j = 0, 1, ..., 1000; K = 1000 olmak üzere sto-

kastik diferansiyel dekleminin yakla³�k yörüngelerinin dü§üm noktalar� oldu§u gö-

rülmektedir. Yani, ilgili veri setinden ba³layarak EM yöntemi ile SDD'lerin çe³itli

yörüngeleri olu³turulmu³tur. Elde edilen yörüngeler her bir t an� için bir rassal de§i³-

ken elde edilmesine olanak sa§lam�³t�r. Bu durumda, her bir t = ti, i = 0, 1, . . . , 1000

an�nda bu dü§üm noktalar� {X̂(ti)} rassal de§i³kenler dizisini olu³turmaktad�r. Bu

dizi bir stokastik süreç ifade eder ve bu süreç X̂(t)'dir.

Bu durumda uygulaman�n esas k�sm� olan, simülasyon verisi önerilen (5.1) SDD

modelinin çözümü olan stokastik sürecin olas�l�k yo§unluk fonksiyonun geli³tirilen

yeni yöntem ile elde edilme a³amas�na geçilebilir.

• Geli³tirilen yeni yöntemin kullan�lmas�: SDD'in çözümünün yakla³�k

olas�l�k yo§unluk fonksiyonun GEOY ile bulunmas�

Bir önceki ad�mda elde edilen stokastik sürecin olas�l�k yo§unluk fonksiyonunun

bulunmas� ilgilenilen modelin çözümünün olas�l�k yo§unluk fonksiyonun bulunma-

s�na da bir yakla³�m olu³turmu³tur. Ayr�ca, GEOY ile elde edilen olas�l�k da§�l�mlar�
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da ilgili veri setinin modellenebilir oldu§unu göstermek aç�s�ndan oldukça önemlidir.

Bu ad�mda, simülasyon verisi için önerilen (5.1) SDD modelinin yakla³�k EM

yörüngelerine ait X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin olas�l�k yo§unluk

fonksiyonu GEOY ile elde edilmi³tir. Ayr�ca, GEOY ile elde edilen (MinMaxEnt)m,

(MaxMaxEnt)m ve (MinMinxEnt)m, (MaxMinxEnt)m da§�l�mlar� ile X̂(t) stokastik

sürecinin t an�nda ald§� de§erlerin modellenebilir oldu§u gösterilmi³tir.

Simülasyon verisi için önerilen (5.1) SDD modelinin yakla³�k EM yörüngele-

rine ait X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erleri için K0,m, (m = 1, 2, 3, 4)

moment vektör fonksiyonlar� kümesine uygun (MinMaxEnt)m, (MaxMaxEnt)m ve

(MinMinxEnt)m, (MaxMinxEnt)m da§�l�mlar�n�n performans� H, D, RMSE, R2 ve

χ2 istatistiksel kriterleri ile s�ras�yla Tablo 5.4-5.5 ve Tablo 5.6-5.7'de verilmi³tir.

Elde edilen sonuçlar ayn� zamanda, �ekil 5.4 ve �ekil 5.5'te gra�ksel olarak da gös-

terilmi³tir.

Tablo 5.4. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için (MinMaxEnt)m
da§�l�mlar�n�n istatistiksel kriterlerine göre incelenmesi

(MinMaxEnt)m H RMSE χ2 R2 Moment Fonksiyonlar�

(MinMaxEnt )1 4.0388 6057.91 0.6135 0.6302 1, x2

(MinMaxEnt)2 3.9642 6057.90 0.8865 0.8646 1, lnx, ln(1 + x2)

(MinMaxEnt)3 3.9535 6057.90 0.8339 0.8505 1, x2, lnx, ln(1 + x2)

(MinMaxEnt)4 3.8887 6057.89 0.5381 0.9881 1, x, lnx, ln2(x), ln(1 + x2)

Tablo 5.5. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için (MaxMaxEnt)m
da§�l�mlar�n�n istatistiksel kriterlerine göre incelenmesi

(MaxMaxEnt)m H RMSE χ2 R2 Moment Fonksiyonlar�

(MaxMaxEnt)1 4.2402 6057.90 0.5991 0.2695 1, lnx

(MaxMaxEnt)2 4.0422 6057.91 0.5817 0.6273 1, x, ln2(x)

(MaxMaxEnt)3 4.0250 6057.91 0.5812 0.6599 1, x, x2, ln2(x)

(MaxMaxEnt)4 3.8888 6057.90 0.5812 0.9335 1, x2, lnx, ln2(x), ln(1 + x2)

Tablo 5.4 ve Tablo 5.5 incelendi§inde X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§�

de§erlerin da§�l�m� için tüm (MinMaxEnt)m da§�l�mlar� verilen istatistiksel kriterler

aç�s�ndan tüm (MaxMaxEnt)m da§�l�mlar�ndan daha iyi performans göstermi³tir.

Özellikle, R2 kriterine göre (MinMaxEnt)4 da§�l�m�n�n di§er (MinMaxEnt)m, (m =
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1, 2, 3) ve tüm (MaxMaxEnt)m, (m = 1, 2, 3, 4) da§�l�mlar�ndan X̂(t) stokastik süre-

cinin t an�nda ald�§� de§erlerin da§�l�m� için daha uygun oldu§u görülmektedir ve bu

sonuç di§er istatistiksel kriterler ile de desteklenmektedir. Ayr�ca, (MinMaxEnt)m

ve (MaxMaxEnt)m, (m = 1, 2, 3, 4) da§�l�mlar�n�n X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda

ald�§� de§erlerin da§�l�m�na uyumu gra�ksel olarak �ekil 5.4'da gösterilmi³tir.

�ekil 5.4. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için s�ras�yla (MinMaxEnt)m
ve (MaxMaxEnt)m da§�l�mlar�n�n gra�kleri

�ekil 5.4 incelendi§inde (MinMaxEnt)m ve (MaxMaxEnt)m da§�l�mlar�n�n X̂(t)

stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin da§�l�m� ile uyumlu oldu§u görülmek-

tedir.

Tablo 5.6. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için (MinMinxEnt)m
da§�l�mlar�n�n istatistiksel kriterlerine göre incelenmesi

(MinMinxEnt)m D RMSE χ2 R2 Moment Fonksiyonlar�

(MinMinxEnt)1 4.0388 6057.91 0.6135 0.6302 1, x2

(MinMinxEnt)2 3.9174 6057.90 0.5799 0.8363 1, x2, lnx

(MinMinxEnt)3 3.9505 6057.90 0.5811 0.9637 1, x, x2, ln2(x)

(MinMinxEnt)4 3.8857 6057.89 0.5513 0.9974 1, x, x2, ln2(x), ln(1 + x2)
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Tablo 5.7. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için (MaxMinxEnt)m
da§�l�mlar�n�n istatistiksel kriterlerine göre incelenmesi

(MaxMinxEnt)m D RMSE χ2 R2 Moment Fonksiyonlar�

(MaxMinxEnt)1 4.0905 6057.91 0.5936 0.6477 1, lnx

(MaxMinxEnt)2 3.9642 6057.90 0.8865 0.8646 1, lnx, ln(1 + x2)

(MaxMinxEnt)3 3.9938 6057.90 0.7124 0.9031 1, x, x2 lnx

(MaxMinxEnt)4 3.8890 6057.89 0.9381 0.9881 1, x, lnx, ln2(x), ln(1 + x2)

Tablo 5.6 ve Tablo 5.7 incelendi§inde simülasyon için X̂(t) stokastik süre-

cinin t an�nda ald�§� de§erlerin olas�l�k da§�l�m� için tüm (MinMinxEnt)m da§�-

l�mlar� verilen istatistiksel kriterler aç�s�ndan tüm (MaxMinxEnt)m da§�l�mlar�n-

dan daha iyi performans göstermi³tir. Özellikle, R2 kriterine göre X̂(t) stokas-

tik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin da§�l�m�nda (MinMinxEnt)4 da§�l�m� di§er

(MinMinxEnt)m, (m = 1, 2, 3) ve tüm (MaxMinxEnt)m, (m = 1, 2, 3, 4) da§�l�mlar�n-

dan daha iyi performans göstermi³tir ve bu sonuç di§er istatistiksel kriterler ile de

desteklenmektedir. (MinMinxEnt)m ve (MaxMinxEnt)m, (m = 1, 2, 3, 4) da§�l�mla-

r�n�n X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlere uyumu gra�ksel olarak �ekil

5.5'te gösterilmi³tir

�ekil 5.5. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için s�ras�yla (MinMinxEnt)m
ve (MaxMinxEnt)m da§�l�mlar�n�n gra�kleri
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�ekil 5.5 incelendi§inde (MinMinxEnt)m ve (MaxMinxEnt)m da§�l�mlar�n�n

X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin da§�l�m�na uyumu net bir ³ekilde

görülmektedir.

Elde edilen kar³�la³t�rma sonuçlar�na bak�ld�§�nda simülasyon verisi için öne-

rilen (5.1) SDD modelinin yakla³�k EM yörüngelerine ait X̂(t) stokastik sürecinin

t an�nda ald�§� de§erlerin da§�l�m�; K0,m, (m = 1, 2, 3, 4) moment vektör fonksi-

yonlar� kümesine uygun (MinMinxEnt)4 da§�l�m�na özellikle R2 de§eri aç�s�ndan

di§er (MinMinxEnt)m, (m = 1, 2, 3) ve tüm (MaxMinxEnt)m, (MinMaxEnt)m, ve

(MaxMaxEnt)m, (m = 1, 2, 3, 4) da§�l�mlar�ndan daha güçlü bir uyuma sahip ol-

du§u görülmektedir ve bu sonuç di§er istatistiksel kriterler ile de desteklenmektedir.

Ayr�ca, X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlere genelle³tirilmi³ MinxEnt

da§�l�mlar�n�n genelle³tirilmi³ MaxEnt da§�l�mlar�na göre X̂(t) daha iyi uyum sa§-

lad�§� görsel aç�dan da �ekil 5.5'te net bir ³ekilde görülmektedir.

Son olarak, geli³tirilen yeni yöntem yard�m�yla simülasyon verisi için önerilen

(5.1) SDD modelinin çözümü olan X̂(t) stokastik sürecini olu³turan rassal de§i³ken-

lerin yakla³�k olas�l�k yo§unluk fonksiyonu GEOY ile elde edilmi³tir.

Simülasyon çal�³mas�nda özetle a³a§�daki sonuçlar elde edilmi³tir:

• X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin olas�l�k da§�l�m�n�n nas�l

elde edilebildi§i gösterilmi³tir.

• X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin da§�l�m� bilinen herhangi

bir istatistiksel da§�l�ma benzemedi§i için GEOY da§�l�mlar� ile modellenebilir ol-

du§u gösterilmi³tir.

• Genelle³tirilmi³ MinxEnt da§�l�mlar�n�n genelle³tirilmi³ MaxEnt da§�l�mla-

r�na göre X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erleri modellemede daha esnek

ve güçlü oldu§u yorumu yap�labilmektedir.

5.2. Biyolojik Popülasyon Örne§i

Popülasyon dinami§i ve popülasyon verilerinin modellenmesi stokastik diferan-

siyel denklemlere dayanmaktad�r. Popülasyon dinamikleri demogra�k de§i³kenlere

sahiptir ve genellikle sürekli zamanl� Markov zinciri (CTMC) modelleri kullan�larak

incelenmektedir (Allen vd., 2020). Bu uygulamada geli³tirilen yeni yöntemin kulla-

n�m�n� göstermek için 1940-2011 y�llar� aras�nda Aransas-Wood bölgesinde ya³ayan
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N = 72 tane gözleme ait turna popülasyonu verileri kullan�lm�³t�r (Butler, 2013)

ve her bir y�la ait turna say�s� �ekil 5.6'da gösterilmi³tir. Bu biyolojik veri seti için

CTMC modeli:

dX(t) = αX(t)dt+
√
βX(t)dW (t), X0 = 18 (5.2)

³eklindedir. Burada X(t) turna say�s�, α, β bilinmeyen parametreler ve X(0) = 18

ba³lang�ç de§eri.

�ekil 5.6. 1940-2011 y�llar� aras�nda ya³ayan turna popülasyonu verilerinin da§�l�m�

Turna popülasyonu veri setine önerilen stokastik diferansiyel denklem mode-

linin çözümü olan stokastik sürecin olas�l�k yo§unluk fonksiyonunu elde etmek için

a³a§�daki ad�mlar izlenmi³tir:

• Wiener sürecinin varsay�mlar�n�n testi

Turna popülasyonu verileri için önerilen CTMC modeliyle analizine geçmeden

önce Wiener sürecinin varsay�mlar�m�n�n sa§lan�p sa§lanmad�§� kontrol edilmelidir.

Bu amaçla, {t0, t1, t2, . . . , tn} için t0 < t1 < t2 < . . . < t72 özelli§ini sa§layan Xt1 −

Xt0 , Xt2 −Xt1 , Xt3 −Xt2 , . . . , Xt72 −Xt71 ³eklinde olu³turulan turna popülasyonuna

verilerine ait art�mlar�n da§�l�m�n�n normal, dura§an ve ba§�ms�z oldu§una ili³kin

varsay�mlar�n s�namalar� a³a§�da verilmi³tir:

Normallik varsay�m� s�namas�n� gerçekle³tirmek için S-W test istatisti§i kulla-
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n�lm�³t�r. Bu teste ili³kin hipotezler:

H0: Turna popülasyonu verileri normal da§�l�ma uygundur.

H1: Turna popülasyonu verileri normal da§�l�ma uygun de§ildir.

³eklinde kurulmu³tur. S-W test istatisti§i 0.84'dir. Bu testten elde edilen p-de§eri

0.25 olarak bulunmu³tur. p-de§eri α = 0.05 anlaml�l�k düzeyinden daha büyüktür ve

H0 hipotezi kabul edilir. Bu durumda, turna popülasyonu verileri normal da§�l�ma

uygundur denir.

Dura§anl�k varsay�m� için KPSS testi kullan�lm�³t�r. Bu teste ili³kin kurulan

hipotezler:

H0: Turna popülasyonu verileri dura§and�r.

H1: Turna popülasyonu verileri dura§an de§ildir.

³eklindedir. KPSS test istatisti§i 1.2'dir. Bu testten elde edilen p-de§eri 0.09 olarak

bulunmu³tur. p-de§eri α = 0.05 anlaml�l�k düzeyinden daha büyüktür veH0 hipotezi

kabul edilir. Bu durumda, turna popülasyonu verileri dura§and�r denir.

Ba§�ms�zl�k varsay�m� için Box-Pierce Q testi kullan�lm�³t�r. Bu test için ku-

rulan hipotezler:

H0: Turna popülasyonu verilerine ait tüm gecikmeler için otokorelasyon kat-

say�lar� s�f�ra e³ittir.

H1: Turna popülasyonu verilerine ait tüm gecikmeler için otokorelasyon kat-

say�lar� s�f�rdan farkl�d�r.

³eklindedir. Box-Pierce Q test istatisti§i 0.44'dir. Bu testten elde edilen p-de§eri 0.06

olarak bulunmu³tur. p-de§eri α = 0.05 anlaml�l�k düzeyinden daha büyüktür ve H0

hipotezi kabul edilir. Bu durumda, turna popülasyonu verilerine ait tüm gecikmeler

için otokorelasyon katsay�lar� s�f�ra e³ittir ve art�mlar�n ba§�ms�zl�§� sa§lanm�³ olur.

(Xj −Xj−1) , j = 1, 2, . . . , 72 serilerinin normallik, dura§anl�k ve ba§�ms�zl�k

varsay�mlar� sa§land�§�na göre, önerilen CTMC stokastik diferansiyel denklem mo-

deli için parametre tahminine geçilebilir.

• SDD için parametre tahmini
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(5.2) denkleminde verilen SDD modelinin parametrelerini tahmin etmek için

en çok olabilirlik yöntemi kullan�lm�³t�r ve tahmin ediciler s�ras�yla α = 0.042, β =

0.691 olarak bulunmu³tur. Bu parametreler (5.2) denkleminde dikkate al�nd�§�nda,

dX(t) = 0.042X(t)dt+
√

0.691X(t)dW (t), X0 = 18 (5.3)

denklemi elde edilmi³tir.

• SDD için uyum testi

Uyum iyili§i testinde ard�³�k gözlemler aras�ndaki yörüngelerin Monte-Carlo

simülasyonlar� elde edilmi³tir ve bu gözlemler her noktada orijinal verilerle kar³�la³-

t�r�lm�³t�r. Bunun için simülasyonda, 1940'da elde edilen gözlem ba³lang�ç de§eridir

ve 1941'den 2011'e kadar simüle edilen de§erler elde edilmi³tir. Turna popülasyonu

verilerindeki her bir nokta içinM simülasyon say�s� N−1
M+1

≥ 5 e³itsizli§inden 72−1
M+1

≥ 5

olmak üzere M ≤ 13.2 e³itsizli§inden M = 13 kabul edilmi³tir.

�ekil 5.7. Turna popülasyonu verileri ve simüle edilmi³ de§erleri

�ekil 5.7 incelendi§inde (5.3) denklemine göre simüle edilmi³ veri de§erleri ve

orijinal veri de§erleri çizilmi³tir. Siyah daireler simüle edilmi³ veri de§erleri ve siyah

çizgi orijinal veri de§erlerinin da§�l�m�n� temsil etmektedir. �ekil 5.7'den birbirine

yak�n olan orijinal ve simüle edilmi³ de§erler kar³�la³t�r�ld�§�nda bir uyum oldu§u

görülmektedir. Ancak, gerçek bir uyum olup olmad�§�n� kesin olarak anlamak için

73



χ2 uyum iyili§i testi kullan�lm�³t�r. Bu teste ili³kin hipotezler:

H0: Turna popülasyonu verileri önerilen (5.3) SDD modeline uygundur.

H1: Turna popülasyonu verileri önerilen (5.3) SDD modeline uygun de§ildir.

³eklinde kurulmu³tur. χ2 test istatisti§i 7.67 elde edilmi³tir. (5.3) denklemi iki pa-

rametreye sahip oldu§u için, serbestlik derecesi (M − 2) = 13− 2 = 11'dir. p-de§eri

P (χ2(11) > 7.67) = 0.74 ve α = 0.05'den büyüktür ve H0 hipotezi kabul edilir. Bu

durumda, turna popülasyonu verileri önerilen (5.3) SDD modeline uygundur denir.

• SDD'in EM ile çözümü

SDD modelinin ilgili veri setine uygun oldu§u gösterildikten sonra uygun SDD

modeli için EM yöntemi ile nümerik çözümüne geçilebilir. Bu amaçla EM yönteminin

hangi ad�mda en küçük hataya sahip oldu§una karar verilmelidir ve seçilen ad�m

say�s� için EM yörüngeleri çizdirilmelidir. Bu amaçla, turna popülasyonu verileri ve

(5.3) modelinden K=72, 144, 216 ad�mlar� için elde edilen yakla³�k EM de§erlerinin

ortalama kare hata de§erleri (MSE) hesaplanm�³t�r ve Tablo 5.8'de verilmi³tir.

Tablo 5.8. EM yörüngelerinin ad�m say�lar�na göre MSE de§erleri

K MSE

72 0.8010

144 0.7185

216 0.4749

Tablo 5.8 incelendi§inde 216. ad�mda EM yönteminin en küçük MSE de§erine

sahip oldu§u görülmektedir. Buradan yola ç�karak, turna popülasyonu verileri için

önerilen (5.3) SDD modelinin nümerik çözümünde EM yöntemini kullanarak elde

edilen X̂ (ti) , i = 1, . . . , 72 yakla³�k EM yörüngeleri �ekil 5.8'te K=216 ad�m bü-

yüklü§ü kullan�larak çizilmi³tir. �ekil 5.8'te turna popülasyonu verileri siyah çizgi

ile yakla³�k EM yörüngeleri ise renkli çizgilerle gösterilmi³tir.
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�ekil 5.8. Turna popülasyonu verilerinin da§�l�m� ve (5.2) SDD modelinin yakla³�k EM
yörüngeleri

�ekil 5.8 incelendi§inde önerilen (5.3) SDD modelinin çözümüne ili³kin yak-

la³�k EM yörüngelerinden t = ti, i = 1, 2, . . . , 72 an�ndaki do§ru parças� üzerin-

deki de§erler
(
ti, x

(i)
j

)
, j = 0, 1, ..., 72; K = 216 olmak üzere stokastik diferansiyel

dekleminin yakla³�k yörüngelerinin dü§üm noktalar� oldu§u görülmektedir. Her bir

t = ti, i = 0, 1, , . . . , 72 an�nda bu dü§üm noktalar� {X̂(ti)} dizisini olu³turmaktad�r.

Bu dizi bir stokastik süreç ifade eder ve bu süreç X̂(t)'dir.

Bu durumda uygulaman�n esas k�sm� olan, turna popülasyonu verileri için öne-

rilen (5.3) SDD modelinin çözümü olan stokastik sürecin olas�l�k yo§unluk fonksiyo-

nun geli³tirilen yeni yöntem ile elde edilme a³amas�na geçilebilir.

• Geli³tirilen yeni yöntemin kullan�lmas�: SDD'in çözümünün yakla³�k

olas�l�k yo§unluk fonksiyonun GEOY ile bulunmas�

Bir önceki ad�mda elde edilen stokastik sürecin olas�l�k yo§unluk fonksiyonunun

bulunmas� ilgilenilen modelin çözümünün olas�l�k yo§unluk fonksiyonun bulunma-

s�na da bir yakla³�m olu³turmu³tur. Ayr�ca, GEOY ile elde edilen olas�l�k da§�l�mlar�

da veri setinin modellenebilir oldu§unu göstermek aç�s�ndan oldukça önemlidir.

Bu k�s�mda, 1940 ile 2011 y�llar� aras�nda turna popülasyonu verileri için öneri-

len (5.3) SDD modelinin yakla³�k EM yörüngelerine ait çözümü olan X̂(t) stokastik

sürecinin olas�l�k yo§unluk fonksiyonu GEOY ile elde edilmi³tir. Ayr�ca, X̂(t) sto-
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kastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin GEOY ile elde edilen (MinMaxEnt)m,

(MaxMaxEnt)m ve (MinMinxEnt)m, (MaxMinxEnt)m da§�l�mlar� ile modellenebilir

oldu§u gösterilmi³tir.

Turna popülasyonu verileri için önerilen (5.3) SDD modelinin yakla³�k EM

yörüngelerine ait X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için K0,m, (m =

1, 2, 3, 4) moment vektör fonksiyonlar� kümesine uygun (MinMaxEnt)m, (MaxMaxEnt)m

ve (MinMinxEnt)m, (MaxMinxEnt)m da§�l�mlar�n�n performans� H, D, RMSE, R2

ve χ2 istatistiksel kriterleri ile s�ras�yla Tablo 5.9-5.10 ve Tablo 5.11-5.12'de veril-

mi³tir. Elde edilen sonuçlar ayn� zamanda, �ekil 5.9 ve �ekil 5.10'da gra�ksel olarak

gösterilmi³tir.

Tablo 5.9. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için (MinMaxEnt)m
da§�l�mlar�n�n istatistiksel kriterlerine göre incelenmesi

(MinMaxEnt)m H RMSE χ2 R2 Moment Fonksiyonlar�

(MinMaxEnt )1 3.4667 546.88 1.4965 0.4268 1, x

(MinMaxEnt)2 3.2977 546.85 1.4844 0.8850 1, lnx, ln(1 + x2)

(MinMaxEnt)3 3.2770 546.85 1.0869 0.9110 1, lnx, ln2(x), ln(1 + x2)

(MinMaxEnt)4 3.2685 546.85 1.0868 0.9193 1, x, x2, ln2(x), ln(1 + x2)

Tablo 5.10. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için (MaxMaxEnt)m
da§�l�mlar�n�n istatistiksel kriterlerine göre incelenmesi

(MaxMaxEnt)m H RMSE χ2 R2 Moment Fonksiyonlar�

(MaxMaxEnt)1 3.5755 546.89 1.4201 0.1903 1, lnx

(MaxMaxEnt)2 3.5010 546.88 1.4146 0.3804 1, x2, lnx

(MaxMaxEnt)3 3.2771 546.86 1.7980 0.7390 1, x, x2, ln2(x)

(MaxMaxEnt)4 3.2767 546.85 1.0955 0.9087 1, x, lnx, ln2(x), ln
(
1 + x2

)

Tablo 5.9 ve Tablo 5.10 incelendi§inde X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§�

de§erlerin olas�l�k da§�l�m�na ili³kin tüm (MinMaxEnt)m da§�l�mlar� verilen ista-

tistiksel kriterler aç�s�ndan tüm (MaxMaxEnt)m da§�l�mlar�ndan daha iyi perfor-

mans göstermi³tir. Özellikle, R2 kriterine göre X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda al-

d�§� de§erlerinin da§�l�m�nda (MinMaxEnt)4 da§�l�m�n�n di§er (MinMaxEnt)m, (m =

1, 2, 3) ve tüm (MaxMaxEnt)m, (m = 1, 2, 3, 4) da§�l�mlar�ndan daha uygun oldu§u

görülmektedir ve di§er istatistiksel kriterler de bu sonucu desteklemektedir. Ayr�ca,
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(MinMaxEnt)m ve (MaxMaxEnt)m, (m = 1, 2, 3, 4) da§�l�mlar�n�n X̂(t) stokastik

sürecinin t an�nda ald�§� de§erlere uyumu gra�ksel olarak �ekil 5.9'te gösterilmi³tir.

�ekil 5.9. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için s�ras�yla (MinMaxEnt)m
ve (MaxMaxEnt)m da§�l�mlar�n�n gra�kleri

�ekil 5.9 incelendi§inde (MinMaxEnt)m ve (MaxMaxEnt)m da§�l�mlar�n�n X̂(t)

stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin da§�l�m� ile uyumlu oldu§u görülmek-

tedir.

Tablo 5.11. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için (MinMinxEnt)m
da§�l�mlar�n�n istatistiksel kriterlerine göre incelenmesi

(MinMinxEnt)m D RMSE χ2 R2 Moment Fonksiyonlar�

(MinMinxEnt)1 3.4666 546.88 0.4965 0.4268 1, x

(MinMinxEnt)2 3.2977 546.85 0.9044 0.8850 1, lnx

(MinMinxEnt)3 3.2770 546.85 1.0868 0.9110 1, lnx, ln2(x)

(MinMinxEnt)4 3.2732 546.85 1.1869 0.9193 1, x, x2, ln2(x), ln(1 + x2)

77



Tablo 5.12. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için (MaxMinxEnt)m
da§�l�mlar�n�n istatistiksel kriterlerine göre incelenmesi

(MaxMinxEnt)m D RMSE χ2 R2 Moment Fonksiyonlar�

(MaxMinxEnt)1 3.5157 546.88 0.4128 0.4488 1, lnx

(MaxMinxEnt)2 3.3573 546.86 0.8156 0.8953 1, x, lnx

(MaxMinxEnt)3 3.2921 546.85 1.0447 0.9114 1, x, x2, ln2(x)

(MaxMinxEnt)4 3.2695 546.85 0.3899 0.9207 1, x, lnx, ln2(x), ln
(
1 + x2

)

Tablo 5.11 ve Tablo 5.12 incelendi§inde X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda

ald�§� de§erlerin da§�l�m�nda tüm (MaxMinxEnt)m da§�l�mlar� verilen istatistiksel

kriterler aç�s�ndan tüm (MinMinxEnt)m da§�l�mlar�ndan daha iyi performans gös-

termi³tir. Özellikle, X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin da§�l�m�nda

R2 kriterine göre (MaxMinxEnt)4 da§�l�m�n�n di§er (MaxMinxEnt)m, (m = 1, 2, 3)

ve tüm (MinMinxEnt)m, (m = 1, 2, 3, 4) da§�l�mlardan daha uyumlu oldu§u gö-

rülmektedir ve di§er istatistiksel kriterler de bu sonucu desteklemektedir. Ayr�ca,

(MinMinxEnt)m ve (MaxMinxEnt)m, (m = 1, 2, 3, 4) da§�l�mlar�n�n X̂(t) stokastik

sürecinin t an�nda ald�§� de§erlere uyumu gra�ksel olarak �ekil 5.10'da gösterilmi³tir.

�ekil 5.10. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için s�ras�yla (MinMinxEnt)m
ve (MaxMinxEnt)m da§�l�mlar�n�n gra�kleri
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�ekil 5.10 incelendi§inde (MinMinxEnt)m ve (MaxMinxEnt)m da§�l�mlar�n�n

X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin da§�l�m�na uyumu net bir ³ekilde

görülmektedir.

Elde edilen kar³�la³t�rma sonuçlar�na bak�ld�§�nda turna popülasyonu veri seti

için önerilen (5.3) SDD modelinin yakla³�k EM yörüngelerine ait X̂(t) stokastik

sürecinin t an�nda ald�§� de§erleri için K0,m, (m = 1, 2, 3, 4) moment vektör fonksi-

yonlar� kümesine uygun (MaxMinxEnt)4 da§�l�m� özellikle R2 de§eri aç�s�ndan di§er

(MaxMinxEnt)m, (m = 1, 2, 3) ve tüm (MinMinxEnt)m da§�l�mlar� ve (MinMaxEnt)m,

(MaxMaxEnt)m, m = (1, 2, 3, 4) da§�l�mlar�na göre daha güçlü bir uyuma sahip ol-

du§u görülmektedir. Bu durum, önsel da§�l�m�n veriyi modellemedeki etkisinin bir

göstergesi olarak da yorumlanabilir. Ayr�ca, genelle³tirilmi³ MinxEnt da§�l�mlar�n�n

genelle³tirilmi³ MaxEnt da§�l�mlar�na göre X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§�

de§erlerine daha iyi uyum sa§lad�§� �ekil 5.10'da görsel aç�dan da net bir ³ekilde

görülmektedir .

Son olarak, geli³tirilen yeni yöntem yard�m�yla turna popülasyonu veri seti için

önerilen (5.3) SDD modelinin çözümü olan X̂(t) stokastik sürecini olu³turan rassal

de§i³kenlerin yakla³�k olas�l�k yo§unluk fonksiyonu GEOY ile bulunmu³tur.

Biyolojik popülasyon uygulamas�nda özetle a³a§�daki sonuçlar elde edilmi³tir:

• X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin olas�l�k yo§unluk fonksi-

yonun nas�l elde edilebildi§i gösterilmi³tir.

• X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin da§�l�m� bilinen herhangi

bir istatistiksel da§�l�ma benzemedi§i için GEOY da§�l�mlar� ile modellenebilir ol-

du§u gösterilmi³tir.

• X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erleri modellemede genelle³tirilmi³

MinxEnt da§�l�mlar�n�n genelle³tirilmi³ MaxEnt da§�l�mlar�na göre daha esnek ve

güçlü oldu§u yorumu da yap�labilmektedir.

5.3. Hisse Senedi Örne§i

Hisse senedi �yatlar�n�n modelleri stokastik diferansiyel denklemlere dayan-

maktad�r. Genellikle hisse senedi piyasalar�n�n standart Wiener süreci takip ettikleri

kabul edilmektedir. Çünkü, borsa her ak³am kapan�p sabah aç�ld�§�ndan hisse senedi

�yat hareketleri gerçekte sürekli de§ildir. Fakat sürekli parametreli bir süreç olarak
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dü³ünülerek modellenmektedir. Bu sebeple, hisse senedi �yat�n�n bugünkü de§eri

gelecekle ilgili tahminlerde kullan�labilecek olan tek geçerli bilgidir. Gelece§i kesin

olarak tahmin etmek zor oldu§undan tahminler olas�l�k yo§unluk fonksiyonlar� ile

ifade edilmelidir (Chernov vd., 2003). Bu uygulamada geli³tirilen yeni yöntemin kul-

lan�m�n� göstermek için 1 May�s 2020 ile 26 Nisan 2021 tarihleri aras�nda New York

Menkul K�ymetler Borsas�'nda (NYSE) i³lem gören S&P 500 hisse senedi verilerinin

haftal�k kapan�³ �yatlar� veri seti (http-1) kullan�lm�³t�r ve �ekil 5.11'de gra�ksel

olarak gösterilmi³tir. Uygulamada kolayl�k olmas� aç�s�ndan S&P 500 hisse senedi-

nin 1 May�s 2020 ile 26 Nisan 2021 tarihleri aras�ndaki haftal�k kapan�³ �yatlar� veri

seti "S&P 500 hisse senedi verileri" olarak kullan�lm�³t�r.

S&P 500 hisse senedi veri seti için literatürde �nansal sistemlerde kullan�lan

Cox-Ross modeli (Dassios ve Nagaradjasarma, 2006) kullan�lm�³t�r ve a³a§�da veril-

mi³tir:

dX(t) = µX(t)dt+ σ
√
X(t)dW (t), X0 = 2830.71 (5.4)

burada X(t) hisse senedi kapan�³ �yat�, �yat� µ sürüklenme katsay�s� σ sürecin vo-

latilite parametresidir. Ayr�ca, hisse senedi �yatlar� için ele al�nan modellerde hisse

senedinin volatilitesi olarak da adland�r�lan σ parametresi gerçekte günden güne

hatta dakikadan dakikaya de§i³mektedir. Bu sebeple ilgili parametrenin zaman�n

bir fonksiyonu olarak ele al�nmas� modelin yap�s�n� büyük ölçüde etkilemektedir.
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�ekil 5.11. S&P 500 hisse senedi verilerinin da§�l�m�

S&P 500 hisse senedi veri setine önerilen stokastik diferansiyel denklem mode-

linin çözümü olan stokastik sürecin olas�l�k yo§unluk fonksiyonunu elde etmek için

a³a§�daki ad�mlar izlenmi³tir:

• Wiener sürecinin varsay�mlar�n�n testi

S&P 500 hisse senedi verileri için önerilen (5.4) Cox-Ross modeli ile analizine

geçmeden önce Wiener sürecinin varsay�mlar�m�n�n sa§lan�p sa§lanmad�§� kontrol

edilmelidir. Bu amaçla, {t0, t1, t2, . . . , tn} için t0 < t1 < t2 < . . . < t53 özelli§ini

sa§layan Xt1 −Xt0 , Xt2 −Xt1 , Xt3 −Xt2 , . . . , Xt53 −Xt52 ³eklinde olu³turulan S&P

500 hisse senedi verilerine ait art�mlar�n da§�l�m�n�n normal, dura§an ve ba§�ms�z

oldu§una ili³kin varsay�m s�namalar� a³a§�da verilmi³tir:

Normallik varsay�m� s�namas� için S-W test istatisti§ine ili³kin hipotezler:

H0: S&P 500 hisse senedi verileri normal da§�l�ma uygundur.

H1: S&P 500 hisse senedi verileri normal da§�l�ma uygun de§ildir.

³eklinde kurulmu³tur. S-W test istatisti§i 0.98'dir ve p = 0.62 > α = 0.05 oldu-

§undan H0 hipotezi kabul edilir. Bu durumda, S&P 500 hisse senedi verileri normal

da§�l�ma uygundur denir.

Dura§anl�k varsay�m� s�namas� için KPSS testine ili³kin hipotezler:
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H0: S&P 500 hisse senedi verileri dura§and�r.

H1: S&P 500 hisse senedi verileri dura§an de§ildir.

³eklinde kurulmu³tur. KPSS test istatisti§i 0.03'dir ve p = 0.10 > α = 0.05 oldu§un-

dan H0 hipotezi kabul edilir. Bu durumda, S&P 500 hisse senedi verileri dura§and�r

denir.

Ba§�ms�zl�k varsay�m� s�namas� için Box-Pierce Q testine ili³kin hipotezler:

H0: S&P 500 hisse senedi verilerine ait tüm gecikmeler için otokorelasyon kat-

say�lar� s�f�ra e³ittir.

H1: S&P 500 hisse senedi verilerine ait tüm gecikmeler için otokorelasyon kat-

say�lar� s�f�rdan farkl�d�r.

³eklinde kurulmu³tur. Box-Pierce Q test istatisti§i 8.72'dir ve p = 0.06 > α = 0.05

oldu§undanH0 hipotezi kabul edilir. Bu durumda, S&P 500 hisse senedi verilerine ait

tüm gecikmeler için otokorelasyon katsay�lar� s�f�ra e³ittir ve art�mlar�n ba§�ms�zl�§�

sa§lanm�³ olur.

(Xj −Xj−1) , j = 1, 2, . . . , 53 serilerinin normallik, dura§anl�k ve ba§�ms�zl�k

varsay�mlar� sa§land�§�na göre, önerilen Cox-Ross stokastik diferansiyel denklem mo-

deli (5.4) için parametre tahminine geçilebilir.

• SDD için parametre tahmini

(5.4) denkleminde verilen SDD modelinin parametrelerini tahmin etmek için en

çok olabilirlik yöntemi kullan�lm�³t�r ve tahmin ediciler s�ras�yla µ = 0.007, σ = 1.407

olarak bulunmu³tur. Bu parametreler (5.4) denkleminde dikkate al�nd�§�nda,

dX(t) = 0.007X(t)dt+ 1.407
√
X(t)dW (t), X0 = 2830.71 (5.5)

denklemi elde edilmi³tir.

• SDD için uyum testi

Uyum iyili§i testini uygulamak için her bir verinin Monte-Carlo simülasyonlar�

yap�lmal�d�r. Bunun için simülasyonda, 1 May�s 2020'de elde edilen gözlem ba³lang�ç

de§eridir ve 8 May�s 2020'den 26 Nisan 2021'e kadar simüle edilen de§erler elde

edilmi³tir. S&P 500 hisse senedi verilerindeki her bir nokta için M simülasyon say�s�
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N−1
M+1

≥ 5 e³itsizli§inden 53−1
M+1

≥ 5 olmak üzere M ≤ 9.4 e³itsizli§inden M = 9 kabul

edilmi³tir.

�ekil 5.12. S&P 500 hisse senedi verileri ve simüle edilmi³ de§erleri

�ekil 5.12 incelendi§inde (5.5) denklemine göre simüle edilmi³ veri de§erleri ve

orijinal veri de§erleri çizilmi³tir. Siyah daireler simüle edilmi³ veri de§erleri ve siyah

çizgi orijinal veri de§erlerininin da§�l�m�n� temsil etmektedir. �ekil 5.12'den birbirine

yak�n olan orijinal ve simüle edilmi³ de§erleri kar³�la³t�r�ld�§�nda bir uyum oldu§u

görülmektedir. Ancak, gerçek bir uyum olup olmad�§�n� kesin olarak anlamak için

χ2 uyum iyili§i testi kullan�lm�³t�r. Bu teste ili³kin kurulan hipotezler:

H0: S&P 500 hisse senedi verileri önerilen (5.5) SDD modeline uygundur.

H1: S&P 500 hisse senedi verileri önerilen (5.5) SDD modeline uygun de§ildir.

³eklindedir. χ2 test istatisti§i 9.92'dir ve (5.5) denklemi iki parametreye sahip oldu§u

için, serbestlik derecesi (M −2) = 9−2 = 7'dir. p-de§eri P (χ2(7) > 9.92) = 0.19 ve

α = 0.05'den büyüktür ve H0 hipotezi kabul edilir. Bu durumda, turna popülasyonu

verileri önerilen (5.5) SDD modeline uygundur denir.

• SDD'in EM ile çözümü

SDD modelinin ilgili veri setine uygun oldu§u gösterildikten sonra uygun SDD

modeli için EM yöntemi ile nümerik çözümüne geçilebilir. Bu amaçla EM yönteminin
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hangi ad�mda en küçük hataya sahip oldu§una karar verilmesi gerekmektedir. Sonra

da seçilen ad�m say�s� için geli³tirilen yeni yöntem kullan�larak EM yörüngeleri çiz-

dirilmi³tir. Öncelikle, S&P 500 hisse senedi verileri ve (5.5) modelinden elde edilen

yakla³�k EM de§erleri K=53, 106, 159 ad�mlar� için MSE de§erleri hesaplanm�³t�r

ve Tablo 5.13'te verilmi³tir.

Tablo 5.13. EM yörüngelerinin ad�m say�lar�na göre MSE de§erleri

K MSE

53 1.985

106 1.905

159 1.965

Tablo 5.13 incelendi§inde 106. ad�mda EM yönteminin en küçük MSE de§erine

sahip oldu§u görülmektedir. Buradan yola ç�karak, S&P 500 hisse senedi verileri

için önerilen (5.5) SDD modelinin nümerik çözümünde EM yöntemini kullanarak

elde edilen X̂ (ti) , i = 1, . . . , 53 yakla³�k EM yörüngeleri �ekil 5.13'de K=106 ad�m

büyüklü§ü kullan�larak çizilmi³tir. �ekil 5.13'te S&P 500 hisse senedi verileri siyah

çizgi ile yakla³�k EM yörüngeleri ise renkli çizgilerle gösterilmi³tir.

�ekil 5.13. S&P 500 hisse senedi verilerinin da§�l�m� ve (5.4) SDD modelinin yakla³�k
EM yörüngeleri

�ekil 5.13 incelendi§inde önerilen (5.5) SDD modelinin çözümüne ili³kin yak-
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la³�k EM yörüngelerinden t = ti, i = 1, 2, . . . , 53 an�ndaki do§ru parças� üzerindeki

de§erler
(
ti, x

(i)
j

)
, j = 0, 1, ..., 53; K = 106 olmak üzere stokastik diferansiyel dekle-

minin yakla³�k yörüngelerinin dü§üm noktalar� oldu§u görülmektedir. Yani, verilen

bir veri setinden ba³layarak EM yöntemi ile SDD'lerin çe³itli yörüngeleri olu³turul-

mu³tur. Elde edilen yörüngeler her bir t an� için bir rassal de§i³ken elde edilmesine

olanak sa§lam�³t�r. Bu durumda, her bir t = ti, i = 0, 1, , . . . , 53 an�nda bu dü§üm

noktalar� {X̂(ti)} rassal de§i³kenler dizisini olu³turmaktad�r. Bu dizi bir stokastik

süreç ifade eder ve bu süreç X̂(t)'dir.

Bu durumda uygulaman�n esas k�sm� olan, S&P 500 hisse senedi verileri öneri-

len (5.5) SDD modelinin çözümü olan stokastik sürecin olas�l�k yo§unluk fonksiyonun

geli³tirilen yeni yöntem ile elde edilme a³amas�na geçilebilir.

• Geli³tirilen yeni yöntemin kullan�lmas�: SDD'in çözümünün yakla³�k

olas�l�k yo§unluk fonksiyonun GEOY ile bulunmas�

Bir önceki ad�mda elde edilen stokastik sürecin yakla³�k olas�l�k yo§unluk fonk-

siyonunun bulunmas� ilgilenilen modelin çözümünün olas�l�k yo§unluk fonksiyonun

bulunmas�na da bir yakla³�m olu³turmu³tur. Ayr�ca, GEOY ile elde edilen olas�l�k

da§�l�mlar� da ilgili veri setinin modellenebilir oldu§unu göstermek aç�s�ndan oldukça

önemlidir.

Bu ad�mda, S&P 500 hisse senedi verileri için önerilen (5.5) SDD modelinin

yakla³�k EM yörüngelerine ait X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin

olas�l�k yo§unluk fonksiyonu GEOY ile elde edilmi³tir. Ayr�ca, GEOY ile elde edilen

(MinMaxEnt)m, (MaxMaxEnt)m ve (MinMinxEnt)m, (MaxMinxEnt)m da§�l�mlar�

ile X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�d§� de§erlerin modellenebilir oldu§u göste-

rilmi³tir.

S&P 500 hisse senedi verileri için önerilen (5.5) SDD modelinin yakla³�k EM

yörüngelerine ait X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için K0,m, (m =

1, 2, 3, 4)moment vektör fonksiyonlar� kümesine uygun (MinMaxEnt)m, (MaxMaxEnt)m

ve (MinMinxEnt)m, (MaxMinxEnt)m da§�l�mlar�n�n performans� H, D, RMSE, R2

ve χ2 istatistiksel kriterleri ile s�ras�yla Tablo 5.14-5.15 ve Tablo 5.16-5.17'de veril-

mi³tir. Elde edilen sonuçlar ayn� zamanda �ekil 5.14 ve �ekil 5.15'te gra�ksel olarak

gösterilmi³tir.
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Tablo 5.14. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için (MinMaxEnt)m
da§�l�mlar�n�n istatistiksel kriterlerine göre incelenmesi

(MinMaxEnt)m H RMSE χ2 R2 Moment Fonksiyonlar�

(MinMaxEnt)1 3.8959 0.2288 0.1985 0.0568 1, x2

(MinMaxEnt)2 3.8200 0.0211 0.1220 0.4942 1, x, x2

(MinMaxEnt)3 3.8240 0.0214 0.1259 0.4817 1, x, lnx, ln(1 + x2)

(MinMaxEnt)4 3.8786 0.0228 0.1346 0.4757 1, x, lnx, ln2(x), ln(1 + x2)

Tablo 5.15. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için (MaxMaxEnt)m
da§�l�mlar�n�n istatistiksel kriterlerine göre incelenmesi

(MaxMaxEnt)m H RMSE χ2 R2 Moment Fonksiyonlar�

(MaxMaxEnt)1 3.9011 0.0292 4.7912 0.0304 1, ln(1 + x2)

(MaxMaxEnt)2 3.9011 0.0292 4.7912 0.0304 1, lnx, ln(1 + x2)

(MaxMaxEnt)3 3.9008 0.0291 4.7017 0.0386 1, lnx, ln2(x), ln(1 + x2)

(MaxMaxEnt)4 3.8959 0.0287 4.0573 0.0614 1, x, x2, lnx, ln(1 + x2)

Tablo 5.14 ve Tablo 5.15 incelendi§inde X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda

ald�§� de§erlerinin da§�l�m� için verilen tüm istatistiksel kriterler aç�s�ndan tüm

(MinMaxEnt)m da§�l�m� tüm (MaxMaxEnt)m da§�l�m�ndan daha iyi performans gös-

termi³tir. Özellikle R2 kriterine göre (MinMaxEnt)2 da§�l�m�, di§er (MinMaxEnt)m,

(m = 1, 3, 4) ve tüm (MaxMaxEnt)m, (m = 1, 2, 3, 4) da§�l�mlar�ndan daha uygun

oldu§u görülmektedir ve bu sonuç di§er istatistiksel kriterler ile de desteklenmekte-

dir. Ayr�ca, (MinMaxEnt)m ve (MaxMaxEnt)m, (m = 1, 2, 3, 4) da§�l�mlar�n�n X̂(t)

stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlere uyumu gra�ksel olarak �ekil 5.14'te

gösterilmi³tir.
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�ekil 5.14. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için s�ras�yla (MinMaxEnt)m
ve (MaxMaxEnt)m da§�l�mlar�n�n gra�kleri

�ekil 5.14 incelendi§inde K0,m, (m = 1, 2, 3, 4) moment vektör fonksiyonlar�

kümesine uygun (MinMaxEnt)m ve (MaxMaxEnt)m da§�l�mlar�n�n X̂(t) stokastik

sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin da§�l�m�na uyumlu oldu§u görülmektedir.

Tablo 5.16. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için (MinMinxEnt)m
da§�l�mlar�n�n istatistiksel kriterlerine göre incelenmesi

(MinMinxEnt)m D RMSE χ2 R2 Moment Fonksiyonlar�

(MinMinxEnt)1 0.1443 0.0287 0.1961 0.0625 1, x

(MinMinxEnt)2 0.1009 0.0210 0.1206 0.4965 1, ln2(x), ln(1 + x2)

(MinMinxEnt)3 0.2886 0.0214 0.1258 0.4819 1, x, ln2(x), ln(1 + x2)

(MinMinxEnt)4 0.1054 0.0228 0.1351 0.4885 1, x2, lnx, ln2(x), ln(1 + x2)

87



Tablo 5.17. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için (MaxMinxEnt)m
da§�l�mlar�n�n istatistiksel kriterlerine göre incelenmesi

(MaxMinxEnt)m D RMSE χ2 R2 Moment Fonksiyonlar�

(MaxMinxEnt)1 0.9539 0.0286 4.5395 0.0765 1, ln(1 + x2)

(MaxMinxEnt)2 0.2348 0.0211 0.9524 0.4941 1, x, x2

(MaxMinxEnt)3 0.2901 0.0214 1.1172 0.4818 1, x, x2, lnx

(MaxMinxEnt)4 0.1176 0.0212 1.0776 0.4880 1, x, lnx, ln2(x), ln(1 + x2)

Tablo 5.16 ve Tablo 5.17 incelendi§inde X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda

ald�§� de§erlerinin da§�l�m� için verilen tüm istatistiksel kriterler aç�s�ndan tüm

(MinMinxEnt)m da§�l�m� tüm (MaxMinxEnt)m da§�l�m�ndan daha iyi performans

göstermi³tir. Özellikle R2 kriterine göre (MinMinxEnt)2 da§�l�m�, di§er (MinMinx

Ent)m, (m = 1, 3, 4) ve tüm (MaxMinxEnt)m, (m = 1, 2, 3, 4) da§�l�mlar�ndan daha

uygun oldu§u görülmektedir ve bu sonuç di§er istatistiksel kriterler ile de desteklen-

mektedir. Ayr�ca, (MinMinxEnt)m ve (MaxMinxEnt)m, (m = 1, 2, 3, 4) da§�l�mlar�-

n�n X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlere uyumu gra�ksel olarak �ekil

5.15'te gösterilmi³tir.

�ekil 5.15. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için s�ras�yla (MinMinxEnt)m
ve (MaxMinxEnt)m da§�l�mlar�n�n gra�kleri
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�ekil 5.15 incelendi§inde (MinMinxEnt)m ve (MaxMinxEnt)m da§�l�mlar�n�n

X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin da§�l�m�na uyumu net bir ³ekilde

görülmektedir.

Elde edilen kar³�la³t�rma sonuçlar�na bak�ld�§�nda S&P 500 hisse senedi verileri

için önerilen (5.5) SDD modelinin yakla³�k EM yörüngelerine ait X̂(t) stokastik sü-

recinin t an�nda ald�§� de§erlerinin da§�l�m� için K0,m, (m = 1, 2, 3, 4) moment vektör

fonksiyonlar� kümesine uygun (MinMinxEnt)2 da§�l�m�na özellikle R2 de§eri aç�s�n-

dan di§er (MinMinxEnt)m, (m = 1, 3, 4) ve tüm (MaxMinxEnt)m, (MinMaxEnt)m,

(MaxMaxEnt)m, (m = 1, 2, 3, 4) da§�l�mlar�ndan daha güçlü bir uyuma sahip oldu§u

görülmektedir ve bu sonuç di§er istatistiksel kriter ile de desteklenmektedir. Ayr�ca,

genelle³tirilmi³ MinxEnt da§�l�mlar�n�n genelle³tirilmi³ MaxEnt da§�l�mlar�na göre

X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerini daha iyi modelledi§i �ekil 5.15'te

görsel aç�dan da net bir ³ekilde görülmektedir.

Son olarak, geli³tirilen yeni yöntem yard�m�yla S&P 500 hisse senedi verileri

için önerilen (5.5) modelinin çözümü olan X̂(t) stokastik sürecini olu³turan rassal

de§i³kenlerin yakla³�k olas�l�k yo§unluk fonksiyonu GEOY ile bulunmu³tur.

Hisse senedi uygulamas�nda özetle a³a§�daki sonuçlar elde edilmi³tir:

• X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin olas�l�k yo§unluk fonksi-

yonun nas�l elde edilebildi§i gösterilmi³tir.

• X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin da§�l�m� bilinen herhangi

bir da§�l�ma benzemedi§i için GEOY da§�l�mlar� ile modellenebilir oldu§u gösteril-

mi³tir.

• Genelle³tirilmi³ MinxEnt da§�l�mlar�n�n genelle³tirilmi³ MaxEnt da§�l�mla-

r�na göre X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erleri modellemede daha esnek

ve güçlü oldu§u yorumu yap�labilmektedir.

5.4. Covid-19 Örne§i

Dünya Sa§l�k Örgütü (WHO) bir pandemi olan Covid-19'u (koronavirüs hasta-

l�§� 2019) yeni bir hastal�§�n dünya çap�nda yay�lmas� olarak tan�mlam�³t�r. Covid-19

çok h�zl� ve kolayca yay�labilen bir virüs oldu§undan Aral�k 2019'dan bu yana 255

milyondan fazla insan�n enfeksiyonuna ve 5 milyondan fazla ölüme neden olmu³-

tur (http-2). Covid-19 gibi önemli salg�nlar�n ekonomik ve sosyal kalk�nma üzerinde
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derin bir tarihsel etkisi vard�r, bu sepeble epidemik salg�nlar üzerinde yap�lan ara³-

t�rmalar salg�n�n seyrini yorumlama aç�s�ndan önemli bulunmaktad�r. Bu amaçla,

literatürde salg�nlar� geli³tirmek ve tahmin etmek için baz� stokastik diferansiyel

denklem modelleri bulunmaktad�r (Rihan vd. 2020; Simha vd., 2020; Yanev vd.,

2020; Mahrouf, 2021).

Bu uygulamada epidemik salg�nlarda SDD modelinin nas�l uyguland�§�n� gös-

termek için 17 Mart 2020 ile 31 Ekim 2021 tarihleri aras�nda Türkiye'deki Covid-19

ölüm oran� verileri kullan�lm�³t�r (http-3) ve �ekil 5.16'da her bir güne ait Covid-19

ölüm oran� görsel olarak verilmi³tir. Ham ölüm oran�n� tan�mlamak gerekirse belirli

bir hastal�ktan ölen tüm nüfus aras�ndaki pay� ölçer. Hastal�ktan ölenlerin say�s�n�n

toplam nüfusa bölünmesiyle hesaplanmaktad�r. Bu uygulama için kullan�lan ham

ölüm oran� verisi her 1000 ki³i ba³�na Covid-19 nedeniyle ölen insan say�s�d�r. Örne-

§in, 1000 nüfusta 10 ölüm için ham ölüm oran� [10 / 1000] veya %1'dir (http-4).

Covid-19 ham ölüm oran� dinami§ini belirlemek için literatürde epidemik olay-

larda yayg�n olarak tercih edilen stokastik Richards büyüme modeli (Panik, 2017)

kullan�lm�³t�r ve a³a§�da verilmi³tir:

dX(t) = βX(t)

[
1−

(
X(t)

K

)r ]
dt+ γX(t)dW (t)

X0 = X(0)

(5.6)

burada X(t) Covid-19 ölüm oran�, K ta³�ma kapasitesi, β büyüme h�z�, r esneklik

ölçüsü ve γ çarp�msal gürültü terimidir.
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�ekil 5.16. Covid-19 ölüm oran� verilerinin da§�l�m�

Covid-19 ölüm oran� veri setine önerilen stokastik diferansiyel denklem mode-

linin çözümünün olas�l�k yo§unluk fonksiyonunu elde etmek için a³a§�daki ad�mlar

izlenmi³tir.

• Wiener sürecinin varsay�mlar�n�n testi

Önerilen stokastik Richards büyüme modelinin Covid-19 ölüm oran� veri setine

için analizine geçmeden önce Wiener sürecinin varsay�mlar�m�n�n sa§lan�p sa§lanma-

d�§� kontrol edilmelidir. Bu amaçla, {t0, t1, t2, . . . , t594} için t0 < t1 < t2 < . . . < t594

özelli§ini sa§layan Xt1 −Xt0 , Xt2 −Xt1 , Xt3 −Xt2 , . . . , Xt594 −Xt593 ³eklinde olu³tu-

rulan Covid-19 ölüm oran� verilerine ait art�mlar�n da§�l�m�n�n normal, dura§an ve

ba§�ms�z oldu§una ili³kin varsay�m s�namalar� a³a§�da verilmi³tir:

Normallik varsay�m� s�namas� için kullan�lan S-W test için kurulan hipotezler:

H0: Covid-19 ölüm oran� verileri normal da§�l�ma uygundur.

H1: Covid-19 ölüm oran� verileri normal da§�l�ma uygun de§ildir.

³eklindedir. S-W test istatisti§i 0.88'dir ve p = 0.07 > α = 0.05 oldu§undan H0

hipotezi kabul edilir. Bu durumda, Covid-19 ölüm oran� verileri normal da§�l�ma

uyguna olu§u sonucu elde edilmi³ olur.
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Dura§anl�k varsay�m� s�namas� için KPSS testi kurulan hipotezler:

H0: Covid-19 ölüm oran� verileri dura§and�r.

H1: Covid-19 ölüm oran� verileri dura§an de§ildir.

³eklindedir. KPSS test istatisti§i 0.27'dir ve p = 0.10 > α = 0.05 oldu§undan H0

hipotezi kabul edilir. Bu durumda, Covid-19 ölüm oran� verilerinin dura§an oldu§u

sonucuna var�l�r.

Ba§�ms�zl�k varsay�m� için Box-Pierce Q testi kurulan hipotezler:

H0: Covid-19 ölüm oran� verilerine ait tüm gecikmeler için otokorelasyon kat-

say�lar� s�f�ra e³ittir.

H1: Covid-19 ölüm oran� verilerine ait tüm gecikmeler için otokorelasyon kat-

say�lar� s�f�rdan farkl�d�r.

³eklindedir. Box-Pierce Q test istatisti§i 2.97'dir ve p = 0.08 > α = 0.05 oldu§undan

H0 hipotezi kabul edilir. Bu durumda, Covid-19 ölüm oran� verilerine ait tüm gecik-

meler için otokorelasyon katsay�lar� s�f�ra e³ittir ve art�mlar�n ba§�ms�zl�§� sa§lanm�³

olur.

(Xj −Xj−1) , j = 1, 2, . . . , 594 serilerinin normallik, dura§anl�k ve ba§�ms�z-

l�k varsay�mlar� sa§land�§�na göre, önerilen stokastik Richards büyüme modeli için

parametre tahminine geçilebilir.

• SDD için parametre tahmini

(5.6) denkleminde verilen SDD modelinin parametrelerini tahmin etmek için

en çok olabilirlik yöntemi kullan�lm�³t�r ve tahmin ediciler s�ras�yla tahmin ediciler

s�ras�yla K = 967.48, β = 0.390, r = 0.006, γ = 0.074 olarak bulunmu³tur. Bu

parametreler (5.6) denkleminde dikkate al�nd�§�nda,

X(t) = 0.390X(t)

[
1−

(
X(t)

967.48

)0.006
]
dt+ 0.074X(t)dW (t) (5.7)

denklemi elde edilmi³tir.

• SDD için uyum testi

Uyum iyili§i testini uygulamak için her verinin Monte-Carlo simülasyonlar�

yap�lmal�d�r. Bunun için simülasyonda, 17 Mart 2020'de elde edilen gözlem ba³lang�ç
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de§eridir ve 18 Mart 2020'den 31 Ekim 2021'e kadar simüle edilen de§erler elde

edilmi³tir. Covid-19 ölüm oran� verilerindeki her bir nokta için M simülasyon say�s�

N−1
M+1

≥ 5 e³itsizli§inden 594−1
M+1

≥ 5 olmak üzere M ≤ 117.6 e³itsizli§inden M = 117

kabul edilmi³tir.

�ekil 5.17. Covid-19 ölüm oran� verileri ve simüle edilmi³ de§erleri

�ekil 5.17 incelendi§inde (5.7) denklemine göre simüle edilmi³ veri de§erleri ve

orijinal veri de§erleri çizilmi³tir. Siyah daireler simüle edilmi³ veri de§erleri ve siyah

çizgi orijinal veri de§erlerini temsil etmektedir. �ekil 5.17'den birbirine yak�n olan

orijinal ve simüle edilmi³ de§erler kar³�la³t�r�ld�§�nda bir uyum oldu§u görülmektedir.

Gerçek bir uyum olup olmad�§�n� kesin olarak anlamak için χ2 uyum iyili§i testi

kullan�lm³t�r ve bu teste ili³kin hipotezler:

H0: Covid-19 ölüm oran� verileri önerilen (5.7) SDD modeline uygundur.

H1: Covid-19 ölüm oran� verileri önerilen (5.7) SDD modeline uygun de§ildir.

³eklinde kurulmu³tur. χ2 test istatisti§i 10.25'dir ve p=0.27> α = 0.05 oldu§undan

H0 hipotezi kabul edilir. Bu durumda, Covid-19 ölüm oran� verileri önerilen (5.7)

SDD modeline uygun oldu§u sonucuna var�l�r.
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• SDD'in EM ile çözümü

SDD modelinin ilgili veri setine uygun oldu§u gösterildikten sonra uygun SDD

modeli için EM yöntemi ile nümerik çözümüne geçilebilir. Bu amaçla EM yöntemi-

nin hangi ad�mda en küçük hataya sahip oldu§una karar verilmesi gerekmektedir.

Sonras�nda ise seçilen ad�m say�s� için geli³tirilen yeni yöntem kullan�larak EM yö-

rüngeleri çizdirilmi³tir. Öncelikle, Covid-19 ölüm oran� verileri ve (5.7) modelinden

elde edilen yakla³�k EM de§erleri K=594, 1188, 1782 ad�mlar� için MSE de§erleri

hesaplanm�³t�r ve Tablo 5.18'de verilmi³tir.

Tablo 5.18. EM yörüngelerinin ad�m say�lar�na göre MSE de§erleri

K MSE

594 0.0026

1188 0.0025

1782 0.0024

Tablo 5.18 incelendi§inde 1782. ad�mda EM yönteminin en küçük MSE de§e-

rine sahip oldu§u görülmektedir. Buradan yola ç�karak, Covid-19 ölüm oran� verileri

için önerilen (5.7) SDD modelinin nümerik çözümünde EM yöntemini kullanarak

yakla³�k EM yörüngeleri �ekil 5.18'te K=1782 ad�m büyüklü§ü kullan�larak çizil-

mi³tir. Burada, önerilen (5.7) SDD modeline ili³kin yakla³�k EM yörüngelerinden

t = ti, i = 1, 2, . . . , 594 noktalar�ndaki X̂(t) stokastik sürecinin de§erleri elde edil-

mi³tir. Yani, verilen bir veri setinden ba³layarak EM yöntemi ile SDD'lerin çe³itli

yörüngeleri olu³turulmu³tur. Elde edilen yörüngeler sabit zamana göre rassal de§i³-

ken elde edilmesine olanak sa§lam�³t�r.
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�ekil 5.18. Covid-19 ölüm oran� verilerinin da§�l�m� ve SDD modelinin yakla³�k EM yö-
rüngeleri

�ekil 5.18 incelendi§inde önerilen (5.7) SDD modelinin çözümüne ili³kin yak-

la³�k EM yörüngelerinden t = ti, i = 1, 2, . . . , 594 an�ndaki do§ru parças� üzerindeki

de§erler
(
ti, x

(i)
j

)
, j = 0, 1, ..., 594; K = 1782 olmak üzere stokastik diferansiyel dek-

leminin yakla³�k yörüngelerinin dü§üm noktalar� oldu§u görülmektedir. Yani, verilen

bir veri setinden ba³layarak EM yöntemi ile SDD'lerin çe³itli yörüngeleri olu³turul-

mu³tur. Elde edilen yörüngeler her bir t an� için bir rassal de§i³ken elde edilmesine

olanak sa§lam�³t�r. Bu durumda, her bir t = ti, i = 0, 1, . . . , 594 an�nda bu dü§üm

noktalar� {X̂(ti)} rassal de§i³kenler dizisini olu³turmaktad�r. Bu dizi bir stokastik

süreç ifade eder ve bu süreç X̂(t)'dir.

Bu durumda uygulaman�n esas k�sm� olan, Covid-19 ölüm oran� verileri için

önerilen (5.7) SDD modelinin çözümü olan stokastik sürecin olas�l�k yo§unluk fonk-

siyonun geli³tirilen yeni yöntem ile elde edilme a³amas�na geçilebilir.

• Geli³tirilen yeni yöntemin kullan�lmas�: SDD'in çözümünün yakla³�k

olas�l�k yo§unluk fonksiyonun GEOY ile bulunmas�

Bir önceki ad�mda elde edilen stokastik sürecin olas�l�k yo§unluk fonksiyonu-

nun bulunmas� ilgilenilen modelin X(t) çözümünün olas�l�k yo§unluk fonksiyonun
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bulunmas�na da bir yakla³�m olu³turmu³tur. Ayr�ca, GEOY ile elde edilen olas�l�k

da§�l�mlar� da ilgili veri setinin modellenebilir oldu§unu göstermek aç�s�ndan oldukça

önemlidir.

Bu ad�mda, Covid-19 ölüm oran� verileri için önerilen (5.7) SDD modelinin

yakla³�k EM yörüngelerine ait X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin

olas�l�k yo§unluk fonksiyonu GEOY ile elde edilmi³tir. Ayr�ca, GEOY ile elde edilen

(MinMaxEnt)m, (MaxMaxEnt)m ve (MinMinxEnt)m, (MaxMinxEnt)m da§�l�mlar�

ile X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald§� de§erlerin modellenebilir oldu§u gösteril-

mi³tir.

Covid-19 ölüm oran� verileri için önerilen (5.7) SDD modelinin yakla³�k EM

yörüngelerine ait X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için K0,m, (m =

1, 2, 3, 4)moment vektör fonksiyonlar� kümesine uygun (MinMaxEnt)m, (MaxMaxEnt)m

ve (MinMinxEnt)m, (MaxMinxEnt)m da§�l�mlar�n�n performans� H, D, RMSE, R2

ve χ2 istatistiksel kriterleri ile s�ras�yla Tablo 5.19-5.20 ve Tablo 5.21-5.22'de veril-

mi³tir. Elde edilen sonuçlar ayn� zamanda, �ekil 5.19 ve �ekil 5.20'de gra�ksel olarak

da gösterilmi³tir.

Tablo 5.19. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için (MinMaxEnt)m
da§�l�mlar�n�n istatistiksel kriterlerine göre incelenmesi

(MinMaxEnt)m H RMSE χ2 R2 Moment Fonksiyonlar�

(MinMaxEnt )1 4.1576 0.0594 1.4077 0.2867 1, lnx

(MinMaxEnt)2 3.3590 0.0292 0.2683 0.8366 1, x, lnx

(MinMaxEnt)3 3.3562 0.0274 0.2596 0.8526 1, x, lnx, ln2(x)

(MinMaxEnt)4 3.2583 0.0163 0.1191 0.9441 1, x, x2, lnx ln2(x),

Tablo 5.20. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için (MinMaxEnt)m
da§�l�mlar�n�n istatistiksel kriterlerine göre incelenmesi

(MaxMaxEnt)m H RMSE χ2 R2 Moment Fonksiyonlar�

(MaxMaxEnt)1 4.3095 0.0688 0.9332 0.0031 1, ln2(x)

(MaxMaxEnt)2 3.8167 0.0468 1.1299 0.5399 1, x2, ln2(x)

(MaxMaxEnt)3 3.3902 0.0259 1.7980 0.8612 1, x, x2 ln(1 + x2)

(MaxMaxEnt)4 3.8660 0.0268 0.5812 0.9414 1, x, lnx, ln2(x), ln(1 + x2)

Tablo 5.19 ve Tablo 5.20 incelendi§inde X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§�

de§erlerin da§�l�m� için tüm (MinMaxEnt)m da§�l�mlar� verilen istatistiksel kriter-
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ler aç�s�ndan tüm (MaxMaxEnt)m da§�l�mlar�ndan daha iyi performans göstermi³-

tir. Özellikle, R2 kriterine göre (MinMaxEnt)4 da§�l�m� di§er (MinMaxEnt)m, (m =

1, 2, 3) ve tüm (MaxMaxEnt)m, (m = 1, 2, 3, 4) da§�l�mlar�ndan X̂(t) stokastik sü-

reci için daha uygun oldu§u görülmektedir ve di§er istatiksel kriterlerde bu sonucu

desteklemektedir. Ayr�ca, (MinMaxEnt)m ve (MaxMaxEnt)m, (m = 1, 2, 3, 4) da§�-

l�mlar�n�n X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlere uyumu gra�ksel olarak

�ekil 5.19'da gösterilmi³tir.

�ekil 5.19. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için s�ras�yla (MinMaxEnt)m
ve (MaxMaxEnt)m da§�l�mlar�n�n gra�kleri

�ekil 5.19 incelendi§inde (MinMaxEnt)m ve (MaxMaxEnt)m da§�l�mlar�n�n

X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin da§�l�m�na uyumlu oldu§u gö-

rülmektedir.
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Tablo 5.21. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için (MinMinxEnt)m
da§�l�mlar�n�n istatistiksel kriterlerine göre incelenmesi

(MinMinxEnt)m D RMSE χ2 R2 Moment Fonksiyonlar�

(MinMinxEnt)1 0.0077 0.0594 1.4082 0.2865 1, lnx

(MinMinxEnt)2 0.0032 0.0292 0.2682 0.8365 1, x, lnx

(MinMinxEnt)3 0.0019 0.0274 0.2594 0.8527 1, x, lnx, ln2(x)

(MinMinxEnt)4 0.0004 0.0163 0.5813 0.9442 1, x2, lnx, ln2(x), ln(1 + x2)

Tablo 5.22. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için (MaxMinxEnt)m
da§�l�mlar�n�n istatistiksel kriterlerine göre incelenmesi

(MaxMinxEnt)m D RMSE χ2 R2 Moment Fonksiyonlar�

(MaxMinxEnt)1 0.1085 0.0605 0.1337 0.8557 1, ln2(x)

(MaxMinxEnt)2 0.1627 0.0280 1.1777 0.8451 1, x2, ln2(x)

(MaxMinxEnt)3 0.1085 0.0228 1.7680 0.8906 1, x, x2, ln(1 + x2)

(MaxMinxEnt)4 0.0954 0.0163 0.1189 0.9441 1, x, x2, lnx, ln2(x)

Tablo 5.21 ve Tablo 5.22 incelendi§inde X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§�

de§erlerin olas�l�k da§�l�m� için tüm (MinMinxEnt)m da§�l�mlar� verilen istatistiksel

kriterler aç�s�ndan tüm (MaxMinxEnt)m da§�l�mlar�ndan daha iyi performans göster-

mi³tir. Özellikle, R2 kriterine göre (MinMinxEnt)4 da§�l�m� di§er (MinMinxEnt)m,

(m = 1, 2, 3) ve tüm (MaxMinxEnt)m, (m = 1, 2, 3, 4) da§�l�mlar�ndan daha uygun

oldu§u görülmektedir ve ve bu sonuç di§er istatistiksel kriterler ile de desteklenmek-

tedir. Ayr�ca, (MinMinxEnt)m ve (MaxMinxEnt)m, (m = 1, 2, 3, 4) da§�l�mlar�n�n

X̂(t) için stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlere uyumu gra�ksel olarak �ekil

5.20'de gösterilmi³tir.
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�ekil 5.20. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler için s�ras�yla (MinMinxEnt)m
ve (MaxMinxEnt)m da§�l�mlar�n�n gra�kleri

�ekil 5.20 incelendi§inde (MinMinxEnt)m ve (MaxMinxEnt)m da§�l�mlar�n�n

X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin da§�l�m�na uyumu net bir ³ekilde

görülmektedir.

Elde edilen kar³�la³t�rma sonuçlar�na bak�ld�§�nda Covid-19 ölüm oran� veri-

leri için önerilen (5.7) SDD modelinin yakla³�k EM yörüngelerine ait X̂(t) stokastik

sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin da§�l�m�; K0,m, (m = 1, 2, 3, 4) moment vektör

fonksiyonlar� kümesine uygun (MinMinxEnt)4 da§�l�m�na özellikle R2 de§eri aç�s�n-

dan di§er (MinMinxEnt)m, (m = 1, 2, 3) ve tüm (MaxMinxEnt)m, (MinMaxEnt)m,

(MaxMaxEnt)m, (m = 1, 2, 3, 4) da§�l�mlar�ndan daha güçlü bir uyuma sahip oldu§u

görülmektedir ve bu sonuç di§er istatistiksel kriterler de desteklenmektedir. Ayr�ca,

X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlere genelle³tirilmi³ MinxEnt da§�l�mla-

r�n�n genelle³tirilmi³ MaxEnt da§�l�mlar�na göre X̂(t) daha iyi uyum sa§lad�§� görsel

aç�dan da �ekil 5.20'de net bir ³ekilde görülmektedir.

Son olarak, geli³tirilen yeni yöntem yard�m�yla Covid-19 oran� verileri için öne-

rilen (5.7) SDD modelinin çözümü olan X̂(t) stokastik sürecini olu³turan rassal de-

§i³kenlerin yakla³�k olas�l�k yo§unluk fonksiyonu GEOY ile elde edilmi³tir.
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Covid-19 uygulamas�nda özetle a³a§�daki sonuçlar elde edilmi³tir:

• X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin olas�l�k yo§unluk fonksi-

yonun nas�l elde edilebildi§i gösterilmi³tir.

• X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin da§�l�m� bilinen herhangi

bir istatistiksel da§�l�ma benzemedi§i için GEOY da§�l�mlar� ile modellenebilir ol-

du§u gösterilmi³tir.

• Genelle³tirilmi³ MinxEnt da§�l�mlar�n�n genelle³tirilmi³ MaxEnt da§�l�mla-

r�na göre X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erleri modellemede daha esnek

ve güçlü oldu§u yorumu yap�labilmektedir.
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6. SONUÇ VE TARTI�MA

Stokastik diferansiyel denklem modelleri rassal�k içermesinden dolay� biyoloji,

popülasyon dinami§i, kimya, �zik, t�p, mühendislik, hisse senedi, faiz oran� ve var-

l�k fonlar� gibi çe³itli alanlarda oldukça önemli modeller haline gelmi³tir. Stokastik

diferansiyel denklem modellerinin bu kadar önemli olmas�n�n yan�nda stokastik dife-

ransiyel denklemlerin çözümünün var ve tek olmas� bir o kadar önemlidir. Bu durum

için literatürde stokastik diferansiyel denklemler için varl�k-teklik teoremleri ve is-

patlar� bulunmaktad�r. Bu tez çal�³mas�nda, literatürden farkl� olarak stokastik dife-

ransiyel denklemlerin çözümünün var ve tek oldu§u Banach sabit nokta prensibinin

genelle³tirilmesi yard�m�yla ispat� yap�lm�³t�r. Söz konusu teorik ispat�n literatürde

yap�lan Varl�k-Teklik ispatlar�na farkl� bir bak�³ aç�s� kazand�rmas� beklenmektedir.

Stokastik diferansiyel denklemin çözümü bir stokastik süreçtir ve t zaman�-

n�n her bir an�nda bu süreç bir rassal de§i³ken ifade etmektedir. Stokastik süreci

olu³turan bu rassal de§i³kenlerin olas�l�k yo§unluk fonksiyonu genellikle literatürde

Fokker-Planck-Kolmogorov denklemi yard�m�yla elde edilmektedir. Bu çal�³mada ise,

literatürde yap�lan çal�³malardan farkl� olarak ilk kez söz konusu rassal de§i³kenle-

rin olas�l�k yo§unluk fonksiyonu için genelle³tirilmi³ entropi optimizasyon yöntem-

leri kullan�larak yeni bir yöntem geli³tirilmi³tir ve teorik olarak da ispatlanm�³t�r.

Söz konusu yöntemde bir veri seti için önerilen stokastik diferansiyel denklem mo-

delinin Euler-Maruyama yöntemi ile birçok yörüngesi in³a edilmi³tir. Elde edilen

yörüngeler t zaman�n�n her bir an� için bir rassal de§i³ken elde edilmesine olanak

sa§lam�³t�r. Bu durumda, her bir t = ti, i = 0, 1, . . . , N an�nda bu dü§üm nok-

talar� {X̂(ti)} rassal de§i³kenler dizisini olu³turmu³tur. Bu dizi bir stokastik süreç

olarak ifade edilmi³tir ve bu süreç X̂(t) olarak gösterilmi³tir. �lgili stokastik süreci

olu³turan rassal de§i³kenler, X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erler olarak

ifade edilmi³tir. X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin yakla³�k olas�-

l�k yo§unluk fonksiyonu ise genelle³tirilmi³ entropi optimizasyon yöntemleri ile elde

edilmi³tir. Ayr�ca, X̂(t) stokastik sürecinin t an�nda ald�§� de§erlerin da§�l�m�n�n

genelle³tirilmi³ MaxEnt ve genelle³tirilmi³ MinxEnt da§�l�mlar� ile modellenebilir

oldu§u gösterilmi³tir. Genelle³tirilmi³ entropi optimizasyon da§�l�mlar�n�n seçilme

sebebi ise literatürde olan di§er istatistiksel da§�l�mlardan daha esnek olmas�d�r. Bu
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çal�³ma ile stokastik diferansiyel denklemin yakla³�k nümerik çözümü olan stokastik

sürecin olas�l�k yo§unluk fonksiyonun bulunmas� için yeni bir yöntem olarak genel-

le³tirilmi³ entropi optimizasyon yöntemlerinin kullan�lmas�yla literatüre önemli bir

katk� sa§lamas� amaçlanm�³t�r.

Uygulamada faiz oranlar�na dayal� bir simülasyon çal�³mas� ve biyolojik po-

pülasyon örne§i, hisse senedi örne§i ve Covid-19 örne§i olmak üzere üç gerçek veri

seti üzerinde yap�lm�³t�r. Söz konusu uygulamalarda, ilgilenilen veri seti için önerilen

stokastik diferansiyel denklem modelinin çözümünün olas�l�k yo§unluk fonksiyonunu

elde etmek için ³u ad�mlar izlenmi³tir:

• Stokastik diferansiyel denklemlerde yer alanWiener sürecinin varsay�mlar�n�n

s�nanmas� istatistiksel testler ile gösterilmi³tir.

• Verilen bir veri seti için önerilen modelin veri setine uyumlu olup olmad�§�

stokastik diferansiyel denklemler için geli³tirilmi³ olan ki-kare uyum iyili§i testi yar-

d�m�yla gösterilmi³tir.

• Modele karar verildikten sonra modelin parametre tahmini en çok olabilirlik

yöntemi ile yap�lm�³t�r.

• Verilen stokastik diferansiyel denklem modelinin nümerik çözümü Euler-

Maruyama yöntemi kullan�larak yap�lm�³t�r ve stokastik diferansiyel denklemin bir

çok yörüngesi olu³turulmu³tur. Elde edilen yörüngeler sabit t zaman�n�n her bir

an�nda bir rassal de§i³ken ifade etmektedir. Elde edilen bu rassal de§i³kenlerde ilgi-

lenilen stokastik diferansiyel denklem modelinin çözümü olan stokastik süreci olu³-

turmaktad�r.

• Bir önceki ad�mda elde edilen rassal de§i³kenlerden bir dizi olu³turulmu³tur

ve bu dizi X̂(t) stokastik süreç olarak ifade edilmi³tir. Önerilen stokastik diferansiyel

denklem modelinin çözümü olan bu stokastik sürecin yakla³�k olas�l�k yo§unluk fonk-

siyonu genelle³tirilmi³ entropi optimizasyon yöntemleri kullan�larak elde edilmi³tir

ve olas�l�k da§�l�mlar� genelle³tirilmi³ MaxEnt ve genelle³tirilmi³ MinxEnt da§�l�m-

lar� kullan�larak bulunmu³tur. Bu da§�l�mlar�n ilgilenilen bir veri setine uyumu çe³itli

istatistiksel kriterlerle incelenmi³tir ve elde edilen sonuçlar görsel olarak da destek-

lenmi³tir. Özellikle, genelle³tirilmi³ MinxEnt da§�l�mlar�n�n genelle³tirilmi³ MaxEnt

da§�l�mlar�na göre uygulamada kullan�lan tüm istatistiksel kriterler anlam�nda daha

iyi sonuç verdi§i görülmü³tür. Bu durum, önsel da§�l�m�n ilgilenilen veri setini mo-
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dellemedeki etkisinin bir göstergesi olarak da yorumlanabilir.

Dört farkl� veri seti ve birbirinden farkl� modellerden olu³an uygulama bö-

lümünde (MinMaxEnt)m ve (MaxMaxEnt)m, (MinMinxEnt)m ve (MaxMinxEnt)m

da§�l�mlar� ³eklinde olan genelle³tirilmi³ entropi optimizasyon da§�l�mlar� stokastik

diferansiyel denkleminin çözümü olan stokastik sürecin yakla³�k olas�l�k yo§unluk

fonksiyonun ve olas�l�k da§�l�mlar�n�n bulunmas�nda etkin ve ba³ar�l� bir ³ekilde uy-

gulanabilir oldu§u gösterilmi³tir.

Sonuç olarak, söz konusu uygulamalar ile stokastik diferansiyel denklemin çö-

zümünün yakla³�k olas�l�k yo§unluk fonksiyonunu bulmak için teorik olarak ispatla-

nan yeni yöntemin çe³itli uygulama alanlar�ndaki ba³ar�s� hem görsel aç�dan hem de

istatistiksel kriterler kullan�larak gösterilmi³tir. Bununla birlikte stokastik diferansi-

yel denklemin çözümünün yakla³�k olas�l�k yo§unluk fonksiyonunun elde edilmesinde

geli³tirilen yeni yöntem; stokastik diferansiyel denklem çözümünün olas�l�k yo§unluk

fonksiyonun elde edilmesinde literatürde kullan�lan yöntemlere bir alternatif oldu§u

gösterilmi³tir.
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