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OZET

STOKASTIK DIFERANSIYEL DENKLEM MODELLEMEDE
GENELLESTIRILMIS ENTROPI OPTIMIZASYON YONTEMLERI

Nihal INCE
Istatistik Anabilim Dah
Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Aralik, 2021

Danisman : Prof. Dr. Sevil SENTURK

Stokastik diferansiyel denklemlerin bir probleme uygulanabilmesi i¢in ¢oziimii-
niin var ve tek oldugunun ispatlanabilmesi olduk¢a 6nemli bir konudur. Bu amacla,
literatiirden farkh olarak stokastik diferansiyel denklemlerin ¢oziimiiniin var ve tek
oldugu Banach sabit nokta prensibinin genellegtirilmesi yardimiyla bu tez calisma-
sinda teorik olarak ispatina yer verilmistir. Stokastik diferansiyel denklemlerin ¢6-
zimi bir stokastik siirectir ve bu siire¢ t zamaninin her bir aninda bir rassal degisken
ifade etmektedir. Stokastik siireci olugturan bu rassal degiskenlerin olasilik yogunluk
fonksiyonun bulunmasi ise énemli bir problemdir. S6z konusu problemin ¢6ziimii igin
bu ¢calismada, genellegtirilmis entropi optimizasyon yontemleri kullanilarak stokastik
diferansiyel denklemlerin ¢oziimii olan stokastik siirecin olasilik yogunluk fonksiyo-
nunu elde etmek i¢in yeni bir yontem gelistirilmis ve teorik olarak da ispatlanmigtir.
Genellegtirilmig entropi optimizasyon yontemlerinin kullanilma sebebi bu yontem-
lerden elde edilen dagilimlarin diger istatistiksel dagihimlardan daha esnek olmasi-
dir. Geligtirilen yeni yontemin performansini gostermek amaciyla ii¢ gercek veri seti
iizerinde uygulamasi yapilmigtir ve simiilasyon galigmasi ile de elde edilen sonuglar

desteklenmigtir.

Anahtar Sozciikler: Stokastik diferansiyel denklem, Euler-Maruyama, Stokastik

siire¢, Genellegtirilmig entropi optimizasyon yontemleri.
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ABSTRACT

GENERALIZED ENTROPY OPTIMIZATION METHODS IN STOCHASTIC
DIFFERENTIAL EQUATION MODELLING

Nihal INCE
Department of Statistics

Eskisehir Technical University, Institute of Graduate Programs, December, 2021
Advisor : Prof. Dr. Sevil SENTURK

In order for stochastic differential equations to be applied to a problem, it is qu-
ite important that its solution can be proved that it exists and is the only one. For
this purpose, the solution of stochastic differential equations, which is different from
the literature, exists and is the only one, has been theoretically proved in this thesis
study with the help of the generalization of the Banach fixed point principle. The
solution of stochastic differential equations is a stochastic process, and this process
represents a random variable at each time of t time. It is an important problem that
these random variables forming the stochastic process are the possibility density
function. In this study, the solution of the problem in question is, a new method
for obtaining the probability density function of the stochastic process, which is the
solution of stochastic differential equations using generalized entropy optimization
methods, has been developed and also theoretically proved. The reason for using
generalized entropy optimization methods is that these methods are derived from
this is because distributions are more flexible than other statistical distributions. In
order to demonstrate the performance of the new method developed, its application
was carried out on three real data sets and the results obtained by the simulation

study were supported.

Keywords: Stochastic differential equation, Euler-Maruyama, Stochastic process,

Generalized entropy optimization methods.
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1. GIRIS

Stokastik diferansiyel denklem (SDD), terimlerinin bir veya daha fazlasinin
stokastik siire¢ oldugu bir diferansiyel denklemdir, bu yiizden de kendi kendini sto-
kastik siire¢ olan bir ¢oziimle sonuclandirmaktadir. Diferansiyel denklemlere ras-
sal elemanlarin eklenmesi ile de stokastik diferansiyel denklemler olugturulmakta-
dir. Ayrica, stokastik diferansiyel denklemler ile Fokker-Planck-Kolmogorov (FPK)
denklemi arasinda bir iligki bulunmaktadir. Ciinkii stokastik diferansiyel denklemin
¢Oziimii bir stokastik siirectir. FPK denkleminin ¢6ziimii ise ilgili stokastik siirecin
olasilik yogunluk fonksiyonudur.

Her bir uygun baslangic kosulu i¢in benzersiz bir ¢oziime sahip olan adi dife-
ransiyel denklemlerdeki gibi deterministik modellerin aksine, SDD modelleri siirekli-
zaman stokastik siirecleri olan ¢oziimlere sahip olmasindan dolay1 literatiirde bircok
uygulama ve arastirma alanlarn icin standart modeller haline gelmistir. Ozellikle,
SDD modelleri; fizik, kimya, biyoloji, finans matematigi, ekonomi, aktiierya bilim-
leri, miihendislik, popiilasyon dinamikleri, vb. dahil olmak iizere bircok karmasik
ve dinamik sistemleri modellemek icin oldukca popiiler modellerdir. Ciinkii, bu kar-
magsik ve dinamik sistemlerin pek cogunda rassallik bulunmaktadir. Bu sebeple, s6z
konusu disiplinlerde ortaya cikan karmasik ve dinamik sistemlerin modellenmeleri
icin gerekli olan matematiksel ara¢ stokastik diferansiyel denklemlerdir.

Adi diferensiyel denklemlerde analitik ¢oziimii bulmak oldukc¢a zordur. Sto-
kastik diferansiyel denklemler icin ¢6ziimii bulmak ise rassallik icermesinden dolay1
cok daha zordur. Bu zorlugu gidermek i¢in niimerik ¢6ziim yontemleri ilgi alani
haline gelmigtir. Buradan yola ¢ikarak, diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiine yonelik
genel bir yontem iiretmek icin kullanilan maksimum entropi yontemi son zamanlarda
istatistiksel mekanigin icinde meydana gelen stokastik diferansiyel denklemlerin ¢o-
ziimlerine yaklagmak i¢in de kullamilmaktadir. Ciinkii, maksimum entropi yontemi
sadece mevcut bilgileri kullanarak olasihik dagilimlarinin acik bir sekilde elde edilme-
sine olanak saglayan en etkili yontemlerden biridir. Shannon’un bilgi teorisi (Shan-
non, 1948) baglaminda geligtirdigi bu gii¢lii yontem, rassal degiskenle ilgili verilerin
kismen ya da hi¢ mevcut olmadig1 bircok durumda son derece yararhdair.

Hick ve Stevens (1987)’de maksimum entropi yonteminin, Fokker-Planck denk-



lemi gibi dagitim fonksiyonlarinin zaman evrimini yoneten kismi diferansiyel denk-
lemlerin yaklagik ¢oziimlerini bulmak i¢in uygulanabilir oldugunu gostermislerdir.
Ayrica, Jaynes (1957)’in difiizyon benzeri ve Fokker-Planck denklemlerine yaklagik
¢Oziim bulma yéntemini incelemislerdir.

Baker-Jarvis vd. (1989)’da maksimum entropi yénteminin Fokker-Planck denk-
lemleri i¢in uygun oldugu {izerine caligmiglardir.

Jumarie (1990)’da Fokker-Planck denkleminin zamana bagh katsayilar ile dura-
gan olmayan ¢Ozlimlerini belirlemek i¢in maksimum entropi yontemi ile bir yaklagim
onermiglerdir. Bu yontemin ¢oziimii, Fokker-Planck denklemlerinin 6geleri acisindan
dogrudan tanimlandigi i¢in seri acilimlar ve 6z fonksiyonlar araciligiyla fiziksel olarak
daha anlamli olan kompakt bir form saglamigtir.

Sobcezyk ve Trebicki (1990)’da maksimum entropi prensibinin dogrusal ve dog-
rusal olmayan stokastik diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin olasilik dagilimlarinin
vaklagik karakterizasyonunda kullanilabilir oldugunu gostermislerdir.

Langtangen (1991)’de bir Markov iglemi ile sabit dogrusal olmayan rassal tit-
regimlere iligkin modelin ¢oziimiiniin olasilik yogunluk fonsiyonunu Fokker-Planck
denklemi yardimiyla bulunabilir oldugunu gostermistir. Bu olasilik yogunluk fonksi-
yonun elde edilmesi i¢in genel bir sayisal ¢oziim yontemi olarak yaklagik doniigtimler
veya maksimum entropi dagilimlart yontemini kullanmigtir. Bagka bir ifadeyle bu
calismada Fokker-Planck denklemlerini sayisal olarak ¢ozmeyi amaclamigtar.

Sobczyk ve Trebicki (1993)’de maksimum entropi prensibinin stokastik dife-
ransiyel denklemleri ¢cézmek icin giiclii bir arac oldugunu gostermislerdir. Ozellikle,
It6 formiiliiniin olugturdugu moment denklemleri ile baglantili olarak kullanimi ile
geleneksel yontemlerin uygulanamadigi bazi durumlarda olasilik yogunluk fonksiyo-
nunun dogru tahmin edilmesini saglamiglardir.

Trebicki ve Sobczyk (1996)’da stokastik sistemlerin ¢oziimlerinin duragan ol-
mayan olasilik dagilimlarimi karakterize etmek icin maksimum entropi yaklagimin
kullanmslardir. Istatistik, giivenilirlik ve tahmin gibi bircok alanda bagariyla uygu-
lanan maksimum entropi yontemini stokastik diferansiyel denklemlerin ¢oziim siire-
cinin olasilik dagilhimini belirlemede kullanilabilecegini géstermislerdir.

Plastino vd. (1997)’de Jaynes (1957)’in tekniklerini Fokker-Planck denklemini

onemli bir astrofiziksel problem i¢in kozmik 1g1n tagima denklemine uygulamiglar ve



bir yaklagim elde etmislerdir.

Sobzyk ve Trebicki (1999)’da, stokastik nonlineer sistemlerin olasilik dagilim-
lariin karakterizasyonunu tahmin etmek icin olasi yaklasimlar énermiglerdir. Bu
tiir sistemlerin temel Ozelliklerinin tanimlanmasindan baslayarak olasilik dagilimla-
rinin degerlendirilmesinde en dikkate deger olan maksimum entropi yontemine vurgu
yapmiglardir. S6z konusu bu yontemin uygun bir sekilde genellegtirildiginde karma-
sik stokastik sistemlerin ¢oziimiin (veya yanitin) istatistiksel denklemlerde yer alan
bilgileri kullanarak basarili bir gekilde ¢o6ziim elde edilebilecegini goéstermisglerdir.

El-Wakil vd. (2001)’de degigken katsayilarla tek boyutlu Fokker-Planck denk-
leminin tam ¢oziimiinii bulmak i¢cin maksimum entropi yaklagimimi kullanmiglardir.
Bununla birlikte, genellegtirilmis Fokker-Planck denkleminin olasilik yogunlugunun
kesin ¢ozlimleri maksimum entropi yaklagimi ile elde etmisglerdir. Yaklagik ¢oziim-
lere ek olarak, Fokker-Planck denkleminde maksimum entropi yaklagimini kullana-
rak degisken katsayilarla Fokker-Planck denkleminin kesin ¢6ziimlerinin bulunmasi
amaclanmigtir. Cilinkii, maksimum entropi teknigi genel bir veri azligi veya benzersiz
olmayan ¢oziimlerin oldugu sistemlerde ¢oziimlerin yaklagimi icin ¢ok kullanighdir.

Soize (2008)’de maksimum entropi prensibini kullanarak vektor degerli bir ras-
sal degigkenin olasilik dagilimini elde etmistir ve Itd stokastik diferansiyel denkle-
minin duragan ¢ozlimiiniin olugturulmasinda bu olasilik dagiliminin kullanilabilir
oldugunu ii¢ farkh sekilde gostermigtir.

Koverda ve Skokov (2012)’de bir rassal siire¢ iizerinde deterministik bir etki
altinda ortaya ¢ikan karmasik stokastik siireclerin duraganhgini aragtirmak igin mak-
simum entropi yonteminin kullanimini géstermiglerdir.

Zhang vd. (2014)’de stokastik diferansiyel denklemler i¢in minimum ¢apraz
entropi yontemini incelemigler ve s6z konusu yaklagim ile iistel olarak egimli olasi-
lik dagilimlarinin elde edilmesinde minimum c¢apraz entropi yonteminin de iglevsel
oldugunu gostermigtir.

Opper (2017)’de stokastik diferansiyel denklemler tarafindan agiklanan iki sto-
kastik islem icin Kullback-Leibler entropi 6l¢iimiine dayali nispi entropi oranini tah-
min etme problemini incelemigtir.

Vasconcelos vd. (2017)’de yeni bir yaklagim olan H-teori ile elde edilen maksi-

mum entropi prensibini kullanarak stokastik diferansiyel denklem ¢oziimlerinin ol-



silik dagilimina bir yaklagim onermiglerdir ve 0zellikle parametrik belirsizlige sahip
stokastik diferansiyel denklemler ile ilgilenmiglerdir.

Deshpande ve Bhattacharya (2020)’de stokastik diferansiyel denklemin ¢ozii-
miine polinom kaos acilimlarina benzer maksimum entropi temel fonksiyonlarini kul-
lanarak bir yaklagim geligtirmiglerdir. Maksimum entropi temel fonksiyonlarini bilgi-
teorik entropinin maksimize edilmesiyle mevcut verilerden elde etmisler ve mevcut
yontemlerle karsilagtirmiglardir.

Su ana kadar verilmis olan literatiirdeki caligmalar maksimum entropi yon-
temi ve daha az sayida olan minimum capraz entropi yontemi kullanarak stokastik
diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinii bulma {izerine olan caligmalardir. Bu tez calis-
masinin temel konusu olan stokastik diferansiyel denklemin ¢oziimii olan stokastik
siirecin yaklagik olasilik yogunluk fonksiyonun bulunmasi genellegtirilmis entropi op-
timizasyon yontemleri kullanilarak literatiirde ilk kez bu calismada yapilmigtir ve
gelistirilen yeni yontem teorik olarak da ispatlanmistir. Bu sebeple, gelistirilen yeni
yontemin etkin ve uygulanabilir olmasindan dolay1 literatiirde yapilan ¢aligmalara
farkli bir bakis agis1 kazandirmasi beklenmektedir.

Tez calismas: alt1 béliimden olugsmaktadir ve birinci béliim olan giris bolii-
miinde literatiir taramasina yer verilmigtir.

Caligmanin ikinci béliimiinde tez caligmasinin alt yapisini olugturan gerekli
matematiksel on bilgiler ifade edilmigtir ve [t6 stokastik diferansiyel denkleminin
tanimina yer verilmistir. 1td6 stokastik diferansiyel denklemler icin varlik-teklik te-
oremi literatiirde var olan yontemlerden farkli olarak ilk defa Banach sabit nokta
prensibinin bir genellestirilmesi ile ispatlanmigtir. Sonrasinda 1t6 stokastik diferan-
sivel denklem ile Fokker-Planck-Kolmogorov arasindaki iligki ayrintili bir sekilde
verilmigtir. [t0 stokastik diferansiyel denkleminde yer alan Wiener siireci bir stokas-
tik siiregtir. Bu siirecin varsayimlarinin nasil saglanacagina iligkin sinamalara da yer
verilmigtir. Stokastik diferansiyel denklemlerin somut bir probleme uygulanabilmesi
icin parametrelerinin tahmin edilmesi gerekmektedir. Bu amacla, en cok olabilir-
lik yontemi ile stokastik diferansiyel denklemlerin parametre tahmini yapilmigtir.
Hgilenilen veri setine Onerilen stokastik diferansiyel denklem modelinin uygun olup
olamdiginin belirlenmesi gerekmektedir. Bu sebeple, stokastik diferansiyel denklem-

ler icin literatiirde 6zel olarak geligtirilmis olan Ki-Kare uyum iyiligi testi ayrintih



bir sekilde ifade edilmistir. Bu boliimde son olarak Itd stokastik diferansiyel denk-
lemlerin niimerik ¢6ziim yontemlerinden birisi olan Euler-Maruyama yontemine yer
verilmistir.

Uciincii boliimde maksimum entropi, minimum capraz entropi yéntemlerinin
kesikli ve siirekli rassal degiskenler i¢in elde edilme yontemleri ifade edilmis ve ge-
nellestirilmis entropi optimizasyon yontemleri ile elde edilen genellegtirilmis MaxEnt
dagilimlar ve genellegtirilmis MinxEnt dagilimlarina yer verilmistir.

Doérdiincii boliimde ise, calismanin temelini olusturan stokastik diferansiyel
denklemin ¢6z{imiiniin yaklagik olasilik yogunluk fonksiyonun elde edilmesine iligkin
yeni bir yontem geligtirilmistir ve s6z konusu yeni yontem bir teorem yardimiyla da
ispatlanmigtar.

Beginci béliimde ise bir 6nceki boliimde geligtirilen yeni yontemin performan-
sim gostermek icin simiilasyon caligmasi ve farkh ii¢ gercek veri seti lizerinde uygu-
lamalar yapilmistir.

Son boliimde ise tez caligmasinda elde edilen bulgular degerlendirilmig ve so-

nuclar tartigilmigtir.



2. STOKASTIK DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Stokastik diferansiyel denklemler konusu istatistik ve olasilik teorisine dayanan
genig capli bir alandir. Coziimleri stokastik siire¢ olan stokastik diferansiyel denk-
lemler olasilik uzay1 iizerinde tanmimlandigindan bu béliimde olasilikla ilgili kavram-
lar, stokastik siireclerle ilgili nemli tanim ve 6zelliklerden bahsedilmigtir. Stokastik
diferansiyel denklemlerin ¢oziimiiniin var ve tek olduguna iligkin Ito stokastik dife-
ransiyel denklemler i¢in varlik-teklik teoremi farkli bir yontem olan Banach sabit
nokta prensibinin bir genellegtirilmesi yardimiyla literatiirde var olan yontemlerden
farkh bir gekilde ispat1 yapilmigtir. Sonrasinda, SDD ile FPK arasindaki iligki ay-
rintili bir gekilde verilmigtir. SDD’lerde yer alan Wiener siirecinin varsayimlarinin
sinanmasi istatistiksel testler ile gosterilmigtir. Stokastik diferansiyel denklemlerin
cOziimiiniin varlik-tekligi ve Wiener siirecinin varsayimlarinin saglanmasindan sonra
SDD’lerin somut bir probleme uygulanabilmesi i¢in parametrelerinin tahmin edil-
mesi gerekmektedir. Bu amagcla, en ¢ok olabilirlik yontemi ile stokastik diferansiyel
denklemlerin parametre tahmini yapilmigtir. SDD modeline karar verildikten sonra
onerilen modelin veri setine uyumlu olup olmadig: stokastik diferansiyel denklemler
icin literatiirde 6zel olarak gelistirilmis olan Ki-Kare uyum iyiligi testi yardimiyla
gosterilmigtir. Son olarak da, It stokastik diferansiyel denklemlerin niimerik ¢éziimii

icin Euler-Maruyama yontemi ayrintili bir gsekilde verilmigtir.

Tanm 2.1. Q elementer sonuclar uzayr, kompleks kosullarin sabit tutuldugu ortamda
sonsuza kadar devam ettirilebilir gozlemler sonucu bas giosterebilecek tim olaylarin
olusturdugu bir kiime ve B’°de Q’nin alt kiimelerinden olusan bir kiimeler sistemi
olsun. Eger P fonksiyonu B ’de tanmly gercel degerli bir fonksiyon ise P bir kiime
fonksiyonudur. Her A € B i¢in P(A) > 0 oluyorsa P negatif olmayan bir kime
fonksiyonudur.

Bir Q kiimesinin alt kimelerinden olusan B kiimeler sistemi i¢in
1. o €8,
2. Ae B iken A°= (2 — A) € B,

8. i=1,2,...i¢in A; € B iken |2, A €B



ozelliklerini saglorsa B bir o-cebirdir. B bir o-cebri ve P’de *B dzerinde tanimls

bir kiime fonksiyonu olsun. P kiime fonksiyonu
1. YA € B i¢in P(A) >0,
2. P(Q) =1,

3. Ap,n € N ler Bdeki ayrik (Ax NA; =@,k # j) olaylarin bir dizisi olmak

lzere,

P ([jAn> -SSP

n=1

ozelliklerini saglhyorsa, P kiime fonksiyonuna bir olasilik ol¢iisii denir. Bu durumda,

(Q,B, P) dglistine bir olasilik uzays denir (Samilov, 2014).

Tanm 2.2. (Q,B, P) bir olasilik uzayr ve X : Q — R olsun. Ejer x € R i¢in
XY(—o00,x]) kiimesi B sistemi iginde yani {w € Q : X(w) < x} ise X bir rassal
degiskendir.

{w e Q: X(w) < z} € B ozelligi X rassal degiskeninin él¢ilebilirligini
ifade etmekledir. Bu ézellik sayesinde Yz € R igin bir fonksiyon yani Fx(x) =
P(X < z) fonksiyonu tanimlanabilir. Buna rassal degiskeninin dagilim fonksiyonu

denir (Samilov, 2014).

Tanm 2.3. ) elementer sonucglar uzayr sonlu veya sonsuz sayilabilir elemanlardan
olustugunda X rassal deqiskeninin dagilim fonksiyonu parcalr sabit azalmayan bir
fonksiyonu ise X ’e kesikli rassal degisken denir. Kesikli rassal degisken sayilabilir
sayrda degerlere sahiptir. Kesikli rassal degiskenin hemen hemen her yerde tirevi

0’a esittir (Samilov, 2014).

Tanm 2.4. X rassal degiskeninin dagiim fonksiyonu F(x) siirekli diferansiyellebilir
fonksiyon ise, bir baska ifadeyle F'(x) = f(x) kosulunu saglayan f(x) yogunluk
fonksiyonu stirekli bir fonksiyon ise X rassal degiskenine siirekli rassal degisken denir

(Samilov, 2014).

Tanm 2.5. X sirekli rassal degiskeni (0,8, P) olasilik uzayinda taniml olsun. X

rassal degiskeninin degerler kiimesi Dx ve dagilim fonksiyonu F(x) olsun. Vx € Dy
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olmak tizere, X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

. Pa<X<z+ Az
fx () :Al,}crgo ( Ax !

veya

f(x) 7 > F'min tirevienebildigi yerlerde
€Tr) =
0 , diger yerlerde

seklinde tanymlanir. Olasihik yogqunluk fonksiyonunun 6zellikleri asagida verimistir:
1. fx(z) =0
2. [7 [x(x)dz =1
3. P(xy < X <wg) = [ fx(x)dr = Fx (v2) — Fx (21)
4. Fx(z) = P(X <) = [ fx(s)ds (Samilov, 2014).

Tanm 2.6. y = f(z) fonksiyonu (o, o) olgilebilir olsun. Eger o, ve o, Borel
sistemleri ise y = f(x) fonksiyonuna Borel fonksiyonu denir. Bagka bir ifadeyle,
y = f(x) fonksiyonu verildiinde VA € o, Borel kiimesiyken onun ters gorintisi
f7YHA) € a, de Borel kiimesi oluyor ise y = f(x) fonksiyonuna Borel fonksiyonu
denir (Samilov, 2007).

Tanm 2.7. (2,8, P) olasilik uzayr tzerinde tanimlanmas rassal degiskenlerin bir

koleksiyonuna bir stokastik siire¢c denir ve
(X, teT)=(Xy(w),t € T,weN)

seklinde yazlir. Burada T ’ye parametre kiimesi denir. t € T, w € Q olmak tizere
X(t,w) stokastik sireci iki degiskenli reel degerli bir fonksiyondur. Ayrica, stokastik
stireg (2,8, P) olasilik uzays tzerinde tanimly rassal degiskenler kiimesi olarak da
tanimlanmaktador.

T genelde zaman olarak yorumlanan parametre kimesidir. T' kiimesi tanimdak:
gibi soyut bir parametre kiimesi iken genellikle literatirde T C R olarak alinwr ve bu

tez calismasinda T C R olarak alinmastir. Stokastik stirecler parametre kiimesi T ye



ve rassal degiskenlerin durumlarinag gore siniflandirilmaktadir. Parametre kiimesi,
eger sayilabilir bir kiime ise o zaman stokastik stirece kesikli zamanly stokastik siirec,
eger bir araliksa yani (T = (a,b),T = [a,b],...) ise 0 zaman stokastik siirece siirekli
zamanly stokastik stire¢ denir. Bir baska ifade ile Vt € T i¢in X; rassal degiskenlert
strekli rassal degiskenler ise o zaman stokastik strece strekli, eger ¥Vt € T i¢in X,
rassal degiskenleri kesikli rassal degiskenler ise stirece kesikli stokastik stre¢ denir

(Bozdag, 2015). Stokastik stirece iki bakis acist vardur:

1. Sabitlenmis bir t € T' zamamu i¢in X (t,-) : (2,8, P) — R dl¢ilebilir bir fonk-
styondur, bu da X (t,-) 'nan bir rassal degisken oldugunu gdsterir. Dolaysiyla

{Xe(w)}er kimesine t parametresine bagl rassal degiskenlerin ailesi olarak

bakilabilir.

2. Eger bir w € Q sabitlenirse bu durumda X (-,w) : T — R zamann bir fonksi-
yonu olur. Bu durumda X,(w),t degiskenli bir fonksiyon olur. Bu fonksiyona
sabit bir w icin stokastik surecin yoringesi, ornek yolu veya gerceklesmesi de-
nir. Calismanin geri kalan kisminda bu fonksiyon i¢in yoringe terimi kulla-

milmastir (Ozel Kadilar, 2020).
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Sekil 2.1. Bir stokastik siirecin bes farkl w dederine karsilik gelen érneklem fonksiyonlar
(Mikosch, 1998)

Tanm 2.8. (2,8, P) olasilik uzayinda tanvmlanan t > 0 olmak izere bir W (t,w) :
[0,00] x Q — R stokastik stireci asagidaki kosullar: saglayan bir Brownian hareketi
ya da Wiener sirecidir. {Wy,t > 0} bicimindeki bir Wiener sireci asagida verilen

ozelliklers tagir:

1. Wy = 0’dwr. Baska bir ifadeyle, stire¢ sifir zamaninda sifir pozisyonundan bas-

lar.
2. Wy, t’nin stirekli bir fonksiyonudur.

3. 0 <ty <ty igin verilen W(ty) — W (t1) artuma, 0 beklenen degerli to — t, var-
yansl normal dagilima, yani W (te)—W (t1) ~ N(0,ta—t1) = /ta — t;N(0,1) 'ne
denktir.

4. 0 <ty <tg < ...<tyigin Wy, —Wo, Wy, =Wy, ..., Wy, — W, _, artimlar

duragandar.

5. AWy, t > 0} stireci bagimsiz artmaly strectir. Bagka bir deyisle, 0 < t; < ty <
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<ty igin Wy — Wy, Wy, =Wy, .o Wy, — Wy artemlar bagimsiz rassal
degiskenlerdir (Ozel Kadilar, 2020).

Tanm 2.9. Bir deneyin tekrarlanan denemelerinin bir dizisinde herhangi bir adim-
daki sonug en fazla bir onceki advmda bulunan sonuca bagly olup daha onceki herhangi
bir sonuca bagh degildir. Boyle bir diziye Markov zinciri ya da Markov stireci denir.

Bir Markov stokastik siire¢ N (p, o) bigiminde gdsterilen ortalamasi p, standart
sapmast o olan normal dagilima sahiptir. Markov é6zelligi tasiyan ve (0,1) dagilimina
sahip olan bir degisken, Wiener siireci izler. Wiener streci; Markov stokastik stire-

cinin é6zel bir durumudur (Tirkseven, 2015).

Tanm 2.10. {X;,t € T} strecinin bir beyaz giirilti sireci olabilmesi i¢in asagidaki
kosullar: saglamasi gerekmektedir:

i. Hert € T i¢in, E(X;) = 0 olmalidir.

i. Her t € T i¢in, Var (X;) = 0 < oo olmalidar.

iii. Hert € T,7 > 0 igin, Cov (X;, X;—,) = 0 olmaldir (Ozel Kadilar, 2020).

Tanm 2.11. z,y,z... elemanlarindan olusan bir M kiimesi ele alinsin. Eger M
kiimesinde bir metrik tanmlanmissa, bir baska ifade ile ki nokta arasinda mesafe
kavrama tanmlanmissa M kiimesine metrik kiime denir. x,y € M iken bu iki nokta
arasindaki mesafe p(x,vy) ile gosterilsin. p(x,y) fonksiyonu Yx,y c¢iftine karsin bir
sayr ifade eder. p(x,y) fonksiyonu,

i.  plx,y) >0,p(z,y) =0 x =y (Poztiflik dzelligi)

ii.  p(z,y) = ply,x) (Simetriklik 6zelligi)

ii.  z,y,2 € M icin p(z,y) < p(z,2) + p(z,y) (Ucgen ézelligi)

ozelliklerine sahip ise p(x,y) fonksiyonuna metrik denir. M metrik kiimesinde dizi

limiti kavrams tanmlanmas ise bu kimeye metrik uzay denir (Samilov, 2012).

Tanm 2.12. {z,} ~,,x, € M dizisi verildiginde Ve > 0 sayisina gore IN(g) var
kin > Nwvem = 1,2,3,...i¢in p(Tpim, Tn) < € esitsizligi saglamr ise {x,}

dizisine Cauchy dizisi denir (Samilov, 2012).

Tanm 2.13. M metrik uzayinda her bir {x,} ~ Cauchy dizisi yakinsak ise ya da

p(zn, ) = 0,2 € M ise, M metrik uzayina tam metrik uzay denir (Samilov, 2012).
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Tanm 2.14. M metrik uzaynan her bir x elemanine baska bir N uzayinan tek bir
Ax elemanina atayan A kuralina M metrik uzayinda tansml A operatéri denir

(Samilov, 2012).

Tanm 2.15. A operatori M uzayinda islem yapan bir operatir ve Va,y € M i¢in
p(Azx, Ay) < ap(z,y),0 < a < 1 ise ya da x ve y noktalarinin gorintileri arasindaki
mesafe x ve y arasindaki mesafeden kiicik ise A operatirine sikan operatér denir

(Samilov, 2012).

Tanm 2.16. Her bir x elemaninin normu denildiginde x € M olmakla ||z|| anlagilar.
|||, Y& igin bir sayr tanwmlar ve asagidaki ozellikleri saglar:

i. x|l =0,|z]|=0<2=0

i e +yl <zl + 1yl

iii. || Ax|| = [M||x]| (Samilov, 2012).

Tanm 2.17. Ve > 0 sayisina gire AN () var kin,m > N olmak tzere | X, — Xy, || sp

e esitsizligi saglanwyorsa {X,,} - | dizisine Cauchy dizisi denir (Samilov, 2012).

Tanm 2.18. Sgy, Sade rassal degiskenlerin kiimesi, Hry de rassal degiskenlerin

Hilbert uzayr olsun. (X,Y) € Sgy, i¢ carpim

i=1 j=1 i=1 j=1

Sade rassal degiskenlerin i¢ carpime tam degildir. Ancak, Hilbert uzay: ile tamamla-
nabilir. Bu durumda, {x,} ~, dizisi- Hgy 'de tanml rassal degiskenler dizisi olsun.
Ve > 0 olmakla IN () var kin,m > N iken ||| X||, — || X||m|py < € esitsizligi sagla-
nir. Bu durumda, Hgy tamdur ve n — oo ike. | X, — X|| 5, — 0 olur. Buradan da,
Srv; Hry 'de siktir denir.

Ozetle, (X,Y) = E(XY), Hilbert uzay i¢in norm || X| gy = (]:7(|X\2))1/2
seklinde tanmlanir (Allen, 2007).
Tanm 2.19. f(t,w) = vaz_ol [ (ti,w) basamakly fonksiyonu verilmis olsun. Stokastik
stireglerin Hilbert wzayr normu || fllsp = (f, f)V? = (fOT E|f(t)|2dt> v seklinde
tanmlanmas metrik uzaydur (Allen, 2007).
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Tanm 2.20. f : [a,b] — R,g : [a,0] — R iki fonksiyon ve ¥t € [a,b] i¢in
lf(®)],]g(t)] < oo olsun. [a,b] araliginda keyfi Tz = a = tg < t; < ... <ty = b

par¢alanisy olsun ve ||T|| = max;—12. N |t; — ti—1| olarak tanmlansin. (; € [ti—1,t;]

77777

keyfi nokta olmak tizere

toplamina T i¢in Riemann-Stieltijes toplam denir. Ejer n — oo iken ve ||7|| —
0 iken S; toplam bir saywya yakinswyor ise o zaman bu sayya f fonksiyonunun g

fonksiyonuna gore Riemann-Stieltijes integrali denir ve

| rdste

ile gosterilir (Samilov, 2007).

Tanm 2.21. a < t < b olmak tzere stokastik streclerin Hibert uzayr Hgp, rassal

degiskenlerin Hilbert uzayr Hgy olmak tzere

stokastik integralleri siraswyla Hsp — Hpy ve Hgp — Hgp seklinde dontistimler-
dir. Cunki ilk integralin degert rassal degisken iken ikinci integralin degeri stokastik

stregtir. Hgp’da [0,T) araliginda verilen f fonksiyonunun normu

1 fllsp = (/:Ef(t)|2dt)

seklinde verilmastir. Stokastik integrallerin tanima gereqi f stokastik stireci asagidaki

1/2

¢ kosulu saglar:

1. f(a) € Hgy dir. Bu yiizden ky pozitif sabiti i¢in ||f(a)||%, = E|f(a)]* < k

esitsizligi gecerlidir.
2. th,tQ € [a, b] zgm Hf (tz) — f (tl)H;V =F ‘f (tQ) — f (t1)|2 S kz ‘tQ — t1’ ola-
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cak sekilde ko pozitif sabiti vardr.

3. a,b] araliginda f "nonanticipating” fonksiyondur, yani f’nin t amndaki du-

rumu daha sonraki durumlardan bagimsizdr.

Riemann-Stieltijes integralinin yaklasik degerinin Riemann toplami olmasy gibi sto-
kastik integralin yaklasik degeri de f € Hg,, a =1ty < t1 < ... <ty = b parca-
lanmasi, At = (b — a)/N adwm uzunlugu, © = 0,1,..., N i¢in t; = a + iAt olmak
lzere

J(f) = In(f) =) _ f(t:) At
seklindedir (Allen, 2007).

Tanm 2.22. a <t <b i¢cin

Kﬂ=ﬂﬁ@%j/f@MMW@M)

b
Hﬂ@ZIUWAﬁz/fﬁwMW@M)

wntegrallers Ito stokastik integrallerdir. Bu integraller siraswyla Hsp — Hpy ve Hsp —
Hgp seklinde dioniistimlerdir ve f stokastik siireci stokastik integrallerin ¢ kogu-
lunu da saglamaktadir. f € Hgp ve [ yukaridaki ti¢ sarte sagladigy varsayilirsa

fab f(s)dW (s) Ito stokastik integrali sl(-w) =a+1i(E2) olmak iizere

m

seklinde tanimlanir ve Hgy 'de yakinsaktir. f,g € Hgp ve ¢ sabit olmak tizere Ito
stokastik integrallerinin bazi ozelliklert asagida verimistir:

i I(f+9)=1(f)+1(g)

it.  I(cf) =cl(f)

ii. E(f)=0

. B> = [TE|f(t)]2dt (Allen, 2007).
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2.1. It6 Stokastik Diferansiyel Denkleminin Tanimi

Stokastik diferansiyel denklemler integralleyici siirece ve rassalligin kaynagina
gore [to6 ve Stratonovich olmak iizere iki alt denklem sinifina ayirilmaktadir. Bu tez
caligmasinda rassalligin hem baglangic degere hem de adi diferansiyel denkleme ek-
lenen Wiener siirecinden kaynaklandigi 1t6 stokastik diferansiyel denklemleri konusu
ele alinmigtir. Bu boéliimde adi diferansiyel denklemden yola ¢ikarak bir It6 stokastik
diferansiyel denklemin nasil elde edildigi ayrintili bir gekilde verilmigtir.

Bir adi diferansiyel denklem (ADD),

dx(t)
dt

= f(t,x), dx(t)= f(t,x)dt (2.1)
baslangic kogullar1 2(0) = xo olmakla integral formunda yazlabilirse
t
x(t) = xo +/ f(s,z(s))ds
0

elde edilir. Burada, z(t) = x (¢, zo, to) esitligi = (ty) = xo baglangi¢ kogullar ile (2.1)

adi diferansiyel denkleminin ¢oziimiidiir. Bir 6rnek vermek gerekirse

=a(t)z(t), x(0) =g (2.2)

(2.2) adi diferansiyel denkleminde a(¢)’nin deterministik bir parametre degil, sto-
kastik bir parametre oldugu varsayilirsa, stokastik diferansiyel denklem elde edilir.

Stokastik parametresi a(t) su sekilde verilir:

a(t) = f(t) + h(t)&(t)

burada £(t) beyaz giiriiltii siirecidir. Yani, rassallik sadece baglangi¢ sartindan de-
gil, ayn1 zamanda Olgiimlerdeki hatalardan ve belirsizliklerden de kaynaklanabilir.

Buradan yola ¢ikarak,
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elde edilir. (2.3) denklemi diferansiyel denklem formunda yazilirsa
dX(t) = f(t)X(t)dt + h(t) X (t)dW (1)

olur, burada dW (t) = £(t)dt Wiener siirecidir.

[0, T] arahginda tanimlanmig Itd stokastik diferansiyel denklemi,

dX (t,w) = f(t, X(t,w))dt + g(t, X (t,w))dW (t,w) (2.4)
X(0,w) = Xp(w) (2.5)

seklinde tammmlanir. Burada, 0 < ¢ < T i¢in X (0,w) = Xy € Hgy baglangic koguluna
sahiptir. (2.4) denkleminin ¢6ziimii bir stokastik siirectir ve ¢ zamanin her bir aninda
X(t,w) bir rassal degisken ifade etmektedir. Ayrica, fcd dW(s) = W(d) — W(c) ~
N(0,d — ¢) olan Wiener siirecleridir ve stokastik diferensiyel denklemlerde rassalligi
saglayan ifadedir.

f fonksiyonu siiriiklenme katsayisi ve f(¢, X (¢,w)) € R, g fonksiyonu ise difiiz-
yon katsayisi ve g(t, X (t,w)) € R'dir. f ve g "nonanticipating" fonksiyonlardir yani
f ve ¢g’'nin t anindaki durumu daha sonraki durumlardan bagimsizdir. Ayrica, k£ > 0

olmak iizere f ve g fonksiyonlar1 agagidaki kosullar1 saglar:

k1. ’f(t,l')_f(s,y)P Sk’t—5|+|l’—y|2, 5207 tha xnyR

k2. [f(t,2)]? <k (1+]z[*), 0<t<T, zeR

(2.4) Tto6 SDD denklemi It6 integrali formunda yazlirsa,

X(t,w):X(O,w)—i-/O f(s,X(s,w))ds—l—/O g(s, X (s,w))dW (s) (2.6)

seklinde elde edilmig olur. Burada ilk integral bilinen Riemann-Stieltijes integrali,

ikinci integral ise It6 integralidir (Allen, 2007).

2.2. Ito6 Stokastik Diferansiyel Denklemi igin Varlik-Teklik Teoremi

Ito stokastik diferansiyel denklemin bir probleme uygulanabilmesi icin &nce-

likle onun ¢oziimiiniin olup olmadigr aragtirlmalidir. Ozellikle de ¢oziimiin var ve
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tek olmasi adi diferansiyel denklemlerde de oldugu gibi énemli bir konudur. Ciinkii
eger somut bir problem ic¢in kurulan Tté stokastik diferansiyel denklem modelinin
¢Oziimii yok ise somut problem hakkinda hicbir bilgi edinilemez ve model kullanigsiz
olmaktadir. Bununla beraber eger bir somut problem i¢in kurulan [to stokastik di-
feransiyel denklemin ¢oziimii var ancak tek degil ise hangi ¢oziim iizerinden analizin
yapilacagr bilinemeyeceginden yine problem hakkinda g¢ikarsama yapmak oldukca
zordur ve model kullamlabilir olmaktadir. Ancak ¢oziimiin tekligi saglanmadigi icin
yeni bir problemle karsi karsiya kalinmaktadir. Bu problemin ¢oziimii icin literatiirde
pek ¢ok galigma bulunmaktadir (Allen, 2007; Evans, 2013; Braumann, 2019). Fakat,
bu tez caligmasinda verilen bir probleme uygun [t6 stokastik diferansiyel denklem
modeli kurulduktan sonra stokastik diferansiyel denklemin ¢oziimiiniin var ve tek
oldugu literatiirden farkl olarak ilk defa Banach sabit nokta prensibinin genellegti-
rilmesi teoremi yardimiyla teorik olarak ispatlanmigtir. Bu béliimde sirasiyla Banach
Teoremi ve Banach sabit nokta teoreminin genellestirilmesi yardime: teoremleri ve-
rildikten sonra It6 stokastik diferansiyel denklemin ¢oziimiiniin var ve tek olduguna
iligkin teorem ve ispatina yer verilmigtir.

Teorem 2.1. A operatiri tam metrik M uzayinda islem yapan ve Vx,y € M icin,
p(Az, Ay) < ap(z,y), 0<a<l

esitsizligini saglayan bir sikan operatdr ise, A operatérinin M metrik uzaymda tek

bir tane sabit noktasy vardwr. Bir baska ifade ile,
Ax ==
denkleminin tek ¢ozimi vardir ve bu ¢ozim,
xn=Ax,1, n=1223,...

olmak tzere {x,}, | dizisinin limiti olarak bulunur. Ayrica {x,},, dizisinin limiti
o € M baglangic noktasina bagl degildir. {x,} ", dizisinin bu sekilde kurulma
yontemine ardisik yaklagimlar yontemsi denir (Banach, 1922).

Teorem 2.2.Tam metrik M uzayinda islem yapan A opertorinin m. kuvveti sikan
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1se, bir baska ifadeyle
Va,y € M igin, p(A™z, A™y) < ap(z,y), 0<a<l1

esitsizligi saglanwyor ise A operatorinin M uzayinda tek bir sabit noktasy vardar.
Baska bir ifadeyle, A operatorinin kendisi stkan degilse ancak m. derecesi sikan
operator ise bu durumda, A operatdrinin sabit noktasr onun m. derecesinin de sabit
noktasidur (Cirié, 1974).

Yukarida verilen teoremler yardimiyla simdi verilen bir It6 stokastik diferansi-
yel denklemin bir probleme uygulanabilmesi icin oncelikle onun ¢oziimiiniin var ve
tek oldugunu gosteren teorem ve ispatina gecilebilir.

Teorem 2.3. It6 stokastik diferansiyel denkleminin k1 ve k2 kosullar: altinda Hgp de
tek bir ¢ozimi vardir. Bagka bir ifadeyle, (2.4) denkleminin k1 ve k2 kosullar: altinda

¢6zimi var ve bu ¢ézim tektir.

Kamit. Once (2.4) Ttd stokastik diferansiyel denkleminin integral formuna uygun A

operatorii

(Ap)(t) = Xo + / F(s,0(s))ds + / 9(s, (3))dW (s) 2.7)

seklinde tamimlansin. Burada, A: Hsp — Hgp ve ¢ € Hgp iken Ap € Hgp olur. k1
ve k2 kogullart dogrultusunda f ve g piiriizsiiz ve siirekli fonksiyon, ¢(s) rassal de-
gisken, f(s,y) ve g(s,y) Borel fonksiyon, f ve g Borel fonksiyon oldugu i¢in sirasiyla
F(s,9(5)) ve g(s,¢(s))de Borel fonksiyon, [; f( ))ds ve [; g(s,p(s))dW (s) in-

tegralleri de rassal degigskendir. Simdi A operatoriiniin dereceleri tanimlansin:

(A9 =X+ [ fls.pleds+ [ oo, ()
(AB)() = Xo + / o btsds + [ glo. vV ()
(A20)(1) = A(A

(A%g)() = Xo + / P, (Ag)()ds + [ gls, (Ag)(s))dV(5)

(A%)(t) = Xo + / P, (Ap) () ds + [ gls, (A)(s))dW (s)

18



olur. Buradan,

(AQ)(t) — (Ap)(1)] < / | F(s,0(s) — Fls.16(s)) | dst
+ / | 9(s, 0(s) — g(s,0(s)) | AW (s)

olur. Buradan,

EI(Ap)(O)(—Ap) (D) < 2B { [ 156650 = 65, (5Dl
+ [ lats.pto) —g(s,ws))\dms)}

E|(Ap)(t) = (Ay)(1)]* < 2 { (/O E|f(s,¢(s)) — f(s,@b(S))ldS) +
(2.8)

n (/otmg(s,w(s» - g(sw(S))'dW(s))Z}

elde edilir. (2.8) egitsizliginde matematiksel beklenti iceri dagitihrsa ve Cauchy-

Schwarz esitsizligi (Steele, 2004) ile Tt6 integralinin 4. 6zelligi dikkate alinirsa,

Blae-anor <2{ ([ 12ds / B (s, () s v Pds ) +

+(/ " Blg(s, ols)) — g5, ()P ) 2.9)

elde edilir. (2.9) esitsizliginde k1 kogulu dikkate alinirsa,

E|(Ap)(t) — (Ap)(t)|* < 2{25/0 k2 Elp(s) —¢(S)I2d8+/0 k2 Elp(s) —¢(S)I2d8}

t
< (2th + 2h) [ Blils) — (o) s
0
(2.10)
elde edilir. (2.10) esitsizliginde 2tky + 2ky = L olsun.

E|(Ap)(t) — (Ap)(t) < L / Blp(s) — $(s)"ds

E|(A%p)(t) — (A%)(1)]" < L? /0 /0 h Elp(s) — ¥(s)|*dsds,
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E|(A™g)(t) — (A () < L™ / / C / " Bl(s) — (s)Pdsds, . . dsps

n katl integralin parametreye bagh tek katl integrale déniistiiriilmesi y™ =

f(z) olsun.

YD) () — D) ( / £(s
D)~y (20) — o (o — ) = / / f(s)dsds,

e (z—2x
y(n—2)($)_y(n—2)(x0)(x_x0)_y(() b 0 // / f(s)dsdsidsy
(n=3) (1) — oy (=2) (0 _ ) (nﬂ)ﬂ
Y () = yo (x — o) — Yo 51 + f(s)dsdsldsz

° Zo Zo xo

A= {(s1,52) 1 xo < 51 < 59,390 < 5 < 51}
A ={(s1,82) 1 w0 < 5 < 89,5 < 51 < 859}

doniistimleri yapilsin. Bu durumda

/ﬂ: /zzl f(s)dsdsy = /3: ds /:2 f(s)ds; = /ﬂ: (52— ) f(s)ds

elde edilir.
A ={(s1,52) 129 <59 <19 < 5 < 59

A={(s1,82) 0 <s<z,s<sy <z}

doniigtimleri yapilsin. Bu durumda

/ / / 52— 8) f(s)dsds, = / I:Q(SZ—S) f(s)dsdsy =

elde edilir (Samilov, 2012). Buradan, n kath integral igin

L7 [ st = [
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elde edilmig olur (Samilov, 2012). Burada da n kath integralin parametreye bagh

tek kath integrale doniigtiiriilmesi yonteminden yararlanarak,

tmfl

E|(A™p)(t) — (A" (1) < L™ I /O Elp(s) — v(s)[*ds

(m—1

elde edilir. Buradan,

| Blaan - mera< [ et [ Bl - vl pas

A e R .
(A7), (A™) = (A7) (4™,
ple, ) = llo = Pllsp

mrrm

1/2
pame,amo) < (Fo0) 7 stow

LT ) 1/2

esitsizligi elde edilir.(T = aolsun. 0 < a < 1 ise,

o0 L 1/2
Z( m! )

m=1

dizisinin limitinin olup olmadig D’alembert testi (Knopp, 1956) ile incelendiginde

Lm+le,+1 1/2 1/2
. Um+1 . < (m~+1)! ) . LT
Y= lim —— = lim = lim [ —— =0
n—00 U, n—00 (Lme>1/2 m—oo \ M + 1

m!

olur. Bu durumda, > > (LW;LT!M)I/2 dizisi yakinsaktir. Yani, m — oo iken a =

(Lme ) 1/2

— < 1 egitsizligi saglanir. Bu ise A™ operatoriiniin sikan operatér oldugunu

gosterir. Sikan operatdr oldugu icin sabit bir noktasi vardir ve bu nokta tektir. Ba-
nach sabit nokta teoreminin genellegtirilmesinden, ¢y = A"y ise ¢o = Ay esitligi
gecerlidir. Yani, A operatoriiniin M uzayinda tek bir sabit noktasi vardir. Sonug
olarak, Banach sabit nokta prensibinin genellegtirilmesi kullanilarak I[to6 stokastik

diferansiyel denklemi icin varlik-teklik teoremi ispatlanmig olur. O

Literatiirde var olan stokastik diferansiyel denklemlerin varlik ve tekligine ilis-

kin teorik ispatlara bakildiginda genellikle varligin ispatlandigr tekligin ise kabul
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edildigi goriilmektedir (Allen, 2007; Evans, 2013; Panik, 2017). Bu tez ¢aliymasinda
ise; Banach sabit nokta prensibinin genellegtirilmesi yardimiyla yapilan varlik-teklik
ispatinin hem varlik ve tekligin ispatlanabilir oldugunu kisa bir gekilde elde edili-
sinden hemde uygulanabilir olmas1 acisindan s6z konusu ispatin literatiire farkl bir

bakis acis1 kazandirmasi beklenmektedir.

2.3. Fokker-Planck-Kolmogorov Denklemi ile It6 Stokastik Diferansiyel
Denklemi Arasindaki ili§ki

Stokastik diferansiyel denklemler ile Fokker-Planck-Kolmogorov denklemi ara-
sindaki iligki oldukg¢a 6nemlidir. Ciinkii bir stokastik diferansiyel denklemin ¢oéziimii
bir stokastik siirectir. FPK denkleminin ¢oziimii ise bu stokastik siirecin olasilik
yogunluk fonksiyonudur.

(2.4) Tt6 SDD modeli verilsin ve F' € C°(R) olsun. Burada, F' fonksiyonu
R’de tanimlanmig sonsuza kadar diferansiyellenebilir fonksiyon olup, u¢ noktalarda

kendisi ve tiirevleri sifira yaklagir.

F(t, X) = In(X (1)
OF 1 O°F 1

dr X oxz X2

olsun. Itd formilii

dF(t,X(t)) = (%_1; + f(t’X(t))w 4 %gQ(t,X(t))a ngzX(t)) d
gt x () 2R gy

(2.11)
seklindedir ( Kiyosi, 1951). Burada, F'(t, X) In(X (¢))’e It6 formiilii uygulanirsa, aga-
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gidaki egitlik elde edilir:

dIn(X () = (0 + f(t)X(t)ﬁ + %92(t>X2(t) <_X21(t))) et

+ g(t)X(t)ﬁdW(t)

dIn(X (1)) = (f(t) n ég%t)) d + g(t)dW ()

nx= [ (76 L) as+ | g(s)d(s)

InX =1InX,+ /Ot (f(s) - @) ds + /Otg(s)dW(s)

= [ (CE=rey| g(s)d(s)

olur. Son esitligin her iki tarafindan matematiksel beklenti alinirsa,

E [m %] _ E/Ot <f(s) p @) ds + E/Otg(s)dW(s) (2.12)

elde edilir. (2.12) egitliginin sag tarafinin ikinci kism It6 integralinin 3. 6zelliginden

E/Otg(s)dW(s) =0

olur ve (2.12) egitligi

E {m%} - E/Ot (f(s) - 92§S>> ds

esitligine doniigiir. Buradan da,

dE(F) E[aF 12825} (2.13)

ai 22! T30 o2

esitligi gecerlidir. F'(¢t, X) = F(x) olsun. (2.13) esitligi, (2.11) It6 formiiliinde dikkate

23



oF _ 5
alinirsa 5+ = 0 oldugundan,

ar(x) = (st0. 30 2L 1 L oy PR o
+9(t, X(1)) ang(t)) AW (t)

PO =F o+ [ (16560 20D T xop PR
# [ ot x2S D)

B(F(X) = E (F (X))
2| [ (16360 4 L6 xe) oD s o1
LB [ /O o(s, X (s) 2F (;i (S))dW(s)}

elde edilir. (2.14) esitliginin sag taraf ikinci kismi It6 integralinin 3. 6zelliginden

oyl (s, () 22X “Daws)| =0

olur. Matematiksel beklentinin tamimina gére E(z) = fj;o xf(z)dzr seklindedir. Bu-

radan da,

+o0o
E(F(X))= /_ F(x)p(t, z)dz (2.15)

olur (2.15) esitligi, denklem (2.14)’de dikkate alinirsa,

+oo
/ F(2)p(t, x)dz = E (F (X))

w8 [ [ (st x2S L o PR

(2:16)

elde edilir. (2.16) denkleminden tiirev formuna gegilirse,

kd (F (t, X(1) = E [f(t,X (t))aFg;(t)) + %gﬁ(t, X <t>>52F§j§“>>] dt
o (Fexn = 5| x5 Lo TS o
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%/_O:O F(x)p(t,x)dx =

+o0 )
- [ v [f (1 x) PP 2, ey PR g

- (2.17)
elde edilir.
J udv = wv — [ vdu kismi integrasyon formiilii verilsin. (2.17) denkleminin sag
taraf 1. esitligine kismi integrasyon formiilii uygulanirsa,

too x
| wtenrse xR <y o x @) FOC0)

o0

- /_m POX(0)-p(t, )£ (8, X (1)) d

= dx

F € CF(R) oldugundan, p(t,x)f(t, X (#))F(X(t))|[7Z = 0 olur. Bu durumda,

too OF (X (¢ P d
| vwosexn® S s~ [ raxa) a6 x0)r 219
esitligi elde edilir. Simdi, (2.17) denkleminin sag taraf 2. esitligine kismi integrasyon

formiilii uygulanirsa,

“+o00

+00 2 T
| vtz xen T ar = Spe e x o) 5

o0 —0o0

- [%p@, e X~ [ a5, X(t»F(X(t))dx]

elde edilir. ¢ -Lp(t, z)g*(t, X(t))F(X(t))Ez = 0 oldugundan,

[ ntearget xen TS = 5 [ a0 X )P @)
(2.19)

—00

esitligi elde edilir. (2.18) ve (2.19) esitlikleri (2.17)’te dikkate alinirsa,

400 +o0o
/_ F(a) plt, x)de = / FX(0)oplt, ) (1, X (1))

o0 —0o0

+oo 2
+3 | dmpta) e XO)F(X (0o
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[ Ew) [t + bl 0)0.X(0) ~ a0, X (0)] de =0
(2.20)
Eger p(t,x) stokastik diferansiyel denklemin ¢6ziimleri icin olasilik yogunluk fonk-
siyonu ise, yukaridaki sonu¢ her F' € C°(R) i¢in fj;o F(z)Gdx = 0 oldugundan
G = 0 olur. Bu durumda %p(t,x) + %p(t,x)f(t,X(t)) — %%p(t,x)gQ(t,X(t)) =0

olur. Bu durumda, her ' € C(R) fonksiyonu i¢in integral alinirsa,

2

(8:2) = = 5plt, )6, X (1) + 5

Ep d 5@]7(“’7‘75)92(#'7)((25))
yva da
op(t,z) _ O(p(t,2)f(t, X(1))  10*(p(t,x)f(t, X (1)) (2.21)
or ox 2! ox?

elde edilir. (2.21) denklemi p(0,z) = po(x) baslangi¢ kosuluna sahiptir. Denklem
(2.21)’deki p(t, x), (2.4) 1to stokastik diferansiyel denkleminin ¢6ziimii olan stokastik
siirecin olasilik yogunluk fonksiyonu olmak iizere Fokker-Planck-Kolmogorov denk-

lemini saglamaktadir (Allen, 2007).

2.4. Wiener Siirecinin Varsayimlarinin Kontrolii

Ito stokastik diferansiyel denklem modelinde yer alan Wiener siireci bir sto-
kastik siirectir. Stokastik siirecler de zamana bagh siiregler oldugundan séz konusu
Wiener siireci bir zaman serisi olarak diigiiniilebilir. Ayrica, Wiener siirecinin ken-
disi duragan olmayip artimlari normal dagilma sahip, duragan ve bagimsiz olmaldir.
Buradan yola ¢ikarak, bu béliimde herhangi bir {¢g, t1,ts,. .., t,} icin o < t; <ty <
... < t, ozelligini saglayan X, — X, Xy, — Xy, Xoy — X4y, ..., Xy, — Xy, , rassal
degiskenlerinin dagihminin normal, duragan ve bagimsiz oldugu &zelliklerinin sag-

landigimi gostermek icin gerekli sinamalara yer verilmigtir.

2.4.1. Normallik varsayiminin sinanmasi

Istatistikte normallik testleri, bir veri kiimesinin normal dagilim ile iyi model-
lenip modellenmedigini belirlemek ve veri kiimesinin altinda yatan rassal degigkenin
normal dagilma olasiliginin ne kadar yiiksek oldugunu hesaplamak icin kullanilmak-

tadir. Bir verinin normal dagilhima olan uygunlugu normallik testi olarak da adlan-
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dirilan istatistiksel testler yardimiyla tespit edilmektedir. Bu tez ¢aligmasinda, nor-
mallik testleri arasinda en giiclii test olarak gegen Shapiro-Wilk (S-W) testi (Shapiro
ve Wilk, 1965) kullanilmigtir. Normal dagihm gosteren toplumdan rasgele secilen n
birimlik X; gozlemlerinin normallik testi W test istatistigi ile test edilir. W test
istatistigi,
(Z?:1 aiX(i))2
Z?:l (Xi - X )2

ile hesaplanir. Burada, X(; sirali gozlemleri, a;, n sirali gozlemin standart normal

dagilim Z; degerlerinden yararlanilarak hesaplanan agirlik katsayilaridir. Test sonu-
cunda bir W istatistik degeri hesaplanmaktadir. W istatistigi 0 ile 1 arasinda bir
deger alir. S-W testinin hipotezleri:

Hy: Veriler normal dagilima uygundur.

H;: Veriler normal dagilima uygun degildir.
seklinde kurulmaktadir. Bu testten elde edilen p-degeri belirli bir anlamhilik diize-

yinden biiyiikse Hj hipotezi kabul edilir ve veriler normal dagilhima uygundur denir.

2.4.2. Duraganhk varsayiminin sinanmasi

Zaman serisinin ortalamasi ve varyansi zamandan bagimsiz ise, seri duragan
bir zaman serisidir. Duraganhigi test etmek icin uygulamalarda en sik kullanilan
yontemlerden birisi birim kok analizidir. Duraganhk testindeki duraganhk, degis-
kenin degerinin zamanla degigsmedigini, yani zamandaki degigimin bir degiskenin
degerinde degisiklik getiren bir faktor olarak etki etmedigini belirten zaman seri-
lerinin bir 6zelligidir. Bu tez ¢aligmasinda, uygulamalarda Kwiatkowski vd. (1992)
tarafindan onerilmig KPSS birim kok testi kullanilmigtir.

KPSS birim kok testinin amaci; gozlenen serideki deterministik trendin arin-
dirlarak serinin duraganlagtirilmasidir. Test, artiklarin uzun dénem varyansinin pa-
rametrik olmayan tahmincisine dayanmaktadir. Test i¢in denklem asagidaki gibi
olusturulmaktadir:

Y, = 250 + uy

Denklemde yer alan z;; sabit veya sabit ve trendi ifade eden deterministik bilesendir.

Bu denklem yardimiyla elde edilen kalintilar test istatistiginin hesaplanmasinda kul-
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lanilmaktadir. KPSS test istatistigi;
T
LM =T s}/fo
i=1

seklindedir. Burada T' gozlem sayisi, s; birikimli kalint1 fonksiyonudur ve s(t) =
Zizl U, seklinde hesaplanmaktadir. fy ise sifir frekansta kalint1 spektrumunun tah-
mincisidir. KPSS testinin hipotezleri ise:

Hy: Seri duragandir, birim kok icermez.

H;: Seri duragan degildir, birim kok icerir.
seklinde kurulmaktadir. Bu testten elde edilen p-degeri belirli bir anlamhilik diize-

yinden biiyiikse H, hipotezi kabul edilir ve seri duragandir denir.

2.4.3. Bagimsizlik varsayimin sinanmasi

Zaman serilerine iligkin 6zelliklerin en 6nemli gdstergesi olan otokorelasyon
katsayilari, bir zaman serisinin farkli dénemdeki gézlemleri arasindaki iligkiyi gos-
termesi acgisindan olduk¢a 6nemlidir. Ciink{i, zaman serisinin gozlemleri arasindaki
bagimlihgin derecesini ortaya koymaktadirlar. Otokorelasyon katsayilarimin kiiciik
olmasi zaman serisinin rassal oldugunu, biiyiik olmasi ise zaman serisinin gecmis de-
gerlerine bagimli oldugunu gostermektedir. Otokorelasyon katsayisi degerleri -1 ve 1

degerleri arasinda yer alir. k gecikmede otokorelasyon katsayilari teorik olarak;

_
Yo

Pk

ile hesaplanir. Bu tez galigmasindaki uygulamalarda tiim 6rnek otokorelasyon kat-
sayilarinin sifira esit olup olmadiklarim test etmek i¢in Box-Pierce Q testi (Box ve

Pierce, 1970) kullanilmigtir. Box-Pierce Q test istatistigi
Box — Pierce Q =n- Z,ﬁi
k=1

seklinde hesaplanir. Box-Pierce QQ testinin hipotezleri:
Hy: p =0 (Tim gecikmeler igin otokorelasyon katsayilar: sifira egittir.)

Hy: p # 0 (Tim gecikmeler igin otokorelasyon katsayilari sifirdan farklhdir.)
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seklinde kurulmugtur. Bu testten elde edilen p-degeri belirtilen énem seviyesinden
biiyiikse Hjy hipotezi kabul edilir ve tiim gecikmeler i¢in otokorelasyon katsayilari

sifirdir ve artimlarin bagimsizhigi saglanmis olur.

2.5. Stokastik Diferansiyel Denklemler igin Parametre Tahmini

Ito stokastik diferansiyel denklem modelleri kurulduktan sonra bu denklemin
0zel somut problemlere uygulanabilmesi i¢in modelde ortaya ¢ikan parametrelerini
tahmin etmek icin literatiirde kullanilan pek cok tahmin yéntemleri bulunmaktadar.
Bu yontemler, en ¢ok olabilirlik yontemi, parametrik olmayan tahmin y&ntemlerin-
den genellegtirilmis momentler yontemi, sézde en ¢ok olabilirlik tahmini yontemi vb.
(Bishwal, 2007). Bu bdliimde, 1t6 stokastik diferansiyel denklemlerinin parametre
tahmini i¢in en cok olabilirlik yontemine yer verilmistir. Bu amacla parametre tah-

mini i¢in kullanilacak It6 stokastik diferansiyel denklemi
dX(t) = f(t, X(t);0)dt + g(t, X (t); 0)dW () (2.22)

seklinde verilsin. Burada, # € R™ bilinmeyen parametreler vektorii olsun. X (¢)’nin
gbzlem verisi

Loy, T1y-- -, TN-1

oldugu varsayilsin. ¢t; = ‘At uniform dagilmis zaman arahiginda At = % ve 1 =
0,1,..., N —1 olsun. Buradan yola gikarak, zo, x1, ..., zy_1 degerleri (2.22) denkle-
minin ¢oziimii olan X (¢) stokastik siirecinin egit zaman araliklarinda gozlemlenmig
degerleri olmak iizere problem bu gozlemler verildiginde parametre vektoriiniin tah-
min edilmesidir.

Verilen 6 vektorii icin (¢;_1,xk—1) noktasindan baglayarak (¢, z)) noktasin-
daki gecig olasilik yogunlugu P (tx, xy | tx—1, xk—1;6) olsun. Baglangic durumun ola-
silik yogunlugunun Py(zg | 6) oldugu varsayilsin. Bu durumda olabilirlik fonksiyonu
parametre vektoriiniin bir fonksiyonu olarak

N

D(0) = Py (o | 0) [ [ P (ter x| ter, 24-150) (2.23)

k=1
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olarak ifade edilir. #’nin tahmini i¢in (2.23) esitliginin maksimize edilmesi gerekmek-
tedir veya L(0) = —In(D(0)) fonksiyonu da minimize edilebilir. Yani 6'nin tahmin-

cisi

=

L(0) = —In(po (xo | 0)) = > I (p (te, x| ter, 24-150)) (2.24)

k=1
fonksiyonuna minimum deger veren §* € R™’dir. Bu siire¢te en énemli problemlerden
birisi gecis olasiliklarinin tahmin edilmesidir. Gegis olasiliklarinin tahmini i¢in Euler-
Maruyama yonteminden yararlanilabilir.

Bu durumda, denklem (2.22) verildiginde bu denkleme uygun Euler-Maruyama

semasindan ¢ = 1,2,..., N icin gegis olasiliklar:
X (tr) = xp1 + f (the1, Tp-1;0) At + g (tr—1, Th-1;0) VAl

yaklagik olarak elde edilebilir. Burada, t = ¢ i¢in X (tx_1) = xx_1, X (¢;, w) siirecin
gercek degerleri ve n, ~ N(0,1)’dir. X (¢;,w) ~ N (i, 0?) olmak iizere gegis olasilik

yogunluk fonksiyonu

1 — (e — pui)?
P(ty, zk | the1, Tr—1;0) =~ \/?U% exp (%)
olur. Burada, puy = zp_1+ f (tp_1, vx_1;0) At ve 0. = g (tr—1, Tp_1;0) v/At. Buradan
yola g¢ikarak gecis olasiliklarinin yaklagik olarak normal dagilima sahip oldugu kabul
edilir ve (2.23) minimize edilerek parametre vektoriiniin tahmincisi elde edilebilir.
Sonug olarak, s6z konusu gecig yogunluklar1 Euler-Maruyama yontemi kullanilarak
yaklagik olarak belirlenmigtir ve belirli bir @ degeri icin, t;_; anindaki xy_, dege-
rinden baglayarak 1t6 stokastik diferansiyel denkleminin parametreleri sayisal olarak

¢Oziilmiigtiir (Allen, 2007; Bozdag, 2015).

2.6. Stokastik Diferansiyel Denklemler igin Ki-Kare Uyum iyiligi Testi

Stokastik diferansiyel denklem modellemelerinde ilgilenilecek olan veri ile bu
veriye Onerilen modellerin verilere uyum saglayip saglamadigi da ele alinmasi gere-

ken 6nemli bir konudur. Bu amacla, bu boliimde verilere uygun modeli test etmek
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icin literatiirde SDD’ler icin 6zel olarak gelistirilmis x? uyum iyiligi testi ayrmtili bir
sekilde verilmigtir. Bu testin onemli noktasi, ardigik gozlemler arasindaki yoriinge-
lerin Monte-Carlo simiilasyonlarinin elde edilmesi ve bu gézlemlerin her noktadaki
orijinal verilerle kargilagtirilmasinin yapilmasidir. Her noktada orijinal veri ve simiile
gozlemler kargilagtirilarak, ranklar elde edilmistir ve bu ranklara bagl test istatis-
tikleri olusturulmustur.

Stokastik diferansiyel denklemininin gézlem verisi olan
Loy L1y.e.y TN (225)

verisine uyup uymadigimi simiilasyon yontemi ile belirlemek i¢in énce t € [0, 7]
araliginda (2.4) Ito6 SDD’nin denkleminin ele alindigi varsayilsin. At = %7 t; =
iAt, i =0,1,..., N — 1 olsun.

Simiilasyon yonteminin esas amaci (2.4) I1t6 SDD’nin belli yaklagik yontemi
ile modelinin kurulmasi ve bu modelin (2.25) verisinden yola ¢ikarak simiilasyonu
gergeklestirilirse elde edilen sonuglarin (2.25) verisine uyup uymadigini belirlenme-
sidir. Bu amagla, (2.25) verileri X (¢;) = z;;4 = 0,1,...,N — 1 olmakla gozlem
degerleri olsun. (2.4) SDD’nin (2.5) kogulu altinda Euler-Maruyama yontemi ile mo-
dellenebilirdir. Bu yontem, x; gozlemlerine gore [t;, T] araliginda yaklagik yoriinge

diferansiyel denklem,

: At " At
Xjr14(m) (til +(j + 1)?> = X;,;™ (til +J7) +

At - At
+f (til +]f7Xj,i( ) (til +J?>) +

At At At
+g <ti_1 + j?, Xj,i(m) <tz’—1 + ]f)) fn](‘,i)

(2.26)
seklindedir. (2.26) denkleminde i = 1,2,...,N — 1, X; = 0,1,.... K — 1, {7 ~

N(0,1) oldugu varsayilmaktadir. Ek olarak, (2.26) formiiliinde

AW(t,W) =W (ti+1,u}> - W (ti,w) ~ N (0, Atz>
At

Aty =tiy1 —t; = e
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seklindedir. Bir bagka ifade ile AW (t,w) ~ N (0,2) oldugu icin N (0,2f) ~
\/%N(O,l) oldugu dikkate alinmigtir. (2.26) formiilinde m = 1,2,..., M simii-
lasyon sayisidir. Bu ise (2.26) formiiliinde adim sayisi olan K sayisimi m defa de-
gistirmekle elde edilir. (2.26) formiiliinde ¢;_; noktasindan ¢; noktasina kadar, j =

0,1,..., K — 1 yardimiyla

At At At
it bt 2t (K —1)=—
1 1+K 1+ K 1+ ( >K

noktalari elde edilir. Eger ;7 = k degeri de ele alinirsa ¢, At = t; olur. Boylece
i=1,2,...,N, j=0,1,..., K — 1 degerleri yardumiyla [0, 7] aralig1 daha da kiiciik
alt araliklara béliiniir. (2.26) formiilii yardimiyla [t;_,t;] araligimda X;;™ gézlem
degerleri elde edilir. Bu durumda X; verisinin yani sira ¢; sabit zamaninda (i-sabit
tutuldugunda)

x{m = x™

7

degerleri elde edilir. Buradan yola ¢ikarak SZ-(m) degerleri,

Sl(m) _ =
0,2; < X™
seklinde tanimlanair.
M
Li=1+) 8™ (2.27)
m=1

sayisina ise ¢ degerinin (X;’'nin) ranki denir. (2.26) denkleminde goriildiigi tizere

1<TI' <M+ 1 dir.

1,I'; =
[i, = q
olsun. Bu durumda,
N-1
I; q = Q(Q)
i=1
ve
M+1

Y Qg)=N-1 (2.28)

olur. Buradan da, Q(q), ¢ = 1,2,..., M + 1 geklinde gozlem degerleri ortaya ¢ikar.
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(2.28) esitligi gosteriyor ki N — 1 sayida x; degerlerini I';, i = 1,2,..., N — 1 ranklan
Q(q) seklinde gruplara boliinmiigtiir. Ciinkii her ¢’ya kargilik tek I'; degil birkag ©(q)
degeri vardir. Pearson teoremine (Neyman ve Pearson, 1933) gore elde edilen x? test
istatistigi,

(g 1

o — Af (Q(q) - i (89 - m) 2.29)

=1 M+1 M+1
elde edilir. (2.29) formiiliinde ﬁ—ﬁl beklenen frekans, 2 (q) gozlenen frekanstir. Bu-
rada, M simiilasyon sayisi m > 5 esitsizligi ile belirlenmektedir (Bak vd., 1999).

x? test istatistigi icin hipotezler:

Hy: Veriler 6nerilen stokastik diferansiyel denklem modeline uygundur.

H;: Veriler 6nerilen stokastik diferansiyel denklem modeline uygun degildir.
seklinde olugturulmustur. Bu testten elde edien p-degeri belirli bir anlamlilik dii-
zeyinden biiyiikse H, hipotezi kabul edilir ve veriler 6nerilen stokastik diferansiyel
denklem modeline uygundur denir.

Ayrica, bir veri seti icin eger birden fazla model 6nerilmigse bu modeller arasin-
dan hangisinin daha iyi oldugunu belirlemek icin de bu test istatistigi kullanilabilir.
Bu sebeple, en kiiciik test degerini veren model, verilere uyan en iyi modeldir. Bagka
bir ifadeyle, elde edilen en kiiciik test degerine sahip olan model ilgili veri setine en

uygun model oldugu séylenebilir.

2.7. Stokastik Diferansiyel Denklemlerin Niimerik C6ziimii Icin Euler-

Maruyama Y ontemi

Bircok adi diferensiyel denklemde analitik ¢6ziim bulmak oldukca zordur. Sto-
kastik diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinii bulmak ise rassal degiskenden dolay1 ¢ok
daha zordur. Ayrica, adi diferansiyel denklemler teorisinde oldugu gibi kesin ¢éziimii
elde edilebilen It6 stokastik diferansiyel denklemleri sinifi ¢cok dar bir simiftir. Bu ne-
denle Tto stokastik diferansiyel denklemlerinin niimerik ¢oziimlerinin bulunmasi ilgi
odagi olmugtur. Ito SDD modelinin ¢6ziimiinii belirlemek i¢in bir¢cok yontem vardir,
bu yontemler Euler-Maruyama, Milstein, Runge-Kutta ve benzeri. Bu tez caligma-
sinda, It6 SDD modelinin ¢6ziimiinii belirlemek icin literatiirde en yaygin kullanilan

Euler-Maruyama yontemi segilmigtir. Bu boliimde FEuler-Maruyama yontemine yer
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verilmigtir.

(2.4) denkleminin niimerik olarak ¢6zmek i¢in (2.4) denkleminin integral formu
olan (2.6) denklemi kullamlmigtir ve bunun i¢in [0,7] arahg1 0 < tg < t; < .... <
ti < tiy1 =T, 0 < i < N geklinde ayngtirilmigtir. Yani, [0,77] araligy; genigligi
At = % olan K tane esit araliga boliinmiigtiir. Burada, K EM yaklagiminin adim

saywisidir, N > 0icin At = t;.1—t; ve t; = iAt, i =0,1,..., N. X;, X(¢)'nin niimerik

yvaklagimlar: gostermektedir. Bu durumda, EM yontemi

Xi=Xo o+ [ (tic1, X)) AL+ g (61, Xio ) (W (&) = W (ti21)) (2.30)

seklindedir. t = t;,,,a = 0,1 olmak fizere X (0,w) = Xo(w) baglangi¢ koguluna sahip
(2.6) denkleminde dikkate alinirsa,

a = 0 i¢in,

;wm=%+£7w@am+AEW@ﬁmww

ve a = 1 igin

X=X+ [ i+ [ g aws
elde edilir. Buradan da,

X=X = [ e [ aave
olur. Yani,

X =x e+ [ e+ [, 0

esitligi gecerlidir. Bu integrallerden yola c¢ikarak,

tit1 tiy1

F(X(s),5)ds ~ fuﬁmmw—fmm»mlww

ti ti 7

| )W (8) % 9 (X (1)) O (t02) = W (1)

i
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yaklagimlari elde edilir. (2.30) esitligi integral formunda yazilirsa,

X (t;) = X (ti-1) + /t f(X(s),s)ds + /t g(X(s),s)dW(s) (2.31)

i

elde edilir (2.31) denklemi, (2.30) denklemine kargilik gelen terimlerin yaklagimini
verir. Yani, Burada X (¢;), X (t) yaklagik ¢Ooziimiiniin ¢; anindaki degeridir. Burada,
AW (t;) = W (t;) — W (t;—1) artimlari normal rasssal say1 iireteci tarafindan belir-
lenir ve Wiener siirecini modellemek icin kullanilir. Rassal artimlarin hesaplanmasi
AW (t;) = mi/At; ile elde edilir ve m; ~ N(0,1)'dir (Sauer, 2012).
Euler-Maruyama yontemleri kullanilarak, (2.4) SDD modelinin ¢6ziimii olan
stokastik siirecin xg,z1,...,xNy_1 gozlemlerine gore N kadar yoriinge elde etmek
mimkiindiir. S6zii edilen yoriingelerin her birinin, ¢; zamaninda (2.4) SDD modeli
¢Oztimii olan X (t) stokastik siirecini olugturan rassal degigkenlerin yaklagik degerle-

rini olugturmaktadir. Bu durum, matematiksel olarak asagida belirtilmigtir:

X (t;) = (:cgw,xg@,...,xg?), i=0,1,.... N, t; = iAt, At = =

=29

3. GENELLESTIRILISMIS ENTROPI OPTIMIZASYON YONTEM-
LERI

Genellegtirilmig entropi optimizasyon yontemleri (GEOY) denildiginde veri se-
tini genellegtirilmig entropi optimizasyon problemi (GEOP)’ nin ¢oziimii geklinde mo-
dellemeyi Oneren yontemler anlagilmaktadir. Bu genellestirmede amag, ele alinan
veri setini en iyi gekilde temsil eden dagilimin bulunmasidir. Fonksiyonel analizin
baz1 uygulamalarina dayali olarak Shamilov (2006, 2007, 2010) tarafindan 6nerilen
MaxMaxEnt, MinMaxEnt, MaxMinxEnt ve MinMinxEnt yontemleri genellegtiril-
mis entropi optimizasyon yontemleri olarak tanimlanmigtir. GEOY verilmis moment
fonksiyonlar kiimesinden veri setine entropi optimizasyon ol¢iimiine gére en yakin
ve en uzak olan dagihimlari belirleyen moment fonksiyonlarinin bulunmasimi ger-
ceklegtirecek veri setine kriterler agisindan daha kesin modellemeyi saglamaktadir
(Shamilov, 2010).

GEOP: X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f©(x), L entropi

optimizasyon 6l¢iimii, K ise verilen moment vektor fonksiyonlar kiimesi olsun. Ve-
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rilen K kiimesinden 6yle ¢V, ¢ € K moment vektor fonksiyonlarinin bulunmasi
gerekir ki ¢g(!’in belirledigi entropi optimizasyon yogunluk fonksiyonu f®)(x) ve-
rilmis £ (x) yogunluk fonksiyonuna L &l¢iimiine gére en yakin, ¢®'nin belirledigi
entropi optimizasyon yogunluk fonksiyonu f®(z) verilmis f(x) yogunluk fonksi-
yonuna L ol¢iimiine gore en uzak olsun. Burada L Shannon’un entropi 6l¢iimii olarak
secilirse £ (2) "MinMaxEnt Dagihmi", f®(z) "MaxMaxEnt Dagilim" olarak; eger
L Kullback - Leibler 6l¢iimii olarak secilirse f(V)(z) "MinMinxEnt Dagihm", f®(z)
"MaxMinxEnt Dagihmi" olarak adlandirihr (Shamilov, 2007; 2010).

Bu béliimde, GEQY ile elde edilen dagilimlara gegmeden énce Shannon entropi
Olclimiinii maksimum yapmaya dayali olan maksimum entropi yontemi ve Kullback-
Leibler capraz entropi 6lgiimiinii minimize etmeye dayali olan mimimum ¢apraz ent-
ropi yontemine yer verilmigtir. Sonrasinda, genellestirilmis entropi optimizasyon da-

gilimlaria ayrintili bir gekilde verilmigtir.

3.1. Maksimum Entropi Yontemi

Rassal degiskenin karakterize edici moment fonksiyonlar: verildiginde, Shan-
non’un entropi 6lgiisiinii maksimize ederek sistemin dagilimini belirleme yontemine
maksimum entropi (MaxEnt), elde edilen dagilma da MaxEnt dagilimi denilmekte-
dir (Jaynes, 1957). MaxEnt yontemi, maksimum belirsizlik prensibi veya Jaynes’in
formiilii olarak da bilinmektedir (Kapur ve Kesevan, 1992). Bu béliimde sirasiyla

kesikli ve siirekli rassal degigskenler icin MaxEnt yontemi ele alinmigtir.

3.1.1. Kesikli rassal degigkenler icin maksimum entropi yontemi

n degere sahip X kesikli rassal degiskeninin veya n duruma sahip X kesikli

fiziksel sistemin entropisi

H(z) = —ip,» In p; (3.1)

fonksiyonu ile ifade edilmektedir. p; > 0 olmak iizere (3.1) fonksiyonu,

D Pi=1

Z?:lpigj (i) =pj, j7=12,...,m
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kosullar1 altinda maksimum yapan (py, ps, . . ., p,) dagilimimin bulunmasi bir optimi-
zasyon problemidir. X rassal degiskeninin dagilimini bu optimizasyon probleminin
¢oziimii olarak bulunmasimi éneren yénteme MaxEnt yontemi denir. Ilk kez Jaynes
(1957) tarafindan Onerilen bu yontem, Jaynes’in maksimum entropi yontemi ola-
rak da bilinir. (3.2) sisteminde g¢;(), g2(2), ..., gm(z)ler karakterize edici moment
fonksiyonlar olarak ifade edilir. Bu sistem n sayida pq, ps, ..., p, bilinmeyenlerine
sahiptir. Bu sistemin ¢oziime sahip olabilmesi icin bazi kogullarin saglanmasi ge-
rekmektedir. Oncelikle, 1, g1(z), g2(), . .., gm(z) fonksiyonlari lineer bagimsiz oldu-
gunda, bu fonksiyonlarin beklenen degerleri olan 1, puq, ..., u,, sayilart (3.2) sistemi
cOziime sahip olacak sekilde verilmelidir. Sonrasinda, m + 1 kosul sayisi ile n durum
sayisi arasinda m+1 < n bagintis1 bulunmalidir. m+1 < n egitsizligi saglandiginda,
n bilinmeyenli m + 1 denklem olusacagindan, bu degiskenlerden n — (m + 1) kadar
bagimsiz olacaktir. Bu durumda, py,ps, ..., p, degiskenleri sonsuz sayida degerlere
sahip olur ve bdylelikle (3.1) fonksiyonunu maksimize eden (p1,ps, ..., p,) lerin se-
¢ilmesi anlamh olacaktir. Eger m + 1 = n kosulu saglanmazsa, yani m + 1 = n veya
m + 1 > n olursa birinci halde genellikle (3.1) fonksiyonunu maksimize etmek igin
bagimsiz degisken kalmaz, ikinci halde ise (3.2) kosullarini saglayan p;’ler olmaya-
bilir. (3.1) fonksiyonunun (3.2) kogullar1 altinda maksimize edilmesi, kisaca (3.1),
(3.2) problemi olarak ifade edilmigtir. Burada (3.1) amag fonksiyonu, (3.2) ise lineer
kogullardir. Bu durumda, (3.1), (3.2) problemi kogullu ekstremum problemidir ve
bilindigi gibi bu problem Lagrange ¢arpanlari yontemleri ile ¢oziilebilmektedir (Sa-
milov, 2015). (3.1), (3.2) problemi Lagrange ¢arpanlar1 yontemi ile ele alindiginda,
(3.2) kosullarinda ortaya gikan s; sayilari keyfi verilemez. Pratik olarak, X rassal
degigkenine ait (p1, P, ..., P,) istatistiksel frekans dagilmindan ve verilmis g;(z)

moment fonksiyonlarindan yola ¢ikarak p;’ler hesaplandiginda,

[ 1 1 1 1 ]
M g1 (.1’0) g1 (.951) g1 (.332) 90 (.xn)
| 9 (T0) gm (21) Gm (z2) -+ gm(20) |
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matrisinin ranki, genigletilmis

[ 1 1 1 e 1 1 ]
N — g1 (.950) g1 (.951) g1 (.332) ) (.l'n) M.l
L 9m (1’0) 9m (1’1) 9m (xQ) 0 Om (:L’n) Hm ]

matrisinin rankina g; (z1)p1 + ... + ¢; ()P = fy; J = 0,1,...,m, go(x) =
1; po = 1 esitlikleri saglandiginda birbirine esit olur. Bu nedenle de Kronecker-
Capelli teoremine (Capelli, 1892) gore (3.2) kosullarim saglayan py, po,...,p, ler
vardir. Bagka bir ifadeyle, (3.2) esitlikleri geklinde verilmig homojen olmayan li-
neer sistemi py, pa, ..., py'ye gore ¢oziimii vardir. (3.1) fonksiyonunu (3.2) kosullar:
altinda maksimize etme problemine MaxEnt problemi denir. MaxEnt problemi yar-
dimiyla (p1,pa, ..., Pn) istatistiksel dagilimina entropi 6l¢iimii agisindan yakin olan
(p1,D2, - - -, pn) dagihmi bulunur. Burada, py, ps,...,p,’ler (3.1) fonksiyonuna (3.2)
kogullar1 altinda maksimum deger veren olasiliklardir. (3.1) fonksiyonunu (3.2) ko-

sullar altinda maksimize etmek icin Ao, A1, ..., \,, Lagrange carpanlari yontemiyle,

U=-— Zpi Inp; + Ao <sz — 1) + Z A (Zpigj (x;) — uj> (3.3)

=1 =1 =1
veya
U=- Zpi Inp; — Z Aj (pigj (i) — 1)
i=1 j=0
yardimci fonksiyonu kurulur ve bu fonksiyonun pi,pa,...,pn, A1, Ao, ..., A, de-

giskenlerine gore mutlak ekstremumu aranir. Ekstremumun varhik teoremine gore
yardimer (3.3) fonksiyonunun p;’lere gore kismi tiirevlerinin sifira esit olmasi ge-
rekir. Boylelikle py, po, ..., p, olasiliklart Ay, Ao, ..., \,, Lagrange carpanlarna bagh
olarak elde edilir. Aj, Ag, ..., A\, carpanlanda (3.2) esitligi yardimiyla bulunur. U

yardimci fonksiyonunun p;’lere gére kismi tiirevleri;

ou

j=1
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elde edilir. (3.4) esitliginin sag tarafi sifira egitlenerek,

Inp;, = — <)\0 +1+ Z)\jgj (xz)>

=1
p; = e~ Qo+1)=327L, Ajg; (i) (3:5)
D = PR D i Aigi(mi) N0 = N+ 1, i=1,2,...,n

sonucuna varilir. (3.5) formiilii ile py, pa, ..., pu'ler Ao, A1, ..., A, Lagrange garpan-

larima bagh olarak ifade edilmis olur.
Lagrange carpanlarin bulmak i¢in (3.5) ile ifade edilen py, po, ..., p, 'lerin (3.2)
kosullarinda yerine yazilmasiyla,
S e N X g (@)

i A4 (3.6)
Z?:l €7>‘ 72]':1 )‘jgj(xi)gj (I’L) = luj

sistemi elde edilir. (3.6) sisteminin birinci denkleminden

A — Z e =195 (@)
(3.7)
A\ — In Z e~ i1 Aigs (@)
i=1

AY bulunur. A% in bu degeri (3.6) sisteminin diger denklemlerde yerine yazildiginda,
(3.7) sistemi elde edilir. j = 1,2,...,m olmak iizere, (3.7) esitliginden Ay, Ao, ..., Ay
degerlerinin py, pio, . . ., pm degerlerine bagh oldugu goriilmektedir. (3.7) sistemin-
den A'y1 bulmak i¢in ardisik yaklagimlar yontemlerinin hepsi kullanilabilir. Fakat,
s0z konusu bu yontemlerden, Newton yontemi diger yontemlerden daha biiyiik bir

yakinsama hizina sahip oldugu i¢in tercih edilir (Samilov, 2015).

3.1.2. Siirekli rassal degigkenler icin maksimum entropi yontemi

X siirekli rassal degigkeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) oldugunda, bu

sistemin entropisi,

b
H= —/ f(z)In f(z)dx (3.8)
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seklinde tanimlanir. Istatistiksel veriyi (3.8) fonksiyoneline

b
/ f(x)gj (x;)dx = p;, j=0,1,....m (3.9)

kogullar1 altinda maksimum deger veren dagihm ile modelleme yontemine MaxEnt
yontemi denir. (3.8) fonksiyoneli X rassal degiskeninin veya fiziksel sisteminin ent-
ropisini, (3.9) kosullar ise sistem hakkinda ek bilgiyi ifade etmektedir. Boylece (3.8)
fonksiyonelinin (3.9) kogullar1 altinda maksimumunun bulunmasi, (3.9) kogullar: yar-
dimiyla sistemin sahip oldugu entropinin maksimum degerinin bulunmasi anlamina
gelmektedir. Ayrica (3.9)’a ait olan her kogul sistem hakkinda belli miktarda bilgi
verdiginden, kogul sayisinin artmasiyla entropi azalmigtir. (3.8) fonksiyonelinin (3.9)
kosullar1 altinda maksimumu Lagrange carpanlart yéntemiyle bulunabilir. Bu du-

rumda Ao, A1, ..., A\, ler Lagrange ¢arpanlar: olmak iizere, U Lagrange fonksiyoneli,

/f Jn f(z i)\j(/f 2)g, (@ dx—,uj) (3.10)

J=

seklindedir. (3.10) fonksiyoneli

U - { EOLYEEY Ajf<x>gj<x>} RV

veya
b m
U:/ F(f,Ndx = N (3.11)
a _]:O

olarak yazlabilir, burada F(f,A) = —f(z)In f(z) — 37", Ajg;(x) f () dir. (3.11)
fonksiyonelinin ekstremumunun varlig: icin gerek kosul, bu fonksiyonele ekstremum

deger veren f fonksiyonunun

d
Fy— —Fp =0 (3.12)

Euler denklemini saglamasidir. (3.12) denkleminde Fy» = 0 oldugundan, bu denklem

F; = 0 denklemine doniigiir. F"'nin ifadesinden yola ¢ikarak Euler denkleminin

Fr=—lInf(z)—1— ZAJg] x;) =
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oldugu sonucuna varilir. Buradan,

In f(z Z \g;(x

f(x) — e_l_AO_Zj:I Jgj(q;) (313)

fz) = e B {o =1 4 X

elde edilir. (3.13) fonksiyonu (3.9) kogullarinda yerine yazilarak A’lar bulunabilir:
b 3 m
/ e_’\o_zjzl’\jgj(x)gk(x)dx =ug, k=0,1,....,m (3.14)

formiiliinde go(x) = 1; po = 1 oldugundan

b
/ oo~ 0@ g — 1

& 1
[re T @)

b
Ao =In {/ e~ X g d:t} (3.15)

elde edilir ve Ao’ bu degeri (3.15)’in diger esitliklerinde yerine yazihip k. esitligin

(&

sol tarafi Fj, ile gosterildiginde,

f o™ 2= N9 g (g )dr
fa 672] 12595 (x )dl'

sistemine ulaghr. Burada (3.16) sistemi Ay, Ao, . .., A, bilinmeyenlerine gore lineer ol-
mayan denklemler sistemidir. (3.16) sisteminin Ay, g, ..., A, lere gore ¢oziime sahip

olabilmesi i¢in

D(F,...,Fy)
D (A, Am)

kogulunun saglanmas1 gerekir. Bu kogulun saglandigini gostermek igin (3.17)’deki

£0 (3.17)

Jacobian’in ¢1(x), go(2), ..., gm(x) rassal degigskenlerinin varyans-kovaryans matri-

sinin determinanti oldugunu gdstermek yeterlidir. Bu amacla (3.16)’dan g % k =

1,2,....m; | = 1,2,...,m tiirevleri bulunmustur ve [‘Z—Ij;] matrisinin varyans-
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kovaryans matrisi oldugu gosterilmistir:

oF,
o =~ Ela@)e@)] - Elo ()] Ela@)]}
Burada [%—?j} 'nin varyans-kovaryans matrisinin negatif isaretlisine esit oldugu go-

riiliir. Varyans-kovaryans matrisinin pozitif taniml oldugu bilindiginden, (3.16) sis-
teminin Jacobi determinantinin sifirdan farkli oldugu, dolayisiyla (3.16) denklemler

sisteminin tek ¢oziime sahip oldugu sonucuna varilmigtir (Samilov, 2015).

3.2. Minimum Capraz Entropi Yontemi

Minimum gapraz entropi yontemi (MinxEnt), Kullback’in 6nciisii oldugu diger
onemli bir entropi optimizasyon yontemidir. Teorik anlamlar1 ve uygulama alanlari-
nin tagidigr 6nem acisindan MaxEnt yontemiyle rekabet etmektedir.

Bilgi olarak fiziksel rassal degiskenden elde edilmis moment degerleri ile bu
rassal degigkene ait 6nsel bir dagilim oldugunda; Kullbak-Leibler 6l¢iimiinii, rassal
degiskenden elde edilen moment deger kisitlarina ve 6nsel dagilima gére minimum
yapan yonteme MinxEnt yontemi (Kullbak ve Leibler, 1951) ve bu yontemden elde
edilen dagihma MinxEnt dagilimi denilmektedir (Kullback, 1959). Bu béliimde si-
rasiyla kesikli ve siirekli rassal degigkenler i¢in minimum capraz entropi yontemi ele

alinmagtar.

3.2.1. Kesikli rassal degiskenler i¢in minimum c¢apraz entropi yontemi

X rassal degigkeni, x1,xs, ..., 2, durumlarina sahip, her bir durumun gergek-
lesme olasiligl py, pa, - . . , pr, Olan kesikli bir rassal degisken olsun ve X rassal degiskeni
q1,Q2, - - -, qn seklinde 6nsel bir dagilima sahip olsun. Bu durumda Kullback-Leibler

Olctimii
Di
D(p:q) = Zpi In (q—> (3.18)
i=1 v

seklinde tamimlanir (Kullback 1959). Kullback-Leibler 6l¢iimiinii,

zn:pi =1 (3.19)
i=1
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2 ici 91 (X)) pi =

: (3.20)

Z?zl G (T1) Pi = fim
ile verilen kisitlara gbre minimum yapan yonteme MinxEnt yontemi ve bu yontem-
den elde edilen dagilima MinxEnt dagilimi denir. (3.18) dl¢iimiinde kullanilan ¢(z)
fonksiyonuna da rassal degisken hakkinda onsel bilgi denir. (3.20) de ifade edilen
gj(x)ler (j = 1,2,...,m) moment fonksiyonlari, u;’ler ise (j = 1,2,...,m) mo-
ment fonksiyonlar1 yardimiyla rassal degiskenden elde edilen moment degerleridir.
(3.18)’de verilen Kullback-Leibler dl¢limiinii, (3.19) ve (3.20) kisitlarma gore mini-
mumunu bulma problemi Lagrange carpanlari1 yontemiyle ¢oziilebilir. Buna gore L

Lagrange fonksiyonu,

m

LEZ;]%ID(%)—(I—/\O) (Z;pi—1> Z (Zg] ;) i Mj) (3.21)

seklinde tanmimlanir. (3.21)’de kullanilan Ao, Ay, ..., Ay, ’lere Lagrange garpanlar de-
nir. L fonksiyonunu minimum yapan p;’leri bulmak i¢in, (3.21) fonksiyonunun p;

"lere gore kismi tiirevleri alinip sifira egitlenmelidir. L fonksiyonun p;’lere gore kismi

tiirevleri,
oL pi /g - .
=—In————"=p,—(N—1)— Nigi (), 1=1,2,...,n 3.22
Opi G Pi/d ( ; 39 (1) (3:22)

seklinde bulunur. (3.22) ifadesi sifira egitlendiginde,
m? 12413 Mg (@) =0, i=12,....n
4 —
veya

lnpi:lnqi—)\o—Z)\jgj(xi), i=1,2,...,n (3.23)
=1

elde edilir. (3.23) esitliklerinden p;, (i = 1,2,...,n) olasiliklar,

P = qie—Ao—Z;’Ll )\jgj(Ii)’ 1=1,2,...,n (3.24)
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seklinde bulunur. (3.24) ile ifade edilen p = (p1,p2, ..., ps) olasilik dagilimi (3.18)
de verilen D(p : q) Kullback-Leibler 6l¢iimiinii, (3.19) ve (3.20)’ye gore minimum
yapan MinxEnt dagihmidir. (3.24) ifadesinden goriildiigii gibi, p;, (i = 1,2,...,n)
olasiliklart Ag, A1, ..., A\, Lagrange carpanlarina baghdir. Ao, A1, ..., \,, Lagrange
carpanlarinin degerleri (3.19) ve (3.20) egitlikleri yardimiyla bulunabilir.
MaxEnt yénteminde oldugu gibi, A\g, A1, ..., A\, Lagrange carpanlarinin gy, o,
.+, b 've bagh oldugunu gostermek igin (3.24) ifadesi daha ayrintih olarak,

pi = qie Mem ZimNi@) =19 p (3.25)

seklinde yazilir. (3.25) esitligindeki olasilik dagihm (3.19) kisidinda yerine yazildi-
ginda,

Zq e e 12093(#) — 1 (3.26)

esitligi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,

—Ao Zq e~ 2 Aigi(wi) 1 (327)

ifadesi bulunur. Buradan,

qu ] 1295 (@) — 6)\0 (328)

sonucuna ulagilir. (3.28) egitliginden, \y Lagrange ¢arpanin A, Ao ..., \,, Lagrange
carpanlarina bagh oldugu goriilmektedir. Benzer gekilde, (3.25) ifadesi (3.20) kisit-

larinda yerine yazildiginda,
Z Gig; (z;) e e Zim 9@ — o =19 m (3.29)
i=1
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,
Zngj ;) e~ Zim1 igi (@) — pie®, j=1,2,....m (3.30)
ifadesi bulunur. (3.28) esitligi (3.30)’da yerine yazildiginda j = 1,2,...,m olmak
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izere,

Zngg x;) e Zim ) — Zqz =1 293 () (3.31)

esitligi elde edilir. Buradan,

2?21 q:9; (Im) e~ =179 (i)
ZT-Z_I q;e” ST Nigy (@)

aj:1a27"'>m (332)

Hj =

ifadesi elde edilir (Kapur ve Kesevan 1992). (3.32) ifadesinden \;, j = 1,2,...,m’lerin

[, b, - - -t lere bagh oldugu goriilmektedir (Samilov, 2015).

3.2.2. Siirekli rassal degigkenler icin minimum c¢apraz entropi yontemi

X stirekli rassal degiskeninin olasihik yogunluk fonksiyonu f(x) ve X rassal

degiskeni ¢(z) seklinde 6nsel dagihma sahip olsun. Bu durumda Kullback-Leibler

— ’ x nmx
_/a faym (3.33)

seklinde tamimlanir. Kesikli rassal degiskene benzer olarak kisitlar agagidaki gekilde,

/ f(z)dx =1 (3.34)

3

f 91 dﬂf—,ul

ol¢iimii,

ve

(3.35)

f G (@) f()da = pin |
verilsin. (3.33) ifadesinde kullanilan ¢(x) fonksiyonuna rassal degisken hakkinda 6n-
sel bilgi denir. (3.35) de ifade edilen g;(z)’ler (j = 1,2, ..., m) moment fonksiyonlari,
pj'lerise (7 =1,2,...,m), g;(x)’lere uygun rassal degiskenden elde edilen moment
degerleridir.

Siirekli rassal degigkenler i¢in MinxEnt yontemi, D(f : ¢) fonksiyonelini (3.34)
ve (3.35) kisitlarina gére minimum yapan f(z) fonksiyonunun bulunmasi yontemidir.
Bu yontem yardimiyla bulunan dagihma MinxEnt dagilmi denir. (3.33)’de verilen

Kullback-Leibler fonksiyonelini, (3.34) ve (3.35) kisitlarima gore minimumu, Euler-
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Lagrange carpanlari yontemiyle bulunabilir. L Lagrange fonksiyoneli,

/f ;fdx— (Ao — 1) (/f d:zc—l) Z)\/gj )da;—ﬂj)

(3.36)
seklinde tamimlanir.(3.36)’da gerekli diizenlemeler yapildiginda,
LE/;(f(x)ln% (Ao—1)f Z)\]g] iaZ)\ij‘i_)\o—l)dx'

~ (3.37)
ifadesi elde edilir. L Lagrange fonksiyoneli ayni zamanda,
b
L= / F(z)dx (3.38)

seklinde yazilabilir. Burada,

F($)2<f($)1n%_<0—1 Z)\]g] —ﬁZAjﬂj—F)\o—l)
) (3.39)

seklindedir. (3.36) ifadesindeki Ao, A1, . . ., Ay, 'lere Lagrange ¢arpanlar denir. L fonk-

siyoneline ekstremum deger veren f(x) fonksiyonu,

oF d oOF
of(x) dr (af'm) =0 (3.40)

Euler-Lagrange denklemi yardimiyla bulunabilir. Gerekli hesaplamalar yapildiginda,

oF
oF ) "
OF _ ) f@) _ _aw) 3
O RO G Z%gg (3.41)

esitlikleri bulunur. (3.41) ifadeleri (3.40) denkleminde yerine yazildiginda,

flz)  1/q(z) ) -
8 q(z) f(x)/q(x)f( Ao —1) Z)\]g] (3.42)
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elde edilir. (3.42) esitliginde gerekli diizenlemeler yapildiginda,
In f(z) =Ing(x) — Ao — zm: A;gi(x) (3.43)
j=1
elde edilir. f(x) fonksiyonu,
f@) = g(a)ee 2im o) (3.44)

seklinde bulunur. (3.44) ile ifade edilen fonksiyona MinxEnt dagilim fonksiyonu de-
nir. Ag, A1, ..., A, Lagrange carpanlarimin degerleri (3.34) ve (3.35) esitlikleri ile
bulunabilir. Ag, A1, ..., A, Lagrange carpanlarinin pq, po, . . ., fy’ye bagh oldugunu
gostermek icin (3.44) ifadesi (3.34)’de yerine yazildiginda,

b
/ g(x)e e Zim 9@ gy = 1 (3.45)
esitligi elde edilir. (3.45)’de gerekli diizenlemeler yapildiginda,
b m
/ q(x)e™ 2= 29@) gy = ro (3.46)

sonucu bulunur. (3.46) esitliginden, Ay Lagrange carpanin Ay, Ao, ..., \,, Lagrange
carpanlarina bagh oldugu goriiliir. Benzer sekilde (3.44) ifadesi (3.35) esitliginde

yerine yazildiginda,

b
/ q(x)g;(x)e e 2= M@ dy = ;0§ =1,2,...,m (3.47)

ifadesi elde edilir. (3.47) egitliginde gerekli diizenlemeler yapildiginda,

b
/ q(x)g;(x)e 2= 9@ dy = pie . j=1,2,...,m (3.48)

elde edilir. (3.46) ifadesi (3.48)’de yerine yazilip, gerekli diizenlemeler yapildiginda,

_ fab q(x)gj(x)e” 251295 () g

[P g(z)e T @ gy j=L2,....m (3.49)

J
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sonucu bulunur. (3.49) ifadesinden, Ay, Ao, ..., A, Lagrange carpanlarinn py, po, . . .,

i lere bagh oldugu goriilmektedir (Samilov, 2015).

3.3. Genellestirilmig Entropi Optimizasyon Dagilimlari

GEOY yontemlerinden elde edilen dagilimlar genellestirilmis MaxEnt dagilim-
lar1 ve genellegtirilmis MinxEnt dagilimlar olmak iizere GEOY dagilimlar olarak
ifade edilmektedir. Verilmig moment fonksiyonlar kiimesinde veri setine Shannon
entropi Ol¢iimiine gbére en yakin ve en uzak olan entropi optimizasyon dagilimlar
genellegtirilmis MaxEnt dagilimlarini olugturmaktadir. Benzer gekilde, verilmig mo-
ment fonksiyonlar kiimesinde veri setine Kullback-Leibler ¢apraz entropi 6l¢iimiine
gbre en yakin ve en uzak olan entropi optimizasyon dagilimlar: genellestirilmis Mi-
nxEnt dagilimlarim olugturmaktadir (Shamilov, 2006; 2007; 2010)

Bu boliimde MaxEnt yontemi yardimiyla tanimlanmig olan 6zel entropi opti-
mizasyon fonksiyoneli ve bu fonksiyonelden yola ¢ikarak moment fonksiyonlar1 kii-
mesinde tanimlanmis olan genellegtirilmis MaxEnt dagilimlar aciklanmistir. Ayrica,
onsel dagilim bilgisine sahip MinxEnt yonteminden yola ¢ikarak tanimlanmig olan
ozel entropi optimizasyon fonksiyoneli ve bu fonksiyonel yardimiyla moment fonk-
siyonlar1 kiimesi iizerinde tanimlanmig olan genellestirilmis MinxEnt dagilimlarina

yer verilmigtir.

3.3.1. Genellestirilmis MaxEnt Dagilimlari

Kesikli rassal degigkenler icin MaxFEnt yontemi yardimiyla moment fonksiyon-
laria bagh MaxEnt fonksiyoneliyle ve bu fonksiyonele minimum deger veren dagilim
(MinMaxEnt),, ve maksimum deger veren dagihm (MaxMaxEnt),, dagilhm olarak
ifade edilmektedir. Bu béliimde (MinMaxEnt),, ve (MaxMaxEnt),, dagilimlarinin
elde edilmesi ayrintili bir gsekilde gosterilmigtir.

x1,...,T, rassal ornek olsun ve érnek icindeki degerlere, sirasiyla pq,...,pn

olasiliklar kargilik gelsin. Bu durumda Shannon entropi 6l¢iimii,

H=— sz‘lnpi, pi=(p1,---Pn) (3.50)
i=1
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maksimum entropi fonksiyon problemi
> pigiw) =py, §=0,1,....m (3.51)
i=0

kisitlar: altinda, burada po =1, go(z) =1; p;, >0, i =0,1,...,n; m+1 < n olmak
izere

p; = e 2i=oNgi®) i =192 . p (3.52)

¢Oziimiine sahiptir. Burada \;, j =0, 1,..., m Lagrange carpanlaridir. Egitlik (3.52),
(3.50)’de dikkate alinirsa, maksimum entropi degeri ya da maksimum entropi fonk-

siyoneli
Hype = — Y _ € =029 (— > Nigi (a:i)> (3.53)
i=1 Jj=0
veya

Hmax = Z )‘j,uj' (354)
7=0

seklinde elde edilir. (3.54) denkleminde py = 1 olmak tizere, p;, (j =0,1,...,m)’ler
uygun g;(z), (j = 0,1,...,m) moment fonksiyonlar1 yardimiyla verilmis rassal de-
giskenden elde edilen moment degerleridir.

(3.53) ve (3.54) formiillerinden goriildiigi gibi p;, (j = 0,1,...,m)ler, g;(z),
(j = 0,1,...,m) moment fonksiyonlarma bagh fonksiyoneller gibi ele alinabilir.
Bu durumda moment fonksiyonlari, g = (go, g1, - - -, gm) vektor fonksiyonu geklinde
vazildiginda H,,,, g vektor fonksiyonuna bagh bir fonksiyonel gibi yorumlanabilir.

Bu fonksiyonel g moment vektor fonksiyonlaria bagh degerleri (3.54) formii-
liiyle belirlenen bir fonksiyonel olarak tanimlanmistir (Shamilov, 2006; 2007). Soz

konusu fonksiyonel,

seklinde gosterilerek MaxEnt fonksiyoneli olarak isimlendirilir.
Moment vektor fonksiyonlar kiimesi, bilegenleri lineer bagimsiz olan sonsuz
sayida g moment vektor fonksiyonlarmdan olugsun ve K geklinde gosterilsin (g € K).
Kesikli rassal degiskenler icin genellestirilmis MaxEnt dagilmlar: diger bir ifade

ile MinMaxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlari, K moment vektor fonksiyonlar: kiime-
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sine baghdir. K moment vektér fonksiyonlar: kiimesi genel anlamda sonsuz sayida
elemanlardan olugmaktadir ve bu durumda genellestirilmis MaxEnt dagilimlarinin
bulunmasi olduk¢a zordur (Shamilov, 2006). Fakat uygulama agisindan, K moment
fonksiyonlar1 kiimesinin sonlu sayida elemanlardan olugmas: da énemlidir. Bu du-
rum, istatistiksel dagilhimlara uygun karakterize edici momentlerin sonlu sayida ol-
mas1 ve bu dagilmlarin entropi optimizasyon dagilimlari seklinde bulunabilmesiyle
de desteklenmektedir (Kagan vd., 1973; Kapur, 1989).

Buna gore bu tez ¢galigmasinda, kesikli rassal degiskenler i¢cin MinMaxEnt ve
MaxMaxEnt dagilimlarinin pratik uygulamalarinin yapilabilmesi i¢cin K kiimesi, m
sayida bilesene sahip sonlu sayida moment vektor fonksiyonlarindan olugacak gekilde
secilmistir.

Ko = {g1,...,9-}, r elemanl karakterize edici moment fonksiyonlar kiimesi
olsun. Bu durumda, Ky ,,; K¢'dan alinan r sayida elemanlarin tiim m elmanh kom-
binasyonlarindan olugan bir kiime olur. Burada Ky ,,’den aliman her bir kombinasyon
verilmis bir veri seti ve U(g) fonksiyoneli i¢cin moment kogulunu ifade etmektedir.
Kombinasyonlar sayist ve U(g)nin bu degerlere uygun degerlerinin sonlu oldugu
icin sayist U(g)’nin bu degerleri arasindan en biiyiik ve en kiigiik degeri vardir ve
bulunabilirdir. S6zii edilen bu degerler, U(g) = Hpax fonksiyoneli i¢cin MinMaxEnt
ve MaxMaxEnt dagilmlarmin bulunmasina imkan saglamaktadir (Samilov, 2015).

MinMaxEnt ve MaxMaxEnt problemlerini ¢ézmek icin (go(x), g™ (z)) , (go(2),
g (x)) vektor fonksiyonlarimi bulmak gerekmektedir. Burada go(z) = 1, g% € Ky,
ve g@ € K, sirasiyla U(g)’ye Shannon entropi lgiimiine gére minimum ve mak-
simum degerleri veren karakterize edici moment vektorleridir. U(g)'nin go(x) ve
tim m-boyutlu g € Kj,, vektor fonksiyonlar1 tarafindan iiretilen kisitlara gore
minimum veya maksimum degerlere ulastigina dikkat edilmelidir. Bir bagka ifa-
deyle, U(g)'nin minimum degeri g € Ky ,,’e uygun olan H,,,, degerinin en kiigiik,
U(g) nin maksimum degeri g € Ky ,,’e uygun olan H,,,, degerinin en biiyiik dege-
ridir. Eger (go(), 9" (2)),U(g)’ye en kiigiik degeri veriyorsa p!) = ", . p)
dagihimi (go(z), gV (z)) vektor fonksiyonuna gére veriye uygun olan dagihimdir ve
(MinMaxEnt),, dagilimi olarak adlandirilmaktadir. Eger (go(), ¢'® (7)) de U(g)’ye
en biiyiik degeri veriyorsa p(® = (p§2), . ,p?) dagihmu (go(z), 9@ (z)) vektér fonk-

siyonuna gore veriye uygun olan dagihimdir ve (MaxMaxEnt),,, dagilimi olarak ifade
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edilmektedir (Shamilov, 2007; 2010).

3.3.2. Genellegtirilmis MinxEnt Dagilimlar:

Kesikli rassal degigkenler icin MinxEnt yontemi yardimiyla moment fonksi-
yonlarima bagh MinxEnt fonksiyoneliyle ve bu fonksiyonele minimum deger veren
dagilm (MinMinxEnt),, ve maksimum deger veren dagihm (MaxMinxEnt),, da-
gilimi olarak ifade edilmektedir. Bu bélimde (MinMixEnt),, ve (MaxMinxEnt),,
dagilimlarimin elde edilmesi ayrintili bir sekilde gésterilmistir.

x1,...,%, rassal ornek olsun ve ornek icindeki degerlere, sirasiyla py,...,p,
olasiliklan kargilik gelsin. Bu rassal 6rnek, qq, s, ..., q, seklinde onsel bir dagilima

sahip olsun. Bu durumda Kullback-Leibler 6l¢iimdi,

- Pi
D(p:q) = Zpilna, p=(p1--spn), 4= (q1,- -, qn) (3.55)
i=1 ¢

seklinde tanimlanir. Kullback-Leibler fonksiyonunu minimize etme problemi
i=1

kisitlar altinda, burada po = 1, go(z) =1, p; > 0,0 = 1,...,n, m+1 < n ve

¢;>0,i=12,...,n; > ¢ <1 olmak iizere
p; = qe” o=@ j =19 pn (3.57)

¢Oziimiine sahiptir. Burada A; (7 = 0,1,2,...,m) Lagrange carpanlandir. Egitlik
(3.57), (3.55)’te dikkate almirsa, D(p : ¢)’nin minimum entropi degeri ya da mini-

mum entropi fonksiyoneli

Dyin = Y _ g™ 27202930 <— > Ngj (aci)> (3.58)
i=1 Jj=0

veya

Duin = — > Ajtis (3.59)
=0
seklinde elde edilir. (3.58) denkleminde, pp = 1 olmak tizere, pu;, (j = 0,1,...,m)’ler
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uygun g;(z),(j = 0,1,...,m) moment fonksiyonlar1 yardimiyla verilmis rassal de-
giskenden elde edilen moment degerleridir.

(3.58) ve (3.59) formiillerinden goriildiugi tizere uj, (j =0,1,...,m)’ler, g;(x),
(j =0,1,...,m) moment fonksiyonlarina bagl fonksiyoneller gibi ele alinabilir. Bu
durumda moment fonksiyonlari, g = (9o, g1, - - -, gm) vektor fonksiyonu geklinde ya-
zildiginda D(p : q), g vektor fonksiyonuna bagh bir fonksiyonel gibi yorumlanabilir.

Bu fonksiyonel g moment vektor fonksiyonlarima bagh degerleri (3.58) formii-
liiyle belirlenen bir fonksiyonel olarak tanimlanmistir (Shamilov, 2006; 2007). Soz

konusu fonksiyonel,

seklinde gosterilerek, MinxEnt fonksiyoneli olarak isimlendirilir. Moment vektor
fonksiyonlar kiimesi, bilegenleri lineer bagimsiz olan sonsuz sayida g moment vektor
fonksiyonlarindan olugsun ve K geklinde gosterilsin (g € K).

Kesikli rassal degigkenler i¢in genellestirilmiy MinxEnt dagilmlar1 diger bir
ifade ile MinMinxEnt ve MaxMinxEnt dagilimlar;, K moment vektor fonksiyonlar:
kiimesine baghdir. K moment vektor fonksiyonlar1 kiimesi genel anlamda sonsuz
sayida elemanlardan olugur ve bu durumda genellestirilmis MinxEnt dagilhimlarinin
bulunmasi olduk¢a zordur (Shamilov, 2006). Fakat uygulama agisindan, K moment
fonksiyonlar kiimesinin sonlu sayida elemanlardan olugmasi da énemlidir. Bu du-
rum, istatistiksel dagilhimlara uygun karakterize edici momentlerin sonlu sayida ol-
masi ve bu dagilmlarin entropi optimizasyon dagilimlari seklinde bulunabilmesiyle
de desteklenmektedir (Kagan vd., 1973; Kapur, 1989).

Buna gore bu tez calismasinda, kesikli rassal degigkenler icin MinMinxEnt ve
MaxMinxEnt dagilimlarinin pratik uygulamalarinin yapilabilmesi icin K kiimesi, m
sayida bilesene sahip sonu sayida moment vektor fonksiyonlarindan olusacak sekilde
secilmistir.

Ky = {g1,...,9-}, r elemanl karakterize edici moment fonksiyonlar kiimesi
olsun. Bu durumda, Ky ,,; K¢'dan alinan r sayida elemanlarin tiim m elmanl kom-
binasyonlarindan olugan bir kiime olur. Burada Ky ,,’den alinan her bir kombinasyon
verilmig bir veri seti ve U(g) fonksiyoneli i¢in moment kogulunu ifade etmektedir.

Kombinasyonlar sayist ve U(g)nin bu degerlere uygun degerlerinin sonlu oldugu
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icin sayist U(g)'nin bu degerleri arasindan en biiyiik ve en kii¢iik degeri vardir ve
bulunabilirdir. S6zii edilen bu degerler, U(g) = Dy, fonksiyoneli igin MinMinxEnt
ve MaxMinxEnt dagilimlarinin bulunmasina imkan saglamaktadir.

MinMinxEnt ve MaxMinxEnt problemlerini ¢cdzmek icin (go(z), gV (z)) , (go(z),
g (z)) vektor fonksiyonlarini bulmak gerekmektedir. Burada go(z) = 1, ¢V €
Kom ve g? € Ko, sasiyla U(g)'ye Kullback - Leibler lgiimiine gore mini-
mum ve maksimum degerleri veren karakterize edici moment vektorleridir. U(g) nin
go(z) ve tiim m-boyutlu g € K, vektor fonksiyonlar: tarafindan iiretilen kisitlara
gbére minimum veya maksimum degerlere ulagtigina dikkat edilmelidir. Diger yan-
dan, U(g)'nin minimum degeri g € Kj,,’e uygun olan D, degerinin en kiiciik,
U(g)'nin maksimum degeri g € Ky ,,’e uygun olan D, degerinin en bilyiik dege-

1 1
Rl

dagilmi (go(z), g™ (x)) vektor fonksiyonuna gére veriye uygun olan dagihmdir ve

ridir. Eger (go(z), ¢™M(z)), U(g)’ye en kiiciik degeri veriyorsa p) = (p

(MinMinxEnt),, dagilimi olarak adlandirilir. Eger (go(z), 9 (z))’de U(g)’ye en bii-
yiik degeri veriyorsa p(?) = ( 52), v ,pg)) dagihmi (go(x), g (x)) vektor fonksiyo-
nuna gore veriye uygun olan dagilimdir ve (MaxMinxEnt),, dagilimi olarak ifade
edilmektedir (Shamilov, 2007; 2010).

Son olarak genelestirilmig entropi optimizasyon yontemlerinden elde edilen ge-
nellegtirilmis MaxEnt ve MinxEnt dagilimlarini elde etmek igin olugturulan K kii-
mesinde kombinasyon sayisi ve kullanilan MaxEnt ve MinxEnt fonksiyonelinden elde
edilen entropi degeri S ile gosterilsin. Bu durumda, her bir kombinasyonda elde edi-
len olasilik dagilimlart kiimesi, daha 6nceki bir kombinasyonda mevcut olan olasilik
dagilimlarmin bir alt kiimesi oldugundan, S,,,, azalr (veya en azindan artmaz) ve
Smin artar (veya en azindan azalmaz) ve Sekil 3.1’deki gibi bir grafik elde edilmis

olur. En son elde edilen kombinasyonda ise hem maksimum hem de minimum belir-

sizligi veren tek bir olasilik dagilimi elde edilmektedir (Kapur ve Kesavan, 1992).
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Entropi

A

Entropi Aralig1

Sekil 3.1. Karakterize edici moment fonksiyonlar kimesine sahip Smar ve Smin entropi
degerlerinin degisimi

4. STOKASTIK DIFERANSIYEL DENKLEM COZUMUNUN YAK-
LASIK OLASILIK YOGUNLUK FONKSIYONUNUN GEOY ile BU-
LUNMASI

Stokastik diferansiyel denklemin ¢oziimii bir stokastik siirectir. Bu stokastik
siire¢ sabit ¢ zamaninin her bir aninda bir rassal degisken ifade etmektedir. Stokastik
siireci olugturan bu rassal degiskenlerin olasilik yogunluk fonksiyonunun elde edilmesi
ve dagiliminin bulunmasi ise 6nemli bir problemdir. Bu béliimde, ilgili problemi
¢ozmek icin bir egri yay1 olusturularak ilk defa genellestirilmig entropi optimizasyon
yontemleri kullanilarak yeni bir yontem geligtirilmigtir. Geligtirilen yeni yontem bir

teorem yardimiyla da ispatlanmigtar.

Teorem 4.1. k1 ve k2 kosullar altinda 1to stokastik diferansiyel dekleminin varlik-
tekliginin ispatlandigs ve Ito stokastik diferansiyel dekleminin X (t) ¢éziminin ¢(t, s)
olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip oldugu varsayilsin. Igilenilen veri seti kullanila-
rak Euler-Maruyama yontems ile elde edilen yaklasik )A((tz) rassal degiskenin olasilik
yogunluk fonksiyonu p;(x) tir. Bu durumda

-

X (1) - X ()] < B (1X () - X(#))" < et (4.1)
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esitsizligi gecerlidir. Ayrica Z = p;(x), t € [t;, tip1], i = 0,1,...,N — 1 ile elde
edilen yuzey At — 0 iken It6 stokastik diferansiyel denkleminin ¢ézimi olan X (t)
stokastik siirecinin olasilik yogunluk fonksiyonu ¢(t, x) ’in yaklasimlaring ifade etmek-

tedir.

Kanit. Verilen bir veri seti icin dnerilen SDD modelinin niimerik ¢6ziimii EM yon-
temi ile yapilmig olsun ve yaklagik EM yoriingeleri elde edilsin. EM yoriingelerinden

olusan dogru parcasi iizerindeki degerler
X (t;) = (xg“,xg@,...,xg?) i=01,... K: K=N,2N,... (4.2)

seklinde gosterilmigtir. Burada, t; = iAt, At = %, K Euler-Maruyama yontemi ile
elde edilen yaklagimin adim sayisi ve N veri seti biyiikligi. Ayrica, X (t;) rassal
degiskenin degerleri t = t;, + = 0,1,..., K; K = N,2N, ... adimlar icin olusturu-
lan dogru parcasi iizerindeki EM yoriingelerinden elde edilen degerlerdir. Bununla
birlikte, (t xj()) =0,1,...K; K= N,2N, ... noktalan stokastik diferansiyel dek-
leminin yaklagik yoriingelerinin diigiim noktalar1 olarak da ifade edilmektedir. EM

yontemindeki ortalama kare hatasinin

2

E|X (t;)— X (t;)| <eéAt (4.3)
esitsizligini sagladig bilinmektedir (Allen, 2007). Burada, X (¢;) (2.4) SDD denk-
leminin ¢dziimii olan stokastik siirectir, ¢ = $(1 + ¢)eM ™7 ¢ = 2k(T + 1)(1 +
M), M = 3(B|X(0)) + kT2 + kT) &(T+7°) | | > 0.

(4.3)’de Lyapunov esitsizligi (Lyapunov, 1992) dikkate alinirsa,

E|x () - X t) 2) "< ont (4.4)

<E (\X (t) - X (t:)

elde edilir. (4.4)’den goriiliiyor ki, At — 0 iken {X(t;)} dizisi X (t;)’ye giiclii yakin-
samaktadir. Sonug olarak, eger X (¢;)’nin olasihk yogunluk fonksiyonu ¢ (¢;, z) ile,

{X(t;)} dizisinin olasilik yogunluk fonksiyonu ise o;(z) ile gosterilirse bu durumda
o (ti,z)=pi(x), i=0,1,...,K; K=N,2N,... (4.5)
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esitligi gecerlidir. Sabit ¢ = ¢; zamanina uygun {X (tL)} dizisinin olasilik yogun-
luk fonksiyonu olan ¢;(z) cesitli istatistiksel yontemlerle elde edilebilir. S6z konusu
olasilik yogunluk fonksiyonu bu teoremde genellegtirilmig entropi optimizasyon yon-
temleri ile elde edilmigtir.

Z = @;(x) egri yay1 t = t; diizlemi iizerinde bulunan ve veri setinden EM
yontemi ile elde edilen rassal degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu, benzer sekilde
Z = pip1(x) ise t = t;41 diizlemi {izerinde bulunan "yaklagik" olasilik yogunluk
fonksiyonu olsun. ¢ = t; diizleminde bulunan Z = @;(x) egri yayinin kendine paralel
olarak t = t;,1 diizlemine dogru paralel kaydirilarak ¢t = t; ve t = t;,; diizlemleri
arasinda bulunan Z = ;(z), t; <t <t;1, i =0,1,..., N —1 yiizeyi elde edilmigtir.
Benzer sekilde, t = t;,; diizleminde bulunan Z = ¢; () egrisi paralel kaydirilarak
tiv1 <t <tj1o araliginda tammlanmig Z = ;1 () yiizeyi elde edilmigtir.

Boylece, t = t;, 1 = 0,1,..., N diizlemleri iizerinde bulunan Z = ¢;(z) egri
yaylarimdan gecen yiizey elde edilmis olur. S6z konusu yiizey Z = ¢(t,z) yogunluk
fonksiyonunun bir yaklagimi olarak kabul edilebilir. Bir bagka deyisle, verilen bir veri
setinden baglayarak EM yontemi ile SDD’lerin cesitli yoriingeleri olugturulmustur.
Elde edilen yoriingeler sabit zamana gore rassal degigsken elde edilmesine olanak
saglamigtir.

Simdi Z = ;(z) egri yayindan gecen S; yiizeyi elde edilsin. S; yiizeyinin
deklemi Z = ¢;(z), t; <t <t;11, i =0,1,..., N — 1. Goriiliiyor ki, S; yiizeyi

S=5US1U...USN;
seklinde basamakla yiizeylerin birlesimidir ve asagidaki egitlik gecerlidir:
22301(33)7 te [t’mtl-i-l]a ZZO,l,,N—l (46)

(4.6) yiizeyi Z = p;(x) Ito stokastik diferansiyel denkleminin ¢6ziimii olan sto-
kastik siirecinin olasilik yogunluk fonksiyonuna bir yaklagimdir. Bununla birlikte,
eger tiim komsu sabit zamanlar arasindaki mesafe yeteri kadar kiiciiltiilebilirse, eg-
riler arasindan gecen bu yiizey SDD’in ¢6ziimii olan stokastik siirecin olasilik yogun-

luk fonksiyonuna bir yaklagim olarak da diisiiniilebilir (Tnce ve Shamilov, 2020; Ince,
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2021). O

5. UYGULAMALAR

Stokastik diferansiyel denklemler biyolojiden miihendislige, ekonomiden fizige,
tiptan kimyaya olmak iizere bir ¢ok alanda cesitli uygulamalara sahiptir. Litera-
tiirde, biyolojik popiilasyonlarin stokastik dinamiklerini modelleyen SDD modelleme
cahigmalar (Allen, 1999; Allen, 2003; Capasso ve Bakstein, 2005; Sarkka, ve Arno,
2019), dinamik sistemlerinde rassal etkileri iceren cesitli fiziksel sistem i¢in SDD mo-
delleme ¢aligmalar: (Hayes ve Allen, 2005; Allen, 2007; Panik, 2017;), hisse senetleri,
faiz oranlar1 ve varlik fonlari gibi ekonometrik alanlarda yapilan SDD modelleme
caligmalar1 (Mikosh, 1998; Ross, 1999; Korn ve Korn, 2001; Sauer, 2012) bulunmak-
tadir.

Bu boliimde stokastik diferansiyel denklemlerin ¢éziimii olan stokastik siire-
cin yaklagik olasilik yogunluk fonksiyonun GEOY ile bulunmasi i¢in geligtirilen yeni
yontemin performansi bir simiilasyon caligmasi ile incelendikten sonra biyolojik po-
piilasyon verisi, hisse senedi verisi ve Covid-19 6liim orani verisi olmak iizere iig
farkh gercek hayat problemi icin de gosterilmigtir. S6z konusu uygulamalarin ana-
lizleri MATLAB ve R programlari kullanilarak gerceklegtirilmistir.

Geligtirilen yeni yontemi kullanarak ilgilenilen veri setine Onerilen stokastik
diferansiyel denklem modelinin ¢éziimiiniin yaklagik olasilik yogunluk fonksiyonunu
elde etmek icin agagidaki adimlar izlenmigtir:

e Wiener siirecinin varsayimlarinin testi: SDD modelinde yer alan Wi-
ener siireci bir stokastik siire¢tir. Parametreleri tahmin etmeden 6nce, Wiener siireci
varsayimlarinin gerceklegip gerceklesmedigi kontrol edilmelidir. Varsayim kontroli
ilgilenilen veri setindeki degerlerden olusan X;-X;_1, j =1,2,,..., N serisine uygu-
lanmigtir. Yapilan testler i¢in anlamlilik diizeyi o« = 0.05 olarak secilmigtir.

e SDD icin parametre tahmini: En cok olabilirlik yontemi ile stokastik
diferansiyel denklemin bilinmeyen parametreleri tahmin edilmigtir.

e SDD icin uyum testi: Onerilen SDD modelinin verilere uygun olup olma-
dig1 Boliim 2.5’te yer alan ki-kare uyum iyiligi testi ile belirlenmigtir.

e SDD’in EM ile ¢oziimii: Ilgili veri seti icin secilen uygun modelden elde
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edilen yaklagik EM degerleri K = N, 2N, 3N adimlari i¢in hesaplanmigtir. Bu adim-
lardan EM’'nin ortalama kare hata degerlerine gore en kiiciik hataya sahip adim i¢in
EM yoriingeleri cizilmistir ve sdz konusu yoriingeler {izerindeki rassal degiskenlerin
aldig1 degerler belirlenmigtir.

Stokastik diferansiyel denklem modelinin yaklagik ¢oziimiine ait elde edilen EM
yoriingelerinin her biri ¢; amindaki X (t;) rassal degigkenin yaklagik degerlerini ifade
etmektedir. Her bir ¢t = ¢; aninda ¢ = 0, 1,..., K sayis1 kadar )A((tz) rassal degigken
elde edilmigtir. Elde edilen bu rassal degigkenler, {X (tl)} rassal degiskenler dizi-
sini olugturmaktadir. Teorem 4.1’ gore At — 0 iken {X(¢;)} dizisi X (t;)’ye giiclii
yakmsamaktadir. Eger X (¢;)’nin olasiik yogunluk fonksiyonu ¢ (t;,2) ve {X(t:;)}
dizisinin olasilik yogunluk fonksiyonu da ¢;(z) ile gosterilirse bu durumda (4.5) esit-
ligi gegerlidir. Yani, X (¢;)'nin olasilik yogunluk fonksiyonu ¢ (¢;, )’ nin bulunmasi
SDD’in ¢oziimii olan X (t) stokastik siirecinin olasilik yogunluk fonksiyonun bulun-
masina bir yaklagimdir. S6z konusu olasilik yogunluk fonksiyonu ise genellegtirilmig
entropi optimizasyon yontemleri ile elde edilmistir.

¢ Geligtirilen yeni yontemin kullanilmasi: SDD’in ¢6ziimiiniin yakla-
sik olasilik yogunluk fonksiyonun GEOQOY ile bulunmasi

Bir 6nceki adunda elde edilen {X (¢;)} dizisinin olasihk yogunluk fonksiyonu-
nun bulunmasi, ilgilenilen veri setinin modellenebilir oldugunu gostermek agisindan
oldukc¢a o6nemlidir. Bu sebeple, bu tezde teorik olarak ispatlanan yeni yontem; SDD
modelinin ¢6ziimii olan stokastik siirecin yaklagik olasilik yogunluk fonksiyonun bu-
lunmasima imkan saglamigtur.

{X(t;)} dizisi T parametre uzaymdan alinan ¢ zaman parametresine bagl ola-
rak €2 elementer sonuglar uzayimnda tanimhdir ve bu dizi bir stokastik siirectir. Yani, ¢
zamanin her ani i¢in kaydedilen rassal degigkenlerin bir araya gelmesi ile olugan ras-
sal degiskenler dizisi bir stokastik siire¢ olusturmaktadir. Bu stokastik siirec "X (t)"
ile gosterilmigtir. Uygulamalarda gecen X (t) stokastik siirecinin ¢ anminda aldig de-
gerler ifadesindeki kasit X (t) stokastik siirecini olugturan rassal degiskenlerdir. Bu
durumda, X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldig1 degerlerin dagiimimin GEOY ile
bulunmas: X (t) stokastik siirecini olugturan rassal degiskenlerin dagiliminin bulun-
mas1 anlamina gelmektedir.

Gelistirilen yeni yontemin uygulanabilir oldugunu gostermek ic¢in su adimlar
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izlenmistir: Oncelikle, verilere gore verilen moment fonksiyonlarinin MaxEnt ve Mi-
nxEnt karakterize edici momentleri belirlenmigtir. Secilen MaxFnt ve MinxEnt ka-
rakterize edici momentlerine karsilik gelen GEOY tarafindan iiretilen dagilimlar elde
edilmigtir. Sonrasinda ise GEOY tarafindan iiretilen dagihimlarin performanslar: kok
ortalama kare hata (RMSE), belirlilik katsayis1 (R?), Ki-Kare (y?) ve MaxEnt ol-
¢iimii (H) ve MinxEnt 6lgiimii (D) gibi istatistiksel kriterlere gore degerlendirilmis-
tir. En iyi dagibmin performansi en diisiilk RMSE, x?, MaxEnt ve MinxEnt ol¢iimii
degerleri ve en yiiksek R? degerlerine gore belirlenmistir.

GEQY dagilimlarinm elde etmek icin U(g) MaxEnt ve MinxEnt fonksiyone-
line maksimum ve minimum degerler veren moment vektor fonksiyonlari secilme-
lidir. Bu nedenle, go(z) = 1, gi(z) = z, ¢(x) = 2%, g3(z) = Inx, gz) =
In*(z), gs(z) = In(1+ 2?) karakterize edici moment vektdr fonksiyonlar: olarak
secilmigtir. Bu moment fonksiyonlarinin secimi, bilinen istatistiksel dagilimlarin ka-
rakterize edici momentleri olacak sekilde yapilmistir. Ornegin 2 ve 22 momentleri
normal dagilimin karakterize edici momentleridir (Kapur ve Kesevan, 1992).

GEOY’ne gore, Ko = {90, 91,92, 93, 91, 95} ve m elemana sahip Ky'in r sa-
yida elemanlarinin tiim kombinasyonlart Ky, (m = 1,2,...,r) olarak gosterilsin.
Kom, (m =1,2,3,4,5) kilmelerinden U(g)’ye en kiiciik ve en biiyiik degeri veren iki
moment vektor fonksiyonu secilmigtir.

Ornegin, Ky iiclii kombinasyon kiimesinde, (go, ¢V) = (1,2, Inz,In (1 + 2?)),
g € Koy, MaxEnt fonksiyoneli U(g)’ye en kiigiik degeri veren dagilim (MinMaxEnt),,
(90,9?) = (1,2% Inz,In*(z)), ¢ € Ky» MaxEnt fonksiyoneli U(g)’ye en biiyiik
deger veren dagihm ise (MaxMaxEnt), dagilimi olarak gosterilmigtir. Bu sekilde
diger kombinasyonlar i¢in genellegtirilmis MaxEnt dagilimlar elde edilmigtir.

Benzer gekilde, MinxEnt dagilimlan ic¢in Ky ii¢li kombinasyon kiimesinde,
(go,g(l)) = (1,z,In x,lnz(m)), g € Ky, MinxEnt fonksiyoneli U(g)’ye en kiigiik
deger veren dagilim (MinMinxEnt)s, (go, g(z)) = (1,z,2% Inx), ¢» € Ky, MinxEnt
fonksiyoneli U(g)’ye en biiyiik deger veren dagilim (MaxMinxEnt)s’dir. Bu gekilde
diger kombinasyonlar i¢in genellegtirilmis MinxEnt dagilimlar: elde edilmigtir.

Uygulamalarda ¢izilen gekillerde (MinMaxEnt),, ve (MaxMaxEnt),, dagihm-
lar1 ile (MinMinxEnt),,, ve (MaxMinxEnt),, dagilimlarinda minimum dagihmlar kir-

miz ¢izgi, maksimum dagilimlar ise yesil cizgi ile gosterilmigtir.
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GEOY’nden elde edilen genellestirilmis MinxEnt dagilimlar icin ilgili veri set-
lerine iligkin 6nsel dagilimin belirlenmesinde genellegtirilmis MaxEnt dagilimlarin-
dan elde edilen olasilik degerlerinden yararlanilmistir.

Gelistirilen yeni yontemin uygulamalarda performansini gdstermek icin kulla-

nilan istatistiksel kriterlerin formiilleri ise agagida verilmigtir:

Burada z;,¢. dagilimdan tahmin edilen veri, y; i. gercek veri, y gercek verilerin or-
talamasi, k parametre sayisi veya kisit sayisi ve N gozlem sayisidir. En iyi dagihm
belirlenirken RMSE, x2, H ve D degerlerinin en kiiciik degerlerine, R? icin ise en yiik-
sek aldigr degere bakilmaktadir. Ciinkii, R? bir modelin tahmin giiciiniin bir 6l¢iisii
olarak 0 ve 1 arasinda degigmektedir ve 1’e yaklagmasi modelin tahmin giiciiniin

arttiginin gostergesidir.

5.1. Simiilasyon Caligmasi

Stokastik diferansiyel denklemler gercek veri setleri iizerinde uygulamalara sa-
hip oldugu gibi simiilasyon calismalari icin de énemli bir yer tutmaktadir ve bu konu
ile ilgili literatiirde gesitli uygulamalar bulunmaktadir (Higham, 2001; Iacus, 2008;
Bayram vd., 2018; Kessler vd. 2019).

Bu uygulamada parametreleri (2, 0.3, 0.5), baglangic degeri 2 olan lineer olma-
yan bir stokastik diferansiyel denklem modelinden Monte Carlo yontemi ile N=1000

tane veri elde edilmistir. Uretilen bu veri setinin dagilimi Sekil 5.1°da gésterilmistir.
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Sekil 5.1. Simulasyon verisinin dagilima

Simiilasyon ile iiretilen veri seti i¢in 6énerilen SDD modelleri agagida verilmigtir:

CEV (1976) modeli: dX (t) = 0, X (t)dt + 6, X (t)dW (t)

CIR (1985) modeli :  dX(t) = (61 + 0 X (1)) dt + 05/ X (£)dW ()
GBM (1983) modeli:  dX (t) = 0ydt + 6, X (t)dW (t)

CKLS (1992) modeli:  dX (t) = (61 + 02X (t)) dt + 05X (t)"*dW (t)

Simiilasyon veri setine 6nerilen stokastik diferansiyel denklem modelinin ¢6zii-
miiniin olasilik yogunluk fonksiyonunu elde etmek icin agagidaki adimlar izlenmigtir:
e Wiener siirecinin varsayimlarinin testi

Simiilasyon veri seti i¢in Onerilen modellerle yapilan analizlere gegmeden 6nce
Wiener siirecinin varsayimlariminin saglanip saglanmadigi kontrol edilmelidir. Bu
amacla, {tg,t1,to,..., 000} i¢in tg < t; < to < ... < t1000 Ozelligini saglayan X, —
KXy Xtg =Xy, Xiy =Xty -+, Xiiooo — Xtogo Seklinde olusturulan simiilasyon verisine ait
artimlarin dagiliminin normal, duragan ve bagimsiz olduguna iligkin varsayimlarin
sinamalar agagida verilmigtir:

Normallik varsayimi sinamasini gerceklestirmek igin S-W testine iligkin hipo-
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tezler:
Hy: Simiilasyon verisi normal dagilima uygundur.
H;: Simiilasyon verisi normal dagilima uygun degildir.

seklinde kurulmugtur. S-W test istatistigi 0.98’dir ve p = 0.07 > a = 0.05 oldu-
gundan H, hipotezi kabul edilir. Bu durumda, simiilasyon verisi normal dagilima
uygundur denir.

Duraganlik varsayimi i¢cin KPSS testine iligkin kurulan hipotezler:
Hy: Simiilasyon verisi duragandir.
H;: Simiilasyon verisi duragan degildir.

seklindedir. KPSS test istatistigi 1’dir ve p = 0.08 > a = 0.05 oldugundan H,
hipotezi kabul edilir. Bu durumda, simiilasyon verisi duragandir denir.

Bagimsizlik varsayimi icin Box-Pierce Q testine iligkin kurulan hipotezler:

Hy: Simiilasyon verisine ait tiim gecikmeler icin otokorelasyon katsayilar: sifira

esittir.

H;: Simiilasyon verisine ait tiim gecikmeler i¢in otokorelasyon katsayilari sifir-

dan farkhidir.

seklindedir. Box-Pierce Q test istatistigi 2'dir ve p = 0.27 > o = 0.05 oldugundan
Hy hipotezi kabul edilir. Bu durumda, simiilasyon verisine ait tiim gecikmeler icin
otokorelasyon katsayilar: sifira egittir ve artimlarin bagimsizhigi saglanmis olur.

(X5 — X5-1),7 = 1,2,...,1000 serilerinin normallik, duraganlk ve bagimsizlik
varsayimlari saglandigina gore, onerilen stokastik diferansiyel denklem modelleri i¢in
parametre tahminine gecilebilir.

e SDD icin parametre tahmini

Onerilen SDD modellerinin parametrelerini tahmin etmek icin en cok olabilirlik

yontemi kullanilmigtir ve her bir modele uygun parametre tahminleri Tablo 5.1°de

verilmistir.
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Tablo 5.1. Onerilen SDD modellerinin tahmini parametre degerleri

0. 0, 05 04
CEV modeli ~ 2.1322  0.2930 0.4805

CIR modeli  11.8196 0.4777 0.3239

GBM modeli  0.3415  2.0969

CKLS modeli  0.5429  2.0664 0.4807 0.2928

e SDD icin uyum testi
Simiilasyon verisi icin birden fazla 6nerilmigtir. Uygun modele karar verilirken
hangi modelin en iyi olduguna karar vermek icin ilgili modellerin x? degerleri ve

buna uygun p degerleri hesaplanmigtir ve Tablo 5.2’de verilmigtir.

Tablo 5.2. Onerilen SDD modellerinin x* ve p degerleri

X2 p-degeri

CEV modeli  787.73 1
CIR modeli ~ 799.78  0.9578
GBM modeli  800.65  0.9885

CKLS modeli 805.44  0.8884

Tablo 5.2 incelendiginde en kiiciik x? test istatistigine sahip olan modelin CEV
modeli oldugu goriilmektedir. CEV modelinin simiilasyon veri setine uygunlugu Sekil

5.2’de grafiksel olarak da gosterilmigtir.
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Sekil 5.2. Simiilasyon verisi ve simiile edilmis degerleri

Sekil 5.2 incelendiginde (5.7) denklemine gore simiile edilmis veri degerleri ve
orijinal veri degerleri cizilmigtir. Siyah daireler simiile edilmig veri degerleri ve siyah
cizgi orijinal veri degerlerini temsil etmektedir. Sekil 5.17°den birbirine yakin olan
orijinal ve simiile edilmig degerler kargilagtirildiginda bir uyum oldugu goriilmektedir.
Burada, uyum iyiligi testini uygulamak ic¢in her verinin Monte-Carlo simiilasyonlar
yapilmigtir. [0, 1] araliginda elde edilmig simiilasyon verisi i¢in ¢ = 0 amindaki X,

elde edilen gozlem baglangic degeridir ve ¢ = 0.01’den 7" = 1’e kadar adim uzunlugu

A= % = ﬁ = 0.01 olan her bir ¢ an1 i¢in simiile edilen degerler elde edilmigtir. Si-
miilasyon verisindeki her bir nokta icin M simiilasyon sayis1 ﬁ—;ll > 5 egitsizliginden

% > 5 olmak iizere M < 198.8 esitsizliginden M = 198 kabul edilmigtir.

CEV modeli i¢in parametre tahmin edicileri 6, = 2.1322,0, = 0.2930,03 =
0.4805 CEV modelinde dikkate alindiginda,

dX (t) = 2.1322X (t)dt + 0.2930X () dW (t), X, =2 (5.1)

denklemi elde edilmigtir.

e SDD’in EM ile ¢oziimii
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SDD modelinin ilgili veri setine uygun oldugu gosterildikten sonra uygun SDD
modeli icin EM y&ntemi ile niimerik ¢oziimiine gecilebilir. Bu amacla EM yonteminin
hangi adimda en kiiciik hataya sahip olduguna karar verilmesi gerekmektedir. Sonra-
sinda ise secilen adim sayisi i¢in gelistirilen yeni yontem kullanilarak EM yé&riingeleri
cizdirilmistir. Oncelikle, simiilasyon verisi ve (5.1) modelinden elde edilen yaklagik
EM degerleri K=1000, 2000, 3000 adimlar1 icin MSE degerleri hesaplanmigtir ve
Tablo 5.3’de verilmistir.

Tablo 5.3. EM yéringelerinin advm sayilarina gére MSE dederlers

K MSE

1000  0.0010
2000 0.0504

3000 0.0305

Tablo 5.3 incelendiginde 1000. adimda EM yonteminin en kiigiik MSE dege-
rine sahip oldugu goriilmektedir. Buradan yola c¢ikarak, simiilasyon verisi i¢in 6neri-
len (5.1) SDD modelininin niimerik ¢6ztimiinde EM yontemini kullanarak yaklagik
EM yortingeleri Sekil 5.3’de K=1000 adim biiyiikliigii kullanilarak cizilmigtir. Bu-
rada, onerilen (5.1) SDD modeline iligkin yaklagik EM yoriingelerinden t = t;,7 =
1,2,...,1000 noktalarindaki X (t) stokastik siirecinin degerleri elde edilmigtir. Yani,
verilen bir veri setinden baglayarak EM yontemi ile SDD’lerin ¢esitli yoriingeleri
olusturulmustur. Elde edilen yoriingeler sabit zamana gore rassal degigken elde edil-

mesine olanak saglamigtir.
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Sekil 5.3. Similasyon verisinin dagilimi ve (5.1) SDD modelinin yaklagik EM yéringeleri

Sekil 5.3 incelendiginde simiilasyon verisi 6nerilen (5.1) SDD modelinin ¢6zii-
miine iligkin yaklagik EM yoriingelerinden ¢ = ¢;,2 = 1,2,...,1000 anindaki dogru
parcasi lizerindeki degerler (ti, xgl)) ,J =0,1,...,1000; K = 1000 olmak iizere sto-
kastik diferansiyel dekleminin yaklagik yoriingelerinin diigiim noktalari1 oldugu go-
riillmektedir. Yani, ilgili veri setinden baglayarak EM yontemi ile SDD’lerin cesitli
yoriingeleri olugturulmugtur. Elde edilen y6riingeler her bir t an1 i¢in bir rassal degis-
ken elde edilmesine olanak saglamistir. Bu durumda, her bir t = ¢;,4 = 0,1, ..., 1000
aninda bu diigiim noktalar1 {X(¢;)} rassal degiskenler dizisini olugturmaktadir. Bu
dizi bir stokastik siire¢ ifade eder ve bu siire¢ X (¢)’dir.

Bu durumda uygulamanin esas kismi olan, simiilasyon verisi énerilen (5.1) SDD
modelinin ¢6ziimii olan stokastik siirecin olasilik yogunluk fonksiyonun geligtirilen
yeni yontem ile elde edilme asamasina gegilebilir.

e Geligtirilen yeni yontemin kullanilmasi: SDD’in ¢6ziimiiniin yaklagik
olasilik yogunluk fonksiyonun GEQOY ile bulunmasi

Bir 6nceki adimda elde edilen stokastik siirecin olasilik yogunluk fonksiyonunun
bulunmasi ilgilenilen modelin ¢oziimiiniin olasilik yogunluk fonksiyonun bulunma-

sina da bir yaklagim olugturmugtur. Ayrica, GEOY ile elde edilen olasilik dagilimlar
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da ilgili veri setinin modellenebilir oldugunu gostermek agisindan oldukc¢a énemlidir.

Bu adimda, simiilasyon verisi i¢in 6nerilen (5.1) SDD modelinin yaklagik EM
yoriingelerine ait X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldig degerlerin olasilik yogunluk
fonksiyonu GEOY ile elde edilmigtir. Ayrica, GEQY ile elde edilen (MinMaxEnt),,,
(MaxMaxEnt),, ve (MinMinxEnt),,, (MaxMinxEnt),, dagilimlar: ile X (¢) stokastik
siirecinin ¢ aninda aldg1 degerlerin modellenebilir oldugu gésterilmistir.

Simiilasyon verisi igin 6nerilen (5.1) SDD modelinin yaklagik EM yoriingele-
rine ait X (f) stokastik siirecinin ¢ aninda aldig1 degerleri icin Ko, (m = 1,2,3,4)
moment vektor fonksiyonlar: kiimesine uygun (MinMaxEnt),,, (MaxMaxEnt),, ve
(MinMinxEnt),,, (MaxMinxEnt),, dagihmlarimin performans: H, D, RMSE, R? ve
x? istatistiksel kriterleri ile sirasiyla Tablo 5.4-5.5 ve Tablo 5.6-5.7’de verilmistir.
Elde edilen sonuclar ayni zamanda, Sekil 5.4 ve Sekil 5.5'te grafiksel olarak da gos-
terilmigtir.

Tablo 5.4. X (t) stokastik sirecinin t amnda aldigo degerler igin (MinMazEnt),,
dagilimlarinin istatistiksel kriterlerine gore incelenmesi

(MinMaxEnt),, H RMSE x2 R? Moment Fonksiyonlar:
(MinMaxEnt );  4.0388 6057.91 0.6135 0.6302 1,22
(MinMaxEnt),  3.9642 6057.90 0.8865 0.8646 1,lnz,In(1 + z2)
(MinMaxEnt)3 3.9535 6057.90 0.8339 0.8505 1,22, Inz,In(1+ z?)
(MinMaxEnt),  3.8887 6057.89 0.5381 0.9881 1,z,Inz,In’(z),In(1 + z?)

Tablo 5.5. X (t) stokastik siirecinin t aninda aldige degerler i¢in (MazMazEnt)p,
dagilimlarinim istatistiksel kriterlerine gore incelenmesi

(MaxMaxEnt),, H RMSE x? R? Moment Fonksiyonlari
(MaxMaxEnt), 4.2402 6057.90 0.5991 0.2695 1,lnz
(MaxMaxEnt),  4.0422 6057.91 0.5817 0.6273 1,z,1n2(z)
(MaxMaxEnt);  4.0250 6057.91 0.5812 0.6599 1,z,22, In?(x)
(MaxMaxEnt),  3.8888 6057.90 0.5812 0.9335 1,22 Inz,In*(z),In(1 + z2)

Tablo 5.4 ve Tablo 5.5 incelendiginde X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldig:
degerlerin dagilim i¢in tiim (MinMaxEnt),, dagilmlar1 verilen istatistiksel kriterler
agisindan tiim (MaxMaxEnt),, dagihmlarindan daha iyi performans gostermistir.

Ozellikle, R? kriterine gore (MinMaxEnt), dagihminm diger (MinMaxEnt),,, (m =
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1,2,3) ve tiim (MaxMaxEnt),,, (m = 1,2,3,4) dagiimlarmdan X (¢) stokastik siire-
cinin ¢ aninda aldig1 degerlerin dagilimi i¢in daha uygun oldugu gériilmektedir ve bu
sonug diger istatistiksel kriterler ile de desteklenmektedir. Ayrica, (MinMaxEnt),,
ve (MaxMaxEnt),,,, (m = 1,2,3,4) dagihmlarmm X (¢) stokastik siirecinin ¢ amnda

aldig1 degerlerin dagilimina uyumu grafiksel olarak Sekil 5.4’da gosterilmigtir.
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Sekil 5.4. X (t) stokastik siirecinin t amnda aldije degerler icin swraswla (MinMazEnt)y,
ve (MaxMaxEnt),, dagiimlarinin grafikleri

Sekil 5.4 incelendiginde (MinMaxEnt),, ve (MaxMaxEnt),, dagilimlarmimn X (¢)
stokastik siirecinin ¢ aninda aldig1 degerlerin dagilimi ile uyumlu oldugu gériilmek-

tedir.

Tablo 5.6. X (t) stokastik siirecinin t aninda aldige degerler igin (MinMinazEnt)p,
dagilimlarinim istatistiksel kriterlerine gore incelenmesi

(MinMinxEnt),, D RMSE x? R? Moment Fonksiyonlari
(MinMinxEnt), 4.0388 6057.91 0.6135 0.6302 1,z°
(MinMinxEnt)s 3.9174 6057.90 0.5799 0.8363 1,22, Inz
(MinMinxEnt);  3.9505 6057.90 0.5811 0.9637 1,z,22 In*(z)
(MinMinxEnt);  3.8857 6057.89 0.5513 0.9974 1,z,22 In*(x),In(1 + z?)
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Tablo 5.7. X (t) stokastik sirecinin t amnda aldigo degerler igin (MazMinzEnt)y,
dagilimlarinin istatistiksel kriterlerine gore incelenmesi

(MaxMinxEnt),, D RMSE x2 R? Moment Fonksiyonlar:
(MaxMinxEnt), 4.0905 6057.91 0.5936 0.6477 1,lnz
(MaxMinxEnt),  3.9642 6057.90 0.8865 0.8646 1,lna,ln(1+ 22)
(MaxMinxEnt);  3.9938 6057.90 0.7124 0.9031 1,z,2%Inx
(MaxMinxEnt)4 3.8890 6057.89 0.9381 0.9881 1,z,Inz,In*(x),In(1 + z?)

Tablo 5.6 ve Tablo 5.7 incelendiginde simiilasyon i¢in X (t) stokastik siire-

cinin ¢ amnda aldigi degerlerin olasihk dagihmi i¢in tiim (MinMinxEnt),, dag-

limlar1 verilen istatistiksel kriterler agisindan tiim (MaxMinxEnt),, dagihmlarin-

dan daha iyi performans gostermistir. Ozellikle, R? kriterine gore X(t) stokas-

tik siirecinin ¢ aninda aldig1 degerlerin dagilminda (MinMinxEnt), dagihmi diger

(MinMinxEnt),,, (m = 1,2, 3) ve tiim (MaxMinxEnt),,, (m = 1,2, 3,4) dagilimlarin-

dan daha iyi performans gostermistir ve bu sonuc diger istatistiksel kriterler ile de

desteklenmektedir. (MinMinxEnt),, ve (MaxMinxEnt),,, (m = 1,2,3,4) dagilmla-

rim X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldigi degerlere uyumu grafiksel olarak Sekil

5.5’te gosterilmigtir
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Sekil 5.5. X (t) stokastik siirecinin t aninda aldwgs degerler i¢in siraswla (MinMinzEnt )y,

ve (MaxMinzEnt),, dagilimlarinan grafikleri
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Sekil 5.5 incelendiginde (MinMinxEnt),, ve (MaxMinxEnt),, dagihmlarinin
X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldig1 degerlerin dagihmma uyumu net bir sekilde
goriillmektedir.

Elde edilen kargilagtirma sonuclarina bakildiginda simiilasyon verisi i¢in &ne-
rilen (5.1) SDD modelinin yaklagik EM yoriingelerine ait X (¢) stokastik siirecinin
t aminda aldigy degerlerin dagilimi; Ko,,, (m = 1,2,3,4) moment vektoér fonksi-
yonlar kiimesine uygun (MinMinxEnt), dagilhmina o6zellikle R? degeri agisindan
diger (MinMinxEnt),,, (m = 1,2,3) ve tim (MaxMinxEnt),,, (MinMaxEnt),,, ve
(MaxMaxEnt),,, (m = 1,2,3, 4) dagilimlarindan daha gii¢lii bir uyuma sahip ol-
dugu goriilmektedir ve bu sonuc diger istatistiksel kriterler ile de desteklenmektedir.
Ayrica, X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldigi degerlere genellestirilmis MinxEnt
dagilimlarinin genellestirilmis MaxEnt dagilimlarina gore X (t) daha iyi uyum sag-
ladigy gorsel acidan da Sekil 5.5'te net bir gekilde goriilmektedir.

Son olarak, geligtirilen yeni yontem yardimiyla simiilasyon verisi i¢in 6nerilen
(5.1) SDD modelinin ¢oziimii olan X (t) stokastik siirecini olugturan rassal degisken-
lerin yaklagik olasilik yogunluk fonksiyonu GEQOY ile elde edilmistir.

Simiilasyon caligmasinda 6zetle agagidaki sonuclar elde edilmigtir:

o X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldigr degerlerin olasilik dagiliminin nasil
elde edilebildigi gosterilmigtir.

o X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldigi degerlerin dagilm bilinen herhangi
bir istatistiksel dagilima benzemedigi icin GEOY dagilimlar: ile modellenebilir ol-
dugu gosterilmigtir.

e Genellegtirilmis MinxEnt dagilimlarinin genellegtirilmis MaxEnt dagilimla-
rina gore X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldig1 degerleri modellemede daha esnek

ve giiclii oldugu yorumu yapilabilmektedir.

5.2. Biyolojik Popiilasyon Ornegi

Popiilasyon dinamigi ve popiilasyon verilerinin modellenmesi stokastik diferan-
siyel denklemlere dayanmaktadir. Popiilasyon dinamikleri demografik degigkenlere
sahiptir ve genellikle siirekli zamanh Markov zinciri (CTMC) modelleri kullanilarak
incelenmektedir (Allen vd., 2020). Bu uygulamada geligtirilen yeni yontemin kulla-

nimim gostermek icin 1940-2011 yillar arasinda Aransas-Wood boélgesinde yagayan
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N = 72 tane gozleme ait turna popiilasyonu verileri kullanilmigtir (Butler, 2013)
ve her bir yila ait turna sayist Sekil 5.6’da gésterilmistir. Bu biyolojik veri seti i¢in

CTMC modeli:

dX (1) = aX (t)dt + /BX (AW (1), X, = 18 (5.2)

seklindedir. Burada X (¢) turna sayisi, «, 5 bilinmeyen parametreler ve X (0) = 18
baglangi¢ degeri.

Turna Popiilasyonu
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Sekil 5.6. 1940-2011 yillary arasinda yasayan turna popilasyonu verilerinin dagilvma

Turna popiilasyonu veri setine 6nerilen stokastik diferansiyel denklem mode-
linin ¢6ziimi olan stokastik siirecin olasilik yogunluk fonksiyonunu elde etmek icin
agsagidaki adimlar izlenmigtir:

e Wiener siirecinin varsayimlarinin testi

Turna popiilasyonu verileri i¢in 6nerilen CTMC modeliyle analizine ge¢cmeden
once Wiener siirecinin varsayimlariminin saglanip saglanmadig kontrol edilmelidir.
Bu amagla, {to,t1,ta,...,t,} icin to < t; < ty < ... < t7 Ozelligini saglayan X, —
Xig, Xiy — Xiy, Xig — Xiy, -+, Xiy — Xy, seklinde olugturulan turna popiilasyonuna
verilerine ait artimlarin dagiliminin normal, duragan ve bagimsiz olduguna iligkin
varsayimlarin sinamalari asagida verilmistir:

Normallik varsayimi sinamasini gerceklegtirmek i¢in S-W test istatistigi kulla-
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nilmigtir. Bu teste iligkin hipotezler:
Hy: Turna popiilasyonu verileri normal dagilima uygundur.
Hy: Turna popiilasyonu verileri normal dagilima uygun degildir.

seklinde kurulmugtur. S-W test istatistigi 0.84’dir. Bu testten elde edilen p-degeri
0.25 olarak bulunmusgtur. p-degeri o = 0.05 anlamlilik diizeyinden daha biiyiiktiir ve
Hy hipotezi kabul edilir. Bu durumda, turna popiilasyonu verileri normal dagilima
uygundur denir.

Duraganhk varsayimi icin KPSS testi kullanilmigtir. Bu teste iligkin kurulan

hipotezler:
Hy: Turna popiilasyonu verileri duragandir.
Hy: Turna popiilasyonu verileri duragan degildir.

seklindedir. KPSS test istatistigi 1.2’dir. Bu testten elde edilen p-degeri 0.09 olarak

bulunmugtur. p-degeri a = 0.05 anlamhlik diizeyinden daha biiyiiktiir ve Hy hipotezi

kabul edilir. Bu durumda, turna popiilasyonu verileri duragandir denir.
Bagimsizlik varsayimi i¢in Box-Pierce Q testi kullanilmigtir. Bu test i¢in ku-

rulan hipotezler:

Hy: Turna popiilasyonu verilerine ait tiim gecikmeler icin otokorelasyon kat-

sayilari sifira esittir.

H,: Turna popiilasyonu verilerine ait tiim gecikmeler i¢in otokorelasyon kat-

sayilar: sifirdan farklhidar.

seklindedir. Box-Pierce Q) test istatistigi 0.44’dir. Bu testten elde edilen p-degeri 0.06
olarak bulunmugtur. p-degeri o = 0.05 anlamlilik diizeyinden daha biiyiiktiir ve H,
hipotezi kabul edilir. Bu durumda, turna popiilasyonu verilerine ait tiim gecikmeler
icin otokorelasyon katsayilar: sifira esittir ve artimlarin bagimsizligi saglanmig olur.

(Xj—Xj-1),J = 1,2,...,72 serilerinin normallik, duraganlhk ve bagimsizlik
varsayimlari saglandigina gore, onerilen CTMC stokastik diferansiyel denklem mo-
deli i¢in parametre tahminine gecilebilir.

e SDD icin parametre tahmini
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(5.2) denkleminde verilen SDD modelinin parametrelerini tahmin etmek igin
en cok olabilirlik yontemi kullanilmigtir ve tahmin ediciler sirasiyla o = 0.042, 8 =

0.691 olarak bulunmugtur. Bu parametreler (5.2) denkleminde dikkate alindiginda,

dX () = 0.042X (t)dt + /0.691X (1)dW (t), X, =18 (5.3)

denklemi elde edilmigtir.
¢ SDD icin uyum testi

Uyum iyiligi testinde ardigik gozlemler arasindaki yoriingelerin Monte-Carlo
simiilasyonlar1 elde edilmistir ve bu gbézlemler her noktada orijinal verilerle karsilag-
tiridmigtir. Bunun icin simiilasyonda, 1940’da elde edilen gozlem basglangic degeridir
ve 1941’den 2011’e kadar simiile edilen degerler elde edilmigtir. Turna popiilasyonu

verilerindeki her bir nokta icin M simiilasyon sayis1 > 5 egitsizliginden 72 SyE L>5

M+1
olmak tlizere M < 13.2 esitsizliginden M = 13 kabul edilmigtir.

P =]
o o o o
L L L L L

m W o
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L L L
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Sekil 5.7. Turna popiilasyonu verileri ve simiile edilmis degerleri

Sekil 5.7 incelendiginde (5.3) denklemine gore simiile edilmis veri degerleri ve
orijinal veri degerleri cizilmigtir. Siyah daireler simiile edilmis veri degerleri ve siyah
¢izgi orijinal veri degerlerinin dagilimini temsil etmektedir. Sekil 5.7’den birbirine
yakin olan orijinal ve simiile edilmig degerler karsilagtirildiginda bir uyum oldugu

goriilmektedir. Ancak, gercek bir uyum olup olmadigin kesin olarak anlamak icin
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x? uyum iyiligi testi kullanilmistir. Bu teste iliskin hipotezler:
Hy: Turna popiilasyonu verileri 6nerilen (5.3) SDD modeline uygundur.
Hi: Turna popiilasyonu verileri 6nerilen (5.3) SDD modeline uygun degildir.

seklinde kurulmustur. y? test istatistigi 7.67 elde edilmistir. (5.3) denklemi iki pa-
rametreye sahip oldugu icin, serbestlik derecesi (M — 2) = 13 — 2 = 11’dir. p-degeri
P (x*(11) > 7.67) = 0.74 ve a = 0.05’den biiyiiktiir ve Hy hipotezi kabul edilir. Bu
durumda, turna popiilasyonu verileri 6nerilen (5.3) SDD modeline uygundur denir.
e SDD’in EM ile ¢oziimii

SDD modelinin ilgili veri setine uygun oldugu gosterildikten sonra uygun SDD
modeli icin EM y&ntemi ile niimerik ¢oziimiine gecilebilir. Bu amacla EM y6nteminin
hangi adimda en kii¢iik hataya sahip olduguna karar verilmelidir ve secilen adim
sayis1 icin EM yoriingeleri cizdirilmelidir. Bu amacla, turna popiilasyonu verileri ve
(5.3) modelinden K=72, 144, 216 adimlar i¢in elde edilen yaklagitk EM degerlerinin

ortalama kare hata degerleri (MSE) hesaplanmigtir ve Tablo 5.8’de verilmigtir.

Tablo 5.8. EM yiringelerinin advm sayilarina gore MSE degerlers

K MSE
72 0.8010
144  0.7185

216 0.4749

Tablo 5.8 incelendiginde 216. adimda EM y6nteminin en kiiciik MSE degerine
sahip oldugu goriilmektedir. Buradan yola cikarak, turna popiilasyonu verileri icin
onerilen (5.3) SDD modelinin niimerik ¢6ziimiinde EM y6ntemini kullanarak elde
edilen X (t;),i = 1,...,72 yaklagtk EM yoriingeleri Sekil 5.8'te K=216 adim bii-
yikligii kullanilarak cizilmigtir. Sekil 5.8’te turna popiilasyonu verileri siyah cizgi

ile yaklagik EM yoriingeleri ise renkli ¢izgilerle gosterilmistir.
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Sekil 5.8. Turna popilasyonu verilerinin dagilime ve (5.2) SDD modelinin yaklasik EM
yorungeler:

Sekil 5.8 incelendiginde Onerilen (5.3) SDD modelinin ¢6ziimiine iligkin yak-
lasik EM yoriingelerinden ¢t = ¢;,,7 = 1,2,...,72 anindaki dogru parcgas: iizerin-
deki degerler (ti,xy)) ,J =0,1,...,72; K = 216 olmak iizere stokastik diferansiyel
dekleminin yaklagik yoriingelerinin diigiim noktalar1 oldugu goriilmektedir. Her bir
t=t;,1=0,1,,...,72 aminda bu diigiim noktalar {X(tz)} dizisini olugturmaktadir.
Bu dizi bir stokastik siirec ifade eder ve bu siire¢ X (¢)'dir.

Bu durumda uygulamanin esas kismi olan, turna popiilasyonu verileri i¢gin 6ne-
rilen (5.3) SDD modelinin ¢6ziimii olan stokastik siirecin olasilik yogunluk fonksiyo-
nun geligtirilen yeni yontem ile elde edilme agamasina gecilebilir.

e Geligtirilen yeni yontemin kullanilmasi: SDD’in ¢6ziimiiniin yaklagik
olasilik yogunluk fonksiyonun GEOY ile bulunmasi

Bir 6nceki adimda elde edilen stokastik siirecin olasilik yogunluk fonksiyonunun
bulunmasi ilgilenilen modelin ¢éziimiiniin olasilik yogunluk fonksiyonun bulunma-
sina da bir yaklagim olugsturmustur. Ayrica, GEOY ile elde edilen olasilik dagilimlar:
da veri setinin modellenebilir oldugunu géstermek acisindan oldukca énemlidir.

Bu kisimda, 1940 ile 2011 yillar arasinda turna popiilasyonu verileri i¢in 6neri-
len (5.3) SDD modelinin yaklagik EM yoriingelerine ait ¢oziimii olan X (¢) stokastik
siirecinin olasilik yogunluk fonksiyonu GEQY ile elde edilmigtir. Ayrica, X (t) sto-
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kastik siirecinin ¢ aninda aldigi degerlerin GEQY ile elde edilen (MinMaxEnt),,,
(MaxMaxEnt),, ve (MinMinxEnt),,, (MaxMinxEnt),, dagilimlar: ile modellenebilir
oldugu gosterilmisgtir.

Turna popiilasyonu verileri i¢in 6nerilen (5.3) SDD modelinin yaklagik EM
yoriingelerine ait X (t) stokastik siirecinin ¢ aminda aldigi degerler i¢in K, (m =
1,2,3,4) moment vektor fonksiyonlar: kiimesine uygun (MinMaxEnt),,, (MaxMaxEnt),,
ve (MinMinxEnt),,, (MaxMinxEnt),, dagihmlarmin performans1 H, D, RMSE, R?
ve x? istatistiksel kriterleri ile sirasiyla Tablo 5.9-5.10 ve Tablo 5.11-5.12’de veril-
mistir. Elde edilen sonuclar ayni zamanda, Sekil 5.9 ve Sekil 5.10’da grafiksel olarak
gosterilmistir.

Tablo 5.9. X (t) stokastik siirecinin t amnda aldijo degerler icin (MinMazEnt)p,
dagilimlarimmn istatistiksel kriterlerine gore incelenmesi

(MinMaxEnt).,, H RMSE x2 R? Moment Fonksiyonlar:
(MinMaxEnt ); 3.4667  546.88 1.4965 0.4268 1,z
(MinMaxEnt),  3.2077  546.85 14844 0.8850 1,Inz,In(1+ 22)
(MinMaxEnt); ~ 3.2770  546.85 1.0869 0.9110 1,Inz,In%(z),In(1 + 22)
(MinMaxEnt),  3.2685 546.85 1.0868 0.9193 1,z,22,In%(z),In(1 + z2?)

Tablo 5.10. X (t) stokastik siirecinin t amnda aldije degerler icin (MazMazEnt),
dagilimlarinmn istatistiksel kriterlerine gore incelenmesi

(MaxMaxEnt),, H RMSE x2 R? Moment Fonksiyonlar:
(MaxMaxEnt), 3.5755  546.89  1.4201 0.1903 1,Inx
(MaxMaxEnt)s 3.5010 546.88 1.4146 0.3804 1,22 Inz
(MaxMaxEnt); ~ 3.2771  546.86 1.7980 0.7390 1,z,22, In%(z)
(MaxMaxEnt)s  3.2767 546.85 1.0955 0.9087 1,z,lna,In*(z),In (1 + 2?)

Tablo 5.9 ve Tablo 5.10 incelendiginde X (t) stokastik siirecinin ¢ amnda aldig
degerlerin olasilik dagihmina iligkin tiim (MinMaxEnt),, dagihmlar verilen ista-
tistiksel kriterler agisindan tiim (MaxMaxEnt),, dagilmlarindan daha iyi perfor-
mans gostermistir. Ozellikle, R? kriterine gore X (¢) stokastik siirecinin ¢ aninda al-
dig1 degerlerinin dagihminda (MinMaxEnt), dagihmimin diger (MinMaxEnt),,, (m =
1,2,3) ve tiim (MaxMaxEnt),,, (m = 1,2,3,4) dagilimlarindan daha uygun oldugu

goriilmektedir ve diger istatistiksel kriterler de bu sonucu desteklemektedir. Ayrica,
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(MinMaxEnt),, ve (MaxMaxEnt),,, (m

1,2,3,4) dagihmlarnim X (¢) stokastik

siirecinin ¢ aninda aldig1 degerlere uyumu grafiksel olarak Sekil 5.9’te gosterilmistir.
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Sekil 5.9. X(t) stokastik siirecinin t amnda aldje degerler icin swraswla (MinMazEnt),,

ve (MaxMaxEnt),, dagilimlarinin grafikleri

Sekil 5.9 incelendiginde (MinMaxEnt),, ve (MaxMaxEnt),, dagiimlarmm X ()

stokastik siirecinin ¢ aninda aldig1 degerlerin dagilimi ile uyumlu oldugu gériilmek-

ted

ir.

Tablo 5.11. X (t) stokastik sirecinin t amnda aldige degerler igin (MinMinzEnt)p,
dagilimlarinin istatistiksel kriterlerine gore incelenmesi

(MinMinxEnt),, D RMSE x? R? Moment Fonksiyonlar:
(MinMinxEnt), 3.4666  546.88  0.4965 0.4268 1,z
(MinMinxEnt)s 3.2977  546.85 0.9044 0.8850 1,lnx
(MinMinxEnt)3 3.2770  546.85 1.0868 0.9110 1,Inwz, In? (x)
(MinMinxEnt);  3.2732  546.85 1.1869 0.9193 1,z,22 In*(z),In(1 + 2?)
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Tablo 5.12. X (t) stokastik siirecinin t amnda aldigo degerler igin (MazMinzEnt)y,
dagilimlarinin istatistiksel kriterlerine gore incelenmesi

(MaxMinxEnt),, D RMSE x2 R? Moment Fonksiyonlar:
(MaxMinxEnt), 3.5157 546.88 0.4128 0.4488 1,Inz
(MaxMinxEnt) 3.3573  546.86 0.8156 0.8953 1,z,Inz
(MaxMinxEnt);  3.2021  546.85 1.0447 09114 1,222, In%(z)
(MaxMinxEnt)4 3.2695 546.85  0.3899 0.9207 1,z,Inz,In*(z),In (1+2?%)

Tablo 5.11 ve Tablo 5.12 incelendiginde X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda

aldigr degerlerin dagihminda tiim (MaxMinxEnt),, dagilmlar verilen istatistiksel

kriterler agisindan tiim (MinMinxEnt),, dagilimlarindan daha iyi performans gos-

termistir. Ozellikle, X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldigi degerlerin dagiliminda

R? kriterine gore (MaxMinxEnt),; dagiliminin diger (MaxMinxEnt),,, (m = 1,2,3)

ve tim (MinMinxEnt),,, (m = 1,2,3,4) dagihmlardan daha uyumlu oldugu go-

riillmektedir ve diger istatistiksel kriterler de bu sonucu desteklemektedir. Ayrica,

(MinMinxEnt),, ve (MaxMinxEnt),,, (m = 1,2,3,4) dagihmlarimin X(t) stokastik

siirecinin ¢ aninda aldig1 degerlere uyumu grafiksel olarak Sekil 5.10’da gosterilmigtir.
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Sekil 5.10. X (t) stokastik siirecinin t aninda aldijn degerler i¢in siraswyla (MinMinzEnt),,
ve (MaxMinzEnt),, dagilimlarinin grafikleri
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Sekil 5.10 incelendiginde (MinMinxEnt),, ve (MaxMinxEnt),, dagihmlarinin
X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldig1 degerlerin dagihmma uyumu net bir sekilde
goriillmektedir.

Elde edilen kargilagtirma sonuclarina bakildiginda turna popiilasyonu veri seti
icin onerilen (5.3) SDD modelinin yaklagik EM yoriingelerine ait X (t) stokastik
stirecinin ¢ aninda aldigy degerleri i¢in Ko, (m = 1,2, 3,4) moment vektér fonksi-
yonlar kiimesine uygun (MaxMinxEnt), dagihm 6zellikle R? degeri agisindan diger
(MaxMinxEnt),,, (m = 1,2, 3) ve tiim (MinMinxEnt),,, dagilimlari ve (MinMaxEnt),,,
(MaxMaxEnt),,, m = (1,2, 3, 4) dagihmlarina gore daha giiclii bir uyuma sahip ol-
dugu goriilmektedir. Bu durum, énsel dagilimin veriyi modellemedeki etkisinin bir
gostergesi olarak da yorumlanabilir. Ayrica, genellegtirilmis MinxEnt dagilimlarinin
genellegtirilmis MaxEnt dagilimlarina gore X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldig:
degerlerine daha iyi uyum sagladig1 Sekil 5.10’da gorsel acidan da net bir gekilde
goriillmektedir .

Son olarak, geligtirilen yeni yontem yardimiyla turna popiilasyonu veri seti i¢in
onerilen (5.3) SDD modelinin ¢oziimii olan X (t) stokastik siirecini olusturan rassal
degigkenlerin yaklagik olasilik yogunluk fonksiyonu GEOY ile bulunmusgtur.

Biyolojik popiilasyon uygulamasinda 6zetle agsagidaki sonuclar elde edilmigtir:

e X(t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldigi degerlerin olasilik yogunluk fonksi-
yonun nasil elde edilebildigi gosterilmigtir.

o X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldig1 degerlerin dagilimi bilinen herhangi
bir istatistiksel dagilima benzemedigi igin GEOY dagilimlar: ile modellenebilir ol-
dugu gosterilmigtir.

o X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldig1 degerleri modellemede genellegtirilmig
MinxEnt dagilimlarimin genellegtirilmis MaxEnt dagilhimlarina gore daha esnek ve

giiclii oldugu yorumu da yapilabilmektedir.

5.3. Hisse Senedi Ornegi

Hisse senedi fiyatlarinin modelleri stokastik diferansiyel denklemlere dayan-
maktadir. Genellikle hisse senedi piyasalarinin standart Wiener siireci takip ettikleri
kabul edilmektedir. Ciinkii, borsa her aksam kapanip sabah acildigindan hisse senedi

fivat hareketleri gercekte siirekli degildir. Fakat siirekli parametreli bir siire¢ olarak
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diisiiniilerek modellenmektedir. Bu sebeple, hisse senedi fiyatinin bugiinkii degeri
gelecekle ilgili tahminlerde kullanilabilecek olan tek gecerli bilgidir. Gelecegi kesin
olarak tahmin etmek zor oldugundan tahminler olasilik yogunluk fonksiyonlar ile
ifade edilmelidir (Chernov vd., 2003). Bu uygulamada gelistirilen yeni yéntemin kul-
lanimini gostermek icin 1 Mayis 2020 ile 26 Nisan 2021 tarihleri arasinda New York
Menkul Kiymetler Borsasi’'nda (NYSE) igslem géren S&P 500 hisse senedi verilerinin
haftalik kapams fiyatlar: veri seti (http-1) kullamlmigtir ve Sekil 5.11’de grafiksel
olarak gosterilmigtir. Uygulamada kolaylik olmasi acisindan S&P 500 hisse senedi-
nin 1 May1s 2020 ile 26 Nisan 2021 tarihleri arasindaki haftalik kapanig fiyatlar: veri
seti "S&P 500 hisse senedi verileri" olarak kullanilmigtir.

S&P 500 hisse senedi veri seti i¢in literatiirde finansal sistemlerde kullanilan
Cox-Ross modeli (Dassios ve Nagaradjasarma, 2006) kullamlmigtir ve agagida veril-

mistir:

AX (1) = pX (t)dt + o/ X D)W (1), Xo = 2830.71 (5.4)

burada X (¢) hisse senedi kapanig fiyati, fiyat1 p siiriiklenme katsayis1 o siirecin vo-
latilite parametresidir. Ayrica, hisse senedi fiyatlari icin ele alinan modellerde hisse
senedinin volatilitesi olarak da adlandirilan ¢ parametresi gercekte giinden giine
hatta dakikadan dakikaya degismektedir. Bu sebeple ilgili parametrenin zamanin

bir fonksiyonu olarak ele alinmasi1 modelin yapisin biiyiik dlgiide etkilemektedir.
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Sekil 5.11. S&P 500 hisse senedi verilerinin dagilims

S&P 500 hisse senedi veri setine Onerilen stokastik diferansiyel denklem mode-
linin ¢6ziimii olan stokastik siirecin olasilik yogunluk fonksiyonunu elde etmek icin

agsagidaki adimlar izlenmigtir:
e Wiener siirecinin varsayimlarinin testi

S&P 500 hisse senedi verileri i¢in 6nerilen (5.4) Cox-Ross modeli ile analizine
gecmeden 6nce Wiener siirecinin varsayimlariminin saglanip saglanmadigi kontrol
edilmelidir. Bu amagla, {to,t1,t2,...,t,} icin tg < t; < ty < ... < t53 Ozelligini
saglayan Xy, — Xy, Xo, — Xoy, Xoy — Xtyy - -+, Xiyy — X4, seklinde olugturulan S&P
500 hisse senedi verilerine ait artimlarin dagiliminin normal, duragan ve bagimsiz
olduguna iligkin varsayim simnamalar1 agagida verilmigtir:

Normallik varsayimi sinamasi i¢in S-W test istatistigine iligkin hipotezler:
Hy: S&P 500 hisse senedi verileri normal dagilima uygundur.
Hy: S&P 500 hisse senedi verileri normal dagilima uygun degildir.

seklinde kurulmustur. S-W test istatistigi 0.98’dir ve p = 0.62 > a = 0.05 oldu-

gundan Hj hipotezi kabul edilir. Bu durumda, S&P 500 hisse senedi verileri normal

dagilima uygundur denir.

Duraganlik varsayimi sinamasi i¢cin KPSS testine iligkin hipotezler:

81



Hy: S&P 500 hisse senedi verileri duragandir.
Hy: S&P 500 hisse senedi verileri duragan degildir.

seklinde kurulmugtur. KPSS test istatistigi 0.03’dir ve p = 0.10 > a = 0.05 oldugun-
dan Hj hipotezi kabul edilir. Bu durumda, S&P 500 hisse senedi verileri duragandir
denir.

Bagimsizlik varsayimi sinamasi i¢in Box-Pierce (Q testine iligkin hipotezler:

Hy: S&P 500 hisse senedi verilerine ait tiim gecikmeler icin otokorelasyon kat-

sayilar sifira esittir.

Hi: S&P 500 hisse senedi verilerine ait tiim gecikmeler icin otokorelasyon kat-

sayilar sifirdan farkhdar.

seklinde kurulmugtur. Box-Pierce Q) test istatistigi 8.72'dir ve p = 0.06 > o = 0.05
oldugundan H hipotezi kabul edilir. Bu durumda, S&P 500 hisse senedi verilerine ait
tiim gecikmeler icin otokorelasyon katsayilari sifira esittir ve artimlarin bagimsizligi
saglanmig olur.

(Xj—Xj-1),7 = 1,2,...,53 serilerinin normallik, duraganhk ve bagimsizlik
varsayimlari saglandigina gore, 6nerilen Cox-Ross stokastik diferansiyel denklem mo-
deli (5.4) i¢in parametre tahminine gegilebilir.

e SDD icin parametre tahmini

(5.4) denkleminde verilen SDD modelinin parametrelerini tahmin etmek i¢in en

cok olabilirlik yontemi kullanilmigtir ve tahmin ediciler sirasiyla p = 0.007, 0 = 1.407

olarak bulunmusgtur. Bu parametreler (5.4) denkleminde dikkate alindiginda,

dX(t) = 0.007X (t)dt + 1407/ X (1) dW (), X, = 2830.71 (5.5)

denklemi elde edilmigtir.
e SDD icin uyum testi

Uyum iyiligi testini uygulamak i¢in her bir verinin Monte-Carlo simiilasyonlari
yapilmalidir. Bunun icin simiilasyonda, 1 Mayis 2020’de elde edilen gézlem baglangig
degeridir ve 8 Mayis 2020’den 26 Nisan 2021’e kadar simiile edilen degerler elde

edilmigtir. S&P 500 hisse senedi verilerindeki her bir nokta icin M simiilasyon sayisi
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A]\/;—jrll > 5 egitsizliginden % > 5 olmak iizere M < 9.4 esitsizliginden M = 9 kabul

edilmigtir.
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Sekil 5.12. S&P 500 hisse senedi verileri ve simiile edilmis degerleri

Sekil 5.12 incelendiginde (5.5) denklemine gore simiile edilmis veri degerleri ve
orijinal veri degerleri cizilmigtir. Siyah daireler simiile edilmig veri degerleri ve siyah
¢izgi orijinal veri degerlerininin dagilimini temsil etmektedir. Sekil 5.12’den birbirine
yakin olan orijinal ve simiile edilmig degerleri karsilagtirildiginda bir uyum oldugu
goriilmektedir. Ancak, gercek bir uyum olup olmadigini kesin olarak anlamak icin

x? uyum iyiligi testi kullanilmigtir. Bu teste iliskin kurulan hipotezler:
Hy: S&P 500 hisse senedi verileri 6nerilen (5.5) SDD modeline uygundur.
Hy: S&P 500 hisse senedi verileri 6nerilen (5.5) SDD modeline uygun degildir.

seklindedir. x? test istatistigi 9.92’dir ve (5.5) denklemi iki parametreye sahip oldugu
igin, serbestlik derecesi (M —2) = 9 —2 = 7'dir. p-degeri P (x*(7) > 9.92) = 0.19 ve
a = 0.05'den biiyiiktiir ve Hy hipotezi kabul edilir. Bu durumda, turna popiilasyonu
verileri 6nerilen (5.5) SDD modeline uygundur denir.
e SDD’in EM ile ¢6ziimii

SDD modelinin ilgili veri setine uygun oldugu gosterildikten sonra uygun SDD

modeli icin EM y&ntemi ile niimerik ¢oziimiine gecilebilir. Bu amacla EM yonteminin
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hangi adimda en kiiciik hataya sahip olduguna karar verilmesi gerekmektedir. Sonra
da secilen adim sayisi igin geligtirilen yeni yontem kullanilarak EM yoriingeleri ¢iz-
dirilmistir. Oncelikle, S&P 500 hisse senedi verileri ve (5.5) modelinden elde edilen
yaklagik EM degerleri K=53, 106, 159 adimlar:1 i¢cin MSE degerleri hesaplanmigtir

ve Tablo 5.13’te verilmigtir.

Tablo 5.13. EM yoringelerinin adim sayilarina gére MSE degerleri

K MSE
53 1.985
106 1.905

159 1.965

Tablo 5.13 incelendiginde 106. adimda EM yonteminin en kiiciik MSE degerine
sahip oldugu goriilmektedir. Buradan yola gikarak, S&P 500 hisse senedi verileri
icin onerilen (5.5) SDD modelinin niimerik ¢oztimiinde EM yontemini kullanarak
elde edilen X (t;),i=1,...,53 yaklagik EM yoriingeleri Sekil 5.13’de K=106 adim
biiyiikliigii kullanilarak ¢izilmigtir. Sekil 5.13’te S&P 500 hisse senedi verileri siyah
cizgi ile yaklagik EM yoriingeleri ise renkli ¢izgilerle gosterilmistir.
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Sekil 5.13. S&P 500 hisse senedi verilerinin dagivma ve (5.4) SDD modelinin yaklagik
EM yéringeler:

Sekil 5.13 incelendiginde onerilen (5.5) SDD modelinin ¢bziimiine iligkin yak-
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lagik EM yoriingelerinden ¢t = ¢;,2 = 1,2,...,53 anindaki dogru parcasi lizerindeki
degerler (ti, a:y)) .7 =0,1,....,53; K = 106 olmak iizere stokastik diferansiyel dekle-
minin yaklagik yoriingelerinin diigiim noktalar: oldugu goriilmektedir. Yani, verilen
bir veri setinden baglayarak EM yontemi ile SDD’lerin cesitli yoriingeleri olugturul-
mustur. Elde edilen yoriingeler her bir ¢ an1 i¢in bir rassal degisken elde edilmesine
olanak saglamistir. Bu durumda, her bir ¢t = ¢;,2 = 0,1,,...,53 aninda bu diigiim
noktalar: {X (¢;)} rassal degiskenler dizisini olugturmaktadir. Bu dizi bir stokastik
siire ifade eder ve bu siire¢ X (¢)dir.

Bu durumda uygulamanin esas kismi olan, S&P 500 hisse senedi verileri 6neri-
len (5.5) SDD modelinin ¢6ziimii olan stokastik siirecin olasilik yogunluk fonksiyonun
geligtirilen yeni yontem ile elde edilme agamasina gegilebilir.

e Geligtirilen yeni yontemin kullanilmasi: SDD’in ¢6ziimiiniin yaklagik
olasilik yogunluk fonksiyonun GEQOY ile bulunmasi

Bir 6nceki adimda elde edilen stokastik siirecin yaklagik olasilik yogunluk fonk-
siyonunun bulunmasi ilgilenilen modelin ¢oziimiiniin olasilik yogunluk fonksiyonun
bulunmasina da bir yaklagim olusturmustur. Ayrica, GEQY ile elde edilen olasilik
dagilimlar da ilgili veri setinin modellenebilir oldugunu gdstermek agisindan oldukca
onemlidir.

Bu adinda, S&P 500 hisse senedi verileri i¢in 6nerilen (5.5) SDD modelinin
yaklagik EM yoriingelerine ait X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldigy degerlerin
olasilik yogunluk fonksiyonu GEQY ile elde edilmistir. Ayrica, GEOY ile elde edilen
(MinMaxEnt),,, (MaxMaxEnt),, ve (MinMinxEnt),,, (MaxMinxEnt),, dagilimlar
ile X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldidgr degerlerin modellenebilir oldugu goste-
rilmigtir.

S&P 500 hisse senedi verileri igin énerilen (5.5) SDD modelinin yaklagitk EM
yoriingelerine ait X (¢) stokastik siirecinin ¢ aninda aldig1 degerler icin Kom, (m =
1,2,3,4) moment vektor fonksiyonlar: kiimesine uygun (MinMaxEnt),,, (MaxMaxEnt),,
ve (MinMinxEnt),,, (MaxMinxEnt),, dagihmlarmin performans1 H, D, RMSE, R?
ve Y2 istatistiksel kriterleri ile sirasiyla Tablo 5.14-5.15 ve Tablo 5.16-5.17"de veril-
mistir. Elde edilen sonuclar ayni1 zamanda Sekil 5.14 ve Sekil 5.15’te grafiksel olarak

gosterilmistir.
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Tablo 5.14. X (t) stokastik siirecinin t amnda aldige degerler igin (MinMazEnt),,
dagilimlarinin istatistiksel kriterlerine gore incelenmesi

(MinMaxEnt),, H RMSE x? R? Moment Fonksiyonlar:
(MinMaxEnt);  3.8959  0.2288  0.1985 0.0568 1,z
(MinMaxEnt)s 3.8200 0.0211  0.1220 0.4942 1,z,x>
(MinMaxEnt);  3.8240  0.0214 01259 04817 1,z,lnz,In(1+2?)
(MinMaxEnt),  3.8786  0.0228 0.1346 0.4757 1,z,Inz,In*(z),In(1 + 2?)

Tablo 5.15. X (t) stokastik siirecinin t aninda aldige degerler i¢in (MazMazEnt),
dagilimlarinim istatistiksel kriterlerine gore incelenmesi

(MaxMaxEnt),, H RMSE x? R? Moment Fonksiyonlari
(MaxMaxEnt);  3.9011  0.0292 4.7912  0.0304 1,In(1 +2?)
(MaxMaxEnt),  3.9011  0.0292  4.7912 0.0304 1,Ilnz,In(1 + z?)
(MaxMaxEnt);  3.9008  0.0291 4.7017 0.0386 1,Inz,In*(z),In(1 + 2?)
(MaxMaxEnt),  3.8959  0.0287 4.0573 0.0614 1,z,22 Inz,In(1 + 2?)

Tablo 5.14 ve Tablo 5.15 incelendiginde X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda

aldigr degerlerinin dagilimi igin verilen tiim istatistiksel kriterler agisindan tiim

(MinMaxEnt),, dagihmi tiim (MaxMaxEnt),,, dagilimindan daha iyi performans gos-

termistir. Ozellikle R? kriterine gére (MinMaxEnt), dagilimi, diger (MinMaxEnt),,,

(m = 1,3,4) ve tim (MaxMaxEnt),,, (m = 1,2,3,4) dagilimlarindan daha uygun

oldugu goriilmektedir ve bu sonug diger istatistiksel kriterler ile de desteklenmekte-

dir. Ayrica, (MinMaxEnt),, ve (MaxMaxEnt),,, (m = 1,2,3,4) dagilimlarmm X ()

stokastik siirecinin ¢ aninda aldigir degerlere uyumu grafiksel olarak Sekil 5.14’te

gosterilmigtir.
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Sekil 5.14. X(t) stokastik siirecinin t aninda aldwjn degerler icin siraswla (MinMazEnt),,

ve (MazMazEnt),, dagilimlarinin grafikleri

Sekil 5.14 incelendiginde Ky ,,, (m = 1,2,3,4) moment vektor fonksiyonlar:

kiimesine uygun (MinMaxEnt),, ve (MaxMaxEnt),, dagiimlarmin X (¢) stokastik

siirecinin ¢ aninda aldig1 degerlerin dagilimina uyumlu oldugu goriilmektedir.

Tablo 5.16. X (t) stokastik siirecinin t amnda aldige degerler igin (MinMinzEnt)p,
dagilimlarinwn istatistiksel kriterlerine gore incelenmest

(MinMinxEnt),, D RMSE x? R? Moment Fonksiyonlar:
(MinMinxEnt), 0.1443  0.0287 0.1961 0.0625 1,z
(MinMinxEnt),  0.1009  0.0210  0.1206 0.4965 1,In%(z),In(1 + 2?)
(MinMinxEnt);  0.2886  0.0214 0.1258 0.4819 1,z,In%(z),In(1 + 22)
(MinMinxEnt);  0.1054  0.0228 0.1351 0.4885 1,22, Inz,1n%(z), In(1 + 2?)
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Tablo 5.17. X (t) stokastik sirecinin t amnda aldigo degerler igin (MazMinzEnt)p,
dagilimlarinin istatistiksel kriterlerine gore incelenmesi

(MaxMinxEnt),, D RMSE x2 R? Moment Fonksiyonlar:
(MaxMinxEnt), 0.9539  0.0286  4.5395 0.0765 1,In(1 + z?)
(MaxMinxEnt),  0.2348  0.0211  0.9524 0.4941 1,z,22
(MaxMinxEnt)3 0.2901  0.0214 1.1172 0.4818 1,z,2% Inz
(MaxMinxEnt),  0.1176  0.0212 1.0776 0.4880 1,z Inz,In*(z),In(1 4 2?)

Tablo 5.16 ve Tablo 5.17 incelendiginde X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda

aldigr degerlerinin dagihim igin verilen tiim istatistiksel kriterler agisindan tiim

(MinMinxEnt),, dagihmi tiim (MaxMinxEnt),, dagiimindan daha iyi performans

gostermistir. Ozellikle R? kriterine gore (MinMinxEnt), dagilimi, diger (MinMinx

Ent),,, (m = 1,3,4) ve tiim (MaxMinxEnt),,, (m = 1,2, 3,4) dagihmlarindan daha

uygun oldugu goriilmektedir ve bu sonug diger istatistiksel kriterler ile de desteklen-

mektedir. Ayrica, (MinMinxEnt),, ve (MaxMinxEnt),,, (m = 1,2, 3,4) dagilimlari-

nin X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldig1 degerlere uyumu grafiksel olarak Sekil

5.15’te gosterilmigtir.
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Sekil 5.15. X (t) stokastik siirecinin t aninda aldijn degerler i¢in siraswyla (MinMinzEnt),,
ve (MaxMinzEnt),, dagilimlarinin grafikleri
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Sekil 5.15 incelendiginde (MinMinxEnt),, ve (MaxMinxEnt),, dagihmlarinin
X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldig1 degerlerin dagihmma uyumu net bir sekilde
goriillmektedir.

Elde edilen kargilagtirma sonuglarima bakildiginda S&P 500 hisse senedi verileri
icin 6nerilen (5.5) SDD modelinin yaklagik EM yériingelerine ait X (¢) stokastik sii-
recinin ¢ aninda aldig1 degerlerinin dagilimi i¢in Ko, (m = 1,2, 3,4) moment vektor
fonksiyonlar kiimesine uygun (MinMinxEnt), dagihmina ozellikle R? degeri agisin-
dan diger (MinMinxEnt),,, (m = 1,3,4) ve tim (MaxMinxEnt),,, (MinMaxEnt),,,
(MaxMaxEnt),,, (m = 1,2, 3, 4) dagilimlarindan daha gii¢lii bir uyuma sahip oldugu
goriilmektedir ve bu sonuc diger istatistiksel kriter ile de desteklenmektedir. Ayrica,
genellegtirilmis MinxEnt dagilimlarinin genellestirilmis MaxEnt dagilimlarina gore
X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldig1 degerlerini daha iyi modelledigi Sekil 5.15°te
gorsel acidan da net bir gekilde goriilmektedir.

Son olarak, geligtirilen yeni yontem yardimiyla S&P 500 hisse senedi verileri
icin nerilen (5.5) modelinin ¢oziimii olan X (¢) stokastik siirecini olugturan rassal
degiskenlerin yaklagik olasilik yogunluk fonksiyonu GEOY ile bulunmustur.

Hisse senedi uygulamasinda 6zetle agagidaki sonuclar elde edilmigtir:

o X(t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldigi degerlerin olasiik yogunluk fonksi-
yonun nasil elde edilebildigi gosterilmigtir.

o X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldigi degerlerin dagilimi bilinen herhangi
bir dagihima benzemedigi icin GEOY dagilimlar: ile modellenebilir oldugu gosteril-
migtir.

e Genellegtirilmiy MinxEnt dagilimlarinin genellegtirilmis MaxEnt dagilimla-

rina gore X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldig1 degerleri modellemede daha esnek

ve giiclii oldugu yorumu yapilabilmektedir.

5.4. Covid-19 Ornegi

Diinya Saglik Orgiitii (WHO) bir pandemi olan Covid-19'u (koronaviriis hasta-
111 2019) yeni bir hastaligin diinya ¢apinda yayilmasi olarak tammimlamigtir. Covid-19
cok hizli ve kolayca yayilabilen bir viriis oldugundan Aralik 2019’dan bu yana 255
milyondan fazla insanin enfeksiyonuna ve 5 milyondan fazla &liime neden olmus-

tur (http-2). Covid-19 gibi 6nemli salginlarin ekonomik ve sosyal kalkinma iizerinde
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derin bir tarihsel etkisi vardir, bu sepeble epidemik salginlar iizerinde yapilan arag-
tirmalar salginin seyrini yorumlama agisindan 6nemli bulunmaktadir. Bu amagcla,
literatiirde salginlar1 geligtirmek ve tahmin etmek icin baz stokastik diferansiyel
denklem modelleri bulunmaktadir (Rihan vd. 2020; Simha vd., 2020; Yanev vd.,
2020; Mahrouf, 2021).

Bu uygulamada epidemik salginlarda SDD modelinin nasil uygulandigini gos-
termek i¢in 17 Mart 2020 ile 31 Ekim 2021 tarihleri arasinda Tiirkiye’deki Covid-19
oliim orani verileri kullanilmigtir (http-3) ve Sekil 5.16’da her bir giine ait Covid-19
Oliim orani gorsel olarak verilmigtir. Ham 6liim oranini tanimlamak gerekirse belirli
bir hastaliktan olen tiim niifus arasindaki pay: 6lcer. Hastaliktan Olenlerin sayisinin
toplam niifusa boliinmesiyle hesaplanmaktadir. Bu uygulama icin kullanilan ham
6liim orani verisi her 1000 kisi bagina Covid-19 nedeniyle 6len insan sayisidir. Orne-
gin, 1000 niifusta 10 6liim i¢in ham 6liim oram [10 / 1000] veya %1’dir (http-4).

Covid-19 ham 6liim orani dinamigini belirlemek igin literatiirde epidemik olay-
larda yaygin olarak tercih edilen stokastik Richards biiyiime modeli (Panik, 2017)
kullanilmigtir ve agsagida verilmigtir:

X(t)

dX(t) = BX(¢) {1 - (T) } dt+ 7 X ()W () (5.6)

Xo = X(0)

burada X (t) Covid-19 6liim orani, K tagima kapasitesi, 5 biiyiime hizi, r esneklik

Olciisii ve v carpimsal giiriiltii terimidir.
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Sekil 5.16. Covid-19 éliim orany verilerinin dagilima

Covid-19 o6liim oran1 veri setine onerilen stokastik diferansiyel denklem mode-
linin ¢oziimiiniin olasihik yogunluk fonksiyonunu elde etmek icin asagidaki adimlar
izlenmigtir.

e Wiener siirecinin varsayimlarinin testi

Onerilen stokastik Richards biiyiime modelinin Covid-19 6liim oram veri setine
icin analizine ge¢cmeden 6nce Wiener siirecinin varsayimlariminin saglanip saglanma-
dig1 kontrol edilmelidir. Bu amacla, {to,t1,t2,...,t504} i¢in tg < t1 <ty < ... < t594
ozelligini saglayan X;, — Xy, Xy, — Xy, Xy — Xoy, oo, Xiy, — Xiyos seklinde olustu-
rulan Covid-19 6liim oranm verilerine ait artimlarin dagiliminin normal, duragan ve
bagimsiz olduguna iligkin varsayim sinamalar1 asagida verilmigtir:

Normallik varsayimi sinamasi i¢in kullanilan S-W test icin kurulan hipotezler:

Hy: Covid-19 6liim orani verileri normal dagilima uygundur.

H;y: Covid-19 6liim oram verileri normal dagilima uygun degildir.

seklindedir. S-W test istatistigi 0.88’dir ve p = 0.07 > a = 0.05 oldugundan H,
hipotezi kabul edilir. Bu durumda, Covid-19 6liim orani verileri normal dagilima

uyguna olugu sonucu elde edilmis olur.
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Duraganlik varsayimi sinamasi i¢cin KPSS testi kurulan hipotezler:
Hy: Covid-19 6liim oram verileri duragandar.
H;y: Covid-19 6liim orani verileri duragan degildir.

seklindedir. KPSS test istatistigi 0.27’dir ve p = 0.10 > o = 0.05 oldugundan H,
hipotezi kabul edilir. Bu durumda, Covid-19 6liim orani verilerinin duragan oldugu
sonucuna varilir.

Bagimsizlik varsayimi i¢in Box-Pierce Q testi kurulan hipotezler:

Hy: Covid-19 6liim orani verilerine ait tiim gecikmeler icin otokorelasyon kat-

sayilar: sifira esittir.

H;y: Covid-19 6liim orani verilerine ait tiim gecikmeler i¢cin otokorelasyon kat-

sayilar sifirdan farklidar.

seklindedir. Box-Pierce Q test istatistigi 2.97’dir ve p = 0.08 > a = 0.05 oldugundan
Hj hipotezi kabul edilir. Bu durumda, Covid-19 6liim orani verilerine ait tiim gecik-
meler igin otokorelasyon katsayilar: sifira egittir ve artimlarin bagimsizhgi saglanmig
olur.

(X5 —X521),7 = 1,2,...,594 serilerinin normallik, duraganhk ve bagimsiz-
lik varsayimlari saglandigina gore, onerilen stokastik Richards biiyiime modeli i¢in
parametre tahminine gecilebilir.

e SDD icin parametre tahmini

(5.6) denkleminde verilen SDD modelinin parametrelerini tahmin etmek igin
en c¢ok olabilirlik yontemi kullanilmigtir ve tahmin ediciler sirasiyla tahmin ediciler
sirasiyla K = 967.48,8 = 0.390,r = 0.006,7v = 0.074 olarak bulunmustur. Bu
parametreler (5.6) denkleminde dikkate alindiginda,

dt + 0.074X (£)dW () (5.7)

X (1) 0.006
967.48

X(t) = 0.390X (t) [1 - (

denklemi elde edilmigtir.
e SDD icin uyum testi
Uyum iyiligi testini uygulamak i¢in her verinin Monte-Carlo simiilasyonlari

yapilmalidir. Bunun i¢in simiilasyonda, 17 Mart 2020’de elde edilen gdzlem basglangic
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degeridir ve 18 Mart 2020’den 31 Ekim 2021’e kadar simiile edilen degerler elde

edilmigtir. Covid-19 6liim orani verilerindeki her bir nokta icin M simiilasyon sayisi

N-1
M+1

> 5 egitsizliginden 5]€fJ:11 > 5 olmak iizere M < 117.6 esitsizliginden M = 117

kabul edilmigtir.
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Sekil 5.17. Covid-19 éliim orani verileri ve simdile edilmis dederlers

Sekil 5.17 incelendiginde (5.7) denklemine gore simiile edilmis veri degerleri ve
orijinal veri degerleri cizilmigtir. Siyah daireler simiile edilmis veri degerleri ve siyah
¢izgi orijinal veri degerlerini temsil etmektedir. Sekil 5.17°den birbirine yakin olan
orijinal ve simiile edilmig degerler karsilagtirildiginda bir uyum oldugu goriilmektedir.
Gergek bir uyum olup olmadigim kesin olarak anlamak icin x? uyum iyiligi testi

kullanilmstir ve bu teste iligkin hipotezler:
Hy: Covid-19 6liim oram verileri énerilen (5.7) SDD modeline uygundur.
H;: Covid-19 6liim orani verileri énerilen (5.7) SDD modeline uygun degildir.

seklinde kurulmustur. x? test istatistigi 10.25’dir ve p—0.27> o = 0.05 oldugundan
H, hipotezi kabul edilir. Bu durumda, Covid-19 6liim oram verileri 6nerilen (5.7)

SDD modeline uygun oldugu sonucuna varilir.
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e SDD’in EM ile ¢6ziimii

SDD modelinin ilgili veri setine uygun oldugu gosterildikten sonra uygun SDD
modeli icin EM yontemi ile niimerik ¢6zlimiine gecilebilir. Bu amacla EM y&ntemi-
nin hangi adimda en kii¢iik hataya sahip olduguna karar verilmesi gerekmektedir.
Sonrasinda ise secilen adim sayisi i¢in geligtirilen yeni yontem kullanilarak EM yo-
riingeleri cizdirilmistir. Oncelikle, Covid-19 &liim orani verileri ve (5.7) modelinden
elde edilen yaklagik EM degerleri K=594, 1188, 1782 adimlar i¢in MSE degerleri

hesaplanmistir ve Tablo 5.18’de verilmistir.
Tablo 5.18. EM yoringelerinin adim sayilarina gére MSE degerleri

K MSE

594  0.0026
1188  0.0025

1782 0.0024

Tablo 5.18 incelendiginde 1782. adimda EM yonteminin en kiiciik MSE dege-
rine sahip oldugu goriilmektedir. Buradan yola ¢ikarak, Covid-19 6liim orani verileri
icin onerilen (5.7) SDD modelinin niimerik ¢oztimiinde EM yontemini kullanarak
yaklagik EM yoriingeleri Sekil 5.18te K=1782 adim biiyiikliigii kullanilarak ¢izil-
migtir. Burada, 6nerilen (5.7) SDD modeline iligkin yaklagitk EM yoriingelerinden
t =t;i =1,2,...,594 noktalarindaki X (t) stokastik siirecinin degerleri elde edil-
mistir. Yani, verilen bir veri setinden baglayarak EM yontemi ile SDD’lerin c¢esitli
yoriingeleri olugturulmustur. Elde edilen yoriingeler sabit zamana gore rassal degis-

ken elde edilmesine olanak saglamigtir.
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Sekil 5.18. Cowvid-19 dliim orans verierinin dagivmis ve SDD modelinin yaklasik EM yo-
rungeler:

Sekil 5.18 incelendiginde onerilen (5.7) SDD modelinin ¢oziimiine iligkin yak-
lagik EM yériingelerinden t = ¢;, ¢ = 1,2, ...,594 anindaki dogru parcasi iizerindeki
degerler (t,—, l’§Z)> .7 =0,1,...,594; K = 1782 olmak {izere stokastik diferansiyel dek-
leminin yaklagik yoriingelerinin diigiim noktalar1 oldugu goriilmektedir. Yani, verilen
bir veri setinden baglayarak EM yontemi ile SDD’lerin cesitli yoriingeleri olugturul-
mustur. Elde edilen yoriingeler her bir t an1 i¢in bir rassal degigken elde edilmesine
olanak saglamigtir. Bu durumda, her bir ¢ = ¢;,2 = 0,1,...,594 aninda bu diigiim
noktalar: {X (¢;)} rassal degiskenler dizisini olugturmaktadir. Bu dizi bir stokastik
siirec ifade eder ve bu siire¢ X (t)’dir.

Bu durumda uygulamanin esas kismi olan, Covid-19 6liim orani verileri i¢in
onerilen (5.7) SDD modelinin ¢6ziimii olan stokastik siirecin olasilik yogunluk fonk-
siyonun geligtirilen yeni yontem ile elde edilme agamasina gecilebilir.

e Geligtirilen yeni yontemin kullanilmasi: SDD’in ¢oziimiiniin yaklagik
olasilik yogunluk fonksiyonun GEOY ile bulunmasi

Bir 6nceki adimda elde edilen stokastik siirecin olasilik yogunluk fonksiyonu-

nun bulunmas ilgilenilen modelin X (¢) ¢oziimiiniin olasihik yogunluk fonksiyonun
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bulunmasina da bir yaklagim olusturmustur. Ayrica, GEOY ile elde edilen olasilik
dagilimlar: da ilgili veri setinin modellenebilir oldugunu gdstermek agisindan oldukca
onemlidir.

Bu adimda, Covid-19 6liim oram verileri i¢in 6nerilen (5.7) SDD modelinin
yaklagik EM yoriingelerine ait X () stokastik siirecinin ¢ anmda aldigi degerlerin
olasilik yogunluk fonksiyonu GEQY ile elde edilmigtir. Ayrica, GEOY ile elde edilen
(MinMaxEnt),,, (MaxMaxEnt),, ve (MinMinxEnt),,, (MaxMinxEnt),, dagihmlar
ile X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldgr degerlerin modellenebilir oldugu gosteril-
migtir.

Covid-19 6liim oram verileri icin 6nerilen (5.7) SDD modelinin yaklagik EM
yoriingelerine ait X (t) stokastik siirecinin ¢ aminda aldig1 degerler i¢in Ko, (m =
1,2,3,4) moment vektor fonksiyonlar: kiimesine uygun (MinMaxEnt),,, (MaxMaxEnt),,
ve (MinMinxEnt),,, (MaxMinxEnt),, dagihmlarimn performans1 H, D, RMSE, R?
ve x? istatistiksel kriterleri ile sirasiyla Tablo 5.19-5.20 ve Tablo 5.21-5.22’de veril-
mistir. Elde edilen sonuclar ayni zamanda, Sekil 5.19 ve Sekil 5.20’de grafiksel olarak
da gosterilmigtir.

Tablo 5.19. X (t) stokastik siirecinin t amnda aldjo degerler i¢in (MinMazEnt)p,
dagilimlarinm istatistiksel kriterlerine gore incelenmest

(MinMaxEnt),, H RMSE X2 R? Moment Fonksiyonlari
(MinMaxEnt ); 4.1576  0.0594  1.4077 0.2867 1,lnz
(MinMaxEnt),  3.3590  0.0292  0.2683 0.8366 1,z,Inz
(MinMaxEnt); ~ 3.3562  0.0274 0.2596 0.8526 1,z,Inz,1n*(z)
(MinMaxEnt), 3.2583  0.0163  0.1191 0.9441 1,30,:1;2,111551[12(:5)7

Tablo 5.20. X (t) stokastik siirecinin t amnda aldijo degerler icin (MinMazEnt)y,
dagilimlarinim istatistiksel kriterlerine gore incelenmesi

(MaxMaxEnt),, H RMSE x2 R? Moment Fonksiyonlari
(MaxMaxEnt);  4.3095 0.0688  0.9332 0.0031 1,In(z)
(MaxMaxEnt),  3.8167 0.0468 1.1299 0.5399 1,22, In%(x)
(MaxMaxEnt);  3.3902  0.0259  1.7980 0.8612 1,z,22%In(1 + 2?)
(MaxMaxEnt)4 3.8660 0.0268 0.5812 0.9414 1,z,Inw, ln2(x), In(1 + 2?)

Tablo 5.19 ve Tablo 5.20 incelendiginde X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldig

degerlerin dagilimi i¢in tiim (MinMaxEnt),, dagihmlan verilen istatistiksel kriter-
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ler agisindan tiim (MaxMaxEnt),, dagihmlarindan daha iyi performans gostermis-
tir. Ozellikle, R? kriterine gére (MinMaxEnt), dagilimi diger (MinMaxEnt),,, (m =
1,2,3) ve tiim (MaxMaxEnt),,, (m = 1,2,3,4) dagihmlaridan X (¢) stokastik sii-
reci i¢in daha uygun oldugu goriilmektedir ve diger istatiksel kriterlerde bu sonucu
desteklemektedir. Ayrica, (MinMaxEnt),, ve (MaxMaxEnt),,, (m = 1,2,3,4) dag:-
hmlarimm X (¢) stokastik siirecinin ¢ aninda aldigi degerlere uyumu grafiksel olarak

Sekil 5.19’da gosterilmistir.
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Sekil 5.19. X (t) stokastik siirecinin t aninda aldwgs degerler icin siraswla (MinMazEnt),,
ve (MaxMaxEnt),, dagilimlarinin grafikleri

Sekil 5.19 incelendiginde (MinMaxEnt),, ve (MaxMaxEnt),, dagihmlarinin
X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldigi degerlerin dagilmima uyumlu oldugu go-

riillmektedir.
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Tablo 5.21. X (t) stokastik sirecinin t annda aldige degerler igin (MinMinzEnt),,
dagilimlarinin istatistiksel kriterlerine gore incelenmesi

(MinMinxEnt),, D RMSE x? R? Moment Fonksiyonlar:
(MinMinxEnt), 0.0077  0.0594 1.4082 0.2865 1,Inx
(MinMinxEnt)s 0.0032 0.0292 0.2682 0.8365 1,z,Inz
(MinMinxEnt);  0.0019  0.0274  0.2594 0.8527 1,,Inz,In?(z)
(MinMinxEnt);  0.0004 0.0163 0.5813 0.9442 1,2 Inz,In®(z),In(1 + 2?)

Tablo 5.22. X (t) stokastik siirecinin t aninda aldige degerler igin (MazMinzEnt)p,
dagilimlarinim istatistiksel kriterlerine gore incelenmesi

(MaxMinxEnt),, D RMSE x2 R? Moment Fonksiyonlar:
(MaxMinxEnt);  0.1085 0.0605 0.1337 0.8557 1,In2()
(MaxMinxEnt), 01627  0.0280 11777 0.8451 1,22, In2(x)
(MaxMinxEnt);  0.1085 0.0228  1.7680 0.8906 1,z,2?% In(1 + 2?)
(MaxMinxEnt),  0.0954 0.0163 0.1189 0.9441 1,z,22 Inz,In*(x)

Tablo 5.21 ve Tablo 5.22 incelendiginde X (¢) stokastik siirecinin ¢ aninda aldig

degerlerin olasilik dagiimi igin tiim (MinMinxEnt),, dagilimlar: verilen istatistiksel

kriterler acisimdan tiim (MaxMinxEnt),, dagilimlarindan daha iyi performans goster-

mistir. Ozellikle, R? kriterine gore (MinMinxEnt), dagilimi diger (MinMinxEnt),,,

(m = 1,2,3) ve tim (MaxMinxEnt),,, (m = 1,2,3,4) dagihmlarmdan daha uygun

oldugu goriilmektedir ve ve bu sonug diger istatistiksel kriterler ile de desteklenmek-

tedir. Ayrica, (MinMinxEnt),, ve (MaxMinxEnt),,, (m = 1,2,3,4) dagihmlarinin

X (t) i¢in stokastik siirecinin ¢ aninda aldigi degerlere uyumu grafiksel olarak Sekil

5.20°de gosterilmigtir.
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Sekil 5.20. X(t) stokastik siirecinin t anmnda aldign degerler igin swaswla (MinMinzEnt),,
ve (MazMinzEnt),, dagilimlarinin grafikleri

Sekil 5.20 incelendiginde (MinMinxEnt),, ve (MaxMinxEnt),, dagihmlarinin
X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldig1 degerlerin dagihmima uyumu net bir sekilde
goriillmektedir.

Elde edilen karsilagtirma sonuclarina bakildiginda Covid-19 6liim orani veri-
leri i¢in Gnerilen (5.7) SDD modelinin yaklagik EM ydriingelerine ait X (¢) stokastik
stirecinin ¢ aninda aldigr degerlerin dagilimi; K, (m = 1,2, 3,4) moment vektor
fonksiyonlan kiimesine uygun (MinMinxEnt), dagihmina ozellikle R? degeri agisin-
dan diger (MinMinxEnt),,, (m = 1,2,3) ve tim (MaxMinxEnt),,, (MinMaxEnt),,,
(MaxMaxEnt),,,, (m = 1,2, 3, 4) dagilimlarindan daha gii¢lii bir uyuma sahip oldugu
goriilmektedir ve bu sonug diger istatistiksel kriterler de desteklenmektedir. Ayrica,
X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldig degerlere genellestirilmis MinxEnt dagilimla-
rinin genellegtirilmis MaxEnt dagilimlarina gore X (t) daha iyi uyum sagladigi gorsel
acidan da Sekil 5.20’de net bir gekilde goriilmektedir.

Son olarak, geligtirilen yeni yontem yardimiyla Covid-19 orani verileri i¢in 6ne-
rilen (5.7) SDD modelinin ¢éziimii olan X () stokastik siirecini olugturan rassal de-

giskenlerin yaklagik olasilik yogunluk fonksiyonu GEQOY ile elde edilmigtir.
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Covid-19 uygulamasinda ozetle agagidaki sonuclar elde edilmigtir:

o X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldig1 degerlerin olasilik yogunluk fonksi-
yonun nasil elde edilebildigi gosterilmigtir.

e X(t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldig1 degerlerin dagilimu bilinen herhangi
bir istatistiksel dagilima benzemedigi igin GEOY dagilimlar: ile modellenebilir ol-
dugu gosterilmistir.

o Genellegtirilmis MinxEnt dagilimlarinin genellegtirilmis MaxEnt dagilimla-
rina gore X (¢) stokastik siirecinin ¢ aninda aldigi degerleri modellemede daha esnek

ve giiclii oldugu yorumu yapilabilmektedir.
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6. SONUC VE TARTISMA

Stokastik diferansiyel denklem modelleri rassalik icermesinden dolay:1 biyoloji,
popiilasyon dinamigi, kimya, fizik, tip, miithendislik, hisse senedi, faiz orani ve var-
lik fonlar1 gibi ¢esitli alanlarda olduk¢a 6nemli modeller haline gelmigtir. Stokastik
diferansiyel denklem modellerinin bu kadar 6nemli olmasinin yaninda stokastik dife-
ransiyel denklemlerin ¢éziimiiniin var ve tek olmasi bir o kadar énemlidir. Bu durum
icin literatiirde stokastik diferansiyel denklemler icin varlik-teklik teoremleri ve is-
patlar1 bulunmaktadir. Bu tez calismasinda, literatiirden farkli olarak stokastik dife-
ransiyel denklemlerin ¢6ziimiiniin var ve tek oldugu Banach sabit nokta prensibinin
genellegtirilmesi yardimiyla ispat1 yapilmigtir. S6z konusu teorik ispatin literatiirde
yapilan Varlhik-Teklik ispatlarina farkli bir bakis acis1 kazandirmasi beklenmektedir.

Stokastik diferansiyel denklemin c¢oziimii bir stokastik siirectir ve ¢ zamani-
nin her bir aninda bu siire¢ bir rassal degigken ifade etmektedir. Stokastik siireci
olugturan bu rassal degiskenlerin olasilik yogunluk fonksiyonu genellikle literatiirde
Fokker-Planck-Kolmogorov denklemi yardimiyla elde edilmektedir. Bu caligmada ise,
literatiirde yapilan calismalardan farkh olarak ilk kez s6z konusu rassal degiskenle-
rin olasilik yogunluk fonksiyonu igin genellestirilmis entropi optimizasyon yontem-
leri kullanilarak yeni bir yontem geligtirilmigtir ve teorik olarak da ispatlanmigtir.
S6z konusu yontemde bir veri seti i¢in Onerilen stokastik diferansiyel denklem mo-
delinin Euler-Maruyama yontemi ile bircok yoriingesi inga edilmistir. Elde edilen
yoriingeler ¢ zamaninin her bir ani i¢in bir rassal degisken elde edilmesine olanak
saglamigtir. Bu durumda, her bir ¢t = ¢;, ¢ = 0,1,..., N aninda bu diigiim nok-
talar1 {X(t;)} rassal degiskenler dizisini olusturmustur. Bu dizi bir stokastik siirec
olarak ifade edilmistir ve bu siire¢ X (t) olarak gosterilmistir. Ilgili stokastik siireci
olusturan rassal degiskenler, X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldig1 degerler olarak
ifade edilmigtir. X (¢) stokastik siirecinin ¢ aninda aldigi degerlerin yaklagik olasi-
lik yogunluk fonksiyonu ise genellestirilmis entropi optimizasyon yéntemleri ile elde
edilmigtir. Ayrica, X (t) stokastik siirecinin ¢ aninda aldigi degerlerin dagiliminin
genellegtirilmis MaxEnt ve genellegtirilmis MinxEnt dagilimlar: ile modellenebilir
oldugu gosterilmistir. Genellegtirilmis entropi optimizasyon dagilimlarinin secilme

sebebi ise literatiirde olan diger istatistiksel dagihimlardan daha esnek olmasidir. Bu
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caligma ile stokastik diferansiyel denklemin yaklagik niimerik ¢oziimii olan stokastik
siirecin olasilik yogunluk fonksiyonun bulunmasi i¢in yeni bir yéntem olarak genel-
lestirilmis entropi optimizasyon yontemlerinin kullanilmasiyla literatiire énemli bir
katki saglamasi amaclanmigtir.

Uygulamada faiz oranlarina dayali bir simiilasyon caligmasi ve biyolojik po-
piilasyon 6rnegi, hisse senedi 6rnegi ve Covid-19 6rnegi olmak iizere ii¢ gercek veri
seti tizerinde yapilmigtir. S6z konusu uygulamalarda, ilgilenilen veri seti i¢in 6nerilen
stokastik diferansiyel denklem modelinin ¢oziimiiniin olasilik yogunluk fonksiyonunu
elde etmek igin su adimlar izlenmigtir:

e Stokastik diferansiyel denklemlerde yer alan Wiener siirecinin varsayimlarinin
sinanmasi istatistiksel testler ile gosterilmistir.

e Verilen bir veri seti i¢in Onerilen modelin veri setine uyumlu olup olmadigi
stokastik diferansiyel denklemler icin gelistirilmis olan ki-kare uyum iyiligi testi yar-
dimiyla gosterilmigtir.

e Modele karar verildikten sonra modelin parametre tahmini en ¢ok olabilirlik
yontemi ile yapilmigtir.

e Verilen stokastik diferansiyel denklem modelinin niimerik ¢éziimii Euler-
Maruyama yontemi kullanilarak yapilmistir ve stokastik diferansiyel denklemin bir
cok yoriingesi olusturulmustur. Elde edilen yoriingeler sabit ¢ zamaninin her bir
aminda bir rassal degigken ifade etmektedir. Elde edilen bu rassal degiskenlerde ilgi-
lenilen stokastik diferansiyel denklem modelinin ¢6ziimii olan stokastik siireci olus-
turmaktadir.

e Bir 6nceki adimda elde edilen rassal degiskenlerden bir dizi olugturulmustur
ve bu dizi X (t) stokastik siirec olarak ifade edilmistir. Onerilen stokastik diferansiyel
denklem modelinin ¢6ziimii olan bu stokastik siirecin yaklagik olasilik yogunluk fonk-
siyonu genellestirilmis entropi optimizasyon yontemleri kullanilarak elde edilmigtir
ve olasilik dagilimlar genellegtirilmis MaxEnt ve genellegtirilmis MinxEnt dagilim-
lar1 kullanilarak bulunmugtur. Bu dagilimlarin ilgilenilen bir veri setine uyumu cesitli
istatistiksel kriterlerle incelenmigtir ve elde edilen sonuglar gorsel olarak da destek-
lenmistir. Ozellikle, genellegtirilmis MinxEnt dagilimlarinin genellestirilmis MaxEnt
dagilimlarina gore uygulamada kullanilan tiim istatistiksel kriterler anlaminda daha

iyl sonu¢ verdigi goriilmiigtiir. Bu durum, onsel dagilimin ilgilenilen veri setini mo-
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dellemedeki etkisinin bir gostergesi olarak da yorumlanabilir.

Dort farkl veri seti ve birbirinden farkli modellerden olusan uygulama bo-
limiinde (MinMaxEnt),, ve (MaxMaxEnt),,, (MinMinxEnt),, ve (MaxMinxEnt),,
dagilimlar geklinde olan genellestirilmis entropi optimizasyon dagilimlar stokastik
diferansiyel denkleminin ¢oziimii olan stokastik siirecin yaklagik olasilik yogunluk
fonksiyonun ve olasilik dagilhimlarinin bulunmasinda etkin ve bagarili bir gekilde uy-
gulanabilir oldugu gosterilmigtir.

Sonug olarak, s6z konusu uygulamalar ile stokastik diferansiyel denklemin ¢o-
ziimiiniin yaklagik olasilik yogunluk fonksiyonunu bulmak icin teorik olarak ispatla-
nan yeni yontemin cesitli uygulama alanlarindaki bagarisi hem gorsel acidan hem de
istatistiksel kriterler kullanilarak gosterilmistir. Bununla birlikte stokastik diferansi-
yel denklemin ¢oziimiiniin yaklagik olasilik yogunluk fonksiyonunun elde edilmesinde
geligtirilen yeni yontem; stokastik diferansiyel denklem ¢6ziimiiniin olasilik yogunluk
fonksiyonun elde edilmesinde literatiirde kullanilan yéntemlere bir alternatif oldugu

gosterilmigtir.
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