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OZET

STOKASTIK DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN GEOMETRIK
BROWN HAREKETI TABANLI NUMERIK SEMALAR

Ebru GUNDAY

Matematik Anabilim Dali
Uygulamali Matematik Bilim Dali
Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Mayis 2024

Damgman: Doc. Dr. Utku ERDOGAN

Stokastik Diferansiyel Denklemler (SDD) finansal, biyolojik ve fiziksel sistem-
lerin modellenmesinde etkili bir sekilde kullanilmaktadir. Bu denklemler, icerdigi
gliriiltii terimi nedeniyle deterministik diferansiyel denklemlerden farkl bir smifta
degerlendirilir. Stokastik Diferansiyel Denklemlerin tam ¢oziimlerini elde etmek ge-
nelde miimkiin olmadig: i¢in niimerik yaklagimlarin geligtirilmesi ve analiz edilmesi
onem arz etmektedir.

Bu tez caligmasinda Stokastik Diferansiyel Denklemler ile ilgili temel kavramlar
aciklandiktan sonra, bu denklemler i¢in kullanilan klasik niimerik metotlar tanitilmig
ve ardindan bu metotlarin niimerik testleri sunulmustur. SDD’deki siiriiklenme ve
difiizyon katsay1 fonksiyonlarinin yari-lineer oldugu durumlarda global Lipschitz ve
lokal Lipschitz kogullar1 altinda Geometrik Brown Hareketi tabanli metotlar incelen-
mistir. Incelenen metotlarin performans karsilagtirmalar: niimerik testler iizerinden
yapilmigtir. Difiizyon katsay1 fonksiyonunun lineer oldugu durum i¢in yakinsaklik

analizi yapilmigtir.

Anahtar Sozciikler: Stokastik diferansiyel denklemler, Geometrik Brown
hareketi, Niimerik analiz
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ABSTRACT

NUMERICAL SCHEMES BASED ON GEOMETRIC BROWNIAN MOTION
FOR THE STOCHASTIC DIFFERENTTAL EQUATIONS

Ebru GUNDAY

Department of Mathematics
Programme in Applied Mathematics
Eskigehir Technical University, Institute of Graduate Schools, May 2024

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Utku ERDOGAN

Stochastic Differential Equations (SDEs) are effectively utilized in modeling fi-
nancial, biological, and physical systems. Due to the noise term they contain, these
equations are classified differently from deterministic differential equations. Since ob-
taining exact solutions for Stochastic Differential Equations is generally not feasible,
the development and analysis of numerical approaches are of significant importance.

In this thesis, after presenting the fundamental concepts related to Stochastic
Differential Equations, classical numerical methods used for these equations are
introduced, followed by numerical tests of these methods. In the case where the
drift and diffusion coefficient functions in SDEs are semi-linear, methods based on
Geometric Brownian Motion have been examined under global Lipschitz and local
Lipschitz conditions. The performance comparisons of the examined methods are
conducted through numerical tests. Convergence analysis has been conducted for
the case where the diffusion coefficient function is linear.

Keywords: Stochastic differential equations, Geometric Brownian motion,
Numerical analysis
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1. GIRIS

Bir fiziksel veya biyolojik sistemin zamana bagl degisimi diferansiyel denklem-
lerle ifade edilebilir. Incelenen dinamik sistemin degisim yasalar1 deterministik fonk-
siyonlarla ifade edilebilirse sistemin gelecekteki durumu, mevcut durum tarafindan
tek tiirlii belirlenebilir. Fakat sisteme etki eden rassal unsurlar varsa, determinis-
tik diferansiyel denklemler, s6z konusu dinamik sistemin davranigin1 agiklamakta
yetersiz kalabilir. Giiriiltii olarak adlandirilan bu rassal etkiler, ait olduklar1 olasi-
lik dagilimina bagh olarak bir Stokastik Diferansiyel Denklemde (SDD) temsil edi-
lebilirler. Boylece Stokastik Diferansiyel Denklemlerin ¢oziimii, incelenen sistemin
gelecekteki davraniginin istatistiksel dagilimini verebilir. Fakat deterministik dife-
ransiyel denklemlerde oldugu gibi sinirhi sayida SDD’nin tam ¢oziimi bilinmektedir.
Dolayisiyla Stokastik Diferansiyel Denklemlerin yaklagik niimerik ¢oziimlerinin elde
edilmesi biyoloji [1, 2|, komiinikasyon [3], iklim modelleme [4], epidemiyoloji [5],
makine 6grenmesi tekniginde 6grenme parametrelerinin belirlenmesi [6] gibi pek ¢ok
uygulama alani agisindan énem arz etmektedir.

Bir SDD siiriiklenme (drift) ve difiizyon katsay1 fonksiyonlarini igerir. Stiriik-
lenme ve difiizyon katsay1 fonksiyonlarinin global Lipschitz kogulunu sagladigi du-
rumlarda kullanilan klasik Euler-Maruyama metotlar: ve bu metotlarin yakinsaklik
kararhlik analizi |7, 8] galigmalarinda sunulmugtur. Klasik metotlar siiriiklenme ve
difiizyon katsay1 fonksiyonlarinin yari-lineer olmasi durumunda hesaplama acisindan
herhangi bir avantaj saglamazlar. Fakat siiriiklenme ve difiizyon katsay1 fonksiyon-
lar1 hem lineer hem de lineer olmayan terimler icerdiginde, alt lineer denklemlerin
tam c¢oziime sahip olmasi sebebiyle daha etkin niimerik metotlar tiiretmek miim-
kiindiir. Deterministik diferansiyel denklemler i¢in [9] galigmasinda tiiretilen {istel
integratorlerin stokastik versiyonlari [10, 11, 12| ¢ahgmalarinda sunulmusgtur. Fakat
bu {iistel integratorler sadece siiriiklenme katsay1 fonksiyonundaki lineer terime kar-
silik gelen alt denklemin tam ¢oziimiinii kullanir. Ote yandan [13] caligmasinda hem
siirtiklenme hem de difiizyon katsay1 fonksiyonlarindaki lineer terimlere karsilik gelen
alt lineer denklemin tam ¢oziimii olan Geometrik Brown Hareketi (GBH) kullanil-
migtir. Boylelikle klasik niimerik gemalara kiyasla daha kararli ve hassas niimerik

metotlar tiiretilmigtir.



Stiriiklenme ve diflizyon katsayilarindan en az biri global Lipschitz kogsulunu sag-
lamadiginda, klasik niimerik metotlarin tiirettigi ¢oziimler gergek ¢oziime yakinsa-
mamaktadir [14]. Bu durumda klasik niimerik metotlarda gesitli modifikasyonlar
yapmak suretiyle yakinsak metotlar elde etmek miimkiindiir. [15] ¢aligmasinda glo-
bal Lipschitz kosulunu saglamayan katsay1 fonksiyonlari, taming (evcillestirme) ¢ar-
pan1 adi verilen 6zel carpanlarla garpilmistir. Bu sayede agik metotlarin tiirettigi
¢oziimlerin sinirh kalmasi saglanmigtir. Evcillestirilmis metotlarinin farkl versiyon-
lar1 [16, 17, 18, 19] ¢alismalarinda tiiretilmigtir.

[20, 21| ¢ahigsmalarinda Projeksiyon Euler-Maruyama (PEM) ve Projeksiyon Mils-
tein metotlar1 geligtirilmistir. Adindan da anlasilacag: iizere, bu metotlar niimerik
¢oziimlerin sonsuza iraksamasini engellemek icin izdiigtim teknikleri kullanmaktadir-
lar. [22, 23, 24] caligmalarinda SDD’nin katsay: fonksiyonlarinin kesme dontigiimleri
ile bilegkeleri alinmak suretiyle ¢oziimlerin sinirli kalmasi saglanmaktadir. [25] ¢a-
lismasinda ise yari-lineer denklemler i¢in siiriiklenme katsay: fonksiyonundaki lineer
olmayan terimin global Lipschitz kogsulunu saglamadig: ve difiizyon katsay1 fonksiyo-
nunun sadece lineer terimi igerdigi durum i¢in taming ¢arpanli GBH iistel integratorii
geligtirilmis ve yakinsaklik analizi verilmistir.

Bu tez caligmasinda, Boliim 2’de stokastik siirecler ve Brown hareketi tanitil-
migtir. Ayrica ilerleyen boliimlerde kullanilan olasiliksal egitsizliklere yer verilmistir.
Boliim 3’te Stokastik Diferansiyel Denklemlerin tam ¢oziimlerinin, gesitli kogullar
altinda varlik-teklik teoremleri ve ¢oziimlerin momentlerinin sinirli olmasi i¢in ye-
ter kosullar verilmistir. Ayrica 1-boyutlu ve d-boyutlu Geometrik Brown Hareketi
tanitilmig ve ¢oziim operatoriiniin sagladigr 6zellikler verilmigtir. Bolim 4’te kat-
say1 fonksiyonlarinin global Lipschitz kogulunu sagladigi ve saglamadigi durumlarda
kuvvetli yakinsak olan klasik niimerik metotlar tanitilmigtir. Metotlarin yakinsak-
ligin1 garanti eden kosullar verilmis ve yakinsaklik mertebeleri belirlenmigtir. Test
problemleri iizerinden teorik bulgular niimerik olarak dogrulanmigtir. Boliim 5’te sii-
riikklenme ve diflizyon katsayi fonksiyonlar: kendi iclerinde lineer ve lineer olmayan
terimlere ayrilarak lineer terimlerin tam ¢ozlimlerini kullanan GBH tabanli {istel
integratorler tanitilmigtir. Verilen referanslardaki sonuglara ek olarak, global Lipsc-
hitz kosulu altinda lineer difiizyon terime sahip SDD’ler i¢cin GBH tabanli metodun
(E'10) yakinsaklik mertebesinin 1 oldugu kamtlanmigtir. Ayrica [20] ¢alismasinda ta-



nitilan Projeksiyon Euler-Maruyama metodu i¢in GBH versiyonu tiiretilmigtir. Bu
boliimde tanitilan metotlarin gesitli test denklemleri i¢in niimerik performanslar

kargilagtirilmigtir.



2. ON BILGILER

2.1. Stokastik Siirecgler

Bu tez calismasinda incelenen stokastik diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri bi-
rer stokastik siiregtir. Stokastik siirecler rassal degiskenlerin bir koleksiyonu olarak
diistiniilebilir [26].

Q ornek uzay, F smifi Q'min 6lgiilebilir alt kiimelerini igeren bir o-cebir ve
P . F — [0,1] olasihk 6lglisii olmak tizere (€, F,P) olasiik uzay1 verilsin. Her
0 <t<s<ooigin F'nin F; C Fy C F ozelligini saglayan artan alt o-cebirlerinin
{Fi}i>0 ailesine filtrasyon denir. Eger her ¢ > 0 i¢in F; = (,., Fs oluyorsa F;

filtrasyonu sagdan siireklidir denir. (2, F,P) olasilik uzay1 olmak tizere

F={ACQ|BcAcC,PB)=PQC) olacak sekilde 3B, C € F}

bir o-cebirdir ve F'nin tamlamasi denir. Eger F = F ise (2, F,P) olasilik uzay1 tam
olasilik uzayidir. (2, F, P) olasilik uzay1 tam olasilik uzay1 olsun, F; filtrasyonu sag
stirekli ve JFy o-cebiri, P’ye gore 6lciisii 0 olan biitiin kiimeleri icersin. Bu durumda
F; filtrasyonu genel kosgullar: sagliyor denir.

I indis kiimesi ve R? durum uzay1 olmak iizere {X;};c;, R? degerli rassal de-
giskenlerinin ailesine stokastik siire¢ denir. w € Q icin X;(w) € R? fonksiyonuna
orneklem yoriinge denir; kisaca X; de yazilabilir.

t > 0 olmak fizere hemen hemen her w € Q i¢in X;(w) fonksiyonu siirekli ise R?
degerli {X;}:<o stokastik siire¢ siireklidir. Aymi sekilde Vt igin X, Fi-olciilebilir ise
stokastik siire¢ {F; }-uyumlu denir.

2.2. Brown Hareketi

Brown hareketi ismini polen taneciklerinin su yiizeyindeki diizensiz hareketlerini
inceleyen Robert Brown’dan [27] almaktadir. ¢ aninda w polen tanesinin konumu
W, (w) stokastik stireci ile modellenmistir. Agsagida Brown hareketinin matematiksel

tanimu verilmigtir |7].

Tanim 2.2.1. {F;}:> filtrasyon olmak tizere (2, F,PP) olasiik uzay1 olsun. Asa-
gidaki ozellikleri saglayan 1-boyutlu, reel degerli, siirekli ve {F;}-uyumlu stokastik
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stirece Brown hareketi denir ve {W;} ile gosterilir.
L. Wop=0
2. V0 < s <t < ooigin Wy — W, artigt W; — W, ~ N(0,t — s) saglar.

3. V0 < s <t <ooigin W, — Wy artis1 Fy'den bagimsizdir.

2.3. Ito integrali

Bu béliimde d x m-boyutlu matris degerli { f(¢)} stokastik stireci igin m-boyutlu
{W;} Brown hareketine gore

/0 ()

stokastik integrali tanmimlanacaktir. Bu integral ilk olarak 1949 yilinda Kiyosi [to
tarafindan tanmimlanmigtir ve It6 stokastik integral [28] olarak bilinmektedir.

(Q, F,P) genel kosullar saglayan {F;};>o filtrasyonuna gore tam olasilik uzay:
olsun. W = {W;};>¢ 1-boyutlu Brown hareketi bu olasilik uzayinda tanimh ve

{Fi}+>0-uyumlu olsun.

Tamim 2.3.1. 0 < a < b < oo olsun. M?([a, b]; R)

I, =& [ [ o] < o

seklindeki f = {f(t) }a<t<p reel degerli, dl¢iilebilir ve {F;}-uyumlu siireglerin uzayi-
dir.

||f - f_||¢2zb =0
icin f, f € M?([a,b];R) olur. Bu durumda f ve f denktir ve f = f yazilr.
f € M?([a, b]; R) stokastik siireci igin fab f(t)dW, Tt6 integralinin tanimlanmasin-
daki ilk adim g basit siireci igin fj g(t)dW, integralinin tanimlanmasidir. Ardindan

f € M?*([a,b];R) fonksiyonu g, basit siiregler dizisinin limiti olarak ifade edilir ve
fab f(t)dW; ve f; g(t)dW; integrallerinin limiti tanimlanir.

Tanim 2.3.2. [a,b] aralginim bir boliintiisi a = t) < t; < --- < t; = b olsun ve



0 <@ <k —1icin F;,-6lciilebilir olacak sekilde &; rassal degiskenleri verilsin.

k—1
g(t) = gol[to,tﬂ(t) + Z €i‘[[ti7ti+1](t) (21)
=1

seklide taniml reel degerli g = {g(t) }a<i<p stokastik siirecine basit siireg denir. Bu

stiregler ailesi My([a, b]; R) ile ifade edilir.

Acikga goriilecegi gibi My ([a, b]; R) C M?([a, b]; R)’dir. Artik basit siiregler icin

[t6 integralin tanimi verilebilir.

Tamim 2.3.3. (2.1) formundaki bir basit stire¢ g € Mo([a,b]; R) i¢in

/b AW, — Zfz Wiy — W) (2.2)

seklinde tamiml ifadeye {WW,;} Brown hareketine gore g'nin stokastik integrali ya da

Ito integral denir.

f g(t)dW; stokastik integrali Fj-olgiilebilirdir. Asagida bu integralin L?(2;R)

uzayina ait oldugu gosterilmektedir.

Yardimc1 Teorem 2.3.1. [§] g € My([a, b]; R) verilsin. Bu durumda

E{/abg(t)dwt} -
/ g, ] _E [ / b |g<t>\2dt}

olur. Ikinci 6zellik Itd izometri olarak adlandirilir.

E

Yardimcr Teorem 2.3.2. g1,90 € Mo([a,b];R) ve ci,c; € R sabitler olsun. Bu
durumda ¢ g1 + 292 € Mo([a, b]; R) ve

b b b
/ [c191(t) + cago(t)|dW, = 01/ g1 (t)dW, +Cz/ go(t)dW;

olur.

Artik yardimer teorem (2.3.1) ve yardimc teorem (2.3.2) kullamlarak integral

tanim basit siireclerden M?([a, b]; R)’deki siireglere genigletilebilir.

6



Yardimc: Teorem 2.3.3. [8] Herhangi f € M?([a,b]; R) igin

TLILIEQE{/ 1£(2) ]dt}—o

olacak gekilde basit siireclerin {g,,} dizisi vardir.

Tanim 2.3.4. f € M?([a,b];R) olsun. {g,} basit siireglerin dizisi olmak {izere

JL%E{/ 1£(2) |dt]_o

olsun. f’nin {W,}’ye gore It6 integrali

b b
[ rwaw, = [ g @aw, (2.3)

seklindedir.

Asgagida stokastik integrallerin bazi 6zellikleri verilmistir.
Teorem 2.3.1. [29] f,g € M?([a,b];R) ve «, 3 reel sabitler olsun.
1. [? f(£)dW, integrali Fy-dlgiilebilirdir
2. E | [} f(t)aw;] =0
3. [Plaf(t) + Bg®))dWs = o [* F(E)AW, + B [ g(£)aW,

4.

E Uabf(t)dwt | J—"al = 0,

/ ' raw] | fa] ~E [ / P | fa]

— [ EIfOP | Fat

ozellikleri saglanir.

Yardimci Teorem 2.3.4. 7] f € M?([a,b]; R) ve £ reel degerli sinirh F,-6lgiilebilir



rassal degisken olsun. Bu durumda & f € M?([a,b]; R) ve

/a W, — ¢ / fam,

olur.

Artik It6 stokastik integrali gok boyutlu hale genigletilebilir. (2, F, P) tam olasilik
uzay1 ve {W, = (W}, ..., Wi)T},50 bu uzayda tammh m-boyutlu ve {F;}-uyumlu

Brown hareketi olsun. d x m matris degerli, 6l¢iilebilir ve {F;}-uyumlu

E{/OT|f(s)|2dt} <0

saglayan f = {(fij(t))axm}0 < t < T siireglerinin ailesi M?([0.7]; R¥™) olsun.

Burada |A| = y/iz(ATA) ifadesi A matrisinin iz normunu belirtir.
Tamim 2.3.5. f € M?([0.T]; R™™) olsun. Matris notasyonunu kullanarak ¢ok bo-

yutlu belirsiz [t6 integral

' () e fum(s) dw?
/O f(s)dW, = /0 : : : (2.4)
fa(s) = fam(s)) \dW

seklinde tanimlanir. d-kolonu 7. bilegeni

i [ g

seklinde 1-boyutlu [t6 integrallerin toplami gseklinde vektor degerli siireglerdir.

Oncelikle 1-boyutlu It6 siireci tanitilip daha sonra cok boyutlu olarak genelles-
tirilecektir.
{W;} 1-boyutlu (2, F,P) tam olasilik uzaymda tanimh ve {F;}-uyumlu Brown

hareketi olsun. Hemen hemen V¢ > 0 i¢in

/0 1F(®)dt < oo

seklinde tamml f = {f(¢)}i>0 fonksiyonu R? degerli ve {F;}-uyumlu siireclerin
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ailesi L'(R,; R%)’nin eleman1 olsun.

Tamim 2.3.6. f € L'(R;R?) ve g € L*(R,;R?) olsun. ¢ > 0 igin X;
dX, = f(t)dt + g(t)dW,
seklinde verilen dX; stokastik diferansiyele sahip olsun. ¢ > 0 i¢in

X, =Xo+ /Otf(s)ds + /Otg(s)dWS (2.5)

siirekli uyumlu X siirecine 1-boyutlu Ité siireci denir.

t > 0igin W(t) = (Wyi(t),. .., Wn(t))T m-boyutlu (£, F, P) tam olasilik uzayinda

tamuml ve {F; }-uyumlu Brown hareketi olsun.

Tamm 2.3.7. f = (f1,..., f))7 € L*(R;R?Y) ve g = (gij)axm € L*(Ry;R>™)
olsun. t > 0 icin X; = (X}, ..., XHT

seklinde verilen d X stokastik diferansiyele sahip olsun. ¢ > 0 i¢in
¢ t
X = Xo —l—/ f(s)ds+/ g(s)dWy
0 0
R? degerli siirekli uyumlu X, siirecine d-boyutlu It6 siireci denir.

Ito Formuli

R? x R, te taniml, X’e gore iki kez tiirevlenebilir ve t’ye gore bir kez tiirevlene-
bilir V (X, t) reel degerli fonksiyonlarm ailesi C*!(R? x R;R) ile gosterilsin. Eger
Ve C?HR? x Ry;R) ise

ov ov ov
= s (%a_)



(2% 2%

Oxl xl Oxl xd
oV
5T ) dxd
oV U oA
Ozd, x! Oxd,zd

olsun.

Teorem 2.3.2. [8, 29|t >0, f € LY(R;RY) ve g € L*(Ry; R>™) igin

stokastik diferansiyel olmak {izere X, Ito siirec olsun. V € C%*(R¢ x R, ;R) olsun.
V (X4, t) Ito siireci

1
AV (X, 1) = | VI(Xe, 1) + Vo X, ) f() + 522(97 () Vaa(Xe, 1)g ()| dE+Va(Xe, 8)g(8)AW ()
ile verilen stokastik denklemi saglar.

Olasilik Teorisinde Temel Esitsizlikler

LP(Q, RY) uzay1, E[|| X||P] < oo dzelligini saglayan RY degerli X rassal degigken-

lerinin uzayin gostermek tizere agagida bazi temel esitsizlikler verilmistir [7].
i. Holder Esitsizligi

X € LP(Q,RY) ve Y € LI(Q,R?) olsun p > 1 olmak iizere 1/p+1/q = 1 iken
[ELXTY]] < (E[IX[)7) 2 E[Y[l)7)"

olur.
ii. Minkovski Esitsizligi

X,Y € LP(Q,R%) olmak iizere p > 1 iken
(E[IX +YP)" < E[IX[I7)YP + E[Y[[]7)?

olur.
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iii. Chebyshev Esitsizligi

X € LP(Q,R?) alnsin ¢ > 0 ve p > 0 iken
Plw [ [X(w)]| = c} < cPE[|X|)P

olur.

iv. Jensen Esitsizligi ¢ : R — R bir konveks fonksiyon, X reel degerli bir rassal

degisken ve E[X] < oo olsun. Bu taktirde
P(E[X]) < E[¢(X)] (2.6)
Ozel olarak p > 1 icin E[|| X[]]? < E[|| X||?] dir.

Gronwall Esitsizlikleri

Yardimci: Teorem 2.3.5 (Ayrik Gronwall Lemma). [8, 29] n > 0 ve ¢ > 0 olsun.

ug siirl, negatif olmayan ve v, negatif olmayan fonksiyonlar olsun. Her n > 0 igin
n
Un <c+ Z UL VE
k=0
oluyorsa
n
Up < C exXp <Z vk>
k=0
saglanir.

Yardimci Teorem 2.3.6 (Siirekli Gronwall Lemma). [7, 8] 7" > 0 ve ¢ > 0 olsun.
u(+) [0, 7] tizerinde tamml, smirh ve negatif olmayan Borel 6lgiilebilir fonksiyon ve

v(+) [0,T] {izerinde tamml negatif olmayan integrallenebilir fonksiyon olsun. Her

0<t<Tigin
t
u(t) < c~|—/ v(s)u(s)ds
0
oluyorsa
t
u(t) < c exp (/ v(s)ds)
0
saglanir.
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3. STOKASTIK DIFERANSIYEL DENKLEMLER

3.1. Ito Stokastik Diferansiyel Denklemler

Stokastik diferansiyel denklemler, stokastik integralin 1t6 veya Stratonovich ti-
pinde olmasina bagh olarak iki kategoride simiflandirilabilir [30]. Bu ¢alismada Ito
stokastik diferansiyel denklemler ele alinacaktir. {F;}, Boliim (2.1)’de tanimlanan
genel kogullar1 saglayan filtrasyon ile birlikte (2, F,P) tam olasilik uzay1 olsun.
0 < T < oo ve Xy rassal degiskeni, E[||Xy||] < oo seklinde R? degerli Fy-6lciilebilir
olsun. f : R — R% ve g : R? — R¥™ fonksiyonlar1 Borel 6lciilebilir olsun. 0 < ¢ < T
iizerinde W; Brown hareketi olmak iizere baglangic kosulu X ile d-boyutlu Ito ti-

pindeki stokastik diferansiyel denklem
bi¢iminde verilir. Bu denklem

Xt:X0+/Otf(XS)ds+/0tg(Xs)dWs (3.2)

ile verilen stokastik integral denkleme karsilik gelir. Asagida bir stokastik siirecin

denklem (3.1)’in ¢6ziimii olarak tanimlanabilmesi i¢in gereklilikler verilmigtir.
Tamim 3.1.1. {X,}o<i<r, R? degerli stokastik siireg olsun. Agagida verilen

1. {X;} stirekli ve {F;}-uyumludur

2. {f(Xy)} € LY([0, T;RY) ve {g(X¢)} € L*([0, T|; R™™)

3. Vt € [0, 7] igin denklem (3.2)nin saglanma olasiligi 1’dir

ozellikleri saglaniyorsa {X;} stirecine denklem (3.1)’in ¢oziimiidiir denir. Farkli bir

{X;} ¢Oziimii bu {X,} ¢oziimiinden ayirt edilemez ise bagka bir deyis ile
P{VO<t<Ti¢n X, =X,} =1

esitligi saglaniyorsa ¢ozlimiin tek oldugu soylenir.
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3.2. Varlik ve Teklik Teoremleri

Stokastik diferansiyel denklemler i¢in varlik ve teklik teoremleri katsayilarin glo-
bal veya lokal Lipschitz kogullarindan hangisini sagladigina bagh olarak cesitlendi-
rilebilir. Lipschitz 0zelliginin global veya lokal olarak saglanmasi 6nerilen niimerik

metotlar1 yakimsaklik analizleri i¢gin de énemli bir husustur [14].

Teorem 3.2.1. [8, 29] Varsayalim K pozitif sabit sayisi

1. (Global Lipschitz kosulu) VX,Y € R? i¢in

I/ ( V)PV 19(X) = g(Y)P < K|X - Y] (3:3)

2. (Lineer biiyiime kosulu) VX € R? i¢in

X)PV 19X < K1+ |XP) (3-4)

olacak gekilde var olsun. Bu durumda (3.1) denkleminin tek bir X; ¢oziimii vardir

ve bu ¢oziim M?([0, T]; R?) uzayma aittir.

Coziimiin varligr bilindigi taktirde bu ¢éziimiin herhangi bir ¢ € [0,7] aninda
sonlu momente sahip olmasi ve bu momentin baslangi¢ kogulu ile sinirlanmas: da

onem arz etmektedir.

Yardimci Teorem 3.2.1. [29] (3.4) lineer biiyiime kogulunun saglandig: varsayilsin.

Eger X, siireci (3.1) denkleminin ¢éziimii ise

E [ sup |Xt|2] < (14 3E|X,|?)e3KTT+D (3.5)

0<t<T
esitsizligi saglanir. Ayrica X; € M?([0,T];R?) .

Uygulama alanindaki pek ¢ok denklem i¢in global Lipschitz kogulu oldukca si-
nirlayicidir. Ornegin  — 22, © — cosa? gibi fonksiyonlar R’de siirekli olmalarina
ragmen global Lipschitz 6zelligini saglamazlar. Bu yiizden bir 6nceki varlik teore-
minin lokal Lipschitz kosulunu saglayan denklemler icin genellegtirilmesi agagidaki

teoremde verilmigtir.
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Teorem 3.2.2. (3.4) lineer biiyiime kosulunun saglandigy varsayilsin. Fakat (3.3)
global Lipschitz kogulu yerine Vn > 1 tamsayisi, V¢ € [0,7] ve | X|V |Y] < n
seklindeki her X,Y € R? icin

F(X) = FOO)PV 19(X) = g(V)]? < K| X - Y]~ (3.6)

olacak sekilde K, pozitif sabitinin varolma kogulu (lokal Lipschitz kogulu) konulsun.
Bu durumda (3.1) denkleminin M?([0,T]; R?) uzayinda tek bir ¢dziimii mevcuttur
[29].

Varlik teoremlerinde (3.4) ile verilen lineer biiytime kogulu da kisitlayici bir ko-
suldur. Giincel literatiirde lineer biiyiime kosulunun yerine asagidaki teoremde ifade
edilecek olan global monotonluk kosulu konulmaktadir. Boylece daha genis bir sinif-
taki stokastik diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin varlik ve tekligi garanti edilmis

olur.

Teorem 3.2.3. (3.6) lokal Lipschitz kogulunun saglandigi varsayilsin. Fakat (3.4)
lineer biiyiime kogulu yerine VX € R? x [0, 7] icin

<X,f(X)>+%|g(X)\2 < K(1+|X]%) (3.7)

olacak sekilde pozitif K sabitinin varolmasi kogulu (global monotonluk kogulu) ko-
nulsun. Bu durumda (3.1) denkleminin M?([0, T); R?) uzaynda tek bir ¢6ziimii mev-

cuttur.

Ornegin

dX, = (X — X3)dt + X2dW,

denkleminde f(X) = X — X3 ve g(X) = X? katsay1 fonksiyonlar1 global Lipschitz ve
lineer biiyiime kogullarindan hig¢birini saglamaz. Fakat her ikisi de kompakt bir kiime
iizerinde siirekli tiirevlere sahip olduklar: igin lokal Lipschitz kogulunu saglarlar.
Simdiye kadar verilen varlik teklik teoremleri ¢oziimlerin varligini sabit bir T
i¢in sonlu [0, 7] araliginda garanti etmislerdir. Tiim [0, 00) araliginda mevcut olan

¢oziimlere global ¢oziim adi verilir. Global ¢oziimlerin varlhigi agagidaki teorem ile

ifade edilir.
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Teorem 3.2.4. VI' > 0 reel say1 ve n > 1 tamsay1 olmak tizere V¢t € [0,7] ve
| X |V |Y| < n seklindeki her X,Y € R? i¢in

LX) = FOEV 19(X) = g(V)P < Kpal X =Y (3:8)

olacak sekilde Ky, pozitif sabit sayisinin mevcut oldugu varsayilsin. Ayrica

VT > 0 olmak iizere VX € R? x [0, 7] i¢in
1
(X, fXD) + 519X < Kr(1+]X])

olacak gekilde K7 pozitif sabit sayis1 da mevcut olsun. Bu taktirde ¢ € [0, 00) olmak

iizere (3.1) denkleminin M?([0, 00); R?) uzayinda tek bir ¢oziimii vardir.

3.3. Coziimlerin Momentlerinin Ozellikleri

(3.1) denkleminin ¢6ziimiintin [0, 7] arahginda ¢oziimiintin mevcut oldugu bilin-
diginde ¢oziimiin sinirli momentlere sahip oldugu ve zamandaki regiilerligi niime-
rik analiz agsamalarinda kullanilmaktadir. Agagida s6z konusu ozellikler p > 2 i¢in

LP(Q, RY) uzaymda verilmistir. Benzer sekilde 0 < p < 2 igin 6zellikler
E[||X|"] < E[|X[]2

Holder esitsizliginden elde edilebilir.
Teorem 3.3.1. p > 2 ve X, € LP(Q,R?) olsun. Varsayahm VX € R x [0, 7] i¢in
p—1 2 2
(X, f(X)) + =~ 1g(X)" < a1 + [XT) (3.9)
olacak gekilde o > 0 sayis1 olsun. Boylece Vit € [0, 7] i¢in
E[|X,["] < 27 (1 + E[| X [?])eP*¢—0) (3.10)
olur.

Teorem 3.3.2. p > 2 ve X, € LP(Q,RY) olsun. Varsayalim lineer biiyiime kosulu
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(3.4) saglansin. Bu durumda o = VK + K(p — 1)/2 ve
C = 27721+ E[| X)) er*@0 ([2(T —0))% + [p(p — 1)]%>

iken her 0 < s <t < T igin

ya
2

E[| X, — X,J"] < C(t — s) (3.11)

dir. Qozlimiin p. momenti [0, T'] tizerinde siireklidir.

3.4. Otonom Dogrusal Denklemler

A, B, € R™ve f g : R — R? olmak iizere X, = X,, baslangic degeri ile [0, T']
iizerindeki bir d-boyutlu stokastik diferansiyel denklemi

dX; = (AX, + f(1)dt + > (BeX, + gi(t)dW} (3.12)
k=1
seklinde ele alinsin. Bu denkleme karsilik gelen homojen denklem
dX, = AX,dt + ) Bp X, dW} (3.13)
k=1

seklindedir. Genel olarak bu homojen denklemin ®,, temel matrisi agik bir sekilde
verilemez. Fakat eger A, By, ..., B,, matrisleri carpma iglemine gore degisme 6zelli-

gine sahiplerse, yani her 1 < k,j < m igin
ABy = ByA, ByB; = B;By (3.14)

saglaniyorsa (3.13) denkleminin ¢6ziimii Geometrik Brown Hareketi olarak ad-

landirilir. Bu ¢oziime karsilik gelen temel matris

m

(A — %kmzl B,f) (t—to) + Y Bu(Wf — W) (3.15)

k=1

q)t,to = exp
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ile verilir |7]. Bunu gostermek icin

(A——ZBk) t—to) + > Bi(WF—W})

secildiginde
P4, = exp(Yy)

yazilabilir. (3.14) kogulundan ve (2.3.2) Itd6 Lemma’dan stokastik diferansiyel denk-

lemi

1
APy, = exp(Vi)dY; + 5 exp(¥;)dY;
1 m
D11 AV + 5 Prsg (Z B,f) dt
k=1
= ADydt+ Y By, dW
k=1
oldugu gosterilir. Dolayisiyla ®, o homojen denklemi saglar ve bu yiizden temel mat-
ristir.
Artik homojen olmayan (3.13) denkleminin ¢oziimii, temel matris ®;,, cinsinden

Ito kalkiiliis yardimiyla

X = q)t,to

X+ (/t: <I>1(s)ds) (f - ,é Bkgk> (3.16)
+ Z (/ dW’“)

bi¢iminde verilir.

Ornek 3.4.1 (1-boyutlu Geometrik Brown Hareketi). Geometrik Brown Hareketi

«, 0 sabitler olmak {izere 1-boyutlu

dX, = aX,dt + o X, dW,, t>0 (3.17)
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lineer denklemin ¢oziimiidiir. Verilen X baslangic degeri i¢in denklemin ¢éziimii

2
X, = X, exp [(a - %) t+ UWt} (3.18)

seklindedir.
GBH tabanli niimerik metotlarin yakinsaklik analizi i¢in agagidaki teoremlerde

verilen egitsizliklere ihtiya¢ duyulacaktir.

Yardimci Teorem 3.4.1. [25| 0 <t —s < 1 ve ty = s iken (3.15) denklemindeki
®, 4, stokastik matrisi goz ontinde bulundurulsun. p > 2 iken her F,-dlciilebilir

Y € LP(Q,R?) rassal degiskeni icin

|@1Y — Y || poiamey < Cplt — 5|2

||(I)t_,sly — Y| rrrey < Cylt — s|'/2

olur.

Yardimci Teorem 3.4.2. [25] p > 2, s < t oldugu varsayilsin ve ty = s iken (3.15)

denklemi verilsin.

i. Herhangi bir F,-6l¢iilebilir Y € LP(Q, R?) rassal degiskeni icin
P—1x
[PesY [ Lr ey < eXP((HAH +— >, HBiHZ> (t— 8)) 1Y (| Lo (2 re)-
i=1

ii. Herhangi bir F-ol¢iilebilir Y € LP(2, R?) rassal degisken, r, ¢ > 1 olmak iizere
1/p=1/r+1/qi¢in K, = ||®; || 1r(ore) iken

[Pe,sY || Lrrey < K||Y || Lago,ra

olur.
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4. SDD’LER ICIN KLASIK NUMERIK METOTLAR

Lineer olmayan stiriiklenme ya da diftizyon fonksiyonlar: igin (3.1) denkleminin
tam (exact) ¢oziimleri genelde belirlenemez. Dolayisiyla niimerik tekniklere bagvuru-
lur. Bu boliimde f ve g katsay1 fonksiyonlarinin global Lipschitz kosulunu sagladig:
ve saglamadig1 durumlarda yakinsak olan niimerik metotlar tanitilacaktir.

Niimerik metotlarda genel olarak t € [0, T igin X ¢oziimlerine yaklagim 0 = 5 <
th <...<ty=T,ty1 —t; = At = T/N boliintiisti iizerinde aranir. Bir niimerik
metot, ¢ = ¢, aninda X;, gercek coziimiine yeterince yakin olan X, yaklagimini

turetir.

Tanim 4.0.1 (Kuvvetli Yakinsaklik ve Yakinsaklik Mertebesi). X, siireci, X;, = X,
esitligini saglayan {X,,}r—o niimerik ¢oziimlerinin siirekli bir interpolasyon fonksi-

yonu olmak tizere

]\}E}%@E |:”Xt — XtHLQ(Q,]Rd):I =0

esitligi saglaniyorsa, X, niimerik ¢oziimii X, tam ¢oziimiine L?(Q, R?)’de kuvvetli

yakinsaktir |7, 8| denir.

sup HXt — 7t||L2(Q,Rd) S KAt
te[0,7)

olacak sekilde K, > 0 reel sayilar1 mevcutsa X,’yi tiireten metodun kuvvetli
yakinsaklik mertebesi o/’dir.
4.1. Global Lipschitz Kosulu Altinda Klasik Yakinsak Metotlar

f ve g fonksiyonlar (3.3) ve (3.4) ile verilen global Lipschitz ve lineer biiylime
kosullarini saglasin. Bu taktirde deterministik niimerik analizde gelistirilen acik ve
kapali Euler metotlarinin [31] stokastik versiyonlar1 kolaylikla tiiretilebilir.

4.1.1. Acik Euler-Maruyama metodu

Bu boliimde, Euler-Maruyama metodu ile stokastik diferansiyel denklemin X,

tam ¢oziimiiniin X, niimerik yaklagimi incelenecektir.
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f € C(RYLRY) ve g € C*(RY,R>*™) olmak iizere (3.1) denkleminin X; tam

¢oziimiine karsilik gelen X, Euler-Maruyama yaklagimi

—W,

n—+1

n

tn+1
Xni1 = Xn + f(Xp)At+ g(X,) AW, AW, = / dW; = W,
t"L
seklinde ifade edilir. Denklem (3.1)’den

tn+1 tn+1
Xt = Xo +/0 f(Xs)ds +/0 g(Xs)dW;

ve

tn tn
X, = Xo +/ f(Xg)ds + / g(X)dW;
0 0

egitlikleri taraf tarafa gikarilirsa

tnt1 tnt1
th+1 = th —|— / f(Xs)dS + / g(XS)dWS
tn tn

olur. f ve g fonksiyonlarim [t,,¢,.1] arahginda sabitlenirse
Xn+1 = Xn + f(Xn)At + g(Xn>AWn, AWn == thJrl - th

Euler-Maruyama metodu elde edilir. Euler-Maruyama metodu katsay1 fonksiyonlari-
nin global Lipschitz ve lineer biiytime kogullarini (3.2.1) sagladigi durumda kuvvetli
yakinsaktir ve yakinsama mertebesi 1/2'dir [7, §|.

4.1.2. Kapali Euler-Maruyama metodu

At > 0 zaman adimi ve X, € R? baglangi¢ kosulu goz 6niinde bulunsun. (3.1)

denkleminin X; tam ¢oziimiine bir yaklasim kapali Euler-Maruyama metodu
X1 = X + f(Xn1) At + g(X,) AW, (4.1)

seklinde ifade edilir. Kapali Euler-Maruyama metodu katsay1 fonksiyonlarinin global
Lipschitz ve lineer biiyiime kogullarmi (3.4) ve (3.3) sagladigr durumda kuvvetli

yakinsaktir ve yakinsama mertebesi 1/2'dir |7].

20



4.1.3. Milstein metodu
At > 0 zaman adim1 ve X, € R? baglangic kosulu ele almsmn. (3.1) denkleminin
X, tam ¢oztimiine kargihk X,, Milstein yaklagimi (d = m = 1)

Xoor = X + F(X)AL+ g(X,) AW, + %8g(Xn)g(Xn)(AW3 AN (42)

seklinde verilir. Bu metodun f ve g katsay1 fonksiyonlar1 global Lipschitz ve lineer
biiyiime kogullarini sagladigi durumda kuvvetli yakinsaktir ve yakinsama mertebesi
1’dir. Daha yiiksek mertebeden metotlar i¢cin Milstein metodunun tiiretilmesi ve

uygulanmast igin |7, 8] kaynaklar1 incelenebilir.

4.1.4. Niumerik testler

dX = (aX - ) dt + o XdW (4.3)

1+ X2
denklemi Xy = 0.5 baglangi¢ kosulu altinda a =0.5,0 =04, 0=1,T =1, N =50
parametreleri ve At = T'//N = 1/50 alinarak E-M (agik Euler-Maruyama), ImpEuler
(kapali Euler-Maruyama) ve Milstein metotlar ile ¢oztilmustiir. Sekil 4.1’de denk-
lemin her metot igin bir adet 6rneklem yoriingesi verilmigtir. Sekil 4.2’de Monte
Carlo simiilasyonu kullanilarak metotlarin kuvvetli hata mertebeleri niimerik olarak

dogrulanmigtir. Sekil 4.1 ve Sekil 4.2’yi tireten kodlar Ekler kisminda verilmigtir.

10

—#— ImpEuler
— EM
—&— Milstein

0.9 1

0.8 1

0.7 1

0.6 1

0.5 1

0.4 1

0.3 1

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.1. Denklem (4.3) "in ¢esitli metotlarla tiretilen érneklem yoringesi

21



109 4

1014

1072 4

Average of Error

—— ImpEuler
Milstein

103 4 —— E-M
----- ref line-0.5
----- ref line-1

T T T
103 102 107!
At

Sekil 4.2. Ag¢ik Euler-Maruyama, kapale Euler-Maruyama ve Milstein metotlarinin (4.3)
denklemi i¢in kuvvetli yakinsaklik mertebelers

4.2. Lokal Lipschitz Kosulu Altinda Klasik Yakinsak Metotlar

f ve g fonksiyonlarindan en az biri global Lipschitz kosulunu saglamadiginda
agik Euler-Maruyama metodunun iraksak ¢oziimler tiirettigi [14] ¢alismasinda ka-
nitlanmigtir. Bu boliimde global Lipschitz kogulunu saglamayan f siirtiklenme teri-
mine sahip SDD’ler igin kuvvetli yakinsakligi garanti eden evcillegtirilmis Euler-
Maruyama [15], Projeksiyon Euler-Maruyama (PEM) metodu [20] ve Split-Step
Euler-Maruyama metodu [30] tamtilmigtir. Metotlarin performansi lineer olmayan
kiibik siiriiklenme terimine sahip Ginzburg-Landau denklemi tizerinde test edilmig-

tir.

4.2.1. Evcillegtirilmis Euler-Maruyama metodu

Diferansiyellenebilir ve polinom biiyiimesine sahip f : R? — R? siiriiklenme
fonksiyonu (3.6) lokal Lipschitz kogulunu sagladigini varsayilsin. Artik lineer biiytime

kosulu yerine
IO < C+[IX]), (X =Y, f(X) - f(Y)) <CI|X -Y|? (4.4)

kosulunu saglasin. g : R? — R? difiizyon fonksiyonu (3.3) global Lipschitz kosulunu

saglasin. Bu durumda (3.7) monotonluk kogulu saglanmig olur. Evcillegtirilmig Euler-
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Maruyama metodu [15]

f(Xn)At

X1 =X, +
1 (1+ At f(X

S + g(X,) AW, (4.5)

. . F(Xn)At O I~
ile verilir. AT < 1 oldugu g6z 6ntinde bulundurulmalidir. Bu da siiriiklenme

teriminin sinirsiz biiytimesini engellemektedir.

4.2.2. Projeksiyon Euler-Maruyama metodu

(3.1) denklemi gbz 6niinde bulunsun. f ve g katsay1 fonksiyonlarmin 7 € (%, 00)

pozitif bir sabit, Vt € [0,7T], ¢ € (1,00) ve X,Y € R? icin

(FX) = f(Y), X =Y) 40 lla(X) = a(¥)IP < LIX Y| (4.6)

=1

ve

IFEONV g (XO1 < LT+ [ X]1%) (4.7)

IFX) = FOIV 19:(X) =M < LA+ X[ + Y[ H]IX = Y|

kosullarini sagladig1 varsayimi altinda Euler-Maruyama metodunun basgka bir gekli
olan Projeksiyon Euler-Maruyama metodu, [20| bir énceki adimdan gelen nii-
merik ¢oziimi bir dairenin tizerine izdiigiirmektedir. ¢ € (1, 00) igin « € (0, 1] para-

metresi a = %1) seklinde secilir ve bu metot 1 < ¢ < N olmak iizere

2(q

X1 = min(1, At X, H X, (4.8)

Xopp1 = X+ ALf (yn—l—l)

+ Z 9i (771—1-1) (Wti - Wti_l)
i=1
seklinde ifade edilir.

4.2.3. Split-Step Euler-Maruyama metodu

Split-Step Euler-Maruyama metodu [30] verilen SDD’yi iki alt denkleme ayir-

maktadir. Siiriiklenme terimini igeren alt denklem kapali metot ile difiizyon terimini
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iceren alt denklem ise agik metot ile ¢oziilmektedir.

(4.9) denkleminin X, ara yaklagimma gére ¢oziilmesi gereken kapali denklem oldu-

guna dikkat edilmelidir.

4.2.4. Nimerik testler

dX; = (=X} + (u + o) Xy)dt + o X, dW, (4.11)

denklemi X, = 0.5 baglangi¢ kosulu altinda © = 0.5, ¢ = 1, a = 0.5, T = 1,
N = 40 parametreleri ve At = T/N = 1/40 alimarak Tamed (evcillegtirilmis
Euler-Maruyama), PEM (Projeksiyon Euler-Maruyama) ve SS (Split-Step Euler-
Maruyama) metotlari ile ¢oziilmiigtiir. Sekil 4.3’de denklemin her metot i¢in bir
adet orneklem yoriingesi verilmigtir. Sekil 4.4’de Monte Carlo simiilasyonu kullani-
larak metotlarin kuvvetli hata mertebeleri niimerik olarak dogrulanmigtir. Sekil 4.3

ve Sekil 4.471 {ireten kodlar Ekler kisminda verilmistir.

2.0 1

1.8 1

1.6

1.4

Xe

1.2 A

1.0 1

0.8

0.6 1

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

Sekil 4.3. Denklem (4.11)’in ¢egitli metotlarla tiretilen érneklem yéringesi
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Tamed
10-1 { —+— PEM
—— 55

-+ ref line-0.5

1072 4

Average of Error

1073 o

T ;
1073 1072
At

Sekil 4.4. Fucillestirilmis Fuler-Maruyama, Projeksiyon Fuler-Maruyama ve Split-Step
Euler-Maruyama metotlarinin (4.11) denklemi i¢in kuvvetli yakinsaklk merte-
beleri
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5. SDD’LER ICIN GBH TABANLI NUMERIK METOTLAR

Boliim (3)’te tanitilan Geometrik Brown Hareketinin tam ¢oziimii bilinmektedir.
Bu béliimde W/ bagimsiz ve ézdes dagilmis Brown hareketleri, F,g; : R? — RY

fonksiyonlar1 ve A, B; € R™? matrisleri 7,5 = 1,...,m icin
olmak iizere m,d € N ve Xy = X;, € R? i¢in

dX; = (AX, + F(X;)dt + Y (BiX, + g;(X,))dW; (5.1)
i=1
formundaki yari-lineer SDD’ler i¢cin GBH nin tam ¢6zlimiinii kullanan niimerik me-
totlar incelenecektir.

Oncelikle global Lipschitz kosulunu saglayan katsay: fonksiyonlarina sahip SDD’ler
i¢cin Erdogan ve Lord tarafindan [13] ¢aligmasinda verilen metotlar tamtilacaktir.
Daha sonra bu c¢alismada yer almayan ¢g; = 0 6zel durumu i¢in £70 isimli metodun
kuvvetli yakinsaklik mertebesinin 1 oldugu kanitlanacaktir.

Ayrica katsayi fonksiyonlarimin global Lipschitz kosulunu saglamadigi durum-
larda kuvvetli yakinsayan Evcillegtirilmiy GBH [25] metodu tanitilacaktir. Son ola-
rak bir 6nceki boliimde tanitilan PEM metodunun GBH tabanli bir versiyonu tii-
retilmistir. Ele alinan metotlarin performans kargilagtirmalar: i¢in yapilan niimerik

testlerin sonuglarina yer verilmigtir.

5.1. Global Lipschitz Kosulu Altinda GBH Metodu

(5.1) tipindeki SDD’ler i¢in klasik iistel integratérler [8] I; € R?*¢ birim matris
ve Sty 1, = 1q olmak tizere

dStﬂfO - ASt,to dt

lineer denkleminden elde edilen S;;, = %4 yarigrup operatériine dayanir. Kar-

silagtirmak icin

e(A) = A" e — 1), At=t,q—t, ve AW =W}

tn+1

i
- Wi
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olmak tizere SETDO (Stochastic Exponential Time Differencing) adi verilen [32]

X, ,, = et (th + F(X,)At + Z(BZ-X% + g,;(th))AWf’”) (5.2)

=1

ve SETD1 adi verilen [32]

X;,,, = et (th +) (BiX,, + gi(th))AWZ’"> + o(AtAVF (X, At (5.3)
i=1
¢oklu giiriiltii terimine sahip standart 2 {istel integratorleri goz oniinde bulundurul-
sun. Bu metotlar sabit katsayili lineer adi diferansiyel sistemleri i¢in tam ¢oziimii
tiiretmektedir. Bu yaklagim (5.1) tipindeki yari-lineer denklemler i¢in Geometrik
Brown Hareketinin bilinen ¢oziimiinden yararlanilarak [13| galigmasinda genigletil-

mistir. Bu algoritmanin tiiretilmesinde ®;,,, = /5 olmak tizere
d®,,, = Ad,,,dt + Z B¢¢t7t0thi (5.4)
i=1

lineer homojen matris diferansiyel denkleminin temel ¢oziimii olan (3.15) matrisin-

den faydalanilmigtir.

5.1.1. Metotlarin tiiretilmesi

T € (0, 00) sabit reel say1 oldugu varsayilsin ve [0,T] zaman araligimin bir boliin-
tisi 0 =ty <t < --- <ty =T iken At = t;41 — t; sabit adim uzunlugu olsun.
(, F,P), {Fi}iepo,r filtrasyonu ile olasilik uzay1 olsun. F' ve g;'nin uygun varsa-
yimlar altinda (5.1) denklemini saglayan F;-uyumlu X : [0, 7] x Q :— R? stokastik

siirecinin var oldugu bilinmektedir.
]E() =F() - ZBzgz(>
i=1

olmak iizere [t,,t,.1] araliginda integral gosterimi (3.16)’dan

tn41 ~ tn+1 .
th+1 = (btn+17tn (th + / q);gnf(XS)dS + Z/ (I)S,tlngl(XS)dWSZ> (55)
t tn

n =1



bi¢iminde yazilir.

Denklem (5.5) stokastik integrali icin AW;,, = W}

— W} olmak iizere
n+1 n

tn+1 . i
‘I’tn+1,tn/ Oy gi(X)AW! = @y 4, 0i( X, ) AW (5.6)
tn

yaklagimi ele almsin. (5.5) denklemindeki deterministik integral igin agagidaki {ig
durum incelenir:
Xy, sireci (5.1) denkleminin ¢ = ¢,,’deki tam ¢ozlimiinii ve X, ise X, siirecinin

niimerik yaklagimini géstermek {izere;

L@, [ @5 F(X)ds & @y, 4, f(X0) At igin ilk metot EI0

X1 =P (Xn + (XAt + Y gi(Xn)AWZ’”> (5.7)
=1

seklinde elde edilir.

2. Eger

1 m m \ A
Zis = €xp <—§ Z Bi(t—s)+ Z B; (W — Wé))
=1

=1

iken @y, . [ @} f(X)ds & Zy,,, 0,0 (AtA) f(X,) At igin ikinci metot EI1
X1 = P (Xn +2 gi<xn>Aw:*">  Zir P (ALA)F(X,) At
=1

seklinde elde edilir.

3. Son olarak ®; ., fti"“ @;tlnf(Xs)ds ~ p(AtA) f(X,)At icin metot EI2
Xn+1 = q)tn+1,tn <Xn + Zgz(Xn)AWtzyn> + @(AtA)f(Xn)At
i=1

olarak elde edilir.

Bu galigmada FEI0 metodu incelenecektir. EI0, El1, EI2 metotlar1 (5.2)'deki
SETDO ve (5.3)'deki SETDI1 [13] metotlar1 gibi aym O(At!/?) giiglii yakinsakhk

oranina sahiplerdir.
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Varsayun 5.1.1. F ve g; fonksiyonlar (3.3) ve (3.4)’de verilen global Lipschitz ve

lineer biiyiime kosullarini saglasin.

Varsayimm 5.1.2. F' ve g; fonksiyonlarinin iki kez tiirevlenebildigini ve tiirevlerinin

diizgiin sinirh oldugu varsayilsin.

Bu metotlarin global Lipschitz kosulu altinda yakinsamasi Erdogan ve Lord [13]

¢alismasinda sunulmustur.

Yardimci Teorem 5.1.1. [8] Varsayim (5.1.1) ve varsayim (5.1.2) saglansin. Bu

takdirde (5.1) denkleminin tam ¢oziimii X, asagidaki esitsizlikleri saglar. s € [tg, t511]

icin
1Xs — X, | o(opey < K(s — t)'/?
ve
IF(X.) = F(X0) | oamey < K(s — t)"?
olur.

Bu tez ¢aligmasinda (5.1) denkleminin g; = 0 igin 6zel durumu olan lineer difiiz-
yon terimine sahip yari-lineer SDD’ye uygulanan E70 metodunun kuvvetli yakin-

saklik mertebesinin 1 oldugu kanitlanacaktir.

Teorem 5.1.1.
dX, = (AX, + F(X,))dt + ) BX,dW} (5.8)
=1

denklemi i¢in yaklagik ¢oziimler lireten
Xn_l,_l - (btrw—l,tn (Xn+1 + AtF(Xn)) (59)
niimerik gemasinin siirekli interpolasyon versiyonu X; olmak iizere (X, = X})

sup ||Xt — YtHLQ(Q,Rd) S KAt (510)
te[0,T

olacak gekilde K > 0 € R mevcuttur.

Asagida teoremin kanmitinda kullanilacak onermeler verilmistir.
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Onerme 5.1.2. (5.9) niimerik semasinim siirekli interpolasyon siireci Xy, [tn, tps1]
araliginda

=1

ile verilen stokastik denklemi saglar.

Kanit. GBH’nin tanimindan

4o, = (—A +) Bf) O pdt =Y B® ) W)

=1 i=1

olur.

dX, = pdt + > oy dWy

i=1
denklemini saglayan p ve o; katsay1 fonksiyonlar1 aragtirilsin. Lineer siirekli interpo-

lasyon siireci

S,tn,

i tn+1 -
X, = By, Xo+ Dy, / o;} F(X,)ds
in

olmak tizere matris vektor ¢arpimi

Ao, X)) = @) (512

=1 1=1

+o, [_ > BiX,+o;| AW

i=1

seklinde ifade edilir. (5.12) denklemini ®;,, ile carptiktan ve bu ifadeyi X, siirekli

interpolasyon siireci ile kargilagtirdiktan sonra

o} (—A +) Bf) Xi+p—Y Bioi| =, F(X,,)
i=1 i=1
ve
o) =) BXi+0i| =0
i=1
bulunur. Sonuc olarak p = AX, + o,y F (X,,) ve 0; = B; X, bulunur. O

Yakinsaklik teoreminin kaniti i¢in agagidaki dnermelerden faydalanilacaktir.
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Onerme 5.1.3. s € [ty tpyq] icin
E[[|X = X,|?] < K (B [[[Xe, = Xo[IP] + (s = t2)?) (5.13)

olacak gekilde K > 0 reel sayis1 mevcuttur.

Kamt. s € [ty, txs1] igin gergek ¢oziim ve niimerik ¢Oziimiin stirekli interpolasyon

suireci

X, = X, + / (AX, + F(X,))dr+ ) / B X, dW!
i=1

tg

X, = X, + / (UK, + B, F(X,))dr + Y / BX,dW
th = Ju,
[t6 denklemlerini saglar. Taraf tarafa ¢ikarilir

— — bt i
X, - X, = X, —X, +/ A(X, — X,)dr

173
+> / Bi(X, — X, )dW! + / (F(X,) — @, F(X,,))dr
i=1 Yk b
ve ardindan normunun karesini ve beklenen degeri alinirsa

Ef|x -] < 4(15: [Hth—YtkHz]+(s—tk)/ts||A||2E [, ~ %] ar

30 [ 1 (1% - X a
(s —t) /:IE [HF(XT) - @T,th(Zk)\ﬂ dr)

ifadesi elde edilir. Denklemin son terimine F(X;, ) — F(X,,) ifadesinin eklenmesi ve

¢ikarilmasi sonucu

/:IE [HF(X’") B CDTvth(Ytk)HQ] dr =

/SE |:HF(XT> B F<th) + F(th) o F(ytk) + F(Ytk) - q)r,th(ytk>H2i| dr

173

< 3</tSIE[HF(X,,)—F(th)|]2} dr+/tsE[}|F(th)—F(Ytk)m dr
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+ / E||F(X0) — @0 F(X,)|] dr)
ty
bulunur. Yardimei teorem (5.1.1) ve yardimei teorem (3.4.1)’den

E[IF(X) = F(X, )] < K(r—ty)
E [HF(ytk) - ®T7th(7tk)H2] < K(r—t)

ve F’nin global Lipschitz ézelliginden
E [[[F0) ~ PRI < B (|15 - X0
olur. Ifadeler yerine yazilirsa
Eflx-%.J] < 4 (]E 16 - X ?] + (5 - ) / JAPE[||x, - %] ar

+i/: | Bil|*E |:HX7" —71"!!2} dr + 3(s — tx) (/ts 2K (r —tg) dr

+ [ [Ix - Xl dr)
tg

< o(2 [l %l
. <(S Al + i HBZ-H2> B[l - % ar
to -t s 3a-npe i, -]

< (41205 = 0)")E [[[ X~ T[] + 1205 10)°

M(@—WWW+§N&W)fEM&—7M?W

tk

elde edilir. Gronwall esitsizliginden

E[IX - X7 < (4120 - 028 [|1 X, - K]

F12(s — tk)?’) exp{4 ((s — t)[IA|? + Z4|]Bi|]2> (s — tk)}

< K (E[IX, = XulP] + (s — 1))
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(5.8) denkleminin ¢ = 44, ’deki tam ¢oziimi
tkt+1 )
\I;Exact<tk+17 tk7 th) = (I)tk+17tk |:th + / (I)S’th(XS)dS‘| (514)
tg

tam akigiyla tanimlansin. (5.11) denkleminin Ytk = X;, kogulu altinda, t = #j, deki
¢Ozumii

tet1
\Ijnum(tk—i-la tk? th) - q)tk+1,thtk + ®tk+1,tk / F<th)d8 (515>

ty

verilsin. Bir sonraki onermede
REIO(tu S, XS) = \I]Exact<t7 S, Xs) i \Ijnum(ta S, Xs) (516>

ile verilen lokal hatanin birikimli mertebesi incelenecektir.

Onerme 5.1.4. (5.16) ile verilen Rgjg lokal hatasi i¢in

N—1 2

Z Rero(tisr, tr, Xi,)

k=1

E < KA (5.17)

Kamt. Xy = Upyact (s, th, X1, ) ve Xy = Uoum(s, tr, Xz, ) olmak iizere

tei1 tpp1 M .
Rpno(tess, te, Xi,) = Xy, + / (AX, + F(X,))ds + / Y BiX.dW]
b e =1
tei1 o tpyp M . )
~X,, — / (AX + By F(Xy,)) ds — / > BX. AW
n 23 i=1
tk+1 o 41 M . )
Rpro(tesr, te, Xp) = / A(X,—X)ds + / > Bi(X, — X,)dW}
b e =1
trt+1
[P - P ds
12
olur. X, — X, = Rpo(s, tr, Xz, ) olmak iizere
tri1 Ty M .
Rpro(te+1, te, Xyy) = / A(Rpro(s, ty, Xy, ))ds +/ ZBi<REIO(37 tr, Xe, ) AWy
ty Uk i=1

- R — F(X0) + F(X,) — @40, F(X,) ds

173

33



elde edilir.

tet1
E HREIO(tk—%btkvth)Hﬂ < 3(At/ IAIPE [I1Rz1o(s, tr, Xu)|I°] ds
trt1
3 [ IR (et X1

4 2At/ CE[IF(X,) - F(X,,)17] ds

123

(28]
+ 2At/ E [HF(th) - (I)SikF(th)Hz} dS)

ty

olur. Yardimer teorem (5.1.1) ve yardimer teorem (3.4.1)’den

tei1 tr4+1
2At/ E[|F(X,) — F(X,)|*]ds < 2At K(s —t,)ds < 2K At
t t
tkt1 ' ) ktk+1
+2A / E [|F(X,) - Bun F(X) [ ds < 288 [ K(s— t)ds < 2KAS
tr ty

elde edilir. Boylece
E[ |1 Reroltin, e, X,,)| ] < KA

sonucuna ulagihr. Rgro(tgi1,tr, Xy,) ifadesine Ito-Taylor agihmi uygulandiginda,

baskin terimin

Tt )
/ dWds
tk
oldugu goriiliir.
tht1 ) ti+1 )
E </ dW’dr,/ dW'dr)| =0
ti t;
oldugu i¢in
N-1 2
Z Rero(tisr, tr, Xy,) < KA
k=1
elde edilir. n

Teorem (5.1.1) in Kanati. Lokal hatanmn tanimimdan ve (5.11) denkleminden

n—1 m

tet1 tet1 )
X, = Xo—f—Z/ (AX, + &, F(X,,) ds+ZZ/ B X, dW?
k=0 =1
n—1
+ZRE10(tk+latk7th)
k=0
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n—1 m

. tet1 trt+1 - .
X, = XO+Z/ (AX, + @, F(X,,) ds+22/ BiX , dW!
k=0 i=1
ifadeleri yazilir ve ardindan taraf tarafa ¢ikarilirsa
- tet1 nolo oty o
X, — X, Z / AX, =X )ds+ ) / ®,4 (F(Xy,) — F(Xy,))ds
k=0 7tk
n—1 m tht1 o ' n—1
+30 [ B AW+ Y Rem(tier, X,
k=0 i=1 7tk k=0

elde edilir. Her iki tarafin normunun karesi ardindan beklenen degeri alinirsa

E|[X, - X."] < 4 (AtZ/ APE [|| X, — X.||?] ds

+5 [IBIPE I - X s

k=0 i=1

sonucuna varilir. Onerme (5.1.4)’deki esitsizlik ve yardimer teorem (3.4.1)’den

E ([, - X || < 4<AtHAH2+ZHBH2>Z / E [|X, - X7 ds

n—1
+EALY R [[|X,, — X, |°] + KA
k=0

elde edilir. Onerme (5.1.3) yerine yazilirsa
1

E[|X:, — X4 l?] < <4AtHA|I2 4y IIBZ-H2> Z/
t

i=1 k=0 " *k

(KE X, — X0, [17]

n—1
—(s — tk)?’) ds + KAL) E[||1X,, — Xy, |°] + KA
k=0
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olur. C = 4At||A||> + 43", || Bi||* olmak iizere

=1

n—1

E[|X,, - Xull”] < CKAtY E[|X,, — X, ] - CA#
k=0
n—1
+KALY R [[|X,, — X, |I°] + KA
k=0
n—1
< (CEAt+ KAL) E[|X,, — Xy, |°] + KA#
k=0

ifadesine ayrik Gronwall Lemma uygulandiginda

1

E [|| X, — Xu.II?] < At2eXp{ (CKAt+KAt)}

e
Il

0
< KA#

sonucuna varilir. O

5.2. Lokal Lipschitz Kosulu Altinda Metotlar

Boélim (4)’de
dX; = F(X)dE + g(X,)dW (5.18)

ile verilen bir SDD’de ¢ difiizyon katsay1 fonksiyonu global Lipschitz kogulunu sag-
larken f siiriiklenme katsay1 fonksiyonun tek yonlii Lipschitz kogulunu sagladigi du-
rumda kuvvetli yakinsakligi garanti eden Evcillegtirilmis Euler-Maruyama ve Pro-
jeksiyon Euler-Maruyama metotlar: tanitilmis ve niimerik performanslar: karsilasti-
rilmigtir.

Bu boliimde f’nin tek yonli Lipschitz kogsulunu sagladigi durumda
dX, = (AX, + F(X,))dt + ) BX,dW} (5.19)
i=1

denkleminin ¢oziimiine kuvvetli yakinsayan GBH tabanli metotlar tanitilacaktir. Ilk
olarak |25] ¢aligmasinda tiiretilen ve analiz edilen Evcillegtirilmis GBH metodu tani-
tilacaktir. Daha sonra, bir 6nceki boéliimde de tanitilan Projeksiyon Euler-Maruyama

metodunun [20] GBH versiyonu tiiretilecektir. GBH tabanli bu metotlarin boliim
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(4.2)’deki klasik metotlarla niimerik performanslar1 kargilagtirilacaktir. Bu boliim

boyunca siiriklenme katsayisi iizerine agsagidaki kogul konulacaktir.

Varsaymm 5.2.1. F fonksiyonu ve bu fonksiyonun DF ve D?F tiirevleri de siirekli

olsun. Buna ek olarak Vz,y € R? icin
L (X-Y,FX)-F)) <K|X-Y]?
2. [PFX)| < K1+ [1X]]%)
3. ID*F(X)|| < K(1+[1X]7)

olacak sekilde K > 0, ¢, q > 1 pozitif sabitleri mevcut olsun.

5.2.1. Evcillestirilmis GBH metodu

Boélim (4.2.1)’de tamtilan Evcillegtirilmis Euler-Maruyama metodu (5.19) denk-

lemine uygulandiginda

AX, + F(X,)

Xpi1 =X, + At + B;AW, 5.20
i 1+ AtAX, + F(X,)| (5.20)
niimerik semasi elde edilir. Burada evcillegtirme ¢arpaninin lineer olan AX,, terimini
de icerdigine dikkat edilmelidir. Fakat lineer terimlerin ¢oziimiin iraksamasina bir

etkisi yoktur. Dolayisiyla evcillegtirme carpaninin lineer terimlerden arindirilmasi

metodun hassasiyetini artiracaktir. Bu dogrultuda [33] ¢aliymasinda

F(X,)
X1 =X, + AX, At + At + B;AW, 5.21
+ T A EC] (5:21)

semasi tiiretilmis ve analiz edilmigtir.

[25] galigmasinda ise lineer terimlere kargilik gelen SDD tam olarak integre edilmis
ve evcillegtirme carpani sadece lineer olmayan siiriiklenme terimine uygulanmigtir.
Sonug olarak

(5.22)

F(X,)At
X =@ Xn
+1 tnt1,tn ( - 1+ AtHF(Xn)H)

niimerik semasi elde edilmigtir.
[33] caligmasinda (5.21) semasmin kuvvetli yakinsaklik mertebesi 1/2 oldugu

kanitlanmigtir. [25] ¢aligmasinda ise (5.22) metodunun kuvvetli yakinsaklik merte-
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besinin 1 oldugu kanitlanmigtir. Niimerik testler béliimiinde bu bulgular dogrulana-

caktr.

5.2.2. GBH tabanli Projeksiyon Euler-Maruyama metodu

Bélim (4.2)’de tanitilan PEM metodu (5.19) denklemine direkt uygulandiginda
hem lineer (AX) hem lineer olmayan (F'(X)) fonksiyonlarin girdilerine projeksiyon
uygulanir. Fakat lineer alt denklemin tiirettigi ¢oziimler sinirli momente sahip oldugu
i¢in projeksiyon doniigiimii sadece lineer olmayan alt denkleme uygulanabilir. Boy-
lece (5.19) denklemi igin (4.6) ve (4.7) varsayimlari altinda (4.2.2)’de verilen PEM
metoduna bir modifikasyon uygulanarak Geometrik Brown Hareketi Projeksi-

yon Euler-Maruyama (GBH-PEM) adim verilen metot

X1 = min(1, At X, H X, (5.23)

Xoy1 = @4y, (Xnga + ALF(X41)

seklinde tiiretilebilir.
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5.2.3. Numerik testler

(4.11) denklemi classicalPEM (PEM), Tamed (Evcillegtirilmis Euler-Maruyama),
Split-Step (Split-Step Euler-Maruyama), GBMpem (GBH-PEM) ve TamedEIO (GBH
tabanl Evcillegtirilmig Euler-Maruyama) metotlar igin kuvvetli hata mertebeleri

nlimerik olarak dogrulanmigtir. Sekil 5.1’ tireten kod Ekler kisminda verilmigtir.

1071

10~2 4

Average of Error

—— Split-Step
—— classicalPEM
—i— Tamed
—— GBMpem
—i— TamedEI0

- ref line-0.5

1072 1071
At

Sekil 5.1. Denklem (4.11)’%in ¢egitli metotlarla tiretilen kuvvetli yakinsaklk mertebeleri
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6. SONUC

Bu tez ¢aligmasinda SDD’nin siirtiklenme ve difiizyon katsayi fonksiyonlarinin
global Lipschitz kogulunu sagladigi durumlar i¢in tiiretilen GBH metodu tanitilmig
ve katsay1 fonksiyonlarinin global Lipschitz kogulunu saglamadigi durumlar i¢in GBH
metodunun farkh versiyonlar: tiiretilmigtir. Tiiretilen metotlardan E70 metodunun
yakinsaklik analizi yapilmig ve lineer difiizyon terimini iceren SDD’ler i¢in yakinsak-
lik mertebesinin 1 oldugu kanitlanmistir. Ardindan stiriiklenme katsay: fonksiyonu-
nun yari-lineer oldugu durumlar i¢in Evcillegtirilmis Euler-Maruyama ve Projeksi-
yon Euler-Maruyama metotlarinin GBH versiyonlari tiiretilmistir. Tiiretilen niimerik
metotlarda 6zellikle yari-lineer denklemler i¢in GBH tabanl metotlarin performansi
incelenmigtir.

Lineer difiizyon terimine sahip SDD’ler igin GBH tabanli metotlarin yakinsak-
lik mertebesinin, klasik metotlarin yakinsaklik mertebesinden daha yiiksek olmasi
hesaplamalarin performansi acisindan biiyiik avantaj saglar. Difiizyon teriminin yari-
lineer oldugu durumlarda, GBH tabanli metotlar klasik metotlarla teorik olarak ayni
yakinsaklik mertebesine sahip olmasina ragmen, daha kiiciik hata katsayisina sahip

oldugu i¢in daha hassas sonuclar tiiretmektedir.
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Global Lipschitz Kosulu Altinda Klasik Niimerik Testler

Algorithm 1 (4.3) denkleminin Euler-Maruyama, Implicit Euler-Maruyama ve
Milstein metotlariyla tiiretilen 6érneklem yoriingeleri

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import math
from scipy.optimize import fsolve
from numpy.linalg import norm
#parameters; final time; number of paths; initial condition
a = 0.5; b= 0.4; sigma = 1; T = 1; N = 50; Xzero = 0.5
#drift and diffusion functions
f= lambda x: axx — b x x/(1+ xx%2); g= lambda y: sigma % y
7
dt = T/N; t = np.linspace (0,T,num=N+1)
#
Ximp= np. zeros (N+1); XEM= np.zeros (N+1); Xmil= np.zeros (N+1)
i
Ximp[0] = Xzero; XEM|0| = Xzero; Xmil[0] = Xzero
for i in range(N): #time loop over the paths
Winc = math.sqrt (dt) * np.random.randn ()
fimp = lambda z : Ximp|[i] + dtxf(z) + g(Ximp[i])*Winc —z
#implicit EM
Ximp|i+1] = fsolve (fimp, Ximp[i])
XEM[i+1] = XEM[i] + dt«f (XEM[i]) + g(XEM[i])*Winc # M
Xmil[i+1] = Xmil[i] + f(Xmil[i])*dt + g(Xmil[i])*Winc +
0.5 % (sigmax*2 % Xmil[i])*(Wincxx2 — dt) #Milstein
#plots of ImpEuler, EM, Milstein
plt.plot (t,Ximp, 'r—*, linewidth =1,label = "ImpEuler")
plt.plot (t,XEM, g ', linewidth =1, label = "E-M")
plt.plot(t,Xmil, 'b-p’, linewidth =1, label = "Milstein")
plt.legend ()
plt .show ()




12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

Algorithm 2 Euler-Maruyama, Kapali Euler-Maruyama ve Milstein metotlarinin
(4.3) denklemi i¢in kuvvetli yakinsaklik mertebeleri

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import math

from scipy.optimize import fsolve

from numpy.linalg import norm

#parameters; final time; number of paths; initial condition
a = 0.5, b= 0.4; sigma = 1; T = 1; M= 100; Xzero = 2

Nref = 2x%16; dtref = T/Nref; R = np.power
(2,[0,4,5,6,7,8,9,10])

#drift and diffusion functions

f = lambda x : axx — b % x/(1+ x#%%2); g = lambda y : sigma =x

y

Imp errFinal = np.zeros ((len(R)—1M))
EM errFinal = np.zeros ((len(R)—1M))
Mil errFinal = np.zeros((len(R)—1M))
dtArray = np.array (R[1:])«dtref
for i in range(M):
dW = math.sqrt (dtref) % np.random.randn(Nref)  #
Brownian increments
W = np.cumsum (dW, axis=0) F#discrete Brownian path
for p in range(len(R)):
Dt = dtref«R[p]; N = int(Nref/R[p])
Xold = Xzero; XEM = Xzero; Xold mil = Xzero
for j in range(N):# time loop over the path
Winc = np.sum (dW|[R|[p|*j : R[p|*(j+1)])
fimp = lambda Ximp : Xold + Dtxf (Ximp) + g(Xold)
*Winc — Ximp # implicit EM
Ximp = fsolve (fimp, 0); Xold = Ximp
XEM = XEM + Dtxf (XEM) + g (XEM)*Winc
Xmil = Xold_mil + f(Xold_ mil)*Dt + g(Xold_ mil)x
Wince + 0.5 x (sigma**2 *x Xold mil)*(Wincx*x2 —
Dt); Xold mil = Xmil

if p=—0:
Xref = Xmil # exact solution at final time is
stored
else:
Imp errFinal[p—1,i] = norm(Ximp—Xref) # final

time errors
EM errFinal[p—1,i] = norm (XEM-Xref)
Mil errFinal|[p—1,i| = norm(Xmil—Xref)
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Imp avErr = np.mean(Imp errFinal,axis=1)

Mil avErr = np.mean(Mil errFinal,axis=1)

EM_avErr = np.mean(EM _errFinal , axis=1)

avDt = np.mean(dtArray); C = np.mean(Imp_ avErr)/avDt — 0.1

. n

plt.loglog (dtArray, Imp avErr, 'b ", label ImpEuler ")
plt.loglog (dtArray, Mil avErr, ’y-—=', label = "Milstein")
plt.loglog (dtArray, EM avErr, 'r =, label = "E-M")
(
(

plt.xlabel ("$\Delta$t"); plt.ylabel("Average of Error")

plt.loglog (dtArray, CsdtArray*x*(0.5), g:’, label = "ref line
~0.5")
plt.loglog (dtArray , CsxdtArray, 'm:’, label = "ref line —1")

plt.legend (); plt.show()

Lokal Lipschitz Kosulu Altinda Klasik Niimerik Testler

Algorithm 3 (4.11) denkleminin Evcillegtirilmis Euler-Maruyama, Projeksiyon
Euler-Maruyama ve Split-Step Euler-Maruyama metotlariyla tiiretilen 6rneklem yo-
riingeleri

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import math

from scipy.optimize import fsolve
from numpy.linalg import norm
#parameters

mu = 0.5 ; sigma = 1 ; alpha = 0.5
T =1 4 final time

N = 40 #number of paths

f = lambda x : —xx*%3 + (mu + sigmax*2)xx
g = lambda y : sigma x y

dt = T/N
t = np.linspace (0,T,num=N+1)
Xzero = 0.5 #initial condition

Xtamed = np.zeros (N+1)
Xpem = np.zeros (N+1)
Xssem = np.zeros (N+1)

Xtamed [0] = Xzero
Xpem|[0] = Xzero
Xssem [0] = Xzero




1 for i in range(N):# time loop over the path

2 Winc = math.sqrt (dt) * np.random.randn ()

3 Xtamed|[i+1] = Xtamed|[i]| + f(Xtamed|[i])*dt / (1 + dt =
norm ( f(Xtamed[i]))) + g(Xtamed|i])*Winc #tamed E-M

4 if dtsxx(—alpha) % norm(Xpem|[i]|)x*x(—1) < 1:
#PEM

5 Xbar = dt*x(—alpha) % norm(Xpem|[i]|)#**(—1) * Xpem]|i |

6 else:

7 Xbar = Xpem]|1i |

8 Xpem[i+1] = Xbar + dt * f(Xbar) + g(Xbar) * Winc

9 SplitStep = lambda Xs : Xssem|[i] + dtxf(Xs) — Xs #Split
Step EM

10 Xs = fsolve (SplitStep, Xssem|[i])

1 Xssem|[i+1] = Xs + g(Xs) x Winc

12

13 plt.plot (t,Xtamed, 'r ", linewidth =1, label = "Tamed")
u plt.plot(t,Xpem, 'g p’', linewidth =1, label = "PEM")

15 plt.plot(t,Xssem, 'b-", linewidth =1, label = "SS")

16 plt.legend(); plt.show()

Algorithm 4 Evcillegtirilmis Euler-Maruyama, Projeksiyon Euler-Maruyama ve
Split-Step Euler-Maruyama metotlarinin (4.11) denklemi i¢in kuvvetli yakinsaklik
mertebeleri

1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt

3 import math

from scipy.optimize import fsolve

5 from numpy.linalg import norm

¢ #parameters; time;

rmu = 0.5 ; sigma = 1 ; alpha = 0.5; Xzero = 2; T =1
8

9

IS

#number of paths
M = 100; Nref = 2x%x16; dtref = T/Nref
1w R = np.power(2,[0,4,5,6,7,8,9,10])
1n #drift and diffusion functions
2 f = lambda x : —x*%3 + (mu + sigma*%2)*x; g = lambda y
sigma * y
13
14 Tamed errFinal = np.zeros ((len(R)—1M))
15 PEM _errFinal = np.zeros ((len(R)—1M))
16 SS_errFinal = np.zeros ((len(R)—1M))
17 dtArray = np.array (R[1:])«dtref
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i in range(M):
dW = math.sqrt (dtref) * np.random.randn(Nref) #Brownian
increments
W = np.cumsum (dW, axis=0) #discrete Brownian path
for p in range(len(R)):
Dt = dtref*R[p]
N = int (Nref/R[p]|)
Xtamed = Xzero; Xpem = Xzero; Xssem = Xzero

for j in range(N):# time loop over the path
Wine = np.sum (dW|[R|[p|*j : R[p|*(j+1)])

Xtamed = Xtamed + f(Xtamed)*Dt / (1 + Dt % norm/(
f(Xtamed))) + g(Xtamed)*Winc #tamed E-M

if Dtx*(—alpha) % norm(Xpem)sx(—1) < 1: #PEM

Xbar = Dt*x(—alpha) % norm(Xpem)xx(—1) =
Xpem
el e
Xbar = Xpem
Xpem = Xbar + Dt % f(Xbar) + g(Xbar) x Winc

SplitStep = lambda Xs : Xssem + Dtxf(Xs) — Xs
Xs = fsolve (SplitStep , Xssem)
Xssem = Xs + g(Xs) % Winc

if p=— 0:
Xref = Xssem # exact solution at final time is
stored
else:
Tamed errFinal[p—1,i] = norm(Xtamed—Xref)# final
time errors
PEM errFinal|[p—1,i| = norm(Xpem—Xref)
SS_errFinal|[p—1,i] = norm(Xssem—Xref)
avDt = np.mean(dtArray)

Tamed avErr = np.mean(Tamed errFinal, axis=1)
PEM avErr = np.mean(PEM errFinal, axis=1)
SS_avErr = np.mean(SS_errFinal , axis=1)

35 C = np.mean(SS_avErr)/avDt —0.1

plt.
plt.
plt.

plt

plt.

plt

plt
plt

loglog (dtArray , Tamed avErr, 'y’ label = "Tamed")
loglog (dtArray , PEM avErr, b =", label = "PEM")

loglog (dtArray, SS avErr, 'r—=’, label = "SS")

.xlabel ("$\Delta$t")

ylabel (" Average of Error")

.loglog (dtArray , CsxdtArray*x(0.5), ¢g:’, label = "ref line
"
)
.legend ()
.show ()
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GBH Tabanli Niimerik Testler

Algorithm 5 (4.11) denkleminin Split-Step Euler-Maruyama, Klasik PEM, Evcil-
legtirilmis Euler-Maruyama, GBH-PEM ve Evcillestirilmis GBH metotlariyla tiire-
tilen kuvvetli yakinsaklik mertebeleri

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import math

from scipy.optimize import fsolve

from numpy.linalg import norm

#parameters

mu = 0.5 ; sigma = 0.5; alpha = 1/4 #when q = 3
Xzero = 2 ; T =1 ; M= 100 # number of paths

Nref = 2%x%13 ; dtref = T/Nref

R = np.power(2,[0,6,7,8,9,10])

A = mu ; B = sigma

F = lambda X : —X%%3 +sigmax*x*x2xX
fullf = lambda X : —Xs*3-+sigmax*x2xX + A *x X
g = lambda X : B % X

SS errFinal = np.zeros((len(R)—1M))

GBMpem errFinal = np.zeros ((len(R)—1M))
classical PEM _errFinal = np.zeros((len(R)—1M))
dtArray = np.array (R[1:])*dtref

Tamed errFinal = np.zeros((len(R)—-1M))
tamedEIO errFinal = np.zeros((len(R)—1M))

for i in range(M):
dW = math.sqrt (dtref) * np.random.randn(Nref)  #
Brownian increments
W = np.cumsum (dW, axis=0) F#discrete Brownian path

for p in range(len(R)):
Dt = dtref*R[p]
N = int (Nref/R|p])
Xssem = Xzero
Xgbmpem = Xzero
Xtamed = Xzero
Xcpem=Xzero
XtamedEIO = Xzero
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for j in range(N): # time loop over the path
Wine = np.sum (dW|[R|[p|*j : R[p|*(j+1)])
if Dtxx(—alpha) x norm (Xgbmpem)s*(—1) < 1:
Xgbmpem = Dt#x(—alpha) x norm (Xgbmpem)xx(—1)
*  Xgbmpem

Xgbmpem = np.exp ((A — 0.5 % Bxx2)xDt + BxWinc) *(
Xgbmpem + Dt * F(Xgbmpem) )

SplitStep = lambda Xs : Xssem + Dtxfullf (Xs) —
Xs #Split—Step

Xs = fsolve (SplitStep , Xssem)

Xssem = Xs + g(Xs) * Winc

Xtamed = Xtamed + fullf (Xtamed)«Dt / (1 + Dt x
norm ( fullf (Xtamed)) ) + g(Xtamed)*Winc #tamed
EM

if Dtxx(—alpha) * norm(Xcpem)sxx(—1) < 1:
#classicalPEM

Xcpem = Dtx#(—alpha) * norm(Xcpem)xx(—1) x*
Xcpem

Xcpem = Xcpem + Dt % fullf (Xcpem) + g(Xcpem) x
Winc

XtamedEIO = np.exp((A — 0.5 % Bxx2)*Dt + BxWinc)
x (XtamedEI0O + (F(XtamedEIO) % Dt) /(1 + Dt x
norm (F(XtamedEIO) ) )) #tamed ei0
if p=— 0:

Xref = Xssem # exact solution at final time is

stored
else:

GBMpem errFinal [p—1,i] = norm (Xgbmpem—Xref)

SS errFinal|[p—1,i| = norm(Xssem—Xref) # final
time errors

classicalPEM _errFinal [p—1,i] = norm (Xcpem—Xref)

Tamed errFinal[p—1,i] = norm(Xtamed—Xref)

tamedEIO errFinal|[p—1,i] = norm(XtamedEIO—Xref)
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avDt = np.mean(dtArray)

GBMpem _avErr = np.mean(GBMpem errFinal, axis=1)

classical PEM _avErr = np.mean(classicalPEM errFinal , axis=1)
SS_avErr = np.mean(SS_errFinal , axis=1)

Tamed avErr = np.mean(Tamed errFinal, axis=1)

tamedEI0 avErr = np.mean(tamedEI0 errFinal , axis=1)

C = np.mean(SS_avErr)/avDt — 0.1

plt.loglog (dtArray, SS avErr, 'b-x’, label = "Split—Step")

plt.loglog (dtArray, classicalPEM avErr, 'm «', label ="
classicalPEM ")

plt.loglog (dtArray, Tamed avErr, ’'r—x’, label = "Tamed")

plt.loglog (dtArray , GBMpem avErr, 'k ', label = "GBMpem")

plt.loglog (dtArray, tamedEIO avErr, 'g *', label = "TamedEI0
n

)

plt.xlabel ("$\Delta$t")

plt.ylabel ("Average of Error")

plt.loglog (dtArray, CxdtArray*x(0.5), g:
—0.5")

plt.legend ()

plt .show ()

", label = "ref line
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