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OZET

Bu tez galigmasinda endiistrinin bir ¢ok alaninda kullanilan bazi kavite akislar1 ele
alindi. ki boyutlu dikdortgensel, sektdrel ve egrisel bolgelerde iki boyutlu Stokes
Akis problemlerinin analitik ¢6ztiimii incelendi.

Tez bes boliimden olusmakta olup birinci bolimde tez c¢alismasinda kullanilacak
temel kavramlar, denklemler ve tanimlar verildi.

Ikinci béliimde, bir ya da iki duvarmin hareketli ve karsilikli yan duvarlarin birer
serbest yiizey oldugu dikdortgensel bolgedeki akis probleminin ¢oziimii analiz edildi.

Tezin tliglincii boliimiinde sektorel bolgedeki akis probleminin ¢oziimi verildi.

Dordiincli boliimde ise g¢esitli geometrilere sahip kaviteler i¢in biortagonallik
kosullar1 verildi.

Besinci ve son boliimde elde edilen bulgular ve oneriler verildi.

Anahtar Kelimeler: Stokes akis, Biortagonallik, Kavite, Biharmonik denklem.
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ABSTRACT
In this study, some of cavity flow problems which are used in many areas of the
industry are discussed. Two-dimensional Stokes flow in rectangular, sectorial and

curved shaped cavity are considered.

The thesis consists of five sections. In the first section, general concepts, equations
and definitions which will be used in thesis, are introduced.

In the second section, flow structures are analyzed in a rectangular cavity formed by
a pair free surface and one or two moving lids.

In the third section, analytical solution mechanism of Stokes flow problem in a
sectorial region is given.

In the fourth section, the biorthogonality conditions of cavity which have differently
geometries are given.

In the fifth and last section, the conclusions and recommendations were given.
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1. GIRIS

Miihendislik ve endiistri basta olmak {izere, birgok alanda {iiretim, arastirma ve
gelistirme asamalarinda akiskanlarla karsilasilir. Akiskanlarin bulunduklar1 bolge
icerisinde olusturduklan farkli akis yapilart 6zellikle son 30 yildan beri ilgi duyulan
bir ¢alisma alan1 olmaya devam etmektedir. Ciinkii akiskanlarin hizi, akis sekli ve
catallanmalar1 gibi diger bazi ozellikleri, ortaya ¢iktiklar1 problemin karakterini
belirleyebilmek i¢in 6nem tasimaktadir. Bir bolge icerisindeki akis problemleri, ya
deneysel yollarla ya da olay1 yoneten denklemlerin sayisal veya tam ¢dziimlerinin
elde edilmesiyle incelenebilir. Teorik yontemlerle elde edilen sonuglar, hem deneysel
yontemlerle elde edilenlerden daha kesin hem de daha az masraf ve zaman

gerektirdiginden dolayi tercih edilmektedir.

Akigkanlar mekaniginin ©6nemli denklemlerinden olan Navier-Stokes (N-S)
denklemleri, akiskanin birgok 0Ozelligini tasimakta oldugu igin birgok akis
probleminde yonetici denklem olarak alinir. Dolayisiyla bu denklemin uygun sinir
kosullarina gore ¢oziimleri uygulamali matematigin 6nemli problemlerinden biri
olmustur. Lineer olmayan bir denklem sisteminden olusan N-S denklemlerinin genel
¢Oziimii bildigimiz kadariyla heniiz bulunabilmis degildir. Bu nedenle uygulamalarda

N-S denkleminin sayisal ¢6ziim yontemleri ile yaklasik ¢oziimleri bulunabilmektedir.

Bu tez ¢alismasinda, farkli geometriye sahip kaviteler icerisindeki iki boyutlu Stokes
akis probleminin analitik ¢oztimlerin elde edilebilmesine olanak saglayan

biortagonallik sartlar1 verilmistir.
1.1 Literatiir Taramasi

Bir kapagi hareketli dikdortgen bir kavitenin i¢inde olusturulan akis, Joseph ve
Sturges (1978) tarafindan ¢oziilmiistiir. Oz fonksiyon genisleme katsayis1 bulmak
i¢in kullanilan biortagonallik sarti dikdortgen kaviteler ile sinirlidir ve farkl tipteki
kavitelerdeki akis problemleri i¢in uygulanamaz. Dikdortgen kavitelerdeki probleme
iliskin 6zel durumlar Burggraf (1996) ve Pan ve Acrivos (1967) tarafindan sayisal
yontemlerle ¢ozililmiistiir. Analitik ¢oziimiin sonlu farklar ¢6ziimii ile es ya da daha
dogru oldugu saptanmistir. Joseph ve Sturges (1978) ile digerleri belirli bir bolge igin

Stokes akis denklemini ¢ozmekle ilgilenirken 6zel biortagonallik kosullari bu

1



problem ile elde edilmistir. Ayrica bu sartlar1 saglamak icin ele aldiklar1 dordiincii
dereceden sinir deger problemleri sabit katsayilara sahiptir. Khuri (1993)’nin
kanitladig1 basit konfigiirasyonun iki boyutlu ve asimetrik akis problemleri ig¢in
Stokes akis denklemlerinde degiskenlerin ayrimi bu calismada bahsi gegen ayni
dordiincii derece denklemlerine gotiirmektedir. Sonuglar silindirik, kiiresel ve halka
seklindeki farkli koordinat sistemlerinden cesitli 6rnekler verilerek resmedilmistir.
Bu c¢alismada bahsi gecen dordiincii derece denklemler grubu da degisim
katsayilarina sahiptir. Bu yiizden elde ettigimiz biortagonallik sartlar1 sadece belirli
bir stokes akig problemi ile sinirlandirilmamistir. Kullanilan teknik ve algoritmalar
iist kapagi hareketli ve yanlart sabit yari sonsuz seridin biikiilmesini ele alan
biharmonik problemin ¢6ziimii ilk olarak Smith (1952) tarafindan ortaya konulmus;
¢ozlim biortagonal seri olarak ifade edilmis ve bahsi gecen veriler biortagonal seri
icinde genisletilmistir. Smith ayrica verilerin biortagonal seri’nin yakinsakligini
garanti etmesini saglayacak sartlar1 ortaya koymustur. Smith sartlar1 uygulamada
oldukg¢a simirlayicidir. Joseph (1977) ile Joseph ve Sturges (1978) uygulamalarda
beklenebilecek sinir verilerin hepsi i¢in yakinsakligi garanti etmeye yetecek daha az
kisitlayict sartlar ortaya koymustur. Gregory (1980), Spence (1982) ile Joseph,
Sturges ve Warner (1982) biharmonik 6z fonksiyonlarin biortagonal serinin
biitinligii ve yakinsakligi teorisine yeni teoremler eklemistir. Bir sonraki
caligmalarinda Joseph ve digerleri Titchmarsh metodunu kullanarak biharmonik 6z
fonksiyonlarin biortagonal serinin yakinsakligini kanitlamigtir. Smith’in fikirleri
Joseph ve Fosdick (1973) tarafindan farkli hizlarda donen silindirler arasindaki
bolgedeki serbest yiizey akis problemi igin kullanildi. Joseph ve Sturges (1975)
yandan 1sitilan dikdortgensel kavitedeki sivi dolgusunun serbest yiizey problemini
incelediler. Calismalarinda sayisal bir analize yer verilmis ve dikdortgen kavite yari
sonsuz olmadiginda, fakat sert bir tabana sahip oldugunda ¢oziimleri hesaplamak i¢in
0z fonksiyon acilimlari kullanilmasi gerektigini gosterdi. Biortagonal seri acilim
metodu ayrica Joseph (1974) tarafindan kivrimli akis viskozimetresini dolduran
stvinin yuvarlak kenarindaki serbest yiizey calismasinda kullanilmistir. Ancak, bu
durum biharmonik olmayan bir stokes akis problemi icin 6z fonksiyon ag¢ilim
tiirlinlin ortaya ¢iktig1 ilk durumdur. Benzer sekilde Liu ve Joseph (1977) tarafindan
serbest yiizeyli egrisel kavitelerde asimetrik stokes akis problemleri i¢in biortagonal

0z fonksiyon ag¢ilimlar1 ve biortagonallik kosullari incelenmistir. Koni seklindeki



kavitelerdeki asimetrik akis problemleri Liu ve Joseph (1978) ve esmerkezli silindir

seklindeki kavitelerde ise Yoo ve Joseph (1978) tarafindan incelenmistir.
1.2 Tezin Amagclari ve Ana Hatlan

Stokes akis problemlerini yoneten denklem biharmonik denklemdir. Bu denklem
ayni zamanda dordiinci mertebeden lineer bir adi diferansiyel denklem olup ¢esitli

sinir kosullarina sahiptir.

Tezin amaclarindan birisi, dordiincii mertebeden smir deger problemleri icin
biortagonallik 6zelliginin verilmesidir. Bir diger amaci ise bu 6zelliklerin farkli akis

bolgeleri lizerinde nasil olacaginin verilmesidir.

Tez ¢alismasinda ilk olarak klasik yontemlerle biharmonik denkleminin ¢éziimiiniin
elde edildigi bir stokes akis probleminin ¢odziimii verildi. Bu ¢6ziim asamasinda
gerekli olan biortagonallik sartinin daha kolay nasil bulunacagi daha sonra verildi.
Son olarak bu biortagonallik sartlarinin elde edilmesine referans olan teoremler,

farkli sinir-deger problemleri igin kullanildi.



2. TEK KAPAKLA SURULEN DiKDORTGENSEL KAVITEDE STOKES
AKIS

Bu boliimde amacimiz kapakla siiriilen dikdortgensel kavitenin tist kapaginin hareket
ettirilmesiyle icerideki akiskanin hareketini irdelemektir. Bu problem genellikle
gesitli niimerik ¢Oziim metotlarin  test edilmesi igin bir Olgiit olarak
kullanilmaktadir. Burada Joseph ve Sturges (1978) analitik ¢oziim metodu tizerinde
durulacaktir. Akis fonksiyonlar1 Papkovich-Fadle 6z fonksiyonlarinin bir serisi
olarak ifade edilmektedir. Gergekte sert duvarlar ve bir yar1 sonsuz bdlge i¢in
biortagonal seri ¢6ziimii ilk olarak Smith (1952) ve Joseph ve Sturges (1978)

tarafindan elde edildi. Daha sonra bu yontem dikdoértgensel bir kavite i¢in uygulanda.

Joseph ve Sturges (1978) tarafindan gelistirilen ¢6ziim yontemi ile dikdortgensel

kavitedeki akis probleminin ¢éziimii verilecektir.
2.1 Yonetici Denklem ve Sinir Sartlar:

Ug sabit ve bir hareketli kapaktan olusan bir kavite icindeki akis biharmonik

denklem,
Viy =0 (2.1)

tarafindan yonetilir. Akis fonksiyonu daha once belirttigimiz gibi sinirlar tizerinde

sabit olup sifir alinir.

yLy)=y(-1y)=0 (2.2)
W(X, A) = l//(X, _A) = 0 (23)
oy oy . . - . . .. .
u= E V= o hiz bilesenleri oldugundan no-slip sartlarini iist kapak ve ii¢ sabit
duvar i¢in yazarsak,
WA =1, Y (x,-a)=0, 2 (+1y)=0 (2.4)
oy oy OX

olur.
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Sekil 2.1. Dikdortgen kavite.

2.1.1 Seri ¢oziim metodu

Tek hareketli kapaga sahip dikdortgensel bolge ic¢in Joseph ve Sturges (1978)’in
¢oziim metodunu tanitmadan once Smith (1952) tarafindan yari sonsuz bolge igin

elde edilen ¢6ziimii verecegiz.
2.1.2 Bir Yar1 Sonsuz Bosluk I¢in Biortagonal Seri Coziimii

Smith (1952) yan kenarlari boyunca sikistirilmig bir yari sonsuz serit lizerinde

biharmonik denklemin ¢6ziimii i¢in bir algoritma kurdu.
Yar1 sonsuz bolge olan,

y>0, -1<x<1

icerisinde ¢6zililen biharmonik denklem bazi sinir sartlarina sahiptir.

w(£ly) = E;—")[(/(J_rl, y)=0 (2.5)



Vi =0

-1 X +1
Sekil 2.2. Bolge ve smir kosullari.

Denklem degiskenlerine ayirma yontemi ile ¢oziilebilir.
v (% y)=8(x)M(y) (2.6)

seklinde ¢6zlim aranacaktir.

y — o iken  — 0olmasi icin M (y) =~ e ¥ seklinde alinirsa,

2
OY s c i (x,s,)e
sn

(2.7)

o? n —s
=SV (x5 )e

olacaktir. S, >0 &6z degerler ve ¢"(xs,), #"(xs,) fonksiyonlar &z

2

fonksiyonlardir. %—yzl "nin integrallenmesiyle,

—SnY

y =3¢, (xs,) Si (2.8)

n

elde edilir. Problem c, katsayilarinin, ¢l(")(x,sn) 0z fonksiyonlarmin ve S, 6z

degerlerinin bulunmasina indirgendi.

Oy _ v 2.9
oy2ox:  ox%oy? (2.9)

oldugu diisiiniilerek ve (2.7)’den yararlanarak,



d 2¢(”)

—S ¢(n) —

dx?

oldugu kolayca goriiliir. Biharmonik denklem,

olup (2.7)’den,

C

n

olup (2.10) kullanilirsa,

4 4 4
le/“/ 2 afzgyz " gyl/: =0
(n) 2 4(n)
dd¢ e ¥ +2c, 5 L_e ™ +c.¢"s2e ™ =0
X X
d2a™m d2sM™ . |
AT S gy =0
2 4(n)
S st A+ 4™y =0
X

elde edilir. Ya da daha basitge,

15,
Vi =V2(Viy) = (=
OX

elde edilir.

oldugundan,

d?g ™ | dZg"

2

|:ZC ( (n)_|_¢2(n))esnyi|

dx?

dx

d 2

2

+si(A" + V) =0

d ¢(”)

(n)
=s
dx? "o

(n)
A" L sz + 247y =0

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)



olur. (2.10) ve (2.14) matris formunda yazilirsa,
2 (n) o -1 ()
d—2 1 -+ Snz + =0
dx® | g™ 1 2 ()
olur. (2.5) ve (2.8)’den faydalanilarak,

(n)
POT L,
X

yazilabilir. (2.10)’da ¢§") cekilip (2.12)’de yerine yazilirsa, yani;

o d? ™M 1
X" s

n

ise (2.12)’den,

4 4(n) 2 4(n) 2 4(n)
94”1, 94  eum LA L
dx® s dx dx- s

n n

4 4(m) 2 4(M
—dd¢14 + 252 —dd¢12 +stgm =0
X X

)=0

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

olur. Bu denklemi ¢ozelim. Sabit katsayili lineer denklemdir. Karakteristik denklemi,

a’+2sa*+s,*=0,a* =k

olsun
k®+2s’k+s,*=0
k,=-s2 ise a=xJk
a=a,=1s,, a,=a, =-1s,
olur.

(2.23)



A" =c e +c,xe' "+ e, e ¢ xe
#" =, (coss, X+i.sins, X)+C,X(COSS, X+i.5ins, X)

+C,(coss, x—1.sins, X) +¢,X(coss, X —i.sins, X)

is, X

(2.24)

(2.25)

=(c, +¢,)coss, X+(c, —c,)i.sins, x+(c, +c,)xcoss, X+ (c, —¢,) xi.sins, X (2.26)

= Acoss, X+ Bsins, x+Cxcoss, X+ D xsins,, x

(2.27)

olur. A,B.,C,D katsayilar1 bulunmalidir. Bunun i¢in (2.19)’dan faydalaniriz. ¢l(n) cift

fonksiyondur. (X=1 ve X=-1 de w ’nin degeri ayn ¢iinkii)
4" = Acoss, x+ Dxsins, x

olur. (2.19)’dan,

Acoss,+ Dsins, =0
Acoss, =—Dsins,

olur. ¢rl(n) > in tiirevini alirsak,

dg™
dx

=—As, sins, X+ Dsins, X+ Ds_ X coss,, X

olup yine (2.19)’ dan,

O =—As, sins, +Dsins_ + Ds, coss,,

(As,—D)sins, = Ds, coss,

olur. (2.28) ve (2.31)’den,

A=s sins,, D=-s, coss,

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)



bulunur ve yerine konursa,
A" (x,s,) =S, Sins, COSS, X—S, XCOSS, SiNS_ X (2.34)

bulunur. (2.34) ve (2.10)’dan,

dg” o :
Ao —s,?sins, sins, X —s, coss, sins, Xx—s, *xcoss coss, X  (2.35)
dx
dzg" ) , .
L =—s *sins, coss, Xx—s,” €0SS, COSS, X—S,” COSS, COSS, X +5,° XCOSs, sins, X (2.36)
dx

A" (x,5,) =—(s, Sins, +2C0SS, ) COSS, X+S, XCOSS, SinS_ X (2.37)

elde edilir. Bulunan bu ¢l(n) ve ¢§n) fonksiyonlarina Papkovich-Fadle fonksiyonlari

adi verilir.

Bundan sonraki adimda bir biortagonallik 6zelligi tiiretilecek ve C, katsayilarinin

belirlenmesi miimkiin olacaktir. Bunu yapmak i¢in kullanilacak olan genellestirilmis

Wronksion soyle tanimlanir.

d¢1‘”’ )
(m) (m) n
W=,y @ X L7 ¢1n (2.38)
dgi" dx dx A"
dx
(n) (m)
(m) dg dW1 (n) 2.39
=y, i e %) (2.39)
(n) (m)
_ o mdg”  dy, )
W, = 2.40
2 Y dx dx b5 ( )
dw, _ dl//1(m) _d¢1(n) 4 d2¢1(m) W(m) _ dz‘/jl(m) ¢1(n) _ d¢1(n) _dl//1m) (2.41)
dx dx = dx dx? "t dx? dx = dx
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dw o 47 a7

(n) 2.42
dx T dx? dx? A (242)

dw. d2em g™

o = el T ae % @4)
d_W _ |:(//l(m) ng)] d 2¢1(n)/dX2 _ d 21//1(m) d ngm) ¢1(n) (244)
dx d2¢2(n)/d)(2 dx2 dXZ ¢2(n)

(2.18) ve (2.44) den,

m m (n)
aw_ om0 1] | dw™ dym ||| 4
dX - {Sn |:Wl llr//Z :| 1 2 == dX2 ’ dX2 (n) (245)

2

olur. (2.18) i¢in adjoint denklemi,

d’ (m) , (M) o (m .m0 —1
W[Wl W, ]+Sm |:l//1 Ve ] 1 2 |= 0 (2.46)
(n) (m)
olarak tanimlanir. Eger w, ¢ = dz:—l — 0 oldugunda yok oluyorsa, y\" = dv, ZZ =0
X X

olmalidir. (2.19) i¢in adjoint sinir sartlari,

(m)
7 :d%:()’ X =1l (2.47)

bulunur. Eger [z//l(‘“),yxg“‘)] (2.46)’'nin bir 6z vektdrii ise benzer sekilde s’ ye

tekabiil eden (2.19) sinir sartlar ile (2.18)’in bir 6z vektorii {¢1(n) : ¢2(n)} diir.

Buradan itibaren,

m m (n)
dw _ Jor om0 1] | di™ dii |[| 4
v {sn [1,//1 W, ] 1 o + NG RNE: 40 (2.48)

2

2. (m) 2. (m)
4 2, (m) _ d y; 2 (m) . (m)) _
st =0 ve =% +s2 (20" —p{M)=0  (249)

11



denklem sistemine sahibiz. Yukaridakilerden faydalanarak,

T e R |

o

) (n)} (2.50)

_{[sswgm)’<2(//£m) _wl(m>)s§}+[—s§‘,,§m),_s; (25" _%(m))}}B{ j} (2.51)

2

(n)
—{(sZ =2 )wt™ (s2 k) (204 ~ wfm)}[jén)} (252)

(n)
b (s —s; )[W(m) ’ Wzm)][ J[¢(“):| E ?j_‘:(" (2.53)

yazilabilir. (2.19) ve (2.47) sinir sartlarin1 kullanarak integrallersek,

(s2—s: )f[vx(m%wz”’)][ }{ (n)}dx—w (254)

¢(”)

+1
olur. x=%1 de w=0 "dir. (fz—\:(vzw(l)—w(—l):O) SZ = s? ise
-1
(M) gy fm ol Kk dx =0 2.55
J‘|:l// Yo :| 2 ¢2(n) X = ( ' )

olur. Bu bir biortagonallik bagmtisidir. Burada w("(x,s,), wi"(xs,), 6z

n

fonksiyonlari (2.46) denkleminden hesaplanabilir ve,
wV (x,s,) = (s, sins,—2coss, )coss, X—S, XCOSS, Sins, X (2.56)
wi (x,s,)=Ss,sins, coss, X —s, XCOss, sins,, x = & (2.57)

olarak yazilabilirler. S, parametresi (2.19) sartlarindan bulunabilir. Boylece S, igin

0z deger denklemi,
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sin2s, = —2s, (2.58)
olarak bulunur.

Bu 6z degerin ¢oziimleri birinci ¢eyrek daire iginde kompleks koklerdir. (S,)’in

biiyiik degerleri i¢in (2.58)’in n. kokii yaklasik olarak,

2s, =2n+1,57 +ilog,, s 7 (2.59)

dir. Burada s, =u, +iv, seklindedir. Iki degiskenli fonksiyonlar i¢in Newton

iterasyon metodu kullanilir.
2.2 Bir Dikdortgensel Bolge icin Biortagonal Seri ¢6ziimii

Joseph ve Sturges (1978) tek hareketli kapakli bir dikdortgensel bolge (kavite)
icindeki Stokes akig i¢in Smith (1952)’in teknigini gelistirdiler. Bu problemin

¢ozumi,

£ (M (x,s
w=> A"+ Bne‘S"(V+A)}—¢1 (SZ' ) (2.60)
sin(x+1y) =sin xcosh y +icos xsinh y (2.61)
cos(Xx+1y) =cos xcosh y —isin xsinh y (2.62)

seklindedir. Burada ¢ (x,s,) bir Papkovich-Fadle 6z fonksiyonu, s,’ler (2.58)’in

kokleri (6z degerler) ve A bolgenin yilikseklik ile genislik uzunluklarinin oranidir.

(2.58)"den kolayca s, =S oldugu ve bu kullamlarak ¢ "(x)=4, (x) oldugu
goriiliir. Buradaki iist ¢izgi kompleks konjugeyi ifade eder. Akis fonksiyonu reel

oldugundan, A | = Zn , B, = En ’dir. Bunlar1 biraz agacak olursak,
sins, = —s (2.63)

n

olmak tizere,
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sin g =sin(u+1v) =sin(u—iv) =sinucosiv + cosu sin(—iv) (2.64)

cosiv = % =cosh y (2.65)

siniv="——% _j 2e —isinhv (2.66)
olup,
sins, =sins

(2.67)

oldugunu gosterelim.

sins, =sin(u+1v) =sinucosiv+cosusiniv =sinucoshv+icosusinhv (2.68)

=sinucoshv—icosusinhv =sinucosiv—cosusiniv (2.69)
—sin(u—iv) =sins, (2.70)
olur. s, =—s, oldugunu gosterelim. Bu dogru ise (2.58)’de s, yerine —_Sn

yazilirsa esitlik saglanmalidir.

sin(=s,) =—(-s, ) =-(—u - iv) = U+iv olmah. sin(-s,)=s, (2.71)
sin @) =sin(u +iv) = —sinucoshv+ isinhvcosu (2.72)
= —[sinucosh v —isinh v cosu] =—[sin sn} =s, (2.73)
olur. Yani
s, =—s,. (2.74)

dir. ¢1_(n) (X) = &in) (X) oldugunu da gorebiliriz.
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4" = s, sins_ coss, X —S,XCOSS, SiNs, X (2.75)
=S  SINS, COSS X—S  XCOSS, SInsS X (2.76)
=s_,sins_ COSS_, X—S_ XCOSS_,Sins_ X=¢ " (2.77)

2.2.1 Katsayilarin Belirlenmesi

Alt ve iist kapak i¢in (2.4) siir sartlarindan,

oo ()
V,=1=>(A,-B, exp(—ZSnA))é (2.78)
o ¢(”)
0=> (A +B, exp(-2s,A)) ;2 (2.79)
o ¢(“)
V, =0=> (A exp(-2s,A)-B,) ; (2.80)
o ¢(”)
0=> (A exp(—2s,A)+B,) ;2 (2.81)

olur. Burada V, ve V, sirasiyla {ist ve alt kapaklarin hizlarini gosterir. A, ve B, ’yi

bulmak icin (2.55) biortagonallik bagintisim1 (2.78) ve (2.81) denklemlerine
uygulayacagiz. (2.55) biortagonallik bagintisini tekrar yazalim.

1 _ (n)
J‘l[wl(m) ] [(1) ;J [¢1 } dx — O (2.82)

A"

yani,
1
J AW + A7 (2" —y{M)dx =0 (2.83)
-1

seklindeydi. Simdi (2.79)’un iki defa x’e gore tiirevini alir ve
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d>g™

— s25(M
G = Sa#” 0O (284

bagintisini kullanirsak ¢l(”) elimine edilir. Yani (2.79)’dan,

0= g(Ah LB e A d;fli”) 5_12 (2.85)
0 i; (A, + B, e 2 ")g" (x) (2.86)

elde edilir. (2.78)’e (A, + B, e*ZS“A)¢l(n) terimini ekleyip ¢ikararak
| = Z';m +B e - A —B e 4 ;i —S—:e-ZSnA)qsl(“) (2.87)

olup (2.87) ve (2.85) yardimyla,

1) e (" 1- 1 (v
[oj = ;{(A‘ +B, eZS"A)[Z:(n)]{A %— B, e " (:—S)}["% J} (2.88)

elde edilir. Benzer sekilde (2.81)’in iki kere tiirevlenerek (2.80) ile birlikte

diistiniilmesiyle,
0 N 25,A " on (=5, 1+s, (n)
(Oj—;{(&e : +Bn)(2n)J{Awe Al Sns )—Bn( :ns )M%) j} (2.89)
olur,

[(wiw: )G _zljo dx (2.90)

-1

operatori (2.88) ve (2.89)’a uygulanirsa,

¢ 0 1)1
I (z/ff,wi)[l zj[ojdx (291)
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(2.92)

i 0 —-1)g™
KL=j(l//f-w§)[l 2)[¢1(H)de (2.93)

VE,

; N0
M, = f(z//f,z//;)((l) le[ p jdx (2.94)

olur.

1 0o -
I(Wf,wi)(l ;j(éjdx: (2.95)

= i:{(A1 + Bne*ZSnA) KL} + i{A] [1— S, j_ Bne—ZSnA EJ'_'—_SHJ}M L (2.96)

—o0 o

olarak yazilir.

1 1 1
I(WZ v;) 0 1l dx=ijdx:_[s sin’s, CoSs, X—S, Xcoss, sins, xdx (2.97)
) 11772 1 2 O ) 2 ) L L L L L L .

. —XCOSS, X SINS X
=2sin%s, —s, COSS SR Y (2.98)
L L L 2 1
s, s,

(2.99)

. 2coss 2sins
=2sin’s_ —s_coss, [_ Ly 1S,
S. S,
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COS'S,
SL

- 2 -
=2sin’s — (—2s_coss_+2sins, )

. 1, .
=2sin’s_+2cos’s, ——(sin2s)
SL

sin2s, =-2s,
=4

olur. K. ve M ’de benzer sekilde hesaplanur.

T L L o -1 ¢1(n)
K. :J;(Wl W )[1 5 j(¢(n)JdX

1 ¢(”)
= J;(l//zL-_l//l'— +21//2L)(¢12(,1)de

1

= Jws " + (s iV + 25 A7) dx

-1

A" =y =s, sins, coss,X—S,XCOSS, SIS, X

#A" =—(s,sins, +2c0sSs )Ccoss, X+S,XCOSS, Sins_X

w!” =(s,sins, —2c0SS,)COSS, X—S XCOSS, SiNS X

sin(s, +s,,) sin(s, —s,)

1
- I‘//zL ) =s.s, {2coss|_ coss{

-1

+(1+cos(s,_ —s,)cos(s, + sn)){ ! 1 }} (I#n)

(s.—5.)° (S +5,)

eger |=n ise,
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(SL + Sn )3 (SL + Sn)3

(2.100)

(2.101)

(2.102)

(2.103)

(2.104)

(2.105)

(2.106)

(2.107)

(2.108)

(2.109)



M, =—cos’s_ (% s, > +cos’s,) (2.110)

bulunur. Sonug olarak,

S S

n n

(A +B_e MK, + i{% =S8) g g2 @} M., } —4  (2.111)

S S

n n

(AL e_zs"A+ BL)KL +i{|:A‘ e_ZSLA (1_Sn) - Bn (1+Sn):| M L,n} =0 (2112)

denklem sistemi elde edilir. n=e=N alinarak 2N bilinmeyenli 2N denklemden
olusan sistem Gauss-Eliminasyon metodu ile ¢oziilerek A, ve B, katsayilari elde

edilir. Bu katsayilar ¢6ziimde yerlerine konur ve analitik ¢6ziim elde edilmis olunur.

Analitik ¢coziimiin sayisal degerleri ise paket programlar yardimiyla elde edilebilir.

Her bir (X,y) noktasi i¢in y degerleri Fortran programlama dilinde hazirlanan

algoritmalarda elde edildi. Sayisal sonuglar literatiirde yer aldig i¢in bu kisimda yer

verilmedi.
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3. SEKTOREL KAVITELERDEKiI STOKES AKIS PROBLEMININ
BIORTAGONAL SERi COZUMU

Sektorel kavitelerdeki Stokes akis probleminin biortagonal seri ¢6ziimii Khuri (1996)
tarafindan elde edildi.

Sekil 3.1. Sektorel kavite ornekleri.
3.1 Biortagonallik Sartlar::
3.1.1 Dordiincii dereceden simir deger problemlerinin bir simiflandirmasi

Bu boliimde ilk olarak (3.1)’deki gibi self-adjoint formda yazilan 4. mertebeden bir
diferansiyel denklemin, 6z fonksiyonlar ve adjoint 6z fonksiyonlar yardimiyla

biortagonallik 6zelligi gosterildi.

(Po(r)y”(r))” +(Pl(r;a)y’(r))l +(P,(r;a)y(r))=0, re [r.r,] G2

Biortagonallik sart1 i¢in Teorem (3.2)’de tanimlandig1 sekliyle katsayilar {izerine

yiiklenen bazi sinirlamalar getirilecektir. Sinir kosullari;

y(rl):y(rz):y’(rl):y’(rz):o (3.2)

seklindedir. (3.1) denklemini (2x2) sistemi olarak yazmak istiyoruz. Oncelikle

asagidaki dordiincii dereceden denklemi self-adjoint sekilde diistinelim.

(a(r)y"(r)) +(a (r)y'(r)) +a5(r)y(r)=0 (3.3)

Bu durumda asagidaki teoremi kullanabiliriz, Khuri (1996)
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Teorem 3.1: 1, <r <r, olmak iizere a,(r),a?(r),a,(r) siirekli ve a, #0 olsun. Bu

durumda (3.3) denklemi asagidaki formda yazilabilir.

z"+p(r)z=q(r)w
(3.4)
W' +p(r)jw=s(r)z

burada r, < r <r, iizerinde p, qve s siirekli, q(r)=0 ve p/qe C®@. Aksine, eger
p.q Ve s siirekli ve q(r)= 0 ise o zaman (3.4) denklemi a,(r)=0 ve a,(r)aZ(r)

ve a, (I‘) stirekli oldugundan (3.3)’e denktir.

ispat:
u 2
q:i, p=22 ve s_a—2+—2—a3 olsun
a, 2, 2 4o
buradan.
1 2 1l
alza,aZ:vae ay=[p/a] +[ p*/q]-s (3.5)
elde edilir. Bunlar1 (3.3)’te yerine yazarsak,
[y" ra]" +2[py" 14] "+ylptral-sy =
y"/af +2[py' /a] +y[p/a]" +y[p*/a]-sy =0 (3.6)
ya da diizenlenmis haliyle
y"7a+pyra]' +ply" 7a+ py/a]=sy (3.7)
elde edilir.
1
y=z,w=y—+£y (3.8)
qa q

olarak alinirsa yukaridaki denklemin (3.4)’e esit oldugu goriiliir.
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Teorem (3.2) katsayilara yiiklenen bazi kosullarla birlikte (3.1) ve (3.2) de verilen

siir deger problemi igin biortagonallik 6zelligi ortaya ¢ikar.

Teorem 3.2 (Biortagonallik Kosulu): 1, <1 <r, olmasi sartiyla Po(r), R (r;a) ve

P, (r; &) "nin siirekli oldugu ve P, (r) #0 oldugu durumda (3.1) ve (3.2)’de verilen

sinir deger problemini ele alalim. (3.1)’deki P.’ler, « ya gore en fazla i. dereceden

polinomlardir. Ozellikle Pl(r;a) = pll(r)a+ Py, (r) olup,
R’ (r;a)—4R (r)B (r;a) = pyy (1) a+ pay (1)
plzl(r)+ p;l(r)i 0

seklinde olmasini istiyoruz. P, asagidaki gibi tanimlanir.

™ (¢
P = [go;“)(r),qp;")(r)]B(r)[‘pl(n)( )]dr

®;

burada J,,, Kronoker deltasi olup,

-1pu(r)
2 by (1) °

ve
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(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)



gogn)(r):Po(r)y;’(r)+%Pl(r;an)yn(r) (3.15)

dir. Burada Yy;, (3.1)’in ¢; 6z degerlerine karsilik gelen 6z fonksiyonlardir.

Ispat: Teorem (3.1)’1, asagidaki sekilde verilmis olan bir (2x2) sistemi olarak yeniden

yazalim.
] (- am) ] 219
burada
1 Pe(r) 1
_ 2 py(r) Po(r)
A(r)= Lo 1Pa() 1 pu(r) (3.17)
o Pty po(l’) 2 po(r)
1 p,(r) 0
B(r)= 2 Polr) (3.18)
lp”( ) 1 Pu(r) ~1pyu(r)
> Pu 4 py(r) 2 py(r)

z=y, W=P0(r)y”+%Pl(r;a)y (3.19)
dir. Acikca pfl(r)+ P (r) #0 kosulu matris B(I’) ‘nin  6zdes bi¢imde sifir

olmadigini garanti eder. Sistem (3.16) asagidaki sekle sahip olan ve (3.4)’te verilen

S(I’) ’den dolay1 lineerdir.
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bu lineerdir ¢iinkii « ’daki (F’l2 —4P0P2) ifadesinin lineer olmas1 gerekir; P, ise «

’ya en fazla ikinci dereceden polinomdur. Boylece lineer bir sistemi elde etmek igin

ikinci kosul ¢cok énemlidir.

(3.16) sistemini su sekilde yazabiliriz,

X" =(A(r)+aB(r))x, x=(zj (3.20)

z(r)=z(r,)=2'(r)=2'(r,)=0 (3.21)
(3.21) sinir kosullariyla birlikte (3.20) igin bir adjoint sistem su sekildedir.
s =s(A(r)+aB(r)), s=I[s,.s,] (3.22)
sinir kosullart,
r)=5,(r,)=0 (3.23)
seklindedir.

S, =Y alinarak (3.23)’deki sinir kosullariyla birlikte, (3.22) sistemi (3.2) deki sinir

kosullarina sahip olan doérdiincti mertebeden (3.1) denkleme indirgenir. (3.22)’yi

genisletirsek
1 1
s,=PR(r)y +EPl(r;a)y (3.24)

elde edilir. (3.22)-(3.23) sistemi gergekte (3.20)-(3.21) igin bir self-adjoint sistemdir.
Bu matris (A(r)+aB(r)) 'nin iki kdsegen elemanmin 6zdes oldugu gerceginden

kaynaklanir. (3.20)-(3.21) sinir deger problemi igin olan 6z degerler, (3.22)-(3.23)

eslenik sinir deger probleminde verilenler i¢in olan 6z degerlerle 6zdestir.
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X, (3.20)-(3.21)’de verilen sistemin «, 6z degerine denk gelen bir 6z fonksiyonu
olsunve s, (3.22)-(3.23)’de verilen eslenik sistemin «, 6z degerine denk gelen bir

0z fonksiyonu olsun, boylece,
Xt =(A(r)+a,B(r))x, (3.25)
Sm =5, (A(r)+a,B(r)) (3.26)

elde edilir. (3.25)’i soldan s,, ile ¢arparak ve (3.26) denklemini de sagdan X, ile

carparak ve sonra her iki denklemi birbirinden ¢ikararak asagidaki denklemi elde

ederiz.
S Xn —SnX, =(at, —a, )5,B(1) X, (3.27)

(3.27)’nin her iki tarafimm r, den r, ye birlestirerek ve (3.21) ve (3.23) smnir

kosullarini kullanarak asagidaki denklemi elde ederiz.

Ozsmx;—sr’nxn“f=(an—am)jrrzsm8(r)£vzv”j (3.28)
fakat,
s,B(r)x, :[Sl(m),sgm)]B(r)(:V”j (3.29)

oldugu i¢in (3.19), (3.24) ve (3.28) denklemlerini kullanarak (3.12)’de verilen
biortagonallik kosulu elde edilir.

3.1.2 Bir sektorel bolge biortagonallik kosulu

Iki boyutlu sektdrel bir bolgedeki Stokes akisi ydneten dordiincii mertebeden sinir
deger problemi i¢in Teorem (3.2) kullanilarak biortagonallik sart1 elde edildi.

V={r0:0<r,<r,-0,<0<0,} (3.30)
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Kararli akis bir  akis fonksiyonundan elde edilir. ¥ ’'nin tiirevleri hiz bilesenlerini

Verir.

o —_Tlaa—‘g (3.31)

burada, v, ve Vv, nin sirasiyla yarigap ve acisal yondeki hiz bilesenlerini verir. v ’deki

Stokes akis denklemi asagidaki gibi verilir.

o> 186 1 82 Y
Vil(ro)=| o+ =<4 = 0)=0 3.32
v (r.0) (8r2+r8r+r2 692) v (r.0) (3.32)

r=r,r, olmas: sartiyla hizin yok olmas: gerekir. Bu nedenle yukaridaki akis

fonksiyonunun,
oy oy
l//(l‘l,ﬁ)zw(rz,e):a—(rl,g):—(r2,6’):0 (3.33)
r or
sartlarin1 saglamasi gerekir. (3.32) ve (3.33)’lin ayrilabilir ¢oziimleri,
w(r,0)~={sin16,cos 16} y(r) (3.34)

seklindedir. Burada y(r) sinir kosullarint saglamak zorunda olup,

ry” +2y" —%(1+ 22%)y" +ri2(1+ 22%)y' +r—13,12 (2°-4)y=0 (3.35)

y(rl): y(rz): yl(rl): yl(rz): 0 (3.36)

seklinde yazilir. Agikga (3.35) asagidaki sekilde yeniden yazilabilir,

u\" 2 1 . l 2 2 1
(ry") —(1+22 )(ij +4% (4 —4)Fy:0 (3.37)

o, # a, ve asagidaki sartlar halinde Teorem (3.2)’nin hipotezi saglanir:
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R(D=r. R(ra)=-%,  PR(ra)-;(a-D(@-9) @39
a=1+24 (3.39)
boylece,
P (ria) — 4R, (1) Py (ri) = = (102 -9) (3.40)
olup buradan,
Palr) =2 PalD)=-, Pulr)=—1. Po()=0 (34D

elde edilir. Boylece Teorem (3.2)’yi kullanarak biortagonallik kosulu asagida verilir:

j[¢gm>( ), @™ (r) |B(r ){ )E Hdr P S (22 = 22) (342

T
B(r)= 3.43
(D=7 4 (3.43)

2r® 2r

0z fonksiyonlar asagidaki 6zelliktedirler

#"(r)=y,(r) (3.44)
o (r)=1ya (1) =22y, (1) (3.45)
Ho =142 (3.46)

(3.42)’yle verilen biortagonallik kosulu gelecek boliimde sektdrel kavite icerisinde

Stokes akis problemini ¢6zmek i¢in kullanilacaktir.
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3.2 Sektorel Kavite I¢cin Biortagonal Seri Coziimii
3.2.1 Biharmonik denklemin degiskenlerine ayrilir ¢oziimii

Kutupsal koordinatlarda biharmonik denklem,

* 10 18 Y
V4W(r,9):[—azrz +;§+r—2692] w(r.0)=0 (3:47)

seklinde olup degiskenlerine ayrilabilir ¢6ziimii ise,

(62 10,1 GZJ(LELii]R(r)@(mw (3.48)

+__
ot ror r200* )\ 8t ror r?06?

olarak ifade edilir. (3.48) denklemi diizenlenerek,

ot 28 16 10 10 2 & 2 o 4
Attt T a e e t g RU00)=0 (349
Lﬁ ror* rPor® rfoar rtogt rPodlor r’odar’ 1’ of (rjole) (349)

olur. Buradan, (3.32) denklemini saglayan akis fonksiyonunun degiskenlerine

ayrilmis sekli,
w(r.0)=R(r)®(0) (350)

20 o, ®., R_, 200R 200FR 4Razq>_0

QR+ 2R R SR 0T -SS R ST R =0 (35Y)
elde edilir.
Q" =P (3.52)
olarak alinarak bu sabit katsayil1 diferansiyel denklem ¢oziiliirse,
®(0) = ¢, cos(16)+c, sin(180) (3.53)

olarak bulunur ve ®” = A'® olup (3.50) denklemi diizenlenirse,
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rR” +2r°R" —r2(L+222)R" + (L+222)R" +(2* =422 R=0  (3.54)

olur ki Cauchy-Euler denklemidir. Bu denklem ¢oziilerek,

2—-24

R(r)=ar” +br* +cr*” +dr** (3.55)

elde edilir. Boylece (3.51) ve (3.53)’den yararlanilarak, (3.47) ifadesini (3.32)

denkleminde yerine yazip gerekli diizenlemeler yapilarak,

R(r)=ar*+br*+cr** +dr** (3.56)
®(0)=Esin(A0)+ F cos(10) (3.57)

seklinde ifade edilir. (3.56) ve (3.57) ifadelerinden faydalanarak ve st tiste ekleme
(super-position) ozelligini kullanarak (3.50)’den akis fonksiyonu igin aradigimiz

¢Ozlimiin,
w(r,0) =3 [E, sin(4,0)+ F, cos(2,0)]4"(r) (3.58)

seklinde olacagi goriildii. Boylelikle problem a,,b,,c,,d,,E, ve F katsayilari ile

n*»~ni*»=n?»r~n?

A, 0z degerlerinin bulunmasina indirgendi. Burada ¢1(”)(r) Papkovich-Fadle 6z

fonksiyonunun,
"(r)=a,r*™ +b,r* +c,r** +d r*n (3.59)

seklinde olacagi agiktir. I, < <, icin (3.36) ve (3.42) sinur kosullarindan,

. . o™ oM
A(5) = 4 (5) = 22 (1) = “2(r,) -0 (3.60)
olacagi goriildii (3.59) ve (3.60)’dan,
O=a,r™ +br* +cr”™ +d (3.61)

O=Aar"t—Abr " +2-21 )™ +2+2)d,r" (362

29



-4

O=a,r, +b,r,™ +c,r/ ™ +d, r/ 7 (3.63)

0=Aa,r," " —Ab " +(2-2,)c,rn" +(2+4,)d, (3.64)

denklem sistemi olustu. Bu denklem sistemi ¢oziilerek a,,b.,c, ve d, Kkatsayilari

ni*=ni=n

bulundu.

2 .2
b, = 4 b b—au (3.65)
268
a
(3)
1 A, a
¢ =~ _1a”" . b - (3.66)
2 . b
()
a
d =1 (3.67)

elde edildi. (3.50)’deki denklem sisteminin ¢oziilebilmesi igin katsayilar matrisi olan,

g g a2 g2
M B b/’Ln b—ﬂn b2*}~n b2+in
latt —aqatt (2-4)a"m (244, )at (3.68)

ARt —abmt (2-4 00 (244, M
matrisin determinant1 det M = 0 olmalidir. Bu determinant hesaplanarak,
0=8(1— 2% Jab —4a**?#b* " +422a b —4a> 2 bM? +422a%h "t (3.69)

elde edildi. Son denklemi diizenleyerek,

QTR e

ya da,
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25inhKlog %jz} _ iE - ﬂx (3.71)

veya,

sin{i(log %)ﬂ,n} = i%{% - g}ﬂn (3.72)

olarak yazildi.

ﬂn:i[loggjﬂn ve fp=— = b[9—§) (3.73)

dontsiimleri ile,
sin An =£f An (3.74)

bulundu. An = u, +iv, seklindeki 6z degerleri bulmak i¢in iki degiskenli

fonksiyonlar i¢in Newton-iterasyon metodunu kullandik.

3.3 sinA, =1f An Denkleminden y) Oz-Degerlerinin Elde Edilisi

Yukarida 6zetlenen Newton-Iterasyon metodunu,
sini=xp1 (3.75)

denklemine uygulayarak 1, 6z-degerlerini elde edelim. Oz-degerler,

n

A=, +iv, (3.76)

seklinde alindi. (3.73)’den yararlanarak,
(.. a : . a :
sm[l log Bj(yn +iv, )= iﬁ(l log Ej(yn +iv,) (3.77)
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seklinde yazildi. Ilk olarak (3.76) denklemi sin 2, = -8 4. seklinde diisiiniildii daha

sonra sin A, =+ Ax olarak alinacaktir. Yani,

1 a b
L= [___) (3.78)
2Iog:1 b a

seklindedir. (3.77) denklemi diizenlenerek,
. b b, . b, . b b . b
sin(v, log—) cosh(, log—) —icos(v, log —)sinh(, log =) = pv, log——ipBu,log— (3.79)
a a a a a a
elde edildi.
c, =V, log b ,d, =u,log ) (3.80)
a a

seklinde bir doniisiim yapilarak son denklemi,
[sin(c, )cosh(d,, )— sc, ]—i[cos(c, )sinh(d, )- pd . ]=0 (3.81)
olarak yazildi. Boylece,
f(c,,d,)=sin(c,)cosh(d,)—pc, =0 (3.82)
g(c,,d,)=cos(c, )sinh(d,)—-pd, =0 (3.83)

olmak tizere,

o Palibol S gy gy A I
seklinde yazildi. Sadelik igin,

p =cos(c, Jcosh(d, ) A (3.85)

q =sin(c, )sinh(d,) (3.86)
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doniistimleri yardimryla,
j = Det[DT]= p? + g2

olarak ifade edildi. Son olarak,

. :Cn_[gdnf - fdng}zcn_{pf —_qg}

] J
-9, f+f
dnn:dn_|: gcn . cng:|:dn_|:qf+pg:|
J J
seklinde yazilarak,
u A dnn V. = Cnn
n b *¥n T b
log — log —
a a

olarak ifade edildi. Genel olarak,
asind =¢
seklinde bir denklem igin iterasyon baslangici olarak,
¢ ~(4n +1)%+i[—loga+ log(4n+1)7], a>0
olarak alinir. (3.75) denklemi i¢in iterasyon baslangi¢ degeri,

A

A~ (4n +1)%+ i log(p) +log(4n+1) 7]

olmak iizere B <0 olup log(-1)=i7 oldugu da hesaba katilarak,

n

A=(4n —1)%+ i[log(-B)+log(4n+1)z ], — >0
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seklinde alindi. Bu islemler Sin A, = fAn icinde S = ! (9 —Ej olmak {izere,

2log bla
a
iterasyon baslangicini,
/1z(4n+1)%+i[log(ﬂ)+Iog(4n+1)7r] (3.95)

S >0 alarak yaptik. A, igin tablo yapilirken 6nce — f sonrada S igin yukaridaki

hesaplama yapilir ve sirayla alt alta yazilir. Sinir kosullarini (3.58) denklemine
uygulayarak,

1= 2[En;tn cos(4,@) — F, 4, sin(4,)] (”fn)r(r) (3.96)
0= Z::[En sin(4,@) + F, cos(4,a) o™ (r)  (397)
0- _Z:L[Enﬂn COS(42) + F, 2, Sin(4,a0)] ‘”fn)r(r) (3.98)
0= i[ F. cos A «a—E, sin zna]@ (3.99)

—o0

denklem sistemi elde edildi. Khuri’nin biortagonallik sartindan faydalanarak 6z

fonksiyonlar i¢in,

A" (r)=y,(r) (3.100)
#(r) = ry;(r)—% y,(r) (3.101)
u, =1+24 (3.102)

elde edildi. Boylece bilinen bir 6z fonksiyon olan ¢1(“)(r), diger 6z fonksiyon ¢2(”)(r)
’yi elde etmekte kullanildi. (3.100) ve (3.101) denklemlerinden,
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o (r)= [—,In —%)an o +(/1n - %jbn r“+3[—/1n +%an r +3[/1n +%)dn > (3.103)

olarak bulundu. Simdi yukaridaki denklem sistemine geri donelim. Bu denklem

sistemine,

T[gﬁ@ (r). o™ (r)]B(r)Hdr (3.104)

biortagonallik operatoriinii uygulayabilmek igin bazi diizenlemeler yapildi. Burada,

= 0
B(r)= 252 . (3.105)
2r 2r?

seklindedir. (3.97) ve (3.98)’den,

_ A0 e :
Y [E,sinAd,a+F,cosAa] A (1) —> [E.sinfa+F cosda]l
—0 o) —00

0 0 (3.106)
+Z—/1 [E,cosA,a—F,sin 4 a]( . J:( J
= M, r(ﬂl ( )_¢2 (I’) -1

elde edildi. Benzer sekilde (3.98) ve (3.99)’dan,

—o0

3 sinAa+F cosda @’ (r) sinda+F cosia °
D [-E,sin 4,a+F, cos 4, ]( ”)(r)J Z[E Aa+F, /1][(/)5”)(0]

_2 o[ E, cos A,e +F, sin 4 oz][r ° o )J:[Oj (3:107)

o (r)-¢"(r)) 0

elde edildi. Simdi (3.106) ve (3.107) denklemlerine (3.104) biortagonallik operatorii
uygulanarak,

= [ [ (r).el™ ()] B(r)[_ol}dr (3.108)
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= [¢““> )™ (r)]B(r ? (3.109)
¢ (r)

I’2 B 0
W,,, = [[ @™ (r), o™ (r) |B(r) r(p(n)“(r)_(pn)(r)}dr (3.110)

olmak iizere,

™ (r
Z[E sin(4,a) + F, cos(4,a)] j[ r), o™ (r )]B(r){q)l(n)( )}dr

P

—Z E, sin(2,a) + F, cos(4,a)] || ¢} )(r),(pf’“)(r)}B(r)Lﬂ(n?(rJdr (3.111)

n

T

+i£/1n [E, cos(4,&) — F, sin(4,a)] j[(pﬁm) (r), o™ (r)}B(r)[

—0 n n

- I ™), 6™ (r (r){_OJ dr (3.112)

Ve,

0 f

> [-E,sin(4,a) + F, cos(4,a)] j[ ™ (r), o™ (r )}B(r){(pl(n)(r)}dr

- i ¢£n) (r)
_i[—E sin(4,a) + F, cos(4,a)] T[@m)(r),(pl(m)(r)]B(r){ ° }dr (3.113)
& n n n n 1 (Dén) (r)

o0

. ™ (
+Z£,1n[En cos(4a)+F, sin(/ina)].[[(pgm)(r),(pl(m)(r)}B(r){ '(n . E )(n)(l‘)]dr

—0 n K

= j 4™ (1), g™(r ){g}dr (3.114)
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elde edildi. Bu iki denklem diizenlenerek, F, ve E_ katsayilari iki bilinmeyen olmak

izere asagidaki iki bilinmeyenli iki denklem elde edildi,

9, = (P}, sin(4,)) E, +(P;, cos(4,a)) F, (3.115)

n i(i AW cos(4,a)-V,, sin 4, ajEn

—o0 n

— Z(i AW, sin(1,a) +V,, cos(/‘Lnoc)jFn
—oo \ Hn

0=(-P},sin(1,a))E,, + (P}, cos(4,x))F, (3.116)

+Z[£ AW _cos(Aa)+V,, sin(lna)jEn

n

+ Z(i AW _sin(A.a) -V, cos(;tna)an
- \_Hn

(3.115) ve (3.116) denklemleri n=+1+2,...icin E ve F katsayilarina gore sonlu bir

set olusturdular. Bu katsayilar (3.115) ve (3.116) denklemlerinin ilk N terimi
alinarak bulundu. Boylece n=12,...,N ig¢in (3.115) ve (3.116) denklemleri E, ve

F., katsayilarinin reel ve sanal kisimlarina gore 4N bilinmeyenli 4N denklem
olusturdular. Sonu¢ olarak kavitenin igerisindeki her noktada akis fonksiyonunun
degeri, (3.58) serisinin ilk N teriminin toplanmasiyla elde edildi. Serinin terim
sayist olan N ’e karar vermek onemli bir ayrintidir. N sayisi serinin yeterince
yakinsamasina olanak saglayacak kadar biiyiik olmalidir. Akis fonksiyonu ile ilgili
olarak sadece kavitenin sinirlari tizerindeki degerleri dnceden bilinmektedir. Bu ise

yakinsamanin bu sinir sartlar1 iizerinde test edilecegi anlamina gelir.
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4. DIKDORTGENSEL BOLGELERDEKiI STOKES AKIS ICiN
BiIORTAGONALLIK SARTI

Dikdortgensel bolgeler i¢in biortagonallik sartt Khuri (1999) tarafindan elde edildi.
4.1 Dikdortgen Bolgelerde Biortagonallik Kosulu

Bu boliimde, asagidaki denklemde verilen iki boyutlu dikdortgensel bolgede v

Stokes akis denklemi i¢in biortagonallik kosulunu ortaya koyariz.
V=YX SX<X -y, Sy <y

Bu siirekli, Stokes akis denklemi  gibi bir akis fonksiyonundan elde edilir. y’nin

tiirevleri sirastyla x ve y dogrultularinda hiz bilesenlerini verir.

v ’deki Stokes akis denklemi agagida verildi.

2 62

V%&nﬁ={5;+57]w&»0=0 @)

y==y,, lizerindeki hizin kaybolmasini gerektirmektedir, yukaridaki denklem

asagidaki denklemi ortaya ¢ikarir.

w&iw)=%§@iw)=0 4.2)

(4.1) ve (4.2)’nin birbirinden ayrilabilir ¢oziimii asagidaki gibidir.
w(x,y)~ePT(y) (4.3)
T( y) asagidaki denklemi sagladiginda,

T”+2p2T" + p*T =0 (4.4)
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ve sinir kosullart,

T(#3)=T'(2%)=0 (45)
Agikga (4.4) denklemi su sekilde yeniden yazilabilir,

(T") +2p*(T') +p'T =0 (4.6)

a, #a, oldugunda bolim tgteki Teorem (3.2) Khuri (1996), hipotezi asagidaki

denklemle saglanir.
P(Y)=L B(y;a)=2c; B,(y;a)=0c’ 4.7)

a = p* oldugu durumda,

R?(y;a)—4R,(y)P, (@) =0 (4.8)
boylece,
Pa(Y)=Ps(y)=0 (4.9)
agikea,
Pu(Y)=2, p,(y)=0 (4.10)

boylece Teorem (3.2) Khuri (1996), ile biortagonallik kosulu asagidaki denklemle

verilir,

N (m) (m) (01(n) (y) . ) )

asagida verilen denklemin kullanilmas: sartiyla,

10
B(y)=-T,. =[ 0 _J (4.12)
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I, , ’nin birim matris oldugu durumda 6z fonksiyonlar1 asagidaki durumlar1 saglar,

A" () =Ty (¥) (4.13)

I\.)S/-\

p=l

=

—_~~
<

N—"
Il

T (y)+a,T,(y) (4.14)

ve eslenik 6z fonksiyonlar asagidaki denklemi saglar,

v (y) =T (y)+e,T,(y) (4.15)
v (¥)=T,(y) (4.16)

a, = p’ oldugu durumda,

n

bu Stokes akis problemi igin biortagonallik sartlart Joseph (1977) tarafindan farkli ve
adjoint 6z fonksiyonlar kullanilarak elde edildi. Bununla beraber burada 6z
fonksiyonlar self-adjoint seklinde tiiretildi. Ayrica, 6z fonksiyonlar (4.13), (4.14),
(4.15) ve (4.16) da agik olarak verilmis olup Joseph (1977)’in ¢alismasinda {istii
kapali olarak elde edildi.

4.2. Kenarlan Sikistirilmis Bolgelerde Biortagonallik Sarti

Kenarlar1 sikistirilmig bolgelerde biortagonallik sartt Khuri (2003) tarafindan elde
edildi.

4.2.1 Serbest yiizeyli egrisel kavitelerde stokes akis icin biortagonallik kesulu

serbest ylzey
e

N
\
duvar duvar

Sekil 4.1. Serbest yiizeyli egrisel kavite.
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Bu boliimde Stokes’un, Liu ve Joseph (1977) tarafindan incelenen sikigtirilmig
bolgenin tepesinin tam ortasinda olan 1sinsal ¢izgiler ve es merkezli dairelerce
sinirlandirilan serbest ylizeyli egrisel kavitelerdeki akis problemi i¢in biortagonallik
kosulunu ortaya koyacagiz. Liu ve Joseph (1977), serbest yiizeyli egrisel bir
kavitedeki serbest yiizeyin hareketi ile olusan akis problemini inceledi. Bu bolge

asagidaki gibi verilir,
o(r,0)=1{r,0:r,<r<r,—6,<0<6,}

yonetici denklem,

? 10 108 Y
V4W(r’9):(¥+F§+r_2892J l//(l’,@):O (417)

seklindedir. Sinir kosullar ise,

w(r6,)= g—g(r,iel)z 0 (4.18)

dir. Liu ve Joseph (1977) tarafindan da gosterildigi lizere diger kenarlara ait datalar
r =r,r,de hesaplanir. Burada, bolgenin 1sinsal c¢izgileri sabit iken, r =r, boyunca

serbest bir ylizeye sahiptir.

(4.17) ve (4.18)’in birbirinden ayrilabilir ¢6ziimleri asagidaki gibi,
w(r,0)~ {rﬂ ret }y(&) (4.19)
elde edilir. y(0) asagidaki denklemi sagladigi zaman,
Y+ A2+ (2-2) |y 27 (2-2) y =0 (4.20)
ve smir kosullari,

y(x8)=y'(¥6,)=0 (4.21)

41



Teorem (3.2)’ye gore Khuri (1996), «, #a, ve a=(1-1)" oldugu durumda

asagidaki denklemi elde ederiz.

P(0)=1; B(6a)=2(a+1); B(6;a)=(a-1)

¢linkd,
P (0;c0)— 4R, (0)P,(6;a) =16
bu ylizden,
P.(0)=16; p,()=0
agikca,

P (0) = Pr (9) =2

boylece Teorem (3.2) Khuri (1996),
-1 0
B(0)=
@-(7 %

oldugu durumda asagidaki biortagonallik kosulunu verir,

T ™ (6).w3" («9)18(9)[2{: )

0z fonksiyonlari bize asagidaki denklemleri saglar,
#"(6)=y,(6)
2" (0)=Y;(0)+(e,+1)¥, (0)
ve eslenik 6z fonksiyon asagidaki denklemleri saglar,

w1 (0)= Y5 (0)+ (1) ¥ (6)
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wi(0)=y,(0) (4.31)

benzer bir biortagonallik kosulu farkli bir yaklagim kullanilarak Liu ve Joseph
(1977)’de de elde edilir.

4.3 Annular Bélgeler i¢in Biortagonallik Sart
Annular bolgeler igin biortagonallik sart1 Khuri (2000) tarafindan elde edildi.
4.3.1 Annular bolgelerde stokes denklemi

Yoo ve Joseph (1978) tarafindan iizerinde ¢alisilan annular bolgelerdeki Stokes
denklemlerinde yatay diizlemlerle simirlanan ortak merkezli dikey silindirlerdeki

biortagonallik sartini tiiretecegiz. Bolge sinir kosullar1 asagidaki gibidir,
v={r,z:0<r, <r<r,-z<z<z} (4.32)

eksenel simetrik silindirik koordinatlarda Stokes akis denklem

2 10 &*Y
V4V/(r,2):(?—F§+E] l//(r,Z):O (433)

olup burada es merkezli silindirlerdeki sabit sinirlara ait olan hiz vektoriine ihtiyag

olup r =r,r, i¢in bunlar,

v(6.2)=p (. 2)= 2 (6,2)= 2 (1,1 2)=0 434

olup, diger kenar verileri z =*z, iizerinden agiklanir (4.33) ve (4.34)’de verilen

ayrilabilir ¢éziimler,
w(r,z)~e*T(r) (4.35)

T (I’) denklemin devaminda asagidaki gibi ifade edilir,
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2
O e ) A L
r r r r

ve sinir degerleri asagida verilmistir.

T(8)=T(5)=T'()=T'(r,) =0

goriildiigii gibi (4.36) denklemi asagidaki gibi tekrar yazilir,

n 2 ! 4
(ET”) +[{2p +%}T’j +p—T:0
r r r r

(4.36)

(4.37)

(4.38)

Teorem (3.2) Khuri (1996), ile karsilastirirsak o, # &, olmasina ihtiyacimiz vardir

ve
1 20 1 2
Po(r) :F' p1(r'a):T+r_31 pz(r1a):aT
burada,
a=p’
i¢in,
4 1
pf(r,a)—4po(r)p2(r;a)=r—(f+r—6
bu nedenle,
4 1
p31(r) = I’_4 v Pxr) = r_6
agikea,
2 1
p11(r) = T ; plz(r) = r_s

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

burada tekrar Teorem (3.2) Khuri (1996)’da verilen biortagonallik sartin1 kullaniriz,
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2 M (r
rf[(pfm)(r),(ﬂzm)(r)lB(r){(pl( >( )

}dr— POy (P2 # P2)

(Pzn r)
burada,
-1 0
B =
(N={3

burada vurgulanan 6z fonksiyon,

burada,

a, = Py

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

Benzer bir biortagonallik sarti da Yoo ve Joseph (1978) tarafindan ortaya

konulmustur. Burada ¢(”) ve w(”) iki boyutlu 6z deger probleminde aciklanmaktadir.

Oz fonksiyon ve eslenik 6z fonksiyonlar tiiretilerek agik bir sekilde ortaya

konulmaktadir.

4.4 Kiiresel Koordinatlarda Simetrik Stokes Akis I¢in Biortagonallik Sartlar

Kiiresel koordinatlarda Eksenel Simetrik bolgelerde Stokes akis i¢in biortagonallik

sart1 Khuri (2000) tarafindan elde edildi.
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4.4.1 Eksenel simetrik kiiresel diizlemlerde stokes akis denklemi

Es merkezli iki kiire arasindaki bir bolgede eksenel simetrik akis i¢in biortagonallik

kosulu elde edilir. Akis bolgesi sinir kosullar1 asagidaki gibidir.
V={r0:0<r,<r<r,-6,<6<60,} (4.51)

V deki kiiresel koordinatlar (r,9,¢) olan Stokes akis denklemi asagidaki sekilde

verilmektedir.

& 18 cotd o)
V4W(rr0):(?+r_zﬁ_r—z@] v (r,0)=0 (4.52)

(r, 9) dogrultusundaki hiz bilesenleri akis fonksiyonu bakimindan asagidaki sekilde

verilir,

1 oy 1 oy

V, =— 2 - INNE 0 = .
r<sin@ o0 rsin@ or

(4.53)

(4.53) denklemi r=r,r, olmasi durumunda hizin yok olmasini gerektirerek

asagidaki denklemi verir,

v(5.0)=9(5,.0)= Y (,,6)= " (r,.6) =0 @54

(4.52) ve (4.54)iin ayrilabilir ¢dziimleri asagidaki gibidir.
w(r,0)~T(cosd)y(r) (4.55)

y(r) asagidaki denklemi sagladiginda (4.55) denklemi elde edilir.
V' + 2 p(1- )y~ P(1-P)Y + P(L-P)(2+ P)(3-P) ¥ =0 (456)

ve siir kosullari,

y(n)=y(r)=y(r)=y(r,)=0 (4.57)



r dogrultusun da bir 8z fonksiyon ¢dziimii ararken 77 =c0s6 oldugu durumda T (77)

fonksiyonunun asagidaki denklemi saglamasi gerekir.

(1-7)T" ()~ p(1- p)T (7) =0 (4.58)

(4.58) denklemi p’nin kompleks olabilecegi durumda Gegenbauer in -1/2. dereceden

denklemidir. (4.58) in iki bagimsiz ¢Oziimii sirasiyla birinci ve ikinci tiirden

Gegenbauer fonksiyonlar1 olarak tanimlanan C;% (n) ve D;% () dir. Agik¢a

(4.56) denklemi agagidaki gibi yazilabilir.
uy 10 1
(v") +2p(l—p)(FyJ D)2+ p)3-p)Ey=0  (459)

a=p(l-p) (4.60)

oldugu durumda o, # «a,, iken Teorem (3.1) in hipotezi asagidaki denklemlerdeki

gibi saglanir.

R (1)=1; R(ra)=2a; P(ria)-—a(a+6) (4.61)
2(. : 24
P, (r,a)—4P0(r)P2(r,a):—r—4a (4.62)
oldugu i¢in bu nedenle,
24
p31(r):_r_4; psz(r)zo (4.63)
dir. Agikea,
2
pll(r):r_z; plz(r)zo (4.64)

boylece (3.2) Teoreminde Khuri (1996),
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1 _iz 0
B(r)z__zlzxz = T (4.65)
r 1
0 -5
[

denklemi kullanilmasi durumunda ve |,, birim matrisi olmasi durumunda

biortagonallik kosulu asagidaki sekilde verilir,

Py o (r) .
J.__2|:y/1( (r)’l//z )(r):| B(r) ¢(n)(r) dr= Pn 5mn J pn(l_ pn);t pm(l_ pm) (466)

a, = pn(l_ pn) (467)

durumunda 6z fonksiyonlar,
(1) =y, (), @ (r)=yi (r)+ 55y, (r) (4.68)
(4.68)’i saglar. Eslenik 6z fonksiyonlarda,
v (1) = Yo (1) + 72 (1) w7 () = v, (1) (4.69)

(4.69)’u saglar.

48



5. SONUCLAR VE ONERILER

Ozellikle kavite akislarinin analitik ¢oziimlerinde, problemin smir kosullarinin
cesitliligi, ¢oziimiin elde edilmesinde zorluklara sebebiyet vermektedir. Yonetici
denklem olarak alinan biharmonik denklem dordiincii mertebeden bir denklem ve

kavitelerin genelde en az dort siniriin olmasi bu zorluga katkida bulunurlar.

Bu tez ¢aligmasinda verilen bilgiler, bu tiir kavite akis problemlerinde karsilasilan ve
analitik ¢6ziimiin elde edilebilmesi i¢in denklemlerin birlestirilerek iki bilinmeyenli
bir denklem sistemine doniistiiriilmesine olanak saglayan biortagonallik 6zelliklerini

vermektedir.

Verilen biortagonallik sartlar1 akis bolgesinin kartezyen, kutupsal ya da silindirik
koordinatlarla ifade edilmesi durumlarinda da basari ile ¢aligmaktadir. Geleneksel
olarak yaklasik 40 yildir kullanilan klasik yontemlerden daha kolay ve daha hizh
sonuclar elde edilmesine olanak saglayan bu biortagonallik sartlari, kavite akisg

problemlerinin yani sira 1s1 ve kiitle transferleri problemlerine de kolaylikla adapte
edilebilir.

Sonraki ¢alisma olarak, daha 6nce uzun ve daha zor yontemlerle elde edilen Stokes
akis problemlerinin ¢oziimleri, bu tez caligmasinda verilen biortagonallik 6zellikleri
yardimiyla ¢oziilerek daha az hata ve daha az is yikiiyle elde edilebilecegi
gosterilebilir. Ayrica bu ¢oziim yontemi, 1s1 ve kiitle transferi problemlerinin de daha
yakinsak bir ¢oziimiine gotiirecegi ongoriilmekte olup sonraki bir ¢alisma olarak

Onerilebilir.
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