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OZET

SUBORDINASYON METODU iLE TANIMLANMIS BAZI
HARMONIK FONKSiYON SINIFLARINA AIiT OZELLIiKLER

CANBULAT, Adnan
Doktora, Matematik Bolumii
Danigman: Dog. Dr.Fethiye Miige SAKAR
Mart 2024, 92 sayfa

Bu tez ¢alismasi bes boliim icermektedir. Ik boliimde, genel bilgiler verilmistir. Ikinci
boliimde, kompleks, analitik ve {inivalent fonksiyonlarla ilgili temel bilgiler verilmistir.
Ucgiincii boliimde, arastirmamizda kullandigimiz harmonik fonksiyonlarm énemli tamim ve
teoremleri verilmistir. Tezin dordiincii boliimiinde ise dort ayri calisma yer almaktadir. Birinci

calismada Salagean operatorii ile tanimli, 7 -katli harmonik d%/,f o (/ a, L, Z ) sinifinin
ve ikinci ¢alismada, 7—diferansiyel operatori ile tanimli harmonik d%/f (/ ,O,L,E ) sinifinin

gerekli ve yeterli Hadamard ¢arpim sartlari, distorsiyon teoremleri, ekstrem noktalar gibi bazi
ozellikleri incelenmistir. Ugiincii calismada g -poisson dagilimi yardmyla 7% .,n,B)

sinifinin [’—harmonik olma sartlar1 incelenmistir. Dordiincii c¢alismada ( /Jz;) -Poisson

dagimi yardimiyla tamimlanan %, d,@,v) ve N (d ,n,B) smiflarinin ( p,g/) -

harmonik olma sartlarini incelenmistir. Besinci boliimde ise bu ¢alismalarda elde edilen bazi
sonuglar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: »7-katli harmonik fonksiyonlar, Poisson dagilim, 7-benzer,

( 12 7) -benzer

Xi



ABSTRACT

PROPERTIES OF SOME HARMONIC FUNCTION CLASSES
DEFINED BY SUBORDINATION METHOD

CANBULAT, Adnan
PhD Thesis in Department of Mathematics
Supervisor: Dog. Dr.Fethiye Miige SAKAR
April 2024, 92 pages

This thesis study contains five sections. In the first section, general knowledge are presented.
Basic knowledge about complex, analitic and univalent functions are presented in second
section. Important definitions and theorems for harmonic functions utilized in our research

presented in third section. In fourth section of the thesis four separate studies are presented.

In the first study, some properties of the class J%/,f’& (4/ o, L, F ) that » -fold and definded
by Salagean operator and in the second study some properties of class J7/¢f (ﬁ/ ,0,L,E ) that
defined by q -differation operator like necessary and sufficient Hadamard product conditions,
distortion theorems and extreme points are analyzed. In the third study, q -harmonic conditions

of the subclass d7/7 (d ,n,B) that defined by q—Poisson distribution is investigated. In the
fourth study, ( f 47) -harmonic conditions of subclasses %, (d ,w,v) and N .n,B)

that defined by ( F"i) -Poisson distributions are investigated. In the fifth part, some

conclusions reached in the thesis are given.

Keywords: 7 -valent harmonic function, Poisson distribution, 7—analog, (p,z/)—

analog
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1. GIRIS

Kompleks bir degiskenin fonksiyonlar teorisi olarak bilinen kompleks kalkiiliis; fizik,
miihendislik, diger bilim dallarinin ve uygulamalariin anlasilmasinda matematigin
O6nemli role sahip bir dalidir. 1777 yilinda Euler’in “;” notasyonunu tanitmasi, daha
sonra Hamilton’un kompleks sayiy1 bir reel say: ¢ifti gibi diisiinme fikri, kompleks
sayilar1 daha anlasilir ve kullanilabilir bir hale getirmistir. Bu diisiince ile Weierstrass,
Schwarz ve Poincare gibi bircok matematik¢i kompleks sayilarda ¢alismis ve yeni

alanlar olusturmuslardir. Analitik fonksiyonlarin geometrisini inceleyen “Geometrik

Fonksiyonlar Teorisi” bu alanlardan biridir.

Geometrik fonksiyonlar teorisinin temeli 1851 senesindeki Riemann’in meshur
doniisiim teoremine dayanir. Bu teorem; kompleks diizlemin tamami bos olmayan
basit baglantili bir bdlgesinin birim diski konformal olarak resmedilebilecegini sdyler.
Bu teorimin ilk ispatt 1900 senesinde yapilmistir. C. Carathéodory, 1912 yilinda
normal aileleri ve Riemann yiizeylerini kullanarak bu teoremi ispatlamistir. P. Koebe
ise bu teoremin Riemann yiizeylerini gerektirmeyen ispatin1 yapmistir. 1916’da L.
Bieberbach bu eslemelerin tersinin katsayilar1 i¢in sinir tahmininde bulunmustur. Bu
tahmin geometrik fonksiyonlar teorisinin birgok uygulama alanina sahip olmustur. Bu

alanlardan biri de linivalent fonksiyonlar teorisidir.

Bircok matematik¢i, Bieberbach kestirimi ile {inivalent fonksiyonlar teorisinde
yildizillik, konvekslik gibi tanimlar1 yaparak, katsayr sinirlarini bulmaya yonelik
caligmalar gerceklestirmislerdir. P. Montel 1933 senesinde “Legons sur les Fonctions
Univalentes ou Multivalentes” adli kitabiyla c¢ok katli fonksiyonlar teorisini
tanitmistir. Cok katl ya da » -kath olarak bilinen fonksiyonlarn farkli alt siniflari,
bircok matematik¢i tarafindan incelenmis ve bunlarin katsayr sinirlar1 gibi bazi
ozellikleri arastirnlmigtir. Bu matematikg¢ilerden bazilar1 Fekete ve Szego (1933),

Goodman (1948), Keogh ve Merkes (1969) dir.

1984 yilinda, De Branges’in Bieberbach kestirmini ispatlamasi calisilacak alan
kalmadiginin aksine yeni ¢alisma alanlar1 olusturmustur. Bunlardan biri de Clunie ve

Sheil-Small’in {inivalent fonksiyonlar i¢in yapilan tanim ve katsayr tahminlerinin



harmonik fonksiyonlara yorumlanmasidir. 1984 senesinde Clunie ve Sheil-Small’in
yaptig1 aragtirma ile bazi kisitlamalar altinda iinivalent fonksiyon siniflari i¢in yapilan
tahmin ve tanimlarin harmonik fonksiyon siniflari i¢in de yapilabilecegi gosterilmistir.

q- kalkiiliis siradan kalkiiliisiin sinirlara ihtiya¢ duymadigimiz bir genislemesidir. q-

kalkiiliisiin tarihi 18. ve 19. yiizyillarda L. Euler, C. F. Gauss, E. Heine ve C. G. Jacobi
gibi aragtirmacilarin ¢alismalarina dayanir. 1908’de Jackson 7—kalk1'ih'isii sistematik

olarak gelistirmis ve q -tiirevi tanimlamistir. Yine Jackson 1910°da daha 6nce Thomas

tarafindan bulunan q -integrali tanimlamigtir.

1990°da Ismail, Merkes ve Styer q - kalkiiliis ile analitik tinivalent fonksiyonlarin bazi

ilging Ozelliklerini sunmuslardir. Birim disk U da tanimli yildizil fonksiyonlar

kiimesinin, q—benzer ozellikleri yine bu arastirmacilar tarafindan tanimlanmistir.
Geometrik fonksiyonlar teorisindeki ilk q- kalkiiliis calismalar1 Srivastava tarafindan

yapilmistir. Bununla beraber bir¢ok matematikgi, kalkiiliisdeki daha 6nce arastirilan

konular1 q- kalkiiliisle arastirmaya baglamistir. Bu arastirmalar son donemlerde
ozellikle baz1 6zel fonksiyonlarin 7-benzerlerinin genellestirilmesi, bunlarla ilgili

esitsizliklerin ve monotonluklarin belirlenmesi gibi konular tizerinde yogunlagmaistir.

2004 yilinda Remmel ve Wachs, Stirling sayisin1 arastirirken, Jackson'un q - tirev
fikrini genellestirmeye calismis ve ( ﬁ"i) -tiirev kavramini ortaya atmislardir. Daha
sonra Mursaleen ve digerleri tarafindan Bernestain operatdrleri igin, ( p,c,) -benzer
arastirtlmistir. 2018 yilinda Sadjang tarafindan ( p,q) -kalkiiliistin temel teoremi

tanimlanmistir. 2020'de ( f c;) -tlirevin de tanitilmasi ile kesirli kalkiiliis gibi tiirevlerin

Ozelliklerinin incelenmesi arastirmacilarin dikkatini ¢ekmis ve c¢ok sayida makale

yayilanmistir.

Poisson dagilimi istatistik ve olasilik kuraminda bir ayrik olasilik dagilimidir. Poisson
dagilimi olaylar arasindaki ortalama siirenin bilindigi, fakat bir olaymn ne zaman

gercekleseceginin bilinmedigi durumlarda kullanilir.



Siméon-Denis Poisson’un 1838'de yazdigi bir hukuk kitabinda, Poisson dagilimi,
olasilik ile ilgili diger caligmalarla birlikte yer almistir. 1868'de Ladislaus Josephovich
Bortkiewicz’in kitabinda Poisson dagilimi ile verdigi Prusya’da athi birliklerinde her
sene katir ve at tepmelerinden yasamini yitiren asker sayisi 6rnegi yillarca askeriye ve

diger okullarda 6grencilere anlatilmistir.


https://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Simeon_Poisson&action=edit&redlink=1
https://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Ladislaus_Bortkiewicz&action=edit&redlink=1
https://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Ladislaus_Bortkiewicz&action=edit&redlink=1

2. ONCEKI CALISMALAR

Tezin bu kisminda kompleks fonksiyonlar, analitik fonksiyonlar ve {inivalent

fonksiyonlarla ilgili temel teorem ve tanimlar verilmistir.

2.1 Analitik Fonksiyonlar

Tanim 2.1.1

C kompleks sayilar kiimesinde , » >0 ve z,€C verilsin.

D(z,,7) = {z eC:lz—zy< ,«} kiimesi z, merkezli » yarigapl acik disk,

D(zy,7) = {z eC: |z - zo| < /ﬂ} kiimesi z, merkezli » yaricapl kapah disk
07(zy,#)={z€C:|z—z,| =~} kiimesi ise z, merkezli » yaricapli ¢ember olarak
adlandirilir.

2(0,1) = {z eC:|< 1} kiimesi 0 merkezli 1 yarigapli agik disktir. Bu kiimeye birim

disk denir ve U ile sembolize edilir.

Tamm 2.1.2

Kompleks diizlemde bostan farkli .# kiimesinin belirli bir noktasi, belirli bir
komsulugu ile birlikte yine .7 kiimesinde ise bu noktaya .7 'nin bir i¢ noktasi denir.
Bu sart1 saglayan noktalarin kiimesine A kiimesinin i¢i denir. .7 kiimesi sadece i¢
noktalarindan olugsmusgsa .7 kiimesi a¢ik kiime olarak adlandirilir. ./# ‘nin timleyeni

aciksa .7 kapal kiime olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.3
Kompleks diizlemde herhangi bir kiime; kesisimi bos, acik iki kiimenin birlesimi

bi¢ciminde ifade edilemiyorsa baglantilidir denir.

Tamm 2.1.4 (Egri)

[m,n] kapali araliginin o(z) stirekli fonksiyonundaki goriintiisiine kompleks

diizlemde bir Egri denir. V7 e [m, n] olmak tizere ¢'(zr) var ve o’'(r) # 0 oluyorsa bu

goriintii Diizgiin E@ri olarak adlandirilir. Ug noktalar1 ayni, bitisik olan egri Kapah



Egri, kendi kendini kesmeyen yalnizca 7, =7, i¢in o(r,) =o(r,) ifadesini saglayan
egri de Basit (Jordan) Egri olarak adlandirilir. Bu egri tarafindan sinirlanan bolgeye

ise Jordan Bolgesi denir.

Hh=n LHh=n0 T
[
51
O
Basit Kapah Egri Basit ve Diizgiin Egri Basit Olmayan Kapah Egri ~ Basit ve Kapah Olmayan Egri

Sekil 2.1 Egri Cesitleri

Tanim 2.1.5
Kompleks diizlemde yer alan herhangi bir & bolgesindeki, basit kapal1 egri tarafindan
siirlanan kiime, yalmizca ¢ ’deki noktalari iceriyorsa, bu bolge Basit Baglantih

Bolge olarak adlandirilir. Kompleks diizlemde en 6nemli basit baglantili bolge drnegi

U birim diskidir.

SSOR

Basit Baglantih Bilge Basit Baglantih Bolge Basit Baglantih Bilge degil Basit Baglantih Bilge degil

Sekil 2.2 Bolge Ornekleri



Tamm 2.1.6 (Kompleks Fonksiyon)

Kompleks diizlemde # = olsun. Her ze€.#Z elemanim1 @ kompleks sayist ile
eslestiren iliski kompleks fonksiyon olarak adlandirilir ve f: 7 —C, o= f(z)

biciminde gosterilir.

Tamm 2.1.7 (Diferansiyellenebilirlik )

0 bolgesinde kompleks f fonksiyonu ve z, € 4 olmak ilizere

lim f(z)—f(zo)

=7 Zz— ZO

df

degeri bulunabiliyorsa f bu noktada diferansiyellenebilirdir denir ve . (z,) yada
z

f '(zo) seklinde gosterilir. Bu limit degerine f fonksiyonunun z, noktasindaki tiirevi

denir.

Tanim 2.1.8
f (z) =u (a, b) +iy (a, b) , ¥ < C bolgesinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak tizere

u(l va
Je(2) = =u,v, —uyv,

a

u, v,

ifadesine Jakobiyen matrisi denir.

Tamm 2.1.9 (Analitik Fonksiyon)
< C bolgesinde tanimlanan bir f fonksiyonu bu bolgedeki her noktada

diferansiyellenebilirse, bu fonksiyona analitiktir denir.

Bir fonksiyon kompleks diizlemin her noktasinda analitik ise bu fonksiyon tam
fonksiyon olarak adlandirilir. €°, cosz, sinz, az+b... fonksiyonlart tam
fonksiyonlara 6rnek olarak verilebilir.

Kompleks diizlemde z, =a+ib noktasinda analitik olan bir £ (z)=u(a,b)+iv(a,b)
fonksiyonu

u,=v, ve U, =-v,

Cauchy-Riemann esitliklerini saglar.



f (z) fonksiyonunun f. ve f. kismi tiirevleri

f =%=%(fa —ifh)zé(ua +iv, —iu, +v, )
f. :%:%(fa +ifh):%(ua +iv, +iu, —v, )

bicimindedir. Buradan

2 2

£.

£

Je(@)=uy, —uy, =
elde edilir.

f. ¥ de analitiktir < f. =0 ve f. =f'(z) dir.

Cauchy-Riemann denklemlerinden

Jf(z)zJ(u’Zj=u§+u,f =

a,

u, + iub|2 = |j""(;5)|2

elde edilir.

Eger bir fonksiyonun Jakobiyeni pozitif ¢ikarsa bu fonksiyon “yon koruyandir”.

Fonksiyonun jakobiyeni negatif ise “y0on degistiren” denir.

Tanim 2.1.10
Y 6n koruyan 6zelligi kullanilarak f (z) =u (a, b) +iv (a, b) seklindeki fonksiyonlarin

dilatasyon ve kompleks dilatasyon (ikinci dilatasyon) kavramlari tanimlanabilir.

f.l+I£.]

» 7, === ifadesi f (z) fonksiyonunun dilatasyonu olarak adlandirilir.

grAsd

> Uy =i ifadesi  f (z) fonksiyonunun karmasik dilatasyonu (ikinci

dilatasyonu) olarak adlandirilir.

Tanimdan ‘ U f‘ <1 oldugu goriiliir. Uygun islemler yapildiginda dilatasyon ile

kompleks dilatasyon arasinda

ifadeleri bulunur.



Teorem 2.1.11 (Maksimum ve Minimum Teoremi)

Sabit olmayan, sinirhi 7 bolgesinde analitik @=f(z) fonksiyonu maksimum

degerini bu ¥ 'nin siirinda alir. Minimum deger i¢in maksimum prensibinde

uygulanir.

Teorem 2.1.12 (Konform Doniisiim)

Kompleks diizlemin siirekli ¢ bolgesindeki z, noktasindan gecen egri ¢iftlerinin
arasindaki aginin yon ve biiylikligii; goriintii egrilerinde de £(z,) noktasindan gecip
korunuyorsa, f fonksiyonu bu noktada konformdur denir. Bir bolgedeki her noktada
konform olan doniisiime konform doéniisiim denir (Duren, 1983).

f . analitik fonksiyon ve f'(z,) = Oise bu fonksiyon z, € ¥ ’de konformdur.

Konform doniisiim yerel bir kavramdir. Farkli bir noktada ac1 ve biiyiikliik farkli
olabilir. Sekil 2.3’de tanjant egrileri ve bu egrilerin goriintiileri arasindaki aginin da

korundugu goriilmektedir.

Sekil 2.3 Konform Doniigiim



Teorem 2.1.13 (Mobius Doniisiimii)

mn,x,yeC, xn—ym#0 olmak ilizere

mz+n

f(z)=

xz+y
ifadesi Mobiiis doniisiimii olarak adlandirilir. Kesirli lineer doniisiimii olarak da
bilinen Mobiilis doniisiimii kompleks kalkiiliisde onemli bir yere sahiptir. Bu
doniistimiin en temel 6zelligi genisletilmis kompleks diizlemi yine kendi iizerine

konform olarak goriintiilemesidir.

Tamm 2.1.14 (Kuvvet Serisi)

¢ ve 4, kompleks sayilari igin

i 7 (z—a)” Zﬂo+/71(Z—6’)+ﬂ2(2—£')2+...+ﬂ”(2—£’)”+---

”

7»=0

agilim1 ¢ merkezli kuvvet serisi olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.15 (Taylor Acilimi)

Analitik bir f fonksiyonunun ¢ noktasi komsulugundaki

7=0 /7'
acilimimna Taylor acithmu denir. Ozel olarak <=0 igin bu agilima Maclaurin agilimi

denir.

2.2 Univalent Fonksiyonlar

Tamim 2.2.1 (Univalent Fonksiyon)

Kompleks diizlemde, f:7% — C fonksiyonunun esit olmayan z, ve z, noktalari igin;
goriintiileri f(z,) ve f(z,) deesitdegilise f fonksiyonu bu bdlgede iinivalenttir
denir. f, tinivalent ise bu bolgede ayni degeri iki kez almaz. Bu geometrik olarak

fonksiyonun goriintiisiiniin katli olmadig1 anlamina gelir. ¥ bolgesinde {inivalent olan

bir fonksiyon bu bolgeyi birebir bicimde farkli bir bolgeye dontistiiriir.



Univalent bir f fonksiyonunun ayn1 zamanda analitik de olmasi gerekmez. Ornek

olarak f(z)= s+ 1 fonksiyonu orijin i¢eren herhangi bir ¢ bdlgesinde linivalenttir
zZ

ancak z=0 noktasinda bu fonksiyonun basit kutbu oldugu icin bu % bolgesinde

analitik degildir. Asagida Sekil 2.3 de iinivalent fonksiyonlarin geometrik gosterimi

verilmisgtir.

z-diizlemi w-diizlemi

Sekil 2.4 Univalent f Fonksiyonunun Goriintiisii

Tamim 2.2.2 (Yerel Univalent Fonksiyon)

Bir f fonksiyonu kompleks diizlemdeki bir noktanin belirli komsulugunda tinivalent
ise bu fonksiyona yerel iinivalent fonksiyon denir.

Yerel iinivalent bir fonksiyonda donme ve acilar degismediginde konform doniisiim
ile tinivalent bir fonksiyon birbirine denk sayilir.

Analitik f fonksiyonunda, ze? igin yerel inivalentlik, f'(z)#0 olmasi ile

esdegerdir. Fakat buradan f 'nin tiim bolgede tinivalent oldugu sonucu ¢ikarilamaz.

Riemann doniisiim teoremi, iinivalent fonksiyonlarla ilgili problemlerde zor bir
bolgede calismak yerine U birim diskinde, basit baglantili bir bolgede calismanin
¢ok daha basit oldugunu belirtir. Bu a¢idan bu teorem iinivalent fonksiyonlarda 6nemli

ve temel bir teoremdir.
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Tamim 2.2.3 (Riemann Doniisiim Teoremi)

Kompleks diizlemin basit baglantili bir 6zalt kiimesi olan ¢ bdlgesini keyfi bir

z, € ¥ noktasinda, U birim diskine konform ve birebir déniistiiren f(z,)=0 ve
F'(z,) >0 sartlarin1 saglayan tek bir f fonksiyonu vardir.

U birim diskte iinivalent ve analitik olan bir f fonksiyonuile £(0)=0ve '(0)=1

normalizasyon sartini saglayan ve

f(z)-f(a)
£(0)

bi¢iminde yazilan bir 4 fonksiyonu ayni karakteristik 6zellikleri saglar. Fonksiyonun

h(z):

normalize edilmesi sinifin genelligini sinirlamaz (Duren, 1983).

Asagida Sekil 2.5 de dalgali bir fiziksel alan, kanonik dikdortgen alan ve birim ¢gember
arasinda Riemann doniisiim teoremi uygulanmistir. Bu 6rnekte fiziksel alan ile birim

cember arasinda birebir resmedilen f fonksiyonu vardir. Bu fonksiyon birebir oldugu
icin tersi olan f ' de vardir. Benzer sekilde kanonik alan ile bir gember arasinda g ve
g ' fonksiyonlar1 vardir. Buradan f o g~' fonksiyon birlesimi fiziksel ve kanonik alan

arasinda tanimhidir. Ayrica bu fonksiyonun tersi olan g o f ' fonksiyonu da fiziksel ve

kanonik alan arasinda tanimlidir. Ayrica alanlar {izerinde 1 den 4 e kadar sayilarla

gosterilen bolgeler fiziksel alandaki taraflarin kanonik alandaki kenarlarina karsilik

gelir.
Fiziksel Alan i Kanonik Alan
Ly N I I NN SG - N e
i”‘\ T NCT '/< f{‘ g < f l [T T TTTTTT % '4
a4ty == it rrl |
D= — o Bl G

“~

ST T T, fog  IIIITITIT],

Birim Cember

Sekil 2.5 Fiziksel Alan ile Kanonik Alanin Riemann Doniisiimii

11



Asagidaki Mathematica programi ile hazirlanan Sekil 2.6 da solda farkli alan ve
acilarla verilen bolgelerin sag tarafta birim ¢ember iizerindeki Riemann doniigiimleri
gosterilmistir. Sekildeki doniistimii olan her bir bdlge yine ayni renkle gosterilmistir.

Sekil 2.6 incelendiginde, her bolgede aginin hem yoniiniin hem de biiyiikliigliniin

korundugu goriilmektedir.

V7 Vave
L\ AXA]>
& ““"%’A%A
Yo
A
N7
&6
\"
R
AV(AEQV‘

0
S\

STINHKNRAK)

vﬂkl%v
SRR

Sekil 2.6 Farkli Bélgelerin U Birim Cemberde Riemann Déniistimii

Tanim 2.2.4
U birim diskte £(0)=0ve £'(0)=1 kosulunu saglayan iinivalent ve analitik f

fonksiyonlarinin sinifi § ile gosterilir ve normalize edilmis iinivalent fonksiyonlar

smifi olarak adlandrilir. § smifindaki her fonksiyon;

f(z)= z+2a”z”

7n=2
seklinde Taylor serisi olarak yazilabilir.
&§ smifindaki en 6nemli fonksiyon
((z)z z 2=z+222+3z3+... ,

seklindeki Koebe fonksiyonudur.

12



k(z) = ifadesinde @z’ —(20+1)z+@w=0  denkleminin  kokleri
A>1+4w, (a) € R) durumunda varken o < —i durumunda yoktur. Bundan dolay1
asagidaki Sekil 2.7°de goriildiigii gibi £ (z) fonksiyonu U birim diskini reel eksen
uzerinde, —oo ile _i arasindaki kismi digindaki tiim kompleks diizleme konform

olarak doniigtiirtir. § sinifinda birgok problemde ekstrem role sahip bu fonksiyon,

tinivalent olarak U birim diski en genis bolge lizerine goriintiileyen fonksiyondur.

Sekil 2.7 Koebe Fonksiyonunun Goriintiisii

Bieberbach, asagidaki teoremi ile § sinifi igin katsayr sinirlari bulmaya yonelik

calismalar yapan ilk arastirmaci olmustur.

Teorem 2.2.5 (Bieberbach Teoremi)
Vf € Sigin
|a2| <2

ifadesi saglanir (Bieberbach, 1916).

13



Bieberbach bu teoremi 1946 yilinda ispatlamistir. Bu teoremdeki esit olma durumu

yalnizca f(z)zﬁ icin saglanir. Bu fonksiyon Koebe fonksiyonunun bir
1+e” 2

donmesidir.

Teorem 2.2.6 (Bieberbach Kestirimi)
VfeS ve Vr22igin |a|<» katsayi esitsizligi vardir (Bieberbach, 1916).

Bieberbach’in 1916 senesinde one siirdiigii bu kestirimi ispatlamak i¢in arastirmacilar
yogun ¢alismalar yapmistir. Yillar igerisinde bazi aragtirmacilar bu kestirimi kismen
ispatlamiglardir. Nihayetinde 1985 senesinde De Branges tarafindan tam ispati

yapilmustir.

> 1916 senesinde Bieberbach |a,| <2 esitsizligini ispatlamistir.

» 1923 senesinde Loewner |a3| <3 esitsizligini ispatlamustir.

» 1955 senesinde Garabedian ve Schiffer |a4| <4 esitsizligini ispatlamislardir.
>

1972 senesinde Pederson ve Schiffer a, katsayisi igin |a5| <5 esitsizligini

ispatlamiglardir.

» 1968 senesinde Pederson ve 1969 da Ozawa |a6|S6 esitsizligini

ispatlamislardir.

» 1985 senesinde L. De Branges ise |a”|§/7 esitsizliginin saglandigini

gostererek 70 yil sonra Bieberbach kestirimini ispatlamistir.

1907 yilinda Koebe nin buldugu Koebe dértte bir teoremi Vf €§ icin énemli ve

temel bir sonuctur. Bu teoreme gore < sinifindaki tiim fonksiyonlarin goriintiisii

{a) : |a)| < i} diskini kapsar.
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Teorem 2.2.7 (Distorsiyon Teoremleri)
U birim diskinin, § smifindaki bir fonksiyon altindaki goriintiisii bu bolgenin bir
burulmasi (distorsiyon) olarak yorumlanabilir. Bu burulmayla fonksiyonun kendisi ve

tirevleri ile ilgili smir degerlerinin bulunmasi distorsiyon teoremleri olarak

adlandirilir.
Vfes igin,

(1:/)2 <|f (<)< (1_’;)2 , |e|=r<1
ve

(11;:)3 <|f'(2)< (:_*:)3 =<t

ifadeleri saglanir (Goodman, 1983).

Biiyiime ve distorsiyon teoremlerinin esitlik durumu Koebe fonksiyonu ve Koebe
fonksiyonunun uygun dénmeleri i¢in saglanir.
Biiyiime ve distorsiyon teoremleri birlestirilerek olusturulan asagidaki teorem birgok

islemde daha kullanishdir.

Teorem 2.2.8
VzeU ve Vfed icin

1-» < zf'(z)|£1+/'
1+ f(z)‘

|z|=/”<1
1—»

ifadesi saglanir.
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2.3 Univalent Fonksiyonlara Ait Baz1 Alt Siiflar

Tamm 2.3.1 (Z Sinifi)

U birim diskte analitik ve ﬂie{ / (z)} >0 kosulunu saglayan ve

p(z)=1+2/”z”

seklinde tanimlanan fonksiyonlar reel kismm pozitif fonksiyonlar smifi olarak

adlandirilir. Kisaca #Z ile sembolize edilir.

7 sinfindaki fonksiyonlarin iinivalent olmas1 gerekmez. Ornek olarak bir » € N igin

#(z)=1+z" fonksiyonu 7 dedir. Ama »>2 alirsa Z(z) Ginivalent olmaz.

S smifinda, £ (z) fonksiyonunun 6nemli roliine benzer sekilde

bicimindeki tinivalent ve analitik olan Mobius fonksiyonu, 7 smifinda U birim diski

sag yar1 diizlem i¢ine konform olarak doniistiiriir.

£ (z), § smifindaki bir¢ok ekstrem problemde tek bir ¢oziimdiir. Mobiiis fonksiyonu
ise 7 sinifinda f(z) ’nin /, katsayilarint maksimize eder. Ancak 7 siifinda 7 2 2
icin g, =2sartin1 saglayan sonsuz tane fonksiyon vardir. Ayrica Koebe

fonksiyonunda oldugu gibi uygun rotasyonlarla bu fonksiyonlar arasinda gegis

miimkiin degildir.

Teorem 2.3.2 (Carathedory Teoremi)

» dogal say1 ve f fonksiyonu # sinifinda olmak iizere ‘ /n‘ <2 esitsizligi saglanir.

Tamm 2.3.3 (Yildizil Fonksiyonlar Sinifi)

Kompleks diizlemde ¢ bolgesi ve bu bolgedeki z, noktasini ele alalim. Bu bolgedeki
her nokta ile z, noktasini birlestiren dogru parcalari tiimiiyle yine ¥ bdlgesi igerisinde

ise ¥ bolgesi z, noktasina gore yildizil bélge olarak adlandirilir. Bir noktaya gore
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yildizillik geometrik olarak Sekil 2.8’den goriilebilecegi gibi, £, noktasindan

bakildiginda bolgedeki her noktanin goriiniir olmasidir.

Im
AY

//_\ LRe
0 20~ X
g_//

Sekil 2.8 Bir Noktaya Gore Yildizil Bolge

Orijine gore U birim diski yildizil bolgeye goriintiileyen fonksiyon yildizil fonksiyon
olarak adlandirilir (Goodman, 1983).

1 U o \ )
NUZEA

Sekil 2.9 Yildizil Fonksiyon

S ile gosterilen yildizil fonksiyonlar1 1915 yilinda Alexander ve 1921 yilinda

Nevanlinna tanitmislardir.

Teorem 2.3.4
U birim diskinde £(0)=0, £(0)=1 ve f analitik olsun. ¥ fonksiyonunun §"

siifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart 0 < |z| =r<1

a1

ifadesinin saglanmasidir.
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%
S smifi

seklinde de yazilabilir.

Tamm 2.3.5 (a —Mertebeli Yildizil Fonksiyon)
U birim diskinde £ (0)=0, £'(0)=1 ve f {iinivalent olsun.

Zf'(f)J :
Re a, zeU, 0L«
{ f(z) > U, 0<ax<l

esitsizligi saglaniyorsa f, o —mertebeli yildizil fonksiyon olarak adlandirilir ve bu

sart1 saglayan fonksiyonlar sinifi & («) seklinde sembolize edilir (Robertson, 1936).

Tanim 2.3.6 (Konveks Fonksiyonlar Sinifi)

Kompleks diizlemdeki bir ¢ bolgesindeki herhangi iki z, ve z, noktasini birlestiren
dogru pargasi tiimiiyle bu bolgede ise bu bolge konveks bolge olarak adlandirilir.
Diger bir ifade ile 0S A<1i¢in Az +(1-2)z, €® ise U bolgesi konvekstir denir.
Herhangi bir ¢ bdlgesini konveks bir bolgeye goriintilleyen iinivalent bir f

fonksiyonu konveks fonksiyon olarak adlandirilir ve bu sinif X" ile sembolize edilir.

Asagidaki Sekil 2.10 da konveks ve konveks olmayan bolge drnekleri verilmistir.

Re

|
Konveks Bolge Konveks olmayan Bolge

Sekil 2.10 Konveks ve Konveks Olmayan Bolge
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Tanim 2.3.7 (¢ —Mertebeli Konveks Fonksiyon)
U birim diskinde f {inivalent fonksiyonu igin £(0)=0ve £'(0)=1 olsun.

me(1+zf,"(z)j>a (0<a<1)
f'()

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonuna < -mertebeli konveks fonksiyon denir ve

& (a) ile sembolize edilir.

Lemma 2.3.8
U birim diskinde £(0)=0, £'(0)=1 ve f tnivalent olsun. fe X olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul

%e[l+%}>0 (zeU)

esitsizliginin saglanmasidir.

Konveks ile yildizil fonksiyonlar arasindaki iliskiyi agiklayan asagidaki 6nemli teorem

ilk defa 1915 yilinda Alexander tarafindan verilmistir.

Teorem 2.3.9 (Alexander Teoremi)

U birim diskinde £(0)=0, £'(0)=1 ve f analitik fonksiyon olmak iizere
feR ozf'(z)es”

ifadesi saglanir (Alexander, 1915).

Analitik fonksiyonlar, normalize edilmis {inivalent fonksiyonlar, y1ldizil fonksiyonlar

ile konveks fonksiyonlar arasinda

KcS' cScA

kapsama baginitisi vardir.
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Tamim 2.3.10 (Konvekse Yakin Fonksiyon)
U birim diskinde £(0)=0, £'(0)=1 ve f analitik olmak iizere
Re (&j >0
g'(2)
seklinde konveks bir g fonksiyonu varsa f fonksiyonuna konvekse yakin fonksiyon

denir ve bu fonksiyonlarin smifi ¢ ile sembolize edilir. Konvekse yakon

fonksiyonlarsa f fonksiyonunun iinivalent olmasi ve g fonksiyonunun da normalize

sartlarim1  saglamasi gerekmez. Konvekse yakin fonksiyonlarin smifi yildizil

fonksiyonlar1 kapsar.

2.4 s -kath Univalent fonksiyonlar

Kompleks diizlemdeki bir £ boélgesinde @ = f(z) fonksiyonu farkli V@ i¢in en gok

m tane sifira sahipse bu fonksiyona ,7-mertebeden ¢ok kath ya da »»-kath
fonksiyon denir.

U birim diskte analitik, »» € N={1,2,3...} igin a, # 0olmak iizere

flo)= i a,z’

bicimindeki ¢ok katli fonksiyonlarin sinifi #(») ile gosterilir.

Tanim 2.4.1 (» -Kath Yildizi1l Fonksiyonlar)
f € A(w) igin

zf'(2)
‘Re(—f(z) j >0

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu s -katli yildizil fonksiyon olarak adlandirilir ve

bu smif 7 (») ile sembolize edilir. (1) =J” oldugu agiktir.

Yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki “0” yerine « (0<a<1) yazildiginda o -

mertebeli 1 -katli yildizil fonksiyonlarin smifi elde edilir ve J” (»,a) seklinde

gosterilir.
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Tanim 2.4.2 (»-Kath Konveks Fonksiyonlar)
f € A(w) igin

me{lﬁf,”@}o
F

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu s~ -katli konveks fonksiyon olarak adlandirilir ve

bu sinift X'(»7) ile sembolize edilir. X' (1) = X oldugu agiktir.

Yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki “0” yerine o (0<a<1) yazildiginda o -
mertebeli 7 -katli konveks fonksiyonlarin smifi elde edilir ve X'(»,a)seklinde

gosterilir.

Tamim 2.4.3 (7 -Kath Konvekse Yakin Fonksiyon)
f € A(w) igin
Re (&j >0
g'(2)
esitsizligini saglayan s, -kath konveks analitik bir g fonksiyonu varsa f s -kath

konvekse yakin fonksiyon olarak adlandirilir ve bu sinif £(») ile sembolize edilir.

Yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki “0” yerine a (0<a<l) yazildiginda « -
mertebeli 7 -katli konvekse yakin fonksiyonlarmm smifi elde edilir ve £(w,a)

seklinde gosterilir.
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3. MALZEME VE YONTEM

Bu boliimde arastirma sonuglarimiza ulagsmak ic¢in kullandigimiz tanim, teorem ve

diger bilgiler verilmistir.
3.1 Harmonik Fonksiyonlar

Tanim 3.1.1:

Ocl ve u:¥—0 olsun. Bu bolgede ikinci dereceden siirekli kismi tiirevleri
bulunan » fonksiyonu i¢in her bir z € ¢ olmak tizere

Vu=u,+u, =0

bicimindeki Laplace’s denklemi saglaniyorsa u fonksiyonu ¢ bolgesinde reel
harmonik fonksiyon olarak adlandirilir.

? ’de reel harmonik u ve v fonksiyonlar1 i¢in f:20 —>C, f=u+iv ifadesi 0
bolgesinde harmonik fonksiyon olarak adlandirilir.

Iki harmonik fonksiyonun toplami yine harmonik bir fonksiyondur. Bir harmonik
fonksiyonun bir sabitle ¢carpimi yine harmoniktir. Ancak iki harmonik fonksiyonun

carpimi veya bileskesi harmonik olmayabilir. £ harmonik bir fonksiyonise £ veya

— harmonik olmayabilir.

Ornek olarak
f=xy+i(x+y) ve g=x+y+ixy i¢in F+g=xy+x+y+i(x+y+xy) toplam
fonksiyonu Laplace’s denklemini sagladigindan harmoniktir. Ancak,

f.g=i [xz +y° + (x + y)z} carpim fonksiyonu harmonik olmaz. Ciinkii

Au=u, +u,=0 ve Av=v +v = 2()62 +y + 2) #0 c¢ikar. Yani Laplace’s

denklemi saglanmaz.

0 bolgesindeki bir f =u+iv fonksiyonunun her noktada tiirevi varsa bu fonksiyonun
© bolgesinde analitik oldugunu biliyoruz. Buradan

esitlikleri yazilabilir. Bu esitlikler Cauchy Riemann esitlikleri olarak adlandirilir. Bu
esitlikler tersine de dogrudur. Yani birinci kismi tiirevleri olan ve Cauchy Riemann
esitliklerini saglayan f =u +iv fonksiyonu bu ? bélgesinde analitiktir.

Cauchy-Riemann esitliklerinden, analitik olan tiim fonksiyonlarin harmonik de oldugu
goriilebilir. Ancak tersi her zaman dogru degildir. Yani harmonik fonksiyonlar analitik
olmak zorunda degildir.
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Ornegin; £ =x*—y* —i2xy fonksiyonu icin reel kisim u=x’>—y* ve sanal kisim
v =—2xydir.

Laplace’s denklemi saglandigindan f =u-+iv fonksiyonu kompleks diizlemde
harmoniktir. Ancak, u, =2xvev,=-2x oldugundan u #v, Cauchy-Riemann
denklemi saglanmaz. Dolayisiyla f =u+iv fonksiyonu kompleks diizlemde analitik
degildir.

Cauchy-Riemann esitliklerini saglayan (u,v) fonksiyonlar1 eslenik ikili olarak
adlandirilir. v, ’nun; —u ise v nin harmonik eslenigi olarak adlandirilir.

Konform doniistimler genellestirildigi zaman harmonik doniistimler elde edilir. Ancak
her harmonik doniisiim konformal degildir.

Ornek 3.1.2

w=az+ Pz+y, a # [ seklindeki afin doniisiimleri, bir harmonik dontisiimdiir,
ancak konformal degildir. Afin doniistimler kompleks diizlemi kendi tizerine resmeden
tek doniistimdiir.

Konformal olmayan harmonik doniisiimlere f(z)=2z+ % 7”7 Ornek verilebilir.

#»=2,3 degerleri i¢cin f(z) fonksiyonunun U birim diski altindaki goriintiileri
asagidaki sekilde gosterilmistir.

1
Sekil3.1 f(2)=z+ 5 77 doniisiimiiniin U birim diski altindaki goriintiisii
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1
Sekil3.2 f(z)=z+ ) 7’ déniisiimiiniin U birim diski altindaki goriintiisii

1936 senesinde H. Lewy, analitik f fonksiyonlarinin z’de yerel tinivalent olmasi
igin gerekli ve yeterli sartin J(z) # 0 olmasinin harmonik fonksiyonlar i¢in de gegerli

oldugunu ispatlamstir.

Analitik ve harmonik fonksiyonlar arasindaki bazi farkliliklari asagidaki sekilde
siralayabiliriz;

>

>

Analitik fonksiyonlar harmoniktir, fakat harmonik fonksiyonlar analitik
olmayabilir.
Analitik fonksiyonlar sinift A(?) bir cebirdir, fakat harmonik fonksiyonlar

sinift (%) bir cebir degildir

Analitik  fonksiyonlarin  smirdaki davramisi basittir, fakat harmonik
fonksiyonlarin sinirdaki davranist komplekstir.

Analitik  fonksiyonlar J (z)#0durumunda yon koruyandir. Harmonik

fonksiyonlar, J.(z) >0 durumunda y6n korur, J(z) <0 durumunda ise y6n
degistirir.

Analitik fonksiyonlar bileske altinda korunurlar, fakat harmonik fonksiyonlar
korunmazlar.

f fonksiyonu analitik ise f' veya f° analitiktir, fakat f fonksiyonu
harmonik ise f~' veya > fonksiyonlarinin harmonik olmas1 gerekmez.

Analitik fonksiyonlarda reel ve sanal kisimlar esleniktir, fakat harmonik
fonksiyonlarda reel ve sanal kisimlarin eslenik olmasi gerekmez.
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3.2 Harmonik Univalent Fonksiyonlar

Tanimm 3.2.1
Basit baglantili ¢ bolgesinde h ile g analitik fonksiyonlar ise harmonik f
fonksiyonu

f=h+g
biciminde ifade edilebilir. Bu ifade f ’in kanonik gosterimi olarak adlandirilir. Sabit
farkiyla bu ifade tek sekildedir. 4, f ’nin analitik, g ise f ’nin ko-analitik kismidir.
Analitik & ve g fonksiyonlar

he)=z+Y az ve g(z)=> bz (3.1)
=2 7=l
bi¢giminde seri a¢ilimlarina sahiptir.

Clunie ve Sheil-Small, iinivalent fonksiyonlarda yapilan tanim ve katsay1 tahminlerini
harmonik fonksiyonlara yorumlamislardir. 1984 senesinde Clunie ve Sheil-Small’in
yaptig1 arastirma ile bazi kisitlamalar altinda iinivalent fonksiyon siniflari i¢in yapilan

tahmin ve tanimlarin, harmonik fonksiyon siniflari i¢in de yapilabilecegi gosterilmistir.

Tanim 3.2.2
U daanalitik ve (3.1) ile gosterilen seri agilimlarina sahip 2 ve g fonksiyonlari i¢in

f =h+g bi¢imindeki yon koruyan harmonik tinivalent fonksiyonlarin simfi 7%
seklinde ifade edilir.

Eger g'(0) =0 ise f fonksiyonlarmin siifi % ile ifade edilir ve

JH cH
seklinde yazilabilir.

§ smifindaki birgok problemde ektrem rol oynayan Koebe fonksiyonuna benzer

sekilde, Clunie-Sheil Small tarafindan % smifi i¢in de harmonik Koebe fonksiyonu
tanimlanmaistir.

Tamim 3.2.3 (Harmonik Koebe Fonksiyonu)
h(0)=0 ve g(0)=0,
1

-2+ 2 Y
h(z):A ve g(z):u

(=)

olmak iizere X = h+ g fonksiyonu harmonik Koebe fonksiyonu olarak adlandirilir.

Asagidaki Sekil 3.3’de goriildiigii gibi X" =h+ g fonksiyonu, U birim diskini

harmonik olarak, —oo<f<—1] 6 seridi disindaki kompleks diizlemin tamamina
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resmeder. z=1 disindaki tim 7/ birim diskte, Vz degeri igin X (z) = —% cikar
(Clunie ve Sheil-Small, 1984).

Sekil 3.3 Harmonik Koebe Fonksiyonu

De Branges’in 1984 yilinda 69 senelik Bieberbach kestirimini kanitlamasiyla, J” ve
farkl1 alt siniflar1 icin elde edilen katsayi kestirimleri 2% ve %" smiflari igin de

yapilmaya baglamistir. Bu arastirmalarda Clunie ve Sheil-Small, bu genisletmenin J
sinifindaki tahminlere benzer olmadigini, ancak bu kestirimlerin uygun yorumlarla

yapilabilecegini ortaya koydular. J% ve J%°siniflarindaki katsay1 kestirimleri igin
caligmalar hala siirmektedir.

Teorem 3.2.4
J#° smifindaki tiim £ fonksiyonlari igin

1
|b2|£5

esitsizligi saglanir. f € %% olmasi durumunda ise

|b,| <1
olur.
Teorem 3.2.5
fed? ise
lay| < 2% 1 257,05

V27

esitsizligi saglanir (Sheil-Small, 1990).
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Teorem 3.2.6
feJ#’ ise
1|

F2)= ;
4 (1+]4l)

bi¢imindedir. Her f € J%° i¢in {a) e C:|o| < 1/6} £ () olur.

Kestirim 3.2.7
Her f € J%° fonksiyonu igin

{weC:|w|<1/6}c f(U)
ifadesi dogrudur (Sheil-Small, 1990).

Bununla birlikte Sheil-Small 1990 yilinda J%° smifi i¢in Bieberbach kestirimini
asagidaki sekilde tahmin etmistir.

Kestirim 3.2.8
f =h+g eJs#” fonksiyonu i¢in

b”

Ha”|— <y »=2,3..

|a”|s%(z”+1)(”+1)

b}ﬂ

Sé(2;¢—l)(/¢—l)

esitsizlikleri saglanir. Yukaridaki esitsizliklerin esit olma durumu harmonik Koebe
fonksiyonu i¢in saglanir.

Kestirim 3.2.8 daha sonraki yillarda Sheil-Small tarafindan gelistirilmis ve asagidaki
kestirim ortaya ¢ikmistir.

Kestirim 3.2.9
fle)=z+ Za”z” + Za—/” e J% ise |#|=2,3,... olmak iizere
n=2

7=l
2,7 +1
3

ja | <

esitsizligi saglanir.

Giiniimiizde hala &% ve %" smiflari igin katsay1 tahminleri ile ilgili arastirmalar

. 1 C ..
devam etmektedir. Bu aragtirmalarda |b,|< 3 kesin iist siir1 bulunmustur. |a,| i¢in

|a2| <12,173 esitsizligi bulunmug ancak kesin bir iist sinir hesaplanamamagtir.
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Tamm 3.2.10 (Harmonik Yildizil Fonksiyonlar)
U birim diskini orijine gore yildizil bir bolgeye goriintileyen f e % fonksiyonu

harmonik yildiz1l fonksiyon olarak adlandirilir ve bu fonksiyonlarin simifi J% " ile
sembolize edilir.

S smifl, z=re,zeU, 0<O<27 ve 0<,<1 olmak iizere

fed# < a%(argf(/ew» >0

bi¢iminde ifade edilir.

£, analitik fonksiyon ise bu sart

‘Re{w}>0, zelU
f(2)

biciminde de yazilabilir.

Teorem 3.2.11
Her f € % harmonik yildizil fonksiyonlari igin

la,|-Ip,||<» n=2.3...

|a”| Sé(2ﬁ+1)(/7+1)

b”

g%(zﬂ_l)(ﬁ_l)

esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizlikler kesindir (Sheil-Small, 1984).

Sonug 3.2.12
f € % sifindaki harmonik yildizil fonksiyonlarin katsayilari

|a”|s%(2”2+1)

b,|< %(2/ +1) #=23..

esitsizliklerini saglar. Bu esitsizlikler kesindir.

Sonug 3.2.13
Her f e % fonksiyonu igin
f ()] <

1 3477
)
ifadesi saglanir ve bu esitsizlik kesindir. Esit olma durumu ise harmonik Koebe
fonksiyonu i¢in dogrudur.

|z|=/<1
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Tamim 3.2.14 (Harmonik Konveks Fonksiyonlar)
U birim diskini konveks bir bolgeye goriintiileyen f € S%  fonksiyonu harmonik

konveks fonksiyon olarak adlandirilir ve bu fonksiyonlarin sinifi X% ile sembolize
edilir.

Harmonik konveks fonksiyon, z= r¢?, 0<60<27 ve 0<,<1 olmak iizere

0 0 i0
seklinde ifade edilebilir.

£, analitik fonksiyon ise bu sart

“Re(l+ Zf,"(z)] >0, zeU
f'(2)

biciminde de yazilabilir.

Klasik Koebe 1/4 teoremi U birim diskte {inivalent ve analitik her

f(2)=z+az" +...

fonksiyonu i¢in; f (/) gorintiisiiniin |a)| <i diskinin tamamini kapsadigini sdyler.

Koebe fonksiyonunun, U birim diskini konform sekilde, @ = iJr—Z doniisiimii altinda
—Z

—1/4°den oo’a kadar yarik dogru harig tiim kompleks diizleme doniistiirmesinden ve

|a”| <, 7=2,3,4,.. esitsizliginden, f fonksiyonunun deger kiimesinin konveks

oldugu sonucuna varilabilir. X, U birim diskini konformal olarak bir konveks
bolgeye doniistiren f(z)=z+a,z”+... seklindeki fonksiyonlarin smifi olsun.

Vf € X fonksiyonunun deger kiimesi || <% diskini kapsar. Katsayilari i¢in |a”| <1

sinir1 saglanir.

z
1-2

=z+zz+z3+...

/(2)=

seklinde tanimlanan /'(z), U birim diskini Re{w} > —% yar1 diizlemine konform

olarak goriintiiler. Bu durumu konveks harmonik fonksiyonlara da genisletebiliriz.
A7 smifi, U birim diskini konveks bolgeye goriintileyen f =h+g harmonik
doniistimlerden meydana gelir. Bu doniigiimler yon koruyan ve bu doniisiimler igin
J ;(£) >0 oldugundan |g'(0)| <|n'(0)| =1 dir.

Konveksligi koruyan

w-ho ,
p(w)=——7, b, = g'(0)

1-|b,
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yon koruyan afin doniisiimii ile f =h+g € &% fonksiyonunu bir araya getirerek
g'(0) =0 sartina ulasilabilir. Buradaki sonuglar ile X% sinifina ulasilir. Boylece,

fex%’ simfinda olmasi £ fonksiyonunun, U birim diski iinivalent olarak
konveks bolgeye doniistiirmesi ve

hz)=z+a,z" +..

ve g(2)=b,z"+b +..
seklindeki analitik fonksiyonlar oldugu anlamina gelir.

fex# dan f,=(pof)e X% ’a olan fonksiyon f=f£,+bf, ile tersine
cevrilebilir.

Teorem 3.2.15

Vf e &% fonksiyonu f(%) deger bolgesindeki || <% diskinin tamamini kapsar.

Teorem 3.2.16
Her bir f € %" fonksiyonunun katsay1lar
o< <22 e <t #=2.3..
2 2

kesin esitsizliklerini saglar. Esitlik durumu

f(z)=me{ d }+iIm £ _
1-=2 (1—2)

icin saglanir (Clunie ve Sheil-Small, 1990).

Sekil 3.4 £’(z) fonksiyonunun U birim diski altindaki goriintiisii
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Sonuc¢ 3.2.17
f € X% fonksiyonunun katsayilar1 »=2,3,... olmak iizere

veE

esitsizliklerini saglar.

Tamim 3.2.18 (Konvekse Yakin Harmonik Fonksiyon)
U birim diskini konvekse yakin bir bolgeye goriintiiliyen f e J’%  fonksiyonu

konvekse yakin harmonik fonksiyon olarak adlandirilir ve bu fonksiyonlarin sinifi
CH ile sembolize edilir.

Teorem 3.2.19
felH ve »=2,3,.. igin
|a <2/¢2+1
73
ve
|b < 2,7% +1
73

esitsizlikleri saglanir. Esitlik durumu
£(z)=2iIm 3z
3(1

fonksiyonu i¢in saglanir.

Asagidaki yardimc1 teorem Alexander teoreminin harmonik doéniisiimlere kismen
genislemesidir. Harmonik konveks ve harmonik yildizil dontisiimler arasindakai iliskiyi
belirtir.

Yardimeci Teorem 3.2.20
f=h+g eJ%",olmak lizere; H ve G analitik fonksiyonlari i¢in
zH'(z2) = h(z), 2G'(z)=—g(z), H(0)=0 ve G(0)=0

sartlar1 saglaniyor ise F=H +G e &% dir ( Sheil-Small, 1990).

Bu teoremin tersi saglanmadigindan harmonik dontisiimlerde, Alexander teoremini
tam olarak genellestiremeyiz.
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Tanim 3.2.21 (« -Mertebeli Yildizil Harmonik Fonksiyonlar)
0<a<1 ve |z|=r<1 olmak iizere

%(argf(rei‘g)) >«

esitsizligini saglayan f =h-+g fonksiyonlar1 o -mertebeli yildizil harmonik
fonksiyon olarak adlandirilir ve J%# () ile gosterilir. Ayrica

SH (@) cIH ve SH(0)=9H"
ifadelerinin yazilabilecegi agiktir.

0

hz)=z-)

7=2

a

a |z

a

ve

5@ =>b

fonksiyonlart i¢in f =h+ g € J%% " (o) fonksiyon smifi 7% («) ile sembolize edilir.

Tanim 3.2.22 ( « -Mertebeli Konveks Harmonik Fonksiyonlar)
0<a<1 ve |g|=r<1 olmak iizere

%{arg(% arg f (/eig)j} >q

esitsizligini saglayan f=h+g fonksiyonlar1 o -mertebeli konveks harmonik
fonksiyon olarak adlandirilir ve X% (o) ile gosterilir. Ayrica X% (0) = X% oldugu
aciktir.

3.3 »-Kath Harmonik Fonksiyonlar

Teorem 3.3.1 (Argument Prensibi)
f fonksiyonu 77 Jordan bolgesinde I' ile sinirh ve 0 bolgesinde stirekli harmonik
bir fonksiyon olsun. [' iizerinde f(z)#0 ve f fonksiyonunun ayrik sifirlari
olmadigin1 varsayalim. Ayrica f fonksiyonunun ¢ boélgesindeki sifirlarmimn
mertebeleri toplamt @ olsun. z, I' lizerinde gezerken; A arg(f(z))ifadesi, f(z)
‘nin argiimentindeki degisimi olmak iizere

A arg(£(2)) = 270
olur.

Tamm 3.3.2
m 21 dogal say1 ve U birim diskte yon koruyan olmak iizere

fle)=2"+ iawm,lz”*”’*‘ - ibw,lz”*””, b,|<1 (32
n=2 7=l
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seklindeki tiim ¢ok degerli harmonik ya da s~ -katl harmonik f =h+ g bigimindeki

fonksiyonlar siifi # () ile gosterilir.

Tamm 3.3.3
U birim diskinin »2>1 tam sayist i¢in # () fonksiyonu altindaki £(U)

gorlntiisiinli konveks bir bolge iizerine doniistiiren bu fonksiyonlarin sinifi », -kath

harmonik konveks fonksiyon sinifi olarak adlandirilir. Bu fonksiyonlarm smifi

KA (m) ile sembolize edilir.

h ve g fonksiyonlar1 (3.2) esitliginde verilen fonksiyonlar, z = ¢, 0<0 <2z ve

0<»<1olsun. f =h+g eX# (m) olmasi igin

%{arg(% arg £ (re” )j} >0 (3.3)

ifadesinin saglanmasi yeterli ve gereklidir (Clunie ve Sheil-Small, 1984).

n A\

(3.3) esitsizliginin sag tarafindaki “0” yerine "a" (0<a<l1) alindiginda o -
mertebeli »7-katli harmonik konveks fonksiyonlar sinifi elde edilir. Bu smf

Y (w,a) ile sembolize edilir. Buradan
A (1, 0) =R

oldugu agiktir.

Tanim 3.3.4
m 21 olmak tizere, U birim diskini orijine gore yildizil bir bolgeye goriintiiliiyen
fe#x (w) fonksiyonu 7 -kath harmonik yildizil fonksiyon sinifi olarak adlandirilir

ve bu smif kisaca J% () ile sembolize edilir.

h ve g fonksiyonlar1 (3.2) esitliginde verilen fonksiyonlar, z=re", 0<0 <2z ve
0<,<1olsun. f =h+geJ% (») olmasi igin

%(argf(/ﬂei‘g)) >0 (3.4)

esitsizliginin saglanmasi yeterli ve gereklidir ( Sheil-Small, 1990).

(3.4) esitsizliginin sag tarafindaki “0” yerine "a" (0<a<l1) alindiginda o -

mertebeli 1 -katli harmonik yildizil fonksiyon smifi elde edilir ve J%# (w,a) ile

sembolize edilir. Bu tanimdan

33



I (1,0)=9#"

yazilabilir.

3.4 Subordinasyon Prensibi

Kompleks kalkiiliisde onemli bir yere sahip subordinasyon prensibi; Schwarz
fonksiyonunun genellestirilmesi ile elde edilir. Subordinasyon prensibi geometrik
fonksiyonlar teorisinde bir ¢ok Onemli sonucun kanitlanmasina onemli katkilar
saglamistir. Bu kavram ilk kez 1909 yilinda Lindelof tarafindan kullanilmistir. Daha
sonraki donemlerde Littlewood (1925) ile Rogosinski (1943) onemli arastirmalar
yaparak subordinasyon prensibinin temel bagintilarini ortaya g¢ikarmiglardir. Son
donemlerde bir¢ok arastirmaci subordinasyon kavramini i¢eren ¢alismalar yapmustir.
Maksimum prensibinin basit ama 6nemli sonuglarindan biri Schwarz lemmasidir.

f@)

z

ifadesine maksimum prensibi uygulanirsa Schwarz lemmas: elde edilir.

Schwarz lemmas1 basit baglantili bolgelerde ekstremal fonksiyon problemlerinin

¢Oziimiinde kullanilir.

Tanim 3.4.1 (Schwarz Lemmasi)

o fonksiyonu, U birim diskinde analitik ve ®(0)=0 olmak iizere |a)(z)| <1 sart1
saglantyorsa |a)’(0)| <1 ve |a)(z)| <z olur. Esitlik durumu yalmzca f€ll ve

a(z) = ¢z fonksiyonu i¢in saglanir.
U birim diskte Schwarz lemmas1 sartina uyan fonksiyon Schwarz fonksiyonu olarak

adlandirilir (Ponnusamy ve Silverman, 2006).

Teorem 3.4.2 (Subordinasyon Prensibi)
U birim diskte g fonksiyonu iinivalent ve analitik, f fonksiyonu da analitik olmak
lizere f < g olmasi i¢in yeterli ve gerekli kosul
f(2)=s(e(2)
sartini saglayan bir @ Schwarz fonksiyonu olmasidir. Bu durumda £ fonksiyonu g

fonksiyonuna subordinedir denir. Bu ifade f < g seklinde gosterilir.
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Bu teoremde en O6nemli durum, subordine olunan g fonksiyonunun {inivalent
olmasidir. Bu durumda
f=<g= £(0)=¢(0) ve f(U)cg ()

Onermesi saglanir.

Subordinasyon prensibinde temel amag, Ozelliklerini bilmedigimiz bir fonksiyonu

arastirabilmektir.

Pozitif kismi reel olan tiim fonksiyonlar g(z):ijL—z fonksiyonuna subordinedir.
—Zz

Asagidaki Sekil 3.5’de f(z)=1+z fonkiyonunun g fonksiyonuyla subordinasyon

iligkisi gosterilmistir.

Sekil 3.5 f(z) < g(2) Subordinasyonu

Tanim 3.4.3

U birim diskte f harmonik iinivalent fonksiyon olmak iizere f(z)=g(w(z))

bigiminde a)(O) =0 ve |a)(z)| <1 kosullarin1 gergeklestiren {inivalent ve analitik bir
@ Schwarz fonksiyonu mevcutsa f fonksiyonu g fonksiyonuna subordinedir denir.
Bu tanim, harmonik fonksiyonlar bileske isleminde korunmadig: i¢in ancak a)(z)

analitik bir fonksiyon oldugunda tanimlidir. Analitik fonksiyonlar i¢in saglayan
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f(u)ycg(u)=f=zg
Oonermesi harmonik fonksiyonlarda saglamaz (Miller ve Mocanu, 1981).

3.5 Hadamard Carpim (Konvoliisyon)

Konvoliisyon, matematikte iki fonksiyon tizerinden ( f ve g) lglincii bir fonksiyon
( f * g) tiretme islemidir. Konvoliisyon ifadesi hem sonug¢ fonksiyonu olur hem de

sonucu hesaplama siirecini aciklar. Biri y ekseni etrafinda yansitildiktan ve

kaydirildiktan sonra iki fonksiyonun ¢arpiminin integrali olarak tanimlanir. Grafiksel
olarak, bir fonksiyonun seklinin digeri tarafindan nasil degistirildigini ifade eder.
Konvoliisyon; olasilik, istatistik, sinyal isleme, goriintii isleme, jeofizik, miithendislik,

fizik ve bilgisayar bilimi gibi bir¢cok alanda kullanilmaktadir.

Geometrik fonksiyonlar teorsinde konvoliisyon ile iinivalent ya da harmonik
fonksiyonlar olusturulabilir. Konvoliisyon ile sonu¢ fonksiyonunun {inivalent ya da

harmonik olmas1 garanti edilir.

Geometrik fonksiyonlar teorisinde konvoliisyon ile ilgili ilk caligmalar 1958 senesinde

Polya ve Schoenberg tarafindan yapilmistir. Polya ve Schoenberg calismalarinda f
ve g fonksiyonlarinin (f *g) fonksiyonunda konveks oldugunu 6ne siirmiislerdir.

Suffridge, bu konviilosyonun tinivalent oldugunu ispatlamistir. Ruscheweyh ve Sheil-

Small 1973 senesinde, Polya ve Schoenberg’in bu ¢alismasini ispatlamiglardir.

Tanim 3.5.5 (Analitik Fonksiyonlarin Hadamard Carpimi)

fj (2)=2z+ Za 27 j=L2 biciminde tanimlanan iki analitik fonksiyonun
»=1

konviilosyonu

f()xf(2)=z+ Zalﬁazﬁz”
=2

seklinde tanimlanir. Bu tanimla konvoliisyon adi ¢garpma isleminin 6zelliklerini saglar.

36



f(2) :—iz konvoliisyon isleminde etkisiz (birim) elemandir. Tiim fonksiyonlarin

f(z) fonksiyonu ile konvoliisyonu kendisine esittir.

Tamm 3.5.5 (Harmonik Fonksiyonlarin Hadamard Carpimi)

fj(z) = z+iajﬁz” +Zw:bj”z”
=2 =

bi¢ciminde tanimlanan iki harmonik fonksiyonun Hadamard ¢arpimi

fi(2)*f,(2) = Jc fz zal a, £ +Zb

seklinde tanimlanir.

Tamm 3.5.6
f..f, € #(m) fonksiyonlari igin

f( (e)=2"+ Zaé’”w_lz“’”fl + Zb(,wm_lz”*”’*l , £=12
»=2

»=l1

Hadamard ¢arpimi

o0 o0
. m n+m—1 n+m—1
(fl * f2 ) (Z) =z + z al,szrmflaZ,”erflZ + Zbl,n+mflb2,ﬂ+mflz
»=2

»=l1

bi¢iminde tanimlanir (Goodman, 1983).

3.6 Salagean Operatorii
1983 yilinda Salagean doktora tezinde Salagean operatoriinii tanimlamistir. Daha
sonra bir¢ok aragtirmaci bu operatdrii kullanarak farkli parametrelerle yeni operatorler

tanimlamis ve bunlarin yardimiyla yeni teorem ve sonuglar bulmugslardir.

Tanim 3.6.1

Analitik bir f fonksiyonunun Salagean operatorii

Df(z)=F(2)
D'f(z)=zf'(2)
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D'f(2) = D(Df (1)) = D(f () = o (1) + £ ()

D' f(2)=D(Df),  p=12..(mel)

olmak lzere
J‘)%f(z) =z+ Z//a”z”
n=2

bi¢iminde tanimlanmuistir.

2002 yilinda Jahangiri ve ark. f=h+g eJ’% i¢cin modifiye edilmis Salagean

operatorinu
ﬁ(h(z) =z+ Z//a”z” ve Lﬁ(g(z) = Z//b”z”
=2 7=l

olmak tizere
D f(2) =D h(2)+ (1) D g(2)

bi¢iminde tanimlamiglardir.

h ve g, (3.2) de verilen ¢ok degiskenli harmonik fonksiyonlar olmak iizere
f € % (») fonksiyonunun Salagean operatorii benzer bicimde
o nam—1Y\
Dfh(z)=2z7" + Z(—j a,, """
7n=2 m

ve

- IV
D/(g(z) = Z( A 1} b)ermfl’g,H-m_1

”

»=1

olmak tizere
D f(2)=D'h(2)+(-1)’ Dig(2);  m>A

bi¢iminde yazmak miimkiindiir.
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3.7 q -Benzer

Evrende meydana gelen olaylar siirekli ve kesikli olarak iki sekilde incelenebilir. Sesin
yayilmasi, 15181n yayilmasi, niifus degisimi, serbest diisme gibi olaylar siirekli olaylar
iken; canlilarin liremesi, dogal afetler gibi olaylar ise kesiklidir. Siirekli olaylar
matematik ile modellestirildiginde farkl tiirlerde diferansiyel denklemler elde edilir.
Bu denklemler siirekli kalkiiliisiin temel teorisinde limit, tiirev ve integral yardimiyla
incelenir. Kesikli olaylarin modellemesinde ise, fark denklemleri olusur. Iste bu fark
denklemlerini olusturmak i¢in kesikli kalkiiliise ihtiyag¢ vardir. Kesikli kalkiiliis diger

adiyla quantum kalkiilisti, kisaca ¢-kalkilis adiyla limitsiz kalkiilis olarak da
tanimlanir.  ¢- kalkilisin temelleri 400 yil oncesine Leonhard Euler’e kadar
uzanmaktadir. Ancak modern anlamda ¢ - kalkilisin baslangict 1910 yilinda John
Jackson’mn ¢ -tiirev ve ¢ -integrali tanimladig1 ¢alismalaridir. Son yillarda ¢ - kalkilis

bircok alanda kullanilmigtir. Matematikte kombinatorik, sayilar teorisi, ortogonal
polinomlar, 6zel fonksiyonlar, Lie cebirleri gibi daha bir¢ok alanin yani sira; fizikte,
kuantum mekanigi, kuantum fizigi, genel rolativite, sicim teorisi, kuantum

kromodinamigi, molekiiler ve niikleer spektroskopi gibi bir¢ok alanda ¢- kalkiilis
yogun bi¢imde kullanilmaktadir. Ayrica - kalkilis, bilgisayar bilimleri gibi bazi

uygulamali alanlarda da genis bir kullanim alanina sahiptir.

Kisaca kalkiiliisden, ¢ - kalkilise ge¢isi ve tanimlari inceleyelim;

f fonksiyonu siirekli ve z — z, iken

f(z)_f(zo) (3.5)

Z—Z,
ifadesinin limiti f fonksiyonunun z =z, noktasindaki tiirevi olarak adlandirilir.
(3.5) ifadesinde ¢ #1 ve h# 0 sabit olmak iizere z = ¢z, yada z =z, +h yazildiginda
bu ifadenin limiti alinmaz ise q- kalkiiliis ve £ - kalkiiliis alanina geg¢is yapmis oluruz.

Buna gére z = ¢4z, icin (3.5) ifadesi

F(gz0)~ F(z)

D f(z,) = 4D
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biciminde yazilir. Bu ifade # 'nin q—tiirevi ya da tlirevinin q-benzeri olarak

adlandirilir.

Eger f fonksiyonu siirekli ve (3.5) ile verilen ifadenin limiti varsa

5ig3gf<zo)=£g%@f<zo>=‘;—fzz ()
elde edilir. q- kalkiiliisiin gelismesi ile yeni bir¢ok onemli kavram ve sonuclara
ulastlmistir.
Ornek  olarak; f,(2) =(z-2z, ): fonksiyonunun ¢ -tirevi,  £(z) =(z-2)
fonksiyonunun kalkiiliisdeki adi tiirevi gibi davranir.

fq (£)=(z-2, ): fonksiyonunun ¢ -binom agilimimin incelenmesi sonucu

(z— 2, ); = (z - 20)(2 —720)(2—7230)...(2 i 7”7130)
bulunur. z=1 igin £, (D =(1-2, ): ifadesi kombinasyonda énemli bir role sahiptir.

Bu ifade (zo;q) seklinde gosterilir.

q-Taylor ifadesi 18. ve 19. yiizyillarda matematikte onemli birgok kavrami
icermektedir. ¢ -listel fonksiyonlar ile Euler 6zdeslikleri, Gauss 7-Binom formiili, q

-Hipergeometrik fonksiyonlar i¢in Heine formiilii bunlardan bazilaridir. Gauss

formiilii biitiin 6nemli q -binom katsayilarinin kaynagidir. Euler 6zdeslikleriyle Jacobi

ticlii carpim 6zdesligi, Heine formiilii ile de Ramanujan ¢arpim formiilii elde edilebilir.

1991 yilinda R. Chakrabarti ve R. Jagannathan yaptiklari ¢alismada g -benzerine
benzer sekilde iki parametre ile ( [ 4;) -benzeri tanmitmiglardir. Burban ve Klimyk ise
1992 yilinda (p,zi) -tlirev, (ﬁr‘i) -integrali ve (p,zi) -hipergeometrik serileri

tanimlamislardir. Bunun devaminda bir¢ok arastirmaci matematik, fizik ve bilgisayar

biliminde, q—kalkiih'ise paralel olarak (p9) -kalkiiliis ile ilgili yeni calismalar

gerceklestirmislerdir.
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Tanim 3.7.1

» € N" olmak lizere

I-¢ 2 -1
[;7]7 =ﬁ:1+7+7 +otyg

ifadesine bir » sayisinin ¢ -benzeri denir. Bu ifade [/7,7:| veya [”]7 seklinde gosterilir

(Kac ve Cheung 2002).

Bu ifade ¢-analog veya 4 -genislemesi olarak da adlandirilmaktadur.

¢ —1 oldugunda [;7]7 — »olur.

Yukaridaki tanimda »~ yerine sirasiyla 0 ve 1 yazildiginda [0]7 =0 ve [1]q =1 oldugu

goriilmektedir.

l_ 2
»=2 i¢in [2]7 :1—‘/:1+7 cikar.
)

1—73
=3 i¢gin [3] =—— =1+4+4" ¢ikar.
#=3 igin [3] =—— , e
Yukaridaki ifadelerde 4 — 1 oldugunda [2] [ =2ve [3] , =3 oldugu gorilmektedir.

q-benzeri ifadesini herhangi reel veya kompleks o sayisi i¢in de tanimlamak

mumkindiir.

Herhangi bir o sayisinin ¢ -benzeri

q" 1

[a] =

_F

seklinde tanimlanir. Bu esitlikte [“]q ifadesi o — 0igin

[o0] = 1 seklinde tanimlanur.

1=
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Tanim 3.7.2
» € N" olmak tizere
1 7=0
)= {[”].[”-1]...[2].[1] WeN,
ifadesine #! in q—benzeri denir.
g~ ligin lim[ ] 1= ! gikar.

[f—)l

Tanim 3.7.3 ([/ -Binom Katsayisi)

7 . .
r€N ve [ ] binom katsayist olmak iizere;
7

ifadesine 4 -binom katsayisinin ¢ -benzeri denir. Yukaridaki ifadede # — 1 durumu

7 . T .
[ j binom katsayisina indirgenir.
7

Tanim 3.7.4 (7 -Diferansiyel)

Bir f fonksiyonunun q -diferansiyeli asagidaki sekilde tanimlanir.
d f(z)=f() - F(2)

Tanim 3.7.5 (c/ -Tiirev)

Bir f fonksiyonunun q-tﬁrevi asagidaki sekilde tanimlanir.

f-fQ)
ﬁqf(Z)_(q——l)z’ z#0

z=0 noktas1 i¢in f fonksiyonunun q -tiirevi f'(#) olarak tanimlanir (Kac ve

Cheung 2002).

diferansiyellenebilir fonksiyonu i¢in ¢ —1 iken
y y q

lim B f (2) = df @ _ g,
g1 dz
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olur.

Ayrica f € A olmak iizere, ¢ € (0,1)

,ﬁff(z) =1+ ;[/ﬂ]fayzﬂ—l

seklinde de yazilabilir. f € 7 fonksiyonunun 2. mertebeden tiirevi ise

o0

2 [/7]7 [}7 - l]q az"’

B =1 (85 )=

n

seklinde yazilabilir.

Ornek olarak; g(z)=z" olsun. g’ kalkiiliisdeki adi tiirevi gdstermek iizere,
B(s@)=2(')=[+], ="' = g'Ca)
klasik kalkiiliisdeki » € N" sayist ile 4 - kalkiilisdeki [/?]7 sayisinin limiti s6z konusu

oldugunda ayni rolii oynadig1 goriilmektedir.

Tanim 3.7.6

Yiiksek mertebeden g -tiirev, ,ﬁf [ f (z)] seklinde gosterilir.
£# =0 icin rﬁlfo [f(z)] = f(z) dir.
£ nin sonraki degerleri i¢in ,ﬁf [f(2)]= ﬂf - [,ﬁq f (z)} esitligi saglanir.

Herhangi bir f fonksiyonunun 4 . mertebeden tiirevi

D [F@]=(g-1) 5 7(5)241{/{} (—D”q(g)f (¢72),  {y7z #=002.4)

»=0| 7 g

seklinde hesaplanabilir.

Tanim 3.7.7

(x —c)" nin 4 -benzeri

. 1 ;7=0
(x—c)q _{(xc)(x7c)(x720)...(xz/”lc) i >1

seklinde tanimlanir. z=1 alindiginda asagidaki ifade elde edilir:
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Tamm 3.7.8 (c/ -Taylor ac¢ilimi)

(s,t) araliginda f siirekli bir fonksiyon ve ce[s,t] olsun. f fonksiyonunun .

dereceden 4 -Taylor agilim1 asagidaki sekilde tanimlanir:

(=0);

7],

f) =35 )
=0

(Kac ve Cheung 2002).

Tanim 3.7.9

e* fonksiyonunun g -Taylor acilimi, asagida verildigi gibi iki sekilde

gosterilmektedir.
“ = 2 [::L !
Tanim 3.7.10

U birim diskte yerel tinivalent ve yon koruyan f =h+g fonksiyonu i¢in 0 <4 <1

ve z € U olmak lizere w, ikinci dilatasyonu

Dg(2)
ﬁqh(z)

<1

‘w‘/(z)‘ -

esitsizligini saglarsa z;-harmonik olarak adlandirilir ve A, ile gosterilir. S sinifi

icin ¢ —>1"ise % smufi elde edilir.
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Tamim 3.7.11
f =h+g fonksiyonu i¢in

W) =z-Ya " ve g(2)=(-1)

n=2 7=2

b}ﬂ

27 (3.6)

seklindeki SH fonksiyonlarin alt sinifi m; ile gosterilir.

3.8 ( p 7) -Benzer
Tanim 3.8.1

7€ N* olmak lizere

I R SR
[”]ﬂfﬁ_;ﬁ 9

ifadesine bir » sayismn (p,¢)-benzeri denir. [”]/‘q seklinde gosterilir. Bu ifade
(p.q)—analog olarak da adlandiriimaktadir. Tanimdan ;1_1)111 ;1_{111 [#] =7 oldugu
aciktir (Sadjang, 2013).

[O]M =0ve [1]M =1 oldugu goriilmektedir.

Tanim 3.8.2

» € N" olmak {izere

‘ 1 7=0
[”]M = {[”]m [7- l]m ...[Z]M '[l]m el

ifadesine ~!in ( Pq )-benzeri denir (Sadjang, 2013).

Tanim 3.8.3

7€N ve L”

J Binom katsayis1 olmak iizere;
7

o), [][[]] i

ifadesine ( ﬁr‘i) -Binom katsayisinin ( p 7) -benzeri denir.
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Tablo 3.1 ( [ zi) -Binom katsayisinin ilk degerleri

nr |1 2 3
1 1
2 | prpyer Y AT s

3|\ o+ | (P +9?) | Ao+ g

Tanim 3.8.4
f fonksiyonunun ( /7,7) -diferansiyeli

d, f(2)=F(pr)-F(ge)

bigiminde tanimlanir.

Tanim 3.8.5

f fonksiyonunun ( p,z;) -tiirevi

4.5 £y -F@)
d e (/J — c;)z

B, f(2)=

biciminde tanimlanir (Sadjang, 2013).

z=0 noktas1 igin f fonksiyonunun ( /J,q) -tiirevi f'(z) olarak tanimlanur.

pe (0,1) ve g€ (0,1) olmak tizere f(z)=z+ Zaﬂz” fonksiyonun 1. tiirevi

=2
S 7—1
ﬂmf(z) =1+ ; [”]p([f az
seklinde bulunur.

f(z)=z+ Z a,z” fonksiyonun 2. tiirevi ise
»=2

cﬁ;{’j’-(z) = ﬂm (@qf(z)) = Z [/7]M [/7 — 1]M az"’

7=2

seklinde yazilabilir. Daha yiliksek mertebeden tiirevler de benzer sekilde bulanabilir.
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Tanim 3.8.6

f. (w,») arah@inda sirekli fonksiyon olsun. ce[»,»| noktasmda f

fonksiyonunun » . dereceden ( £q) -Taylor acilim1 asagidaki sekilde tanimlanir:

: (z=0),
f() :;’ﬁ/""f@ﬁ
1

(Sadjang, 2013).

Tanim 3.8.7

e" fonksiyonunun (p,¢) -Taylor agilim1 asagidaki sekilde gosterilmektedir.

-
er =D

7»=0 [/7]/}’7 !

Tanim 3.8.8

f=h+g, U birim diskte yerel Gnivalent ve yon koruyan bir fonksiyon 0< ¢ <1,

0< p<1 ve zeU olmak iizere @ ., ikinci dilatasyonu

B89 _

‘COM(Z)‘ - ﬁmh(z)

esitsizligini saglarsa (p,¢) -harmonik olarak adlandirilir ve N ile gosterilir. S,

siufi igin £ —> I ve 7= I' ise J7% smifi elde edilir.

3.9 Poisson Dagilimi

Poisson dagilimi, belirli bir sayida olaymn belirli bir zaman diliminde meydana gelme
olasiligini 6lgen ayrik bir dagilimdir. Poisson dagilimi, Poisson siire¢lerinin dagilimin
temsil eder ve aslinda Binom dagiliminin smirlayict bir durumudur. Poisson
dagiliminda siire¢te meydana gelen olaylar bagimsizdir. Yani bir olay, baska bir olayin
gerceklesme ihtimalini etkilemez. Siire¢ igerisinde meydana gelen olay sayisi
bilinmektedir. Ayrica ayni anda iki olay meydana gelmez. Poisson dagilimi aralikli
olarak 0, 1, 2, 3... defada gergeklesen olaylarin zaman, mekén, hacim ya da alanda
sabit bir ihtimal ile gerceklesme seklini alir. Poisson dagilimina su ornekleri
verebiliriz; 1 saat icinde bir kum ocagina gelen kamyon sayisi, her 1 saatte bir ¢agri
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https://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Poisson_s%C3%BCreci&action=edit&redlink=1

merkezine ulagan arama sayisi, iki saat igerisinde bir web sayfasina yapilan baglanti
say1sl, bir benzinlikten bir saatte yakit alan tasit sayis1 gibi.

Ayrica finansta, Poisson dagilimi, piyasaya girilen yeni alig veya satig emirlerinin
gelisini veya belirli ticaret yerlerinde emirlerin beklenen gelisini modellemek igin
kullanilabilir. Bu durumlarda, Poisson dagilimi, beklenen siparislerin varis oranlari
etrafindaki gliven sinirlarini ¢evreleyen beklentileri saglamak i¢in kullanilir. Poisson
dagilimlari, akilli siparis yonlendiricileri ve algoritmik ticaret i¢in ¢ok kullanighdir. Is
adamlar1, isin gelecegini, biiylimesini ve isin bozulmasini tahmin etmek icin
kullanirlar. Poisson dagilimi, biyolojide 6zellikle belirli bir siire sonra mutasyondaki

yavru sayisint tahmin etmek i¢in kullanilir.

# €N olmak tizere bir olaym »=0,1,2,3...sayida meydana gelme olasiligi, » olayin
ortalama gerceklesme sayis1 olmak iizere

P(n,r) = re”

n!

seklindedir. » farkli degerleri i¢in Poisson dagiliminin degerleri asagidaki Sekil
3.4’de goriilmektedir. » degeri biiyiidiikce genislik artmaktadir.

0.18
0.16
0.14
0.12

0.1
0.08
0.06
0.04

L IYII"lTIIIY]IYI]YYIIYIYTIITII

0.02

0 10 20 30 40 50

Sekil 3.6 Farkli » degerleri igin Poisson dagilimimin degerleri

Poisson dagilimi bilgisayar bilimleri, istatistik, miihendislik, biyoloji, fizik, ekonomi,
saglik gibi bir¢ok alanda kullanilmaktadir. Poisson dagiliminin farkli alanlardaki
kullanimina asagidaki 6rnegi verebiliriz.
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Ornek

Batman caymda 50 yilda 1 sel baskini meydana gelmektedir. Poisson dagilimi ile
7»=1,2,3,4,5,6 sel baskint meydana gelme olasiliklarini inceleyelim.

50 yilda meydana gelen sel baskini ortalamasi 1 yani »=1 dir.

-7

r'e

P(SO vil icerisinde » tane sel baskmz) =
n!

0 -1

P(SO yil icerisinde O tane sel basklm) ¢

~ (0,368

1 -1

P(SO vil igerisinde 1 tane sel basklnl) = % ~ 0,368

2 -1

P(SO vil icerisinde 2 tane sel basklm) ¢

~ 0,184

Tablo 3.2 # degerleri i¢in sel felakatenin gergeklesme olasiliklart

7| 50 yil igerisinde » tane sel baskini
0 0,368
1 0,368
2 0,184
3 0,061
4 0,015
5 0,003
6 0,0005

Tanim 3.9.1
Bir x degiskeni » parametresi ile x=0,1,2,3... degerleri i¢in Poisson agiliminda
sirastyla e, /ﬂe_’/l!, /'ze_”/2!, /36_’/3!, ... olasiliklarin1 aliyorsa Poisson dagilimi

olarak adlandirilir.

Tanim 3.9.2

Her bir katsayis1 bir Poisson dagiliminin olasiliklar1 olan bir kuvvet serisi

0 n=l_—r

7 e
P()=z+)
7=2

- (/7—1)
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seklinde tanimlanir.

Tanim 3.9.3

2 ” 0 ”
. d 7 7 _ 7
¢ =l b e L= ) (3.7)

AR T A

ve » degiskeninin »=0,1,2,3... degerleri igin swrasiyla e ,——

olasiliklarini aliyorsa ¢ -Poisson dagilimu olarak adlandirilir.

Tanim 3.9.4

Her bir katsayisi bir ¢ -Poisson dagilimimnin olasiliklarin veren bir kuvvet serisi

© ,ﬂ”*le*/’
P(z)=z+ z” zelU
r Z; [»—1] ! ( )
7
seklinde tanimlanir.
Tanim 3.9.5
Eger  bir ’ degiskeni »=0,1,2,3.... degerleri i¢cin sirastyla

2 3

,

7 7

7 7

r 7 :
€ [I]M!em, [2]M!6M, [3]M!em olasiliklarin1 aliyorsa buna (f.4) -poisson

dagilimi denir.

¢ =ttt = (3.8)

acilimina e” iistel fonksiyonunun ( ﬁr‘i) -benzeri denir.

Matlap bilgisayar programi kullanilarak p ve ¢ ‘nun bazi1 06zel degerleri ve

»=1,2,3..., 10 degerleri i¢in asagidaki tabloda hesaplamalar yapilmistir.
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Tablo 3.3 Bazi 6zel degerler igin ( f 7) -Poisson dagilimi

[”]M f=01,4=02| p=03,4=0.45| p=0.5,4=0.35| p= 0.92, 4=0.72
[1]pq 1 1 1 1
[2] 54 0.3000 0.7500 0.8500 1.6600
(3144 0.0700 0.4250 0.5475 2.0748
(4], 0.0150 0.2194 0.3166 2.3140
[5]se 0.0031 0.1068 0.1733 2.4288
[6] 4, 6.3x10+ 0.0505 0.0919 2.4564
(7], 1.27x10+4 0.0235 0.0478 24241
[8]s, 2.55x107 0.0108 0.0245 2.3517
[9]4, 5.11x106 0.0049 0.0125 2.2534
[10]4, | 1.023x10 0.0022 0.0063 2.1397
Tamm 3.9.6

Her bir katsay1s1 bir (p, ) -Poisson dagiliminin olasiliklarini veren bir kuvvet serisi
P’q(z) =z+ZLz” (ze'(//)

seklinde tanimlanir.

Kuvvet serisinin katsayilari (p, ¢) -Poisson dagilimindaki olasiliklari verir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Yaptigimiz caligmalarda elde ettigimiz teorem ve Ozellikler bu boliimde yer

almaktadir.

4.1 Salagean Operatorii ile tammlanan % (/ ,a, £,Z) Siifinin Ozellikleri

Tanim 4.1.1

(3.1) seklinde verilen f =h+g fonksiyonu icin Jahangiri tarafindan modifiye

edilmis Salagean operatérii 5

w £
Dinz)=z"+ Y {1{1—1}5} az

n=m+1 a

veE

© £
€l — 7 L
D g(z)—;[1+(m 1]5} b,
olmak tizere
B f(2) =D h(z)+(-) D g(2) (w21, £el,)

bi¢iminde tanimlanmaistir.

Tanim 4.1.2
0<38, 0<a<l, 0</ <1, 0<m<l ve —F</L<F<1olmak iizere (3.1)

bigimindeki f € J# (m) igin

ﬂf“f(z) </77+|:/77,Z~-|-(}77—CZ)([I—E’):IZ il
D) +(1-) D F(2) 1+ 2 @1
sart1 saglaniyorsa f € o7/ (#,a,.£, Z) olur.
h(z)=2" - i a |z’
n=m+1
ve
g(z)=(—1)‘i|b” 2, |b,|<1
= (4.2)
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olsun. % (m)smifindaki £ =h+g bicimindeki fonksiyonlarin alt sinifi 7%, (»)
olmak tizere
S . £ F) = SH (o, £, ) SH ()

dir.

Bu calismada Dziok’un (2015) yilindaki ¢alismasinda kullanilan metod yardimuiyla,

— 4, . . .
\57/m(S (/ o, L F ) smifina ait gerekli ve yeterli Hadamard carpim sartlarini,
distorsiyon sinirlarini, kompaktlik 6zelligini ve ekstrem noktalarini bulacagiz.

Ik olarak J%/”f"s (/ a, L F ) siifindaki harmonik fonksiyonlar i¢in gerekli ve

yeterli Hadamard ¢arpim sartlarini inceleyelim.

Teorem 4.1.3

F € I2% (»77) olmakiizere f € J%/,f’g (/,a, L8 Z) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

w(1+ EG) (1= +md Y {m+[mE +(m=a)(£=E)]¢|+{(1=m) (14 EG)+ (1= {m+ [ wE +(m—a) (£~ F)]¢ ) 2
(1-2)

m(l+f§)+(l—/+w/){m+|:mf+(m—a)([—f)]é’}+{(1—m)(1+f§)—(1—ﬁ7){m+|:mf+(w—a)([’—f):|§}}2
(iz)

p(e6)=2"

—Z

ifadesi i¢in

D f(2)*0(£¢)#0, (¢el,

=1, zew-{0})

olmasidir.

ispat:
f € S () olmakiizere f € % (4, a4, F) olmasi igin gerekli ve yeterli
sart (4.1) ifadesinin saglanmasi ya da buna denk olarak

cﬁ}j+lf(z) iw-l—l:/ﬂf-i-(/ﬂ—a)([—f):lé
S BF () +(1-7)DE £ () 1+ Z¢

(4.3)

esitsizliginin saglanmasidir.

ﬂ,ff(z)=ﬁff(z)*( < Z J

1—-2 1-Z

53



veE

ZW[W-l‘(l—/ﬂ)Z:' Z’”[ﬂﬁ-(l—m)?]
(1-2) (1-2)
esitlikleri (4.3) esitsizliginde yerine yazilirsa,

(1+2S) B f ()~ {m+ [ mE+(m—a)(£ - E) ¢ Ha B (o) +(1-4 ) D F(2)

’”[w+(l—/¢7)z]
(1-2)

DEf () =ﬁ,ff<z>{

:ﬂ:h(z)*{1+fé”_/{m+|:mf+(m—a)([—f):|é'}}z

m
zZ

(1= V| +[mE+(m-a)(£-F)]¢)

-~

(o 850 2= s =)

—m
Zy

+(1_/){m+[mf+(w—a)([’—f)]f}

-z

=Df f(2)*O(2:¢) =0 elde edilir.
Simdi de 7%’ (', cr,.£, Z) smufi igin yeterli katsay1 sartni bulalim.

Teorem 4.1.4

f=h+g (3.1) formunda verilen bir fonksiyon olsun. Eger
0, =(1=an+ E)n—(1=d \m—(abm+1=d | mE +(m=-a)(£ - F)] (4.4)
ve

v, =(1=am+Z)n+(1=d ) m+(dbm +1-2 ) mE +(m-a)(£ - F)] (4.5)
igin

Z{H(i—lj&} ((p”|a”|+l//”|b”|)é2{m(/—%¢7+5)+<%2+/—1)[mf+(m—a)([’—f)]} (4.6)

n=m

oluyorsa f € S’ (# ,at,.£, Z) olur.
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ispat:
Teoremi ispatlamak i¢in (4.6) kosulu saglandiginda £ e o275 (#,a,2,F) olmasi
icin gerek ve yeter sart - e 7/ i¢in

DF(2) L7 +[mE+(m-a)(£-F)]o)
S () +(1-7) B f(2) 1+ Fa(z)

seklinde, @(0)=0 esitligini ve |CO(Z)| <1 esitsizligini saglayan kompleks degerli

bir @(z) fonksiyonunun varligini ispatlamaliyiz. Ya da buna denk olarak

| (1-abr) B ()= (1= YD () |<1 @7
{#[wE+(m-a)(£-F)]-2) B F () + (1= )02 +(m-a) (2 -£)] B f ()

oldugunu gostermeliyiz.

(4.7) esitsizliginde Hh ve Dfg fonksiyonlar yerine yazilirsa
(1-a) B ()~ (1= ) B F )

([ mE +(m=a)(£=F)]-E} B )+ (1= ) mE +(m—a) (£ = F)] DL F (o)

(1—%”){”7/+”§1[1+(2—1)5Taz - 1)‘“2[ (--1) } b/}
(1= )m {z +”Zm;1[1+(——1}5} a,z +( ‘”ﬁ:[n(——lj } b/}

- {%[mZJr(m—a)(E—[)—Z‘]}{mz”+ S (

n=m+1[_

+(1—/)[w2:"+(m—a)(f—[)—f]{z”’ + Z [

n=m+1[_

a

z

2{1{_1}5}({(1_% v E)r (1 V(o V) 4 () (E—2)]a

g[ ——1)5} 1 i+ E )+ (1= ) m +(dom /+1)[;¢¢E+(m—a)(2‘_/)]} |2
\m(d b+ )

+(a* +d V) mE+(m-a)(E-2)] }\/\
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n=m

\/\{ S [1+(£—1J5T (1=t + B (1= )= (b= +1) [ mE +(m=a)(F=2) }|a,||z

+ Z [1+(——lj } {(1 am+F)n+(1- /)m+(M/7—/+1)[wf+(w—a)(f—!)}} b ||z

n=m+1

—{w(/—%ff+f)+(%2+/—1)[wf+(w—a)(f—[):|}}<0

elde edilir.
i x”+w =1 Ve‘xm‘:l
olmak iizere
Tm(/_,,,/ﬂ+z)+(w4/+/—1)[wf+(w—a)( - (4.8)

" ,,,(m+(/¢ m)5

ile verilen harmonik fonksiyonuna gore (4.6) esitsizligi ile verilen katsayilarin kesin

l///f

oldugu goriiliir. (4.8) ile verilen formdaki fonksiyonlar % (/a2 %)

sinifindadir. Boylece

M

([ +1.])

{m(d —ar+ B+ (b + <1) [ mE +(m-a)(Z-2) ]}

» £
7 _ _ 2 _ _ _
,,Z,;,|:l+(m 1)5} [(p”|a” b, +( ”

olur.

y”

I
3

— 4,
Simdi de (4.6) ile verilen smirlarin J7%,, ° (/ o, L F ) sinifi i¢in de gerekli oldugunu

gosterelim.

Teorem 4.1.5
—k,
f =h+g (4.2) formunda verilen bir fonksiyon olmak iizere f € J7/,ﬂ§ (/ o, L F )

olmasi icin gerek ve yeter sart (4.6) esitsizligindeki katsay1 sartinin saglanmasidar.

Ispat:
Teorem 4.1.4’den eger (4.6) sarti saglanmazsa f eEJ%/ (/ a, L, % ) oldugunu

gostermemiz  yeterlidir. (4.2) formunda verilen f=h+g fonksiyonunun
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—k, .. .
J%/mé (/ o, L F ) simifinda yer almasi i¢in gerek ve yeter sart (4.6) daki katsayi

sartinin saglanmasidir. Buna denk olarak

H() = "md (1=m)+ Y {1+(1—1J5T{(1—%)”—(1—/)”7}

r=m+l 4

a

zZ

a

a

+2{1+[2—1)5T{(1—%)”+(1—/)m}|b”|z”

G()=2"[mE +(m-a)(£~F)) (b’ o +1)-mE]

+}§:i1+(2-1}5}( {(M;a+/—1)[wf+(w—a)(f—[)]+fﬁ} alz
+§{1+(2—1)5T (b —o 1) WE+(m=a)(E-2L)]+ B, |7
olmak iizere

cE
olmalidr.
2=, <ligin,
{,ﬁ(/_ﬁ,/ﬂ)+§[l+(§_lj5}‘ (=1 Y
+g{1+[§—1j5}( {(1—%77);7+(1—/)m}|b”|2”’”}
x{[wﬂ(w-a)(z-z)}(mfﬂz-/+1)-mz
+”2+[1+(§_1J5T {(%w+/—1)[w$+(w—a)(f—[)]ﬂ_%} alz™"

-1

+g{l+(£—lj5}({(%}7—/+1)[/ﬂf+(w—a)(f—[)]+27¢}|b”|2”’”} <1 4.9

olur.
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Eger (4.6) sarti1 saglanmazsa, (4.9) sarti 1’e yeteri kadar yakin bir » degeri i¢in
saglanmaz. Bundan dolayr (0,1) araliginda, (4.9) sarti igin 1’den biiyiik bir z, =
vardir. Bu da f ed%/,j (/ a, L F ) icin gerekli kosul ile celisir ve ispat

tamamlanir.

Teorem 4.1.6

Eger feﬁiﬁ(/,a,[’,f) ise || =<1 igin

Fr<(1+[p,])

[ b jfm(/-/éf+z)+(ﬁ//-1+/)[mz+(m-a)(z-z)]-{m(z—/ﬂ_mzp(w+1-/)[mz+(m—a)(z-z)]}bﬁ,
no V=i + B+ E— (o +abr—d V) WE+(m—a)(£~F)] :

veE

F)=(1-p,])»”

_( ” Tw(/—m/ﬂ+f)+(%2+/—1)|:mf+(m—a)([’—f)]—{m(Z—%—/+Z‘)+(¢/ﬂz—/+1)[mf+(w—a)([—f)]}bm "
n+d 1= + B+ B~y +abr—o ) WE+(m—a)(£~F)] :

esitsizlikleri saglanir.

Ispat:

Esitsizligin yalnizca sol taraf i¢in ispatin1 yapalim. Diger tarafi da benzer sekilde
bulunur.

Fel2 (-l - X (bl

n=m+1

1 m ‘& ” ¢ il
2(1b’”)1—%172+fm+f—(41/ﬂ2+ﬁ@—/+l)[mf+(w—a)([—f):|(w+5j ,;M[”(;*IH (o:fa+v. p])r
>(1-p, )~

‘b”/‘ m+l
r .

_( ” Tm(/—/ﬁﬂ+f)+(%¢z+/—1)|:mf+(m—a)([—f)]—{m(Z—%ﬂ—/+Z‘")+(W2—/+l)|:mf+(m—a)([—f):|}

m+S 1—/%2+Z‘m+f—(%¢/+//n—/+l)[mz-‘+(m7a)(lff)]
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Teorem 4.1.7

h,(z)=2",

£ _ 2 _ _ _
h,,(Z)ZZW—{1+(£—1jé} m(/ M/ﬂ-l—z:)-l—(”//ﬂ o 1)[”72-'—(”7 0{)([ Z)}z”, (/72/47,/%+1,...)

m ,
A}
o (d - an* +4 -1 - -
g”(z)22m+(—1)({1+(ﬁ—lJé} m( M-I—Z:)-I—( - )[wf-l—(m )£ E)JE”, (n=mm+1,..)
m v,

—k, . .
olmak tizere f € J%/,j (/ a, L, F ) olmasi i¢in gerek ve yeter sart x, >0, y, >0 ve

o0

Z (x” + y”) olmak {izere

£ =3 (1h()+,8,).

1 :
olmasidir. Burada o7, (/ o, L, F ) fonksiyonunun ekstrem noktalari {4, } ve {g }

dir.

Ispat:

f(2)= i(x”h”(z) +,8,(2)) olsun.

n=m

S £ 12 a)o] AL o),

+g[l+(g_lj5}‘ m(/—m+f)+(m/ﬁ2+/¢:1)[mf+(m—a)(f—f)]

y,z".

Buradan

,,;{H&_I%T% a”|+g{1+(£_lj5}4%

=m(/—%+f)+(ﬁé/+/—1)[mf+(m—a)([—z:)][ i x”+iy”j

n=m+1 n=m

b

a

w(d i+ E)+ (b + d =1)[ mE +(m-a)(£-F)](1-x,)

IA

m(/—%ﬂ+f)+(%ﬂ2 +/—1)[wf+(w—a)([’—f)]
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boylece feﬁff(a,/,f,f) dir. Tersine feJ?/i’g (a,/,ﬁ,f) ise

7

< 1+(1—1
L m

] = 1 ol —2)
?,

<

‘1{1_1)5‘4 m(d — i+ E)+(at® + 4 =1)[ mE +(m-a)(£ - F)]
v,

Vi

= 1+(£_1j5} w(/—ﬁ%/+f)+(w2/+j”—l)[mf+(m—a)([—f)]|a”| (r=mslm+2..)

v,

= ”(i‘lj‘sTm(/-%+z)+(w+/-1)[mz+(m_a)(/-z)]b

a

b

(/7 =m,m+1,...)

olur. Teorem 4.1.4 den

0<x, <1 (/7=m+l,w+2,...)
ve
0<y, <1 (;7=m,m+l,...)
olmak iizere
x,=1- Z x”—Zy”
r=m+1 n=m

seklinde tanimlayalim. Teorem 4.1.5 den x,, = O dir. Buradan

£ =3 (51, () +7,8,()

olur ve istenilen sonug elde edilir.

Simdi de Eiﬁ (/ o, L, F ) sinifinin konveks kombinasyonlar1 altinda kapali

oldugunu gosterelim.

Teorem 4.1.8

J?fiﬁ (/ a, L, F ) siift konveks kombinasyon altinda kapalidir.
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ispat:
p=1,2,3,... igin

—
.z

fp (2)=2" - i ‘aw

n=m+l

©
7" + Z
—n

seklinde tanimlanan fonksiyonlar i¢in fp eSH ﬁ;& (/ a, L, F ) olsun. (4.6) dan

b,,

i{l{i_w(%\al,ﬂ\ﬂ,,\bp,,,\)gz{m(/_mfpw+/_1)[mz+(m_a)(z_z)]}

n=m

elde edilir.

Z #, =1, (0=, <1) i¢in, f,nin konveks kombinasyonu
p=1

S (Sl v (S e

n=m+1\_p=1 n=m

seklinde yazilabilir.
Burada (4.9) esitsizligi kullanilarak

RIS e
R
<2 (o~ + E)+ (o’ +/—1)[wf+(m—a)([—f)]}iy

p=l

= {m(/—%+5)+(%¢2+/—1)[w5+(w—a)([_f)}}

b,,

)

Clp’”

Ty,

p

yazilabilir. Dolayisiyla

i,upfp (z) e ﬁi’s (/,a,ﬁ,f) dur.
p=1
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4.2 7 -operatorii ile Tamimlanan J%/f (/ 0L, F ) Sinifinin Ozellikleri
Bu boliimde, Dziok’un 2015 yilindaki ¢alismalarinda kullanilan metod yardimiyla
73%/; (/ O0,L,F ) simifina ait gerekli ve yeterli Hadamard carpim sartlarini,

distorsiyon sinirlarini, kompaktlik ve ekstrem noktalarini bulacagiz.
Bu boélimde buldugumuz sonu¢ ve teoremler “Bulletin of the International

Mathematical Virtual Institute” dergisinde yayinlanmistir (Canbulat ve Ark, 2024).

Tanim 4.2.1

feJ#, £eNUO, »21, 0<g<1 ve

fﬁ;h(z) =z+ Z[ﬁ]éaﬁz” , eﬁ; g(z)= Z[/f]:bﬁz” seklinde tanimlanan fonksiyonlar
7=2 ”

=1

icin f(z)=h+g fonksiyonunun £. mertebeden tiirevleri
Df ()= F(2)=h(2)+3(2)

DIf(2) = Bh(z) - D g(2) = 20, h(2) = 20,8(2)

B F(2) = B h)+ () B g(2) = 20, (B h2) )+ (- 20, (B g (2))

bigiminde tanimlanabilir.

Tanim 4.2.2
0<86<1, 0=/ <1, £eN, 0<y<l, ~F<L<ZF<l Ve R=1+L+(F-1)6

olmak iizere (3.1) bigimindeki f e A, fonksiyonu i¢in

=ﬁq/-*—lf(z) _<(1_
D)+ (1= ) D f(2)

I+|K+(£-K)o
YL s K+HE-K)3): 1)
I+ % I+ %
sart1 saglaniyorsa f € d%/f (/ 0L, F ) olur. Ayrica f=h+g fonksiyonlar1 (3.6)
da verilen 7:57/y fonksiyonlarmin alt sinifi olmak tizere

TSH A, 6.L.F )= (o ,6,L,F)N7SH,
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bigiminde tanimlanir.

Ik olarak J7/; (/ 0,LF ) sinifindaki harmonik fonksiyonlara ait gerekli ve yeterli

Hadamard ¢arpim sartlarini inceleyelim.

Teorem 4.2.3
F € 9 olsun. f ed%’f (/,5,1’,2’) olmasi igin gerek ve yeter sart
K=1+L+(F-L)5 ve

(2-2)1-8)z+(1-7){1+(X ~1)¢ )42
(1—2)(1—72)

4] 2+E+(E-2)8]¢ -2/ (1+(x -1)¢}7-(1-7 ) {1+(X -1)¢ |77}

(1-2)(1-4)

O(z:0) =

olmak tlzere

D f(2)%0(£¢)#0, (¢eC. [£]=1 zeU-{0})

olmasidir.

Ispat:
feJW7 olsun. fEJ%/f (/,5,1',2:) olmas1 i¢in gerek ve yeter sart (4.10)

ifadesinin saglanmasi ya da buna denk olarak

BHf(2) 1+(& -1)¢
*
SDF (=)D f (o) 1+ ES

((eC. [¢]=1, zeU-{0})  (411)
esitsizliginin saglanmasidir.

‘ _ ik L E
D f(z)=D f(Z)*(l—z+l—Ej

ve

D F(2) = DEF(2) z - z
TR [u—z)(l—qz) <1—z><1—qz>J

esitlikleri (4.11) ifadesinde yerine yazilirsa, X =1+.£"+ (f A ) 0 olmak iizere
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(1+Eg);ﬁf“f(z)—{u(;«—l);}{/;ﬁf”f(zn(l—/)ﬁff(z)}

m(l/){br(%l)g}é}

=,ﬂff(z)*{(1+fé)/{1+(%1)§}
(-1 J)jff(z)*{(Hfé“)/{”(%1)4}(

:@‘f(z)*@)(z;g)qto

elde edilir.

Simdi de J%/Kf (/ O,LF ) siifi i¢in yeterli katsay: sinirlarini bulalim.

Teorem 4.2.4
f, (3.1) formunda verilen bir fonksiyon olsun. —-Z</<ZF<],

0<5<1, 0</ <1 ve 7(:1+/+(f—[)5 olmak iizere;

®, :[n]j{[;7]7(1+E—/7()—(1—/)7(} (4.12)

¥, :[”]j{[;7]7(1+E—/7()+(1—/)7(} (4.13)
i¢cin

i(cpﬂ a|+¥,[b|)<2(£-2)(1-9) (4.14)

7=l
oluyorsa f, U birim diskte yon koruyan, harmonik, yerel {inivalent olur ve

fed# (#.6,L,F) dir.

Ispat:

D21 _;[”]q

7—1

4

a
”




>22: (7-2)(1-6 g
ZZ:‘[”]? b, z| Z‘ﬁqg(z)‘

oldugundan f e SH, dir.

Diger taraftan f d%/f (#.6,£,F) olmas igin gerek ve yeter sart z €%/ igin

BEf(2)  Rax2)
S BF+(1- )T f(2) 1+ Fa(s)

esitligini saglayacak bicimde @(0)=0ve |a)(z)| <1 sartlarii gergekleyen kompleks

degerli bir @ fonksiyonunun mevcut olmasidir. Ya da buna denk olarak

(-/)B -0 ) |
(2-&)D ' F(2)-(1- /)K’ﬁ(f(z)‘

(4.15)

esitsizliginin saglanmasidir.

157 h(z) ve 157 g(z) fonksiyonlar1 (4.15) denkleminde yerine yazilirsa

(1= (B F =B F0))|-|(Z - &) B F ()~ (1- )R £ )

o0

‘( )2 ([” —l)af ~(1-7)(-1 Z (;7 +1)b/

=1

_‘(Z—[)(1—5)3+jzz[”]:{[;7]72—/%—(1—/)7(}41/ (- 42 [ ], 2- s+ (1= )7 b2

o0

<YL (=), 1)l

7=2

XL (=) )l ~(2-2)1-0)

o0

+Y(E- ), ~(F-aK)a,

n=2

! +§[/¢]5 {(E—//”()[ﬁ]q +(E—/7()} b ||z

0 0

£|z|{ZCD” alld”+>¥,

b

”

”
n=2 n=l1

z”l—(f—[)(l—é)}<0
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elde edilir.

i X, +i y,|=1
7=l »=1
olmak tlizere
f(2)= z+z (£- [<)1>( ”z”+i J(1=9)y, ., (4.16)
” #=1 ﬂ

harmonik fonksiyonu i¢in (4.14) ile verilen katsayilar kesindir. (4.16) ile verilen

fonksiyonlar d%{f (/ ,O,L, F ) sinifindadir ¢linkii

Y

n

+2(5—[)(1—5)17

7

j=i(x” ,[)=1 olur.

7=l

" o
g

Simdi de, (4.14) ile verilen sinirlarin ayrica 7\5%/7& (/ ,0,L,F ) smifi igin de gerekli

oldugunu goésterelim.

Teorem 4.2.5
f =h+g (3.1) formunda verilen bir fonksiyon olsun. f e 7\5%{74 (#,6,£,Z) olmasi

icin gerekli ve yeterli sart (4.14) ifadesinin saglanmasidir.

ispat:
Teorem 4.2.3 den, eger (4.14) sartt saglanmazsa, sadece feﬁﬁ/f (/,5,£,E)

oldugunu gostermemiz yeterlidir. (3.1) formunda verilen f =h+g fonksiyonunun

VJ%/f (/ ,0,L,F ) smifinda olmasi igin gerek ve yeter kosul (4.14) esitsizligindeki

katsay1 sartinin saglanmasidir. Buna denk olarak & =1+ 2"+ (Z’ A ) 0 olmak iizere

(1-7) (B F () -5 F(2) \
(2-a%) D () =(1- )ﬁff(z)\

olmalidir. z = <ligin,

(DI G [ R AP S G (A R U @
(7-2)( +2 (E-a)o), - (1= )& fla | =S 1L {(2 -]+ (1= ) o

7=l

olur.
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Eger (4.14) sart1 saglanmazsa, (4.17) sart1 1°e yeteri kadar yakin bir » i¢in saglanmaz.

Buradan (0,1)arahiginda (4.17) daki oran igin 1’den biiyiik bir z, =/ vardir. Bu da

fe VJ%/f (/ o0, L, F ) gerekli kosulu ile celisir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.6
fe 7:1%/; (/,5,1’,2:) olsun. |z|=,<1 i¢in

(£-2)1-0)-[2+2L+F+(E-2)5 b
[2]: v 2= 14 £4(F-2)g+(Z-2)(1-6)]

2

F<(1+]p])~+

(£-2)(1-0)-[2+L+E+(Z2-2)5 b )
2] {1+ 2o [1+2+(£-2)]}4+(£-2)(1-5)}

2

f()2(1-|p|) -

esitsizlikleri saglanir.

Ispat:
Esitsizligin yalnizca sag taraf i¢in ispatin1 yapalim. Diger tarafta benzer sekilde

bulunur.

F <1+ ])r+ (1o, |+

b”

)//;
<(1+]p]) -+ i )}g(

2l {{1+2-s[142+(F-2)}g+(2-2)(1-5

+|bn|)/f'”

a}’!

(£-2)(1-8)-[2+L+Z+(2-2)5 b )
R {{1+ E-o [1+2+(2-2)]}g+(£-2)(1-5)}

2

F<(1+]p])~+

Teorem 4.2.7

W)=, h”<z>=z—(f‘i)(l‘5)/, (r=2.3...)
ve

g”<z)=z+(_1)‘(f‘i)(l‘5)x (r=123...)
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olmak {izere feﬁl%/f (/,5,£,Z’) olur, ancak ve ancak x,>0, y >0 ve

i(x,, +y,)=1 olmak iizere

7=l

f)=D (xh()+y,8,2)
=1
olmasidir. Burada 737{’& («,8.L£,F) fonksiyonunun ekstrem noktalari {i,} ve {g,}

olur.

Ispat:

£ =Y (xh()+y,8,(2)

=g(x,, +y”)f—i(f_é))”(l_5) X,z +(—1)(§;(E_{P)”(1_5) V7
Buradan
S0.fa |+ 20, =(£-2)1-0) L x, (£ -F)(1-0) L,

—(£-2)(1-6)(1-x)<(£ - F)

ve f e 7\5%/74 (#,6,£,F) dir. Tersine, eger f e 7(17-/; (/,5,£,Z‘) ise

. S(E—,[’)(l—é) v b S(E_[)(l_é),
®/7 lP/f
(0]
= z =23,...
ve
¥, ; (/7=1, 2,...) olur.

" (F-2)(1-9)

Teorem 4.2.4den 0<x, <1 (»=2,3,...) ve 0<y, <1 (»=1,2,...) olmak iizere

X =1—Zx” _Zy”
s =

seklinde tanimlayalim, ayrica Teorem 2.4.2 den x, > 0 dir. Boylece,
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F)=3 (5, (2)+y,8,())

istenilen sonug elde edilir.

Simdi de VJ%/f (/ O, L, F ) smifinin konveks kombinasyon altinda kapali oldugunu

gosterelim.

Teorem 4.2.8
737-/f (/ ,0,L,F ) smifi konveks kombinasyon altinda kapalidir.

Ispat:
j=123,...i¢in

fj(z)zz—i a, z”+(—1)éi

=2 =1

b, [

seklinde tanimlanan fonksiyon olmak iizere fj e%%ﬁf (/ 0L, F ) olsun. (4.14)

esitsizliginden
i(cpﬁ a,|+,p, ‘) <2(£-2)(1-5) dr.
7=1
i A; =1, 0< 4, <1 igin, f;nin konveks kombinasyonu
j=1
Z;&jfj(z) =z—z;( > A4, ]/ +(-1) Zl(z;/zj b, JZ”
Jj= =2\ j= r=1\_Jj=

seklinde yazilabilir. Buradan (4.14) ile

2(@,72@ a, J Zx‘t (i( N, |+, b, ))

sz(f—z)(1—5)iij

=2(£-2)(1-9)

elde edilir ve bu durum (4.14) {in gerektirdigi kosuldur. Buradan

S 4 f (2 eRH (o 15, £.F) dir.
=1
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4.3 \8’74{’(/ , A, 3) Smifi I¢in q-Poisson Seri A¢ihimlar

Bu boliimde verilen siniflar1 Poisson ve 7—Poisson seri a¢ilimlar1 yardimai ile

tanimlayarak z;-harmonik olma sartlarini inceleyecegiz.

Tanim 4.3.1

/,J’>0,0<7<1 ve

Pif(z)_z i ” 11]‘" ve ‘P;(z)—z 2 e y (4.18)
analitik fonksiyonlar1 ve »7 =1,2 olmak iizere
() =B () + 7 (2) -z
T (2) = 2z—1@’(z)+(—1)”7"17;(z) (4.19)

harmonik fonksiyonlarini tanimlayalim. 777’ e# ve 7‘“"777"" e 7" oldugu agiktir.
(4.19) daki fonksiyonlarda 4= I” i¢in

P (2)=P ' (2)+ P (2)— =

TP (2) =227 (2)+ (=) P’ (2) (4.20)

harmonik fonksiyonlar1 elde edilir

Tanmim 4.3.2 (Shujaat, 2021)
f=h+g eJ?# fonksiyonu i¢in S <[0,1), #/ €C—{0}, n<[0,1] ve 4<(0,1) olmak

uzere

Q{H%{(l—n)ff)+77(87f(z))—1H2,B 4.21)

sart1 saglantyorsa f e J7—/7 (« ,n,B) olur.
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h(z)zz—i|a”

;" ve g(z)=i|bn|2”, b <1 (4.22)
=2

olmak iizere, J’% smifinin £ =4+ g bi¢imindeki fonksiyonlar: i¢eren alt siniflart

7 1ile gosterilir.

f =h+g eJS* fonksiyonlar1 (4.22) seklinde tanimlanan fonksiyonlari iceren 7~ alt

siifinda olmak tizere

7SH (4 0, B) =4 (0. B)NT

seklinde tanimlanir.

g—>1" igin SH, (« ,n, B) smift S% (/ ,n, B) smifina donisiir.

Lel0,1), # €ll —{0} ve n €[0,1] olmak iizere

7{1+7{( - )f(z)mf() 1HZﬂ (4.23)

sarti saglaniyorsa f € S (#/',n, 5) olur.

Ayrica S (IL,n, f)=J3%(n,F) snifii¢in asagidaki sart saglanir;
R{( )f&)+nf()}>ﬂ (4.24)

JH (L1, B) =% (f) snifi i¢in ise agagidaki sart saglanir
R|£2 150025

Bu calismada yukarida tanimlar1 verilen siniflari, Poisson ve q -Poisson seri agilimlari

ile tamimlayacagiz. Bu siniflarin q -harmonik olma sartlarini inceleyecegiz.

Lemma 4.3.3 (Shujaat, 2021)

(3.1) de verilen f£=h+g olsun. O<q<1, 0<pB<1,0<n<1l, #/eC-{0} olmak

uzere
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i{{l +([), —1)n}[laﬂl+lbﬁl]} <(1-p) (4.25)

n=2

sarti saglaniyorsa f e S, (+ ,n, B) olur.

Uyar1 4.3.4 (4.22) de verilen f =h+g olmak iizere f S, («,n, B) olmasl i¢in

gerek ve yeter sart (4.25) esitsizliginin saglanmasidir.

Lemma 4.3.5 (Shujaat, 2021)

(3.1) de verilen £ =h+golsun. 0<B<1, 0<p<l ve # €C—{0} olmak iizere

i{{u (»-)n}[

»=2

a

a

+lb, [} <(1-8) (4.26)

sart1 saglaniyorsa f € S%(+/,n, B) dir.

Uyar 4.3.6 (4.22) da verilen £ =h+3 icin f € S (+,n, ) olmasi igin gerek ve

yeter sart (4.26) esitsizliginin saglanmasidir.

Lemma 4.3.7 (Shujaat, 2021)

(3.1) de verilen f =h+g olsun. 0< <1 ve 0<7<1 ve olmak iizere

b

a

i{{n (»=1)n}{|a

»=2

+

Ji<1-8 (4.27)

sarti saglaniyorsa f € S%(n, ) dir.
Uyan 4.3.8 (4.22)’de verilen f=h+g i¢in f € S%(n,F) olmasi i¢in gerekli ve

yeterli sart (4.27) ifadesinin saglanmasidir.

Teorem 4.3.9
ryr>0, 0<4<1, 0< B <1, # €C—{0} ve 0<7<1 olmak iizere

n(r+s)+ne” (1-g)+ne”’ (1-¢) < (1-B8)7 +2(1-n)+e +e” (4.28)

esitsizligi saglaniyorsa 2™ € S (« ,n, B)dir.
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ispat:

r,3>0, 0<¢<1, 0<pB<1, #/eC—{0} ve 0<7<1 olsun. Lemma 4.3.3’e gore

7=l _—r =1 _—5

S P o <o

esitsizliginde (4.18) esitliklerinde verilen Y{; ve Y{; icin 177’ = 777’ (2)+ P;(z) -z

fonksiyonunun S («,n, B) smifinda oldugunu géstermek yeterlidir.

(3.6) esitligi kullanilarak

)
© nfle © /'” 1 —r » =1 -1 /”” le r
_ 7 A oY 4 7 7
P T Al v TR P
© _r”_le n—le—.r o ” 1_!'”_] o fn le—.r
+ 7 7 7 _ 7
2L R S g A
o= 7 o= e ‘i”/'” o= 7
=e +ne +e —1e
4 ;[”]7! f ;[77]7! f ;[/7]7! f ;[”L!
- o) J'/i B o J/f B o 7”}’” B o J)f
+ + + -
‘ ;[ﬂ]; G ”Z—(;[/?L! 7 ;[/7]7! 7 o [/7]/

= (e 1) eneyegene (] t) ey (e 1)y (e =) wnere; ey o] 1) ey (¢ 1)
2-2n+n(r+s)+ne’ (=g +ne (1—g)—e” —e <(1- )4 elde edilir.

Bu da esitsizlik (4.28) ifadesine denktir. Yani (4.29) esitsizligi saglanir. Bylece ispat

tamamlanir.
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Teorem 4.3.10
r0>0,0< <1, 4/ €C—{0} ve 0<y<1 olmak iizere
24n0(r+ ) <A=Pa +e +e”’ (4.30)

esitsizligi saglaniyorsa 7" e S% (+ ,n, ) olur.

ispat:

rs>0,0<p<, 4 €C—{0} ve 0<7n <1 olsun. Lemma 4.3.5 gore

i{{n(”—l)n} 2:_6‘1;;!}+i{{1+(”_1),7} f:le;’}s (1-p)7  (431)

n=2

esitsizliginde (4.20) esitliginde verilen 7" ve 7’ i¢in P =P"(2)+P'(2)— 7
fonksiyonunun SH, (", A, p) oldugunu gostermek yeterlidir.

(3.7) esitligi kullanilarak

=e (e —1)+nre’e +e (e —1)+nre’e’
=l-e"+nr+l-e +ns
24n(r+rs)—e" —e ' < (1—,6’)/

olur. Yani esitsizlik (4.31) saglanir. Bu da (4.30) esitsizligine denktir. Boylece ispat

tamamlanir.
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Teorem 4.3.11

r,0>0, 0< B <1 ve 0<77<1 olmak tlizere
l+n(r+s)<e " +e - pf (4.32)
esitsizligi saglaniyorsa 7"’ e J%% (17, ) dur.

Ispat:
r,0>0,0< <1 ve 0<17<1 olsun. Lemma 4.3.7 ya gore

) 7-1

”Z{H »=1)q }[” 81]. g{ﬂ(”—l)n}@_el]y!él—ﬂ (4.33)

esitsizliginde (4.20) esitliginde verilen 7Z” ve 7’ i¢in 72" (z2)=7"(2)+ 7" (2)—=

fonksiyonunun J%'(7, #) oldugunu gostermek yeterlidir.

(3.7) esitligi kullanilarak

Z{{H »=1) }(”_1)!+{1+(/¢—1)77}(”_1)!}£1—ﬂ

»=2

:;{{H(”—l)’]}&j), {1+(» 1)77}(],7—61).}
:;; el)v ";(fﬂ—eZ)!+;(f”—1)'+n;(f”_ez)'

=e (e =) +nre’e +e (e =) +nre’e’

=l-e"+nr+l—-e’ +ns

olur. Yani (4.33) ifadesi saglanir. Bu da (4.32) esitsizligine denktir. Boylece ispat

tamamlanir

75



4.4. JW/?, , (« ,n,B) ve JWM (/,@,v) Smiflar i¢in ( P4 )-Poisson Seri A¢ilimlar:

Bu béliimde arastirdigimiz teorem ve sonuglar “Journal of Mathematical Extension”

dergisinde yaymlanmistir (Canbulat ve Sakar, 2023).

Tamim 4.4.1 (Shujaat, 2021)
f =h+ g e 7% fonksiyonu igin
0<p<1l, 4/ eC-{0}, 0<n<l, O</<1 ve 0<7<1 olmak tizere

@{H%{u—n)f(z) +77(%f(z))—1H > (4.34)

z

sart1 saglaniyorsa f e N (« ,n, B) dir denir.

Tanim 4.4.2

0

h(z)=z—z

=0

al’ ve g(z)=i|bn|f”, b| <1 (4.35)
n=2

olmak iizere 7°, J%  smifinin £(z) = h(z)+ g(z) seklindeki fonksiyonlar1 igeren alt

siifi olmak tizere
7SH, (4 0, 8)=H, (0. B)NT
seklinde tanimlanir.
Tanim 4.4.3
fed#, £eNUO0, »>1, 0<p<1, 0<s<1 ve
a

J@ih(z) =z+ ;[”]( az’, ﬁ/';g(z) = ;[ﬂ]%b”z” olmak tizere f =h+g

fonksiyonunun £ . mertebeden tiirevleri

D) ()= F(2)=h(2)+g(2)

B, F(2)=D, h(z)-D, g(s) =20, h(z)-z0, g(z)
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B F () =B h(2)+ (D D g(2) =20, (D (=) + (-1 20, (D5'2(2)

bi¢iminde yazilabilir.

Tamim 4.4.4 (Bayram, 2022)
f =h+g e % fonksiyonu igin

0<p<1,-1<v<0<w<l, 0<p<l, 4/ eC\{0}, 0< <l ve 0<s<1 olmak

uzere

2 h(z) 2D, 8(2) T
o (2B, h(2) - 2B, g () )+ (1-4 ) (h(2) + g(2) 1 +vz

sart1 saglantyorsa f ede/M(/ ,@,v) olur.

7SH ,, (/,w,v) =37, (/,w,v)ﬂ 7IH,, oldugu agiktir.

Tanim 4.4.5

r>0,5>0, 0< p<lve0<y¢ <l icin asagidaki analitik fonksiyonlari tanimlayalim;

=1 _— 7=l _—r

oy e © s e
7 (2)= z+z[”_—l]/’f'z” ve 7] (2)= z+z[”_—l]”'z”. (4.36)
= a = A

Buradan
17;7 =77/:7(z)+f7/i7(z)—z ve
mer,s _ D _1\ym-leps
7 17M (z2)=2¢ 77M(z) +(=1) 17M (2) 4.37)

harmonik fonksiyonlar1 tanimlanabilir.

/7/,’7 eJH ve 7 'WM €7"” oldugu agiktir.
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Lemma 4.4.6 (Shujaat, 2021)
(3.1) de verilen f =h+g olsun.

0<pB<1,0<n<1, /' eC\{0}, 0< p<1 ve 0<z<l olmak iizere

Z{[H( A=) |+l I]} (4.38)

n=2

sart1 saglaniyorsa f e JWM(/ ,n, B)dir.

Uyar 4.4.7

(4.35) de verilen f=h+gicin £ eJWM(/ ,n, ) olmast i¢in gerek ve yeter sart
(4.38) esitsizliginin saglanmasidir.

Lemma 4.4.8 (Bayram, 2022)

(3.1) de verilen f=h+g e JWM olsun.

~1<v<0<@<l, 0<// <], 0< <1, 0<4<I olmak iizere

=(@d ~v)[],, +(1_/)([”]M —1+w)
v, =(@d v)ls), +(1-)([7],, +1-o) (439
i¢cin

Y (,la,|+

7=2

b, )Sw—v

sart1 saglaniyorsa f e S, (+ ,@,v) dir.

Uyan 4.4.9

(4.35) de verilen f=h+geJ#, icin fe SH, (« ,@,v) olmasi igin gerekli ve
yeterli kosul (4.39) ifadesinin saglanmasidir.

Teorem 4.4.10
Eger 0< p<1, 0<g<1, 7>0,r>0, 0< <1, 0<n<1, #/ €[ \{0} ve
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Vw4 N ey (M sy (T o) T g SR
77[ (/+J)+Ee” Tl e, e, s(l—ﬂ)/+eM+eM+2(77—1)

(4.40)
esitsizligi saglaniyorsa 7, e J% (.17, B) dir.

ispat:
0<p<l 0<g<l,r>0,5>0,0<4<1 0<p<l, &/ €C\{0] olsun. 7 ve 7,

(4.36) esitliginde verilen fonksiyonlar olmak {izere 77M :77;7(2)+'P/j?(z)—z
fonksiyonunun JWM(/ 1, ﬂ) simifinda oldugunu gostermek i¢in Lemma 4.4.6

esitsizligini kullanarak

g{{”([] )}[ = }*Z{{”( Y }[S” ll]s} (1=F)7 @an

esitsizligini sagladigini gostermek yeterlidir. (3.5) esitligi kullanilarak

i{{“([”]m_l) }[” 1] }+Z{{l+( —1)77}[5—3;!}

< AT s A M
_Z{H 5 [# 1]M+ 5 177}[ I

= 7

a1 (e g ) L
O el P e (/1] |

r4

i e [ﬁ“i}i I Y R T i e,
= n n

pour; [/7—1] ! 2 )= [/7—2] 1 2 [/f—l]m! 24 [/7—1] ! = [/7—1]
i fHeM [ﬁﬂiji /ile/;; Uzﬂ“ B re 1 7” s leM Z ’ 1eM
+ n 5 5 -n

=[r-1] ! 2 )i=l-2)) 2iE ) 2= ) Rl
=—/m ! -7 p+7 . //’” +Q —/OOP”/'”_i_Q —/OO 7”/'”_ —roo /””

M;[] ! 77%( > J;[”]M; ze/w;[”]ﬂ,q! 28/)»7;[”]%7! neM;[”]M!




=e_’(e —1)+ ﬁ+6/ e’e +Qe_’(e —1)+ e‘”(e -1)- e (e —)
e M5 e TS 5 6pa\Cpg TV TN

+e;;(e;,q—1)+n(ﬁ27]emem+%e;;(e 1+ e"(eM—l) ne,: (er, 1)

(4.39) daki esitsizlige denk olarak

N o—a-p N —c=p) | N =g | T —s1=p) p+q '
20 Yol |ty ”/+Eem ‘f+77[ J(/+;)5(1—ﬂ)/+e +e, —2+21

esitsizligi saglandigindan buna denk olarak (4.40) da saglanir. Bu da teoremimizi

ispatlar.

Teorem 4.4.11
0< <1, 0<4<l,r>0,5>0, ~1<v<0, 0<@ <], 0<4 <1 olmak iizere
zw/—/—v+l) o (m/—/—v+1) i

> G ¥ 3 € (4.42)

(E’/_’;_V”) e/;;’“*ﬂ) +—(W/_ﬂ2/_v+1) e, " S@-v+@-Ve, +(2wy—2/g—2—w—v)e;;

esitsizligi saglaniyorsa 7’ e %, (4 ,@,v) dir.
gl saglanly P P

(@d o - v+1)(/’ "]( 2

+

ﬁ/fy ve WM (4.34) esitliginde  verilen  fonksiyonlar olmak iizere

pM = 77;7 (2)+ 77/;, (£)—z  fonksiyonunun JWM (/ , @, V) smifinda  oldugunu

gostermek i¢cin Lemma 4.4.8°deki esitsizligi kullanilarak

n=l_—r

2 {(m/—/—v+1)([;¢]m)+(1—/)(m—1)}—[2_3"" !
- - ! 7 (4.43)
Jé;‘ {(m/—/—V+1)([/¢]M)+(1—/)(w—1)} [L_eﬁ»q! <w-v

esitsizliginin saglandigini géstermek yeterlidir. (3.5) esitsizligi kullanilarak
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g{{(w/-/-m)([ﬂ] )+1=7 )@= [”_f]” '}
+Z {(W/—/—m)([”]M)+(1_/)(w_1)} [”_f]m '}

g\ e ad —d —v+1) & p e
=<w/—/-v+l>[/}"}2[,¢_zﬁq L / )$ B
”=2 Py =2 pe
(w/—/—V+1) b 7”—1/;—1 M o ] ﬁ—
N +(1-7 )@ -1 !
2 Zz [»-1], = );[”_1]M'
B W A L YN e ) A
+Hod = V+1)( 2 jz;[”_z]m!+ 2 ; [”_1]M!
(w/_/_v+1) - 7 j’ 716;;" © g *leg
4 +(1-7/ ) (@ -1 !
2 ; [ﬁ—l]m! ( )( )Z—;[”_I]M'
_ P+1),, s (@ = vl) &
=(@s/ o V“)( J/ﬂeﬂﬂ‘izo[”] N 2 WZ[”] !
~l7],, =Ly
o -4 —v+1 = r’ N
AL S 1 Yo S
=1 ”f”‘f - ”M
pre) oo s (@ —vsl) &
+(ZU/—/—V+1)( > erﬁqz(;[”] !+ 2 °MZI:[”] !
017y S
ad - —v+1) &g N
+( > )eMZ[q] ’+(]—/)(ZD'—1)€MZ[J] ;
=1 ”f”‘f =l ”f”‘f
:(w/—/—v+1)[/];q}/+(ZU/_Z/_V-'_l)eM(eZ—I)
o/ -4 —v+1
+( 5 )em(e;l,—1)+(1_/)(w_1)eﬁ7(6ﬁ7_1)
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w/—/—v+1) 7},( \

+(w/—/—v+1)(ﬁ;7}'+( > e,

—+

od -4 —v+1) L
( 5 )eM (e;z’ —1)+(1—/)(m—1)em (eM —1)
(4.43) deki esitsizlige denk

w/—/—v+1) (w/—/—v+1) e
e

(w/—/—vﬂ)[gj(/wfﬁ( > 0 > e,
+(w/—/—v+l)e_,(1_ﬁ) (W/—/—V+1)e—f(1—q)

2 rq 2 rq
—(w—v)e;;—(2@/—2/—2—@—1/)%;Sw—v

yazilabilir. Boylece (4.42) daki esitsizlik saglanir. Bu da teoremimizi ispatlar.

82



5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu boliimde tezde yer alan tiim ¢alismalarimizda ulastigimiz sonuglara yer verilmistir.
Tez bes boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde tez ilgili temel bilgiler verilmistir.
Ikinci boliim olan onceki calismalar kisminda; analitik fonksiyonlar, {inivalent
fonksiyonlar, tinivalent fonksiyonlarin baz alt siniflar1 ve 77 -katli fonksiyon siniflarin
onemli ve temel tanimlar ile teoremleri verilmistir. Tezin {i¢lincii bdliimii olan

materyal ve metod kisminda; tezde kullandigimiz harmonik fonksiyonlar, Poisson

dagilim, 7—benzer ve (p,c;)—benzer ile temel ve Onemli tanim ve teoremler

verilmistir. Tezin dordiincii kism1 aragtirma bulgular1 béliimiinde ise dort ayr1 ¢calisma

yer almaktadir.

Birinci ¢alismamizda %’ (#",a,.£’, #) smfimmn gerekli ve yeterli Hadamard

carpim sartlari, distorsiyon teoremleri, kompaktlik ve ekstrem noktalar1 gibi bazi

ozellikleri incelenmistir. Bu sinifa ait bazi1 sonuglar asagidaki sekilde verilmistir.

Sonug 5.1

Uygun parametreler kullamlarak 2% %° (#",«,.£, Z) smfi harmonik fonksiyonlarin

bazi alt siniflarina indirgenebilir. Bu siniflardan bazilar1 asagidaki sekildedir;

(0,0, 2, F) =9, (. A, B) (Cakmak 2020),
J%(0,a,£,F)=9, (a, A, B) (Cakmak 2020),
S (0., £, F) =97 (£,a,A,B) (Altinkaya 2018),
9% 11(0,0,2,7)=#,(A,B) (Dziok 2019),
5#10(0,0,2,F) =5, (A,B) (Dziok 2015),

I E(0,0,2a —1,1) = #, (£ +1,£,a) (Jahangiri 2009),
97/ (00,20 ~1,1) = &, ( . ) (Ahuja 2001),

979" (0,0,2a~1,1) = 57, ( £, @) (Ahuja 2001, Jahangiri 1999),
97 £1(0,0,2a—1,1) = # (£, r) (Jahangiri 2002),
J#(0,0,2a -1,1) =&, () (Jahangiri 1999),
J#1(0,0,2a —1,1) =7, (o) (Jahangiri 1999),

J# M (0,0,-1,1)=%,, (Silverman 1999),
J#(0,0,—-1,1) =7, (Silverman 1998).

vV V.V V V VYV V V V V Y V VY
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d%f,ﬁ"s (/ o, L F ) simifinin diger fonksiyon simiflar ile arasindaki baglantilar

asagida Sekil 5.1°de acikga goriilmektedir. Sekilde oklar tizerinde gdsterilen parametre
degisikleri yapildiginda siniflar arasindaki gegisler goriilmektedir.

Sekil 5.1 d%/,f’5 (/ o, L, F ) smifi ile diger harmonik alt siniflar arasindaki baglantilar
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Sonug 5.2

f=h+g, (3.1) formunda verilen bir fonksiyon olsun. f eﬁf{d (/ o, Ll F ) ise
v(m ke, 2, E)=(m+ ) (1= + B+ E (b + by +1)[ mE +(m—a)(£ - F)]}
—/7/{m(/—%+f)—(%2+/—1)|:mf+(m—a)([—f)]}

veE

u(m k.o, 2, E)=m\m(2=dr—o + E)+ (i’ =/ +1)[ mE +(m-a)(£ - )]}
(V) 1=+ By + E (b + b=/ +1) [ mE +(m-a)(£ - F) |

olmak tlzere

0| < v(m ko, £, F )+ u(m k0,2, )b,
= A B+ Bt + = + ) mE +(m—a)(£-F)]

}cf(Z/)

Ikinci calismamizda, Dziok’un 2015 yilindaki calismalarinda kullanilan metod

yardimiyla ¢ -operatérii ile tanimladigimiz J%/f (/ ,0,L,E ) siifininin gerekli ve

yeterli Hadamard ¢arpim sartlari, distorsiyon sinirlari, kompaktlik ve ekstrem noktalari
gibi baz1 ozellikleri incelenmistir. Bu smifa ait bazi sonuclar asagidaki sekilde

verilmistir.

Sonug 5.3

Uygun parametreler kullanilarak J%/tf (/ ,0,L,E ) sinift harmonik fonksiyonlarin

bazi alt sinifilarina indirgenebilir. Bu siniflardan bazilar1 asagidaki sekildedir;

> JH(0,6,L,F)=#57 (6,A,B) (Yalgm, 2022),

> 7/j (0,0,£,E)=4 (y,q A, B) (Sharma, 2020),

> 3#(0,0,L,F)= (7 A B) (Sharma, 2020, Yalcin, 2020),
> 7/;( ,0,L,E)=C# (A,B) (Yalgmn, 2020),

> 9#H0.0,(1+g)a-1g)=#:(a) 0<a<l (ahangiri,2018)
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> 7 (0.0,(1+g)a-14)=1} (@) 0<a<l (Ahuja, 2020,

> 37 (0.0,(1+)a-14)=97 (@) 0<a<i (Ahuja, 2019),

> JH(0,6,L,E)=JH (¢,6,A,B), g1 (Altinkaya, 2018),

> WA(O,O,ﬂ,E)zd%/(y,A,B), g—1"  (Dziok 2016),

> J#](0,0,£,F)=0, (A,B), =1 (Jahangiri 1999, Jahangiri 2018),
> 4 (0,0,£,E)=¢#(AB), ¢—>1  (Dziok 2016),

> 3 (0.0,(1+q)a-Lg)=# (@), 0<a<iveg—>T  (ahangiri, 2002),

> JWO(OO(I—Hi) ) S 05), 0Sa<1ve¢;—)17 (Jahangiri, 1999,

Oztiirk 2002),
> J%’; (0, 0,—1,7) =H' (O), q—> 1" (Jahangiri, 2002),

> 9#7(0,0,-14)=3, (@), g>1"  (Silverman, 1999),

> 9#1(0,0,-1g)=C,, g1 (Silverman, 1999).

J%/; (/ ,0,L,E ) siifinin diger siniflar ile arasindaki baglantilar agagida Sekil 5.2°de

acikca goriilmektedir. Sekilde oklar tizerinde gosterilen parametre degisikleri

yapildiginda siniflar arasindaki gecisler goriilmektedir.
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Sekil 5.2 J%/: (/ s o LE ) sinifi ile diger harmonik alt siniflar arasindaki baglantilar
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Ucgiincii ¢alismamizda 7-Poisson dagilimlar1 yardimiyla tanimlanan d%/q(/ 17, 5)

smifi i¢in q -harmonik olma sartlar1 incelenmistir. Bu sinifa ait baz1 sonuglar asagida
verilmistir.

Sonug 5.4

r>0, 5>0, 0<7<1, 0< B <, # €C—{0} ve 0<y<1 olmak iizere (4.19) Iile
tanimlanan 777/’ fonksiyonun 7% (+,7, ) smifinda olmas i¢in gerek ve yeter sart

(4.27)’deki ifadenin saglanmasidir.

Sonug 5.5
r>0,5>0,0<B<1, #/ €eC—{0} ve 0<y<1 olmak tzere (4.19) ile tanimlanan
77" fonksiyonunun 7% (+,n,) smifinda olmasi igin gerek ve yeter sart

(4.28)’deki ifadenin saglanmasidir.

Sonug 5.6
7>0,r>0, 0<pB<1 ve 0<n <1 olmak iizere (4.19) ile tanimlanan g7~
fonksiyonunun 75%(n, ) smifinda olmasi i¢cin gerek ve yeter sart (4.30)’daki

ifadenin saglanmasidir.

Dordiincli  ¢calismamizda, ( ﬁ‘i) -Poisson dagilimlar1  yardimiyla tanimlanan

J?»Z/ﬂ[’ (/ ,ZU,V) ve JWM (;/ NN ) siiflarinin ( {9,7) -harmonik olma sartlari

incelenmistir. Bu siniflara ait baz1 sonuglar asagida verilmistir.

Sonug 5.7
r>0,5>0,0< <1, 0<n<1, #/€C\{0}, 0< p<1, 0<g<l, olmak iizere

(4.37)’deki ifade ile tanimlanan 77 /" fonksiyonunun VJWM(/ .1, ﬂ) siifinin

elaman1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (4.41)’deki ifadenin saglanmasidir.

Sonug 5.8

r>0,s>0, 0< o<1, 0<g<l, -1<v<0, 0<a <], 0<+ <1 olmak iizere
(4.37)’deki ifade ile tanimlanan 777;; fonksiyonunun 7% M(;/ ,@,v) smifinda olmasi
icin gerek ve yeter sart (4.43)’deki ifadenin saglanmasidir.
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Tezdeki caligmalarda, Hadamard carpimi, subordinasyon metodu, Poisson dagilimi,
7 -Poisson dagilimi ( /,7)—P0isson dagilimu, ¢ -kalkiiliis gibi kavram ve metodlar

kullanilarak harmonik fonksiyonlarin farkli siniflari i¢in arastirmalarda bulunuldu. Bu
arastirmalarda ulasilan sonuclarin bir kism1 “Journal of Mathematical Extension”
(Canbulat ve Sakar, 2023) ve “Bulletin of the International Mathematical Virtual
Institute” (Canbulat ve ark, 2024) dergilerinde yaymlanmistir. Elde edilen sonuglara
benzer sekilde bundan sonraki ¢aligmalarda da ozellikle son yillarda genis bir
uygulama alanma sahip olan 7 -kalkilis yardimiyla farkli harmonik siniflari

tanimlanabilir. Subordinasyon metodu veya farkli metodlarla gerekli ve yeterli
Hadamard carpim sartlar1, farkli seri dagilimlar1 gibi bazi1 6zellikler arastirilarak
literatiire katkida bulunulabilir.
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