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BÖLÜM 1 

 

GİRİŞ 

Yaklaşım teorisi Matematiksel Analizin önemli çalışma alanlarından birisidir. Yaklaşım 

teorisinde temel amaç, keyfi bir fonksiyonun daha basit, daha kullanışlı olan diğer 

fonksiyonlar cinsinden bir gösterimini elde etmektir. Burada basit fonksiyonlar olarak 

polinomları kullanmak ilk akla gelen örnektir. Nitekim Chebyshev 1854 yılında, bir 

polinomun, verilen polinomlar sınıfı içinde bir fonksiyona en yakın olup olmadığını düzgün 

norma göre belirleyen önemli bir kriter vermiştir.  

Weierstrass 1885 yılında sürekli fonksiyonlara polinomlarla yaklaşımın mümkün olduğunu 

gösteren önemli bir teorem vermiştir. 1908 yılında Landau Weierstrass Teoreminin bir başka 

ispatını vermiştir. Weierstrass Teoreminin en çok bilinen ispatı 1912 yılında Bernstein 

tarafından verilmiştir.  

Bernstein’ın polinom dizilerini oluşturma yöntemi doğrusal pozitif operatörlerle yaklaşım 

teorisinin ilk adımıdır. Sonraki yıllarda, kapalı bir aralıkta sürekli fonksiyonlara yaklaşım için 

farklı doğrusal pozitif operatörler tanımlanarak kullanılmaya başlanmıştır.  

Yaklaşım teorisinde operatörün yakınsaması kadar bu yakınsamanın hızı da önemlidir. 

Burada hız ne kadar hızlı olursa yakınsama da o kadar iyi olmaktadır. Yakınsaklık hızı için 

Totik tarafından tanımlanan süreklilik modülü ve K - fonksiyoneli kullanılmaktadır.  

Popoviciu 1935 de, [0,1] aralığında sürekli bir f fonksiyonuna Bernstein polinomlarıyla 

yaklaşımın hızını süreklilik modülünün yardımıyla hesaplamıştır. Chlodovsky 1937 yılında, 

Bernstein polinomlarının sonsuz aralıkta bir genellemesini tanımlamıştır. Bu polinomlar  

Bernstein-Chlodovsky polinomları olarak bilinir.  

Mirakyan 1941 de, Szasz 1950 de daha sonra Szasz-Mirakyan operatörleri olarak 

adlandırılacak operatörleri tanımlayarak bazı yaklaşım özelliklerini incelemişlerdir.  
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1951 de Bohman   fonksiyonunun [0,1] aralığı dışındaki değerlerinden bağımsız olan 

operatörler için kullanışlı bir yöntem vermiştir. Korovkin 1953 de Bohman’ın yöntemini 

genelleştiren doğrusal pozitif operatörlerle yaklaşım alanına yeni bir soluk getiren bir çalışma 

ortaya koymuştur.  

1957 de Baskakov  pozitif  yarı eksende sürekli olan ve ağırlık fonksiyonuna bölümünün 

limiti sonlu olan bir operatörler dizisi tanımlayarak yaklaşım özelliklerini çalışmıştır. Bu 

operatörler literatürde Baskakov operatörleri olarak bilinmektedir.  

1960 yılında [0,1) aralığın da Meyer König Zeller tarafından adlarıyla anılan bir operatör 

tanımlanmıştır. Daha sonra 1967 de Durrmeyer integrallenebilir fonksiyonlara [0,1] aralığın-  

da yaklaşan operatörleri tanıtmıştır. Stancu 1969 da Bernstein operatörünü genelleştirmiştir. 

Bu operatörler Bernstein-Stancu operatörleri olarak adlandırılır.  

1970’te Gadjiev ve İbragimov tarafından [0,A] uzayında bir operatör tanımlanarak bu 

operatörün Korovkin teoremini sağladığı gösterilmiştir. 1974 de Gadjiev sonlu olmayan 

aralıklarda doğrusal pozitif operatörlerle yaklaşım teoremini ortaya koymuştur.  

Bleimann, Butzer ve Hahn 1980’de pozitif yarı eksende bir operatör tanımlayarak yaklaşım 

özelliklerini vermişlerdir. Kasana vd. ve Mazhar-Totik birbirinden bağımsız olarak 1985’te 

Szasz Durmeyer operatörünü tanımlamışlardır.  

Bernstein polinomlarının iki değişkenli fonksiyonlar sınıfındaki yaklaşım özellikleri ilk defa 

Stancu tarafından 1969 da incelenmiştir. 2004 de iki değişkenli Bernstein-Stancu polinomları 

Büyükyazıcı ve İbikli tarafından tanımlanmıştır.  

İbikli 2005’te üçgensel bölgede iki değişkenli Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisi 

tanımlayarak bu polinomların yaklaşım özelliklerini vermiştir.  

Yaklaşım teorisi halen aktif çalışmaların yoğun olarak devam ettiği bir alandır. Günümüzde  -analiz metotları kullanılarak operatör dizilerinin yaklaşım koşullarını araştırmak, yaklaşım 

teorisinin önemli araştırma alanlarından birisi olmuştur. Operatörlerin    genelleşmelerini 
çalışmaktaki amaç  ’nun seçimine bağlı olarak daha iyi bir yaklaşım derecesi elde etmektir.  

Yaklaşım teorisinde   genelleşme kavramı ilk kez Lupaş tarafından 1987 de ortaya 
konulmuştur. Bu genelleştirme Bernstein polinomları için yapılmıştır.  
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1996 da Phillips klasik Bernstein polinomlarının farklı bir   tipli genelleşmesini 

tanımlamıştır. Bu genelleşme   Bernstein polinomları olarak literatürde anılmaktadır. Daha 

sonra klasik operatörlerin bir çoğunun   genelleşmeleri tanımlanmış ve yaklaşım özellikleri 

çalışılmıştır. 2000 de Barbosu iki değişkenli   Bernstein operatörlerini tanıtmıştır.  

Gupta tarafından 2008 de Durrmeyer operatörler inin   genelleştirmesi olan   Durrmeyer 

operatörleri tanımlanmıştır.  

Bernstein Chlodowsky polinomunun   genelleştirmesi Karslı ve Gupta tarafından 2008’de 

tanımlanmıştır. Daha sonra Büyükyazıcı 2009’da iki değişkenli   Bernstein-Chlodowsky 

tipi polinomlar dizisi tanımlayarak bu polinomların yaklaşım özelliklerini vermiştir  

2006’da Aral Szasz-Mirakjan operatörlerinin bir   genelleştirmesini tanımlamıştır. Ardından 

2010’da Mahmudov Szasz-Mirakjan operatörlerinin bir başka   genelleşmesini 
tanımlanmıştır. 

2006’da Doğru ve Gupta tarafından iki değişkenli   Meyer-König ve Zeller operatörü 

tanımlanarak yaklaşım özellikleri çalışılmıştır.  

2008’de Ersan tarafından İki değişkenli   Bleimann, Butzer ve Hahn operatörlerinin 
yaklaşım özellikleri incelenmiştir. Bunun dışında birçok operatörün   genelleştirmesi 

tanımlanmıştır. Literatürdeki doğrusal pozitif operatörlerin iki değişkenli halleri ve   

genelleşmeleri yeni çalışma alanları oluşturmaktadır.  
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1.1  SONLU BİR ARALIKTA TANIMLI SÜREKLİ FONKSİYONLAR UZAYI 

 

Tanım 1.1.1 

       sonlu aralığı üzerinde tanımlanmış ve aralığın tüm noktalarında sürekli olmakla birlikte   da soldan   de sağdan sürekli olan           fonksiyonlar uzayına       aralığı 
üzerinde tanımlı sürekli fonksiyonlar uzayı denir ve kısaca        şeklinde gösterilir.        
bir doğrusal uzaydır(Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995). 

 

Teorem 1.1.1 

           fonksiyonu        aralığında sürekli ise  , bu aralıkta maksimum ve minimum 

değerini alır(Coşkun 2002). 

 

Tanım 1.1.2 

           sürekli bir fonksiyon olsun. Teorem 1.1.1 yardımıyla  

                                                                                                                                                     
        uzayında bir  norm tanımlanır.         uzayı normlu doğrusal bir uzaydır(Hacısalihoğlu ve Hacıyev1995).  
 

1.2 SONSUZ ARALIKTA TANIMLI SÜREKLİ VE SINIRLI FONKSİYON 

UZAYLARI 

 

Tanım 1.2.1 

           sürekli ve her     için                

olsun. Bu durumda her      için 
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eşitsizliğini sağlayan fonksiyonlar uzayına       uzayı denir. Burada   fonksiyonu ağırlık 

fonksiyon olarak adlandırılır(Gadjiev 1976). 

 

Tanım 1.2.2 

                            şeklinde tanımlı ağırlık uzayına   üzerinde bir doğrusal 

uzay denir.  

 

Tanım 1.2.3 

   ağırlık fonksiyonu ve         olmak üzere  

                                                                                                                                                           
 

ile       üzerinde bir norm tanımlanabilir. Bu norm ile        ve        birer normlu 

uzaydır(Gadjiev 1976).  

 

Tanım 1.2.4 

         sürekli, her     için        ve                  

şeklinde monoton artan bir fonksiyon olmak üzere her         için 

                                                                                                                                                      
 

koşulunu sağlayan fonksiyonlar uzayı         ile gösterilir ve bu uzay       uzayının bir alt 
uzayıdır(Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995). 
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1.3 DOĞRUSAL POZİTİF OPERATÖRLERİN GENEL ÖZELLİKLERİ  

 

Tanım 1.3.1 

   ve    fonksiyon uzayları olsun. Her     için, 

                                                                                                                                                       
 

olacak şekilde bir     fonksiyonu varsa    dönüşümüne X uzayından Y uzayına bir 

operatördür denir.  

 

Örnek 1.3.1 

          olmak üzere             olsun. Her         için                      
    

bir operatördür. Bu operatör  Szasz-Mirakjan operatörü olarak adlandırılır(Szasz 1950).   uzayı doğrusal uzay ise   üzerinde bir doğrusal operatör aşağıdaki gibi tanımlanabilir. 

 

Tanım 1.3.2 

  ,   doğrusal uzaylar ve         ve         olsun.       operatörü için,                                     
koşulunu sağlayan   üzerindeki   operatörüne doğrusal operatör denir.  

 

Tanım 1.3.3 

                  ,                  
şeklinde tanımlı fonksiyon uzayları ve         doğrusal operatörü için,           oluyorsa  ’ye doğrusal pozitif operatör denir(Korovkin 1960). 
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Örnek 1.3.2 

       aralığında tanımlı gerçel değerli her   fonksiyonu için     ve         olmak 

üzere  her     için                                 
    

operatörleri doğrusal ve pozitiftir. 1980 de tanımlanan bu operatör Bleimann, Butzer ve Hahn 

operatörü olarak bilinir.  

 

Uyarı 1.3.1 

   doğrusal pozitif operatörü negatif fonksiyonları negatif fonksiyonlara dönüştürür.  

 

Uyarı 1.3.2 

 

Her doğrusal pozitif operatör monoton dur(Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995 ). 

Gerçekten de her     için           olduğundan            ’dır 
Yani             ’dir. Uyarı 1.3.1’den              olduğundan                ’dır. Böylece               olur. 

 

Tanım 1.3.4 

   ve   normlu uzaylar ve       doğrusal bir operatör olsun. Her     için                  

eşitsizliğini sağlayan bir     sayısı varsa    operatörüne sınırlı operatör denir. Bu    

sabitlerinin en küçük alt sınırına   operatörünün normu denir.  

                                                                                                                           
 

şeklinde gösterilir.  
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Uyarı 1.3.3 

        olmak üzere,       sınırlı doğrusal operatörü için 

                                                                                                                                               
 

eşitliği geçerlidir(Rudin 1991). 

 

Sonuç 1.3.1 

       sınırlı doğrusal operatörü için         olmak üzere,                                                                                                                                                
eşitliği geçerlidir.  

 

Önerme 1.3.1 

       tanımlı, doğrusal pozitif bir operatör olsun. Bu durumda her     için 

                                                                                                                                                   
 

eşitsizliği sağlanır(Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995).  

 

Kanıt 

   doğrusal pozitif bir operatör olsun. Uyarı 1.3.2 gereği doğrusal pozitif operatörler monoton 

olduğundan;            
eşitsizliğine   operatörü uygulanırsa;                           
olur.   operatörünün doğrusallığından,                            
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olacaktır. Böylece                   eşitsizliği gösterilmiş olur 

 

1.4 C[a,b],       VE        UZAYLARINDA KOROVKİN TİPLİ TEOREMLER  

 

Teorem 1.4.1 (       Uzayında Korovkin Teoremi) 

    doğrusal pozitif operatörler dizisi her         için         olmak üzere                              

şeklindeki üç koşulu sağlıyorsa bu durumda       de sürekli ve   da soldan   de sağdan 

sürekli tüm   de sınırlı her   fonksiyonu için                              

eşitliği geçerlidir(Korovkin 1960).  

 

Kanıt 

  ,  ’de sınırlı olduğundan her     için           

olacak şekilde en az bir     vardır.          olduğundan her     için en az bir     vardır, öyle ki           için ve          olduğunda               olur. 

Her     ve         için         olduğunda da               eşitsizliği doğrudur. 

Gerçekten           ve         olsun.         olduğunda                eşitsizliği   

fonksiyonu   da soldan    de sağdan sürekli olduğu için yine doğrudur. 

Diğer taraftan         olduğunda ise             olup açıkça               

eşitsizliği geçerlidir. Bu eşitsizlikler ve üçgen eşitsizliği kullanılarak her     için 

                                                                                                                        
 

eşitsizliği elde edilir. Ayrıca  
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eşitsizliği geçerli olduğundan hipotezden    sıfır dizisi olmak üzere                      

olacaktır.  Böylece                                                                                                                                                              
bulunur. Son eşitsizliğin her iki tarafının limiti alınırsa;                              

eşitliği gösterilmiş olur. 

Dolayısıyla her           için        ;    fonksiyonuna düzgün yakınsar.  

 

Lemma 1.4.1 

    doğrusal pozitif operatörler dizisinin    dan    uzayına dönüşüm yapması için gerekli ve 

yeterli koşul   ;    fonksiyonuna bağlı bir sabit olmak üzere                

olacak şekilde bir    sabitinin bulunmasıdır(Gadjiev 1976). 

 

Kanıt 

    doğrusal pozitif operatörler dizisi    dan    uzayına bir dönüşüm olsun. Yani her      

için           olsun.                    
olarak yazılabileceğinden      olur. Böylece            bulunur.    uzayının 

tanımından                   

eşitsizliği geçerlidir.     üzerinden supremum alınırsa                eşitsizliği 

gösterilmiş olur.  

Diğer taraftan      olsun. Bu durumda              olur ve buradan   
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eşitsizliği bulunur.        operatörünün monotonluğundan ve hipotezden              olur. Ayrıca                                                      
olur. Bu ise             demektir.  

 

Korovkin Teoremi sonlu aralıkta tanımlı sürekli fonksiyonlar için geçerli olup gerçel sayılar 

kümesi üzerinde sürekli olan fonksiyonlar için geçerli değildir. Bu durum aşağıdaki teoremle 

verilmiş olup Hacıyev Teoremi olarak bilinir.  

 

Teorem 1.4.2 ( Hacıyev Teoremi) 

    dan    uzayına dönüşüm yapan bir    doğrusal pozitif operatörler dizisi;         olmak 

üzere  

                        

 

şeklindeki üç koşulu sağlasın. Bu durumda en az bir            için  

                           

 

eşitsizliği geçerlidir(Gadjiev 1976).   

 

Sonuç 1.4.1 

    dan    uzayına dönüşüm yapan    doğrusal pozitif operatörler dizisi için         olmak 

üzere  

                        

 

şeklindeki üç koşul sağlansın. Bu durumda her        için 
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eşitliği sağlanır. Dolayısıyla    ağırlıklı uzayında Korovkin Tipli bir teorem geçerli olmayıp     alt uzayında geçerlidir.  

 

Teorem 1.4.3 

         doğrusal pozitif operatörler dizisi 
                            

   
 

           

                                
   

 
           

                                
   

 
           

                                               
   

 
           

koşullarını gerçekliyorsa   bölgesinde sürekli, reel değerli ve tüm    de sınırlı her bir   

fonksiyonu için                           

ifadesi gerçeklenir(Volkov 1957).   

 

Tanım 1.4.1 

                       olmak üzere      ,    üzerinde tanımlı gerçel değerli sürekli 

fonksiyonlar uzayı olsun.                                     
normu ile bir Banach uzayıdır.  
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Tanım 1.4.2 

              üzerinde bir fonksiyon dizisi olmak üzere                                                                

eşitliği sağlanıyorsa,        fonksiyonu dizisi    üzerinde   fonksiyonuna düzgün yakınsar. 

 

1.5.    ANALİZ 

   Analizle ilgili ilk formüller 18. yüzyılda elde edilmiştir. Modern anlamda   analizinin 

başlangıcı Jackson tarafından yayınlanan, ilk olarak   integrallerin sistematik olarak 

tanımlanıp geliştirildiği makalesi ile başlatılabilir. 1910 yılında Jackson   integrali tanıttı ve 

sistematik olarak analiz alanındaki kavramlar   analize taşınmaya başlandı.  

 

Klasik   teorisi negatif olmayan tamsayıların   benzerlerini tanımlamakla başlamıştır.  

 

Bir   tamsayısının   benzeri       için                  

eşitliğinden ilham alarak tanımlanmıştır.  

 

Tanım 1.5.1 

     verilsin.      için      sayısı 

                        
şeklinde tanımlanır.      bir   tamsayısı olarak adlandırılır.  

Açıkça bu tanım     gerçel sayısı içinde verilebilir.      bu durumda   reel sayı olarak 

adlandırılır(Kac Cheung 2002). 
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Örnek 1.5.1 

     için   tam sayısını bulunuz. 

                     
 

Örnek 1.5.2 

     olmak üzere      ve     için   tam sayılarını bulunuz. 

               

ve                

olarak bulunur. 

 

Tanım 1.5.2  

     verilsin.      için; 

                                  
 

şeklinde tanımlı ifadeye    faktöriyel denir(Andrews Askey and Ray 1999). 

 

Örnek 1.5.3 

     için       faktöriyelini bulunuz.                                                 
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Tanım 1.5.3 

     verilsin.      için     olmak üzere  

                                

 

şeklinde tanımlı ifadeye   binom katsayısı denir. Diğer durumlarda ise 0 dır(Kac Cheung 

2002). 

 

Tanım 1.5.4  

     verilsin.        için                          
 

şeklinde tanımlı ifadeye Gauss polinomları denir. (Diğer durumlarda yine 0 dır.)  

 

Örnek 1.5.4  

     olmak üzere         Gauss polinomunu hesaplayınız.  
                                                                                               

gerekli sadeleştirmeler yapılarak        1+q+2   2             
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Lemma 1.5.1 

                    
    

ifadesinin   analoğu,                              
                  

biçimindedir(Kac  Cheung 2002). 

 

Kanıt 

 

Binom teoreminden                     
                          

eşitlikleri geçerlidir.   bir parametre, 

                                                                                                                                   
 

olmak üzere                    
    

ifadesinin   analoğu, 
tümevarımdan     için eşitlik doğrudur.  

               
                                                                                                                          

 

olarak kabul edilsin.     içinde eşitliğin doğru olduğu gösterilirse ispat biter.                       
eşitliği yazılabilir. Buradan 
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eşitliği geçerlidir. Bu eşitlik yardımıyla 

           
                                 

                          

                                                    
               

                                                    
                  

            

eşitliği geçerlidir. Ayrıca (1.11) den           eşitliği de doğrudur. Bu eşitlik toplamda 
yerine yazılırsa 

                     
                                 

           

                                                                                                                     
            

                            
             

                      

      

bulunur. Burada               ve                     eşitlikleri kullanılarak,  

         
                               

            

elde edilir. Buradan 

                                                                                                                                    
 

bulunur. Benzer şekilde                        ve                    

eşitlikleri kullanılırsa,  
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bulunur. O halde (1.13) ve (1.14) den                           

elde edilir. Bu işlem    kez uygulanırsa                                                

bulunur. Bu eşitliğin pay ve paydası                      ile çarpılırsa                                                                                                           

olur.                    eşitliği göz önünde bulundurulursa, 

                                                                                      
eşitliği doğru olacaktır. (1.12) ile verilen binom eşitliğinin    analoğunu bulmak için bu 

eşitlikteki   yerine    yazılırsa  

                
                                                                                                                    

 

bulunur. Burada (1.11) ile verilen eşitlikler kullanılarak,                     

elde edilir. Yine (1.11) eşitlikleri kullanılarak,                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             
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                      … 

bu şekilde devam edilerek                                           
eşitliği elde edilir. Bu eşitlik (1.15) de yerine yazılırsa  

                                 
                    

eşitliği sağlanır. Buradan                                       
      

eşitliği elde edilir. Burada   yerine 
   yazılırsa 

                                        
   

    

                                          
                                                              

 

sonucuna ulaşılır. Bu ise (1.12) nin bir   analoğudur. 
 

Uyarı 1.5.1 

 

Lemma 1.5.1 de   yerine  –    alınırsa 

                                  
    

eşitliği geçerlidir.  
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2.BÖLÜM 

 

SÜREKLİ FONKSİYONLARA BAZI DOĞRUSAL POZİTİF OPERATÖRLERLE 

YAKLAŞIM 

 

Bu bölümde seçilen bazı doğrusal pozitif operatörlerin bazı yaklaşım özellikleri 

incelenecektir. 

 

2.1. BERNSTEIN POLİNOMLARI 

 

 S. Bernstein (1912),        aralığında verilmiş sürekli bir fonksiyona yakınsayan polinom 

dizisi tanımlamıştır.  

 

Tanım 2.1.1 

       olmak üzere bu polinom dizisi; 

                
                                                                                                                

 

şeklindedir. 

 

Uyarı 2.1.1 

 

Açıkça Bernstein Polinomu doğrusal pozitif bir operatördür.  

Gerçekten              olduğundan her     için                                olacaktır. Böylece         pozitif operatördür.  
Doğrusallığı ise şu şekilde kolayca gösterilebilir:       olmak üzere 
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olur. Bu ise operatörün doğrusal olması demektir(Bernstein 1912). 

 

Lemma 2.1.1 

 

Bernstein polinomları aşağıdaki üç koşulu sağlar(Bernstein 1912).              

ii)           

iii)                   

 

Kanıt 

                 
                       

olur. Benzer şekilde  

                
              

                               
              

                                          
            

                              
                

bulunur. Son olarak 
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eşitliği gösterilmiş olur.  

 

Teorem 2.1.1 

 

Bernstein polinomu Korovkin teoreminin koşullarını sağlar(Bernstein 1912). 

 

Kanıt 

                     

eşitlikleri yardımıyla                                                              
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elde edilir. Son olarak                  olduğundan ve her     için    polinomlarının doğrusallığından                                                                                                                                                       

                                     

bulunur. Buradan           tanımlaması yapılırsa          olur.           olması için         olmalıdır. 
Buradan                                bulunur. Dolayısıyla  
                                                               
olacaktır. Korovkin teoreminden her          için                                    
bulunur(Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995). 

 

Teorem 2.1.2 

 

Her          ve        klasik süreklilik modülü yardımıyla Bernstein polinomlarının 
yaklaşım hızı için     olmak üzere                               

eşitsizliği geçerlidir(Walczak 2004). 

 

Kanıt 

 

Süreklilik modülünün özelliğinden kolayca                                          
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bulunur. Burada                                               

eşitsizliğe ulaşılır. 

 

Daha sonra birçok araştırmacı Bernstein polinomlarının modifikasyonları ve genellemeleri 

üzerinde çalışmalar yapmıştır. İlk olarak Bernstein-Chlodowsky operatörü incelenecektir.  

 

2.2. BERNSTEIN-CHLODOWSKY POLİNOMLARI 

 

2.2.1. Tek Değişkenli Bernstein-Chlodowsky Polinomları 

 

Chlodowsky (1937)      aralığı üzerinde Bernstein polinomlarını genelleştirmiş ve bu 

polinomların yaklaşım özelliklerini araştırmıştır.  

 

Tanım 2.2.1.1 

      dizisi            ve              

koşullarını sağlayan monoton artan gerçel terimli pozitif sayıların dizisi olmak üzere           için  
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şeklinde tanımlı polinomlara Bernstein-Chlodowsky polinomları adı verilir(Chlodowsky 

1932). 

 

Uyarı 2.2.1.1 

 

Bu operatör açıkça doğrusal ve pozitiftir.  

 

Bernstein-Chlodowsky operatörünün doğrusallığı;  

Her         ve her            ve      için                                                
    

                                                            
    

                                                             
    

                                                             
    

                                                             
    

                                                    
bulunur. Bu ise operatörün doğrusallığını kanıtlar. Son olarak pozitiflik gösterilmelidir.  

Bernstein-Chlodowsky operatörünün pozitifliği;  

her           ve     için                       

olduğundan her     için            olur. Bu ise operatörün pozitif olduğunu gösterir.  

 

Lemma 2.2.1.1 

 

Bernstein-Chlodowsky  polinomu aşağıdaki eşitlikleri sağlar. 

i)            

ii)            
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iii)                       
 

Kanıt 

        olmak üzere, 

                              
    

                                                   

olur.        için                                   
    

                                                            
    

                                                        
    

(     dönüşümü yapılarak) 
                                                            

    

                                                             
    

                                              
    

                                                      

 

bulunur. Son olarak          olmak üzere, 
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(      dönüşümü yapılarak) 
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bulunur.  

Ancak Bernstein-Chlodowsky polinomları, tanımlı olduğu        aralığının     iken       aralığına dönüşmesi sonucu                        olduğundan Korovkin 

Teoremi’ni sağlamaz. 

 

Teorem 2.2.1.1 

 

Her            fonksiyonu için                  

ve                                        
koşulunu sağlayan bir dizi olsun.  

Bu durumda Tanım 2.2.1.1 de verilen      polinom dizisi için                                  

eşitliği geçerlidir(İbikli 2003, İşler 2009). 

 

Kanıt 

 

Teoremin kanıtını      olması durumunda yapmak yeterlidir. Bu durumda                 olur. Yani; her     için      iken          eşitsizliğini sağlayan en 

az bir    noktası vardır. 

        
                                                                                                             

  
şeklinde sürekli bir   fonksiyonu tanımlansın.  

Burada    noktası için                             dır. Bu durumda   fonksiyonunun 

tanımı gereğince;                                                                    
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olacaktır. Bu eşitsizlikte                                            

olduğundan                               

elde edilir. Bu durumda                                                                                                                                                                                                                                                  
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             
olup, limite geçilirse                                                                  
yazılabilir. İlk olarak bu eşitsizlikte yer alan                                
ifadesi göz önüne alınsın.  

g fonksiyonu            aralığında sıfır olduğundan sınırlıdır. Yani;          koşulunu 

sağlayan     sayısı vardır. Ayrıca kapalı ve sınırlı           aralığı üzerinde   

fonksiyonu düzgün süreklidir.  

O halde düzgün süreklilik tanımı kullanılarak; her     için             iken          
için 
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eşitsizliğini sağlayan en az bir          sayısı vardır. Diğer taraftan             ve   fonksiyonu sınırlı olduğundan                    

olacaktır. Ayrıca                                  
eşitsizliğinden 

 

                                                                                                                              
 

elde edilir. (2.3) ve (2.4) eşitsizliklerinden  

                             

bulunur. Buradan                           
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olup,                                                  

                                                           

eşitsizliği elde edilir.      dizisinin tanımından                                                                                                            

olur. 

Bu ifade yardımıyla                                   

bulunur. Bu ise kanıtı tamamlar.  

 

Teorem 2.2.1.2 

           olmak üzere her          için,              olmak üzere  

                                                                                                                                           
 

olur(Gadjiev ve İbikli 1999). 

 

Kanıt 

 

Norm tanımı kullanılarak Lemma 2.2.1.1 den        olmak üzere                                                                              
olacağından,                      
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olur. 

Benzer şekilde norm tanımından                                                                              
eşitliğinden,                      

bulunur. 

Son olarak   için norm tanımından                                            

                                             
                     

                                                                                           

bulunur.      pozitif sayı dizisi              olma koşulunu sağladığından                        

elde edilir. Dolayısıyla       doğrusal pozitif operatörler dizisinin tanımından                   

olup kanıt tamamlanmış olur.  

 

Yaklaşım keyfi         fonksiyonu için genel olarak sağlanmaz. Aşağıdaki teoremde          polinomlar dizisinin özel bir durumda yaklaşımı sağladığı gösterilecektir.  

 

Teorem 2.2.1.3 

           ve             olmak üzere her          için                              

eşitliği sağlanır(Gadjiev ve İbikli 1999). 
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Kanıt 

 

Sürekli her   fonksiyonu kapalı ve sınırlı bir aralıkta düzgün sürekli olduğundan her     

için         olan her          ve her          için               

eşitsizliğini sağlayan en az bir        sayısı vardır.         olduğundan         koşulunu sağlayan her          ve her          için                                                                                                                 
eşitsizliği geçerli olup,                                                                                                                                                                                                      
şeklinde yazılabilir.           olduğundan  

                                               
                                                                                                                              
                                 
eşitsizşiği geçerli olur. Burada                 
ile gösterilirse                                       
eşitsizliği elde edilir.  

Bu durumda her          ve her          için 
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eşitsizliği doğru olur. Operatör dizisi için                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                               

 

eşitsizliği geçerli olduğundan operatörün tanımı ve Cauchy-Schwarz eşitsizliği kullanılarak  

                                                       

bulunur. Bu ifadenin her iki yanı         ile çarpılırsa                                                             

olur. Supremuma geçilirse  

                                                                                      

eşitsizliği yazılabileceğinden 

                                                            

bulunur. Dolayısıyla 

                                                     

olur.  Bu ifadenin her iki yanı      ile çarpılırsa 
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olarak yazılabilir. Burada  

                                                                          
olup,      dizisinin tanımından                                          

bulunur. Bu ise kanıtı tamamlar.  

 

i)  I.Tip Bernstein-Chlodowsky Operatörü 

 

İbikli (2000) I. tip genelleşmiş Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisini tanımlayarak 

yaklaşım özelliklerini araştırmıştır.  

 

Tanım 2.2.1.2 

      dizisi             ve             

koşullarını sağlayan monoton artan gerçel terimli pozitif bir sayı  dizisi ve       olmak 

üzere  

           
                                      

eşitliği ile tanımlı polinomlar dizisi 1. tip genelleşmiş Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar 

dizisi olarak adlandırılır(İbikli 2000). 

 

Uyarı 2.2.1.2 

 

(2.7) eşitliği ile verilen polinomlar için  

i)              

ii)                        
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iii)                                                         
eşitlikleri geçerlidir.  

             
                                                                                                              

eşitliği geçerlidir.  

Operatörün tanımından  

                    
                       

                             
                       

                          
                                                                

     
                          

                          
                             

                              

                                                                                                                                            
 

olarak bulunur. 

Son olarak          hesaplanacaktır.                        
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eşitliği geçerlidir.  

 

Uyarı 2.2.1.3 

                 eşitsizliğini sağlayan bir        fonksiyonu için (2.7) ile tanımlı 

polinomlar dizisi yakınsaklık durumunu sağlamayabilir.  

 

Örnek 2.2.1.1 

        aralığı üzerinde sürekli olan         fonksiyonuna (2.7) polinomlar dizisi ile 

yaklaşım yapılırsa         için                                                        

olmak üzere,                                                                                                                    

eşitsizliği yazılabilir. Supremuma geçilirse  
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eşitsizliği bulunur. Burada                                                       

eşitsizliğinin sağlandığı gösterilirse ispat biter.                              

                                                    

olup, eşitsizlik geçerlidir. Böylece                                                            

olacaktır. Dolayısıyla                                

olup, yaklaşım sağlanmaz(İşler 2009). 

                 eşitsizliğini sağlayan         fonksiyonları için sağlanmayan 

yaklaşım teoremi aşağıdaki teoremde verilen uzaydan alınan fonksiyonlar için geçerlidir.  

 

Teorem 2.2.1.4 

           ve           olmak üzere kapalı ve sınırlı       aralığı üzerinde                               

yakınsaması düzgün olarak sağlanır(İşler 2009). 

 

Kanıt 
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Kanıtı yapmak için Korovkin teoreminin koşullarının sağlandığı gösterilmelidir. Uyarı 2.2.1.2 

(2.8) ifadesi göz önüne alınırsa             

ve böylece                       

olup,                           

eşitliği kolayca sağlanır.  

(2.9) ifadesi göz önüne alınırsa                          

                                         

eşitliği geçerlidir. Mutlak değer ve supremumun özellikleri kullanılarak                               

                                       

eşitsizliği sağlandığından,                            

yakınsaması geçerlidir.  

(2.10) ifadesinden yararlanılarak                                                               

                                                      

                                                               

                                               

                                                                          

eşitsizliği geçerli olup, limite geçilerek  
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elde edilir. Dolayısıyla Korovkin teoreminin tüm koşulları sağlandığından istenen yaklaşım 

gösterilmiş olur. 

                 eşitsizliğini sağlayan         fonksiyonları için sağlanmayan 
yaklaşım teoremi yine aşağıdaki teoremde verilen alt uzaydan alınan fonksiyonlar için 

geçerlidir. 

 

Teorem 2.2.1.5 

           ve         için                         

eşitliği sağlanır(İşler 2009). 

 

Kanıt 

 

Norm tanımı kullanılarak                           

                                 

eşitliği geçerli olup, kolayca                      

elde edilir. 

(2.9) ifadesi kullanılarak                             

olacağından, her     için          durumu kullanılarak                                                                         
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yazılabilir. Böylece             olduğundan 

                                                                  

                                                   

bulunur. Dolayısıyla                      

eşitliği elde edilir.  

Son olarak (2.10) ifadesi kullanılarak                                                                      

                                                                                                                             

                                                                                                                                                      

                                                               
                                                                    

                                                                                

eşitsizliğine ulaşılır. Buradan                                                                             

                                                                                                         

eşitsizliği doğru olup,      dizisinin özelliklerinden                         
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eşitliği elde edilir. Dolayısıyla         için                                        
ifadesi geçerli olup, her          içinde                                      

bulunur. Bu ise kanıtı tamamlar.  

 

ii) ll. Tip Bernstein-Chlodowsky Operatörü 

 

İzgi (2004) tarafından II. tip Bernstein-Chlodowsky polinomlar dizisi tanımlanmış ve bu 

polinomlar dizisinin yaklaşım özellikleri araştırılmıştır.  

 

Tanım 2.2.1.3 

      dizisi            ve             

koşullarını sağlayan monoton artan gerçel pozitif terimli bir dizi                

olmak üzere 

               
                                                                           

 

şeklinde 2. tip genelleşmiş Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisi tanımlanır.  

 

Lemma 2.2.1.2 

 

(2.11) ile tanımlanan polinomlar dizisi için                                                      

eşitlikleri sağlanır(İzgi 2004). 
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Kanıt 

        ve     olmak üzere        için binom formülü kullanılarak kolayca                                   
    

elde edilir.        için binom formülü ve       eşitliği kullanılarak                                            
    

                                           
    

                                              
    

                                                                     
 

elde edilir.         için binom formülü ve       eşitliği kullanılarak                                              
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olacağından                            

şeklinde bulunur.  

 

Teorem 2.2.1.6 

           olmak üzere           için herhangi bir kapalı ve sınırlı       aralığı 
üzerinde                                  

eşitsizliği sağlanır(İşler 2009). 

 

Kanıt 

 

Polinomun tanımından                                                                                           

eşitlikleri yazılabilir. Bu durumda her             için       aralığı üzerinde                                   

eşitliği geçerlidir. Bu da kanıtı tamamlar.  

 

Aşağıdaki  (2.11) polinomlar dizisinin         fonksiyonuna olan yaklaşım hızıyla ilgili 
bir teorem verilecektir.  

 

Teorem 2.2.1.7 

            fonksiyonunun         aralığı üzerinde tanımlanan süreklilik modülü olsun. 
Her         için   ,   fonksiyonuna bağlı bir sabit olmak üzere       aralığı üzerinde 
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eşitsizliği sağlanır.  

 

Kanıt 

         olmak üzere                     ve                     
kümeleri tanımlansın.                                                            

     
                                                                                   
                                                                                   
                                                                                 

                                                                                 

                                                  
olarak yazılabilir.        ve       ifadeleri ayrı ayrı düşünülmelidir.       ve         için   fonksiyonunun özelliklerinden                                          

                                                                                           
elde edilir. Burada                olduğundan 
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eşitsizliği geçerli olup,               tanımlaması yapılırsa 

                                    

bulunur. Böylece 

                                           
    

                     

                 

eşitsizliği yazılabilir. Tanımdan              olduğundan yeterince büyük   değerleri için 

         olacaktır. Burada 

                                       

olacak şekilde   fonksiyonuna ve      dizisine bağlı      sayısı vardır.             olarak tanımlanırsa  

 

                                                                                                                                              
 

eşitsizliği elde edilir.  

Diğer taraftan      ve         için süreklilik modülünün özelliklerinden                                        

                                                                              
olarak  yazılabilir. Süreklilik modülünün özellikleri ve Cauchy-Schwarz eşitsizliği 

kullanılarak 
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eşitsizliği bulunur. Burada          ve         olarak alınırsa 

 

                                                                                                                                              
 

elde edilir.  

Bu durumda (2.12) ve (2.13) ifadelerinden        olarak tanımlanırsa 

                                

eşitsizliği gösterilmiş olur.  

 

2.2.2.  İki Değişkenli Bernstein-Chlodowsky Polinomlar Dizisi İle Yaklaşım 

 

İbikli (2005) üçgensel bölgede iki değişkenli Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisini 

tanımlamış ve polinomların bazı yaklaşım özelliklerini araştırmıştır. 

 

Tanım 2.2.2.1 

      , monoton artan gerçel terimli pozitif sayıların bir dizisi ve             ve             olsun. 

Herhangi bir     sayısı için  
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üçgensel bölgesi tanımlansın.      durumundaki üçgensel bölge     ile gösterilmek üzere           olan iki değişkenli bir   fonksiyonu için Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar 

 

                                                                                 
   

 
    

 

şeklinde tanımlanır. 

 

Uyarı 2.2.2.1 

     üçgensel bölgesi üzerinde sürekli olan              

fonksiyonuna (2.14)  ile tanımlanan polinomlar dizisi ile yaklaşım yapılırsa;                                                   

                                                              

eşitliği geçerlidir. Buradan kolayca                                                                    

                                                                    

olup,                                                       

elde edilir. Bu da yakınsamanın sağlanmadığını gösterir. 

 

Yeterince büyük    değeri için     üçgeni bir    üçgenini oluşturuyorsa     üçgeninin 

herhangi bir kapalı alt kümesinde                       
koşulunu sağlayan sürekli fonksiyonlara (2.14) polinomlar dizisi ile yaklaşım sağlanır. Bu 

durum aşağıdaki teorem ile verilebilir(İbikli 2005). 
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Teorem 2.2.2.1 

     keyfi sabit sayı olsun.            için    bölgesi üzerinde                                    

eşitliği sağlanır(İbikli 2005). 

 

Kanıt 

 

Kanıt için k ve m pozitif tamsayılar olmak üzere                 

olarak tanımlansın. İlk olarak 

                                                                                                                                                    
                                                                                                                                                    
                                                                                                                                                    
                                                                                                                                   
                                                                                                                                   
 

eşitliklerinin doğruluğu gösterilmelidir.             için 
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elde edilir.             için 

                                                          
   

 
    

                                                                     
   

 
    

                                             
                            

    

                                                   
            

                                             
                            

    

şeklinde yazılabilir.       ve    olarak tanımlanacak terimler ayrı ayrı hesaplanırsa                          
            

                          
            

                                 
            

                                           
            

                                       
            

         dönüşümüyle 
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olur. Benzer şekilde    için; 

                            
    

olmak üzere 

                          
    

                            
    

                                   
    

                                      
    

                                        
    

                                           
    

        dönüşümü yapılarak  

                                           
    

                                            
    

                             
    

               

olur.       de yerine yazılırsa             
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                                  dönüşümü yapılırsa 

                      
                          

           
                          

   

bulunur.   ve    ifadeleri                ifadesinde yerine yazılırsa                         

olup, istenilen elde edilir.              olmak üzere; 

                                                        
   

 
    

olarak yazılabilir. Burada                    

olduğundan                   

olur. Bu ise istenen ifadedir.             olmak üzere; 
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şeklinde yazılabilir.  

Eşitliğin sağ tarafındaki ifadeler sırasıyla          olarak adlandırılırsa 
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toplamdaki terimlerde sırasıyla       ve       dönüşümleri yapılırsa 

                                                               
    

                                                           
    

                              
olarak bulunur. 

                                             
   

 
    

olarak yazılabilir. Burada içerdeki toplam     ayrıca hesaplanmalıdır.                         
    

olmak üzere 
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      dönüşümü yapılırsa 

                                              
    

                                   
    

                     

elde edilir. Bu ifade    de yerine yazılırsa                                          
    

                                       
    

                                              
    

                                                    
    

      dönüşümü yapılırsa 
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      dönüşümü yapılırsa 

                                                                    
    

                           

olarak elde edilir. 

                                              
   

 
    

olmak üzere ilk olarak 

                         
    

ifadesi göz önüne alınırsa  
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toplamın terimlerinden       ve       dönüşümleri yapılırsa 

                                                     
    

                                                 
    

                                              

olur. Bu ifade    de yerine yazılırsa                            
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toplamın terimlerinde sırasıyla       ve       dönüşümleri yapılırsa 

                                                      
    

                                             
            

                  

olarak bulunur. Hesaplanan          ifadeleri                eşitliğinde yerine yazılırsa                                                               
      

                   

                                        

elde edilir. Bu ise aranan eşitliktir.             olmak üzere  
                                                         

   
 
    

ifadesi için;                   

olduğundan                            
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olarak yazılabilir. Bu ise istenen ifadedir. 

(2.15) ifadesi kullanılarak                             

olup,                                         

eşitliği sağlanır. 

(2.16) ifadesinden kolayca                            

olup,                                         

eşitliğine ulaşılır. 

(2.17) ifadesi kullanılarak                             

eşitliği yazılabileceğinden,                                         

bulunur. 

(2.18) ifadesi kullanılarak                                          
                                                           

eşitliği yazılabilir. Maksimuma geçilirse                                                            

                                                                              

olup,                                         

eşitliği sağlanır. 

(2.19) ifadesi dikkate alınırsa  
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olacağından yine maksimum alınarak                                                           

                                                                             

eşitliği geçerli olup,                                         

elde edilir. Bu durumda Volkov Teoreminin tüm koşulları sağlanır. O halde Volkov 

Teoreminden her            fonksiyonu için                                    

eşitliği sağlanır. Bu ise kanıtı tamamlar.  

 

2.3.BERNSTEIN-STANCU  POLİNOMU 

 

2.3.1 Bir Değişkenli Bernstein-Stancu Polinomu 

 

Stancu (1969) Bernstein-Stancu polinomunu  tanımlamıştır. 

 

Tanım 2.3.1.1 

                      Bernstein-Stancu polinomlar dizisi ve     sayıları ise       

koşulunu sağlayan pozitif gerçel sayılar olmak üzere  
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şeklinde tanımlanır. Burada Bernstein-Stancu polinomunun düğüm noktaları       aralığının        noktalarıdır. Açıkça bu polinomda       alınırsa klasik Bernstein polinomuna 

dönüşür. 

 

Uyarı 2.3.1.1. 

 

Tanım 2.3.1.1 ile verilen Bernstein-Stancu polinomlar dizisi doğrusal ve pozitif bir operatör 

dizisidir. 

 

Kanıt 

       olmak üzere                                  
                 

                                                 
                               

                 

                                               
                             

                 

bu ise operatörün doğrusal olması demektir.  

Pozitiflik için         olsun.                 olduğundan açıkça                
 

Lemma 2.3.1.1 

 

Her         ve     için Bernstein-Stancu polinomu aşağıdaki eşitlikleri sağlar(Stancu 

1969). 

i)                          
ii)                          

iii)                                             
iv)                                           
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Kanıt 

 

Bernstein-Stancu polinomunda        fonksiyonu alınırsa Binom formülünden kolayca                    
              

elde edilir. 

Benzer şekilde        operatörünün doğrusallığı kullanılarak        fonksiyonu için  
                       

                 

                                         
                      

             
                                                  

                   
                                       

                   
                                  

bulunur.         fonksiyonu için yine        operatörünün doğrusallığından 
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elde edilir.        operatörünün doğrusallığı ve yukarıda elde edilen eşitlikler yardımıyla              fonksiyonu için 

                              
                 

                                                
                 

                                                 
                 

                                              
            

eşitliği yazılabilir. Böylece (i), (iii) eşitlikleri kullanılarak                                                 
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olacaktır. 

 

Lemma 2.3.1.1 den yararlanılarak Bernstein-Stancu operatör dizisinin yakınsaklığı Korovkin 

teoremi yardımıyla aşağıdaki şekilde verilir. 

 

Teorem 2.3.1.1 

          olsun. Bu durumda Bernstein-Stancu operatör dizisi her          için                                  

eşitliğini sağlar(Stancu 1969). 

 

Kanıt 

 

Kanıt için Korovkin teoremindeki koşulların sağlandığın göstermek yeterlidir. Yani                                                
olduğu gösterilmelidir.      için Lemma 2.3.1.1(i) den                                 

olduğu açıktır.  

Dolayısıyla     için kolayca                                     
olacaktır. 

Benzer şekilde Lemma 2.3.1.1 (ii) ve üçgen eşitsizliği kullanılarak                                                             
                                                                               

bulunur. Bu ise     
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    için                                     
olması demektir. 

Son olarak     için Lemma 2.3.1.1 (ii) ve üçgen eşitsizliğinden                                                                                  
                                                        
                                                   
                                         

bulunur. O halde     için de istenen eşitlik gösterilmiş olur. Böylece Korovkin teoreminin 
koşulları sağlandığından       aralığında sürekli her   fonksiyonu için                                   

eşitliği gösterilmiş olur 

        uzayında tanımlı süreklilik modülü yardımıyla Bernstein-Stancu polinomlarının 

yaklaşım hızı, aşağıdaki teoremle verilecektir. 

 

Teorem 2.3.1.2 

 

Her          ve         için Bernstein-Stancu polinomu                     
 
   
  
   
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                  

  
eşitsizliğini sağlar(Döne 2011). 
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Kanıt 

 

Süreklilik modülünün özelliği kullanılarak sağ taraftaki ifade büyütülürse                                                      
                                       
 

                                                                                             
 

eşitsizliği elde edilir. 

Burada        fonksiyonu              
eşitliği ile tanımlansın. Açıkça maksimumu aşağıdaki şekilde belirlenir.             olduğundan      ,   fonksiyonunun kritik noktasıdır. Ayrıca             olduğundan                         

bulunur. Dolayısıyla (2.21) eşitsizliği  

 

                                                                                     
 

şeklinde  ifade edilebilir.          fonksiyonunun maksimumunu hesaplamak için               

eşitliği tanımlansın. Açıkça              olduğundan   fonksiyonu maksimum değerini 
kritik noktasında değil aralığın uç noktalarından birinde alır. Yani                                                   
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olacaktır. 

Burada iki durum söz konusudur: 

1.Durum :                      olsun.  

Bu durumda            olacağından 

                                                                                                                                                            
 

olmalıdır. Diğer taraftan                      olduğundan (2.22) eşitsizliği  

                                                                                                
 

şeklini alır. (2.24) de             

olarak alınırsa 

                                                                                                   
 

eşitsizliğine ulaşılır. Burada               

dizisi tanımlansın.                            
olduğundan açıkça         ve         durumları söz konusudur.  

a)          olsun. Bu durumda       olacağından                            

eşitsizliği bulunur.Bu eşitsizlik ve (2.25) ifadesi birlikte düşünülerek  
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eşitsizliğine ulaşılır. Bu ise kanıtı tamamlar.  

(2.26) eşitsizliğinde   ve   sabitlerinin seçimi için    şıkkında       olması durumu ele 

alınmıştır. Bernstein-Stancu polinomunun tanımından       olduğu bilinmektedir. Bu 

durumda       ve       olmak üzere iki durum söz konusudur.  

(i)       olsun.        polinomunun tanımından      ve    şıkkındaki seçim nedeniyle       olduğu biliniyor. Bu eşitsizlikler birlikte düşünülüp       olması durumu 

incelenecek olursa                 

eşitsizlikleri elde edilir. Buradan           ve          
bulunur. 

(ii)       olsun.        polinomunun tanımından, (2.23) ifadesinden      ve    
şıkkındaki seçimden       olduğu biliniyor. Bu eşitsizlikler aynı anda düşünülerek       olması durumu incelenecek olursa            ve          

elde edilir. Buradan            ve            
bulunur. 

b)          olsun. Bu durumda her     için             olacağından    dizisi 

açıkça azalandır. Yani     için                     
olacaktır. Bu eşitsizlik (2.25) eşitsizliğinde dikkate alınırsa 

                                                                                                          
 

eşitsizliğine ulaşılır. 

Şimdi de (2.27) eşitsizliğinin   ve   sabitlerinin hangi durumlarda sağlanacağı 

araştırılacaktır. b) şıkkında       olması durumu ele alınmış ve (2.23) ifadesinden      

olduğu biliniyor. Bu durumda        ve        olmak üzere iki durum söz konusudur.  
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(i)        olsun.        polinomunun tanımından, (2.23) ifadesinden      ve    
şıkkındaki seçim nedeniyle      olduğu biliniyor. Bu eşitsizlikler birlikte düşünülürse           ve         

elde edilir. Dolayısıyla            ve           
olacaktır. 

(ii)        olsun.        polinomunun tanımından, (2.23) ifadesinden      ve     
şıkkındaki seçimden      olduğu biliniyor. Bu eşitsizlikler birlikte düşünülerek          ve        

elde edilir. Buradan     ve          
ifadelerine ulaşılır. 

 

2. Durum :                          olsun. 

Bu durumda           olacağından 

                                                                                                                                                             
 

eşitsizliği doğrudur. Diğer taraftan                          
olduğundan (2.22) eşitsizliği  

                                                                                      
 

olacaktır. (2.29) eşitsizliğinden               

olarak seçilirse 
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eşitsizliği elde edilir. Burada                 

dizisi tanımlansın.                                
olduğundan burada iki durum söz konusudur.  

 

a)             olsun. Bu durumda           olacağından her     için                         
bulunur ve bu eşitsizlik (2.30) ifadesinde dikkate alınırsa  

                                                                                                              
 

elde edilir. 

Şimdi de (2.31) eşitsizliğinin   ve   sabitlerinin hangi seçimlerinde sağlanacağı 

belirlenmelidir. Burada           olduğundan         elde edilir.        

polinomunun tanımından ve (2.28) ifadesinden      eşitsizliği doğrudur. Bu 

eşitsizliklerden yararlanarak                 

eşitsizliğine ulaşılır. Burada          olduğundan     ve         durumları, dikkate 

alınarak      elde edilir. Sonuç olarak (2.31) eşitsizliği             ve          
sağlanır. 

 

b)              olsun. Bu durumda her     için           olacağından    

dizisi azalandır. Bu durumda  
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olacaktır. Bu eşitsizlik ve (2.30) eşitsizliğinde göz önüne alınırsa  

                                                                                     
 

elde edilir. 

Şimdi de (2.32) eşitsizliğinde  ve   sabitlerinin hangi seçimlerde sağlandığı araştırılacaktır. 

Burada          eşitsizliğinden         bulunur. (2.28) ifadesinden       yani      ve 
         olduğu bilinmektedir. Bu eşitsizlikler beraber göz önüne 

alınırsa     elde edilir. Dolayısıyla (2.32) eşitsizliği              

için sağlanır. 

 

2.3.2 İki Değişkenli Bernstein-Stancu Polinomu 

 

Büyükyazıcı ve İbikli (2004) tarafından iki değişkenli Bernstein-Stancu Polinomu aşağıdaki 

şekilde tanımlanmıştır.  

 

Tanım 2.3.2.1 

 

İki değişkenli  Bernstein-Stancu polinomu                                        dikdörtgensel 
bölgesinde   değişkenine göre   – inci ve   değişkenine göre m – inci dereceden olmak üzere  

 

                           
                       

                                                        
 

şeklinde tanımlanabilir. Burada                                                    
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şeklinde tanımlıdır.  

 

İki değişkenli Bernstein-Stancu polinomunun doğrusal ve pozitif olduğu açıktır.  

 

Lemma 2.3.2.1 

       ve              dikdörtgensel bölgesi üzerinde (2.33) ile tanımlı iki değişkenli 

Bernstein-Stancu tipli polinom olmak üzere  

                                                                                                                                                    
                                                                                                                                     
                                                                                                                                   
                                                                 

                                                                                          

                                                                                                               
 

eşitlikleri geçerlidir.  

 

Kanıt 

          fonksiyonu için Binom Özdeşliğinden                             
   

 
                 



74 

                                      
                     

    

                                      
       

                            

elde edilir.          fonksiyonu için      operatörünün doğrusallığından 

                         
   

 
                              

                                                 
   

 
                 

                   
   

 
                  

                                            
                     

        

                                            
                                           

   
                                         

                                               
                 

                      

                                     
                                    

                                           

                     

elde edilir.          fonksiyonu için benzer işlemler yapılarak  
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elde edilir. 

Son olarak da             fonksiyonu için 

 

                                                        
   

 
                 

                            
   

 
                                            

   
 
                 

                        
                     

                                         
       

    

                        
                                 

    

elde edilir. Yukarıdaki eşitliklerden ve      operatörünün doğrusallığından 
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elde edilir. Benzer şekilde                                                              

                 

şekilde elde edilir. Böylece kanıt tamamlanır.  
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Teorem 2.3.2.1  

               bölgesinde sürekli bir fonksiyon ise                          

gerçeklenir. 

 

Kanıt 

 

Bu teoremin kanıtı Teorem 2.4.1 de kullanılacağından öncelikle                                      

                                                                                                                                         
                                                                                   

olduğu gösterilmelidir.           fonksiyonu için (2.34) eşitliğinden                                       

olduğu açıktır.          fonksiyonu için (2.34) eşitliği ve üçgen eşitsizliğinden                                                                                          
                                            

elde edilir.          fonksiyonu için (2.36) eşitliği ve üçgen eşitsizliğinden                                     
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elde edilir. 

Son olarak             fonksiyonu için (2.37) eşitliği ve üçgen eşitsizliğinden                                               
                                                                                                                          

                                                     

                                                                       
                                                               

                                                                                                

                                                                            

                                                                       
                                                                              
                                    

elde edilir.       operatörü 
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şeklinde tanımlansın.  

Bu durumda                                                                                                          
eşitliğine ulaşılır.        ve        ifadeleri kullanılarak                                                                                                                                                                                                                        

bulunur. Böylece Teorem 2.4.1 den             bölgesinde sürekli ve tüm   de sınırlı 
herhangi bir    fonksiyonu için                                    

elde edilir. Burada (4.2.1.6) eşitliği göz önüne alınırsa                                        

bulunur ve böylece ispat tamamlanır.  

 

2.4 BASKAKOV DURRMEYER OPERATÖRLERİ 

              olmak üzere,       aralığında tanımlı her          için  

            ve         olsun.                                                                                   (2.40) 

    dizisi için            ve             olmak üzere en az bir     için, 

                                                                                                                                               
 

eşitliği sağlansın. 
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Tanım 2.4.1 

                                          olsun.                           
şeklinde tanımlı olmak üzere 

 

                                     
 

 
                                                                          

 

ile tanımlı operatöre Baskakov Durrmeyer operatörü denir(Heilmann 1989). 

 

Örnek 2.4.1 

 

Yukarıdaki koşulları sağlayan      dizileri için şu örnekler verilebilir(Heilmann1989 Ulusoy 

2012).                                     aralığında                                                                             aralığında            ,                                                    aralığında            ,                   

 

Tanım 2.4.2 

 

 (Süreklilik Modülü ve K- fonksiyoneli)             uzayında yaklaşım hızı hesabı için süreklilik modülü,                                                               
              

                                            
şeklinde tanımlanır. Diğer durumlarda            alınacaktır. 

Burada süreklilik modülü                                                                                                                             
olmak üzere, 
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şeklinde tanımlı K- fonksiyoneli           ile verilen süreklilik modülüne denktir(Ditzian ve 

Tatik 1987). 

Aşağıdaki Lemma da      ağırlık fonksiyonunun sağladığı bazı özellikler verilecektir.      
fonksiyonlar dizisinin sağladığı özellikler dikkate alınırsa aşağıdaki eşitlikler kolayca elde 

edilir. 

 

Lemma 2.4.1 

 

Her                          için, 
 

                  
                                                                                                                                

                                                                için, 

 

                
                                                                                                                               
                                                                                                                                          
                                                                                                                             
                                                                                                                           
 

dir. Eğer     ise           dır(Heilmann 1989, Ulusoy  2012). 
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Kanıt 

 

1)      türevlenebilir fonksiyonlar dizisi olduğundan                    
          

ile     noktasında,       fonksiyonu tarafından üretilen Taylor polinomunu göster ilecek. 

Fonksiyonda     alınırsa,       in tanımında         olduğundan,                     
                    

    

elde edilir. 

Özel olarak ,            seçilirse ,                      

olur. Bu durumda,                                                                

                           

bulunur.       in     noktasındaki Taylor polinomundan faydalanarak,                    
          

                             
          

olduğu görülür.     alınırsa,                        
             

                            
                   

    

elde edilir. Bu da         için Szasz operatörüdür.  

Şimdi               seçilirse,                                           
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olup,                                                                 

bulunur. Bu durumda, 

                  
          

                     
                             

ve                
                              

                                     
            

                               
    

elde edilir. Bu da         için klasik Baskakov operatörüdür.  

2) Şimdi  

                
  

olduğu gösterilecektir.                    olmak üzere,                 integraline   kez kısmi integrasyon uygulanırsa, 
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bulunur. Buradan, 

                   
          

       

                                               

                               

elde edilir. 

Özel olarak            seçilip   kez kısmi integrasyon uygulanırsa,  
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bulunur. Böylece,          
                

    

                                                                         
elde edilir.               seçilip   kez kısmi integrasyon uygulanırsa, 

                     
 

                                      
                  

                                                                                      
                                                                                                     

    

               
                                              

  

                                                                                                                                                                                                                                                 
olup buradan       
           

                       

                                                                   

                                
 

elde edilir. 
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3) Şimdi de                         
olduğu gösterilmelidir.                                             
eşitliği geçerli olup,        kullanılarak,                                 

bulunur. Böylece,                        
elde edilir. 

Özel olarak            seçilirse ,                      olup,                                                                                               

bulunur. Burada        kullanılırsa,                                                       

                                     
elde edilir.               seçilirse ,                                           
olup,                                                                                                                                                                 
bulunur. Burada        kullanılırsa                                                                 
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olduğu görülebilir.                                   
olduğu gösterilmelidir.     olarak alınırsa               ve              olur. Bu durumda,                                                
olup,                                  
bulunur.         in türevi alınıp denklem düzenlenirse,                                                         
                                                                                                   
                                       
elde edilir.            olarak alınırsa,                      ve        olup,                    

bulunur. Böylece,                                        

                                               

                                         
                                   

                                   
elde edilir. 
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olduğu gösterilmelidir.                           
olup,                                                                                                              dan                                                                                                                                                                   
elde edilir. 

Özel olarak            alınırsa,                                             

olup,        kullanılırsa,                                                                                                                              

                                                                                                                                                                                                                                                                         
elde edilir. 

Özel olarak,               alınırsa, 
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ve                                       

bulunur. Böylece,                                     
                                                                                                                                    

                                                                           

                                                                                

                                                                                                              
olduğu gösterilmiş olur. 

 

2.5 SZASZ OPERATÖRLERİ 

 

Tanım 2.5.1 

           ve                olsun. Szazs operatörleri                        
   

              
şeklinde tanımlı olan lineer pozitif operatörlerdir(Szasz 1950). 

 

Teorem 2.5.1 

 

Szasz operatörleri     olmak üzere       kapalı aralığında sürekli ve tüm pozitif yarı 
eksende de sınırlı olan fonksiyonuna bu aralıkta düzgün yakınsar.  
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Kanıt 

 

Kanıtı Korovkin teoremini kullanarak yapılmalıdır. Bunun için öncelikle           ’in 

doğrusal ve pozitif bir operatör olduğu gösterilmelidir. 

 

Doğrusallık: 

Her                       için,                                             
   

        

                                                           
                        

               

                                                           
                        

               

                                                                             

olduğundan      doğrusal bir opetatördür.  
Pozitiflik:                            için,               

olduğundan     ise               dır. 

Korovkin teoremi gereğince;                                                                                    
 

olduğu gösterilirse                        olduğu ispatlanmış olur. Şimdi bunlar 
gösterilmelidir. 

                           
             

olup 
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dır. 

                          
                   

    

                                  
    

                         
             

               
             

                      

 

dır. 
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olduğundan 

                                                                                                                                               
  

dır. 

                           
 

elde edilir. Dolayısıyla (i), (ii) ve (iii) şartları sağlandığından Korovkin teoremi gereğince her             için       aralığında:                          

gösterilmiş olur. 

 

2.6 SZASZ DURMEYER OPERATÖRLERİ  

 

Bu kısımda Szasz-Durrmeyer operatörlerinin yakınsaklığı incelenecektir. 

 

Tanım 2.6.1 

          da integrallenebilir bir fonksiyon ve                     olsun.           için 

Szasz-Durrmeyer operatörleri 

 

                        
 

 
                                                                                                

 

olarak tanımlanır(Aral ve Gupta 2011). 
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Teorem 2.6.1 

 

(2.52) ile tanımlı Szazs-Durrmeyer operatörleri Korovkin tip teoremi sağlar(Özdoğan 2010). 

 

Kanıt 

 

Öncelikle     ın doğrusal ve pozitif bir operatör olduğu gösterilmelidir. 

Her       ve her                için 

                                                            
 

 
    

                                                                               
 

 
    

                                                                               
 

 
    

                                                                                
 

 
     

                                                                                
 

 
     

                                                                               
 

olduğundan     doğrusal bir operatördür.         ve         için                       olduğundan     olduğundan 

açıkça            dır. O halde     pozitif bir operatördür.      için                   dönüşümü              olarak tanımlansın. 

Her           ve         için 

 

i) İlk olarak                                olduğu gösterilecektir.  
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(2.53)deki integralin değerini hesaplamak için      dönüşümünü kullanılırsa 

            
                     

            
  

integrali bulunur. Gamma fonksiyonu tanımından                
 

                  
bulunur. Bu ifade (2.53) de yerine yazıldığında 

                               
   

          
                            

    

                                                                                                                                                  
 

bulunur. Dolayısıyla                                                                                                                                            

eşitliği gösterilmiş olur. 

ii)                                eşitliği araştırılacaktır.  
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(2.55) de      değişken değişimi uygulanırsa 

                                         
 

 
    

                                
 

 
    

                           
 

 
    

eşitliği bulunur. Buradan yine Gamma fonksiyonu kullanılarak                          
    

                      
    

            
    

                                                                                                                                                                           
 

olacaktır. O halde                                                                                                                                                                  

eşitliğine ulaşılır. Bu ise aranan eşitliktir.  

iii) Son olarak       fonksiyonu için benzer işlemler yapılacaktır.  
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(2.57) de      dönüşümü uygulanırsa 

                                                      
 

 
    

                                                          
 

 
    

eşitliği yazılabilir. Gamma fonksiyonu yardımı ile  

                                    
    

                                             
    

                                      
    

                                                 
   

 
    

                                                                                                                                                                                               
 

ifadesine ulaşılır. Buradan da                                                                                                                                                                      
                                                                                                       
bulunur. Dolayısıyla                                   

eşitliği gösterilmiş olur. 

(i),(ii),(iii) den       aralığı üzerinde her          için                          

eşitliği gösterilmiş olur. 
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Teorem 2.6.2. 

                      olmak üzere, Szasz Durmeyer operatörleri 

her             ve her          için                     

eşitliğini sağlar(Aral ve Gupta 2011). 

 

Kanıt 

       doğrusal pozitif operatörler dizisinin ağırlıklı uzaylarda Korovkin tipi teoremin 

hipotezlerini sağlandığı gösterilmelidir. 

i)             olduğundan                                                                  

                                                                                
bulunur. 

ii) Benzer şekilde                                                                  

                                                                                                                                               
ifadesi geçerlidir. 

iii) Yine norm tanımı gereği                                                                  

                                                                           

                                                                     

                                                                    



98 

eşitliğin ulaşılır. Dolayısıyla                            

bulunur. Sonuç olarak (i),(ii),(iii) den, her             ve her          için                     

eşitliği geçerlidir. Bu ise kanıtı tamamlar. 

 

2.7 GADJIEV-IBRAGIMOV OPERATÖRLERİ  

 

 Bu kesimde Gadjiev-Ibragimov(1970) tarafından literatüre kazandırılan (klasik)  Gadjiev-

İbragimov operatörünün          uzayında yaklaşım özellikleri incelenecektir.  
 

Tanım 2.7.1  

      olmak üzere         ve        ;         uzayında iki fonksiyon dizisi,      ise 

pozitif sayılar dizisi olsun. Bu diziler için                ,              olmak 

üzere,             ve                  

koşulları sağlansın. Ayrıca            ve     olmak üzere             üç değişkenli fonksiyonlar dizisi için 
aşağıdaki dört koşul sağlansın.      Bu dizinin her bir terimi   ve   nin       aralığındaki her belirli değerine karşılık   ya 

göre tam analitik fonksiyondur.      Her           ve      için            dir.     Her          ve       ve bir        için                                                      . 
                                                            

eşitliğini sağlayan          olacak şekilde bir     vardır. 

Bu tanım yardımıyla aşağıdaki operatörler dizisi tanımlanabilir.  
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Tanım 2.7.2 

 

Yukarıdaki koşulları sağlayan             üç değişkenli fonksiyonlar dizisi yardımıyla         operatörler dizisi 
 

                     
                                                                               

 

şeklinde tanımlanır. Bu operatöre Gadjiev-İbragimov operatörü adı verilir (Gadjiev and 

Ibragimov 1970). 

 

Teorem 2.7.1 

      yarı ekseninde tanımlı                  
eşitsizliğini sağlayan ve          olan her   fonksiyonu için        ;                      

                                               

şeklinde tanımlansın. Bu durumda her            için                                                                                                                                  
eşitliği geçerlidir(Gadjiev and Ibragimov 1970). 

 

Kanıt 

 

Açıkça Korovkin Teoreminin koşullarının sağlandığını göstermek yeterlidir.            tam analitik fonksiyon olduğundan Taylor serisi şeklinde yazılabilir.        
farkının kuvvetlerine göre Taylor serisine açılır ve        ,            olarak alınırsa;                                                                  

    

eşitliği elde edilir.  

Bu eşitlikte     alınırsa     özelliği ile             ve                  eşitlikler i 

dikkate alınarak           elde edilir. 
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Diğer taraftan     özelliğinden                                                     
              

         

olup             eşitliği kullanılarak     özelliği yardımıyla;                 

bulunur. Bu operatöre iki defa     özelliği uygulanırsa;  
                                                               

                    
    

                                                                             
eşitliği elde edilecektir. Bu ise             olması nedeniyle                   
olduğunu gösterir. Dolayısıyla Korovkin teoreminin koşulları geçerli olduğundan  

her           için                                                                                                                                       
eşitliği gösterilmiş olur.  

 

2.8 BASKAKOV OPERATÖRLERİ 

 

Tanım 2.8.1 

              ve her bir     için Baskakov operatörü 

 

                                 
   

                                                                        
 

biçiminde tanımlanır(Baskakov 1957). 
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Lemma 2.8.1 

 

Başkakov operatörü için aşağıdaki eşitlikler sağlanır.  

i)           

ii)           

iii)             

 

Kanıt 

 

                   
   

         

olduğundan 

                             
   

           

yine tanımdan 

                               
   

         

                                                
   

         

                                                   
   

             

                                                   
   

         

                                        
   

         

                                           

dir. Son olarak                                 
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dir. 

 

Uyarı  2.8.1 

 

Korovkin Teoremi uygulandığında da Baskakov operatörünün sonlu aralıkta kendisini 

oluşturan fonksiyonuna düzgün yakınsak olduğu kolayca görülür. 

 

Gerçekten                                 

olur. Benzer şekilde                                  

eşitliği geçerlidir. Son  olarak                                           
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BÖLÜM 3 

 

SÜREKLİ FONKSİYONLARA BAZI  -DOĞRUSAL POZİTİF OPERATÖRLERLE 

YAKLAŞIM 

   Analizin matematikte; özel fonksiyonlar, ortogonal polinomlar ile Lie cebirleri gibi ve 

fizikte genel rölativite, sicim teorisi, kuantum dinamiği, moleküler ve nükleer spektroskopi 

gibi uygulama alanları vardır. 20.yüzyılın ikinci yarısında matematikçiler tarafından oldukça 

rağbet gören bu kavram yaklaşım kuramı alanında da büyük ilgi görmüştür. Bu çalışmalara 

örnek olarak Bernstein operatörlerinin   genellemesi gösterilebilir. Bu genelleştirilmiş 

operatörlerin Korovkin teoremini sağladığı aynı zamanda da klasik yaklaşım hızından daha 

hızlı yaklaşım hızına sahip olduğu kanıtlanmıştır. Operatörlerin   versiyonları için  son 

yıllarda yoğun çalışmalar yapılmaktadır. Aral, Gupta ve Agarwal 2013 de hazırladıkları 

kitapta son yıllarda tanımlanan   operatörleri derlemişlerdir.  

 

Bu bölümde literatürdeki bazı    operatörler ve bazı yaklaşım özelliklerine yer verilmiştir.  

 

3.1 TEK DEĞİŞKENLİ  -BERNSTEIN POLİNOMLARI 

 

Tanım 3.1.1 

        ,          ve       olsun. 

                                          
   

 
                                

ifadesine    Bernstein polinomu denir(Philips 1996).  

 

Teorem 3.1.1 

   Bernstein polinomları için aşağıdaki eşitlikler sağlanır(Philips 1996). 
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i)                        

ii)                       

iii)                                   

 

Kanıt 

 

i) 

Bu sonuç                           
      

ifadesi kullanılarak 

                     
   

 
      

olur. Dolayısıyla  

                               
      

    

bulunur. 

ii)  Operatörün tanımından 

                                       
   

 
    

                                                               
   

 
    

                                                                           
   

 
    

                                                           
   

 
    

      dönüşünden yararlanılarak  
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elde edilir. Böylece             

eşitliği gösterilmiş olur. 

iii)  Son olarak 

                                          
   

 
    

                                                                        
   

 
    

                                                                                    
   

 
    

                                                                    
   

 
    

                                                                        
   

 
    

                                                                      
   

 
    

                                                                
   

 
    

                                                                                  
   

 
    

                                                                
   

 
    

                                                                      
   

 
    

                                                                
   

 
    

       ve       dönüşümleri yapılırsa 
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dir. Yani                          

olur. Bunları sonucu olarak aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

Teorem 3.1.2 

 

Eğer       ,            ve                    sağlanıyor ise            
q-Bernstein polinomları       aralığında sürekli ve tüm   de sınırlı        koşulunu 

sağlayan   fonksiyonuna düzgün yakınsar. Yani          ise                            

sağlanır(Philips 1996). 
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Kanıt 

 

Bu teoremin sağlanabilmesi için           in doğrusal ve pozitif olduğunu göstermek 

yeterlidir. 

Doğrusallık: 

 Her      ve           için 

                                                                    
   

 
    

                                    
   

 
                                       

   
 

    

                                  
   

 
                                     

   
 

    

                             
olduğundan      doğrusal bir operatördür.  
 

Pozitiflik:            ve        için 

                    
      

olduğundan    ise              

olur. Yani           pozitif bir operatördür.                          

Kolayca gösterilecek olan          için eşitlikleri geçerli olduğundan her           için                            

olur. 
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3.2 TEK DEĞİŞKENLİ  -BERNSTEIN-CHLODOWSKY POLİNOMLARI 

 

Tanım 3.2.1 

     dizisi             ve                

koşulunu sağlayan monoton artan gerçel terimli pozitif bir sayı dizisi olmak üzere        

için  

                                                   
   

 
    

şeklinde tanımlı polinomlara   Bernstein-Chlodowsky polinomları adı verilir(Karslı ve 

Gupta 2008). 

 

Teorem 3.2.1 

   Bernstein-Chlodowsky polinomları aşağıdaki eşitlikleri sağlar(Karslı ve Gupta 2008). 

i)                 

ii)                  

iii)                              . 

 

Kanıt 

 

i) 

                     
   

 
      

eşitliği kullanılarak    yerine     alınırsa 

                           
   

 
      

olur. Dolayısıyla  
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bulunur. 

ii) Benzer şekilde 

                                                
   

 
    

                                                           
   

 
    

                                                                                        
   

 
    

                                                                    
   

 
    

      dünüşümü uygulanırsa 

                                                                  
   

   
    

                        

dir. Yani              

eşitliği geçerlidir.  

iii) Son olarak 
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      ve       dönüşümleri uygulanırsa 

                                                                                
   

   
    

                                                                          
   

   
    

                                              

                                             

                                            

                                          

                                       

eşitliği geçerlidir. Yani                             

eşitliği geçerli olur. 
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Burada       için,    iken           bulunur. Açıkça             ve     

iken           sırasıyla        ye yakınsar. 
 

3.3   DURRMEYER OPERATÖRLERİ  

 

Tanım 3.3.1 

                   ve       olmak üzere (Gupta 2008) tarafından tanımlanan  

q-Durrmeyer operatörü;  

                     
                  

                
                           

                                                                                                                   
 

şeklinde tanımlanır. Burada                             

eşitliğini ifade eder. Dikkat edilirse     durumunda (3.1) eşitliği,  

                   
            

           
eşitliğine dönüşür. Yani klasik Durrmeyer operatörü elde edilir.  

 

Lemma 3.3.1 

 

Her     olmak üzere aşağıdaki eşitlik sağlanır.  

    
                                            
 

Kanıt 

       olmak üzere, Tanım3.3.1 den  
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istenilen eşitlik gösterilmiş olur.  

 

Teorem 3.3.1 

 

Her              ve       için                                                       

                                                                  

eşitlikleri geçerlidir(Gupta 2008). 

 

Kanıt 

 

i) Her       için Lemma 3.3.1 den     olduğundan 

                     
                        

     
                                       

                               
                                 

    

                        

bulunur. 

ii) Her       için yine Lemma 3.3.1 den     olduğundan 
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olur. Burada                                          

eşitliği yardımıyla,                                      
    

                                              
                  

    

sağlanır. Bu eşitliğin sağ tarafındaki ikinci toplam      ile çarpılıp bölünür ve Lemma 

3.3.1’i dikkate alınırsa,                              
   

                              
    

                                   

elde edilir.  

iii)  

                                
       

               
                                       

                                 
                                                              

                                               
 

bulunur.                ve                   
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eşitlikleri kullanılarak,                                                                                                                                                                 
eşitliğini yazabilir  (3.3) eşitliği (3.2) eşitliğinde yerine yazılırsa  

                                                            
    

                                                
                                      

    

                                                    
    

şeklinde ifade edilebilir. Burada ikinci toplam      üçüncü toplam ise       ile çarpılıp 

bölündüğünde 

                                                            
    

                                                
                                              

    

                                                               
    

 

elde edilir. Lemma 3.3.1 yardımıyla,                                             
    

                                                       

                                                                        

bulunur. Dolayısıyla teorem kanıtlanmış olur. 
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Teorem 3.3.2   

 

0     olsun. Her         için,       kapalı aralığı üzerinde                           olması için gerekli ve yeter koşul            eşitliğinin sağlanmasıdır(Delibaş 2010). 

 

Kanıt               için,            olsun.                           eşitliği 

gösterilecektir. Kanıt için Korovkin tipi teorem kullanılacaktır. O halde ilk önce        
operatörlerinin doğrusal ve pozitif olduğu gösterilmelidir. 

i) 

Doğrusallık: Her       ve            için 

                                                                       
 

 
    

                                                                                              
   

    

                                                                           
   

                                                                                             
 

 
    

                                                                                              
 

 
    

                                                                           
eşitliği sağlandığından        operatörü açıkça doğrusal bir operatördür. 

ii ) 

Pozitiflik: Her         ve       için, 

                                                  
 

 
    

operatöründe 
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                       olduğu açıktır. Ayrıca         için                                     

ve     ise        olacağından,                        olur. O halde              olup        operatörü pozitif bir 
operatördür. O halde Korovkin teoreminden her           için           nın     ’e düzgün yakınsak olması için,  

                                                                                                                                               
 

yakınsaklığının sağlanması gerekir. Ayrıca      ise         ve         için                    sağlanır. Teorem 3.3.1 deki                                                

                                                                    

eşitliklerinde        alınırsa,            operatör dizisi 1’e            operatör dizisi  ’e             operatör dizisi    ye 

yakınsar. Dolayısıyla Korovkin teoreminden                sağlanır.      
Diğer taraftan her          için                düzgün yakınsaklık sağlansın.            olduğu gösterilmelidir. Bunun için      dizisinin limitinin 1 olmadığı kabul 
edilsin. O halde      dizisinin öyle bir       alt dizisi vardır ki             ,       
sağlanmalıdır. Buradan         için 

                                  ,            sağlanır. 
Şimdi               seçimiyle;                                      ,        olur. Bu durum                düzgün yakınsaklık kabülüyle çelişir. O halde            olmalıdır. 
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3.4 q –SZASZ –MIRAKJAN OPERATÖRLERİ 

 

Bu kesimde   - Szasz-Mirakjan operatörlerinin tanımı, yaklaşım özellikleri verilecektir.  

 

Tanım 3.4.1 

    üstel fonksiyonunun   - genelleşmesi                              
                               

ve 

                   
    

                         
               

olarak iki farklı şekilde ifade edilir.  

 

Tanım 3.4.2.  

              ve            olsun. Bu durumda    Szasz-Mirakjan operatörleri 

 

                                            
   

                                                                      
                                     

            
şeklinde tanımlanır(Mahmudov 2010). Burada 

                                                                                                                             
 

olup ve açıktır ki      operatörü doğrusal ve pozitiftir(Aral and Gupta 2006). 
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Lemma 3.4.1. 

 

(3.5) ile tanımlı    Szasz-Mirakjan operatörleri 

                                   
                                                                                  

 

rekürans formülü geçerlidir. 

 

 

 

Kanıt 

 

Kanıt için 

(3.5) da                 eşitliği kullanılırsa 

                                                         
   

             

                                                                    
   

                 
                                                                             

   
                 

                                                     
                                    

   
                 

                                                             
                

   
                 

                                                                         
            

   
             

                                              
              

eşitligi elde edilir. 
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Lemma 3.4.2. 

         için,                                                                                                                 

                                                                 
eşitlikleri geçerlidir(Mahmudov 2010). 

 

Kanıt 

 

i)  (3.6) eşitliği kullanılarak                               
   

             

                                                                                                                                       
olur.                                              

   
             

                        
                     

eşitliği geçerlidir.   yerine     alınırsa yine (3.10) den                                                                                                                                 
bulunur. 

iii)        rekürans formülü kullanılırsa     ve      den                                        
                                  

olur. 
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iv)            den                                                                                                                     

                                                
olur 

v)            den                                                                                                                                                                 

                                                                       

bulunur. Bu da kanıtı tamamlar. 

 

Lemma 3.4.3 

       her     için                   ve             olacak şekilde bir dizi 

olsun. 

Bu durumda her          için, 
                                                                                                                                 
                                                                                                                       
                                                                                                 
eşitlikleri sağlanır. 

 

Kanıt 

 

Lemma3.4.2        den 
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bulunur. Eşitliği kullanılarak                                                                                                                                                                                    

bulunur. Benzer şekilde                                                              

                                                                                                                                           

olacaktır  (3.11) den                                                          

                                                                                                                                       
bulunur. Böylece kanıt tamamlanmış olur. 
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4. BÖLÜM 

 

İKİ DEĞİŞKENLİ   OPERATÖRLERLE YAKLAŞIM  

 

4.1 İKİ DEĞİŞKENLİ  -BERNSTEIN POLİNOMLARI 

 

Tanım 4.1.1 

 

İki değişkenli q-Bernstein polinomu 

                                                                        
  

    
  

     

                   
                     

          
şeklindedir(Barbosu 2000). 

 

Tanım 4.1.2 

                ,                ,      ,       ,        olmak üzere  

 

                                                              
    

  
                                             

ve 

                                                              
    

  
                                              

 

şeklindedir(Altın 2010) 
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Teorem 4.1.1 

     ,             üzerinde (4.1) ve (4.2) de tanımlanan operatörler olmak üzere her         
için                     iki değişkenli q-Bernstein polinomu için                                         
eşitliği geçerlidir. 

 

Kanıt 

 

Tanımdan;                                         

                                                                                        
    

  
      

                                                                  
    

  
                            

                                                                  
    

  
     

                                                                                               
    

  
      

                                                                     
    

  
                           

                                                      
                     

     

elde edilir. Benzer şekilde                                           
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elde edilir. İfadeler denk olduğundan kanıt tamamlanmış olur. 

 

Teorem 4.1.2 

          ,              ,           test fonksiyonları olmak üzere, her          için                                                                                                                                                                                            

                                               

eşitlikleri sağlanır(Barbosu 2000). 

 

Kanıt 

 

i)                                                                 
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ii)                                                            
  

    
  

                     
                     

     

                          
  

                     
               

  
                        

      

                                          
iii. 

                                                          
  

    
  

     

                                                                  
                     

     

                                                            
  

                     
      

                                                                       
  

                        
      

                                                                                                                                      
iv. 
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v. 

                                                             
  

    
  

     

                                                              
                     

     

                                                                         
  

                     
      

                                                      
  

                        
      

                                                                                                                                      

                                                                  

vi.   Son olarak 
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eşitliği geçerli olduğundan kanıt tamamlanmış olur.  

 

4.2 İKİ DEĞİŞKENLİ  -BERNSTEİN-CHLODOWSKY POLİNOMLARI 

 

Tanım 4.2.1 

            ve artan dizileri için                    ,                 ve                  olarak tanımlansın.                              olmak üzere 

iki değişkenli q-Bernstein-Chlodowsky polinomu; 

                                                  
          

                      

                  
                     

                                                                                            
 

şeklindedir. Burada 
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şeklinde tanımlıdır(Büyükyazıcı 2009). 

 

Teorem 4.2.1 

                                    olmak üzere  test fonksiyonları olsun. Bu durumda 

her           için                                                                                                                                                      

                                               

eşitlikleri geçerlidir(Büyükyazıcı 2009). 

 

Kanıt 

 

i)  

Polinomun tanımından kolayca  

                                               
   

 
                    

                     
     

                                                                
    

 
                                   

฀   
 
     

                                                                                               

bulunur 

ii)     hesap yapılırsa                                    
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eşitliğine ulaşılır. 

iii)  

Benzer şekilde  

                                   
          

                      
                                                  

                     
     

                                                                
    

 
     

                                                      
                          

      

                                                                                               

olduğu kolayca bulunur. 

iv) 
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eşitliği bulunur. 

v-  

Son olarak                                       
          

                      

                                                 
                     

     

                                                                
    

 
     

                                                              
                    

      

                                                                                                             

                                                 

eşitliği gösterildiğinden kanıt tamamlanmış olur  

 

Teorem 4.2.2 

                   doğrusal pozitif operatörler dizisi                                                                                                                               
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koşullarını sağlıyorsa Tanım 4.2.1 de tanımlanan      bölgesinde sürekli, gerçel değerli ve 
tüm    de sınırlı her bir   fonksiyonu için                                          

ifadesi gerçeklenir(Büyükyazıcı 2009). 

 

4.3  İKİ DEĞİŞKENLİ KING TİPLİ   BERNSTEIN POLİNOMLARI  

 

Bu bölümde iki değişkenli King tipli   Bernstein polinomlarının tanımı verilerek Volkav 

tipli teorem yardımıyla yaklaşım özellikleri incelenecektir.  

 

Tanım 4.3.1 

                        olmak üzere                                    ve         olsun.  

                                                    

şeklinde gösterilsin.                ve                operatörleri 
 

                   
                                                         

                            
 

şeklinde tanımlanır(Altın 2010). 

 

                   
                                                           

                       
 

 

Uyarı 4.3.1 

                için 

i)                  
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ii)                       
iii)                    

eşitlikleri geçerlidir. Benzer şekilde                için  
iv)                  

v)                       
vi)                    

eşitlikleri sağlanır.  

 

Tanım 4.3.2 

                ve                    olmak üzere 

iki değişkenli King tipli   Bernstein polinomu 

                         
                             

                                       
                                                              

                          
          

şeklinde tanımlanır.  

 

Teorem 4.3.1 

                  üzerinde tanımlı operatörler olmak üzere her          için                                                                                                                                    
eşitliği geçerlidir(Altın 2010). 

 

Kanıt 

 

Operatörün tanımından                                         
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eşitliği elde edilir. Benzer şekilde                                          

                                            
                                                          

      

                                             
                                        

                      

                                             
                                    

     

                                                               
                                           

      

                                        
                             

                                       
                                                         

                          
                                      

 

olacaktır. (4.11) ve (4.12) ifadeleri birbirine denk olduğundan teoremin kanıtı tamamlanmış 

olur. 
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Teorem 4.3.2 

                                         test fonksiyonları olmak üzere, her          
için 

                                                                                                                           
                                                                                                                              
                                                                                                                              
                                                                                                                
                                                                                                                  
                                                                                                                 
 

eşitlikleri sağlanır(Altın 2010). 

 

Kanıt 

 

i)    ’ın operatörde yerine yazılmasıyla                                   
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eşitliğine ulaşılır. 

ii)     fonksiyonunun operatörde yerine yazılmasıyla 

                                    
                                      

  
     

                                                                      
                          

     

                                                            
                                           

      

                                                             
                                    

      

                                                                                                                                     
eşitliğine ulaşılır.      
Operatörün tanımından  

                                    
                                        

     

                                                                    
                          

     

                                                         
                                    

      

                                                             
                                           

      

                                                                                                                                     
eşitliğine kolayca ulaşılır.  
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iv)    fonksiyonunun operatörde yerine yazılmasıyla  

                                              
                                        

     

                                                                   
                          

     

                                                           
                                           

      

                                                            
                                           

      

                                                                                                                                    
bulunur. 

v) 

Benzer şekilde 

                                              
                                 

     

                                                                   
                          

     

                                                              
                                           

      

                                                              
                                    

      

                                                                                                                                 
eşitliğine ulaşılır. 

vi) 

Son olarak 
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eşitliği de gösterildiğinden kanıt tamamlanmış olur. 

 

4.4 İKİ DEĞİŞKENLİ    BLEIMANN, BUTZER VE HAHN OPERATÖRLERİ 

 

İki değişkenli Bleimann, Butzer Hahn operatörleri (Altın et al. 2005) tarafından tanımlanmış 

ve bu operatörlerin yaklaşım özellikleri elde edilmiştir. Kısalık olması bakımından Bleimann, 

Butzer Hahn operatörleri BBH şeklinde gösterilecektir. İki değişkenli   BBH 

operatörlerinin yaklaşım özellikleri verilecektir. Yaklaşım hızı; süreklilik modülü ve Lipschitz 

tipli maksimal fonksiyonlar ile araştırılacaktır. 

 

Tanım 4.4.1 

                             ve             olsun.  

                        
                                

          
olmak üzere iki değişkenli   BBH operatörü 
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şeklinde tanımlansın(Ersan Çevik 2008).  

dir. Bu operatörün doğrusal ve pozitif olduğu açıktır.            alınması durumunda 

(Altın et al.2005) tarafından tanımlanan aşağıdaki iki değişkenli Bleimann-Butzer ve Hahn 

operatörüne dönüşecektir: 

 

                                   
    

  
                          

                                                                                                                                                   
 

Şimdi operatörün Volkov teoremini sağladığı gösterilirken kullanılan aşağıdaki eşitlikler 

Lemma ile verilecektir.  

 

Lemma 4.4.1 

 

                               
                                                         

 

                               
                                                         

şeklinde tanımlansın. Bu durumda  

 

(4.20) de tanımlanan        operatörü aşağıdaki özellikleri sağlar: 

i)                                                  
ii)                                                    
eşitlikleri sağlanır(Ersan Çevik 2008). 

 

Kanıt 

 

Operatörün tanımından  

i)                       
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                                                                        . 
eşitliğine ulaşılır. 

 

ii)’nin kanıtıda benzer şekilde yapılır.  

 

Lemma 4.4.2 

            olmak üzere              iki boyutlu test fonksiyonu                               

şeklinde tanımlansın. (4.20) de tanımlanan        doğrusal pozitif operatörü aşağıdaki 

özellikleri sağlar:                                  ,                                                     
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eşitlikleri geçerlidir(Ersan Çevik 2008). 

 

Kanıt 

 

Operatörün tanımından  

                                                                           
    

  
     

                                                                      

 eşitliği geçerlidir. Burada       için 

          
                      

            
olduğundan (i) sağlanır(Andrews et al 1999). 

ii) 

 Benzer şeklide 
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eşitliği gösterilebilir.  

 

(iii) de      yerine      alınarak benzer şekilde yapılabilir.  

iv) 

 Son olarak                           

                                                                     
    

  
                             

                                                                                
        

                                                            
         

        
                                                

         
        

                                                            
           

              
                                              

           
             

                                                                     

eşitliği geçerlidir.  

Kanıt benzer olduğundan v) ifadesinin kanıtına yer verilmemiştir.  

     üzerinde tanımlı sınırlı ve sürekli fonksiyonlar uzayı         şeklinde gösterilsin. Bu 
uzaydaki norm                             
ile tanımlıdır.  
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Her        için                             

eşitsizliğini sağlayan fonksiyonlar uzayına    uzayı denir. 

İki değişkenli   BBH operatörlerinin düzgün yakınsaklığından bahsedebilmek için öncelikle          uzayında iki değişkenli doğrusal pozitif operatörler içinde yaklaşımın sağlandığını 

göstermek gerekir. Bunun için öncelikle aşağıdaki teorem kanıtlanacaktır.  

 

Teorem 4.4.1 

         ve         dizileri                  ve                           
koşullarını sağlayan iki dizi olsun. Bu durumda              iki boyutlu test fonksiyonu                      şeklinde tanımlanmak üzere  

                         olan herhangi bir doğrusal pozitif operatör dizisi                                                                                                                                                                                                                                      

koşullarını sağlıyorsa her           için                                               

eşitliği sağlanır.  

 

Kanıt 

 

Her           ve her     için en az bir     vardır öyleki  

                             

için 
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eşitsizliği sağlanır.  

Ayrıca 

                             

için ise                                                 
eşitsizliği sağlanır.  

Dolayısıyla her                 için 

                                                                                       
 

olduğu açıktır.        nin doğrusal ve pozitifliğini kullanarak aşağıdaki eşitsizlik elde edilir.                                                                                                                                                                                                                         
                                                                                                                                                                                                                                                                           
eşitsizliğine ulaşılır. Hipotezden teorem 4.4.2 de verilen koşullar uygulandığında                                                

eşitsizliği gösterilmiş olur.  
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Şimdi iki değişkenli   BBH operatörleri için bu teoremin doğruluğu gösterilecektir. 
 

Teorem 4.4.2. 

         ve         dizileri                 ve                             koşullarını sağlayan iki dizi olsun. Eğer                               

olmak üzere                         doğrusal pozitif operatörler dizisi için                                                                                                                       
                                                                                                              ) 

                                                                                                                      
                                                                                                        
 

koşulları sağlanıyorsa her            için                                               

eşitliği geçerlidir.  

 

Kanıt 

 

Lemma 4.4.2 da elde edilen sonuçlar kullanılarak aşağıdaki sonuçlara kolaylıkla ulaşılabilir.                             

eşitliğinden                                                    

olacağı açıktır. Ayrıca                                                                       
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eşitsizliği geçerlidir.   tam sayı tanımından                           

olup (4.24) sağlanır. Simetri tanımından (4.25) de kolayca gösterilir.  

Son olarak                                                       

                                                                                                                                                                        
                                                                                     

                                                                             
eşitliği elde edilir. Burada                                  

tanımlaması yapılırsa   tam sayı tanımından              olacaktır. Dolayısıyla bu 

eşitliğin yukarıda de kullanılmasıyla                                          
elde edilir. Böylece                                                                                                                                                                                                                                                                            
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eşitsizliği elde edilir.  

Kabul gereği     için         ve     olduğundan                                                         

bulunur. Böylece (4.26)’de gösterilmiş olur. Dolayısıyla Teorem 4.4.1 gereği her            için                                              

sonucuna ulaşılır. Böylece iki değişkenli   BBH operatörlerinin   fonksiyonuna düzgün 

yakınsaklığını gösterilmiş olur.  

 

4.5 İKİ DEĞİŞKENLİ   MEYER-KÖNİG VE ZELLER OPERATÖRLERİ  

 

Bu bölümde   Meyer-König ve Zeller operatörlerinin iki değişkenli bir genelleştirmesi 

verilerek, bu operatörlerin Volkov tipli yaklaşım özellikleri incelenecektir. 

Bu kısımda operatörlerin iki değişkenli bir genelleştirmesi Barbosunun tekniğinden 

yararlanılarak aşağıdaki şekilde tanımlanacaktır(Barbosu 2000). 
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Tanım 4.5.1 

                       olsun.         ve           için operatörlerin iki 

değişkenli hali 

                     
                            

         
                                       

    
 

                                              

                                                                                                                                            
şeklinde tanımlanır(Doğru ve Gupta 2006). 

(4.27) de verilen operatörlerin lineer ve pozitif olduğu açıktır.          alınırsa klasik Meyer-König ve Zeller operatörlerinin Stancu tipli genelleştirmesi 

(Stancu 1972) elde edilir. 

Şimdi, ana teoremin ispatında kullanılacak olan aşağıdaki Lemma verilecektir. 

Lemma 4.5.1 

(4.27) ile tanımlı operatör için 

i)                                           
ii)                                          
eşitlikleri geçerlidir.                                                  

                                                        
 

ve                                                   
                                                       

 

 (Doğru ve Gupta 2006). 

 

 

 

 



149 

Kanıt 

                                                            
                    

olup, burada      in doğrusallığı kullanılırsa  

                                                                                                                              (4.30) 

 

elde edilir. (4.30) ve (4.28) birlikte düşünülürse                                                                                   
    

 
     

                                                                                                                                                                                        
    

 
     

                                                                                                                                              
sonucu elde edilir. 

 

ii),i) ye benzer şekilde yapılır. 

 

Bu kesimde, iki değişkenli   Meyer-König ve Zeller operatörlerinin yaklaşım özellikleri 

hem Doğru ve Gupta tarafından verilen Heping tipli bir Korovkin teoremi (Doğru ve Gup ta 

2006) hem de Volkov (Volkov 1957) tarafından verilen iki değişkenli fonksiyonlar için 

Korovkin teoremi yardımıyla incelenecektir.  

 

Lemma 4.5.2 

                        test fonksiyonları olmak üzere (4.26) de tanımlanan operatör için 

aşağıdaki özellikler geçerlidir (Doğru ve Gupta 2006). 
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(i)                              

(ii)                                  

(iii)                                  

(iv)                                                           
(v)                                                           

 

Kanıt 

 

i)            için Lemma4.5.1 i) den                                          

                                                                      
      

yazılabilir.      in doğrusallığından 

                                                         
     

                                       
     

                                                              
                               

     

bulunur. Dolayısıyla                      

eşitliği elde edilir. 

ii)                için Lemma4.5.1 (ii) den                                             
                                                                                             

      

eşitliği geçerlidir.      in doğrusallığından 
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eşitliği doğrudur. Böylece                             

eşitliği gösterilmiş olur.  

iii)             için Lemma 4.5.1 i) den                                             

                                                                                            
      

bulunur.      in doğrusallığından 

                                                                              
     

                                                                                                     
     

                                                                                                
    

 
     

                                                              
olacaktır. Dolayısıyla                                                     
eşitsizliği elde edilir. 

 

Teorem 4.5.1 

                 olmak üzere         ve         dizileri, 
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eşitliklerini sağlıyorsa, her         için                            operatörler dizisi    

üzerinde        ye düzgün yakınsar(Doğru ve Gupta 2006). 

 

Kanıt 

 

Operatörün doğrusallığı ve Lemma 4.5.2 deki iv) ve v) den                                                                                                                                          

bulunur.     ve      için limite geçilirse sıkıştırma teoreminden                                      
bulunur. 

Lemma 4.5.1 i), iii) den        için limite geçilir ve hipotez kullanılırsa                                                                      

olacaktır. Bu ise kanıtı tamamlar. 

Lemma 4.5.2, Teorem 4.5.1 kullanılarak aşağıdaki sonuç verilebilir. 

 

Sonuç 4.5.1 

                 olmak üzere         ve         dizileri,                                                                                                           

koşullarını sağlasın. Bu durumda her         için                                  
eşitliği geçerlidir(Doğru ve Gupta 2006). 



153 

Operatörlerin yaklaşım hızları süreklilik modülü ve Lipschitz sınıfından fonksiyonlar 

yardımıyla incelenecektir.  

 

Tanım 4.5.2 

           ve         olmak üzere, iki değişkenli fonksiyonlar için süreklilik modülü                                                                   
şeklinde tanımlanır.  

Burada         için olduğundan      ve      için              

olduğu açıktır. Ayrıca            nin monotonluğundan                                                                                                                                                        
 

eşitsizliği geçerlidir. (Stancu 1972) (Barbosu 2000). 

 

Teorem 4.5.3 

                 olmak üzere         ve         dizileri Teorem 4.5.1 in koşullarını 

sağlasın.  

                                              ve                                               
olmak üzere                                                    
eşitsizliği sağlanır(Doğru ve Gupta 2006). 

 

Kanıt 

 

Her          için       nin doğrusallığından                                                                           
eşitliği geçerlidir. Lemma 4.5.1 i) kullanılarak 
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eşitliği yazılabilir.     in doğrusallığı, Lemma 4.5.1 ii) kullanılırsa                                        
                                                                                        

      
                                                                                                

    
 

      
                                                                                                                                     

    
 

     

                                                                                                                                                             
 

eşitsizliği       operatörünün monoton ve doğrusal olması kullanılarak                                                                                                                                                                  
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eşitsizliği bulunur. Burada      ve      nin doğrusallığı kullanılarak                                                                                                       
                                                                         

                                                                       
                                       

                                                 
                                           

elde edilir. Son olarak                                                                                           
tanımlamaları yapılıp,                                          
eşitliği kullanılarak                                                                                            
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bulunur. Burada  

                                                                                                  
                      

                                                                                                  
                      

eşitlikleri kullanılarak Cauchy-Schwarz eşitsizliğinden                                        
                                                      

                    
  
 

                   
                                           

                    
  
 

                   
        

                                                       
                         

        
                                        

                    
                    

            
bulunur. Dolayısıyla                                                               

                                                              

eşitsizlikleri kullanılarak                                                                                                                                                                     
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eşitsizliğine ulaşılır. Burada          için maksimum alınır ve           ve          olacak şekilde seçimi yapılırsa                                                 
sonucuna ulaşılır. Bu ise kanıtı tamamlar.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



158 
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SONUÇ 

 
 

Bu tezde farklı operatörlerin tek değişkenli ve iki değişkenli hallerinin        ve ağırlıklı 
uzaylardaki yaklaşım özelliklerini inceledik.  

 

Literatürdeki operatörlerin bazıları için   genelleştirmeler bazıları içinse operatörlerin iki 
değişkenli halleri henüz çalışılmamıştır. Literatürdeki boşlukları göstermesi açısından 

tezimizin önemli bir kaynak olabileceği düşüncesindeyiz. Bunun dışında tezde verilen 

operatörlerin yeni formlarını oluşturarak yaklaşım özelliklerini inceleyecek araştırmacılar iç in 

de bir başvuru kaynağı niteliğindedir.  
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