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Bu tez dort boliimden olugmaktadwr. Birinci boliimde, dogrusal pozitif operatorlerle ilgili

genel bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde sekiz operatdriin bazi yaklasim 6zellikleri, siirekli fonksiyonlarm uzaymda
Korovkin tipli teorem yardimiyla incelenmistir. Bu operatorlerin yaklasim hizlar1 siireklilik

modiilii yardimiyla elde edilmistir.

Uciincii boliimde, bir degiskenli g —operatorlerin  yaklasim ozellikleri incelenmistir.
Dordiincii bolimde, iki degiskenli bazi1 g —operatorler tanitilmistr. Bu operatorlerin diizgiin

yakinsaklig1 Volkov tipli teorem yardimiyla incelenmistir.
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ABSTRACT

M.Sc.Thesis

q — ANALYSIS OF SOME OPERATORS DEFINED IN CONTINUOUS FUNCTIONS
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Department of Mathe matics
Thesis Advisor : Asst.Prof. Dr. Nazmiye GONUL BILGIN
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This thesis consists of fourt chapters. In the first chapter, general information about the linear

positive operators is given.

In the second chapter, eight operators based on g —integers are introduced and some
convergence properties of these operators are investigated in continous functions with the
help of Korovkin type theorem. In addition, the convergence rates of approximation of these

operators are obtained with the help of the modulus of continuity.

In the third chapter, the approximation properties operators for one variables based on q
integers are examined. In the fourth chapter, some g-operators for two variables are
introduced and uniform convergence of these operators is examined by the help of Volkov

theorem.
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SIMGELER DiZiNi

Cla,b] . [a,b] arahginda siirekli fonksiyonlar uzay1
p(x) : Agrhk fonksiyonu
B,(R) : Her x € R igin |f (x)| < M, - p(x) kosulunu saglayan fonksiyonlarmmn
uzay1
C, (R) : B, (R) uzaymdan olan siirekli fonksiyonlarin uzayi
Il o, 51 . Cla, b] uzayinda norm
[+l o : Bp([R) uzayinda norm
||-||p oL, (a, b) uzayinda norm

||| L. (loc)uzaymda norm
p.p p.p y

ILlly_y : X normlu uzaymdan Y normlu uzayma doniisiim yapan L operatoriiniin

normu
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BOLUM 1

GIRIS
Yaklagim teorisi Matematiksel Analizin 6nemli ¢alisma alanlarindan birisidir. Yaklagsim
teorisinde temel amag, keyfi bir fonksiyonun daha basit, daha kullanisli olan diger
fonksiyonlar cinsinden bir gosterimini elde etmektir. Burada basit fonksiyonlar olarak
polinomlart kullanmak ilk akla gelen Ornektir. Nitekim Chebyshev 1854 yilinda, bir
polinomun, verilen polinomlar smifi i¢inde bir fonksiyona en yakmn olup olmadigmni diizgiin

norma gore belirleyen 6nemli bir kriter vermistir.

Weierstrass 1885 yilinda siirekli fonksiyonlara polinomlarla yaklagimm miimkiin oldugunu
gosteren Onemli bir teorem vermistir. 1908 yilinda Landau Weierstrass Teoreminin bir baska
ispatin1  vermistir. Weierstrass Teoreminin en ¢ok bilinen ispati 1912 yilinda Bernstein

tarafindan verilmistir.

Bernstein’in polinom dizilerini olusturma yontemi dogrusal pozitif operatorlerle yaklagim
teorisinin ilk adimidwr. Sonraki yillarda, kapali bir aralikta siirekli fonksiyonlara yaklagimm i¢in

farkli dogrusal pozitif operatorler tanimlanarak kullanilmaya baglanmugtir.

Yaklagim teorisinde operatoriin yakinsamasi kadar bu yakmsamanm hizi da Onemlidir.
Burada hiz ne kadar hizli olursa yakinsama da o kadar iyi olmaktadir. Yakmsaklik hiz1 i¢cin

Totik tarafindan tanimlanan siireklilik modiilii ve K - fonksiyoneli kullanilmaktadir.

Popoviciu 1935 de, [0,1] araliginda siirekli bir f fonksiyonuna Bernstein polinomlariyla
yaklagmmin hizini siireklilik modiiliiniin yardimiyla hesaplamistir. Chlodovsky 1937 yilinda,
Bernstein polinomlarmm sonsuz aralkta bir genellemesini tanimlamistir. Bu polinomlar

Bernstein-Chlodovsky polinomlar1 olarak bilinir.

Mirakyan 1941 de, Szasz 1950 de daha sonra Szasz-Mirakyan operatorleri olarak

adlandrilacak operatdrleri tanimlayarak bazi yaklagim 6zelliklerini incelemislerdir.



1951 de Bohman f fonksiyonunun [0,1] aralig1 disindaki degerlerinden bagimsiz olan
operatorler i¢cin kullanigh bir yontem vermistir. Korovkin 1953 de Bohman’in ydntemini
genellestiren dogrusal pozitif operatdrlerle yaklasim alanmna yeni bir soluk getiren bir caligma

ortaya koymustur.

1957 de Baskakov pozitif yar1 eksende siirekli olan ve agrhik fonksiyonuna bdliimiiniin
limiti sonlu olan bir operatorler dizisi tanimlayarak yaklagim oOzelliklerini ¢aligmistir. Bu

operatorler literatiirde Baskakov operatorleri olarak bilinmektedir.

1960 yilinda [0,1) araligin da Meyer Konig Zeller tarafindan adlariyla anilan bir operator
tanimlanmigtr. Daha sonra 1967 de Durrmeyer integrallenebilir fonksiyonlara [0,1] araligin-
da yaklasan operatorleri tanitmistir. Stancu 1969 da Bernstein operatoriinii genellestirmistir.

Bu operatdrler Bernstein-Stancu operatorleri olarak adlandirilir.

1970’te Gadjiev ve Ibragimov tarafindan [0,A] uzaymnda bir operatdr tanimlanarak bu
operatoriin Korovkin teoremini sagladigi gosterilmistir. 1974 de Gadjiev sonlu olmayan

araliklarda dogrusal pozitif operatorlerle yaklagim teoremini ortaya koymustur.

Bleimann, Butzer ve Hahn 1980°de pozitif yar1 eksende bir operatdr tanimlayarak yaklagim
Ozelliklerini vermiglerdir. Kasana vd. ve Mazhar-Totik birbirinden bagimsiz olarak 1985’ te

Szasz Durmeyer operatdriinii tanimlamuglardr.

Bernstein polinomlarinin iki degiskenli fonksiyonlar sinifindaki yaklasim 6zellikleri ilk defa
Stancu tarafindan 1969 da incelenmistir. 2004 de ki degiskenli Bernstein-Stancu polinomlar:

Biiyiikyazic1 ve ibikli tarafindan tanimlanmustr.

Ibikli 2005°te {iggensel bdlgede iki degiskenli Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisi

tanimlayarak bu polinomlarmn yaklasim 6zelliklerini vermistir.

Yaklasim teorisi halen aktif ¢alismalarin yogun olarak devam ettigi bir alandir. Giinlimiizde
q-analiz metotlar1 kullanilarak operator dizilerinin yaklasim kosullarmi arastirmak, yaklagim

teorisinin Onemli arastirma alanlarindan birisi olmustur. Operatorlerin g genellesmelerini

caliymaktaki ama¢ q’nun se¢imine bagh olarak daha iyi bir yaklagim derecesi elde etmektir.

Yaklagim teorisinde q —genellesme kavramm ilk kez Lupas tarafindan 1987 de ortaya

konulmustur. Bu genellestirme Bernstein polinomlar1 i¢in yapilmistir.



1996 da Phillips klasik Bernstein polinomlarinin farkhh bir g tipli genellesmesini
tanimlamistr. Bu genellesme g —Bernstein polinomlari olarak literatiirde anilmaktadir. Daha
sonra klasik operatorlerin bir cogunun g genellesmeleri tanimlanmis ve yaklasim 6zellikleri

calisilmigtir. 2000 de Barbosu ikidegiskenli g —Bernstein operatorlerini tanitmustir.

Gupta tarafindan 2008 de Durrmeyer operatorlerinin q genellestirmesi olan g —Durrmeyer

operatorleri tanimlanmustir.

Bernstein Chlodowsky polinomunun q genellestirmesi Karsli ve Gupta tarafindan 2008’de
tanimlanmigtrr. Daha sonra Biiylikyazic1 2009°da iki degiskenli g —Bernstein-Chlodowsky

tipi polinomlar dizisi tanimlayarak bu polinomlarin yaklasim 6zelliklerini vermistir

2006°da Aral Szasz-Mirakjan operatorlerinin bir g genellestirmesini tanimlamistir. Ardindan
2010°’da  Mahmudov Szasz-Mirakjan operatdrlerinin  bir baska g —genellesmesini

tanimlanmustir.

2006°da Dogru ve Gupta tarafindan iki degiskenli g —Meyer-Konig ve Zeller operatorii

tanimlanarak yaklagim 6zellikleri caligilmustir.

2008°de Ersan tarafindan Iki degiskenli g —Bleimann, Butzer ve Hahn operatdrlerinin
yaklagim Ozellikleri incelenmistir. Bunun disinda bir¢ok operatoriin g genellestirmesi
tanimlanmigtwr. Literatiirdeki dogrusal pozitif operatorlerin iki degiskenli halleri ve gq

genellesmeleri yeni ¢alisma alanlar1 olugturmaktadir.



1.1 SONLU BIR ARALIKTA TANIMLI SUREKLI FONKSIYONLAR UZAYI

Tamm 1.1.1

[a, b] sonlu araligi tizerinde tanimlanmig ve araligin tiim noktalarinda siirekli olmakla birlikte
a da soldan b de sagdan sirekli olan f:[a,b] » R fonksiyonlar uzayma [a,b] araligi
lizerinde taniml siirekli fonksiyonlar uzayi denir ve kisaca C[a, b] seklinde gosterilir. C[a, b]
bir dogrusal uzaydir(Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Teorem 1.1.1

f:[a, b] - R fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ise f, bu aralikta maksimum ve minimum

degerini alir(Coskun 2002).
Tamm 1.1.2

f:la, b] = R siirekli bir fonksiyon olsun. Teorem 1.1.1 yardimiyla
Iflle = max [f(x)] (1.1)

Cla, b] uzaymda bir norm tanimlanir.

Cla, b] uzay1 normlu dogrusal bir uzaydir(Hacisalihoglu ve Hac1yev1995).

1.2 SONSUZ ARALIKTA TANIMLI SUREKLI VE SINIRLI FONKSIYON
UZAYLARI

Tamm 1.2.1

p:R - [1, 0] siirekli ve her x € R i¢in
lim p(x) =
|x|—= 0

olsun. Budurumda her x € R i¢in

lf GOl < Mep(x) (1.2)



esitsizligini saglayan fonksiyonlar uzayma B, (R) uzay1 denir. Burada p fonksiyonu agirlik

fonksiyon olarak adlandrilir(Gadjiev 1976).

Tamm 1.2.2

C, (R) = {f € Bp(]R): f siirekli} seklinde tanimli agirlk uzayma R tizerinde bir dogrusal

uzay denir.
Tamm 1.2.3

p agirlik fonksiyonu ve f € B,(R) olmak iizere

)
IFll, == Sup—y (1.3)

ile Bp(]R) lizerinde bir norm tanimlanabilir. Bunorm ile B, (R) ve C n (R) birer normlu

uzaydir(Gadjiev 1976).
Tamm 1.2.4

p:R - R* siirekli, her x € R i¢in p(x) = 1 ve
lim p(x) = o
|x|—= o0

seklinde monoton artan bir fonksiyon olmak iizere her f* € C,(R) i¢in

" f(x)

— =K < 1.4
|x|12100p(x) f s (14)

kosulunu saglayan fonksiyonlar uzay1 C pk (R) ile gosterilir ve bu uzay C ) (R) uzaynin bir alt

uzayidr(Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).



1.3 DOGRUSAL POZIiTiF OPERATORLERIN GENEL OZELLIiKLERI
Tamm 1.3.1

X ve Y fonksiyon uzaylari olsun. Her f € X i¢in,

L(f,x) = g(x) (1.5)

olacak sekilde bir g € Y fonksiyonu varsa L doniisiimiine X uzaymndan Y uzayma bir

operatordiir denir.
Omek 1.3.1

D c C[0,][ olmak lizere L: D — C[0,o[ olsun. Her x € [0, [ i¢in

2k
L) = e ) o f(R)
k=0

bir operatdrdiir. Bu operator Szasz-Mirakjan operatorii olarak adlandirilir(Szasz 1950).

X uzayi dogrusal uzay ise X iizerinde bir dogrusal operator agagidaki gibi tanimlanabilir.
Tamm 1.3.2

X, Y dogrusal uzaylar ve f, f, € X ve a;, @, € R olsun.
L: X — Y operatorii igin,
L(a,f; + a,f,,x) = a,L(f;,x) + a,L(f,,x)

kosulunu saglayan X iizerindeki L operatdriine dogrusal operator denir.

Tamm 1.3.3

Xt:={feX:f(x)=0},Y":={geY:g(x)=0}
seklinde taniml1 fonksiyon uzaylarive L:X — Y dogrusal operatorii i¢in,

L(X*) c Y* oluyorsa L’ye dogrusal pozitif operator denir(Korovkin 1960).



Ornek 1.3.2

[0,00[ araliginda tanimh gergel degerli her f fonksiyonu igin n € N ve x € [0, o[ olmak

iizere her n € N icin

[ee]

LD = () ()

k=0
operatorleri dogrusal ve pozitiftir. 1980 de tanimlanan bu operatdr Bleimann, Butzer ve Hahn

operatorii olarak bilinir.

Uyan 1.3.1

L dogrusal pozitif operatorii negatif fonksiyonlar1 negatif fonksiyonlara donistiirtir.
Uyan 1.3.2

Her dogrusal pozitif operatdor monoton dur(Hacisalihoglu ve Hactyev 1995 ).
Gergektende her x € R i¢in f(x) < g(x) oldugundan f (x) — g(x) < 0’dr
Yani (f —g)(x) <0 °dir. Uyar1 1.3.1’den L(f — g,x) < 0 oldugundan
L(f,x) — L(g,x) < 0’dr. Boylece L(f,x) < L(g,x)olur.

Tamm 1.3.4
X ve Y normlu uzaylar ve L: X — Y dogrusal bir operatdr olsun. Her f € X i¢in
LG, Olly < C-Ifll &

esitsizligini saglayan bir C > 0 sayis1 varsa L operatoriine smirli operatér denir. Bu C

sabitlerinin en kii¢iik alt smirma L operatdriiniin normu denir.
LIl x—y = inf{C: IL(f, ) ly < C- 1Ifllx} (1.6)

seklinde gosterilir.



Uyan 1.3.3

lIf1l x # 0 olmak tizere, L: X = Y smirh dogrusal operatorii i¢in

IL(f, 20 ly

LIl oy =
Iflg=o  IFIlx

(1.7)

esitligi gecerlidir(Rudin 1991).
Sonuc¢ 1.3.1

L: X — Y sinrh dogrusal operatorii i¢in
llglly = 1 olmak tizere,

ILIl = sup lIL(g,0)lly (1.8)
lgllx=1

esitligi gecerlidir.
Onerme 1.3.1

L: X — Y taniml, dogrusal pozitif bir operatdr olsun. Bu durumda her f € X i¢in

IL(f,x)| < L(f], x) (1.9)
esitsizligi saglanir(Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Kanit

L dogrusal pozitif bir operator olsun. Uyar1 1.3.2 geregi dogrusal pozitif operatdrler monoton
oldugundan;

—Ifl <f <Ifl

esitsizligine L operatorii uygulanirsa;

L(=Ifl,x) < L(f,x) < L(If],%)

olur. L operatoriiniin dogrusalligindan,

—L(lf1,x) < L(f,x) < L(If],%)



olacaktir. Boylece |L(f,x)| < L(|f], x) esitsizligi gosterilmis olur
1.4 C[a,b], C,(R) VE C(R) UZAYLARINDA KOROVKIN TiPLi TEOREMLER

Teorem 1.4.1 (C[a, b] Uzayinda Korovkin Teore mi)

L, dogrusal pozitif operatorler dizisi her x € [a,b] iginm = 0,1,2 olmak iizere

B 1L, (67,2 = 3™ lgja ) = 0

seklindeki ti¢ kosulu saglhyorsa bu durumda [a, b] de sirekli ve a da soldan b de sagdan

stirekli tiim R de smirh her f fonksiyonu i¢cin
Jim I, (f, ) = £ (O llerap) = 0

esitligi gecerlidir(Korovkin 1960).
Kamt

f, R’de smirli oldugundan her x € R i¢in

lf)l<M

olacak sekilde enazbir M > 0 vardrr.

f € Cla, b] oldugundan her € > 0 iginenazbir § > 0 vardr, oyle ki x,t € [a, b] i¢in ve

|t — x| < § oldugunda |f(t) — f(x)| < € olur.

Her t € Rve x € [a,b] i¢in |t — x| < 6§ oldugunda da |f (t) — f(x)| < € esitsizligi dogrudur.
Gergekten

x € [a,b] ve t &[a,b] olsun. |t —x| <& oldugunda |f(t) — f(x)|< € esitsizligi f
fonksiyonu a da soldan b de sagdan siirekli oldugu i¢cin yine dogrudur.

[t—x

2
52' > 1 olup acikca

Diger taraftan [t — x| = & oldugunda ise

2M 5
2M < ylt — x|

esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlikler ve iiggen esitsizligi kullanilarak her € > 0 i¢in

lf(t) — f(x)| <2M <26_1\2/1|t_x|2+€ (1.10)

esitsizligi elde edilir. Ayrica



L (F,2) = fOllepap = 1L (F (O — £ () + £ (), ) — £ (Ol cpap

=L, (f (O = f(), ) +L, (f(x),x) = f(O)l¢q,)

<L, (f (&) = £, ey + 1 COllra L (LX) — Ll cpap
esitsizligi gegerli oldugundan hipotezden ¢,, sifir dizisi olmak tizere
1L (1,) = Lllcra,p) < &

olacaktir. Boylece

L, (f,2) = FOO e < €l (L,x) = lgpap + €+ 25_]\2/1 L, (%, x) = %2 cla ]
—=2allL,(t, %) = x|l c(q p) + DAL, (1,%) = Ll ¢[g b1

bulunur. Son esitsizligin her iki tarafinin limiti alinirsa;

Jim I, (f, ) = £ (O lerap) = 0

esitligi gosterilmis olur.

Dolayisiyla her f € Cla,b] i¢in L, (f,x); f fonksiyonuna diizgiin yakinsar.
Lemma 1.4.1

L., dogrusal pozitif operatérler dizisinin C, dan B, uzayma doniisiim yapmasi i¢in gerekli ve
yeterli kogul M,; p fonksiyonuna bagli bir sabit olmak tizere

1L, (o0, <M,

olacak sekilde bir M, sabitinin bulunmasidir(Gadjiev 1976).

Kanit

L,, dogrusal pozitif operatorler dizisi C, dan B, uzayma bir déniisiim olsun. Yani her f € C,
icin L, (f,x) € B,olsun.
lp()|=px) < 1.p(x)

olarak yazilabileceginden p € C, olur. Boylece L,(p,x) € B, bulunur. B, uzaymmn
tanimmdan

1L, (p,x)| <

p(x) P

esitsizligi gegerlidir. x € R {lizerinden supremum alinirsa ||Ln(p,x)||p <M, esitsizligi
gosterilmis olur.

Diger taraftan f € C, olsun. Budurumda f(x) < M;.p(x) olur ve buradan
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Wfll, <M,
esitsizligi bulunur. L, (f, x)operatoriiniin monotonlugundan ve hipotezden

L, (p,x)l, < M,olur. Ayrica

1L, (201 < Ly(Ifl, ) = Ln@p,x) < Ifll, L, (p,x) < MM, p(x)

olur. Buise L,(f,x) € B, demektir.

Korovkin Teoremi sonlu aralikta taniml siirekli fonksiyonlar i¢in gecerli olup gergel sayilar
kiimesi lizerinde siirekli olan fonksiyonlar i¢in gecerli degildir. Bu durum asagidaki teoremle
verilmis olup Haciyev Teoremi olarak bilinir.

Teorem 1.4.2 ( Haciyev Teoremi)

C, dan B, uzayma dontisiim yapan bir L,, dogrusal pozitif operatorler dizisi; m = 0,1,2 olmak
uzere

lim ||L,,(t™, x) —x™||, =0

n-—-oo

p

seklindeki ti¢ kosulu saglasin. Budurumda enazbir f* € C, / Cé‘ icin
lim [|L, (f*,x) = f* (), > 0

esitsizligi gegerlidir(Gadjiev 1976).

Sonu¢ 1.4.1

C, dan B, uzayma doniisiim yapan L, dogrusal pozitif operatdrler dizisi i¢in m = 0,1,2 olmak

uzere

lim ||L,,(t™, x) — xmllp =0

n—-o0o

seklindeki ii¢ kosul saglansin. Bu durumda her f € C¥ igin

11



lim |12, (f, ) = f (O, =
esitligi saglanir. Dolayisiyla €, agirhkli uzaymnda Korovkin Tipli bir teorem gegerli olmayip

k . .
C, alt uzayinda gegerlidir,
Teorem 1.4.3

{Tn‘m f } dogrusal pozitif operatorler dizisi

n m
lim ZZP(nm)(x,y)—l =0
n,m-oo
k=0 j=0 cx)
n m
lim ZZaknP("m) (x,y)—x =0
n,m-oo
k=0 j=0 )
n m
tim (' i bGm@n —y|| =0
n,m-oo
k=0 j=0 cx)
n m
aim |57 (@, + 8RS @ Gy =0
' k=0 j=0

c(x)
kosullarin1 gergekliyorsa X bolgesinde siirekli, reel degerli ve tiim R™ de smirh her bir f

fonksiyonu i¢in

im || f — £l

n,m-co C(X)

ifadesi gerceklenir(Volkov 1957).

Tamm 1.4.1

1> = [0,A4] x [0,A] = [0,A4]? olmak iizere C(I?), I? iizerinde tanimh gergel degerli siirekli
fonksiyonlar uzay1 olsun. C(I?%)
Ifllcz), = (gglglzlf(x,y)l

normu ile bir Banach uzayidir.
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Tamm 1.4.2

(fn,m), C (1?) iizerinde bir fonksiyon dizisi olmak iizere

lim ||ntm —f||C(12) = lim max |fn,m(x'y) —f(x,y)| =0

n,m-oo n,m-oo (x,y)€I?

esitligi saglaniyorsa, (fn,m) fonksiyonu dizisi I? iizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsar.
1.5.q — ANALIZ

q —Analizle ilgili ilk formiiller 18. yiizyilda elde edilmistir. Modern anlamda g —analizinin
baslangict Jackson tarafindan yaymlanan, ilk olarak q —integrallerin sistematik olarak
tanimlanip gelistirildigi makalesi ile baslatilabilir. 1910 yilinda Jackson g —integrali tanitt1 ve

sistematik olarak analiz alanindaki kavramlar q —analize tasinmaya basland.
Klasik g —teorisi negatif olmayan tamsayilarin g —benzerlerini tanimlamakla baglamistir.
Bir n tamsayismin g —benzeri 0 < g <1 i¢in

. 1—q"
lim
q—1 1-— q

=n

esitliginden ilham alarak tanimlanmistir.
Tamm 1.5.1

q > 0 verilsin. 7 € Ny, igin [r], sayis1
1—-q"

[r]q = 1 - q
T, q=1

, q+1

seklinde tanimlanir. [r] q bIr q tamsayisiolarak adlandirilir.
Agikga bu tanim r € R gergel sayis1 iginde verilebilir. [r], bu durumda g reel say1 olarak
adlandrilir(Kac Cheung 2002).
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Orek 1.5.1

r = 3 i¢in q tam sayisini1 bulunuz.

[3], = =1+q+q*

Ornek 1.5.2

q > 0 olmak tizere

r =1ver = 0 i¢in g tam sayilarini bulunuz.

1-g¢q
1], =—=1
[1], 1-¢
ve

1-¢q°
0], = =0
[0], 1—4q

olarak bulunur.
Tamm 1.5.2
q > 0 verilsin. r € N i¢in;

[T]q! _ {[r]q[r— 1,],1 w14, : i (1)

seklinde taniml1 ifadeye q — faktoriyel denir(Andrews Askey and Ray 1999).
Omnek 1.5.3
r = 5igin [r] ! faktoriyelini bulunuz.

1-¢°1-q*1-¢>1-q* 1-¢q"
" 1-q ' 1-q 1-q ' 1-q 1-g¢

[51,!
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Tamm 1.5.3

q > 0 verilsin. t € N i¢in 7 = 0 olmak iizere

[t] B [t], [t—1],..[t—7+1],
q B [r]q!

seklinde taniml1 ifadeye g —binom katsayis1 denir. Diger durumlarda ise 0 dir(Kac Cheung

2002).

Tamm 1.5.4

q > 0 verilsin. t,r € N, i¢in

[t] B [t],!

rlg  rl !t —rl,!

seklinde taniml1 ifadeye Gauss polinomlar1 denir. (Diger durumlarda yine 0 dir.)

Ormek 1.5.4

q > 0 olmak tizere

[g] ! Gauss polinomunu hesaplaymiz.
q

L[5 Ml, e (1-a90—qY
2l TTIB1, T 2], e e (- gD -g)

gerekli sadelestirmeler yapilarak

B] =1+q+2q* +2q3 + 2q* + q°> + q°
q
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Lemma 1.5.1

n

G+ )" = z (Z) x"kyk

k=0

ifadesinin g —analogu,

k(k-1)

n
x+ ) +qy) .. (x+q""y) =Z k] q = x"Fy"
k=0

bi¢imindedir(Kac Cheung 2002).
Kanit

Binom teoreminden

n

!
Grr=) ()9 ()= o

k=0

esitlikleri gecerlidir. g bir parametre,

yX =qxy, xq=qx, ve y=qy (1.11)

olmak tizere

n

(x+y)" = Z (Z)x”""‘y"

k=0
ifadesinin g —analogu,

timevarimdan n = 1 i¢in esitlik dogrudur.
n
(x+y)" = z [Z] xkyk (1.12)
q
k=0

olarak kabul edilsin. n + 1 i¢inde esitligin dogru oldugu gosterilirse ispat biter.

(x+ ™t =G+ (x+y)
esitligi yazilabilir. Buradan

n+1 n
Z [TH‘ 1] nti-kyk — Z xRk yk (x + y)
k=0 k=0
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esitligi gecerlidir. Bu esitlik yardimiyla

:z-t[n'i_l] n+l-k k_[n+1] n+1+kzl[n+1qxn+1k k+[211qyn+1
n
:z [Z]q x"kyk(x +y)
k=0
n
=Z[ X"k kx+2[k] nkyk+1
k=0

esitligi gecerlidir. Ayrica (1.11) den y*x = xy*q¥ esitligi de dogrudur. Bu esitlik toplamda
yerine yazilirsa

n n
[Tl ‘g 1]q xn+1 + ; [n '-llc_ 1]qxn+1—kyk 4= [Z _‘:: 1]qyn+1 — Z [;{l]q xn—k k

k=0

+2[ ] nkyk+1
— [8] X1 _l_zn: [7]:] n+i-k qu_l_Z [k 1] -k k 4 [n] ynt
a e Mg r n

q
k->k—1

bulunur. Burada [0] [Z] = lve [n-ld 1]q = [Zi i . = 1 esitlikleri kullanilarak,

n

Y e R SRR

k=1 k=1

elde edilir. Buradan

[ e PR PRt (113)

bulunur. Benzer sekilde
(x+ )™ = +PE+" ve yx"F =gtk Ry

esitlikleri kullanilirsa,
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[n _]{(_ 1]q _ [Z]q + qntitk [k E 1]q (1.14)

bulunur. O halde (1.13) ve (1.14) den

B =5

elde edilir. Bu 1$lem k — kez uygulanirsa

n 1_ n+1-k 1_qn+2—k 1_qnn
b, === 1= Lo,
bulunur. Bu esitligin pay ve paydasi (1 — q)(1— q?2)...(1 — q™ %) ile carpilirsa
[n] 1-90-¢%)..A-¢")A-¢g"")..(d-q") _ (1-q)j
g -91-¢9..1-¢"00-91-q»)..(A-q" ") A-k(l—-qn*
olur.[k] ! = E_q)q esitligi g6z oniinde bulundurulursa,
[n] (1-q); [n],'(1— )" [n],!
QR ¢ s vl 7 TG W o G e o 1 g oy

esitligi dogru olacaktr. (1.12) ile verilen binom esitliginin ¢ — analogunu bulmak i¢cin bu

esitlikteki y yerine xy yazilirsa
n
n n n—k k
(x+xy)" = z [k] x™*(xy) (1.15)
k=0

bulunur. Burada (1.11) ile verilen esitlikler kullanilarak,

(xy)k = xky"qk(kz_l)

elde edilir. Yine (1.11) esitlikleri kullanilarak,

(x+xy)g = (x+xy) ... (x + xy) (x + xy) (x + xy)
=x(1+y).xQA+y)xA+y)x(1+y)
=x(1+y)..x(A+y)x(x+xy)(1+y)
=x(1+y).x(1+y)x(x+gxy)(1+y)
=x(1+y)..x(1+ y)x(x+xqy)(1+ y)
=x(1+y)..x(1+y)x?(1+ qy)(1+ y)
=x(1+y)..x(x+xy)x(1+qy)(1+ y)
=x(1+y)..x(x+qgxy)x(1+qy)(1+y)
=x(1+y)..x(x+xqy)x(1+qy)(1+y)
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=x(14+y) ..x2(1+qy)x(1 +qy)(A +)

bu sekilde devam edilerek
(x+xy)p =x"(1+q"'y) .. (1+q*y)(1 + qy)(1.16)
esitligi elde edilir. Buesitlik (1.15) de yerine yazilirsa

k(k-1)

n -t
X"A+q"Y) . L+ @* A+ qy) = z ] xmexkykq
- q

esitligi saglanir. Buradan

n
k(k—1)

(1+y)(1+qy)-..(1+q"‘1y)=Z k]qq =y~
k=

o

% yazilirsa

n
() (rad) (e =2 [ Y

esitligi elde edilir. Burada y yerine

n

k(k-1)
(1+ ) (x+qy) . (x+ g™y Z "] gz xnkyk (1.17)

k=0

sonucuna ulagilir. Bu ise (1.12) nin bir ¢ —analogudur.

Uyan 1.5.1

Lemma 1.5.1 de y yerine (— y) almirsa
- k(k—1)
ny kKkv o
(x=y)", = g [k] q z x"H(=Dky"
q
k=0

esitligi gecerlidir.
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2.BOLUM

SUREKLI FONKSiYONLARA BAZI DOGRUSAL POZIiTiF OPERATORLERLE
YAKLASIM

Bu boliimde segilen bazi dogrusal pozitif operatorlerin bazi yaklasm 6zellikleri

incelenecektir.
2.1. BERNSTEIN POLINOMLARI

S. Bernstein (1912), [0,1] arahiginda verilmis siirekli bir fonksiyona yakmsayan polinom

dizisi tanimlamustir.
Tamm 2.1.1

0 < x < 1 olmak iizere bu polinom dizisi;
ok

B.(F0) = ) £(5) el —om @.1)
k=0

seklindedir.
Uyan 2.1.1

Acikca Bernstein Polinomu dogrusal pozitif bir operatordiir.
Gergekten

x¥(1—x)"* > 0 oldugundan her f > 0 icin
B,(f,x)=Xr_ x*(1—x)""*f (S) >0 olacaktr. Boylece B, (f,x) pozitif operatordiir.

Dogrusalligi ise su sekilde kolayca gosterilebilir: , f = 0 olmak {izere
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B, (af + Bg,x) = Zn xk(1—x)"k [af (%) + Bg <k>]

k=1 n

NG I SN

olur. Bu ise operatoriin dogrusal olmas1 demektir(Bernstein 1912).
Lemma 2.1.1

Bernstein polinomlar1 agagidaki ti¢ kosulu saglar(Bernstein 1912).
)B,(1,x) =1
i) B, (t,x) =x

x—xz

iii) B, (t%,x) = x? +

n

Kanit

n

B,(1,x) = Z (Z) xk(1-0)"*=0Q-x+x)"=1
k=0

olur. Benzer sekilde

n

B,(t,x) = Z (Z) xk (1 —x)nk %

k=0
- i#!_k)!x" (1- x)”—kg
k=0
) ka: (k _(;1)!—(:1)!_ G-
= x"‘l (n; 1)xk (1— 2kt —
k=0

bulunur. Son olarak

n 2

B,(t%x) = Z (Z)x" (1—x)nk fl—z

k(k—1)+k
n2

DYARIEEE
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= () - B DN (ke

k
(1= DS (1=2) g - gy 2

n k—2
k=2
= k (n—1)! 1 n
- Zn(k—l)'(n I,
X (n—-1)! . .
+EZ( “Dim—t | O

Ck—1  (n—1) B .
=xkzl ) ITC TR

X% (n—1)! y r
+£Z(k—1)!(n—k)1xk (="

n-1

,n—1 - (n—2)! _2 e X -1 k1
R _Z(k—z)!(n—k)!xk Ao ) (1 ) a- o

k=0

— g n—2

X
) xF(1—x)r k2 4=
n

esitligi gosterilmis olur.

Teorem 2.1.1

Bernstein polinomu Korovkin teoreminin kosullarni saglar(Bernstein 1912).

Kanit

B,(1,x)=1

B, (t,x) =x
esitlikleri yardimriyla

lim [1B,,(1,5) = Ul gfo,y = 0

lim [IB,, (¢, x) = xll¢po,) = 0
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elde edilir. Son olarak
(t —x)? = t? — 2tx + x?oldugundan ve her n € N i¢in B,, polinomlarmin dogrusalligindan
B, ((t—x)% x) = B, (t*,x)+B,,(—2xt,x)+B,, (x?, x)

=B, (t%,x)—2xB,(t x)+x*B,(1,x)
2

X—Xx
=x2+ —2x% +x?
x — x?
n
bulunur. Buradan
2
X=X 1-2x 1-2x .. 1
y: = —— tanimlamas1 yapilirsa y' = —— olur.y’ = —— = 0 olmas1 i¢in x = Py olmahdur.
n n n

Buradan
max,cy<; B, ((t —x)%,x) = 41—“ (n = o) bulunur. Dolayisiyla

x — x? .
= lim—=0
n-ow 4n

lim ||B,, ((¢? — x)?,x = lim max
n—>00|| n(( ) )”C[O’l] n—-o0<x<1

n
olacaktir. Korovkin teoreminden her f € €[0,1] i¢in

Tll—l;rc}o” B, (f,x) = f()ll¢ioyy = O

bulunur(Hacisalihoglu ve Hactyev 1995).
Teorem 2.1.2

Her f € Cpq ve w(f,x) klasik siireklilik modiilii yardimyla Bernstein polinomlarmm

yaklasim hiz1 icin n € N olmak iizere

B0, 1= 30 (£)

esitsizligi gecerlidir(Walczak 2004).
Kamt

Siireklilik modiiliiniin 6 zelliginden kolayca

[t — x|
1)

| B,(f(),x) — f(x)]| < Bn<1+ ,x>w(f. 5)

=PJL@+%BAH—ﬂmﬂ&dﬂH—ﬂl@wﬁﬁ)
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< (1 +%\/Bn((t - x)z,x)) w(f, 8)(Cauchy — Schwarz Es.)

<w(f,5) 1+% /x—nxz
1 (1
1+g\/;l a)(f,6)

~(1+3)olr )

I S
bulunur. Burada § = \/ﬁse(;llerek

IA

| B,(f(),x) — f(0)| < ;w (f%)

esitsizlige ulasilir.

Daha sonra birgok arastirmaci Bernstein polinomlarmin modifikasyonlar1 ve genellemeleri

{izerinde ¢alismalar yapmustrr. il olarak Bernstein-Chlodowsky operatdrii incelenecektir.
2.2. BERNSTEIN-CHLODOWSKY POLINOMLARI

2.2.1. Tek Degiskenli Bernstein-Chlodowsky Polinomlan

Chlodowsky (1937) [0,0o[aralig1 lizerinde Bernstein polinomlarmni genellestirmis ve bu

polinomlarin yaklagim 6zelliklerini arastirmistir.

Tamm 2.2.1.1
(b,) dizisi lim b, = oo ve lim,_,, =2 =0
n— oo

kosullarini saglayan monoton artan gercel terimli pozitif sayilarin dizisi olmak iizere

x € [0,b,] i¢in

By () = ka (En,)c (bi)k (1-25) (22)
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seklinde tanimli polinomlara Bernstein-Chlodowsky polinomlar1 adi verilir(Chlodowsky
1932).

Uyan 2.2.1.1

Bu operator agik¢a dogrusal ve pozitiftir.

Bernstein-Chlodowsky operatoriiniin dogrusalligi;

Her o, € R ve her f,g € C[0,0] ve n € Nigin

k=0 n n
~ay i) (15 o)
ay et () (-5 o)

= aB,(f,x) + BB;(g,x)
bulunur. Bu ise operatdriin dogrusalligini1 kanitlar. Son olarak pozitiflik gosterilmelidir.
Bernstein-Chlodowsky operatoriiniin pozitifligi;
her x € [0,b,] ve n € N igin
() (1-3) =0
" \b b -

n n

oldugundan her f > 0 i¢in B, (f;x) = 0 olur. Bu ise operatoriin pozitif oldugunu gosterir.

Lemma 2.2.1.1
Bernstein-Chlodowsky polinomu asagidaki esitlikleri saglar.

i) B:(1,x) =1
ii) By (t,x) = x
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iii) By (t2,x) = x? +x (22%)

Kanit

f(t) =1 olmak iizere,

k=0
(1-Z4 XY
b, by
=1
olur.
f(t) =tigin

n

k x k x TL—k
Bﬂﬁx):ZZEb#f(E? (1‘53

- n n
n

k=0
Z Sb" k(k 7i(;l)!_(i)i k)! (;C_n)k <1 B bi)n_k

k

= ; b Tk —(?)!_(jz)i Bl (g_n)k (1~ bi)n_k

n

[N

S

(k = k + 1doniisiimii yapilarak)

i) ()

n

et il o G A

n

S
[y

&

S
R o

bII4

=
1]

0
-1

X X k X n—-k-1
=, ¢ (5) (1-3)
n-1 bn b

=0 n
X n—-1
)
le

k
x(l—

=X

3

Il
| =

S

n

bulunur. Son olarak

f(t) = t? olmak iizere,
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= Z by’ zgk(k T_l(;l)!_(rll)!_ o (;—n)k (1- ;C—n>n_k
:Zb %(k (;l)'(rlz)' k)'(x>k<1_bin>n_k
:Zb zbig(k L] k)'(x)k_l <1_bi)
:be %(k (;z)'(rll)' ky(x)’( 1(1_;_11)71_,(

e kZl(k 1 D TG G) (-5
=’;_an(;< g _(111)!—(:1)!_ ~ (;c_n)k—l t _Z_n)n_k
: (K (;l)'_(i)! o (bi)k (1- bi)k

biz(k Va—va-memi) (5)
e G (-5

k
(e e
X 2.

=—(n 1)2 v (;l)'(i)' k)'( )k—z (1—£)n_k+l;_”x

(k = k + 2 dontistimii yapilarak)
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bulunur.

Ancak Bernstein-Chlodowsky polinomlari, tanimli oldugu [0,b,] araligmin n — oo iken

[0,00) araligina doniismesi sonucu lim ||B,*(t% x) — t?|| = «0 oldugundan Korovkin
n—-oo

Teoremi’ni saglamaz.
Teorem 2.2.1.1

Her f € C[0, ») fonksiyonu i¢in
X—00
ve (b,)

2
lim — =0
n—-oo N
kosulunu saglayan bir dizi olsun.
Bu durumda Tanim 2.2.1.1 de verilen B,, polinom dizisi i¢in
lim 1B, (f, ) = fFCOllerop,y = 0

esitligi gecerlidir(Ibikli 2003, Isler 2009).
Kanit
Teoremin kamitmi k=0 olmast durumunda yapmak yeterlidir Bu durumda

lim, ., f(x) = 0 olur. Yani; her € > 0 i¢in x > x, ken |f(x)| < € esitsizligini saglayan en

az bir x, noktas1 vardrr.

( f(x); 0< x<x,
| 1
g(x)zilineer ; xOSxSx0+§
1
0o ; > + =
X=X, >

seklinde stirekli bir g fonksiyonu tanimlansin.

Burada x, noktas1 i¢in max 1|lg(x)| = |f(x,)| dir. Budurumda g fonksiyonunun
0 XSXSXg+ 9 0 g y

tanimi geregince;

sup |f(x) =gl < sup |f(x) —g()l+ sup [If(x)— gl

OSXSbn OSXSXO XOSXSXO'F;
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+ sup f(0) - g()|

x2x0+;
= sup |f(x)—g@)|+ sup |f(x)]
xosxsx0+§ x2x0+%

< sup 1|f(x)|+ sup 1|g(x)|+ supllf(x)l

S XoSXSXq+3 xzxo+s
olacaktir. Bu esitsizlikte
max gl =1f(xp)lve lim f(x) =0

Xo< x<x0+—
oldugundan

sup |[f(x) —gx)|<e+e+e=3¢

0=<x<b,

elde edilir. Bu durumda

sup |Bn(f,x) — f(x)| = sup |B;,(f,x) — B,(g,x) +B;(g,x) — g(x) + g(x) — f(x)|

Osxsbn 0<x<b
< sup IB (f—gx)+ sup |B(g,x) — g(x)|
0<x<b 0<x<b
+ sup |f(x) — g(x)]
0<x<b,

< sup B*( sup |f —gl, x>+ sup IB (g,x) — g(x)|

0<x<b, 0<ts<b, 0<x<b

+ sup [f(x) — g(x)]

0=x<b,

<3e+B;(1,x)+ sup |B;(g,x)—glx)|+ 3¢

0=x<b,

=6¢ + sup |B;(g,x) —g()|

0=<x<b,
olup, limite gecilirse

lim sup [B;(f,x)—f(x)| < 6e+ hm sup |B;(g,x) —g(x)|

n—-oo 0<x<b 0<x<b

yazilabilir. {1k olarak bu esitsizlikte yer alan
lim sup |B;(g,x) —g(x)|
n=% o<x<b,

ifadesi gbz Oniine almsmn.

g fonksiyonu [xo + %, bn] araliginda sifir oldugundan sinirhdr. Yani; [g(x)| < M kosulunu

saglayan M > 0 sayist vardir. Ayrica kapali ve sinirh [O,x0 + ﬂ aralig1 lizerinde g
fonksiyonu diizgiin siirek lidir.
O halde diizgiin siireklilik tanimi kullanilarak; her & > 0 igin [“b, — x| < & iken x € [0,b,]

i¢in
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o (S6,) g0 < ¢ 23)

esitsizligini saglayan en azbir § = §(&) > 0 sayis1 vardir. Diger taraftan

|§bn - x| > 6 ve g fonksiyonu smirli oldugundan

|g (S bn> - g(x)| <2M

olacaktir. Ayrica

K 2 K
(;bn - X) 2M (;bn — X)
~ sz >1= 52 =>2M
esitsizliginden
. 2
K 2M (b, - x)
lo(56.) - 90| = —22 (2.4)

elde edilir. (2.3) ve (2.4) esitsizliklerinden

2
K 2M (b, - x)
o Goon) ~900] = —5

bulunur. Buradan

S| =

ci(5) (1-3) -ow

2,9 (1)
)

|B;,(g,x) — g(x)| =

k=0
n
e 2 E ) e () (- 2)
—ET sz L \pPn) n\p, b,
k=0
2M k e (X k x \""k2M 5
—2x57 ) 5 o (b_) (1‘17) 57
k=0 n n
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2M x(b, — x

62 n
olup,
2M x(b,, — x)
B:(g,x) — <e+ o 7
A
Lo 2MDB
T 52 4
esitsizligi elde edilir. (b,) dizisinin tanimindan
b2
1 B: (g, < +1
n‘iﬁ’oof,‘jg,' 2(9.%) —g()| < e + lim — 52 i
=0
olur.
Bu ifade yardimiyla

lim sup [B;(g,x) —g(x)|=0

n-—-oo
0=x<b,

bulunur. Bu ise kanit1 tamamlar.

Teorem 2.2.1.2

p(x) = 1 + x? olmak iizere her f € C¥(R) igin, lim,,_,,, -2 =

lim [1B;,(9,%) — g(@)ll, =

olur(Gadjiev ve Ibikli 1999).

Kamt

Norm tanimi kullanilarak Lemma 2.2.1.1 den
0 < x < b,, olmak tizere

1B, (1,x) — 1|

L (1,x)—1f,= su
” ‘n( ) ”p OSxSIl))n p(x)

olacagindan,

lim ||L,,(1,x) — xllp =0
n—-o0o
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olur.

Benzer sekilde norm tanimmdan

|B; (t,x) — x|
IL,(tx) —x|l,= sup ————
" P OstIl)yn p(x)

=0
esitliginden,
lim ||L,,(t, x) — x|l, =0
n—-o0o
bulunur.

Son olarak tZicin norm tanimmdan

|B;, (¢%,x) — x|
L, (¢%,x) — x?|l, = sup —=
" P Osxs%n p(x)

|x2 4 X 2

= sup
0<x<b, 1+ x2

1
<— sup (b))

N osxsb,

n
bulunur. (b,) pozitif say1 dizisi lim,, _, ., l;—f‘ = 0 olma kosulunu sagladigindan
Tim 1L, (6%, 2) = x|, = 0
elde edilir. Dolaysiyla
(B;,) dogrusal pozitif operatorler dizisinin tanimindan
lim [1B;.f = £Il, = 0

olup kanit tamamlanmius olur.

Yaklagim keyfi f € C,(R) fonksiyonu i¢in genel olarak saglanmaz. Asagidaki teoremde

B, (f,x) polinomlar dizisinin 6zel bir durumda yaklasmmu sagladigi gosterilecektir.

Teorem 2.2.1.3

p(x) =1+ x? ve lim,, % = 0 olmak iizere her f € C(R) igin
1
Tll_f}(}o—b”Bn(f,X) —fll,=0
n

/b,

esitligi saglanir(Gadjiev ve Ibikli 1999).
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Kanit

Stirekli her f fonksiyonu kapali ve sinirli bir aralikta diizgiin siirekli oldugundan her € > 0
i¢in |t — x| < § olan her x € [0,b,,] ve her t € [0, ) i¢in
lf(® -fl<e
esitsizligini saglayan enaz bir §(&) > 0 sayis1 vardir.
f € C,(R) oldugundan [t — x| > & kosulunu saglayan her x € [0,b,] ve her t € [0, ) igin
£ = F@I < IFO] +1F ()
< Mp(1+t%) + M (1+ x?)
< M (2+t* +x?%)
esitsizligi gegerli olup,
If () = f)I < MeA2 + (¢t — x + %) + x%}
=M2 + (t —x)* + 2x(t —x) + 2x?}
SMA2(x%+ 1) +2(t — x)* + 2(x* + D[t — x|}
=2MA(x*+ DA+ [t — x)(t— %)%}

[t —x|

seklinde yazilabilir. = 1 oldugundan

|t — x|
5

If(t)—f(x)ISZMf{(x2+1)< +|t—x|> +(t—x)2}

- 2Mf{(x2 + 1)t x| (% + 1) + (¢t —x)z}

1 1
< 2M; {(x2 + Dt — x| (5 + 1) + (t —x)? (5+ 1)}
1
<2My (5+1){G + Dle— x| + (€= 0%
esitsizsigi gegerli olur. Burada
1
2M, (5+1) = ¢,(8)
ile gosterilirse
If(® = f < (Ot —x)? + (1 + x|t — x|}
esitsizligi elde edilir.

Budurumda her x € [0,b,,] ve her t € [0, ) igin

If () —f)I< e+ Ot —x)*+ 1+ x|t —x} (2.6)
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esitsizligi dogru olur. Operatdr dizisi i¢in

1B, (f,%) — fCOl < BR(If(®) — f(x)],%)

< B,";(e + C (Ot —x)* + (1 + x|t —xl[}, x)
=¢eB;,(1,x) + C;(8) B, ((t — x)?,x)
+1+ 2 (O)B;, (Ve — 12 x)

=¢eB,,(1,x) + C;(8) B, (t? x) — C;(8)2xB,,(t,x)

+C(O)x2B;(1,%) + (1 +x2)C; (9)B;, (Ve = 02, x)

esitsizligi gecerli oldugundan operatdriin tanimi ve Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak

b —
1B, (f,%) = ()] < & + G (8) X0 )+(1+ x?)C;(8) \/ﬁn@

bulunur. Bu ifadenin her iki yan 1+1x2 ile carpilirsa

|B;, (f,x) — f(x)] x(b, —x) x(b, — x)
1+ x2 <e+ GO T n(1+ x2) HGON

olur. Supremuma gecilirse

|B,,(f,x) — f(x)| x(b, —x) x(b, — x)
Osxs}:l)an 1+x SEF Cf (6)0<x<b (1 x?) i Cf (6)0<x<b n

esitsizligi yazilabileceginden

x(b,, —x)< x(b,, —x) _|bA
verap, ML+ XD~ 1 osrab, n ) J4n

bulunur. Dolayisiyla

|B;,(f,x) — f(x)| b, b;
Ozxsgn 1T 22 <s+Cf(6)7+ Cf(6) in

. . e 1 .
olur. Bu ifadenin her iki yani N ile carpilirsa

1 |B (f,x) — f(x)] € Vb, 1 |b,
— < C.(0)|—+-= |—
,/bnossplclsrl)an 1+x? /bn+ O
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&

/5 [bu
\/b_n+Cf(5) Tl + 7
Vbu . |bn

1 BX(f,x)— f(x 1
up 1Bn (/. 2) Zf( )|<£lim—+Cf(5)lim +
n—>oo\/b_n0sxsbn 1+x n-o [} noo | n n

n

<

olarak yazilabilir. Burada

olup, (b,) dizisinin tanimmdan

i Ly VB ~ FEOI
n—>oo\/b_n05xsbn 1+ x2

bulunur. Bu ise kanit1 tamamlar.

0

i) L.Tip Bernstein-Chlodowsky Operatorii

Ibikli (2000) 1. tip genellesmis Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisini tanimlayarak

yaklasim 6zelliklerini arastirmistir.

Tamm 2.2.1.2

(b,) dizisi lim,,_q, b, = o0 ve lim,_,, 22 = 0

kosullarmi saglayan monoton artan gercel terimli pozitif bir say1 dizisi ve 0 < a < f olmak

uzere

5= r (i) ek () (1-3) e

n n

esitligi ile tanimli polinomlar dizisi 1. tip genellesmis Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar

dizisi olarak adlandirilir(Ibikli 2000).
Uyan 2.2.1.2

(2.7) esitligi ile verilen polinomlar i¢in

S, (L;x) =1

ii) S,(t;x) =—x+—b

n a
n+p n+p "
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2

) 5,060 = () (4 20) 4 2

n+p (n+p)? (n+p)?
esitlikleri gecerlidir.
" k n-k
x X\
S.(L0) = ) ¢ (—) (1——) —1
k=0 bn bn

esitligi gecerlidir.

Operatoriin tanimindan

ok +a x \k X \"k
560 =) (pt) () (1-5)
n(£:) L\ntp™) " \b, b,

k=0
b n k n—k
X X\
- e y) (1-5)
n+ﬁ{kZ; " \b, b,
n
X k X n—-k
ra), () (1-5)
=0 bn bn
b, x\k x \"k
-l (D 0-5)
n+,3{kzo n\p, b) t¢
n
n Z(k X X k 1 n—-k b
S e ()
n+,8k_O ") \b, b, +n+,B n
_on N a
_n+ﬁx n+p "
olarak bulunur.
Sonolarak S, (t?; x) hesaplanacaktr.
n
k+a x\k x \"k
=3 ) ) (1)
n(£5%) Li\n+p") ™ \b, b,

g0 ) (-3

n n

w6 (5

n
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k=0 =0
b2 2 s (X x \n—k
i+ p)? Zn—" C“(b_n> (1‘5) *

et G) (-2) " e

n

(N, x(b,, — x) 2an 5
_( )(x + >+(n+ﬁ)2bnx+a

2

esitligi gecerlidir.
Uyan 2.2.1.3

If Gl < M (1+ x?) esitsizligini saglayan bir f € C(R) fonksiyonu igin (2.7) ile taniml

polinomlar dizisi yakmsaklik durumunu saglamayabilir.

Ornek 2.2.1.1

[0,b,] aralig1 iizerinde siirekli olan f(x) = x? fonksiyonuna (2.7) polinomlar dizisi ile
yaklagimm yapilirsa
f(t) =t? i¢in

S.(¢%x) = (n : IB)Z (xz N x(b, — x)) N 2an bxta? ( b, >

olmak tizere,
1S, (t% x) — x?| = x% — S, (t?; x)

_ (1 n2 s n? x(bn—x)_l_ 2an bx+a—2b2
a n+p?) (m+p)? n n+p)2 "™ (+p)2r

esitsizligi yazilabilir. Supremuma gegilirse
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n® n®>  x(b, —x)
sup |S,(t%x) — x?| > su x2<1——>+ su L
oxsb, " 0<12h, n+B)2) " oixen, (TP 7

2an a?

+ sup ——=b,x+ su —bZ
OstI?;n(n‘Fﬁ)z " Ost%n(n‘F g "

—b2<1— n >+ n b—’2‘+ 2an b2 4 —2 b?
on (n+ p)? n+p)24n (n+p)?> " (m+p)F "

esitsizligi bulunur. Burada

2

" n? n* b2 _ b? n? b2
bn <1 _(n+ﬂ)2> T g T(“ (n+ﬁ)2> Tn

esitsizliginin saglandig1 gosterilirse ispat biter.

3 ) n? n - 1
Z( _(n+,8)2>+4(n+,8)2 =

3(1- " )4 51
(n+p)?) (m+p)?* n
3(2n*B + np?) + n(n + B)* = (n+ B)?

olup, esitsizlik gegerlidir. Boylece

b? n? b? a’
S,(t%x) —x?| 2|1 - ——= | +—+ ——=b?
5B 152 (t%5) — 27| 4( (n+ﬁ)2> m g

olacaktir. Dolayisiyla

lim sup [S,(t%x) — x%| >

n-—-oo
0=x<b,

olup, yaklasim saglanmaz(isler 2009).

If()] < M;(1+ x?) esitsizligini saglayan f € C(R) fonksiyonlar1 igin saglanmayan

yaklasim teoremi agsagidaki teoremde verilen uzaydan almman fonksiyonlar i¢in gegerlidir.

Teorem 2.2.1.4

p(x) =1 +x?ve f € C,(0,00) olmak iizere kapali ve smirh [0, A] araligs tizerinde
lim 15,(f;2) = £ o,y = 0

yaknsamasi diizgiin olarak saglanir(Isler 2009).

Kanit
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Kanit1 yapmak i¢in Korovkin teoreminin kosullarinin saglandig1 gosterilmelidir. Uyar12.2.1.2
(2.8) ifadesi g6z Oniine alinirsa
S,(LLx)—1=0
ve boylece
sup |S,,(1;x) —1] =0

0=sx<A

olup,
,lli_ri,lo”S"(l;x) - 1||C[0,A] =0
esitligi kolayca saglanir.

(2.9) ifadesi g6z 6niine alinirsa
n N o
X
n+p n+p "

S,(tx) —x = —x

( - 1) +—p

=X — —_—

n+pB n+p "

esitligi gecerlidir. Mutlak deger ve supremumun 6zellikleri kullanilarak

¢
n+p "

15, (6; x) — x| Sx<1_nzﬂ)+

IS, (£:x) |<A(1 g )+ * b
su x) —x| < -
xE[OI,)A] " n+p n+p "

esitsizligi saglandigindan,
rli_{?o”‘g"(t; x) - x”(;[o,A] =0
yakinsamas1 gegerlidir.

(2.10) ifadesinden yararlanilarak

n \2 x(b, —x) 2an b?
S tz; _ 2:( ) 2 n b 2 m L2
(% x) — x m——y; x%+ " +(n+ﬁ)2 WX+ a it B2 x
n? n> b n> x?
S (t%x) —x?| <|———=—1|«x? SEE— _—
S, (t%; x) — x| <(n+ﬁ)2 )x +(n+,8)2nx+(n+ﬁ)2n
n b 2
+2ax b +a2(—n )
n2(1+2§+i—22) " n+p
n? n
sup |S, (t%:x) —x?| < A? ——1+—>
Sup 15 (t55x) = 7] ((n+ﬁ)2 CENIE
b 2
+2aA b +a2<—” )
(1428 +6)7" n+p
n n

esitsizligi gecerli olup, limite gecilerek
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lim [15,,(¢2 %) = ¥2ll o, = 0
elde edilir. Dolayistyla Korovkin teoreminin tiim kosullar1 saglandigindan istenen yaklagim

gosterilmis olur.

JA€3] SMf(1+x2) esitsizligini saglayan  f € C(R) fonksiyonlar1 i¢in saglanmayan
yaklagim teoremi yine asagidaki teoremde verilen alt uzaydan aliman fonksiyonlar icin

gegerlidir.
Teorem 2.2.1.5

p(x) =1 +x%ve f € CS(R)igin
lim [, (320 ~ £ GOl = 0

esitligi saglanir(Isler 2009).
Kanit

Norm tanimi kullanilarak
IS, (L;x) —1] 1-1

14 x2 T 1+ax2
lim sup M =
n- g<x<b, 1+ x?

esitligi gecerli olup, kolayca
lim ||S,,(1;x) — 1||p =0
n—-oo

elde edilir.

(2.9) ifadesi kullanilarak

Sn(t;x)—x=x<n_nl_’8—1>+$bn

olacagindan, her n € N iin «a, 8, b,, > 0 durumu kullanilarak

1S (& %) |<’" 1|+nb
x)—x| < |———-1|x+ —
n n+p n+p "
S (tx)—x n X a 1
| (; x) I<(1_ ) N b,

1+ x2 n+pB/1+x? n+p "1+ x2

S(l_niﬂ)+niﬁbn

41



S, (t; x) — x| n a
p ———< (1— )+ b,
0<x<b, 1+x2 Tl+ﬁ n+ﬁ

yazilabilir. Boylece lim I;—” = 0 oldugundan
n-—-oo

lim sup >
N> g<x<h, 1+x

ISn(t:x)—x|<1. (

bulunur. Dolayistyla

lim ||S,,(t; x) — xllp =0
n—-oo

esitligi elde edilir.
Son olarak (2.10) ifadesi kullanilarak

2 2

| E n n x(b, — x) 2an a
Sn“z"‘)"‘z‘((n+ﬁ>‘1>"2+(n+ﬁ>2 o T G e

2

S, (t%x) — x?| < 1_—n2 X%+ x(b —x)+—2an b x-i-—a2 bZ
e ~ (n+ B)? n+p)2 " m+p)2 " (m+p2™
1S, (t%; x) — x?| <(1 n® x? y n  x(b, —x)
1+x2 m+p)?)1+x%2 (n+p)? 1+«x?
2an x a? 1

2
4 (n+ﬁ)2b"1+xz+(n+ﬁ)2b"1+x2

2
2

<<1— i >+ n (b, — )+£b +—2
= m+B)2) m+pr o T gz T g

S, (t%; x) — x?| - (1 n? > N n b )
Su S - Su — X
ooxdy 1 +x2 m+p5)2) " (n+ B)osxap, "

2an a?

Yo
<(1— : >+ b +ﬂb +a—2b2
- m+p?) (m+p)?* " (m+p)32 " (m+p2 "

esitsizligine ulagilir. Buradan

y S, (% x) — x?| <l 1 n? 4 nb,
im su <lm(1—-— im
oot 1t e\ A7) et (142 4 )
n n?
2anb a’b?
+ lim L + lim Nt

n—00 12 28 L B%\  nowo 2 28 B
n? (1+2 42 n? (1+2£4+5)
esitsizligi dogru olup, (b,,) dizisinin 6zelliklerinden

lim [|S,, (t%; x) — xZIIp =0
n—-oo
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esitligi elde edilir. Dolayisiyla v = 0,1,2 i¢cin

: 1S, (t7;x) — x|
lim sup > =
n-0o<x<h, 1+x

0

ifadesi gegerli olup, her f € CX(R) iginde
. 15, (f5 %) = F ()]
lim sup =

n—0o<x<h, 1+ x?

0

bulunur. Bu ise kanit1 tamamlar.
ii) Il. Tip Bernstein-Chlodowsky Operatorii

Izgi (2004) tarafindan II. tip Bernstein-Chlodowsky polinomlar dizisi tanimlanmis ve bu

polinomlar dizisinin yaklagim 6zellikleri arastirilmistr.
Tamm 2.2.1.3

(b,) dizisi

lim b, = 0 ve lim,_,, % =0

n —>oo

kosullarmi saglayan monoton artan gercel pozitif terimli bir dizi a,f > 0vea+f =1

olmak tizere

n

BYB(f,x) = Z f (ax + ﬁ%bn) ck (bi)k (1 _ b—)n_k 0<x<b, (2.11)

k=0
seklinde 2. tip genellesmis Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisi tanimlanir.

Lemma 2.2.1.2

(2.11) ile tanimlanan polinomlar dizisi i¢in
B*#(1,x) = 1

B,‘f’ﬁ(t,x) =x
x(b, —x
B*F(t?,x) = x? + B2 x(by = %)

esitlikleri saglanir(I1zgi 2004).
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Kanit

0<x<b,vet € Rolmak iizere

f(t) = 1i¢inbinom formiilii kullanilarak kolayca

n

e =3 (@) (-2

k=0 n n
elde edilir.
f(t) =t iginbinom formiilii ve @ + B = 1 esitligi kullanilarak

n

500 = e s pn ) er () (-2

n n

k=0
n
Z X X k 1 X n-k
S () 0-)
k=0 " bn bn
n
k X k X n—k
2,0t (5) (1-5,)
=0 bn bn
=x

elde edilir.

f(t) = t? iginbinom formiilii ve a + f = 1 esitligi kullamlarak
2

5290 =3 (e g ) ex(2) (- 2)

n n

k=0
n X k X n—k
=ax? ) ci(5) (1-7)
k=0
n k X k X n—k
+2a,8x2—bn6n <Z) <1_E)
k=0
) k2 (XK x \n—k
B Z K (b_n> (“a)

b —
=a’x?+2afx?*+ p* [xz +x< "n x)]

n

=x2l(a2+ﬁ2)+<2aﬁ+'3 )l+ﬁz%



olacagindan
x(b, —x
B*F(t?,x) = x? + B2 x(by = %)

seklinde bulunur.
Teorem 2.2.1.6

p(x) =1+x? olmak iizere f € C,(0,00) igin herhangi bir kapali ve smirh [0,A] aralig:

uzerinde

BP0 -fl =0

lim |
n—o0o

esitsizligi saglanir(isler 2009).
Kamt

Polinomun tanimindan

lim [|B## (L) -1 =0
n-oo clo,Al

lim B,‘f’ﬁ (t,x) — x” =0
n-—oo clo,4]

lim |[BY# (t?, x) — x? ” =0
n-—oo clo,4]

esitlikleri yazilabilir. Bu durumda her f € Cp(0,00) icin [0,A] arahg: tizerinde

BP0 -fl =0

lim |
n—00

esitligi gecerlidir. Bu da kanit1 tamamlar.

Asagidaki (2.11) polinomlar dizisinin f € C,(R) fonksiyonuna olan yaklasim hiziyla ilgili

bir teorem verilecektir.
Teorem 2.2.1.7

w4 (8),f fonksiyonunun [0,1 + A] arahg: iizerinde tammlanan siireklilik modiilii olsun.

Her f € C,(R) i¢in M, f fonksiyonuna bagl bir sabit olmak tizere [0, A] aralig1 lizerinde
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’b
a,f _ " Oy,
Bn (f'x) f(x) SM(U} A -

esitsizligi saglanir.
Kamit

x € [0,A4] olmak lizere

k k
E = {k:ax+ﬁ;bn > 1+A}ve E, ={k:ax+ﬁ;bn < 1+A}
kiimeleri tanimlansin.

Shes ok -4

k=0

|2 (ool () ()

KEE,

+z :f(ax-}_ﬁrklbn)_f(x)]crlf<bi)k<1_bi)n_k

KEE,
< Z f(ax +,3§bn> —f()|Ck (;—)k (1 _;C_n>n_k
C,’f(:—n)k (l—g—n)n_k

|B2# (£, - £(0)] =

S

KEE,

+z f(ax+ﬁ§bn)—f(x)

KEE,

=1V + 17
olarak yazilabilir.
11(11) ve I,(lz) ifadeleri ayr1 ayr1 diisiiniilmelidir.
k € E; ve x € [0,4] igin f fonksiyonunun 6zelliklerinden

‘f(ax+,3§bn)—f(x)‘ < M, <2+ (ax+ﬁ§bn>2+x2>

2

<M; l(ax+ﬁ§bn —x) + 2x<ax+ﬂ§bn—x)+ 2(1+X2)l

elde edilir. Burada

|“X + ﬁ%bn - x| > 1 oldugundan

2

|f<ax+ﬁ§bn)—f(x)| < 2M; (ax+ﬁ%bn —x) [4 + 4x + x?]
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< 2M,(A+2)? ((a— Dx +ﬁ§bn>

esitsizligi gegerli olup,

B:= 2M;(A + 2)? tammlamas1 yapilirsa

I (ax +550,) - 0| < B(<a— 1>x+ﬁ§bn>2

bulunur. Boylece

D (R

k=0 n n
— x)

x(b
=—ppz—n "7
p n

b
< BR%?A-L1
'B n

esitsizligi yazilabilir. Tanimdan lim,, % = 0 oldugundan yeterince biiyik n degerleri i¢in

Dn < / % olacaktir. Burada

n

’n n I n Cf n

olacak sekilde f fonksiyonuna ve (&,) dizisine bagh Cr > 0 saysi vardir.

BB%A
M:= i— olarak tanimlanirsa
f

/b
IV < Mol 7" (2.12)

esitsizligi elde edilir.

Diger taraftan k € E, ve x € [0,A4] i¢in siireklilik modiiliiniin 6zelliklerinden

k
ax+ﬁr—lbn—x|>

‘f(ax+,8§bn)—f(x)‘ < w}*“‘(

k
ax+ﬁr—lbn—x”

1
< (1)}+A(6n) [1 + 5_

olarak  yazilabilir. Sireklilik modiiliiniin 6zellikleri ve Cauchy-Schwarz esitsizligi

kullanilarak
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- n
1 k
Irgz) Sa)}+A(6n) 1+6_z ’ax+,8£bn—x

n
1 k k n-k
Sw}“‘(@n) 1+6_ Z(ax+ﬁﬁbn—x) Ck <b£) (1—b£>

1 x(b, —x)
— 1+A 2 n
ws(8,) 1+5n ’ﬂ -

b
< wp(s,) |1+—pVA ;"

esitsizligi bulunur. Burada §,, = \F;" ve K = 1 + B+/A olarak alinirsa

S

1P <Kol | |2 (2.13)

n

elde edilir.
Budurumda (2.12) ve (2.13) ifadelerinden C:= M + K olarak tanimlanirsa

b
BYP(f,x) — f(x)| < M. w}+4 \[%

esitsizligi gosterilmis olur.
2.2.2. iki Degiskenli Bernstein-Chlodowsky Polinomlar Dizsi ile Yaklasim

Ibikli (2005) iiggensel bolgede iki degiskenli Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisini

tanimlamg ve polinomlarmn bazi yaklagim 6 zelliklerini arastirmustir.
Tamm 2.2.2.1

(b,) , monoton artan gergel terimli pozitif sayilarin bir dizisi ve

. _ . b, _
lim b, = oo ve lim,, ,,,—* = 0 olsun.

n—>oo n

Herhangi bir a > 0 sayis1 i¢cin
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A,={(x,¥):x=20,y>0,x +y <a}
liggensel bolgesi tammlansm. a = b, durumundaki tiggensel bolge A, ile gosterilmek tizere

(x,y) €A b, olan kidegiskenli bir f fonksiyonu i¢in Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar

n

i = Y e (1-52) Y (el () e

k=0 j=0 n n

seklinde tanimlanir.
Uyan 2.2.2.1

A, lggenselbolgesitizerinde stirekli olan

fey) =x*+y?

fonksiyonuna (2.14) ile tanimlanan polinomlar dizisi ile yaklagim yapilirsa;

x(b, —x b —
By (fix,y) — (f;x,¥) =x2+¥+y2 +w_x2_yz

_x(b, — %) A y(b, —y)
n n

esitligi gecerlidir. Buradan kolayca

max |B; (f;x,y) — (f;x,y)| = max

(x.y)€hp,, (x.y)€hp,,

_ by

2n

{x(bn _X) +y(bn _}’)}

n n

olup,

2
lim max IB**(f xy) = (f;x,y)| = lim == oo
n-oo (x,y)EA n-o 2N

elde edilir. Buda yakmsamanim saglanmadigini gosterir.

Yeterince biiylk n degeri igin A, lggeni bir A, U¢genini olusturuyorsa A, ti¢geninin
herhangi bir kapali alt kiimesinde

If (e, )| < M (14 x% +y?)

kosulunu saglayan siirekli fonksiyonlara (2.14) polinomlar dizisi ile yaklasim saglanr. Bu

durum asagidaki teorem ile verilebilir(ibikli 2005).
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Teorem 2.2.2.1

a > 0 keyfi sabit say1 olsun. f € C,(R;™) igin A, bolgesi lizerinde
lim |IB"(f3%,y) = f(x, Yllc, , =0

n—oo a

esitligi saglanir(ibikli 2005).

Kanit
Kanit i¢cin k ve m pozitif tamsayilar olmak iizere

fem(t:p) = thp™

olarak tanimlansin. 11k olarak

B (fooi x,y) =1 (2.15)

By (fooxy)=x (2.16)

By (for;0,y) =y (2.17)

By (froi%,y) = x> + W (2.18)
b —

By (fozi%,y) =y* + w (2.19)

esitliklerinin dogrulugu gosterilmelidir.

foo(t,p) = 1igin

k
" X+ NN
By (foi%,¥) = C,’f(l— 5 ) Ec,g

n

(1= (52

=
M: ||M:

o

~

1l

(=]

&
Il
o

1-—

x+y x+y>”
b b

n n

Il
— —/
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elde edilir.
fro(t,p) =t igin

C . .
_ch(l_x+y>n kZ(] / )Cj<x)k—] (l)l
& n bn = n bn bn

seklinde yazilabilir. I; — I, ve I; olarak tanimlanacak terimler ayr1ayr1 hesaplanirsa

11:=bnzgcn(1— - ) (b )

n n

. k + n-k L k
= _rk _ X )’) <x y)
b, > ~ck(1-5 .

n n

k=1
=0 Y nemom( -5 ()
=bh Z %k(ki(;l)r(rll)' = (1 _xl;l;y)n—k (xl;:y)k
A

(k= k + 1) doniistimiiyle

S

n n

;;.

=b

+y -1 (n—1)! (_x+y)n—k—1<m>k

n b, = k'(n k—1)! b, b,
n-1
X+ Y\ x4+ ok
(x +y);) b .
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=(x+y)
olur. Benzer sekilde

L, i¢in;

b= ) ()7 (2

2 . n " k bTL le
j=0

olmak tlizere

k
byse o x\E (y
L=2>5cl(-) ()
j=0 "

n

k
bn i x \k=J y J
‘XZ’CR (z?n) &)
j=1

n

k W .
:%ijicT(F) J(z%)]

n

k = .
&S ) Q)

k
zﬁnZ%(k ])]ld(,— 1)v<x>k J(g )J

n

k . .
:%kal (k —(I;)! (]1)—| ! (::)k ] (bl)]

n

(j » j + 1) doniisiimii yapilarak

S e ey oy

£ (k—j - D \b b,
k-
-3 Z o) &)
nb — (k—j — 1! b,,
ko~ k=j=1,y\J
. X -J- y
EOXHC Nl
n” L k=1 \b, b,
_k <x+y>"‘1
B EAN

n

olur. I, I; de yerine yazilirsa

=k x + y\k 1 x +y\" 7k
’3=Z yC"(b ) (1_ b )

k=0 n n
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n

yznm k!)'k'(Hy)k 1(1_xl;l-y)”"‘

n

Yt -5

Y e () -5y
n b

k=0

n

n

B y; (k —(;l)!_(il)!— k)! <x;;y>k_1 (1 a x;y>n_k

n

(k - k + 1) doniisiimii yapilirsa

S (-5

n

NN (s

n

=Yy

bulunur. I, ve I; ifadeleri B’ (f1,o ;x,y) ifadesinde yerine yazilirsa
By (froxy)=x+y-y=x

olup, istenilen elde edilir.

fo1(t, p) = p olmak iizere;

By (foi%,y) = ; Cn (1 - +y)" k Z ( ) ( )k_j (bl>j

j=0

olarak yazilabilir. Burada

By (f1,0; X, 3’) =1

oldugundan

By (f1,0; X, Y) =Yy
olur. Bu ise istenen ifadedir.

fo0(t, p) = t?olmak iizere;

By (fr0:%,¥) = ch (1_x+y>n kZ(?b’J C’{ (bi>k_j (bl>]
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2 2

a5 ) -l

k=0 0
< K 2 , .
— k _x+y>n kz (b) j(£>k_]<l>]
ZZ Cy (1 kj " C, b, .
k=0 ‘=0
n k
+ y\"k 2 k—j j
Sa(-2) S ) @) Q)
= j=0 n bn bn

seklinde yazilabilir.

Esitligin sag tarafindaki ifadeler sirasiyla P,, P,, P; olarak adlandirilirsa

2

n k

k X+ Y\TESC L (x NSy

=) (o) c(1-52) Q) G
k=0 2

n n n

j=0
n k 2 x_l_yn—k x+y’<
= = k(4 _
2.Goe) ex(1-52) (57)
k=1
nk2 x+yn—kx+yk
— 2
=b, kz_ln_ZCTIIC(l_ b, > ( b )

n n

- Lratan 5 65

n n

_ ( >Z (k — 1) +1 . _(;l):(i)!_ - (1 ~ x;_ y)n—k (x;— y>k—1

n n

=b,* ]Z:I:L:k(k i(;l)'—(il)' . <1 B xl;l- y>n—k (x;- y)k

n

S e s

n n n

e

n n n

=0 (557 kZ a —(711)!_(711)!_ 5t )

n n N
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L I S

n n N

- J;y)z ,; (k —(;l)!_(:l)!— k)! (1 - xzj- y)n_k (x ;r y>k_2

n n

*hn <x : y) ; (k _(%T(i)!_ )] (1 = ; y)n_k (x ; y)k_l

n n

N = = A

n n

+b, (x +)’)Z — ;l)l—(rll)' 5 (1 _X;')I)Tl—k (x; y)k—1

n n

toplamdaki terimlerde sirastyla k — k + 2 ve k —» k + 1 dontistimleri yapilirsa

R (o )

n n

n—1

)
:(";1)(x+y)2+l;_n(x+y)
olarak bulunur.
X IEEPAY —k ¥ j
n=Yc(i-52) G ZJC’( )G

olarak yazilabilir. Burada igerdeki toplam P, ayrica hesaplanmalidr.
k

=Sl @)

]:0 n n

olmak tizere

k
= YA NEAY
P.=2el5) ()
j=1 "

n

k . .
i) G

n

k -j /
e )
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k . .
i) )

n

k . i1
a

n

Jj — j + 1 doniigtimii yapilirsa
Sy
B =7 - i \b b

kLY ¢ (i)k_j_l (l)j
kb : Ck—l b b

elde edilir. Bu ifade P, de yerine yazilirsa

n

x4+ y\" % (b y (x4 y\k-1
P, = k<1_ ) (_n) 2_( )
2 ch b n k b b

k=0 n n n

n
b, 2k x+y"-’< x+y k-1
= — 1_

nzy;kcn( b ) (b )

n n

bn n n x+y n—-k x+y)k_1
= — 1-—
nzykzkkk'(n k)'( b ) (b

n n

:l;_ny; ae —(;l)!_(:l)!_ 10! (1 N xlj y)”—k (x;y

n n

k — k + 1 doniistimii yapilirsa

St (527 (5
S (52

n n

n-1
bn x+y"k1x+yk
2 ea(-52) 0 (57)
+ny2”"11 b, b
k=0
n-1

n

b

-n
n

x+y\" 1l x +n\k b,
) 5

kCk (1— _n
y Co—q 5 > "

=0 n

n

by
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b, . x4+ y\" k1 x+y)k b,
= — 1— =
nyzkcn—l( b ) (b Y

n n

S N et [t UM PS4 2% TS

k=1

e e I R

n n

D S B )

n n

k — k + 1 doniigtimii yapilirsa

n—2

- (n; s bny (xl;;y)kz k! (Eln_—kzz! 2)! (1 y xlj y>H_2 (xzj y)k 4 I;_ny

n n

=0
(n—1) (x +y> b,
= b _n
n ny bn +ny
olarak elde edilir.
n k
X+ Y\ b\ g (XN (Y Y
p=)a(-57) () i) ()
k=0 n =0 n n

olmak tlizere ilk olarak

k
_ (XK Ty
P3:ZJZC’£<19) (b)
j=0 "

n

ifadesi gdz Oniine alnirsa

k
B (XK Ty
P3:ZJZC’i<b> (b)
j=0 "

n

k —j .
=;jjj(j_1)k!!(k_j)!<:_n)k 2y

n

. . .
"2 S G

k —j j
i) 6)
= kzk:[(j -1 +1] G _(f)!_(,t)!_ D (;C_n)k_j (bly

J=1
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) p .
— k;(] -1) G _(f)!_(i)!_ D (;C_n)k ] (bl)J

k . .
R It

n

k -J /
- k]Z:z(j D5 _UI)_Ul_)(Zk)!_(i)i Pl (;_n)k )

k » .
wy )

n

S S S Y

k » .
e )

n

k ; j—2
() SR ()

k _. %
wRE )

n
toplamn terimlerinden j — j + 2 ve j — j + 1 doniistimleri yapilirsa

k-2 o .
:k(k—l)(%) Z%(%)k j (bl>1

n =0 n
k-1

D) G)

j=0 "

—-n () (5 GG

n n n n

olur. Bu ifade P; de yerine yazilirsa

2

=y (-5 (@) e o () (5 ()

k=0 n n

RN n(n—1)(n-2)! X+ y\"K x4 y\k2
:(E) ;k(k_1)k(k—1)(k—2)!(n—k)!(1_ b ) < )

n
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+z—2y; k G i(;@)!_(:l)!_ 5 (1 B x; y)n—k (x;—y>k—1

n n

:$y 2 = —(Z)?(i)!_ 57, )T (G

n

_ n—k -1
+_ Z(k—?)'(?ll)' k)'<1_x1:ry> <x; y>k

n n

n

toplamin terimlerinde sirastyla k — k + 2 ve k — k + 1 doniisltimleri yapilirsa

S5 Y

n

n- n—-k—1
b, Z (n—1)! (1 x+y>
n & kl(n—k—1)! b

n
(Tl— ) 2 bn
= I
y le

n

5

n

olarak bulunur. Hesaplanan P,, P,, P, ifadeleri B**(f2 o’ x,y) esitliginde yerine yazilirsa

b —
1(x+y)2 —(x+y)—2( r )y(x+y)—2—y+nnly2

n—
By (fz,o;x' 3’) =

b
LAl
ny

n—1

b
[x+y—y]2+fx

x(b, —x)
n

_XZ

elde edilir. Bu ise aranan esitliktir.

fo2(t, p) = p?olmak iizere

By (o5 %,y) = ; Cn (1 - y)n kz ( ) ( )k_j (bl>j

=0 n

ifadesi i¢in;

By (fo,z;x'Y) =P

oldugundan
n—1 b
By (fo,z;er): n y2+;ny
1 b
—y2_ 24 n
y n}’ n)’

59



_ 2, YY)
y +—n

olarak yazilabilir. Bu ise istenen ifadedir.

(2.15) ifadesi kullanilarak

By (fo,o;x'Y) _fo,o(x'Y) =0
olup,

lim || B} iX,y) — ) =0
nl_{{}ol w (fons 0,¥) = fo,olx y)”C(Aa)
esitligi saglanir.

(2.16) ifadesinden kolayca

By (f1,0; X, 3’) _f1,0(x» y)=0

olup,

185 (o 29) o9, =0

esitligine ulagilir.

(2.17) ifadesi kullanilarak

By (f0,1;xr3’) _f0,1(x'y) =0
esitligi yazilabileceginden,

By (for; %) _fo,l(x'y)”C(A ) =0

lim |
n—-o0o

bulunur.

(2.18) ifadesi kullanilarak

B, (fz,o; x,y) — fo.0(x,y) = x24T x2

_ x(bn —x)

B n
esitligi yazilabilir. Maksimuma gegilirse

*% x(bn — x)
(xrg)ae)gaan (fZ,Or X, Y) _fZ,O (x,y)l = (xr‘;l)ae)gaT
_ a(bn - %)
2n

olup,
l. B** » X, - ) = O
nl_{{}o| W (o 0 y) = faolx y)”C(Aa)
esitligi saglanir.

(2.19) ifadesi dikkate alinirsa
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By (foni %) = fon(x,y) = y? + == =y
_Y(n=y)
n

olacagmndan yine maksimum almarak

n ; - y(bn - y)
(xl:g})ae)ga Bn (fO,Z! X, Y) fO,Z (x, y) | = (xljg})ae)ga "
_atb=)

2n
esitligi gecerli olup,

B:l*(fO,Z;x'y) _fo,z(xry)”C(A ) =0

lim |
n-—-oo
elde edilir. Bu durumda Volkov Teoreminin tiim kosullar1 saglanir. O halde Volov

Teoreminden her f € C,(R; ™) fonksiyonu i¢in
lim [IB;"(f;%,5) = f(x, Yllc, , =0
n—-oo a

esitligi saglanir. Bu ise kanit1 tamamlar.

2.3.BERNSTEIN-STANCU POLINOMU

2.3.1 Bir Degiskenli Bernstein-Stancu Polinomu

Stancu (1969) Bernstein-Stancu polinomunu tanimlamistir.

Tamm 2.3.1.1

By ap: C[0,1] - C[0,1] Bernstein-Stancu polinomlar dizisi ve a, 8 sayilari ise

0<a<p

kosulunu saglayan pozitif gergel sayilar olmak iizere

ok
Buas (£, = ) f (5 Gl (1= 0t (220)
k=0
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seklinde tanimlanir. Burada Bernstein-Stancu polinomunun diigiim noktalar1 [0,1] arah@inin

% noktalaridwr. Acikca bu polinomda a = f =0 almirsa klasik Bernstein polinomuna

doniisiir.
Uyan 2.3.1.1.

Tanim 2.3.1.1 ile verilen Bernstein-Stancu polinomlar dizisi dogrusal ve pozitif bir operator

dizisidir.
Kanit

a, b € R olmak tlizere

naﬁ(af+bg,x)—2(af+ bg)( )Ck K(1—x)n*

+B

< )Ck k(l x)n R+Z(bg)( ﬁ)ck k(l )n—k

(k+a)c’< k(1 — x)”k+bz (

bu ise operatoriin do grusal olmas1 demektir.

>Ck k(1 — x)nk

Pozitiflik i¢in
f(x) 2 0 olsun. Cx*(1—x)""* = 0 oldugundan agik¢a B, , 5(f,x) = 0.

Lemma 2.3.1.1

Her x € [0,1] ve n € N igin Bernstein-Stancu polinomu asagidaki esitlikleri saglar(Stancu
1969).
) Bap(lx)=1

i) Bpgp(tx)= ﬁx +$

n(n— Dx?+ (1 + 2a)nx + a?}

i) B 5 (¢2,%) = o

iv) B g p((t— x)%,x) = fn(n— 1)+ (Bx + a)?}

ﬁ)z
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Kanit

Bernstein-Stancu polinomunda f(t) = 1 fonksiyonu alinirsa Binom formiiliinden kolayca
n

By ap(1,x) = Z Cix*(1—x)" k=1
=0

elde edilir.

Benzer sekilde B operatoriiniin dogrusalligi kullanilarak f(t) = t fonksiyonu igin

na,f

n

Bn,a,ﬁ(trx) z ( )Ck k(1 —x)"k
ikk ! k(1 x)nk+aZCkxk(1 - k}

k=0

k=0

_ 1
+
n+ﬁ{nx

__1 {

n
(n—=1)! il I
Z x 11 -x)"* 4+«
—D!'(n— k)
1( D! (n—k)!
n-1
— nx ) Ck_ xF(1—x)" 17k 4 a}
k=0
_ V&
n+ﬁx n+p
bulunur.
f(t) = t* fonksiyonu i¢in yine B, , 4 operatoriiniin dogrusalligmdan
c k + a\?
By p (2, %) = Zf(m> Clx(1— )t

1 {i n! c
= k?—————x*(1— x)" 7k +2az kCkx* (1 —x)nk
2 1 (n — k) n
(n+p) o k'(n—k)! £
+ a? z kCkxk(1— x)"‘k}
k=0
(n—1)!

1 - )
:m{n;(l{ —1+1) = 1)!(n_k)!xk(l—x) k

S (n—D! k n—k 2}
+ 2na x*(1—x) + a

— D! (n—k)!
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, .1 L (n—1)! .
B"’“'B(t'x)_—(n+ﬁ)2{nzl(k 1)(k—1)!(n—k)!xk(1 x)"k

+n2(k_;l)|_(1)'_ 1! xk(1—x)™ k+2naxz koxk(1—x)n ik

1 N (-2 B o
:—(n+,3)2{n(n_1)x (k—2)!(n—k)!xk (1—x)n 7k
k=2

+nxz K oxF(1—x)" % 4+ 2nax + a }

(n+ﬁ)2{ —1)x? z xR k(1 —x)"?F + nx + 2nax + a?
1
= m{n(n —Dx?+ (1 + 2a)nx + a?}
elde edilir.
B, o operatoriiniin dogrusallig ve yukarida elde edilen esitlikler yardimiyla

f(t) = (t — x)? fonksiyonu igin

2

Bi,qp((t = x)?,x) = i <k :Z - x) Chx*(1—x)nk

gc: o) cirta-r

—sz <: : Z) Crxk(1 —x)nk

k=0

n
+xzz Ckxk (1 —x)nk
esitligi yazilabilir. Béylece (1), (111) esitlikleri kullanilarak

By ap(t—x)%x) = ——={n(n—Dx*+ (1 +2a)nx + a®}

(n+p)? +ﬁ)2

2{n+a}+2
—4X X X
n+p n+p

1 2
=m{nx(n— 1)+ (Bx — a)?}
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olacaktir.

Lemma 2.3.1.1 den yararlanilarak Bernstein-Stancu operatdr dizisinin yakinsakligi Korovkin

teoremi yardimiyla asagidaki sekilde verilir.
Teorem 2.3.1.1

f € C[0,1] olsun. Budurumda Bernstein-Stancu operator dizisi her f € €(0,1) igin

8 1) 1, =0

clol]l

esitligini saglar(Stancu 1969).
Kanit

Kanit i¢in Korovkin teoremindeki kosullarm saglandigin gostermek yeterlidir. Yani

lim ||B,, , 5 (", x) — x”|| 0, wv=012
n-—-oo

clo,1] -
oldugu gosterilmelidir.
v = 0 i¢cin Lemma 2.3.1.1(i) den

lim maX|B (1,x)—1|=0

n-oo 0<x<1 naf
oldugu agiktrr.
Dolayisiyla v = 0 i¢in kolayca

rli—rgo”Bn,a,ﬁ (%, x) - xv“C[O,ﬂ -

olacaktir.

Benzer sekilde Lemma 2.3.1.1 (ii) ve iiggen esitsizligi kullanilarak
n N a
n+ﬁx n+p x

lim max |Bn,a,ﬁ (t,x) — x| = lim max
n-o 0sxs<1 n-o 0sxs<1

a
X+ |
n+p n+p

n_-l-ﬁ,[i’|x+|n—0:-/3}

= lim max
n—-o 0sx=<1

< lim max {
n-oo 0=x=<1

. a+f
= lim
n-oco n+ B

=0

bulunur. Bu ise
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v =1i¢in

11m ||Bnaﬁ(t ,X) — X ||C[0 |

olmas1 demek tir.
Sonolarak v = 2 i¢gin Lemma 2.3.1.1 (ii) ve liggen esitsizliginden

lim max|,8na3(t ,x) — x?|

n—-o 0<x<
= lim max ———={n(n - Dx?+ (1 + 2a)nx + a?} — x?
n—oo 0<x<1 (n '8)2
< lim oy Kypmgu(n+mw+ﬁ)u +11 + 2alnx + lo2])}

= lim ;{max [(n+2nB + BH)x*+ (1 + 2a)nx + « ]}

o (n+ DRt

— 1i 2 2
_1111—>oo( ﬂ)z{(n+2n,8+,8 )+ (14 2a)n + a*}
=0

bulunur. O halde v = 2 i¢in de istenen esitlik gosterilmis olur. Boylece Korovkin teoreminin

kosullar1 saglandigindan [0,1] arahiginda siirekli her f fonksiyonu igin
m 1B, 0 (F.2) — FGO| =

esitligi gosterilmis olur

C[0,1] uzaymmda tanimli siireklilik modiilii yardimiyla Bernstein-Stancu polinomlarinin

yaklasim hizi, asagidaki teoremle verilecektir.
Teorem 2.3.1.2

Her f € C[0,1] ve x € [0,1] igin Bernstein-Stancu polinomu

|Bra s (fr ) — f ()]

( ;w(f,(n+4a2)_§) ; aE[O,ﬂ ve B € [a,2a] veya a € %%] ve § € [4a?, 2a]
At sl 11 r? L cnes
( +25+2>a)(f,(n+ a)Z) ; aE[ZE ve B € [a, a]veyaz a<p a
<A Ew(f (n+4(ﬁ—a)2)'§) ; aE [3——— veﬁe[l 1]
2 ’ ’ 1’
4a? +1 oyt B
\<1+2'B+2>w(f,(n+4(ﬁ—a))2); asz veB=>1

esitsizligini saglar(Done 2011).
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Kanit

Siireklilik modiiliiniin 6zelligi kullanilarak sag taraftaki ifade biiyiitiiliirse

|Brap(frx) = f ()]

< {{1 4 5—1\/3,1,“,3(@— x)Z,x)}w(f, 5)]

{1 +6” 1(—\/{nx(1 —x)+ (Bx— a)z}}w(f 5)

<{1+671 \/{ max nx(1— x)] +xré1[:61)§](ﬁx — a)z} w(f, ) (2.21)

1
(n+pB)

esitsizligi elde edilir.
Burada c(1 — x) fonksiyonu
g(x) :==c(1-x)

esitligi ile tanimlansm. A¢ik¢a maksimumu asagidaki sekilde belirlenir.

g' (x) = 1— 2x oldugundan x = %, g fonksiyonunun kritik noktasidr. Ayrica

g"(x) = =2 < 0 oldugundan

) =g (1)_1
xlél[g)i]gx E_Z

bulunur. Dolayistyla (2.21) esitsizligi

n

\/{—+ max (Bx a)? } w(f,6) (2.22)

|Bn,a,ﬁ(frx) —f(x)| <<{1+4671

1
(n+p) . |4 xeloa

seklinde ifade edilebilir.

(Bx — a)? fonksiyonunun maksimumunu hesaplamak igin

h(x) = (Bx — )?

esitligi tanimlansm. Agik¢a h" (x) = 2% > 0 oldugundan h fonksiyonu maksimum de gerini
kritik noktasinda degil araligin u¢ noktalarindan birinde alir. Yani

— 2
xr&p[%\)i] h(x) = m[ax (Bx —a)

= max{a®, (B — c)?}
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olacaktir.

Burada ikidurum s6z konusudur:

1.Durum : max (fx — a)? = a? olsun.
x€l0.1]

Budurumda a? > (Bx — a)? olacagindan
2a=f

olmahdir. Diger taraftan max, (Bx — a@)? = a? oldugundan (2.22) esitsizligi
x€|0.

1
|Bn,a,ﬁ(pr) _f(x)l < {1 + 5"12(n—+ﬁ)\/n +4a2}w(f,5)

seklini alir. (2.24) de
1
vn+ 4a?

olarak alinirsa

0:=

1(n+ 4a? 1
s 1< Y st

esitsizligine ulasilir. Burada

_n+4a2

a. :
n n+p

dizisi tanimlansin.

B — 4a?
— . =
B CYy ) [y Y
oldugundan agik¢a B — 4a® = 0 ve B — 4a* < 0 durumlari s6z konusudur.
a) B — 4a?® = 0olsun. Budurumda 8 > 4a? olacagmdan
n + 4a® <1 12
a, := <1, n=12,..
n n+p

esitsizligi bulunur.Bu esitsizlik ve (2.25) ifadesibirlikte diisiiniilerek

3 1
Buas () = F ] < 50 (1, m)
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esitsizligine ulasilir. Bu ise kanit1 tamamlar.

(2.26) esitsizliginde a ve f sabitlerinin se¢imi i¢in a) sikkinda f = 4a? olmasi durumu ele
almmustr. Bernstein-Stancu polinomunun tanimmdan 0 < a < f oldugu bilinmektedir. Bu
durumda a > 4a? ve a < 4a® olmak iizere iki durum séz konusudur.

(i) @ = 4a? olsun. B« p polinomunun tanimindan § < 2a ve a) sikkindaki se¢im nedeniyle
f = 4a? oldugu biliniyor. Bu esitsizlikler birlikte diisiiniilip a = 4a? olmasi durumu
incelenecek olursa

40> < a <2a

a<pf<la

esitsizlikleri elde edilir. Buradan

a € [O,ﬂ ve B € [a, 2a]

bulunur.
(i) a < 4a? olsun. B, o p polinomunun tammndan, (2.23) ifadesinden B <Z2a ve a)
sikkmdaki secimden B = 4a? oldugu biliniyor. Bu esitsizlikler aym anda diisiiniilerek
a < 4a? olmas1 durumu incelenecek olursa
a <4a’ <2a ve 4a* < B <2a
elde edilir. Buradan
a € E,ﬂ ve f € [4a?,2al
bulunur.
b) B —4a* <0 olsun. Budurumda her n € N i¢in a,,; — @, <0 olacagindan a,, dizisi
acik¢ca azalandir. Yani n € N i¢in
‘= 4a’ + 1
T B+1

a

olacaktir. Bu esitsizlik (2.25) esitsizliginde dikkate alinirsa

|Bpap (f; ) — f ()] s{1+4“2—+1}w(f,;) (2.27)
« 26+ )\ e

esitsizligine ulasilir.
Simdi de (2.27) esitsizliginin a ve [ sabitlerinin hangi durumlarda saglanacagi
aragtirilacaktrr. b) sikkinda f < 4a? olmasidurumu ele almmis ve (2.23) ifadesinden 2a > 8

oldugu biliniyor. Budurumda 2a = 4a? ve 2a = 4a? olmak iizere ki durum sdz konusudur.
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() 2a = 4a* olsun. By 4p polinomunun tanimindan, (2.23) ifadesinden B < 2a ve b)
sikkindaki se¢im nedeniyle f < 4a®oldugu biliniyor. Bu esitsizlikler birlikte diigiiniiliirse

a <4a’? <2a vea < f < 4a?

elde edilir. Dolayistyla

a € E,ﬂ ve f € |a, 4a?]

olacaktur.

(ii) 2a < 4a? olsun. B, ,p polinomunun tanimindan, (2.23) ifadesinden f <2a ve (b)
sikkmdaki se¢imden 8 < 4a?oldugu biliniyor. Bu esitsizlikler birlikte diisiiniilerek
0<2a<4a’vea <p <2a

elde edilir. Buradan

a > %ve B € [a,2a]

ifadelerine ulasilir.

2. Durum : max,po(Bx — a@)® = (B — a)?olsun.

Budurumda (8 — a)? = a? olacagindan
B >2a (2.28)

esitsizligi dogrudur. Diger taraftan

max](ﬁx —a)* = (B—a)?

x€[0.1

oldugundan (2.22) esitsizligi

L1 _
Brap(fi0) — )| < {1+ 6 sy - Jor,6) (2.29)
olacaktir. (2.29) esitsizliginden
1
o=
Jn+4(B — a)?
olarak seg¢ilirse
_ 1/n+ 4B — a)? 1
|Brap(fix) = f0)] < {1+§< —7 >}w<f'\/n+4(ﬁ—a)2> (2.30)
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esitsizligi elde edilir. Burada

_n+4(p-a)?
no n+p
dizisi tanimlansin.
B — 4B —a)?

bris = by = n+Bn+B+1)

oldugundan burada iki durum s6z konusudur.

a) B —4(f — a)? = 0 olsun. Budurumda f = 4(B — a)? olacagindan her n € N i¢in

_n+4(B-a)’
no n+p
bulunur ve bu esitsizlik (2.30) ifadesinde dikkate almirsa

<1,

3 1
|Brap(fix) —f)| < 7 (f'\/n+4(ﬁ—a)2> (2.31)

elde edilir.

Simdi de (2.31) esitsizliginin « ve [ sabitlerinin hangi seg¢imlerinde saglanacagi

belirlenmelidir. Burada B =4(f —a)? oldugundan a > f — @ elde edilir. B

na,fB
polinomunun tanimindan ve (2.28) ifadesinden f = 2a esitsizligi dogrudur. Bu

esitsizliklerden yararlanarak

OSB—@SaSZaSﬁ

&I

esitsizligine ulasilir. Burada 8 — @ < goldugundan B<1lvep < 75 > 0 durumlar1, dikkate

almarak f > i elde edilir. Sonug olarak (2.31) esitsizligi

a € [,B —@,g]veﬂ € E,l]

saglanir.

b) B —4(B—a)? <0 olsun. Bu durumda her n €N iin b,,; — b, < 0 olacagindan b,

dizisi azalandr. Bu durumda
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_4B-a)?+1
e | a

olacaktir. Bu esitsizlik ve (2.30) esitsizliginde gdz 6niine alinirsa

=12, ..

N 4(ﬁ—a)2+1} ( 1 )
| B (f; ) f(x)ls{1+ i1 w f’¢n+4(ﬁ—a)2 (2.32)

elde edilir.

Simdi de (2.32) esitsizliindea ve f sabitlerinin hangi se¢imlerde saglandig: arastirilacaktir.

Burada f < 4(B — a)?esitsizligindena < 8 — ‘/_ bulunur. (2.28) ifadesinden

B =2a yani a < - B < B — */_ oldugu bilinmektedir. Bu esitsizlikler beraber gdz dniine

almirsa f > 1 elde edilir. Dolaysiyla (2.32) esitsizligi
a Sg veff =1

icin saglanir.
2.3.2 iki Degiskenli Bernstein-Stancu Polinomu

Biiyiikyazic1 ve Ibikli (2004) tarafindan iki degiskenli Bernstein-Stancu Polinomu asagidaki

sekilde tanimlanmustir.

Tamm 2.3.2.1

n+a1] [az m+a,
n+p; ' n+p, m+B, m+p,

Iki degiskenli Bernstein-Stancu polinomu B: —[ ] dikdortgensel

bolgesinde x degiskenine gore n — inci ve y degiskenine gore m — inci dereceden olmak iizere

n m
Zz ity Jtv
B%%Yk;ﬁkﬂk (f,x,y) = f <n - ; - +02_ )pn,i.a1l?1 (X)Qm,jaz 8, () (2.33)
1 2
i=0 j=0

seklinde tanimlanabilir. Burada

— n+ﬁl "o ay : n+a "
pn,i,alﬁl(x)_< n ) Cf’(x_n+ﬁ1> (n+31_1>
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m+ ,82>m . a, \/m+a, m-j
00 = o) e
Qm,]azﬁz (y) ( m m\Y m +ﬁz m + ,82

seklinde tanimlidr.
Iki degiskenli Bernstein-Stancu polinomunun dogrusal ve pozitif oldugu agiktr.
Lemma 2.3.2.1

n,m € N ve B, (f; x,y)B dikdortgensel bolgesi iizerinde (2.33) ile tamml: iki degiskenli

Bernstein-Stancu tipli polinom olmak tizere

Bpm(L;%,y) =1 (2.34)

n -+ —a
:81x+V1 1

2.35
n+o; n+ o, ( )

Bm(t;x,y) =

m + B, Y2 — &
B i X,Y) = + 2.36
nn (T3 %, ) m+02y m+ o, ( )

n+ BN\ /m—1 a 2 n+p,
pan e = (2] () e v
nlm( +T X y) TL+O’1 n X n+ﬁ1 +( + 71)(n+0_1)2

X (x n ilﬁl) * (n }-/1201)2 * <Z I ij) (mrr_l 1) (y - mc-ll-zﬂz>2
m+ f, T sz
(m+ 0,)? (y m+ﬁ2>+(n+ g,)?

+(1+ 2y,) (2.37)

esitlikleri gecerlidir.
Kamt

g(t,©) = 1 fonksiyonu i¢in Binom Ozdesliginden

n m
B,m(1L;x,y) = Z Z Pria, b, ) Amja, 5, V)

i=0 j=0
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n m
= Z Pria, B, (x) z Dm j.a, B, (y)
i=0 j=0

n

= Pn, iay.B1 (x)
=0

i

elde edilir. g(t,7) =t fonksiyonu i¢in B,,,,, operatdriiniin dogrusalligindan

n m
i+
Bn,m(t; X, y Z Z ( - )pn,i,al,ﬁl (x)qm,j-ﬂ'z-ﬁz (y)
i=0 j

m
z lpn,i,ar1 b1 (X) qm,j,az B (y)

j=0

'MS

Il
=)

n+a1
4

n m
+ " Z Z pn,i,al,ﬂl (X) qm,j;“z:ﬁz (y)
i=0

= ]:0

n m
e o, ZO lpn,i,al,ﬁl (x) Z Am,j.a,.B, (y) th

j=0

n
Tl + 04 {Z lpn'i'al'ﬁl (X) T )/1}

i=0

~

B, (t;x,y)

{8 S ) G o)

) -: o {n (x n jlﬁ) (n : Bl) z (i — ?)1_(711)'_ 0)! ( n ilﬁl)i_l
) )

1
== _: o {n (x - j’:1'81> (TL -IT;IB1> ' ci_, (x - _T_lﬁl)i (Z : le _ x>n—1—i N )/1}

- n -: 0, {n (x n ilﬁ) (n -;'81> (n :ﬁl)n_l + ]/1}

n+p, Vi~
= X+
n+o; n+o;

elde edilir. g(t,7) = t fonksiyonu igin benzer iglemler yapilarak
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EH

M:

nm(T X, y = )pnlalﬁl( )qm]azﬁz(y)
i=0 j=0
n m
m+0_2 ZZ pnlalﬁl( )qm]azﬁz()/)
=0 j=0
+ YZ Z Z pn,i,al B (x) qm,j,az By (}’)
i=0 j=0
m+02 anlalﬁl( )Z]CImJaZBZ(Y)+V2
=0 j=0
_m + B, Vo — @,
m + o, m + o,
elde edilir.

Sonolarak da g(t,7) = t?7? fonksiyonu i¢in

m
L+v\ (it 7 )
TLm(tZ + T 3 X, y 3 Z [( 1) ( 2 ) pn’i’al'ﬂl (X) qm,j,az,ﬁz (y)

n
n+ (o} m+0'2
i=0 j=0
2

m m
i+v j+ v,
Z (Tl + o, ) pnla1 31( )CIm] ay, B, (y) + Z (m +o ) pn,i,al,ﬁl (x) qm,j,o.'z,ﬁ2 (y)

n
j=0 i=0 j=0 2
m

5 n
. O'2> qm,j,az B (Y) zo pn,i,al,ﬁl (x)
l:

i+ "1 2 ] + i 2
(n + 0-1) Pnjia,.p, (x) + Z (m + O'2> Am,j,a,,B, (Y)

j=0

Il
M- I M-

i+y
(Tl + O_l) pnlalﬁl (x)ZQm] a,,By (y)+

,..
I
o

elde edilir. Yukaridaki esitliklerden ve B,,,,, operatdriiniin dogrusalligindan

n . 2
L+Vy ()
n+ o, pn,i,al,ﬁl x

i=0

n n n
1 . ,
= (Tl +o )2 {z lzpn,i,atl,[)’1 (X) + 2)/1 Z Lpn,i,o.'l,ﬁ1 (X) + Vlz z pn,i,al,ﬁl (X)}
1 ;

i=0 i=0 i=0

2

e _'_101)2{(” ;ﬁl)”n;%ﬁ@ —- _T_lﬁl)i (Z : Z,i _ x>n—i

+2y,(n+ B,) (x iﬁl) + ¥4 }
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a5 R o e ) R )
+2p(n +ﬁ1)< j,[ﬁ) +y1}
e () e v ) ()

+(" ;ﬁ> "LG —(;l)! (rll)i— D! (-5 ilﬁ)i & :; B x)n_i

+2y,(n + B,) (x - ilﬁl) + yf}

" +1al)2 {<n ;ﬁl)" n(n—1) (x 4 Tm)zz G —(Z)T(rzl)i D!

<(omvm) Grmm) () (e HJZCM( “n)

<n+oz1
n+ f,

a,

- x)n_l_i +2y, (n+ B,) (x — ﬁ1> + v }

n-2

e {(n ) nen- e ) 2 ()

=0

(g ) ) )
+2y, (n+ B,) (x +ﬁ1> }
it 01)2 {(n i ﬁl) n(n—1) (x - ilﬁ,l)Z (n rﬂl)n—z (n+ By (x - jlﬁl)
420, G+ ) (x - jﬁl) +7E]

:<Z:ii>n(nn1)(x_njlﬁl) +(1+2V1)(::ril)z<"_ AR rEs

elde edilir. Benzer sekilde

m+ B,\* m—1 a, \? m+ f, a,
b= (Gre) G)l—mrg) 02 )
2 \m+o, m Y m+ f3, ( yz)(m+02)2 Y m+ f3,

Vi
(m+ 0,)?

sekilde elde edilir. Boylece kanit tamamlanir.
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Teorem 2.3.2.1

f,10,1] x [0,1] bélgesinde siirekli bir fonksiyon ise
lim ||Bnmf f||C(S)

gerceklenir.
Kamt

Bu teoremin kaniti Teorem 2.4.1 de kullanilacagindan 6ncelikle

lim max |Bn,m(1;x,y) — 1| =0

n,m-ow (x,y)€S

lim max |B tx,y) —x|=0
Jim (x,y)esl am (6%, Y) — x|

lim max |Bnm(r x,y)—y|=0

n,m-o (x,y)€

lim max |Bnm(t2 +135x,y) - (x2+y?)|=0

n,m-o (x,y)€

oldugu gosterilmelidir.

g(t,7) = 1 fonksiyonu i¢in (2.34) esitliginden

nlrlnn—lmo{ JYC%%)E(JBn’m(l; x,y) = 1|} =0

oldugu agiktrr.
g(t,7) = 1 fonksiyonu i¢in (2.34) esitligi ve li¢gen esitsizliginden

lim {max |Bm (65 %,7) —x|}
n,m-o ((x,y)€

= lim max
n—oo a1 <x< n+a1

m n+£1
-0 n+a -«

— lim {(51 1) ( 1) +V1 1}
n-oo(\n+o,/\n+p,; n+ o,

elde edilir.

n+p; +V1_a1_x|}

n+o,; n+o;

g(t,T) = 7 fonksiyonu i¢in (2.36) esitligi ve ti¢gen esitsizliginden

li . —
n,rlnnloo {(}’C%%)E(S|Bn’m (T, y) yl }
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. m+ B, Y2, —a;
= lim ; y+ —y|
m-o (22, M |m + g, m + o,
m+52 m+,82
B, — o Y, —
. 2 2 2 2
< lim j max <— _— )»
mow (22, %2 \|m + g, m + o,

m+B2" 7 Tm+fBy

~ 1im <(32_02)(m'|'0‘2>_*_)’2 _az}

m-o\m+o,/\m+,/ m+o,
=0
elde edilir.
Sonolarak g(t,7) = t* + T*fonksiyonu i¢in (2.37) esitligi ve iiggen esitsizliginden

lim { max |Bn’m(t2 +1%5x,y) — (x*+ yz)l}

n,m-o ((x,y)ES

n+ 2 m-1 a 2 n+ a
= lim { max ( '81) ( ) (x — L ) +(1+ 2)/1)—'6)1 (x L
nm-w (xy)es |\n + o, n n+p; (n+0,)?

* (n 4)-/1201)2 * <Z I ij)z (mr; 1) (y 4 mc-rl-zﬂz)2

+(1+ 2y,) (;n:(iz)z (y - mizﬁz) + o 12202)2 —(x2+y?) }
- i { g () (5) o] () () -

m+ [, [—20{2 (m—l

P [ 2 (n_1)+1+2 ] + )+1+2
[ a — S —
(n+ 0,)2 \'n nifx m V2| Y

(m+0,)?
ai (n—l)_(1+2n)a o % (m—l)_(1+2yz)
(n+0,)?\ n m+0)2 ' (n+0)* (m+0,)2\ m (n+0,)?% ?
2
g
(m+0,)?
< lim (n+,81)2(n—1>_1 <n+a1)2 (m+/32>2(m—1)_1 <m+a2)2
nm-o ([\n + o, n n+p, m + o, m m+f,
n+p,; (n—l) (n+a1) m+ S, (m—l)
— L 2g (—=)+1+2 —2a,(—=)+1+2
(n+0,)? 1\ h n+p,/ (m+a,)? “\"m Tlten
X(m+a2>+ ai (n—l) (1+2y,) Vi N az (m—l)
- a
m + B, (n+0,)%2\ n m+d)? ' (n+0)? |(m+0,)2\ m

_Q+2p) v
(n+0,)2 %> (m+o0,)?

}

=0

elde edilir. B, ,, operatori
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B: n(fix,y) = {Bn,m(f ;X,Y) (x,y) € B

f(x,y) ;(x,y) €[0,1] x [0,1\B
seklinde tanimlansin.
Budurumda
[1Brm (5, 9| By (f5,9) = £, 9)]

c([o0,1]x[0,1]) xyE[O 1]><[0 1]

max B, (f; x,7) — f (x, )| (2.39)

X,YES

esitligine ulasilir. (2.38) ve (2.39) ifadeleri kullanilarak
m(Lx,y) =1

n,m-o (x,y)€S c([o,1]x[o, 1])

nlrlnn—lmo (fcr}vax ”Snm(t %,y) = ”c([0.1]><[0,1]> N

lim max ||Snm(T xy) =y

nm oo (xy)e c(loa)xloal) —

pim_ max |1 m (624 7%2,9) = G2+ Y| 01001 = ©
bulunur. Béylece Teorem2.4.1 den [0,1] x [0,1] bdlgesinde siirekli ve tiim R?de smnirlt
herhangibir f fonksiyonu i¢cin

im [[Bif

elde edilir. Burada (4.2.1.6) esitligi g6z oniine alinirsa

0

c([o,1]x[0,1]) -

lim {max |B o (F; ) — f|} =0
n,m-w ((x,y)€

bulunur ve boylece ispat tamamlanir.

2.4 BASKAKOV DURRMEYER OPERATORLERI

(¢,) pen » b > 0 olmak tizere, [0,b] araliginda tanimli her n € N, k € N, i¢in

¢, € C*[0,b] ve ¢,(0) = 1olsun. (2.40)
¢, dizisi igin (—1)*¢,* = 0 ve n > max{0, —c} olmak {izere enazbir ¢ € Z igin,

¢ 1D = —npy, (2.41)

esitligi saglansin.
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Tamm 2.4.1

neN ,ceN,, f€ Lp[0,00), x € [0,00) ,n > c olsun.

k
P(®) = (-5 9, ()

seklinde taniml1 olmak iizere

M, f)(x) = Z P, () (-0 J P, (Of (D)t (2.42)
k=0 0

ile tanimh operatdre Baskakov Durrmeyer operatorii denir(Heilmann 1989).
Ornek 2.4.1

Yukaridakikosullari saglayan (¢,,) dizileri i¢in su 6rnekler verilebilir(Heilmann1989 Ulusoy
2012).

b, (x) =1 —-x)" , x € [0,1]arahginda , c=1
(x)=e™ , x €[0,0) arahgmnda , c=
n g
(x)= (1 +cx)™¢ , x€]0,0)araliginda , c>0
n
Tamm 2.4.2

(Stireklilik Modiilii ve K -fonksiyoneli)
L,[0,00) uzayinda yaklasim hiz1 hesabi igin siireklilik modiili,
wy(f, ), = Oil}lllir”é]fl@f”p, f €L,[0,0),1<p<0,p(x)=+x(1+cx),

Apf (x) = Z (1) GO F(x+ (g— k)H) ,|x —gH,x +§H] c [0, )
k=0

seklinde tanimlanir. Diger durumlarda A}, f(x) = 0 almacaktir.

Burada siireklilik modiilii
w3 (p,[0,00)) = {g € L,,[0,00): gV € AC,,.(0,0);9" g™ € L,,[0,00)}
@5 (,[0,0)) = {g € L,[0,0): g7 € AC,,.(0,0); 9" g € L,,[0,00)}

olmak tizere,
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_ : _ (r)
Koot = gedl(lt}),f[o,oo)){”f gll, + t"lleg"” ”p}
Ko(f:tp = gew;ri?g[o,oo)){”f = gll, + tr”‘Prg(r) ||p + t”lg(r) ||p}

seklinde tanimli K- fonksiyoneli w,, (f, 1), ile verilen siireklilik modiiliine denktir(Ditzian ve
Tatik 1987).
Asagidaki Lemma da P, agrlk fonksiyonunun sagladigi baz1 6zellikler verilecektir. (¢,,)

fonksiyonlar dizisinin sagladig1 6zellikler dikkate alinirsa asagidaki esitlikler kolayca elde
edilir.

Lemma 2.4.1

Hern € N,n > c,k € N, ,x € [0, ) igin,

1)) P, (x)=1 (2.43)
2) lim,_, x* ¢, * D (x) =lim, , x* 1 ¢, %P (x) =...= lim,_, ¢, (x) = 0 icin,
‘ 1
f P, (0)dt = , (2.44)
n—«c¢
0
k
3) - Pni () = xPpy g1 () (2.45)
d
4) p(x)* = P (x) = (k =nx) P, (x), (2.46)
d
5) 1 Prscsem1 () = Prac i (0)] = 2= Pr (1), (2.47)

dir. Eger k < 0 ise P, (x) = 0 dir(Heilmann 1989, Ulusoy 2012).
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Kanit

1) (¢,)) tirevlenebilir fonksiyonlar dizisi oldugundan
2 b Wt

=y B0 o
k=0 '

ile x = t noktasinda, ¢, (x) fonksiyonu tarafindan iretilen Taylor polinomunu gosterilecek.

Fonksiyonda x = 0 alinirsa, ¢,, (x) in taniminda ¢,,(0) = 1 oldugundan,

p@=1=Y O =Sp 00
k=0 k=0

elde edilir.

Ozelolarak , ¢, (x) = e ™ segilirse ,
6. (x) = (=1)knke—

olur. Bu durumda,

k
P(®) = (-1 27 ,P ()

Xk

— (_1)k F (_1)knke—nx

k!
k=0
i (_1)knke nx
=), G
k=0 '

oldugu goriiliir. x = 0 alinirsa,

hod _1\k,,k ,—1nx
fu(@=1=Y T oy
k=0

=Z Fn"e—”x = Z P, (®
' k=0

k=0

elde edilir. Buda f (%) = 1 i¢cin Szasz operatoriidiir.
Simdi ¢, (x) = (1 + x) ™" segilirse,
¢, P () = (-D*nn+1) ..(n + (k — 1) (1 + x)~+F
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olup,
xk
Poge(®) = (=D 17.6,40(x)
_ Lk —(m+k) (N+k—1
=x"(1+x) ( I )

bulunur. Bu durumda,

b, ()
pu= Y 2y
k=0

k
= i(—nk (140 -k (P
k=0

Ve

Ba(0)=1= Y (1) (1 +x) 0 (e (P HE =T
k=0

=§: £4(1+ )"0 (P F ,’; 4 1)

k=0
= P
k=0

elde edilir. Buda f (S) = 1 i¢cin klasik Baskakov operatoriidiir.
2) Simdi

0]

1
f Pn,k(t)dt = ﬁ

0

oldugu gosterilecektir. x* = u, ¢, (x)dx = dv olmak iizere,

) Ooo xke, () (x)dx integraline k kez kismi integrasyon uygulanrrsa,

o]

xk ¢, O (x)dx = xkp *D (x) ®_k ¢, FD (x)x*1 dx
n n 0 n
0 0

= x*71¢, 0D () [ = ke = 1) j B2 (022 dx
0

= 22,0 @) |7 — ke = Dk = 2) [ 9,99 (W2 dx
0
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— (k= Dk = 2) o (k — (k - 2))j é, () dx

- (—l)kk!f 6 (x)dx

(1%t [
—— fgbn_c(x)dx

(—Dkk! | o
— ¢>n_c(x)|0
_(—1)"k!

n—«c¢

bulunur. Buradan,

o]

1)k
j P, (x)dx = %f 5 (x) dx

0 0
(=D (=1)*k!
R (n——c¢)
1
Tn—c

elde edilir.

Ozelolarak ¢,, (x) = e ™™ segilip k kez kismi integrasyon uygulanirsa,

o] [oe]

kae‘nxdx = xke ™ %0+Ef xk e ™ dx
n

0 0

r k(k—1) [

f xke—nxdx — _%j xk—Ze—nxdx

0

=D (k—=2) .. (k= (k= 2) [

x e ™ dx

k! r®
=—| e™dx= ) (x)dx

n-J,

k' k! 00
— - (-0
k!

" nk(n-rc)
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bulunur. Boylece,
[e¢) nk o3} .
_ -nx
j;) P, () dt = k!fo x“e ™ dx

n* k!
_Enk(n —0)
_ 1

n—«c¢

elde edilir. ¢,, (x) = (1 + x) " secilip k kez kismi integrasyon uygulanirsa,

r (14 %)~ k=D | o koo
k 1 —(n+k)d — _k _ f k-1 1 —(n+k—1)d
fx( + x) X X Tt k-D |0 k=D x*1(1+x) X
0 0
k(k—1)

__ 1 ~(n+k-2) k-2
(n+k—1)(n+k—2)f( +) P
0

k=D k—2)...(k—(k—-2)) f(1+x)‘"dx

T (n+k-Dn+k-2)..(n+Dn

f xk (14 x)" 0 gy = —

0

k! 1
n+k-1)(n+k-2).(n+nn-

. fooo(%-c)'(x)dx

_ k! 1 00
__(n+ k—1)(n+k-2).. (n+1)nn—c¢"_c(x)|0

k! 1 00
=— -(n-c)
B (n+k—1)(n+k—2)...(n+1)nn—c(1+x) 0

k!
:_(n+k—1)(n+k—2) .n(n—rc)

olup buradan

f P, (Odt = f Xk (1 4 x)~@+0) (n + ll§ — 1) doc
0 0

~ k! (n+k—1)!
T (n+k-Dn+k—-2)..n(n—c) (n—1)k!
1

n—«c¢

elde edilir.
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3) Simdi de

T_l nk (x) = xPn+c,k—1(x)

oldugu gosterilmelidir.

X k-1
EPn+c,k—1(x) _(_ )k ! (k 1)|¢n+c(k_1)
esitligi gegerli olup, (2.41) kullanilarak,

x 1
k n+ck 1(x) _( 1)k ¢n(k)n

bulunur. Boylece,

XPrycr-1 (x) = T_an'k(x)
elde edilir.

Ozelolarak ¢, (x) = e ™ segilirse , ¢, ® (x) = (—1)*n¥e ™ olup,

x x o gt

EPn+c,k—1(x) = X (—1)k1 k= D! (=D (n+ C)k—le—x(n+6)

k
X
— (_1)k—1p(n+ C)k—le—x(n+c) (_Dk—l

bulunur. Burada (2.41) kullanilirsa,

k Pryck- 1(x) = —( 1)" (pn(k):_( 1)k ( 1)knke-nx

1
= T_lpn'k(x)

elde edilir.
¢, (x) = (1 +x) ™ segilirse , ¢, ¥ (x) = (=D*kn(n+1) .. (n+ (k—1)1+ x)~ (i)

olup,

k-1
X X Nkt
Epn+c,k—1(x) - E( 1) (k _ 1)|

% (1 + x)—(n+c+k—1)

D n+)n+c+ D). (n+c+(k—1))

x" k (k=1
= (D45 ()
bulunur. Burada (2.41) kullanilirsa

i ntok— 1(x)—‘( 1)" ( Dfn(n + 1) (n + (k= D) +x) "+

1
=—P .(x
n n,k( )
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oldugu goriilebilir.

£) P TP, () = (k= M)y ()

oldugu gosterilmelidir.

¢ = 1 olarak almirsa ¢, (x) = (1 + x) ™" ve p(x) = m olur. Bu durumda,
o0 = (D*n(n +1) .. (n+ (k= 1)) (1 + x)~ +0)

olup,

Pn,k(X) = xk(1+ x)—(n +k) (n + i — ]_)

bulunur. P, ; (x) in tirevi alnip denklem diizenlenirse,

d X x x* n+k—1
—_p S e -
dx ™k () Lc & (14 x)n+k (n+4) 1+ x)"+k+1l ( k )

k (n+ k)
= P () = e (x)

_k(1+x)—(n+k)x

x(1+ x) P (x)
k —nx
“o

elde edilir.

¢, (x) = e™™ olarak alinirsa, ¢7(lk) (x) = (=D*kn*e ™ ve @(x) = x olup,

k

x —
P, (x) = T nke *
bulunur. Boylece,
d x n¥ nk

— k-1,-nx _ k ,—nx
de"'k(x)_xk!kx e nxte

K K
n*k
— Py ;xke nx __ pr nxke—nx

k
== P, (x) —nP,, (x)

ruca (i)

k —nx
= P

elde edilir.
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5)
d
n[Pn+C,k—1(x) —Prick (x)] = Epn,k (x)

oldugu gosterilmelidir.

P, (x) = (- 1)k ¢<"> (x)

olup,
L = S 1910 + 40 (0
d x*” )
nk(x) = (- 1)k (k 1)|¢7(lk)( )+( ) (k+1)( )
(2.41) dan
k=
< P (0 = (CD* 1).< el 0 + 1) x (=) ()
= nPn+C,k—1(x) - npn+c,k (X)
= n[PnJ,C,k_l (X) o Pn+c,k (X)]
elde edilir.

Ozelolarak ¢, (x) = e ™ alnrsa,

k
) (x) = (=1)*nke ™ ve P, (x) = %nke‘”x
olup, (2.41) kullanilirsa,
d d [x*
_Pn,k(x) = dx [ﬁnke_nxl
nk
— F [kxk—le—nx _ nxke—nx]
— (k Tikl)' e—nxxk—l _ nl:'-l e—nxxk
xk- xk
=V ) - T (D, ()
= (=D - (~) e () —x—k(—l)k“(P ) (x)
(k _ 1)! n+c k! n+c
k-1 x (k 1) kX (k)
=[(=D =D Grie () — (= 1) — n+c(X)

= n[Pn+c,k—1 (x) - Pn+c,k (X)]
elde edilir.
Ozelolarak, ¢, (x) = (14 x)~" alnrsa,
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Pn’k(x) = xk(1+ x)—n—k (Tl +k — ]_)

k

ve
Pk(x) = (—D*n(n+ 1) ..(n+ (k— 1)1+ x)™°*

bulunur. Boylece,

d d _
_ —_ k —-n—k n+k 1
den,k(x) = ix [x (1+x) ( k )]
_(n+tk-1 k! xk
= a0 e
k-1 K
_(ntk-1 X _(n+k-—-1 x
- ( k )k (1 + x)n+k ( k )(n + k) (1 + x)nrh+
_(n+k-1)! xk-1 n(n + k)! xk
C (n=D'k! (14 x)ntk nlk! (14 x)ntk+t
n(n+k—1)! A n(n +k)! xk

Tan-Dk—DIA+ 0"k nlkl (1 +x)ntke
k-1 k

="l(nzle)miw‘(2)@§ml

= n[PnH,k_l(X) - Pn+c,k(x)]

oldugu gosterilmis olur.
2.5 SZASZ OPERATORLERI
Tamm 2.5.1

x € [0,0) ve f € C ([0,+2)) olsun. Szazs operatorleri

S, (fix)= e™ i f (S) )" 48)
k=0

k!

seklinde tanimli olan lineer pozitif operatérlerdir(Szasz 1950).

Teorem 2.5.1

Szasz operatorleri A > 0 olmak tizere [0,A] kapali araliginda siirekli ve tiim pozitif yar1

eksende de smirli olan fonksiyonuna bu aralikta diizgiin yakmsar.
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Kanit

Kanit1 Korovkin teoremini kullanarak yapilmalidir. Bunun i¢in oncelikle S, (f ;x )’in

dogrusal ve pozitif bir operator oldugu gosterilmelidir.

Dogrusallik:
Her a,b € R ve f,g € C[0,4] igin,

(e @ssoon) - Sfe (9 ovo ()52

=aS,(f );x)+bS,(g(t);x
oldugundan (S,,) dogrusal bir opetatordiir.
Pozitiflik:
k=012,..n € Nvex€ C[0,Aligin,

FXZ

oldugundan
f=0iseS, (f(t);x) =0 dur.
Korovkin teoremi geregince;
i lim |IS,(1;x) —1][ =0
n—>oo
ii. lim]| S,(tx)—tll=x
n-oo

iii.  lim [|S,(t% x) — t?]| = x?
n—oo

oldugu gosterilirse lim,,_, , IS,,(f; x) — fll = f (x) oldugu ispatlanmis olur. Simdibunlar

gosterilmelidir.

K
S,(1;x)=¢e" Z 1 (nx) e Wenx

olup
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dir.
o k (nx)* o ke nkxk
. _ -nx e _ ,—nx -
Salt;x)=e Zn ki © Zn k!
k=0 k=0
3 _nxi k nkxk
- € n k!
k=1
~ knk—lxk—lx
k=1 |
— xe—nxi nkxk — xe—n.xen.x
I
k=1 k
= x
dir.

lim || S,,(t;x) —tl]l =x
n—-oo

[oe]

S,(t%;x) = e‘”xzk_z(nx)k

n? k!
k=0
[o.0)
2 ko k
g k_n X
n? k!

k=1
= e‘”xz<k_ 1+
n

&
1]
_

[00]

k?nkxk
— o MX s
Z n? k!

k=0

2 k=1, k-

_ e_nxz kn 1x 1
—1)!

£n (k—1)!

1 nk—lxk—lx
E) (k—1)!

k-1,k-1

k—lnk‘lxk‘lx_l_iln xk 1y
n (k=1)! n (k1)

k=1

n X

R i k —1nk-1xk1x i 1nk-1xk1x
¢ L\ n k-1 n (k-1

k=1

k-2,k-2,2

x iln"_lx"_lx k—>k+2
(k—2)! n k=D Jk-k+1

k=1
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=X =
n
oldugundan
Sp(t?5x) = x*+ = (2.51)
dir.

S,(t*;x)=x% (n- )

elde edilir. Dolayistyla (1), (i1) ve (iii) sartlar1 saglandigimdan Korovkin teoremi geregince her
f €C[0,4] i¢in [0, A] araliginda:
lim [I5,,(f; ) = fFGOll = 0

gosterilmis olur.

2.6 SZASZ DURMEYER OPERATORLERI

Bu kisimda Szasz-Durrmeyer operatdrlerinin yakinsaklig1 incelenecektir.
Tamm 2.6.1

—nx (nx)*

f,[0,) da integrallenebilir bir fonksiyon ve p,,(x) =e —— olsun. x € [0,00) i¢in

Szasz-Durrmeyer operatorleri

SH(fix) = nz p () f FO Py (Ot (2.52)
k=0 0

olarak tanimlanir(Aral ve Gupta 2011).
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Teorem 2.6.1
(2.52) ile tanimh Szazs-Durrmeyer operatdrleri Korovkin tip teoremi saglar(Ozdogan 2010).

Kanit

Oncelikle S;; i dogrusal ve pozitif bir operatdr oldugu gosterilmelidir.

Her @, 8 € R ve her f;, f, € C[0, ) igin

S* ((afl(t) + Bf,(®); x) =n Z P () f (afi(O) + BLo(0)Pn -1 (Ddt
k=0 0
=1 P | WfuOp s (O
k=0 0

1) 2@ [ B OPc Ode
0

[oe]

| 1Y o | £ Op st

=0

ank(x) ] ACTMGLT

= aS; (f,(£);x)+BS; (f,(t); x)

oldugundan S;, dogrusal bir operatdrdiir.

—nx (nx)

k € Ny n € Nvex € [0,00) i¢in p,,(x)=e > 0 oldugundan f >0 oldugundan

agikga S;(f;x) = 0 dir. O halde S pozitif bir operatdrdiir.
A > 0igin T,: C[0, ) — €[0,A] doniisiimii T,(f) = fio 4 olarak tanimlansm.
Her f € C[0, ) ve x € [0,4] i¢in

i) 1k olarak lim,,_, ., ||T, (S;:(eq,x) — T, (eo))|| = 0 oldugu gosterilecektir.

Sr(egx) = nz pn,k(x)j Pni—1(D)dt
k=0 0
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Z pnk(x)J - (nt)knl. dt

co

k-1
= nz p k(x)n—f e Mtk-1qt (2.53)
m (k—1)!
k=0 0

(2.53)deki integralin degerini hesaplamak i¢in ¢t = %dénﬁsﬁmﬁnﬁ kullanilirsa

[00]

r k ldu 1 r
fe‘”ttk‘ldt=f e‘u( —=—kf e “ukldu
0 0

0

integrali bulunur. Gamma fonksiyonu tanimindan
1 1 1

F[ e " uk"1du :FF(k) = F(k - !
bulunur. Bu ifade (2.53) de yerine yazildiginda

Sp(eg;x) = ”Z p"'k(x)ﬁ”k_l % (k —1)!
=0

= S;(epx) =1 (2.54)

bulunur. Dolayisiyla

rlli_r){)10||TA(S,’{(eo))—TA(eO)”C[Q = lim sup |T (S (eo,x)) T (eo,x)|

=0
esitligi gosterilmis olur.

ii) 1im,, Lo, || T4 (S5 (e1,%) — Ty(e,))|| = 0 esitligi arastirilacaktir.

Sr(e;;x) = nz: pn'k(x)j t.Ppr_1(D)dt

= ank(x)f t.e ™ (nt)kl)lldt

[o¢]

k-1
= Z Pk s, | te e (255)
k=0 0
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(2.55)de t = % degisken degisimi uygulanirsa

- nk-1 r uvk du
Si(e,x) = Z Do i (%) — 1)'f e~ U (‘r_l)
k=0

(k

n
0

[00]

- |
— ~u, k
_an'k(x) T — 1)!'n_"’J e “u“du
k=0
1v 1 [
=- Z Prse (%) "D f e “ufdu
k=0 0
esitligi bulunur. Buradan yine Gamma fonksiyonu kullanilarak

ank(x) o kD

1
n

MS Il

nk(x) (k _ 1)|
k=0

k
= Z P ()
k=0

=S,(e;;x)

=X

(2.56)
olacaktir. O halde

TP_I}.}O”TA(Srj(el))_TA(el)”C[O'A] 111_{1.}0 SuP |T (5 (el'x)) T (el,x)l

= lim sup |x—x|=0
n—0 xelo,4]
esitligine ulagilir. Bu ise aranan esitliktir

iii) Son olarak e, (x) fonksiyonu i¢in benzer igslemler yapilacaktir

S (ey;x) = nz e f £2.py s (Ot

Y PR

(k—1)!

nz MO 1)'f et kg (2.57)
k=0 0
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(2.57)de t = % dontistimii uygulanirsa

oo
-1

= k k+1 d
=nkZ;Pn,k(x)—(kn_ 1)!f e ¢ (li) i

n n
0

[oe]

1< 1
:n—zz pnk(x)mf e_u’lLk+1du
k=0

0
esitligi yazilabilir. Gamma fonksiyonu yardim ile

1< 1
Shleyx) = n—zkz:;)Pn,k(x)mr(k +2)

1< 1
:n—zkzpn‘k(x)m(k + 1)'
1 [e0]
== (40P, ()
k=

0
RO

1
=S, (e x) + ESn(el;x)

2,

k=0

[oe]

— 2 3 2 2.
x+n (2.58)

ifadesine ulasilir. Buradan da
AE&”TA(SJ(QZ)) - TA(eZ)”C[O,A] = lim sup |T,(S;(esx)) — Ty(ey x)|

n—= xel0,4]

2x

= lim sup |x?+——x?
n=> xel0,4] n
] 2x
= lim sup |[—| =0
n->o xefo,4] I M
bulunur. Dolayisiyla
7y_{{}o”TA(Sn(ez)) - TA(ez)” 1= 0

clo,A

esitligi gosterilmis olur.

(i),(ii),(iii) den [0, 4] araligi iizerinde her f € C[0,00)igin
Tim [1S:(f) = fllcgo,q = 0

esitligi gosterilmis olur.
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Teorem 2.6.2.

Sy C;‘ [0,00) — B, (R) olmak tizere, Szasz Durmeyer operatorleri
her f € Cy[0,00) ve her x € [0, ) i¢in

lim I1S;(F) = fIl, = 0

n—-oo

esitligini saglar(Aral ve Gupta 2011).
Kanit

(S;;) dogrusal pozitif operatdrler dizisinin agirhkli uzaylarda Korovkin tipi teoremin
hipotezlerini saglandig1 gosterilmelidir.

i)

Sn(eq;x) = 1 oldugundan

|S*(601x) - eO(x)I
lim [1S;: (eg, x) — = L )
nl_r)r010|| n(eo x) eo(x)”p nl—r>r°10 x:[lé.&) 1+x?

0
= lim su =
n-oo xe[O,pOO) 14+ x?

bulunur.

ii) Benzer sekilde

1S, (e1;x) — ey (%)]
lim [|S;; (e,%) — =) ]
Jim 153 Ceu ) = ey, = fim sup 25

|x — x|

= lim su
n-oo xe[ogo) 14+ x?

=0
ifadesi gecerlidir.

iii) Yine norm tanimi geregi

1S, (ey; x) — e, (x)|
lim [|S;: (e,,x) — = i :
Jim 15 Ce2) = e,y = Jim sup ==

2
|x2 +=x —x2|
n

= lim sup

n—=0 xe[0,00) 1+ x2
2
2+
= lim su
n-oco xe[o,go) 14 x?
1 2x
= lim — sup

n—-o N xefo,00) 1 + X2
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esitligin ulagilir. Dolayisiyla

lim 157 (e5;%) — e, ()l = 0

bulunur. Sonug olarak (i),(ii),(iii) den, her f € Cpk[0,00) ve her x € [0,0) i¢in
lim [15;(F) ~ £1l, = 0

esitligi gecerlidir. Bu ise kanit1 tamamlar.
2.7 GADJIEV-IBRAGIMOV OPERATORLERI

Bu kesimde Gadjiev-Ibragimov(1970) tarafindan literatire kazandirilan (klasik) Gadjiev-

Ibragimov operatériiniin C[0,A4] uzaymnda yaklasim dzellikleri incelenecektir.

Tamm 2.7.1

A > 0 olmak iizere ((pn (t)) ve (wn (t)); C[0,A] wuzaymda iki fonksiyon dizisi, (a,,) ise
pozitif sayilar dizisi olsun. Bu diziler i¢in ¢, (0) = 0,3,(0) # 0, t € [0,A],n € N olmak

lizere,

1

. an _ . _
lim, _,., = 1 ve hmn—mom =

kosullarisaglansin. Ayrica

asagidakidort kosul saglansin.

1°) Bu dizinin her bir terimi x ve t nin [0, A] arah@indaki her belirli degerine karsilik u ya
gore tam analitik fonksiyondur.

2)Her x €[0,4] ven € N i¢in K, (x,0,0) = 1dir.

3") Her x € [0,4] ve v,n € Nve bir u; € R igin

{(—1)" [% K,(x,t, u)]u=u1} > 0 esitsizligi saglanir.

t=0

v

o 0
4 )52;7Kh(x,t,u)

av—l
. lm Koy (x, 1) i

t=0 t=0

esitligini saglayan (n + m) € N, olacak sekilde bir m € Z vardur.

Bu tanim yardimiyla asagidaki operatorler dizisi tanimlanabilir.
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Tamm 2.7.2

Yukaridaki kosullart saglayan (K,(x,t,u)) iic degiskenli fonksiyonlar dizisi yardimiyla

L, (f, x) operatorler dizisi

L,(f,x) = Zf (n2 113:1 (0)>{[aa;v K,(x,¢t, u)]uzagﬂn@}%’;(o)y (2.59)

seklinde tanimlanir. Bu operatdre Gadjiev-Ibragimov operatdrii ad1 verilir (Gadjiev and

Ibragimov 1970).
Teorem 2.7.1

[0, o [yar1 ekseninde tanimli

If()] < M(1+ x?)

esitsizligini saglayan ve f € C[0, A] olan her f fonksiyonu i¢in L, (f,x);
- v v (—antpn(O))v

LD =) f (nzlpn(O)){[auv K, u)]u=anwn<t>}T
v=0 t=0

seklinde tanimlansin. Budurumda her f € C[0, 4] i¢in

Jim [IL,, (f, %) = £ () lcgo.n = 0

esitligi gecerlidir(Gadjiev and Ibragimov 1970).

Kanit

Agik¢a Korovkin Teoreminin kosullarinin saglandigmi gostermek yeterlidir.
K,(x,t,u) tam analitik fonksiyon oldugundan Taylor serisi seklinde yazilabilir. (u— u,)

farkmin kuvvetlerine gére Taylor serisine agilir ve u = ¢,,(t), u; = a, ¥, (t) olarak alinirsa;
N 9 (8) = ¥, (9)"

Kn(x’ t, g)n(t)) = Z ( n nrn )
v=0

1=an Py (t)} V!
t=0
esitligi elde edilir.

aV
g,

Bu esitlikte t = 0 alinirsa 2°) dzelligi ile lim,, ., 0;—” =1 ve lim = 0 esitlikleri

"

dikkate almarak L, (1,x) = 1 elde edilir.

99



Diger taraftan 4") 6zelliginden

_xay, -1 oY (—antp, (0)"  xa,
Laltx) = n Z [W Ko (2,0, a"l/)”(o))]uﬁanwn(t) V! T on
v=0 t=0
olup lim,, %n—1 esitligi kullanilarak 3°) &zelligi  yardimuyla; lim, ,L,(t,x) =x

n

bulunur. Bu operatdre iki defa 4°) dzelligi uygulanirsa;

(_anl)bn (0))V_2

L1=an¢n<t> (v—2)!
t=0

Xa\2 1 +me [ 9V
Ln(tz;x) = ( n ) n Z Iauv_z Kn+2m(x’ 0,0{nl/)n(O))
V=2

+xan 1
n n2y, (0)
xa,\2n+m xa, 1
:( ) n * n n2y, (0)
n

esitligi elde edilecektir. Bu ise lim,, _,, 6;—” = 1 olmasi nedeniyle

n

Tli_rEOLn(tz,x) = x?

oldugunu gosterir. Dolayisiyla Korovkin teoreminin kosullar1 gegerli oldugundan
her f € C[0,A] i¢in

i 11,/ = £ (Do = 0

esitligi gosterilmis olur.
2.8 BASKAKOV OPERATORLERI
Tamm 2.8.1

f € C[0,0) veherbirn € N i¢in Baskakov operatorii

k

1k _
Bn(f;x)=m;f<g>(n+lli 1)# (2.60)

bi¢ciminde tanimlanir(Baskakov 1957).
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Lemma 2.8.1

Baskakov operatorii i¢in asagidaki esitlikler saglanir.
)B,(1,x)=1

ii) B, (t,x) = x

iii) B, (t%x) = x?2

Kanit

hod k

(14 x)" = Z(n+l,i_1)(1f_—x)k

k=0
oldugundan

2 k

1 k — x
Bn(l;x)=—(1+x)n;1 g ‘ 1) T

yine tanimdan

1 <ok —1y_ "
Bn(t;x)=m;(ﬁ)("+’;( 1)m

k

1 Cktk-1) x
B (1+x)"kz=:11_l (n—1D'k! (14 x)k

_x 1 <~ @m+k=—1) xk1
A+ A+0)" L nlle- DI (1+ )k

k->k+1

k

X 1 n+k) x
(1+x)(1+x)"z0 nlk! (14 x)k

N n+k x*
(1+x)(1+x) kZ (1+x)"

_ X 1
S (14+x)(1+x)"
dir. Son olarak

(1+x)"* =x

k

1 k2 _ x
2. - - Km+k-1y X
Bat%x) (1+x)"kZ;)n2( K )(1+x)k
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[o¢]

1 Zk(k—l)(n+k—1)! xk

=(1+x)”k=0 2 (n— Dlk! (1+x)k

[o¢]

1 1 zk(n+k—1)! x

+;l(1 + x)”kzon (n—D'k! (14 x)k

o211 k-1 xR
B (1+x)?n(1+20)" & nl(k—2)! (1+2)"2

k

1
+ Y_an(t; x)

_ox2 11 o (n+k+1)!  xk +x
_(1+x)2n(1+x)nk_0 k!  (1+x)k n

X2 n+1 1 oo(n+k+1)! xk +x
T (1+x)? n (1+x0)"& (n+ DLkl (1+x)k n

2 k

x n+1l 1 4 n+k—1 X x
= NREEE
1+x)2 n (14+x)" k (1+x)k n

k=0

x2 n+1 1
:(1+x)2 n (1+x)"
,x(1+x)
n

x
1+ x)™+24 —
( ) "

dir.
Uyan 2.8.1

Korovkin Teoremi uygulandiginda da Baskakov operatoriiniin sonlu aralikta kendisini

olusturan fonksiyonuna diizgiin yaknsak oldugu kolayca goriiliir.

Gergekten

lim [[B,,(1,x) — 1]l = lim |1 — 1]l = 0
olur. Benzer sekilde

lim ||B,,(t,x) —x|| = lim|[x — x| =0
n—oo n—oo

esitligi gecerlidir. Son olarak

x2(1+x)
n

lim ||B,,(t%,x) — x?|| = lim x%||=0
n—-oo n—-oo
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BOLUM 3

SUREKLI FONKSIYONLARA BAZI q-DOGRUSAL POZITIF OPERATORLERLE
YAKLASIM

q —Analizin matematikte; 6zel fonksiyonlar, ortogonal polinomlar ile Lie cebirleri gibi ve
fizikte genel rolativite, sicim teorisi, kuantum dinamigi, molekiiler ve niikleer spektroskopi
gibi uygulama alanlar1 vardir. 20.yiizyilm ikinci yarisinda matematik¢iler tarafindan oldukca
ragbet goren bu kavram yaklasim kuram alaninda da biiyiik ilgi gormiistiir. Bu calismalara
ormek olarak Bernstein operatorlerinin g —genellemesi gosterilebilir. Bu genellestirilmis
operatorlerin Korovkin teoremini sagladigr ayn1 zamanda da klasik yaklasim hizindan daha
hizli yaklasim hizmna sahip oldugu kanitlanmistir. Operatorlerin g versiyonlari icin  son

yillarda yogun caligmalar yapilmaktadir. Aral, Gupta ve Agarwal 2013 de hazirladiklar:
kitapta son yillarda tanimlanan q —operatorleri derlemislerdir.

Bubdliimde literatiirdeki bazi g — operatorler ve bazi yaklasim 6zelliklerine yer verilmistir.
3.1 TEK DEGISKENLI q-BERNSTEIN POLINOMLARI

Tamm 3.1.1

x € [0,1],f € C[0,1] ve 0 < g < 1 olsun.

n—-k-1

Bu(fig0)=) f (%) e [ [ a-a

k=0 S=

ifadesine g — Bernstein polinomu denir(Philips 1996).
Teorem 3.1.1

q —Bernstein polinomlari i¢in agsagidaki esitlikler saglanir (Philips 1996).
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i) B,(1;q;x) =1

ii) B,(t;q;x) = x

iii) B,(t%q;x) = x2 42029
[nlg

Kanit

i)

Busonug

n

(x+1-—x)" =Z [Z] xk(1—x) k=1

k=0 ¢
ifadesi kullanilarak

n n—-k-1
Z[Z] xk 1_[ (1-¢gx)=1
k=0 1 s=0

olur. Dolayisiyla

B, (134;%) = Z nﬁlu —¢°0) =1

bulunur.

ii) Operatoriin tanimindan

n n-k—-1
oy = N Kl s
Bn(tl Ql x) _kzzl [n]z [k]qu l:l (1 q .X')
n n-k-1
_\ X
_,Zl["]z[k] ﬂ (=a)
:zn:[k]q[n]q n = 1], ! x"nﬁl(l—qsx)
k=1[n]q[k]q[k—l]q![n—k]q! 1]
n [n-—l n-k—1
=kZ1[k o l_[(l—qm
k — k + 1 doniisiinden yararlanilarak
n-1 n—k-2
[n—1], +1
=T k-1, ﬂﬂ—qx)
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n-1 n-k-2

[n—l kl_[(l—qsx)

s=0

=X
q

k=0
=x
elde edilir. Boylece
B,(tq;x) =x
esitligi gosterilmis olur.

iii) Son olarak

n—-k—1
B(tqu)—z[ n(l_qx)
= i [k, [, _lrly x"nﬁl(l — °x)
k=1 [n], [n], [kl ! [n — k]!
S n-k-1
X [l [k [n] n_l
_;[n]q[] [k]q[ xk n(l‘qx)

—k-
[k]q [n— 1]q! xk 1_[ (1-q°x)

=

I
—_

qlk

M= IDM= 1§

] +1 [n,_.l] ] .
["]qq [k—1]q![nq_k] X 1_[ (1—¢%x)

n—-k-1
N\ qlk—1] [n—1],! )
B [nlq q[k—l]q![nq—k]q!xk 1_[ (1-q%)
k=1 i
n 1 [n,—-l] n—k-1 )
+;[n]q[k [n— k], * 1_[( —q°x)
= n-k-1
N\ qlk—1] [n—1],1
_kZz [n], q[k—1] [k — 2] 1_[ (1-q°x)
n 1 [n,—-l] | n—k-1 )
+;[n]q[k LEviRe 1_[< -q°%)
L n-k-1
q[n,—-l] [n/—-z] I .
[n], q i [k — 2], [n— k]! ¢ 1:0[ (1—-¢q°x)
n-k-1

+
M=

1 [n—l]
DRTERRITETN 1_[ (1-g%)

k- k+2 ve k - k+ 1 donlisiimleri yapilirsa

&
Il
-
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n-2 n—k-3
[n — 2],! +2
qkzo[k 2],![n— (;c 21, x* n(l—q x)
1 n-1 [n_1]| 1n k-2 ) )
+[n]q;[k—1] In—k —1], 1:0[( —q°x)

n—2 n—

k=

[n—l

o

1%}
1]

(=)

dir. Yani
x(1—x)
[n],

olur. Bunlar1 sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir.

B,(t%;q;x) = x* +

Teorem 3.1.2

Eger 0 < q, <1,lim,_, q, = 1velim,_,q,” =c (c# 1)saglanyor ise B, (f;q,; x)
g-Bernstein polinomlar1 [0,1] araliginda siirekli ve tiim R de smirh |f| < M, kosulunu
saglayan f fonksiyonuna diizgiin yakmsar. Yani f € C[0,1] ise

lim 1B, (54,0 — ()l = 0

saglanir(Philips 1996).
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Kanit

Bu teoremin saglanabilmesi icin B, (f; q; x) in dogrusal ve pozitif oldugunu gostermek
yeterlidir.

Dogrusallik:

Her a,b € Rvef, g € €[0,1] igin

n 1

n—-k—
k]
Bn(af<t>+bg<t);q;x>=Z<af<{ L) bg({ )) x"ﬂ(l—qsm

k=0 s=
n (k] n—k—1 [k n-k-1
:kZo(af) <ﬁ> [Z]q 1_[ (1-gq x)+Z(bg)< )[k] xk 1:.1 (1-q%%)
n n—-k-1 n—-k-1

:a,;f<l:‘> H(l—qx)+bz ( )Z]qul:o[(l_qsx)

= aB,(f(t);q;x) + bB,(g(t); q; x)
oldugundan (B,) dogrusal bir operatordiir.

Pozitiflik:
k=0,1,..;n € Nvex € [0,1] i¢in
n-k—1

k n(l—qu)zo
s=0

oldugundanf > 0 ise

B,(f;q;x) = 0

olur. Yani B, (f; q; x) pozitif bir operatdrdiir.

lim 1B, (¢%: ;%) = x| = 0

Kolayca gosterilecek olan v = 0,1,2 ... i¢in esitlikleri gecerli oldugundan her
f € C[0,1] igin

lim [1B,, (50, = FGOIl = 0

olur.
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3.2 TEK DEGISKENLI q-BERNSTEIN-CHLODOWSKY POLINOMLARI

Tamm 3.2.1

(b, )dizisi
b

) b
= oo ve lim 2 =

lim n nesoo o).

n —oo
kosulunu saglayan monoton artan gergel terimli pozitif bir say1 dizisi olmak iizere 0 < x < b,
i¢in

n—k-1

By (fiq;x) = ;f(%bn> [Z]q (l%)k 1_[ (1 _qslf_n)

s=0
seklinde tanimli polinomlara g —Bernstein-Chlodowsky polinomlar1 adi verilir(Karsh ve

Gupta 2008).
Teorem 3.2.1
q —Bernstein-Chlodowsky polinomlar1 asagidaki esitlikleri saglar(Karsli ve Gupta 2008).

i) Br(l;q;x) =1
i) Br(tqgx)=x

i) B (t%q;x) = x? 4 Xbn0)
[nlq

Kamt
1)
n n-k-1

n
Z[ ] xk 1_[ (1-¢gx)=1

k
k=0 1 s=0
esitligi kullanilarak x yerine bi alinirsa
n n—k-1
216 T (-5
k=0 g \by s=0 bn

olur. Dolayistyla

n n—-k-1
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bulunur.

ii) Benzer sekilde

n n—k-1
B (5 q;x)=k=0%bn [Z]q(:—n)k 1_[ (1-a5)
n n—k-1
=02 el G [T (1= 07)
n okt
oSt (T (1)
n 1] !
:ka_l[k 173 [1nq|k] <1§C>k L | (1_"5;_,1)
k — k + 1 diniisiimii uygulanirsa
n-1 [ ] n—k-2
=xk2[k] [7; 1k 1,1 <x>k H (1_‘7557)
=x
dir. Yani
B, (6 q;x) =x
esitligi gecerlidir.
iii) Son olarak
n 2 n—k-1
s = 2 (o) 11,6 T (1-073)
2 n (n—1].! n-k-1
=0 Y b R ey 1] (170
n n-k-1
:bnzgmz[k—[1nq'[1nq—'k]q!<lf_n)k L | (1_q ;C_n)
n n—k-1
:b"ZkZ;q[k [Tll]]qq+1[ _[”] wli k]ql(b£>k H <1_qslf_n)

n e
=anZQ[k[n]q1]q[k [11; [173 k! (bi)k H

k
, n [ _ ] | —-k— ]
*hn Z[:]q[k—ﬁq![lnik]q!(b%y U (1-a5)
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k-

o,y et Bt (T (1)

1 q

n-— 1

[
n [ k-
S - < >"g<l—qs§>
[n—1], [n - 2],!
=t [:]q1 Z[k T [Zn !
n—k-—

Y >" [1(-05)
- <>§ Ll T =)
() < >“ 11 (=)

k- k+2vek — k+ 1 donilisiimleri uygulanirsa

—k—

16

s=0

,,_\

+——x

Il Il
b —
24 u
[n],
esitligi gecerlidir. Yani
x(b,, —x)
B:(t%q;x) = x? + ——-=

esitligi gecerli olur.
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Burada 0 < g < 1 igin,n —» oo iken [n], - 11Tq bulunur. A¢k¢a lim,_ g, =1ve n - o

q

iken B, (tY, x) sirastyla 1,x,x? ye yakmsar.
3.3 —DURRMEYER OPERATORLERI]

Tamm 3.3.1

f €Cl0,1],x €[0,1] ve 0 < g <1 olmak tizere (Gupta 2008) tarafindan tanimlanan

g-Durrmeyer operatort;

n 1
D,q(f;x) =[n+1], z a7 P (q; %) ff(t) Pni (@ qt)dgt
k=0 0

= A D) (3.1)
k=0

seklinde tanimlanir. Burada
n _
Do (@: %) = [k]qu(l— xX)F

esitligini ifade eder. Dikkat edilirse ¢ = 1 durumunda (3.1) esitligi,

D5 = (1)) P () [ £ pe (O
k=0 0

esitligine doniisiir. Yani klasik Durrmeyer operatorii elde edilir.
Lemma 3.3.1

Her s € N olmak {lizere asagidaki esitlik saglanir.
1

k . — qk
ft pn,k(q'qt)dqt_ q [Tl

0

[n]q![k-i-s]q!
+s +1],![k],!

Kanit

0 < g < 1 olmak tizere, Tanim3.3.1 den

111



1 1

n -—
ft"pn,k(q:qt)dqt= [k]qq"jtk“(l gk, t

o Lk+s+ DI, (n—k+1)

B [k]q I,(n+s+2)

_ gk [n],! [k + s],![n—k],!
[kl ' [n—k]! [n+s+1],!
[n],! [k + s],!

[n+s+1] [k]q!

— k

istenilen esitlik gdsterilmis olur.
Teorem 3.3.1

Hern € N,x € [0,1] ve 0 < g <1 iin
) D,,(L,x)=1

) 1+ qx[n],

i) Dpe(tx) = W

1+ g+ (1+ g)?gx[n] qt b
i) Dy, (£2,%) = q+ 1+ q?qx[n],+q

nly(nly = 1)

esitlikleri gecerlidir(Gupta 2008).

Kanit

[n+2]q[n+ 3]q

i) Her 0 < q <1 i¢cin Lemma 3.3.1 den s = 0 oldugundan

n
D,,1,x)=[n+ 1]qz q 7" P (q;%) f Pr (@ qt) dgt
o

o

n

[n], ! [K],!

=I[n+ l]qz P (@ %) q7*q" [
k=0

n
= Z Pni(q; X)
k=0

=1

n+ 1]

bulunur.

LK

ii) Her 0 < g < 1 i¢in yine Lemma 3.3.1 den s = 1 oldugundan
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n
D,,tx)=[n+ 1]qu"‘pn,k(Q:x)jtpn,k(cI:qt)dqt

[n], ! [k +1],!
[n+2],![k],!

n
=[n+ 1]qz P (40 4"

[n+2 Z P (0320 Tk + 11, (3.2)
a4 =0

olur. Burada

[k+1],=1+q++q*=1+q(1+q+-+q"") =1+qlk],

esitligi yardimiyla,
n
D, ,(f,x) = an,k(q;x)(1+q[k]q)
lg P
n n
k=0 =0

saglanir. Bu esitligin sag tarafindaki ikinci toplam [ ] ile ¢arpilip boliniir ve Lemma
3.3.1’1dikkate alinirsa,

n n
1 qln], [k]
D, ,tx) = [n+—2]qz P (@5 X) + T3 qZ [, L0 (@:x)
k=0 k=0
1+ qx[n],
- [n+ 2],
elde edilir.
1i1)

1

D,,t*x)=[n+ l]qz q i (g;0) + f t? Do (g qt)d,t
[n],! [k + 2],
[n+3],![k],!

n
=[n+ 1]qz Py (q; %) g *q"

X Gyl [n+3 ank(q,x)[k+2] [k + 1], (3.3)
k=0

bulunur.

[k+ 1], =1+ qlk], ve [k +2], = 1+q + q*[K],
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esitlikleri kullanilarak,

[k+ 1] [k +2], = (1 +qlk]l,)(1+q +q%[K],)
=(1+q+qlkl,+2q°[k], + a*[K]})
=(1+q+(qg+2¢D[k], +q*[k]2)

esitligini yazabilir (3.3) esitligi (3.2) esitliginde yerine yazilirsa

n

Dyq &% %) = Pu (G (1+ q + (g + 2¢P)[k], + q3[K]%)

[n+2],[n+ 3]q £

n n
l1+gq (q+2q%)
= ; + k ;

[n+ 2] Tl+ 3 qZ)pnk(q ) n+2]q[n+3]qk=0[ ]qpn,k(q x)

q° , |
- [n+2],[n+ 3]q;[k]q Pk (G5 X)

seklinde ifade edilebilir. Burada ikinci toplam [n], igilincii toplam ise [n]7 ile carpilip

bolindiigiinde
Drg 5,20 = 7~ 2]q1[n+ 5 qz;pnk(q 20(1+ q + (g + 2q2)[K], + ¢ [K]2)
“n+ 21] +Z+ 3 q;pnk( (q - ]Zq[;)ini]q 2, Ejz P (4 )
[n+ ‘21]3[7[1]3; 3] n E{j% Pk (@)

elde edilir. Lemma 3.3.1 yardimiyla,

Dy (t%,5) = 2(1 +q+ (+ 299 x
T k=0

[n+2] [n+ 3]

-1 1
+q3[n]§<[n%;’l]q x2+[n]qx>>
1+q+qQ+ @], + x%* ([nl, (Inl, - 1))
B [n+2],[n+3],

bulunur. Dolayisiyla teorem kanitlanmis olur.
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Teorem 3.3.2

0< g <1 olsun. Her f € C[0,1]igin, [0,1] kapali arahig1 {izerinde
lim,, ||Dn’qn(f, x) — f(x)|| = 0 olmast igin gerekli ve yeter kosul
lim, , q,, = 1 esitliginin saglanmasidir(Delibag 2010).

Kanit

=

4, €C (0,11 igin, lim,_, g, =1olsun  lim, ,|D,, (f,x) = f()||=0 esitligi
gosterilecektir. Kanit igin Korovkin tipi teorem kullamlacaktir. O halde ilk 6nce D, ,

operatdrlerinin dogrusal ve pozitif oldugu gosterilmelidir.
i)
Dogrusallik: Her a , 8 € Rve f,g € C[0,1] igin

D, (af(® +Bg(t);x) = [n+1], Z q 7P, (q;x) f (af (@) + Bg(®)P,,(q; qt)d, t)
k=0 0

1

= [n+1]qz q *P, . (q;x) aff(t)Pn_k(q; qt)d,t
k=0

0

+ﬁfg(t)Pn,k(q;qt)dqt
— a1y Y 4 @) | FOPy(@ad,
k=0 0

B+, Y a7 P @) [ 9P (@iad, ¢
k=0 0

=aD,,(f;x)+ BD,, (g x)
esitligi saglandigindan (D,, , ) operatorii agikga dogrusal bir operatdrdiir.
i)

Pozitiflik: Her x € [0,1] ve 0 < q < 1 i¢in,

Dug 32 = 411, ). a™*Pue@i) [ FOP (a0, ¢
k=0 0

operatoriinde
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[n+1],q7*x*(1 = x)77* = 0 oldugu agiktr. Ayrica t € [0,1] igin
n _
Puc(@ad) = [}] (@0 (1-q™* =0
q
ve f =0 ise f(t) = 0 olacagindan,
fol f@®P,,(q;qt)d,t =0 olur. O halde D, ,(f;x) =0 olup (Dn'q) operatorii pozitif bir

operatordiir. O halde Korovkin teoreminden her

f € €[0,1] igin D, , (f;x) nn f (x)’e diizgiin yakmsak olmas1 igin,
Dy (tY;x)2x", v=20,12 (34)

yakmsakliginin saglanmasi gerekir. Ayrica q,, = 1 ise [n] > oves=123 i¢in

q

lim, % = 1 saglanir. Teorem 3.3.1 deki
q

D) D, (1;%) =1
1+ qx[n],
[n+ 2],

» o 1+qg+ @ +q@)3qx[n], + ¢>x*[n], (In], -1
) Dng (£7326) = [n+ 2]:[n+3]q TN

ii) Do (¢5%) =

esitliklerinde q = (q,,) alnirsa,

D, , (1 ;x) operatér dizisi 1’e

D,, (t ; x) operator dizisi x’e

D, , (t? x ) operator dizisi x? ye

yakmsar. Dolayistyla Korovkin teoreminden D, , (f;x) = f(x) saglanr.

(=)

Diger taraftan her f € C[0,1] icin D,,(f;x) =3 f(x) diizgiin yakmnsaklik saglansmn.
lim, ., q,, = 1 oldugu gosterilmelidir. Bunun i¢in (q,,) dizisinin limitinin 1 olmadig: kabul
edilsin. O halde (g,,) dizisinin dyle bir (qy, ) alt dizisi vardr ki g, — q, € (0,1), (k » o)

saglanmalidir. Buradan

(k- o)icin ! =

T g (1= 0. = 012.) gl
Simdin = n, ,q = In, secimiyle;
D, ,t%x) > x(1-q,*)(1+q4)q,+ x°q,* » x*, (k - ) olur. Budurum D, (f;x) 3

f(x) diizgiin yakinsaklik kabiliiyle ¢eligir. O halde lim = 1 olmahdr.

n—oo CIn
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3.4 -SZASZ -MIRAKJAN OPERATORLERI

Bukesimde q - Szasz-Mirakjan operatorlerinin tanimi, yaklagim 6zellikleri verilecektir.

Tamm 3.4.1

e” ustel fonksiyonunun q - genellesmesi

@) i a ! 2l <—— gl <1
e(z) = = —, lzZl<—— lql <1,
[kl (=1 = q)2)g 1-gq

\(&

E(z)= 1_[(1 +(1—-q)q’z)
j=0

22(1— 1-92%, lql<1

k=0

olarak iki farkl sekilde ifade edilir.
Tamm 3.4.2.

q €(0,1), n€ N ve f:[0,00) > R olsun. Budurumda q — Szasz-Mirakjan operatorleri

1 X [k, ) ki) []  x*
Sn,q(f;x) = E([n]qx);)f<qk_2[n]q q [k]q! (3.5)
N (M .
= ’Z;f <qkT[zl]q> S (4 X)

seklinde tanimlanir(Mahmudov 2010). Burada

. _ 1 k(kz—l) [n]’(;xk
Sn,k(q'x) = E([n—]qx)q [k]q! )

n=1.2,.. (3.6)

olup ve agiktr ki S, , operatorii dogrusal ve pozitiftir(Aral and Gupta 2006).
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Lemma 3.4.1.

(3.5) ile tanimh q — Szasz-Mirakjan operatorleri

m
m+1. — m X j.
S"’q(t x) = z (f ) 2j-m—1 [n]m—j Sn.a (t ’ x) (3.7)
j=0 q q
rekiirans formiilii gecerlidir.
Kanit
Kanit i¢in
(3.5)dalk], = [k — 1], + ¢ esitligi kullamlirsa
k m+1 k-0 [n kxk
Sﬂ.q(tm+1 z (k- 2)[(m+1) m+1q 2 [[]];]1 |
n] x) nly g
Z m+1 k(k_l)k+1 [n]g—lxk
2 —t
x) q 2>m [k —1],!
i 0 ( — 1 + qk 1) q(k—l)z(k—z) [n]g_lxk
qx)k ] qt- Z)m [n]7 [k — 11!
2 & D k=1,.k
zz qUDm=D [ ~1]) ;CIWM
E([n %) & “q-2mn]p [k —1],!
m 00

k-1.,k

me1. oy 4 m 1 [k —1]) (k-1>2<k_2) [n]
Sn,q(t ,X) = ([Tl] x)]z:(])qzj_m[n]m_];q(kﬂ)][n]éq [kil]q'

=0 q
= i(m) - i iy .qk(k—z_l) [ngx*
E([n]qx)j=0 J) qrimmin] T L qDi[n]] [k,
m
Z 2] m m j "q(t x)
j= q
esitligi elde edilir.
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Lemma 3.4.2.

g € (0,1) igin,
D) S, (L0 =1
i) S,, (t; x) = qx
2

q
S (t%4x) = qx? 4+ —
iii) S,,(t%x) =qx 0P X

2

V) Sy (6%%) = E’n] =
q
q*x 52 N
V) 5n'q(t4;x) _ﬁ+ (3¢>+ 3q* + q)ﬁ+ <3q+ 2+ )_]
q

esitlikleri gecerlidirMMahmudov 2010).
Kanit

i) (3.6) esitligi kullanilarak

.1 - k(kT—l)[n]gxk
Sn.q(lrx) - E([n—]qx);)q [k]q|

Spq(Lix) =1

olur.

) SR S O L PR =Y Y
i) Spq(62) = E([n]qx)kz;) q*?[nl], ! Ll

(k-1 (k-2) n]q x
E([n] x)z" BTV

esitligi gecerlidir. k yerine k + 1 alinirsa yine (3.10) den
Snq(t:x) = qx

bulunur.

iii) (3.7) rekiirans formiilii kullanilirsa (i) ve (ii) den
2

q’x
Spq(t%x) = msn,q(l;x) + xS, (%)
2
q
= 2 + —
qx op x
olur.
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iv) (i), (iii) den

3

3.y _ 4% . ax . x 2.
Snyq(t ;X) = [n]éSn_q(l,x) + 2 [n]an'q (& x) + an_q (t% x)
_@x 2qtxt x( 4
~ a2 T, +q<"x +[n]qx>
_qx 2 _2 3
[n]§,+(2q +q)[ ]q+x
olur
v) (i), (iv) den
oy IX Q’x . . RPN S
Snq(thx) = [n] mq (LX) + 3[ I, Snq & x) + 3[n]an,q(t ;%) +q25"’q (&35 x)
o TX X % a’x\_ x (4’x x°
Sna(W50) = L3 L ¥ 3G <q" +[n1q>+ ([ e ran 1q+x>
_a'x x>  x*
= n]2+(3q + 3¢g*2 +q)[ 2 <3q+2+ ) A, g

bulunur. Bu da kanit1 tamamlar.

Lemma 3.4.3

(q,), her ne N igin 0 <gq, <1,lim,_ q, = 1ve lim,_ g = a olacak sekilde bir dizi
olsun.

Bu durumda her x € [0, ) igin,

lim [n] Sna, (t—x;x) =(a—Dx (3.8)
n-—-oo

rllg)lg [nlq Snq, ((E— x)%x)=(a—Dx? +x (3.9)
lim[n]7 S, ((t—x)*x) =3x*+6(1—a)x®+3(1 - a)’x* (3.10)
n— oo n min

esitlikleri saglanir.

Kanit

Lemma3.4.2(i), (v) den
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Snq, ((t — )% x) =8, , % x) —4xS, (% x) + 6x2S, , (t*;x) — 4xS, , (1;x) + x*
a’x + (3¢° + 3¢ + q) —— x (3 +2+>x3 xt
T T T T T ], " 4

xZ qZ
+ (2q*+ q)—+ x3> + 6x2 <qx2 +—x ) — 4qx* + x*
<[ n|? [n], [n],

x2 X3

1
] +Bq*+q- q)[]q (2+a—q—2q)E

Snq, (& —=2)%x) =

|—|

e
X (?+ 2q—3) (3.11)

bulunur. Esitligi kullanilarak [n]qn (g, -1 =q}—-1
llm [n] Sna, (t—x;x) = lim [n], (q, — Dx
n-—oo n
= lim (g — 1)x
n—oo
=(a—1)x

bulunur. Benzer sekilde

qnX
lim [n], S,, ((t=2x)%x) = lim[n], [(1-q)x? +=7—
o ey < [n]qn>

= lim ((1 —q)x %+ q,zlx)
n—oo
=(a— 1Dx*+x

olacaktir (3.11) den

4

. N
lim [n]g S, ((t=2)%x) = lim ( -

[n],

—_ 2 _
T lim <[n]qn(1 q:)(2q, + 1)x2 N [n]7 (1-4q,)%(2q, +1) )
dn qx
=3x2+6(1—a)x3+3(1—a)*x*

bulunur. Boylece kanit tamamlanmis olur.

n

+Bq*+q- q3)>

n-—-0o

121






4. BOLUM
IKi DEGISKENLI ¢ —OPERATORLERLE YAKLASIM
4.1 iKi DEGISKENLI g-BERNSTEIN POLINOMLARI
Tamm 4.1.1

Iki degiskenli g-Bernstein polinomu

nlnz(f q1,q2;%Y) = Zl Z < }q> Zl] Zj xkiyke
az

k,=0k,=0
n,—k,—1 n,—k,—1
X 1_[ (1-qx) 1_[ (1-q2y) (4.1)
s1=0 S,=0

seklindedir(Barbosu 2000).

Tamm4.1.2

12 =[0,1]x[0,1], R = {f|f:I1*> R}, f€R",0< q,< 1,0 < g, < 1 olmak iizere

ny n,—k,;—-1
X (F. . — [kl]CI1 n 1 51
By (fiq.15%y) = ,Zof<["1]q1’y> k1]q1xk E[O (1—gqx) (4.2)
ve
n, n,—k,—1
By (f3az:5%,y) = Z f( [nz > ] yke 1_[ (1-q, (4.3)
k,=0 5,=0

seklindedir(Altin 2010)
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Teorem4.1.1

B,’fl, B%’z C(I?) iizerinde (4.1) ve (4.2) de tanimlanan operatorler olmak iizere her f € C(I?)
igin B,, ,, : C(1*) > C(I?) iki degiskenli q-Bernstein polinomu i¢in
By By, = By,Bn, = Bun, (341,455 %,¥)

esitligi gecerlidir.
Kamt

Tanimdan;

B B, (f;a%,9) = B, (BY,(f; 4%, )

n, [k ] n n,—k,—1
= 2 (o)) v T ez
;=0 Mzla, 27q, 5,=0
U n,—k,-1
n [k,]
= z [kz] ykz 1_[ (1 — quy) B;Cl (f (_x’ [nz] QZ>)
k,=0 27q, 5,=0 24q3
n, n,—k,—1
n
=2 L] o 1] G-
ky=0 24z 5,20
ny n,—k.—1
X z f<[k1]q1 [kZ]q2> "k 1_[ (1-qi'x)
! 1
k1=0 [nl]ql [nZ]QZ kl_ q1 51:0
n, n
_ 21: 22: f<[k1]q1 [kz]q2> nl] [nz] s
k=0 k,=0 [nl]ql [nz]qz kl CET kz P
n,—ki—1 n,—k,—1
X 1_[ (1-ay'x) H (1-a3%y)
s1=0 s,=0
elde edilir. Benzer sekilde
BY BX (f;qux,y) = B, (BX (fiqi:x,9))
nq [k ] nl—kl—l
n
S P ) RS
k,=0 114y 17q, 5,=0
n, n,—k;—-1
n [k, ]
=2 le] = 11 a-arom, (f <[n1_]q“y>>
k,=0 17q, 5;=0 1iq;
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1—ky—1

nq n
=2 le] = [T a-aro
k,=0 kl a1

5,=0
n, n,—k,-1
[k],

X Zf<[n] n] ] yke 1_[ (1-aq3%y)

k=0 1iqz 2142 $,=0

z z ( 2]‘12> nl] [nz] xk1yk2

1=0 k,=0 [n2lg,/ ey a1 ke, az

n,—ky—1 n,—k,—1
x [ a-ap0) [] G-a)

$,=0 $,=0

elde edilir. ifadeler denk oldugundan kanit tamamlanmus olur.
Teorem4.1.2

e 1> = 1%, e;;(x,y) = x'y’,i,j = 0,1,2 test fonksiyonlari olmak iizere, her (x,y) € I* igin
1) By n, (€00;q1,92 %, ¥) = €g (x,¥)

i) By n,(€10;91,q2 %, Y) = €45(x, y)

iii) By, n, (€015 q1,92; %, Y) = €g1 (x,)

V) By, n, (e115q1,925%,y) = ey, (x,y)

x(1—x)
V) B n, (6205 41,92 %, Y) = e50(x,¥) + W
1lq

. vy -y)
vi) By n (€02:41,q25 %, Y) = €gp (x,y) + ———=—
[nz]q

esitlikleri saglanir(Barbosu 2000).

Kanmit
1)
By n, (€005 41,925 %, ¥)
n,—k,-1 n,—k,-1
ZZH ), e [ a-a [ a-a)
k1=0k,=0 $,=0 s,=0
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1— k-1 n, n,—k,-1

D[] w [T a-afl Y[ v [T a-a

$,=0 k,=0 2 s,=0
=B, (e0;q1;X) By, (€0; G2 ¥)
=11=eyxy)

i)
Bnl,nz(elo;ql'qz;ny)
n,—k,—1 ny,—k,—1
n n
:z Z lq, 1] [2] xkiyk 1_[ (1-¢%x) l_[ (1-qy)
kl kZ
—0 =0 q1 q, 5;=0 $,=0
nq n,—k,;-1 n, n,—k,—1
k n
P ion 1}‘“[,3] < [ a-af 2L o T] oo
k,=0 Nylg, LR q1 5;=0 k,=0 $,=0
= B, (e1;q:;%) By, (€5;q5; ¥)
=x.1=x=¢ey,(xy)
1.
n
(e01; 41,425 %, ) = Z Z 1] [2] xkayks
n n 01 41,925
112 le] 1 a4y k2 4
n—kq—1 n,—k,—1
ﬂ (1-gix) || (-aiy
5,=0
ny n n,—k;-1
2 L) = [ e
k,=0 Ya, 5,=0
n, le—kz—l
Y] [T a-e
ke,=0 Malq, 12 q2 5,=0
:Bnl(eo;ql;x)an(e1;q2;y)
=l.y=y= eOI(x,y)
iv.
2 n
nlnz(e11'Q1'QZ:x Y) Z Z TL] [ 1] [ ] xklykz
k;=0k,=0 * a,
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1~ k-1 n,—k,—1

[ G- || G-y

51=0 5,=0
nq ny—k,—1
[k ],
2 il =[] G-aw
1= a ER q1 $,=0
] n,—k,-1
2 qz nZ] k2 H 1 5
Z [n,],, (1-a5)
= 5,=0

= Bnl(el:qlzx)an(el; 42 Y)
=x.y =e;;1(x,y)

V.
ny n, )
[k,] n,1 [n
By, (€20; 91,92 %,y) = z z <[n1]q1 k1 kz] xKayke
ki=0ky=0 \= 1791 g, "27q,
ny—ky-1 n,—k,—1
x [ a-am0) [] -a59)
51=0 §;=0
1 2 Tll—kl—l
[k,] n,
- Z([J]‘“) L: o [ a-a
= 4 1_Q1 s;=0

= Bnl(ez:qlzx)an(eo;qz;y)

o, x(1T—x)
_<x +—[n1]q ).1

x(1—x)

= e,(x,y) + o,

vi. Sonolarak

n
Bn1.n2(302FCI1:qZ}x;y) z z < 2) kz] xkiyke
24q,

ky=0k,= ‘h 1%q,

ny—ky-1 n,—k,—1

[ @-ar=) ] @-aw)
5,=0 52=‘6

ng n,—ki-1

ny

2] = [ Ga-ao

k1=0 1 UET 5= 0
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n, n,—k,-1

0 () ] o T amee)

$,=0

= B, (e4;q1;%)B, (€2;q2;Y)

y( -y)
‘1<y ], )

y(1-y)
= ey, y) + —F/——
20 y [nz]q
esitligi gecerli oldugundan kanit tamamlanmis olur.

4.2 iKi DEGISKENLI q-BERNSTEIN-CHLODOWSKY POLINOMLARI

Tamm4.2.1

, lim

- hm n—>oo [Tl] an

a, > 0, B,, > 0 ve artan dizileri i¢in lim,, _,, «,, m—co Bm =

lim Pm_ _ 0 olarak tanimlansm.

m-oo [m] am

Dy g, = {(x,y9):0<x< ,,0 <y <B,,} olmak iizere

iki degiskenli g-Bernstein-Chlodowsky polinomu;

Blmim(f;x,y) = ZZf <: ]qm ﬁm) [k [m] ( ) <ﬁ):n>j

k=0 j=0

n-k-1 m—j-1

<[ (e l) [ (-5

5.=0 5,=0
seklindedir. Burada

n—-k—-1

wy )] (&)

—1r
A
v

Bi(fix,7) —Zf<

5;=0
st =Sz [7] G T (02

128

(4.4)

(4.5)

(4.6)



seklinde tanimhidir (Biiyiikyazic1 2009).

Teorem4.2.1

;1> = 171,j=0,12¢e;(x,y) = x'y/, olmak iizere test fonksiyonlar1olsun. Budurumda
her (x,y) € I* igin

i) Blrim(eny;x,y) =1

i) Blrim(e 0 x,y) = x

iii) BX’%CIm (eoX,¥) =y

. x(a, — x)
iv) Bg,%qm(ezoix, y) = x? +an

YBm —¥)
v)  BIvim(ey;x,y) =y*+ > A

esitlikleri gecerlidir(Biiyiik yazic12009).

Kanit
i)
Polinomun tanimindan kolayca
n om m oK jn—k—l m—j-1
Bt e ) = ) [ H()Gﬁﬂ@w%ﬂiwﬁ%
e ity L dg, N/ B/ L an/ o4 Bm
n Rkt m—j-1
S0 TT0-eDE0, G TT - )
e gy N/ L 4 " an Pm/ L 4 Bm
= BI"(ep; x) B (e0;)
=11=1
bulunur
i)

e, hesap yapilirsa

v =3 5 el 7] G G2

k=0 j
n-k-1 m-j-1
x 1
<[] mag) [ (-aig)
a,/ 1 Bm
s1=0 S,=0

129



esitligine ulagilir.
iii)
Benzer sekilde

e LS, GG

k=0 j am

k-1 m—j—1

06 T -a2)
={i 5T -0 )]

k=0 $1=0

(S0 T2

g (eys x)qu(e1 y)

=ly=y
oldugu kolayca bulunur.
iv)
- (K] 2y [m x\K 7y
Andm(p, . _ an
B (ez0i ) ;)Z)([n]qn“"> -k-qn[ j]qm (an> (ﬁm>
n—k-1 Tn__]‘1
[ (-aZ) [ (-ai)
5 Un/ > Bm

3 0.6 T o)
A5, G TT -]



= By"(e5; ) By (60 )

(., x(a,—x)
—<x +—[n]qn ).1

(., x(a, —x)
—(x +—[n]q )

esitligi bulunur.
V_

Son olarak

s - £ (e 0,1, G

j=0 dm

=B (ey; x)BIm(e,;y)

1< y(ﬁm y))
o\ Tl

5 +y(/>’m -y)

[m],

m

esitligi gosterildiginden kanit tamamlanmis olur
Teorem 4.2.2

Blnim(f; x,y) dogrusal pozitif operatorler dizisi
=0

an Bm)

im_|B 5 Ceoni ) = 1l

lim ||Bq”'qm (e10; %, ) =0

n,m- nm _x”C(D“nﬁm)

lim ||Bindm (eyy;x,y) — y||C(Da =0

n,m-co Bm)

lim |[Blndm(t? 4 7%x,y) — (x* +y? <a
nm—>w|| ( )~ y )”C(Danﬁm) [Tl]qn [m]
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kosullarmni sagliyorsa Tanim 4.2.1 de tamimlanan D, , bélgesinde stirekli, gergel degerli ve

tiim R? de sinrrlt her bir f fonksiyonu igin
i dn.dm . _ —
n,lr}LnlooHBn’m (f’ ) y) f”C(Daan) =0

ifadesi gerceklenir(Biiylikyazic1 2009).
4.3 IKi DEGISKENLI KING TiPLi ¢ —-BERNSTEIN POLINOMLARI

Bu boliimde iki degiskenli King tipli ¢ —Bernstein polinomlarinin tanimi verilerek Volkav

tipli teorem yardimiyla yaklagim 6zellikleri incelenecektir.
Tamm 4.3.1

1> =10,1]1x[0,1] ,f:1?> > R olmak iizere 0 Srrl(x) <1,0 Srrz(y) <1,

0<q,<1ve0<gq,<1 olsun

x 1 y 1

2l 2, =) =Y T T 2y,

seklinde gosterilsin. Vi (f;q,;%,y) ve V,f; (f;q,; x,y) operatorleri

To, (x)=x+

nq ny—kqi—1
i fapen) = Y f ({f;}q,y) k] (@) [T (1-atm,) ()
k=0 1a 5,20

seklinde tanimlanir(Altin 2010).

n, n,—k,—1
AGIEESOEDY f<x,%,y> [TIZL ()" [ (1-a3n,m) (4.8)
k,=0 2'q $5,=0

Uyan 4.3.1

Vi (fiq4%,y) igin
) Vo (Lg;x,y) =1
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i) Vo (g%, y) = 1, (x)

iii) V¥ (t% q15%,y) = x?

esitlikleri gegerlidir. Benzer sekilde V! (f;q,; x,¥) i¢in
iv) V2 (1;q5x,y) = 1

V) V2 (6 qz5%,y) =1, (¥)

vi) V2 (% 452, y) = y°

esitlikleri saglanir.

Tamm 4.3.2

12 =[0,1] x [0,1] ve /A C(I?) - C(I?) olmak iizere

ki degiskenli King tipli ¢ —Bernstein polinomu

ANGI SRS f(g‘l}[[ﬁ]]) e 16 ()" ()
k1=0 k;=0 Haq 272 q r
n,—ki-1 nz‘—kz—l
X 1_[ (1 — qilrn1 (x)) —[ (1 b qszrn2 (y)) (4.9)

seklinde tanimlanir.
Teorem 4.3.1

Vi ,V,f; C(I?) iizerinde tanimli operatdrler olmak iizere her f € C(I?) igin

VEV (f3a5:%,9) = VA ViE(fq15%,y)
esitligi gecerlidir(Altin 2010).

Kamt
Operatoriin tanimidan
ViV (a5 %,y) = Vi (Vny2 (f3q2 %, y))

n, n,—k,—1

x [kz] 2 2 52
v 2 (o), 60" ] (=02, )

5,=0
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kz

5,=0 2]q
n; . "2_‘i2r_1
= Z ] () T (1-an,)
k,=0 a 5,=0
nq n,—kq—1
(2 f(%iiﬂjfiiﬂj) 1) T o)
=30 D0 (e e i i, (.0 (. 0)"
k,=0k,=0 q
—ky—1 ny—ky—1
X 1_[ (1 —qilrnl(x)) 1_[ (1—q§2rn2(y)) (4.11)
esitligi elde edilir. Benzelr_sekilde y
Vo Ve (fia%,y) =V, (anl (f:45%,7))
n, n,—k,;—-1
[k1] (781 1 s
:Vn); <"Z f<’ [Tl1]c(11'y> 'Zl q (rnl (x))k 511_:[0 (1 _qllrnl(x))>
n1‘_k1'_1
S 1o T oo ((5h)
et
Z ] ()" [T (1-aim,0)
5,=0
n, n,—k,—1
LAMIARYS 2 S
X <kzz: f<[n1]z' [nz]z>[7]zz]q (Tnz (Y))k 512_:[0 (1 - CI227'n2 (y))>
=3 2 (e, 2, )" )
Kim0 kym0 PR q q
n,—kq,- n,—k,-1
<[] (1—qf1rn1(x)) [ (-a5n,0) (412)

olacaktir. (4.11) ve (4.12) ifadeleri birbirine denk oldugundan teoremin kanit1 tamamlanmis

olur.
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Teorem 4.3.2

e, 1> > 1% ,e:(x,y) = x'y/ vei,j = 0,1,2 test fonksiyonlar1 olmak iizere, her (x,y) € I*

icin

D) Von, (€005 941,925 %, Y) = €o(x,¥) (4.13)
i) Vi n, (€105 41,025 %,y) =1, (2) (414)
i) Vi n, (€01341, 02 %, y) = 1, (¥) (4.15)
W)V, n, (€11:41,q25 %, ¥) = (rnl (x)) (Tnz (y)) (4.16)
Vo, (820101, 02:%,Y) = e50(x,y) = x? (4.17)
Vi)V, (€2 41,92:%Y) = egy(x,y) = ¥? (4.18)

esitlikleri saglanir(Altin 2010).

Kanit

i)

e, Inoperatdrde yerine yazilmastyla

Vg o0t 00,025, 3) = ) ) [Zﬂq Zz]q(rnl )" (r, )"

k,=0k,=0
n,—k,—-1 n,—ky—1

X 1_[ (1—qf1rn1(x)> 1_[ (1 —qurnz(y))
$1=0 5,=0
ny . n,—k,;-1

I3 ) @) ] (- aim,)
k=0 1 5,=0
N2 . n,—k,—1

8 Z [Zﬂ ()" 1_[ (1- a5m, )
ky=0 a 5,=0
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=V, (e0;q1; )V, (€05 q2;¥)
=11=1=¢,(x,y)
esitligine ulasilir.
i)

e, fonksiyonunun operatorde yerine yazilmasiyla

ny
Vo, nz( 10091, 2% Y) = 1 2] (rnl (x))k1 (rnz (y))kz
k=0 k2—0 q
n,—k,—1 n,—k,-1
% 1_[ (1-ain, @) H (1-a51,0)
Co
[n1]q 211] (rnl(x)) 1 1_[ (1— qjlrnl(x))
k=0 14 q 5,20
nz—kz—l
z [k n2 (y) 1_[ (1 i qurnz (Y))
k,=0 5,=0

=V, (e1;q1;2)V;,, (€0 G55 ¥)
=T (x).1= P, (x)

esitligine ulagilir.

iii)
Operatoriin tanimindan
k
Vo, (€013 01,025 %, Y) = Z Z 2] (7, (x)) (r, )"
k,=0 k2—0
n,—k;-1 n,—k,-1
X 1_[ (1—qi1rn1(x)> l_[ (1 —qszrnz(y))
$1=0 $,=0
n,—ki—-1
k
r (x)) ! 1_[ (1—q~191rn1(x))
k1=0 $,=0
ny—k,—1
( T, (y)) 1_[ (1-a3m, )
S,=0

=V, (eo"h'x)v (e1;q2y)
=17, () =1,)
esitligine kolayca ulasilr.
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iv)

e, fonksiyonunun operatt')rde yerine yazilmasiyla

Vi, (€114, 42 %, y) = 1 (nl(x)) (nz(y))kz
ky=0k,=0 q
k-1 n,—k,—
X 1_[ (1 - qilrn1 (X)) 1_[ (1 - qurnz (y))
ny ny—k,—1
k], e 1 ]
) {kz—o [”1]3 [Zl]q (Tnl (x))k l_=[0 (1 TG (x))}
N2 n,—k,—1
[kz] 2 ko <
) {k;o [nz]Z Zz]q (rnz (y)) 512—:[0 (1 ~ 4, (y))}
=V, (e1; 910V, (€139, y)
- (Tnl (x)) (Tn2 (v ))
bulunur.
V)

Benzer sekilde

Vi, (€203 41,425 %, y) = Z 2 (nl] ) i (nl(x)) (nz(”)kz

k,=0k,=0
—ki-1 n,—k,—
x ﬂ (1-atn) [] (1= g )
—k,—1
{Z <n] ) [’Iz (x) 1_[ (1—Qflrn1(x))}
1 5,=0
k2
x{z[[sz]]q(rnzm)"z [ (1_q52rn2<y>)}
k=0 >4 5,=0

=V, (e2:q1; 0V, (e4;q5: y)
=x%.1=e,(x,y)
esitligine ulagilir.
Vi)

Son olarak
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ntestansin = 3 31 (] ) 2, (0" ()"

ky=0k,=0 1 1q

n,—ki—1 nz:kz—l
% 1—[ (1_(]:17}11(36)) “_[ (1_61227‘ (y))

5,=0 nl _ksj_—lo

z[" n@)" [ (1-aim,w)

k=0 5,=0

n, 5 N

[k, 1,\2 s 2
kz<["1]z> Zz]q(rnz(y))k 1__[ ( a, nz(}’))

=V, (e0; a1V, (€2: 425 )
= 1' (yZ) = 802 (X,y)

esitligi de gosterildiginden kanit tamamlanmis olur.

4.4 iKi DEGISKENLI g —BLEIMANN, BUTZER VE HAHN OPERATORLERI

Iki degiskenli Bleimann, Butzer Hahn operatorleri (Altin et al. 2005) tarafindan tanimlanmus
ve bu operatorlerin yaklasim 6zellikleri elde edilmistir. Kisalik olmasi1 bakimindan Bleimann,

Butzer Hahn operatorleri BBH seklinde gosterilecektir. Iki degiskenli g —BBH
operatorlerinin yaklagim 6zellikleri verilecektir. Yaklasim hizi; stireklilik modiilii ve Lipschitz

tipli maksimal fonksiyonlar ile arastirilacaktir.
Tamm 4.4.1

=[0,0) X [0,0) ,f:R2 > Rve 0 < qn, qn, < 1olsun.

n;—-1 n,-1

Ly, (X) = ﬂ(l +q5.x) vel, , (y) = H(l + g5, %) (4.19)
s=0 5=0

olmak tizere ki degiskenli ¢ —BBH operatérij

. nz(f N y) - 1 Z ZZ: ( [k1]qn1 [k ]qnz )

nz(x) ln1n2 (y) [n1 k1 + 1]qn qnl [nz k2 + 1]qn quii

k1(k1-1) ka(ka—1) Tll le K k
X qnl 2 an 2 k1] kz]qnzx 1}/ 2(4’20)
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seklinde tanimlansin(Ersan Cevik 2008).
dir. Bu operatoriin dogrusal ve pozitif oldugu a¢ktir. g, =g, =1 alnmasi durumunda
(Altin et al2005) tarafindan tanimlanan asagidaki iki degiskenli Bleimann-Butzer ve Hahn

operatoriine doniisecektir:

1 1 v k k
lyom, (F3%,y) = - - E E f( -, — )
vitz (1+x)1(1+y)2k L n_k;+1'n,_k, +1
1: 2:

X (Zi) (Zz)xklykZ. (4.21)

2

Simdi operatoriin Volkov teoremini sagladigi gosterilirken kullanilan asagidaki esitlikler

Lemma ile verilecektir.

Lemma 4.4.1

ny

1 [kl]q kl(kl—l) nl
Ay (f3qn, %y =—Zf = S xk
ny ( ny ) lnl,in (x) e [”1—k1 + 1]qn1quii ny [k1]qn1

Y (f- — 1 N

n2,dn,

[kz]qnz )q kz(kzz—l) [nz] ykz
le_kz + 1]Qn2 qfl; " kz dn,

seklinde tanimlansin. Bu durumda

(4.20) de tamimlanan L,, , operatorii asagidaki 6zellikleri saglar:
D Ly, (F3 Gy Gy %0¥) = A%, (B (3 0y 2.9)),

ii) Lnl'nz (f’ qn1’qn2'x’ y) = B%]z (Ai1 (f' qn1’x' y))'
esitlikleri saglanir(Ersan Cevik 2008).

Kanit
Operatoriin tanimindan
1)

4%, (BY(f:4npry))
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ny
1 [kz]q
=A% | ——— E f(x, 2
nl lnz,qnz (y) k2=0 [nz_kz + l]qn

kz(kz—l) n
f2 277 2 k
. )q"z i) v
2 2
2 q"z ny

n,
1 z [kz]q kz(kz 1)
=~ 2, A | f| % =  Qny %Y |4 yka
an'an (y) = " ( ( [n2—k2 + 1] k ™ "2 [k ]an

k2 0 dn; qnz
z kz(kz 1) [ ] i 1
q “
"2 qn; (}/) " & nz 1=0 lnl'in )

[kl]qn1 [k ]

X f
<[n1—k1 + 1]qn quil

an nz

[k,]

Iy

kq(kq1-1
Any qn 1Tll [k ] xk1
[n,_k, + 1] ! g,

1 [k21q,,
gy, Dy, (wz Z ([nl_k + 1]y, apt [y ke + 1] "2)

kl(kl—l)
Xy, 2

kz(kz 1) n n
1 2 k.. k
2 1 2
qnz kl] [kz] x y
qu]_

an
= Lnl,nz (f’ qnll qnzr x; )7)
esitligine ulagilir.

i) ’nin kanitida benzer sekilde yapilir.

Lemma 4.4.2

i,j =0,1,2 olmak iizere e

seklinde tanimlansmn. (4.20) de tammlanan L, ..

ozellikleri saglar:

) Lnl,n2 (90~0F An,» qn, X% y) =1,

i) Ly, (efo;qnl,qnz,x, y) = [

i) Ly n, (€01 Gy dn, % Y) = [n, +1],, 1+y

qnl [nl - 1]

[n,] I,

: R%2 > R, iki boyutlu test fonksiyonu

6117.2 qnz

i J
~ x
= () ()
1+x 1+y

dogrusal pozitif operatorii asagidaki

x2

iv) L €20 A, qn,» % Y) =
) nl,nz( 20 qn1 qnz y) [nl + 1]571

+ [nl]qn1 X
[n, + 1]%1 1+x
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[nz]qnz [nz - 1]qn2 2 xz

[, + 112, ™A+ +4,)

V) Ly, (e A, Gn,» %) y) =

n [nZ]qn2 y
[n, + 1]%2 1+y

esitlikleri gecerlidir(Ersan Cevik 2008).

Kamt
Operatoriin tanimindan
nq
1 kq(kq—1) kz(kz 1)
L”p”z (800; Ty Anyr %o y) - [ ()’) z Z I, 2 g

ny n2 qTL kl_ k2—0

B,

esitligi gecerlidir. Burada 0 < g < 1 i¢in

n n—1

k(k-1) n K X
z q 2 [k] xk = 1_[(1 +g*x) = g (x)
k=0 a k=0

oldugundan (1) saglanr(Andrews et al 1999).

ii)
Benzer seklide
( ) 1 1 oL o2 [kl]q k1(k1—1) kz(kz—l)
L eN;q yn X, Y ) = Z Z—nlq 2 q 2
nyn, \©10’1ny’ in, lnvanl (X) lnz,Qn (y) b e [nl + 1]qn1 n, n,
ny n, ke Kk
X xt1yta
[kl]qnl kZ]qnz
1 qn1 Z kl(kl 1) n — 1
g, O n1+1] 2 I, k, -1],
n;—1
n1 Adnq (x) nl + 1]QTL 1k, ! Adnq
1 n;—1 ; )
= qnl Z £ kzl : [ - 1 x kl
o GO Ty + 11 In, b |, ()
n;—1
X [nl]qnl Z k]_(k]_ 1) [n — 1
1+x[n1+1] oy ba—tam, _1(x) n,
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K
X (qn, %)
_ [nl]qn1 X
[n, + l]qn1 1+4+x

esitligi gosterilebilir.

(iii) de ej, yerine eg; almarak benzer sekilde yapilabilir.
v)

Son olarak

Ly n, (€30 Qnyr @, %0 ¥)

nqy
qn1 kalk=1  kalkp=D rn, n, ke K
— E E q 2 q 2 X ity ©2
n1 dny (x) lnz An, (y) nl + 1]2 M "2 kl]qn1 kZ]

an

Z C[n1 n, +1 [nl] "Gy kq(kq-1) X
2 1
( ) [n, + 112 k,— 1! [n,— k], ™ x

n1 dnq "qnq dnq
n kq(k1-1)
— 1 [nl B 1]qn1 [nl]qm Zl q [nl —2 q %xkl
n - n
MPNCRNTESTRPR UL
kl(kl—l)
+ 1 qn1 Z [‘I’L1 -1 q 2 ka
(x) n, +1]2 ki, — 1 1
ny
kq(k1-1)
_ Xz 2 [nl qn Z [nl - 2 : 21 ( 2 x)k1
- Ln,, ny (x) T [nl + 1]2 " s
ny -1 1 kl(kl—l)
X qnl n’l - 2 key
o @il Z "], T @)
_ [nl]qnl [nl - 1]qn1 2 x2 [nl]qnl X

+
[n, + 112 qn, 1+x0(1+ inx) [, + 112, 1+x
esitligi gecerlidir.

Kanit benzer oldugundan v) ifadesinin kanitina yer verilmemistir.

R? iizerinde tamimli smirli ve siirekli fonksiyonlar uzayr Cz(R2) seklinde gdsterilsin.

uzaydaki norm

Ifll¢, (w2) = sup If (x, ¥l

x,y20

ile tanimhdr.
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Her x,y € R, i¢in

- flso ([T 1351)

esitsizligini saglayan fonksiyonlar uzayna H, uzayidenir.

iki degiskenli ¢ —BBH operatdrlerinin diizgiin yakmsakligindan bahsedebilmek i¢in ncelikle
H,(R?) uzayinda iki degiskenli dogrusal pozitif operatorler iginde yaklagimin saglandigmi

gostermek gerekir. Bunun i¢cin dncelikle asagidaki teorem kanitlanacaktir.

Teorem4.4.1

q= (in) ve q = (an) dizileri
0<qn1 S1,0<qn2 Slveqnl —)1(n1—)00),qn2 —)l(nz_)oo)

kosullarmi saglayan iki dizi olsun. Bu durumda é;;: R? - R, iki boyutlu test fonksiyonu

i j
&;; = (L) (L) seklinde tanimlanmak {izere
1+x) \1+y

A, o :H,(R%) > Cz(R2) olan herhangi bir dogrusal pozitif operatdr dizisi

nyn,

0 1im (140, n, (Bo0i G, G, %) = Booll g2y = O
D) (14, (E103 Gy %) = Exoll ) = 0
i) 1M (|45, (Boi @n,s Gy %) = Eaill 2y =0
iv) nlgglm||z4n1,n2 (820 + €025 Gy G,y X0 Y) = 859 — éOZ”cB(Ri) — 0

kosullarini sagliyorsa her f € H, (R?) igin

rli_l;r(}O”Anrnz (f' qn,» Any» X y) B f(x’ y)”CB (R}) =0

esitligi saglanir.
Kanit

Her f € H, (R2) ve her £ > 0 igin enazbir § > 0 vardir 6yleki

() + () <0
1+t 1+x 1+s 14y

i¢in
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lf(t,s) —fx,y)<e

esitsizligi saglanir.

Ayrica
t X \? S 2
() (o) 29
1+t 1+x 1+s 1+y
icin ise
2M t X \? S AR
t, - ) <= - -
f(&s) = fy)l 52 (1+t 1+x) +<1+s 1+y> l
esitsizligi saglanur.
Dolayistyla her (t,s), (x,y) € R2 igin
2M t X \? s Y \2
b fleplser ML XY (s ) 122
f(t9) = foeyl < 62l1+t 1+ x 1+4s 14y (4.22)
oldugu agiktrr.
Ay, nindogrusal ve pozitifligini kullanarak asagidaki esitsizlik elde edilir.

|4y, (f3 01, 42.%, ) — f]
=Ap 0, (f(65) = F0,3) + F (093 Qn, 0, % Y) — F(2,9)]
= |An1,n2 (f(t, S) - f(x'J’); qnllqnztxl )’) +f(x;}’)(14n1_n2 (1; qnl,qnz,X,y) — 1)|

= Anl,nz (lf(t’ S) h f(x'y)l; qnl’ qnz' X y) + |f| |An1,n2 (éOO; qnl'qnzrx' Y) - é00|

|An1n2(f; qn1'Qn2'x'y) - fl

<4 2M t X \? S Yy \?
= fmn, S+F(1+t_1+x) +<1+S_1+y>
+FIF1 A, n, (Boos Tny Gy %0 ¥) = Eoo)

S (8 + M)lAnynz (éoo; qnl;qnz;x»y) - éOOl t+e

2M . _ ) i
+ F“Anpnz (620 + eOZ;qnll qnz'xv y) — €5 + 802|

+2|An1,n2 (éloi n,» qn, X Y) - é10| + 2|An1,n2 (é01; n,»qn, X, Y) - éo1|]

esitsizligine ulasilir. Hipotezden teorem 4.4.2 de verilen kosullar uygulandiginda
711_{{}0 ”Anl,n2 (fl qnli ani X, y) - f(x’ y) ”CB (Ri) =0

esitsizligi gosterilmis olur.
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Simdi ikidegiskenli ¢ —BBH operatorleri i¢in bu teoremin dogrulugu gosterilecektir.
Teorem 4.4.2.

q = (qn,) ve ¢ = (q,,) dizileri 0<gq, <1,0<gq, <1lveq, —1(n, - ),

y

i j
qn, > 1 (n, > ) kosullarmi saglayan ikidizi olsun. Eger &;; = (L) (—) L,j=

1+x/) \1+y

olmak tizere L,, , : H,(R2) - Cx(R%) dogrusal pozitif operatorler dizisi igin

D Hm (1L, (Boo: Gn, G, %) = aoll, g2 = O

My —00

11) lirnnl,nz—wo||L711,n2 (élo; qnl' qnsz; y) - é10||CB(]Ri) = O;

iii) n1,17i1£rl>oo”Ln1‘n2 (é01; n,» 9n,» %, y) - éOl”CB (R2) =0,

iv) nlkiglm”l‘nl,nz (ézo + €o2; An, qn, % y) — &yt éOZ”CB(]Ri) =0
kosullar1saglaniyorsa her f € H,, (R2) igin

rlll_r)l;lo ||Ln1,n2 (ft qnlﬁ qnz'x' y) - f(x'y) ”CB(]R%_) =0

esitligi gecerlidir.

Kanit

0,1,2

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

Lemma 4.4.2 da elde edilen sonuglar kullanilarak asagidaki sonuglara kolaylikla ulagilabilir.

Ln1-n2 (éOO; qnll qnzlx; _'V) =1
esitliginden

lim ”Lnl’n2 (éoo; qnqunz'xr y) - éOO” =0

ny,ny,—00 Cp (Ri)

olacagiagiktir. Ayrica

. 5 [nl]qn1 X X
”L"r"z (900; qnl’qnz'x'Y) - eOO“CB N f;ipo [n, + 1], 1+x C14x
B -
SM -1
[n, + 1]qn1
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esitsizligi gegerlidir. ¢ —tam say1 tanimindan
[n1]

lim ———™ =1
n-oo [Tl1 + 1]Qn1

olup (4.24) saglanir. Simetri tanimindan (4.25) de kolayca gosterilir.

Son olarak
im (1L, (8o + 023, Gy 2 ¥) = 820+ Eoal
1,02
[nl]qnl [nl - 1]qn1 2 x2 n [nl]qn1 X

= sup q

X,y20 [n, + 1]fln1 " +0(1+ qnlx) [n, + 1](21711 1+x

[nz]an [nz - 1]qn2 2 y2 [nz]Qn y xZ yZ

Qn + 22 - 2 2
[n, + 112 2 1+ y)(1+4qyy) Mp+102, 1+y (1+x02 (1+y)

. x? [ndg, =1, , 1+4x )4 g, — x

x,yfo (1 + x)Z [nl + 1]¢27n1 qnl 1 + qn1X [n1 + 1]én1 1 tx

L <[”z]qn2 e Uy, 5, 14y _ ) L Mmele, ‘
(1+y)? [n, + 1]§n2 "2 14 qpx [n, + 1]31712 1+y
esitligi elde edilir. Burada
[n][n— 1] B G
m+1z e 0 e
tanimlamasi yapilirsa ¢ —tam say1 tanimindan [n] = g[n — 1] + 1 olacaktr. Dolayisiyla bu

esitligin yukarida de kullanilmastyla

[n][n—1] 1 24+q 1+¢
[+ 1 ‘?( “nr T e 1]2)

elde edilir. Boylece

”Lnl,nz (ézo + €02 dn, dnyp X 3’) —éyt éoz“

Cp (Ri)
x? 1 24 qy, 1+4q,, 1+x
= sup [—— [—(1- - -1
xyz0 |(1+x)2|q,, [n, + 1]qn1 [n, + 1]qn1 1+q,x
[nl]qn1 x_ ., y? IL( _ 2+4q,, 1+ qy, ) 1+y _1l
[n, + 1](2”1 1+x (1+y)?|q,, [n, + 1]%2 [n, + 1]3112 1+q,,y

4 [nz]qnz y
[n, + 1]?1112 1+y

x? <1 1+x 1>|
(1+x)%\qp, 1 +q,,x

x2 {i<_2+qn1+ 1+4q,, > 1+x}
(1 +x)2(qn, \ [0, +1] [nz+1]§n1 1+q,x
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n,

N [n,] x|, y? ( 1 14y 1)‘
su su — -
xz()p [n, + 1]?1111 1+x _p (1+¥)2\q,, 1+ qp,x

20
z 1 2+ 1+ 1+
+sup y—z{_ (— I q”; ) 4 }|
y20 [(L+ )% (q,, \ [n,+ 1]qn2 [n, + 1]qn2 1+4q,,y

+sup [nz] Y ‘
yg() [le + 1](21‘”2 1 + y

x? <1 1+x 1)
=sup——|——mm —
ng (1+x)2\qp, 1+ q, x

x2 1 ( 2+q, 1+gq, 1+x [l x
+sup—— 11— - 2 Sup 2
x20 (L+ 02 qn, \[ny +1g,  [ng+ 113, /1 +q,x olng+1]7 1+x

1+y } L P
yo [, + 112, 1+

2
y 1
+sup—— {—
q

+ su
y=0 (1+y)? 1+4q,,y 20

1 +q, 1+q, 1 1
S\~ 1)+ - 2 - 2
qn1 VER [n, + 1]qn1 [n, + 1]Qn1 qn, [n, + 1]qn1 qn, [n, + 1]qn

1 1
+ ——1 +—2
qnz An,

esitsizligi elde edilir.
Kabul geregi n - oo icin [n + 1] - o0 veq,,_,., oldugundan

nl'lrilfzrioJanl,nz (820 + €020, Gn,y %, Y) — €59 + éozncB =0

bulunur. Béylece (4.26)’de gdsterilmis olur. Dolayisiyla Teorem 4.4.1 geregi her
f € H,(R?) igin
lim Ly, n, (f: dn, dn, % 5) = £ =0

ny, Cp (]RZ
sonucuna ulagilir. Boylece iki degiskenli ¢ —BBH operatorlerinin f fonksiyonuna diizgiin

yakmsakligin1 gosterilmis olur.

4.5 iKi DEGISKENLI ¢ —-MEYER-KONIG VE ZELLER OPERATORLERI

Bu bolimde g —Meyer-Konig ve Zeller operatorlerinin iki degiskenli bir genellestirmesi
verilerek, bu operatdrlerin Volkov tipli yaklagim 6zellikleri incelenecektir.

Bu kisimda operatorlerin ki degiskenli bir genellestirmesi Barbosunun tekniginden

yararlanilarak asagidaki sekilde tanimlanacaktir(Barbosu 2000).
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Tamm4.5.1

1? = [0,A] x [0, A] = [0,A]? olsun. f € C(I*) ve 0 < q,,q9, < 1i¢in operatdrlerin iki

degiskenli hali

ny n,
unlql(X) = 1_[(1 — qilx) ve unzqz(x) = 1_[(1 — qux) dir.

5,=0 5,=0

00 00 n n
Q]_l[kl]q qzz [kz]q
M ’ ) 1 X421} = Z Z 1 , 2
My (f Qv 92X y) u"ﬂh(x)unzqz(Y) f([nl + kl]lh [nz + kz]qz

k1=0 k,=0
« ™ + k, ] [nz +k, klykz

seklinde tammlamr(Do gru ve Gupta 2006).

(4.27) de verilen operatorlerin lineer ve pozitif oldugu agiktir.

(4.27)

q, = q, = 1 alinwrsa klasik Meyer-Konig ve Zeller operatdrlerinin Stancu tipli genellestirmesi

(Stancu 1972) elde edilir.

Simdi, ana teoremin ispatinda kullanilacak olan asagidaki Lemma verilecektir.
Lemma 4.5.1

(4.27) ile tanimli operatdr i¢in

1) Iwnln2 (f: ql'qZJ'x' y) = Mnlx (any(f; qZ'xf }’));

11) Mnlnz (f;ql'qZ' X, y) = any (Mnlx(f; ql’x’ y))

esitlikleri gecerlidir.

© n
q;'[kil, n, +k
M, *(f;qp,.%y) =u, , (%) E f(—1 52 1 BEP
™ M k=0 [Tl1 + kl]q1 kl

q1

ve

y N 0" [kalg, \ [y +ky] g
an (f' qz,x,y) = u”z‘lz(y) z AL [n, + k] [ kz ] -
2 21q2 q:

k,=0

(Do gru ve Gupta 2006).
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Kanit

o n
qzz[kz]q n, +k
M x M y ; X, =M X Z ’—2 [ 2 2] k,
" ( n, (f; 9, x y)) n, unzqz(}’) f(x [n, +k,l,, k, qu

k,=0

olup, burada Mnlx in dogrusalligi kullanilirsa

My, * (M, (f: 420%.) )

J— oo qnz[kz]gz . le + k2 k
- u”z‘?z (y)2k2=0 M‘rllx (f <xi [n22 +k2]q2> ) q1; xl }’) [ k2 . y 2 (430)
2

elde edilir. (4.30) ve (4.28) birlikte diisiiniiliirse

L ik,
IVIn1 ( n, (f qz, X, y) anz(y) Z n194 (X) Z ( + kljl [le + kzi](h)

k,=0

X[nllj-kl] ok n2+k] y

1 q;lz [kz] 2
(x)unzq ) Z Z ( [n, + klil [le + kZ]qCI2>

k,=0k,=0

n, + kl] ky [nz + kz] K
X k, x Kk, y'e

qd1 qz

= Mn1n2 (f' ql! qZ'x! y)

sonucu elde edilir.

ii),1) ye benzer sekilde yapilir.

Bu kesimde, iki degiskenli g —Meyer-Konig ve Zeller operatrlerinin yaklasmm 6zellikleri
hem Dogru ve Gupta tarafindan verilen Heping tipli bir Korovkin teoremi (Dogru ve Gupta
2006) hem de Volkov (Volkov 1957) tarafindan verilen iki degiskenli fonksiyonlar igin

Korovkin teoremi yardimiyla incelenecektir.

Lemma 4.5.2

e;j: 1> = 1,e;;(t,s) = t's/ test fonksiyonlar1 olmak iizere (4.26) de tanimlanan operatdr igin

asagidaki 6zellikler gecerlidir (Dogru ve Gupta 2006).
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() My, (e00(6,5);q1,q5%,y) =1
(ll) Mn1n2 (elo(tls); qlquJx' )’) = q;llx
(ii)) My n, (€01 (t,8); 41,42 %, ¥) = 432y

ni

(1v) qfnlx =M n n, (ezo(t s); 41,92:%, y) = q2n1+1x2 + [nl] -
q1
2ny
(v) q2n2 My n, (ep2(t,5); 91,92, %, y) <q2n2+1 2
[n,lq,
Kanit

i) ego = t°s® = 1 igin Lemma4.5.1 i) den
Mnlnz(l;qll qZ’x’ y) = Mnlx (any(l; q2;x, Y))

=Mn1x nzqz( ) z [nz + k, ]

k,=0

yazilabilir. My, * in dogrusalligindan

= n, +k
Mnlnz(l;CIP qz’x’ y) = ‘u_nzqz (y) Z Mnlx(l;CIl;x; }’) [ 2 k2 2] ykz
fy=0 q2

n, +k,
=M, *(1;q1,% Yty q, () z [ 2 yke

k,=0 qz

nlql()Z[n1+k } nzqz()Z[n2+k )

bulunur. Dolayisiyla
IVInln2 (1 q.,97,%, y) =1
esitligi elde edilir.

i)

e,o = t's® =t igin Lemma4.5.1 (ii) den

Mnlnz (el(); ql’ qZ’x' y) = any (Mnlx(el(); q1;x, :V))
Nl
= any u”l‘h(x) Z 4 i nll-CI- kl xkl
=0 [y + kilg, 1 1y,

esitligi gecerlidir. any in dogrusalligindan
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[k ] n, +k
n1n2 (610» q1,92,%, :V) = Upq, (x) Z M, Y(1; 4z, X, y)ﬁ lk 1l yke
k1=0 q1
= kil 1 n, +k, 2
M (1 qZ'x y)unlql(x) - k x*1
= 1 q1
key=
n, +k, N q11[k n1+k1 K
= tngq, () z [ ] v [n, + k] okl |k X
k,=0 k,=0 a1

esitligi dogrudur. Boylece

My, n, (€105 1, 92, %,Y) = q1*x

esitligi gdsterilmis olur.

iii)

ey, = t°s' = s igin Lemma 4.5.1 i) den

]Wnln2 (601; qliqZIXJ y) - Mnlx (any (601:611,96. ,V))

+ k,
=M. * z qz [nZ ]
nq leqz( ) [nz + k

bulunur. M,, * in dogrusalligndan

22k, n +k
Mnlnz(em;ql;qz,x,Y) - nz‘lz(y) z M, x(l qi, X, y)[ qz 2 ] y

k=0 +kelg,
2 q2 le + k
=M, *(1;q.x, y)unzqz(y) y
n, +k, q3°[
= Unyg, (¥ )Z[ 1 ] nﬂz(”z +k )
k=0 a1 k,=0
n, + kz]
x|,
olacaktir. Dolayisiyla
2n,
q, "y
qznzy < My n, (€10; 91,92 %, ¥) < q2n2+1y2 + [;—]
qz

esitsizligi elde edilir.
Teorem4.5.1

0 < gy, q2n, < 1 olmak lizere (qlm) ve (qz'nz) dizileri,
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1

. n,  _ ; —
lim Aip, = 1 , lim =0

M=o M= [nl]Q1n1
o 1

lim Ao, = 1 , lim ————=20

n,—oo n, - [nz]qznz

esitliklerini sagliyorsa, her f € C (I?) igin (Mnl,12 (fs duny Gom, % y)) operatdrler dizisi I?

tizerinde f(x,y) ye diizgiin yakmsar(Dogru ve Gupta 2006).
Kamt

Operatoriin dogrusalligi ve Lemma 4.5.2 deki iv) ve v) den

2ny ,.2 2n3 ;2 . .
anlx + qZ,nzy = 1\4111112 (820' Ch,nll QZ,n2' X y) + Ivlnln2 (602' Q1,n1' qZ,nz' X, y)
2n, 2n,
X X
ql,n1 q2,n2

2ny 2 2n, .2
Squp X T QY t

+
[nl] Q1,n1 [nz] QZ,TLZ

bulunur.n; - o ve n, - o i¢in limite gegilirse sikistirma teoreminden
Mnln2 (ezo *+ €02 A1n, A2ny %o Y) =>x%4y?

bulunur.

Lemma 4.5.1 1), iii) den n,, n, — ooi¢in limite gegilir ve hipotez kullanilirsa
My n, (€005 41, q2%,¥) = 1

My n, (€105 1, G20 %, ¥) = x

My n, (€01; 41,92 %, Y) =y

olacaktir. Bu ise kanit1 tamamlar.

Lemma 4.5.2, Teorem 4.5.1 kullanilarak asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 4.5.1

0 < gy, q2n, < 1 olmak lizere (Q1,n1) ve (CIz,nz) dizileri,

. n .
lim ¢q;; =¢; <1, , lim g, =1
n,—> 0 ! ny—> o

. n .

lim ¢q,2 =c, <1, , lim Ao, = 1
n,—co 2 n,— oo

kosullarmi saglasin. Budurumda her f € C(I?) i¢in
Jim [|My, 1, (F) = Mereo (] 12 = O,

esitligi gecerlidir(Dogru ve Gupta 2006).
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Operatorlerin yaklagimm hizlar1 siireklilik modiilii ve Lipschitz sinifindan fonksiyonlar

yardimiyla incelenecektir.

Tamm 4.5.2

5,>0,8,> 0ve f € C(I?) olmak iizere, iki degiskenli fonksiyonlar i¢in siireklilik modiilii
w(f;6,,6,) =sup{lf(t,s) — f,|:(t5),(x,y) €% |t —x| <8, ls —y| <6,}
seklinde tanimlanir.

Burada f € C(I?) i¢in oldugundan

5,2 0ved, - 0icinw(f;6,5,) =0

oldugu agiktr. Ayrica w(f; 8;,8,) nin monotonlugundan

If(t,8) = fO, | < w(f;le — x|, |s —yI)

< w(f; 51,62)<|t;x| +1) <|S;y| +1> (4.31)

esitsizligi gegerlidir. (Stancu 1972) (Barbosu 2000).

Teorem4.5.3

0 < gy, q2n, < 1 olmak lizere (qunl) ve (%,nz) dizileri Teorem 4.5.1 in kosullarmi

saglasm.
1 1
2n1 )3 2nz )2
_ ny \2 42 4 An — ny V242 4 Adamy
O1n, = {(1 - ql;ll) A? + [nl]qll } ve 8yn = {(1 - qz,%z) A? + [nZJqZZ }
N1 N2

olmak tizere
||1Wn1n2 (fl ql,nlJ qZ,nz' ) - f”C(IZ) <4 w(f; 51,n1' 62,n2)

esitsizligi saglanir(Dogru ve Gupta 2006).
Kamt

Her (x,y) € I? igin M,, ,,, nindogrusalhigindan

|Mn1n2 (f' Q1,n1'q2,n2' x'y) - f(x' y)l = |1\/In1n2 (f(t's) - f(x, y); Q1,n1'q2,n2' xry)l
esitligi gecerlidir. Lemma 4.5.1 1) kullanilarak
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M, .. (F(t.5) _f(xJ’)iq1,n1'qz,n2,x,3’)| = |Mn1x (any(f(t, s) — f(x,y);qz'nz,x,y))l

k]
- M"1x N242m, (y) Z { ( ]qZ"z >_f(x’y)} nzl-cl- k2 ykz
k,=0 2 dz2n,

esitligi yazilabilir. Mnlxin dogrusalligi, Lemma 4.5.1 ii) kullanilirsa

M, . (f(65) = F(,9): Ay, Ao, % 7))

qZTL [k ]Q2n n +k k
= nqunz(y)Z ny { < #]2 — [y qun, %y Zkz 2 yke
np

CIZ,nZ
(o] oo n
Q10 [kl]q an [k ]q
= [ty ) D thngg,, @ ) {f Lt BP0 | f(x,y)
N242,n, ke;=0 T k,=0 [n1 + kl]Ql,TLl [nZ t k2]q2.nz
% n, +k1] xki nzl:'zkz] ykz
Qan
n
qln Q1n q2,$1 [kz]qzrl
Sup, G nqn(y)22{< 1 LI T
e o k,=0k,=0 [, + k] 11y "[n, + kz]‘h.nz
n, +k, n, +k, ky K
X k, k, ¥
ql'nl QZ,nz
=M, . (If(t,s) = fFO Va1, 920, % V) (+32)

esitsizligi My, , operatoriniin monoton ve dogrusal olmast kullanilarak

My o, (IF (6,8) = F 0|5 Gy, o, %0 Y)

1
< w(f; 61'62) [EMnlnz(lt - xIIs - yl; ql,nli QZ,nz'xry)
1 1
+6_1Mn1n2 (lt —x|; Q1,n1'q2,n2’x'y) + 6_2Mn1n2(|5 - yl; Qin, QZ,nz'xfy) + 1]
_ 1 x y
=w(f;6,,6,) EMnl (Mn2 (It —xlls —yI;qzlnz,x,y))

1 1
+6—1an3’ (Mn1X(|t — x|; Ch,nl'x'J’)) + 6—2Mn1x (any(|s - yl;qz'nz,x,y)) + 1]

1
= w(f; 6,8 [—M Z
w(f 1 2) 6162 nqun (y) |t nz +k ] k2

qZTLZ ]anZ _ ‘ nz + kz ykz

qz,‘nz
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1 c
+6—1an unlql’nl(x)z

1 X
5 M,

esitsizligi bulunur. Burada M,, *

unzqz,nz (y) Z

k,=0

k,=0

arn, [kilg, .
[n, + kl]qm1

a32, k2, )
[n, + kz]qz'n2 i

My o (If (&,8) = F W Ay, Qo 1Y)

n, + k]

qln k ]q
< 6 15 [ Z E Ly -
w(f 1 ) 6 6 nlqln ( ) ]q1 .
anz 2]an2 le + kz
| e R
k,=0
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SONUC

Bu tezde farkli operatorlerin tek degiskenli ve iki degiskenli hallerinin C[0,A] ve agirlkli
uzaylardaki yaklagim 6zelliklerini inceledik.

Literatiirdeki operatdrlerin bazilar1 i¢cin q genellestirmeler bazilar1 i¢inse operatorlerin iki
degiskenli halleri heniliz g¢alisilmamustir. Literatiirdeki bosluklar1 gostermesi agisindan
tezimizin Onemli bir kaynak olabilecegi disiincesindeyiz. Bunun disinda tezde verilen
operatdrlerin yeni formlarmi olusturarak yaklasim 6zelliklerini inceleyecek arastirmacilar igin

de bir bagvuru kaynagi niteligindedir.
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