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Doktora Tezi

OZET

SUREKLI KESIRLERIN YINELENME BAGINTILARI iLE ALT YORUNGESEL
GRAFLARDAKI AGACLARIN OZEL KOSELERI

Ummiigiilsin AKBABA
Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigman: Dog. Dr. Ali Hikmet DEGER
2022, 73 Sayfa

Bu tez calismasinda esas amag¢ F, y alt yoriingesel grafindaki minimal uzunluklu yol
(agaclar) kavramindan yola c¢ikarak, bu yoldaki koseleri, siirekli kesir yapilarn ile

iligkilendirerek incelemektir.

Tez calismasi iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda ¢alismada kullanilacak 6n
bilgiler, Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas say:1 dizileri, iirete¢ fonksiyonlar, siirekli
kesirler, yinelenme bagintilari, I' modiiler grubu, Farey, F,y, G,y graflar1 basliklari
altinda verilmistir. Tkinci kissmda u? + (=1)‘k;u+1 =0 (modN),i =12ve 1 <k; <
N kongriians denklemindeki k; degerleri ile, F, 5 alt yoriingesel grafindaki minimal
uzunluklu yoldaki koseleri veren doniisiim elde edildikten sonra, burada ortaya cikan
siirekli kesir yapisi ele alinmistir. Daha sonra bu siirekli kesir yapisinin yinelenme
bagintilar1 yardimiyla, k; 6zel degerleri i¢in koseler, literatiirdeki Fibonacci ve Pell tam
say1 dizileri ile iligkilendirilmistir. Buradan, bu tam say1 dizilerinin matris bagintilar elde
edilmistir. Daha sonra bu stirekli kesir yapisindan elde edilen bagka bir yinelenme bagintisi

yardimiyla iirete¢ fonksiyonlar incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Alt yoriingesel graflar, Stirekli kesirler, Minimal uzunluklar,
Fibonacci say1 dizisi, Lucas sayi dizisi, Pell say1 dizisi, Pell-Lucas
say1 dizisi, Uretec fonksiyonlar.
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PhD Thesis

SUMMARY

SPECIAL VERTICES OF TREES ON SUBORBITAL GRAPHS WITH RECURRENCE
RELATIONS OF CONTINUED FRACTIONS

Ummiigiilsin AKBABA
Karadeniz Technical University
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Mathematics Graduate Program
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ali Hikmet DEGER
2022, 73 Pages

The main purpose of this thesis; from the notion of minimal length path (trees) of
suborbital graph F, v, is to examine the vertices in this path by associating them with
continued fraction structures.

The thesis consists of two parts. In the first part, the preliminary information to be
used in the study is under the headings of Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas number
sequences, generating functions, continued fractions, recurrence relations, I' modular
group, Farey, F,y, G,y graphs are given. In the second part, after obtaining the
transformation that gives the vertices on the minimal-length path in the F, 5 suborbital
graph with the k; values on u?+ (—=1)'k;u+1=0 (modN),i=12 ,1<k;<N
congruence equation, the continuous fraction structure that emerges here is discussed.
Then, the vertices are associated with the Fibonacci and Pell integer sequences in the
literature for special k; values of that continuous fraction structure with the help of
recurrence relations. From here, the matrix relations of these integer sequences are
obtained. Then, the generating functions are examined with the help of another recurrence

relation obtained from this continued fraction structure.

Key Words: Suborbital graphs, Continued fractions, Minimal length paths, Fibonacci
sequences, Lucas sequences, Pell sequences, Pell-Lucas sequences.
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1. GENEL BILGILER
1.1. Giris

Temel olarak bir graf (¢izge) bir agin matematiksel temsilidir ve ¢izgiler ile noktalar
arasindaki iligkiyi belirler. Noktalardan ve onlar1 birlestiren ¢izgilerden olusur. Cizgilerin
uzunlugu ve noktalarin konumu 6nemli degildir. Bir graftaki her bir nesneye bir diigiim
denir. Bir “G” grafi, “e” linkleri olarak adlandirilan kenarlarla birbirine baglanan, “v” ad1
verilen bir kdse kiimesidir. Boylece G = (v, e) dir. Graftaki bir v kosesi, bir grafin kesisme
noktasidir. Sehir, yol kavsagi veya ulasim terminali gibi bir konumu belirtir. Graftaki bir e
kenar1 ise, iki kose arasindaki baglantidir. Baglanti, koseler arasindaki hareketleri ifade
eder. Genellikle ok olarak gosterilen bir yoni vardir. Ok kullanilmiyorsa baglanti ¢ift
yonlidir. G = (V,E) de bir yiriyls G nin kenar ve koselerini igeren
Vi) €j,) Vi) €),0 - €y, Vg, seklindeki sonlu bir dizidir. Eger her kenar en fazla bir kere
gecilirse bu yliriiylis bir yoldur. Basladig1 kdseye geri donen ve ayni koseden iki kez
gecmeyen yola ise devre adi verilir. Her kdse ¢ifti arasinda bir yol varsa graf baglantili aksi

halde baglantisizdir. Aga¢ ise yonlendirilmemis, baglantili ve devre igcermeyen graftir.

Graf teorisi kullanilarak bir rota planlama veya optimizasyon gorevi formiile edilip
coziilebilir hale getirilir. Buna bir 6rnek olarak gezgin satici (traveling salesman) problemi
verilebilir. Teorik bilgisayar bilimi ve yoneylem arastirmasinda oOnemli olan,

kombinatoryal optimizasyonda iyi bilinen bir problemdir. (Biggs, 1986; Ruohonen, 2008)

Graf teorisinin 18. yiizyilda Isvigreli Matematik¢i Leonhard Euler tarafindan, {inlii
“Konigsberg’in Yedi Kopriisii” problemi lizerine yaptig1 ¢alisma ile temeli atild1 (Biggs,
1986; Ruohonen, 2008). Bir sehir ve kopriiler vb. ile ilgili somut bir problemden bir grafa
doniistiiriilen bir soyutlama yontemi ile Euler, bu problemin bir ¢dziimiiniin olmadigini
matematiksel olarak kanitladi. Sonrasinda graf teorisi zamanla geliserek bugiin ¢ok sayida

modern uygulamasi olan bir alana doniistii.

Graf teorisi nihayetinde iligkilerin incelenmesidir. Sehir planlarindan, bilgisayar
verilerine kadar her seyi soyutlayabilen bir dizi diiglim ve baglant:1 verildiginde, graf teorisi

dinamik sistemlerin bir¢ok hareketli parcasini 6lgmek ve basitlestirmek i¢in yararh bir arag



saglar. Graflar1 bu ¢at1 altinda incelemek, bir¢cok diizenleme, ag olusturma, optimizasyon,

eslestirme ve operasyonel soruna ¢oziim saglar.

Graflar; fiziksel, biyolojik, sosyal ve bilgi sistemlerinde bir¢ok iliski ve siireg
tiiriinii modellemek icin kullanilabilir. Ornegin; sosyal medya (arkadas/baglanti dnerileri),
arama motorlarinda siralama, eve giden en kisa yolu bulmak i¢in GPS haritalari, Kimyada
molekiil ve atomlarin incelenmesi, DNA dizilimi ve Bilgisayar ag giivenligi gibi birgok

alanda kullanilir.

Sekil 1. Konigsberg’ in 7 Kopriisiiniin Graf Modeli

Sekil 2. Bir Elektrik Devresi ve Graf Modeli
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Sekil 3. Sosyal Ag Graf Model Ornegi

G, PSL(2,Z) grubunun sonlu indeksli bir alt grubu ve H kompleks diizlemin {iist yar1

diizlemi olmak tizere H*: = H U Q U {0} olsun. Bu halde G nin cinsi (genus of G),

u U2 U3 Voo
=1+L-2-_2=_ =
9 12 4 3 2

ile verilir. Burada u = G nin PSL(2, Z) deki indeksi;

v, = G nin 2 mertebeli esdeger olmayan eliptik alt gruplarinin sayisi
v3 = G nin 3 mertebeli esdeger olmayan eliptik alt gruplarinin sayisi
Vs = G nin esdeger olmayan uglarinin (cusp) sayisi

olarak alinir. (Hui, 2003)

Kongriians alt gruplarin cins formiillerinin belirlenmesi giinlimiizde hala agik bir
problem olarak ele alinmaktadir. SL(2,Z)’nin keyfi bir sonlu indeksli alt grubu
verildiginde, onun cinsi kolaylikla hesaplanabilir. Fakat bu durumun tersi, yani keyfi bir
cins verildiginde, o cinse sahip olan kongriians-olmayan ve kongriians alt gruplar hakkinda

ne sOylenebilecegi konusu o kadar basit degildir (Cummins, 2003). Bu halde bir cinse



karsilik gelen grubun belirlenmesi ile grup hakkinda daha fazla bilgi sahibi olunmasi

mumkin olacaktir.

H := {z € C : Im(z) > 0} iist yar1 diizlem olmak {izere, Modiiler grup SL(2,7Z) :=
I' i¢in otomorfik fonksiyonlar, I'\H tizerindeki fonksiyonlardir. Otomorfik formlar olarak
adlandirilan SL(2,R) nin ayrik alt gruplarinin etkisi altinda biraz farkli doniisen
fonksiyonlar1 incelemek istiyoruz, dyle ki bunlardan herhangi ikisinin orani (ayn1 agirlikta)

otomorfik bir fonksiyon verecektir (Shimura, 1971).

Permiitasyon gruplar1 kullanilarak olusturulan graflar1 C.C. Sims, Graphs and Finite
Permutation Groups adli calismasinda ele aldi (Sims, 1967). Bu c¢alismada Sims
yonlendirilmis ve yonlendirilmemis graflar1 inceleyerek onlar1 primitif gruplara
uygulamistir. Jones, Singerman ve Wicks ise Sims’in bu calismasindan yola ¢ikarak
Modiiler grubun genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi iizerindeki hareketini tanimlayarak
alt yoriingesel graflart olusturdular (Jones, vd., 1991). T nin Q = Q U {oo} iizerindeki bu
hareketinin transitif oldugunu gosterdiler. Ayrica, bu graflarin devre uzunluklarim
incelediler. Alt yoriingesel graflardaki devreler ve eliptik elemanlar ise (Giiler, vd., 2011;
Kader, vd., 2011) ¢alismalarinda incelenmistir. Akbas, bir grafin hi¢bir liggen igermemesi
i¢in gerek ve yeter sart u? +u+ 1  mod(N) oldugunu gostermistir. (Akbas, 2001).
Kader ve Giiler genisletilmis modiiler grup I’ nin @ iizerindeki hareketini inceleyerek,
G, v ve Fyy alt yoriingesel graflarim olusturdular. (Kader, vd., 2013) I'? modiiler grubu
icin alt yoriingesel graflar ise (Gtiler, vd., 2015) calismasinda incelenmistir. Alt yoriingesel

graflardan olusturulan kongriians denklemler ise Kader, Giiler ve Besenk tarafindan

arastirildi (Gtiler, vd., 2019).

Alt yoriingesel graflar ve siirekli kesirler arasindaki iliski Deger, Besenk ve Giiler
tarafindan incelendi (Gtiler, vd., 2011). Ayrica Sarma, Kushwaha ve Krishnan, Farey
graflarina izmorfik alt yoriingesel graflarla olusturulan siirekli kesirlerin yeni tiirleri

izerine ¢alistilar (Sarma, vd., 2015; Kushwaha, vd., 2018).

Deger, F, y alt yoriingesel graflarindaki kenar sartlarindan yola ¢ikarak bir kosenin
gidebilecegi en uzak koseyi tanimladi. Boylece minimal uzunluklu yol kavraminin

tanimini verdi (Deger, 2017).



Bu tez calismasinda F, y alt yoriingesel graflarindaki minimal uzunluklu yol
kavrami her iki yon i¢in incelendi. Minimal uzunluklu yoldaki koselerin siirekli kesir
yapisi igerdigi belirlendi. Bu siirekli kesir yapilart u? + (=1)‘'k;u +1 =0 (modN),i =
1,2 ve 1 < k; < N kongriians denklemindeki k; degeri ile karakterize edilerek minimal
uzunluklu yoldaki kdseler her iki yon i¢in yeni bir esitlikle yazildi. Ilk énce, k; = 3 degeri
i¢in siirekli kesirlerin yinelenme bagintisinin karakteristik denklemi kullanilarak, Fibonacci
sayilar1 ile koseler arasindaki iliski incelendi. Bu iligki sonucunda stirekli kesirlerin matris
bagintilar1 kullanilarak Fibonacci ve Lucas sayilarini veren yeni matrisler elde edildi ve bu

matrisler incelendi.

Daha sonra k; = 6 degeri icin 6zel olarak koselerin icerdigi siirekli kesir yapisi
incelenerek Pell sayilari ile iligkili oldugu goriildii. Yine stirekli kesirlerin matris bagintilari
kullanilarak Pell ve Pell-Lucas sayilarmi veren yeni matrisler elde edilip bu matrisler

incelendi.

F, v alt yoriingesel graflarindaki minimal uzunluklu yoldaki koselerin siirekli kesir
yapist yeni bir yinelenme bagintis1 ile yazilarak bu yinelenme bagintisinin iiretec

fonksiyonu yazilip, 6zel durumlar i¢in incelendi.

Son olarak F,, y alt yoriingesel graflarindaki minimal uzunluklu yoldaki koseleri veren
bir algoritma olusturuldu. Bu algoritma sayesinde u, N ve k; degerleri girilerek hem sag

hem de sol yon i¢in kdselerin hizli bir sekilde hesaplandigi goriildii.

Tezin ilk bolimiinde ihtiya¢ duyacagimiz temel tanim, teorem ve kavramlar

Ozetlenecek, ikinci boliimde ise ilgili hesaplamalar yapilip, sonuglar verilecektir.
1.2. Fibonacci ve Lucas Say1 Dizileri

Fibonacci ve Lucas say1 dizileri tam say1 dizilerinin en genis ¢alisma alanina sahip
konularidir. Sanat, miizik, mimarlik resim, fotograf gibi alanlarda dahi uygulamalar1 olan
sayilardir. Fibonacci sayilari, Leonardo Fibonacci'nin klasik eseri Liber Abaci kitabinda

verdigi en meshur problem olan tavsan probleminden dogar. Edouard Lucas ise bu



sayilardan faydalanarak kendi say1 dizisini olusturmus ve buna Lucas say1 dizisi adin1

vermistir.

Fibonacci say1 dizilerinin matrislerle iliskisi ilk olarak King (1960), tarafindan
master tezinde incelendi. Daha sonra Hoggatt and Ruggles, (1963) ve Moore, (1983) bu
konuda baska caligmalar yapti. Fibonacci say1 dizilerinin matris uygulamalar ise,
elektrik netvork sistemleri, bilgi giivenligi, kodlama teorisi vb. alanlarda kullanilir.

(Basin, 1967; Prajapat vd., 2012; Stakhov, 2005).
Tamm 1.2.1.

Fy = 0, F; = 1 baslangi¢ kosullart ve n € N,n > 2 olmak {izere
E,=Fpqa+F D

yinelenme bagmtist ile tanimlanan diziye Fibonacci say1 dizisi denir. F, ise n. Fibonacci

sayist olarak adlandirilir.
Tanmm 1.2.2.

F, =F,_1 + F,_,, n € N,n > 2 yinelenme bagintis1 ile negatif indisli Fibonacci sayilar

asagidaki sekilde verilir:

Fnp= (_1)n+1Fn—1- (2)

Tanmm 1.2.3.
Lo = 2, L; = 1 baslangi¢ kosullar1 ve n € N,n > 2 olmak iizere
Ly=L, 1+L,_, (3)

yinelenme bagtisi ile tanimlanan diziye Lucas say1 dizisi denir. L,, ise n. Lucas sayisi

olarak adlandirilir.



Asagidaki tabloda bazi Fibonacci ve Lucas sayilari verilmistir.

Tablo 1. Bazi Fibonacci ve Lucas Sayilarin1 Veren Tablo

(4)

n 1 |2 3 4 5 6 7 8 9 10 (11 |12 |13

F, 1 1 2 3 5 8 13 |21 |34 |55 |89 |144 |233

L, |1 3 4 7 11 (18 |29 |47 |76 |123 |199 |322 |521
Teorem 1.2.4. (Cassini Formiilii) (Koshy, 2001)

F,, n. Fibonacci sayis1 ve n = 1 olmak tizere:
Foo1Fp1 — Fn2 = (-D"
Teorem 1.2.5. (Binet Formiilleri) (Koshy, 2001)
x? — x — 1 = 0 denkleminin kokleri o« =%, g =12 olmak iizere, n>1 icin n.

Fibonacci sayis1 agagidaki esitlik ile verilir;

a™ — B"
=P
a—p

Teorem 1.2.6. (Binet Formiilleri) (Koshy, 2001)

x% — x — 1 = 0 denkleminin kokleri a =

Lucas sayis1 agagidaki esitlik ile verilir;

L, =a™+ p™

1+/5

2 p

©)

1-v5 .. ..
> olmak tizere, n =1 i¢in n.

(6)



Sonug 1.2.7. (Koshy, 2001)
Asagidaki esitlikler saglanir;

i Fy,=F,L,
il. Fn—l + FTL+1 = Ln,
1il. Fn+2 - FTL—Z = Ln,

. Ln—l + Ln+1 = 5Fn
1.3. Fibonacci Matrisleri

Fibonacci sayilarinin matris uygulamalart matematigin bir¢ok alaninda kullanilir.

Fibonacci sayilar1 ve matrisler arasindaki baglantiy1 veren en temel matris

o= )

olup, Q-matris olarak adlandirilir. Bu matris ilk olarak Charles H. King tarafindan 1960
yilinda ¢alisilmstir.

Teorem 1.3.1. (King, 1960)
n = 1 olmak lizere, asagidaki esitlik saglanir;

o=y )

Q-Matrisi kullanilarak asagidaki sonuglar elde dilir:
Sonug 1.3.2. (Koshy, 2001)

i Fpins1 = FneiFner + Enby
i, Fnin = Fns1Fn + FnFnoq,
ii.  Fpiner = FnFper + FnFoog,

V. Fpin-1 = FnFy + Fpo1Faog



Diger bir matris olan M-matrisi ise 1983 yilinda Sam Moore tarafindan ¢alisiimistir;

M= (1 ;). )

Teorem 1.3.3. (Moore, 1983)
n > 1 olmak tlizere, asagidaki esitlik saglanir;

Mn = (FZn—l Fop ) (10)
an FZTL+1 '

Teorem 1.3.4. (Koshy, 2001)

Q™ matrisinin karakteristik kokleri a™ ve ™ dir.
Sonug¢ 1.3.5. (Koshy, 2001)

Q matrisinin karakteristik kokleri a ve § dir.

Lucas say1 dizilerini veren matris ise asagidaki R matrisidir.

R=(! 21)_ (11)

Teorem 1.3.6. (Hoggatt ve Ruggles, 1963)

n = 1 olmak iizere;

L L (12)
R n_ < n+1 n )
Q Ln Ln—l

3 X 3 tipindeki bir matris ile Fibonacci sayilar arasindaki iligki ise asagidaki P matrisi ile

verilir;

(001) (13)
P=(0 1 2)
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Teorem 1.3.7. (Koshy, 2001)

n > 1 olmak lizere asagidaki esitlik verilir:

F?_, F,_,E, E? (14)
P" =\ 2F,_1Fy Fiyg —FaoaFy 2B Fny |
R} FoFnyq Fi

1.4. Pell, Pell-Lucas Say1 Dizileri

Fibonacci sayilar1 gibi Pell sayilar1 da bircok 6nemli uygulama alaninda kullanilan
popiiler say1 dizilerindendir. Ercolano, (1979), Bicknell, (1975) ve Horadam (1971) Pell ve

Pell-Lucas sayilarinin temellerini atan ¢alismalar1 yapmuslardir.
Tanim 1.4.1.

Py, = 0, P; = 1 baslangi¢ kosullar1 ve n € N, n > 2 olmak {izere;
Py = 2P, 1 + Pu_s (1)

yinelenme bagintisi ile tanimlanan diziye Pell say1 dizisi denir. B, ise n. Pell sayisi1 olarak

adlandirilir.
Tanim 1.4.2.

Qo = 1, Q; = 1 baslangi¢ kosullar1 ve n € N,n > 2 olmak iizere;
16
Qn = 201 + Qns (1

yinelenme bagintisi ile tanimlanan diziye Pell-Lucas say1 dizisi denir. Q,, ise n. Pell-Lucas

sayisi olarak adlandirilir.
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Tanim 1.4.3.

P, =2P, 1+ P, ,, n€N,n=>2 yinelenme bagintis1 ile negatif indisli Pell sayilar

asagidaki sekilde verilir;

Pp=(D"1h,. (17)

Tanim 1.4.4.

Qn=2Q,-1+Qu_2 n€N,n>2 yinelenme bagintis1 ile negatif indisli Pell-Lucas

sayilar1 asagidaki sekilde verilir;

Q-n= (_1)nQn- (18)

Asagidaki tabloda bazi Pell ve Pell-Lucas sayilar1 verilmistir.

Tablo 2. Bazi Pell ve Pell-Lucas Sayilarin1 Veren Tablo

P, |1 [2]5(12]29]70|169 |408 | 985 |2378

Q|1 3|77 | 174199 |239]| 1393|3363

Teorem 1.4.5. (Koshy, 2014)

¥, x? — 2x — 1 = 0 denkleminin pozitif kokii, § ise negatif kokii olmak iizere; n > 1 i¢in

asagidaki esitlik verilir;

B yn — 677. (19)
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Teorem 1.4.6. (Koshy, 2014)

¥, x? —2x — 1 = 0 denkleminin pozitif kokii, § ise negatif kokii olmak iizere; n > 1 igin

asagidaki esitlik verilir:

B y™t 4+ 6" (20)
n — 2 .

Teorem 1.4.7. (Simpson Formiilii) (Koshy, 2014)
P, n. Pell sayisi, n > 1 olmak iizere;

Pni1Pnq — B = (=D 1)

Teorem 1.4.8. (Koshy, 2014)

Asagidaki ifadeler verilir;

L. Qn + Qn_q = 2P,
ii. PZn = ZPnQn;

iii.  Qpi1+ Qn-qg = 4P,

1.5. Pell Matrisleri

Fibonacci sayilarinda oldugu gibi Pell sayilar1 ve matrisler arasindaki baglanti

incelendiginde,
(21 (22)
P=(1 o

P-matrisi alinir.

Teorem 1.5.1. (Koshy, 2014)

n = 1 olmak lizere, asagidaki esitlik saglanir;
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pn — (Pn+1 P ) (23)
Pn Pad/
P-Matrisi kullanilarak asagidaki sonug elde edilir:
Sonug 1.5.2. (Koshy, 2014)

Prin = PpPpiq + Pp_q By (24)

Teorem 1.5.3. (Koshy, 2014)
P™ matrisinin karakteristik kokleri y™ve 6™ dir.
Sonug 1.5.4. (Koshy, 2014)

P matrisinin karakteristik kokleri y ve § dir.

1.6. Urete¢ Fonksiyonlar
g, aq,.. gercel sayilar olmak tizere, agy, a4, a3, . .. dizisi alinsin. O zaman,

a(x) = ag + a;x + ax*+... +a,x™ + - (25)
fonksiyonuna (a,,) dizisinin iirete¢ fonksiyonu denir. @; = 0, i > n olacak sekilde sonlu
g, A1, Az, . .., Ay dizisinin iirete¢ fonksiyonu ise asagidaki sekildedir:

a(x) = ay + a1x + a,x*+... +ax™ (26)

Ayrica, n € N olacak sekilde, (a,) dizisinin {iirete¢ fonksiyonu asagidaki sekilde

yazilabilir;

L =14 ax + a?x% 4. +at = BT atxm, 27)

1-ax -
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Ornek: E, =F,_; + F,_,,F, = 0,F; = 1, Fibonacci yinelenme bagintisin1 ¢oziimlemek

icin iirete¢ fonksiyonu kullanilsin. O halde Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu
h(x) = Fy + Fix + F,x%+.. . +Ex™+.... (28)
ile verilir. F,,_; ve F,_, in mertebeleri sirasiyla 1 ve 2 olup, F, nin mertebesinden az
oldugundan, xh(x) ve x?h(x):
xh(x) = Fix? + F,x3 + Fyx*+.. . +F,_1x"+...
x2h(x) = F1x3 + Fox* + Fyx®+... +F_,x™+...

h(x) — xh(x) — x*h(x) = Fix + (F, — F))x* + (F; — F, —
Fl)x3+. . +(FTL - Fn—l - Fn_z)xn‘l'. =X

yazilir. Boylece,
(1—x—x>h(x)=x

h(x) =

x 1 1 1]
1-x—-x2  v5li—ax 1-pBx

1 1
1-ax 1-fx

V5h(x) =

elde edilir. Fibonacci Binet formiilleri a = 1*'2\/g 135

, B = — kullanilirsa asagidaki sonug

yazilir:



15

Sonugc 1.6.1. (Hoggatt, 1971)

1—x
1—3x +x2 z Fansax™

Sonugc 1.6.2. (Hoggatt, 1971)

X
—_—= Fypx™.
1—3x + x2 Z n
n=0

Sonugc 1.6.3. (Koshy, 2014)

2x? - y
1 —6x2% 4 x4 22 Panx
n=0

Sonug 1.6.4. (Koshy, 2014)

1 —3x2
1—6x2 + x* 2 Qnx™"

1.7. Siirekli Kesirler

Tamm 1.7.1. (Cuyt, vd., 2008)

Cm» A € C, her m i¢in ¢,,, # 0 olmak tizere,

dy + C
d +—3
2T T, 1

(29)

(30)

(31

(32)

(33)

ifadesine bir siirekli kesir denir. Baska bir ifade ile siirekli kesirler asagidaki sembollerle de

ifade edilebilir;
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c c c

paalel al, 34
e lez e
c c c

O T (35)

dy +d, +ds +

ve
o (e 36
wr K (Z) "
m=1"m
veya kisaca
d0+K(C—m) (37)
dm

dir. Buradaki K sembolii Kettenbruch (siirekli kesir) Almanca kelimesinden gelir ve
toplam sembolii olan X sembolii ile benzerlik gosterir. Bir siirekli kesir igin n. yaklasim, f;,

ile gosterilir ve

fnzd0+d+ C,

1 C3

d, + T (38)
[

cail ¢l el Cnl (39)
=dy+—+ b et
=t e, e i,

€1 G Cn (40)
— b, +—= £ n
fn = bo dy +dy +..+d,

n
h=dor K (22) @

m=1"m

ile ifade edilir.
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Tamm 1.7.2. (Cuyt, vd., 2008)

€ == C U {o} ile genisletilmis kompleks diizlem gosterilsin. N:={1,2,3,...} ve N, =

{0,1,2,3,...} wverilsin. t >1 igin ¢; # 0 olmak ftizere bir ({ct}tEN,{dt}teNo) sirali

kompleks dizi ¢ifti;
So(@) =do + o, Sn(<p)d:—_’:¢, n=1273,.. (42)
43
So(@) = 5(0),  Sn(@) = Sn_1(sn(@)), n=123,.. (43)
(44)

fn=S,0€eC n=123,..

olacak sekilde, lineer kesirli doniisiimlerin {s,,(¢)}nen, Ve {Sn(@)}nen, dizileri ile bir {f;}

dizisini olusturur.

(Hem} {dmd), (73) (45)

siral1 ¢ifti (33),(34),(35),(36) ve (37) ile verilen stirekli kesre karsilik gelir.
Tanmm 1.7.3. (Cuyt, vd., 2008)

Stirekli kesrin kismi pay ve paydasi sirasiyla ¢, ve d,,, sayilari ile ifade edilir. n. yaklagim
ise f,, degeridir ve (38),(39),(40) ve (41) ile gosterilir. Yaklasim yerine yakinsak terimi de

kullanilir. Kismi pay ve paydaya ortak isim olarak eleman denir.

S, () lineer kesirli doniistimii

Sn(@)=dp + —
QA — (46)

dz+

‘n
dn+g

ya da bagka bir ifade ile
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1 & Cn (47)
Sp(@) = fo=by +— =
n(®) = fn = bo dy + dy + ¥ dnyg

yazilir. Denk olarak "o" ifadesi bileske islemini gostermek iizere

48
Sp(®) = 550510550 ...0s,(), (48)

olarak ifade edilir. Burada sq 0 5;(): = so( 51(¢)) dir. Ozellikle

Sn((p) =50S0...0 5((/))
ndefa

olur.
Tamm 1.7.4. (Cuyt, vd., 2008)

{@n}nen, dizisi verilsin. O halde,

Sa(p,) €C (49)

sayis1 n. degistirilmis yaklagim olarak ifade edilir.
Tamm 1.7.5. (Cuyt, vd., 2008)

do + K (¢,,/d,y,) stirekli kesrine yakinsaktir denir : < {f,,} = {K,,(0)} yaklasimlar dizisi
f € C limitine yakinsaktir. Bu durumda f ye bu siirekli kesirin degeri denir. Burada oo a
yakinsama kabul edilir. Eger bu siirekli kesir f ye yakinsiyor ise bu durumda siirekli kesri
ifade eden biitlin semboller
(({cm}, {d. D, { fn}) sirali ¢iftini ve hem de f yi temsil eder. O halde,

» m

C
f=1limK, () =h+ K (d—).
m=1"m

(50)

yazilabilir. Bu ifadeye klasik yakinsaklik da denir.
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Tanim 1.7.6. (Yinelenme Bagintilar1) (Cuyt, vd., 2008)

do + K (c;n/dy) stirekli kesri verilsin. Bu kesrin n. pay1 C,, ve n. paydasi D,, degerleri,
baslangi¢ kosullar1 C_;: =1, D_; == 0, Cy :== by, Dy := 1 olacak sekilde, asagidaki

yinelenme bagintilar (ikinci mertebeden lineer fark denklemleri) ile bulunur;

Cn — Cn—l Cn—z — (51)
[Dn] o bn [Dn—l] + n [Dn—z] ’ n= 1}2}3,

Bu siirekli kesir i¢in S, (¢,,) degistirilmis yaklagimi

Crh+Cr19, (52)
$uon) =gl M= 0123
ile yazilir ve bdylece f,, n. yaklasimi
C Ch- 53
fo = Sn(O) = _n’ fao1= Sn(oo) == (53)
Dy, Dp—4
bulunur.
Stirekli kesirlerin matris bagintisi ise asagidaki sekilde incelenir:
R (0 cm _
Sm(2) = g X = (1 dm)’ m=123,.. (54)
olsun. Bu durumda S,,(z) lineer kesirli doniistimii
C C
X, = X1 XyXz .. X =( n-1 "), n=123,..
n 14243 n Dn—l Dn (55)

matrisine karsilik gelir.

Boylece 2x2 lik bu matrsilerin ¢arpimi {C,},{D,,} ile f, n. yaklasiminin {f;, }

dizilerinin olusumunda kullanilabilir. Yani;
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Cmtenz ém Cm
= — = , =123 ..

Sm(Z) dm + 9mz Ym (gm dm) m

ise buradan
C,+E,z

$.(2) =5,05,0530 ... Sp(2) = ———, n=123,..

ve
E, C

Y, = o Yy = ( n "), n=123,

n ‘= Y1Y2Y3 - Vn G, D,
dir.

1.8. Yinelenme Bagintilarinin Coziimii

Sabit Katsayil1 Lineer Homojen Yinelenme Bagintilari

€1,Cy,...,Cx € Rve ¢, # 0 olacak sekilde,

Yn = C1Yn-1t+ CYn—2t .. +C,Vn—k

(56)

(57)

(58)

(39)

yinelenme bagintis1 alinsin. Bu denkleme sabit katsayili k. mertebeden, lineer homojen

yinelenme bagintis1 adi verilir. Burada, lineerlik su anlama gelir: denklemin sag

tarafindaki her terim en fazla birinci mertebeden y; Onciilii icerir. Denklemin sag

tarafindaki her terim baz1 y; lerin ¢arpimi ise yani, bagint1 her n i¢in y,, = 0 dizisi i¢in

saglaniyorsa, bu yinelenme bagintis1 homojendir. Tiim c; kat sayilar sabittir. y,, , k yakin

onciiliine bagh oldugundan, bagintinin mertebesi k olur. O halde

k. mertebeden sabit

katsay1lt lineer homojen bir yinelenme bagintisin1 ¢ézmek i¢in, k tane baslangi¢ sartina

ithtiyag vardir, yo = ¢o,¥1 = C1,--+, V-1 = Ck-
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Simdi ikinci mertebeden sabit katsayili lineer homojen bir yinelenme bagintisi

verilsin;

Yn = AYn-1+ BYn-2 (60)

burada a ve 8, c™ nin sifir olmayan ¢oziimleri olup, c¢p™ = acd™ ! + fcp™ ? yazilr.
O halde, c¢™ # 0 olup, ¢% = a¢ + B yazilir. Buradan da , ¢p? —a¢p — = 0 olur.
Boylece, ¢, y, = ayn,_1 + BYn—» yinelenme bagmtisinin karakteristik denklemi olan
x% — ax — B = 0 nin ¢dziimiidiir. Bu yinelenme bagmtisinin kokleri yinelenme x2 — ax —
p karakteristik denkleminin karakteristik kokleri olarak adlandirilir. Asagidaki teorem
sabit katsayil1 lineer homojen bir yinelenme bagintisini ¢6zmek i¢in karakteristik koklerin

nasil yardim ettigini verir;
Teorem 1.8.1. (Koshy, 2001)

¢ ve § , x> — ax — B = 0 denkleminin farkli ¢oziimleri olsun. Burada, a, 8 € Rve f # 0
olarak verilir. O zaman sabit katsayili lineer homojen bir yinelenme bagintisinin y, =
AYVn_1 + BYn_, her ¢oziimii y, = ¢y ve y; = ¢4, A ve B sabit olacak sekilde y,, = A¢p™ +

B&™ formundadir.
1.9. T Modiiler Grubu

C kompleks uzaymin st yar1 diizlemi H:= {z € C|Im(z) > 0} ile verilsin.

SL(2,R) := {g: = (I; Z):pt —-rs=1, p,1,s,t € ]R} grubu verildiginde, z € C := CU

{0} olacak sekilde, SL(2,R) grubu C genisletilmis kompleks uzay iizerinde

_pztr (61)
C sz+t

9z

seklinde hareket eder. PSL(2,R) ile SL(2,R)/{£I} bolim grubu incelendiginde,
katsayilar1 tamsay1 olan matrislerden olusan SL(2,Z) grubu ise SL(2,R) nin ayrik bir alt

grubudur. O halde, I modiiler grubu, H iist yar1 diizlemindeki
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r 62

i(g t):'p,r,s,tEZ, pt—rs=1 (62)
elemanlar tarafindan

pz+r (63)

Z —
sz+t
dontisiimii ile hareket eden Mobiiis dontlistimlerinin bir grubudur. Her matris £ sembolii
dikkate negatifi ile es alinacaktir. Boylece,

SLQ2,Z)/{x1} = {(xDA: A€ SL(2, L)} (64)

boliim grubu olacak sekilde,

I=PSL(2,Z) = SL(2,Z) / {+I} (65)

olur. Aym zamanda, T = (X = (_01 (1)), Y = ((1) _11)) modiiler grubu X ve Y

matrisleri tarafindan iretilir ve X?=Y3 =1 dir. z ﬁ% déniisiimii T modiiler

grubunun diger kiimelerdeki hareketini de tamimlar. Rasyonel projektif dogrusu olan Q :=

Q U {0} genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi en uygun se¢imdir.

Burada, o a karsilik a # 0 olacak sekilde, % elemant denk gelecektir. oo un bu

z

donilisiim altindaki goriintiisti siireklilik ile tanimlanacak. Buradan A(z) := ZZ—I: olacak

sekilde

A(oo) - le_;rg sz+t S

yazilir. pt —sr # 0 olup p ve s den en az biri sifirdan farkli ve A(co) iyi tanimhidir.

Boylece A(0) =00 © s =0ve A(0) =0 & r =0 olur.
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0 = % = — % ve % = :—f] olup @ nin elemanlarinin gosterimi tek degildir. Buradan I’
~ L ) ) p T
nin Q tizerindeki hareketi + (S t) : p,1,S,t €EZ, pt—rs = lelemanlar tarafindan
x
p oy x Pyt prary
(s t) ~

"y ¢Xip sx+ty
y
ile verilir.

Onerme 1.9.1. (Jones, vd., 1991)

i. @ tizerindeki I nin hareketi transitiftir.

ii.  Bir noktanin sabitleyeni sonsuz devirlidir.

Q iizerindeki I"nin imprimitif hareketi incelensin. [G,] permiitasyon grubu G
grubunun £ kiimesi tizerindeki hareketi ile olussun ve "= " () flizerinde bir denklik

bagintist olacak sekilde;
“VgeGveVa,BENicina=p = gla) = g(B)”

bagintisina 2 lizerinde bir G-invaryant denklik bagintisi denir. Bu bagintinin denklik
smiflar ise bloklar olarak adlandirilir. [G, 2] ikilisine impirimitiftir olarak adlandirilmasi

icin gerek ve yeter sart (2 {izerinde

1. a=pf e a=p (6zdeslik bagintisi)
ii. Va,f € Qigin a = f (evrensel bagint1)

bagintilar1 diginda bir " = " G-invaryant denklik bagintis1 olmasidir. Aksi halde [G,2] ya

primitiftir denir.
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Onerme 1.9.2. (Jones, vd., 1991)

[G, 2] bir transitif permiitasyon grubu olarak verilsin. O halde, [G, ] ikilisinin primitif
olmasi i¢in gerek ve yeter sart bir @ € {2 noktasinin sabitleyeni olan G, = {g € G | g(a) =

a }, Va €  i¢in G nin bir maksimal bir alt grup olmasidir.

Eger bir @ € 2 i¢in G, £ H = G olursa [G, 2] permiitasyon grubu primitif olmaz. Ayni
zamanda G, G’nin bir maksimal alt grubu olmasi icin gerek ve yeter sart G, = H = G
oldugunda H = G, veya H = G olmasidir. G, < H < G olarak alinsin. £ kiimesinin her

eleman bir g € G i¢in g(a) bigimindedir ¢iinkii G transitif olarak hareket eder.
Onerme 1.9.3. (Jones, vd., 1991)

[G, 2] permiitasyon grubu alindiginda, hareket transitif oldugunda yoriinge tektir.
Onerme 1.9.4. (Jones, vd., 1991)

() lizerinde “~” denklik bagintis1 asagidaki sekilde verilsin;

g(a) = g'(a) © g’ € gH. (66)

Bu bagint1 iyi tanimli bir G-invaryant denklik bagintisidir.
Onerme 1.9.5. (Jones, vd., 1991)

Gy, = Holup, g(a) = g'(a) © g' € gH bagmtist 6zdeslik veya evrensel baginti
degildir.

Onerme 1.9.6. (Jones, vd., 1991)

Onceki 6nermeden " ~ " bagimtis1 G-invaryant denklik bagimntis1 ve 6zdeslik veya evrensel

bagint1 olmadigindan, (G, 2) imprimitiftir.
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Onerme 1.9.7. (Jones, vd., 1991)

B € 2 almirsa B = g(a) olacak sekilde 3g € G olur. Buradan B y1 igeren [B] blogu
M = {gh(a) | h € H} kiimesi ile verilir.

a = e(a) alindiginda, [a] = [e(a)] ={eh(a) |h € H} ={h(a) |h € H} = H(a)
yazilir. Buradan [a] blogunun H(a) := {h(a) | h € h} olacak sekilde H-yoriingesi oldugu

gortlir.

{l; | i € I}, H’nin G’deki sol yan sinif gosterimlerinin bir kiimesi olarak alinirsa, i €

I olacak sekilde bloklar, H(a)’nin [;H(a) gorintiileridir. O halde, bloklarin sayis1 H’nin
G’deki |I| :=|G:H| indeksine esittir. Bloklarmn -Q/ ~ kiimesi ilizerinde, G’nin apagik

indirgenmis bir hareketi vardir. [a] blogunun sabitleyeni H alt grubunu olusturur.

b

d)er

G:=T ve 0:=0Q olmak iizere, Onerme 1.9.2. uygulandiginda, (Z

keyfi elemani igin oo = ((1)) ve (CCL Z) ((1)) = ((1)) esitliginden a = 1vec =0 olur.

1 b

Buradan d =1 ve (0 1

)E I, yazilir. Boylece «© un I' Modiiler grubundaki I,

sabitleyeni T, = (Z = ((1) D) ile verilir. Sonug olarak, T, sabitleyenini igeren (veya
denk olarak Z’yi igeren) T' min H alt gruplar1 bularak @ iizerinde I'-invaryant denklik
bagintilar tretilebilir. Z = ((1) 1) olup, H i¢in n € N olacak sekilde

[L(N) = {(Ccl Z) €l :¢c=0(mod N)}

kongriians alt gruplar1 alinabilir. N € N, N > 1 i¢in I, < [L(N) < T alindiginda I, <

Io(N) < T saglamir. Ty(N)’nin Q iizerinde indirgenmis I'-invaryant denklik bagintis1 =~
n

(veya =) verildiginde Q {izerinde bir T-invaryant denklik bagintis1 asagidaki gibi

verilebilir.

Q iizerinde ' Modiiler grubu transitif oldugundan E € Q ve E =0 (%) olmak {lizere

bir 6€ T' vardir. O halde Q iizerinde
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o(o0) = g ~ g =1(0) © 071t € H :=T(N) (67)
yazilir. Buradan asagidaki ifade elde edilir;
sz@ry—stO(modN) (68)
sy
Gergekten,;
gz % o ltrel,(N) & (—*s :) @ :) = (ry i sx :) € [L(N) © N|ry — sx
©ry—sx =0 (modN)
olur. Bir bagka ifade ile E ve g denktir & ayn1 modn kisaltmasina sahiptirler. Yani,
(69)

JueU, ={ul|(u,N) =1, u<N}: x =ur (mod N) vey = us (mod N)

(68) ve (69) ile verilen iki denklemin de Q iizerinde I'-invaryant denklik bagintisi
olarak tanimlandigina dikkat ediniz. oo’u igeren, [oo] = {% €EQ|y=0(modN )} ile

verilen blok her iki durumda da aymdir. Boylece bu iki bagint1 esittir. O halde, T nin Q

tizerindeki hareketi imprimitiftir.

Bloklarin sayis1 ise

PY(N): = [T: Ty (V)] =Nﬂ<1+%) (70)

pIN
kadardir.

N degeri p asal sayisina esit ise blok sayist ¥(p) = p + 1 kadardir. Bu bloklar

U1 ={x/y € Q| x = jy (mod p)},j # oo
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[0] = {x/y € Q| y = 0 (mod p)}

olacak sekilde [0],[1], -, [p — 1][cc] dur. Ornek olarak p = 2 igin incelendiginde, bu
bloklar

0] = {gift}, (1] = {tek}, (o] = {tek}

tek tek cift
seklindedir.

Tanmm 1.9.8.
@ € PSL(2,R),p(z) = % olmak iizere;

i. |p+t] <2ise ¢ ye eliptik eleman,
ii. |p+t| =2 ise @ ye parabolik eleman,
iii. |p+t| > 2ise ¢ ye hiperbolik eleman denir.

1.10. T Modiiler Grubunun Q Uzerindeki Alt Yériingesel Graflar

[G, 2] bir transitif permiitasyon grubu olarak verilsin. O halde [G, 2] bir topolojik
dontistim grubudur. Boylece, g € G ve a, f € 2 olacak sekilde G, QOxQ iizerinde

A Gx(Qx) - (2xN) (71)
(9. (@B) — g (ap)=graB) = (g g(B)

ile hareket eder. Bu hareketin yoriingelerine G nin alt Yoriingeleri denir ve (a, 8) y1 igeren

yoriinge O(a, B) ile gosterilir. (0(a, B) = {g(a,B) | g € G}). Buradan,

(x,y) €0(a,p) ©3geiG: (x,y) =g(ap) = (g(a),g(B))

dir. O(a,pB), (a,B) nin yoriingesi ile G(a, B) alt yoriingesel grafi olusturulur. G(a, f) nin
koseleri 2 nin elemanlar1 olarak verilir. (y,8) € O(a, ) oldugunda y dan & ya

(yonlendirilmis) bir kenar vardir denir ve y — § ile gosterilir.
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Acik¢a O(B, a) da bir yoriingedir veya O(a, ) ya esittir ya da O(a, 8) dan farklidir.
O halde, O(a,B) # 0(B, @) oldugunda G(f, @), G(a, f) nin kenarlari ters yonlendirilmisi
olup, G(a, B) ile G(B, @) ya eslesmis alt yoriingesel graflar denir. Eger O(a, ) = 0(B, a)
ise G(B,a) =G(a,B) olup bu graf karsilikli yonlendirilmis kenarlardan olusur. Bu
durumda G(a, B) yonlendirilmis olmayan bir graf olarak alinir ve G(a, 8) ya kendisiyle
eslesmis alt yoriingesel graf denir. Yani,y = dise d >y veyabudurumy S§ &y -4

ile gosterilir.
Onerme 1.10.1. (Jones, vd., 1991)

(G, ) transitif permiitasyon grubunun bir alt yoriingesel grafi G olarak verlsin. O halde

asagidaki ifadeler verilir;

(1) G, G‘nin otomorfizmalarinin bir grubu olarak hareket eder;
(i)  G‘nin koseleri lizerinde G nin hareketi transitiftir;
(iii))  Eger G kendisiyle eslesmis ise bu takdirde G, G*nin ardisik késelerinin sirali giftleri
tizerinde transitif olarak hareket eder;
(iv) G ‘nin kendisiyle eslesmis olmadigr durumda, G‘nin kenarlar1 {izerindeki G nin

hareketi transitiftir.

0(a, @) = {(y,y) | ¥y € 2} 2 X N nin kosegenidir. Her a € Q kosesi i¢in G(a, @) alt
yoriingesel grafi sadece bir diiglim igerir ve kendisiyle eslesmistir. Boyle graflar asikar alt
yoriingesel graf olarak adlandirilir. Bu ¢alismada asikar olmayan alt yoriingesel graflar ile

calisilacaktir.

I'’nin Q tizerindeki hareketi almarak buradaki alt yoriingesel graflar incelensin. I’
nin Q iizerindeki hareketi transitif oldugundan, her bir alt ydriinge, bir v € Q icin (oo, v)
ciftini igerir; n = 0 ve (u, N) = 1 olacak sekilde, v = % yazilirsa, bu alt yoriinge O, y ve
buna karsilik gelen G(oo,v) alt yoriingesel grafi ise G,y ile gosterilsin. v = o
alindiginda, G; o = G_; o olup asikér alt yoriingesel graftir. O halde, v € Q oldugu kabul

edilir.
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Onerme 1.10.2. (Jones, vd., 1991)

v' € Q alindiginda O(oo,v) = 0(0,v") © vvev' [, unaym yoriingesindedir; I, , Z :
v = v + 1 ile iretildiginden, bu durum u = u’ (mod N) olacak sekilde v’ = % ifadesine

denktir.

O halde, Gyy =Gy v © N=N"veu=u'(mod N) olur. Buradan, VN > 1
tamsayist i¢in @(N) = |Uy| =N (1 + %) (Euler fonksiyonu) tane farkli G,y alt

yoriingesel grafi vardir. Bunlardan biri her u € Uy birimi i¢indir.

Eger (g,g) € O(u,N) yani, G, y’de g den % ye yonlendirilmis (veya eger G,

kendisiyle eslesmis ise yonlendirilmemis) bir kenar varsa, G, y de E - % yazilir.

Teorem 1.10.3. (Jones, vd., 1991)

g - g € G, y, yani bu koselerin bir kenar olusturmasi i¢in gerek ve yeter sart

a) x =ur (mod N),y = us (mod N) very — sx = N veya,

b) x = —ur (mod N),y = —us (mod N) very — sx = —N.
olur.
Sonuc¢ 1.10.4. (Jones, vd., 1991)

Eger, uu = 1 (mod N) kongriians denklemi saglanirsa, G, y ile eslesmis alt yoriingesel

graf G_g y olarak verilir.
Sonug 1.10.5. (Jones, vd., 1991)

G,y alt yoriingesel grafinin kendisiyle eslesmis olmasi i¢in gerek ve yeter sartu® =

—1 (mod N) dir.
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Sonug 1.10.6. (Jones, vd., 1991)

G,y en az P (N) tane baglantil bilesene sahiptir. Eger N > 1 ise Gy, y baglantili degildir.
1.11. Farey, F, y ve G,y Graflan

G, grafinin kose kiimesi Q dir. Sonug 1.10.5 ten G, grafinin kendisiyle eslesmis
oldugu goriiliir. O halde, G;; yonlendirilmemis bir graf olarak almnsm. g ve % koseleri
alindiginda Teorem 1.10.3 deki kenar sartlarindan, komsu olabilmeleri i¢in gerek ve yeter
sart 7y — sx = F1 dir. Ornegin o0’a komsu olan kdseler tamsayilardir. I' grubu, kdseler
ve kenarlar tizerinde hareketin transitif oldugu, G; ;’in otomorfizmalarmimn bir grubudur. O
halde, AutG,; (62)’deki pt —rs = +1 kosulunu saglayan elemanlarin olusturdugu

PGL(2,7Z) genisletilmis modiiler grubu oldugu goriiliir.

G, Farey grafi olarak adlandirilir ve F ile gosterilir. Her m > 1 tamsayisi i¢in m

mertebeli F,-Farey dizisi, |y| < m olmak tizere kesin artan bir sekilde siralanan bﬁtﬁn% €

Q rasyonel sayilarindan olusur. Ornek olarak F, Farey dizisi asagidaki gibidir:

Daha kolay bir gosterim i¢in F,,-Farey dizisinin elemanlar1 [0,1] veya [-m,m] c R

kapali araliklarina kisitlanabilir. Agik¢a, F; € F, € F3 € ---ve U E, = Q ‘dur.
mz1

Onerme 1.11.1. (Jones, vd., 1991)

§,§ € Q indirgenmis rasyonel sayilar olmak iizere, asagidaki ti¢ kosul denktir;
. r x 5 . .

Loogve . F’de komsu koselerdir;

. ry—sx=4=1;

iii. Birm€eN iging ve % , F, de komsu terimlerdir.
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Buradan artik F nin basit bir yapisini olusturmak miimkiindiir. Her bir terime hemen
oncesindeki ve sonrasindaki terimler eklendiginde, her bir F,, , 2 degerli bir aga¢ olur.
Onceki 6nermeden bu agaclarin birlesiminin F nin Q iizerinde indirgenmis alt graf oldugu
sOylenir. O halde, oo ile isaretlenmis bir kose eklenerek ve bu tamsayilar ile birlestirilerek

F olusturulabilir.

M |
O =
b | =
=0 &
| o
o s

Sekil 4. m = 4 durumunda F = G, ; Farey grafi

Sekil 4 de F, Farey dizisine karsilik gelen alt yoriingesel graf verilmistir. Burada
kenarlarin oo ile ortak oldugunu veya F, iin elemanlarinin birlesmesiyle meydana geldigi
goriliir. Bu 6rnek 1 periyotlu olup periyodiktir. Yani, x — y [0,1] araliginda ise Vk € Z
icin x + k » y+ k [k, k + 1] araligindadir. Gorsel olarak uygunluk i¢in F nin kenarlar
H = {z € C| Im(z) > 0} iist yar1 diizlemindeki Oklid yari-cemberleri veya R’ye dik olan
Oklid yari-dogrular1 seklindeki hiperbolik geodezikler olarak almir. (Anderson James,
2000; Sheets, 2007) Alisildigr tizere, yari-dogrular “co ile birlesmis” olarak kabul edilir.
(63) . H nin hiperbolik izometrilerinin bir grubu olarak, I' ile bir hareketi tanimlamak
i¢cin kullanilabilir. Bu hareket altinda geodezikler geodeziklere resmedilir. Boylece H daki

F gosterimini I altinda invaryant oldugu goriiliir.
Sonuc¢ 1.11.2. (Jones, vd., 1991)

F nin kenarlar1 H da kesismez.
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F=Gy; in Ozellikleri kullamlarak, diger G, alt yoriingesel graflarina
genisletilmesi incelensin. Her bir Gy, y alt yoriingesel grafi en az Y(N) tane alt grafin ayrik

birlesimidir. Her bir alt grafin koseleri ry —sx = 0 (mod N) ile tanimlanan ~ r-

invaryant denklik bagmtisina gore tek blok olusturur. I' nin Q iizerindeki hareketi transitif
oldugundan, bu bloklar1 transitif olarak permiite eder. Boylece alt graflarin hepsi

izomorfiktir.

F, v , koseleri oo u igeren [oo] = {g EQ:y=0(mod N)} blogundan olusan Gy, y

nin bir alt grafi olarak alinsin. Béylece G, y, F,, y nin 1 (N) tane ayrik kopyasindan olusur.

Teorem 1.10.3 ten asagidaki teorem verilir:

Teorem 1.11.3. (Jones, vd., 1991)

T X .
575 € F, y de bir kenardir &

a) x =ur (mod N) very — sx = N veya,

b) x = —ur (mod N) very — sx = —N.

Yukarida incelenen I' min Q iizerinde imprimitif hareketinin genel olarak
irdelenmesinden, I' nin F,, y yi invaryant birakan alt grubu, ~y i¢in Q iizerinde sonug

veren [ (N) kongriians alt grubudur. Béylece, [5(N) < AutF, y dir.
Teorem 1.11.4. (Jones, vd., 1991)

Io(N), F, y nin késelerini ve kenarlarimi transitif olarak permiite eder.
Onerme 1.11.5.

(1)  F,y nin biitiin v koseleri i¢in v —» —v ile verilen F,, y = F_;, y 1izomorfizmi vardir;

(i)  Eger m|N ise buradan, F, y nin biitiin v koseleri i¢in F,, y den bir F,, y, alt grafina,

Nv . . . .
v ile verilen F, y = F,, )y izomorfizmi vardur.

ii. ‘de M = 1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir:
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Sonug 1.11.6. (Jones, vd., 1991)

F, y nin biitiin v koseleri i¢in f:v — Nv ile verilen, F, 5 den bir F alt grafina, F, y —

F_, v izomorfizmi vardur.

(=)
{e]

Sekil 5. Gy, Grafi

Simdi Sekil 5 de gosterilen G, , grafina bakalim. s ¢ift, r ¢ift veya her ikisi tek olmak
lizere, EE Q elemanlarini igeren, [o],[0] ve [1] bloklarim1 gosteren sirasiyla kesik

olmayan, kesik ve noktali (H daki hiperbolik geodezikler ile gdsterilen) bigcimindeki
kenarlar ile F; , nin ¥(2) = 3 tane izomorfik kopyasindan olusur. G, , ve boylece de G ,

yonlendirilmemis oldugu goriiliir.
Sekil 5’te gosterilen bu graf, s ¢ift olmak {izere r/s koselerine sahiptir:

r/s ve x/y arasinda bir kenar vardir & ry — sx = +2° dir.



34

Sekil 6. F; 5 grafi

Simdi F, y grafindaki devreleri diistinelim. F = G, ; Farey grafi iiggenler icerirken,

F, 3 yonlendirilmis grafi

1 2

0 —>——>——> 00

seklinde yonlendirilmis tiggenler igerir.
Teorem 1.11.7. (Jones, vd., 1991)

F, v yonlendirilmemis alt yoriingesel grafinin {iggen igermesi igin gerek ve yeter sart u? +
u+1=0(modN) dir. Eger N> 1 ise bu takdirde F,y ters yonlendirilmis iicgen

igermez.

Kendisiyle eslesmis bir G,y alt yoringesel grafi u®+ 1 =0 (mod N)’yi

sagladigindan Teorem 1.11.7 ye goére N > 1 i¢in liggen igermez.
Teorem 1.11.8. (Jones, vd., 1991)

N > 1 ise bu durumda tiim kendisiyle eslesmis G,, y alt yoriingesel graflar1 birer ormandir.
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Sonug 1.11.9. (Jones, vd., 1991)
G, bir ormandir.

Sonuc¢ 1.11.10. (Jones, vd., 1991)
Eger N c¢ift ise Gy, y bir ormandir.

Teorem 1.11.11. (Akbas, 2001)

N > 1 herhangi bir tamsay1 olsun. Bu takdirde G, y bir ormandir & G y licgen igermez;

yani, u> + u + 1 # 0 (mod N).
Sonug 1.11.12. (Deger, 2011)

(u,N) = liseu? + (=1)‘k;u+ 1 =0 (modN),i = 1,2 olan bir k; € N vardir.
Teorem 1.11.13. (Deger, 2011)

F, v grafii¢in u? + (=1)'k;u + 1 =0 (modN),i = 1,2 ve 1 < k; < N olsun. Buradan;

u+(-1)i
1.  Sag ve sol yonlendirme igin, % kosesinin gidebilecegi en uzak kose ~ M
% ve % kosesinin gittigi en yakin kose yoktur;
; u+(-1)—2 ,
. ”+(‘1)kii Kisesinin gidebileced: K ko ki (kKP—1)ut(-D)ik;
ii. ~ osesinin gidebilecegi en uzak kose = eow
wt(-1)k-

L

> kosesinin gittigi en yakin kdse yoktur.

Teorem 1.11.14. (Deger, 2011)
k; €N ve u> + (-=1)'k;u+1 =0 (modN),i = 1,2 olsun. Bu takdirde;

i. 1<k; <N icin F, y grafindaki her yol minimal uzunlukludur;

ii.  k; = 11¢in F,, y grafindaki herhangi bir yolun minimal uzunluklu olmas: gerekmez.
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Teorem 1.11.15. (Akbaba, 2016)

u? + (—1'kju+ 1 =0 (modN),i = 1,2, 1 < k; < N, kongriians baglantis verilsin. Bu

durumda eger F, y kendisi ile eslesmis ise k; = k, = N, aksi taktirde k; = N — k; olur.
Ispat. 1 < k;, k, < N oldugunda,
u?+ku+1=0 (modN) veu? —k;u+1=0 (modN)
kongriians denklemlerinden
k,u + kqu = 0 (mod N)

yazilir. (u,N) = 1 oldugunda, k, = —k; (modN) elde edilir. O halde, k, = Ny — k;
denklemini saglayan y tamsayist vardir. N > 1 alindiginda, 2<ky+k, <2N

esitsizliginden 2 < Ny < 2N buradan da % < y < 2 yazhlir. Béylece N > 1 oldugundan,

y tamsayisinin degeri 1 ya da 2 olabilir. Diger taraftan, eer F,, y kendisi ile eslesmis bir

grafise Sonug 1.10.5 ten
u?+1=0 (mod N)

elde edilir ve k,u = 0 (mod N) ve —k;u = 0 (modN) yazilir. (u, N) = 1 ifadesinden
k, =0 (mod N) ve —k; = 0 (mod N)

olup k, — k; = 0 (mod N) elde edilir. Buradan, k, — k; = Nx denklemini saglayan bir x
tamsayist vardir. Eger k, = k; = N ise x =0 oldugu goriiliir. Gergekten, eger 1 <
kyky <N ise 1-N<k,—ki<N—-—1olup 1-N<Nx<N-—1 dir. N>1 olup
[x] <1-— % ve buradan da x = 0 olmalidir. Béylece k, = k; olur. Diger taraftan, eger graf
kendisi ile eslesmis bir graf ise 1 < k, < N ve k,u = 0 (mod N) oldugundan k, = N
olmalidir. Béylece k, = k; = N bulunur. Sonug olarak eger F, y grafi kendisi ile eslesmis

ise y=2 olup k, =k; =N ve aksi taktirde ise y=1 olup k; =N — k, yazilir.



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. Minimal Uzunluklu Yollar

Tanim 2.1.1.

F, n alt yoriingesel grafinin farkli kdselerinin bir dizisi vy, v4, vy, ..., Vj seklinde verilsin.
Vo > vy o+ > v;,j = 2 oldugunda bu ifadeye yonlendirilmis devre (kapali yol) adi
verilir. Bu ifadede en az bir ok (hepsi degil) geri doniiyorsa, bu yonlendirilmemis (ters
yonlendirilmis) devre olarak adlandirilir. j = 2 alindiginda devreye {iggen denir. Bu
durumda devrenin ydnlendirilmis ya da ydnlendirilmemis olmasi 6nemli degildir. j = 1
durumunda ise vy = v; = v, ifadesi kendine eslesmis bir kenar verir. F, y alt yoriingesel
grafindaki bir yol ve bir sonsuz yol kavramlar1 sirasiyla vy = v; — -+ = v; ve vy = vy -

--- ile ifade edilir.

Tanm 2.1.2.

<
Eger F, y alt yoriingesel grafinda alian herhangi iki kose i¢in yani I5%e Fyn (yada %

x
y

%)

T

TA

€ F, ) oldugunda kenar olma sartlarini saglayan bu koseler i¢in en uzak kose kavrami

v |

kosesinin gittigi % den daha biiyiik degere sahip higbir kose olmamas1 demektir.

Tanim 2.1.3.

F, y alt yoriingesel grafinda alinan vy - v; - - > v; yolu minimal uzunlukludur :&
i<l—-1,i€{0,1,23,..,j —2},j €{2,3,...,j} olmak lizere v; ¢ v, ve V;,q, bu grafta

v; kosesinin gittigi en uzak kosedir.
Tanm 2.1.4.

F, v alt yoriingesel grafi hi¢bir devre icermezse orman adi verilir. Eger F,, y bos olmayan,

baglantili, devre icermeyen bir grafsa agag olarak adlandirilir.
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F,y alt yoriingesel grafindaki minimal uzunluklu yollar baglantili ve devre
icermediklerinden birer agactir. Buradan itibaren F,, y alt yoriingesel grafindaki bir E kosesi

- —u u?+(-1)iku+1
(s) matrisi ile temsil edilecektir. ¢; = ( N ) € IL(N), i = 1,2 doniigiimii
—N u+(—1)'k;

alinsin. (u, N) = 1olmak iizere u?+ (—1)'k;u+1=0 (modN),i = 1,2 kongriians

bagitisinin varligi Sonug 1.11.12 ‘de sdylendi. F, y alt yoriingesel grafinda ¢;, i = 1,2

dontistimii sag ve sol yonlendirme i¢in minimal uzunluklu sonsuz yoldaki kdseleri birbirine
—1)ix

u+(—1) 5
N

uzunluklu yoldaki bir kose ise, o zaman bu kosenin baglanacagi en uzak kose,

1)y Y _
<u+( " kiy—x>, i =12 olur. F,y alt yoriingesel grafinda ((1)) ile baglanan
N

baglayan dontisiimdiir. Eger ( ) , 1 =1,2, F, y alt yoriingesel grafinda minimal

l

baslangi¢ kosesi vy = (u) olmak tizere, v, = ¢;"(vy), i = 1,2, n € Z* olur. Burada,

N
vp, F n alt yoriingesel grafinda minimal uzunluklu yoldaki n. kdse olarak alinir. Eger,

i = 1 ise yonlendirme sol tarafadir ve n. kose v, ile temsil edilir. i = 2, durumunda ise

yonlendirme sag tarafadir ve n. kose ;n ile temsil edilir. F, y alt yoringesel grafinda

minimal uzunluklu yoldaki koseler her iki yon i¢in de asagidaki gibidir;

Sekil 7. F, y alt yoriingesel grafinda minimal uzunluklu yoldaki koseler

Sonuc 2.1.5.

Eger u* —u+1=0(modN) ise F,y grafinda % « uT_l « % « % seklinde bir iicgen

vardir.
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Sonuc 2.1.6.

F, vy alt yoringesel grafinda sol ve sag yonlendirme i¢in, minimal uzunluklu yoldaki

koselerin kiimesi sirasi ile i = 1,2 olacak sekilde asagidaki sekilde verilir;

-1

w  [ut(=DSa(0)
M;:= U= {—:Sn = 505152 . Sp, So(2) = z,5,(2):=5(2) = —

N

Ju {0}
Sonuc 2.1.7.

M;, i = 1,2 kiimesinden, k; =2 alindiginda, s Mobilis doniligiimii parabolik, k; > 2
durumunda ise s doniisiimii hiperboliktir. Boylece, ¢; I(N) doniisiimiiniin bir elemanidir
ayni zamanda k; =0 ve k; =1 oldugunda, ¢; swrasiyla 2. ve 3.dereceden eliptik

elemandir.

Stirekli  kesirler, Mobilis doniigiimlerinin  bir dizisi ile ifade edilebilir. M;
kiimesindeki koseler de siirekli kesir yapisi igerdiginden, bu kesirler Mobiiis

dontistimlerinin bdyle bir dizisi ile verilir.

a,=-1,b,=—k; n>0, n€N ve i=1,2 olacak sekilde, K, (__—kll) surekli

kesiri verilsin. M; kiimesinden, S,(z) = s™(z) olmak iizere;

L s ! S5(2) !
) 2 Z) = _ 3 Z) = _ )
e kit kit ———
L

—ki+Z

S1(z) =

—k; +

yazilir. O halde, F,y alt yoringesel grafinda minimal uzunluklu yoldaki her iki

yonlendirme i¢in n. kose

; C
i -1t = .
wt ('O _*POVD G- (DG (72)
N N ChiiN ’ ’

ile verilir.
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Sonuc 2.1.8.

F, y alt yoriingesel grafindaki minimal uzunluklu yoldaki sag ve sol yonlendirme i¢in k; =

2 olmak tiizere asagidaki esitlik saglanir;

Co = —kiCosr — Cosar i = 1,2. (73)

Ispat. F, v alt yoriingesel grafindaki her iki yonlendirme i¢in minimal uzunluklu yoldaki n.

u+(-1)i —(-1) ut(-DT\  wrCEDEES

kose Du — Cntat=C D Cn o yazildigindan, w < 2 ) = MY esitligi
Cn1N N N

kullanilarak x = C,, ve y = D,, = —(C,,;; olmak {izere bu kosenin gidebilecegi en uzak

kose olan (n + 1). kose

. C . C
—(—=1)t=n ) ——nt+l .
. u—(—1) E 4 _ u+(-1) k.Cpiq + C, _ uk;Cppq +uC, + (—1)'Cpyq

N N Nk;Cpsq + NC,

ile verilir. Diger bir taraftan (n + 1). kdse C"”uc_(_tvycnﬂ ile de verilebilir. O halde bu iki
n+2

ifade esitlendiginde, Vn > 0 icin C,,,; # 0, k; = 2 olacak sekilde,

uk;Cpyq +uly + (_1)iCn+1 — Cr2U — (_1)iCn+1
NkiCn+1 + NCn Cn+2N

= Uuk;NCpy1Cpyz F UNCCryp + (_1)iNCn+1Cn+2
= Uk;NCrp1Cpyz + UNCrCryp — (—1)'Nk;i(Cps1)* — (=1)'NCrCpyy
ifadelerinden, C,, = —k;C,41 — Cpy2, 1 = 1,2.0lur.
Teorem 2.1.9.

Eger k; = 2ise C, = (—1)™n ve eger k; > 2 ise asagidaki esitlik verilir;
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n t—1

Cp = (—1)"21‘"2 (ki + /kl? — 4>H (ki — /k? _ 4> _ (74)

t=1

Ispat. C, = —k;C,., — Cn, yinelenme bagintis1 biliniyor. k; = 2 igin C, + 2C,4q +
Chiz = 0 yinelenme bagmtisi elde edilir. Bu yinelenme bagmtisinin karakteristik
denklemi incelendiginde, t = —1 olan tek bir koke sahip t? + 2t +1 =0 denklemi
bulunur. O halde, C,, + 2C,,41 + C,,4» = 0 yinelenme bagintisinin bir ¢éziimii

Co = a(=1)" + (D" (75)

ile yazilir. Buradan, Cp =a =0, C(; = —a— [ = —1 olur. @ = 0 ve § = 1 olur. Boylece
bulunanlar denklemde yerine yazildiginda, C, = (—1)"n elde edilir. Simdi k; > 2

durumu i¢in C, +kiCh_1 — Ch_, = 0yinelenme bagintisinin ¢oziimii incelensin.

—k;+ /ki2_4, —k;— ,ki2—4—
2, — N olacak sekilde iki

farkli gercel koke sahip t? + 2t + 1 = 0 denklemidir. Bu halde C,, + k;Cp,_; — Cp—p = 0

Bagintinin karakteristik denklemi t; = vet, =

denkleminin ¢éztiimii

c. - a/"“f +\/ﬁ\n+ﬁ/‘ki‘\/ﬁ\n (76)
U U

seklindedir. O halde,

Co=a+pB=0, C1=a<—kl-+ /ki2—4>+ﬁ<—ki— /ki2—4>=—2

1 ve B = 1

ki2_4‘ ki2_4‘

bulunur.

elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse, a = —

n n

—k;+ ki2_4‘ —k;— ,ki2—4
—_— + —_—
2 '8 2

Bulunanlar C,, = a ifadesinde yerine yazilirsa,



n n
elde edilir. Ayrica, (ki + ’kiz — 4) — (kl- — ’kiz — 4> yerine
n—t t—-1
21’ki2 — 4 (ki + /klz - 4) (ki — ’kiz — 4) yazilirsa,

n—t t—1
Cn = (_1)7121—71 Z?:l <kl + ’klz - 4) <kl - klz - 4)

elde edilir.
Teorem 2.1.10.

u?+ (-1k;u+1=0 (modN), i = 1,2 denkleminde k; = 2, alindiginda, sol ve sag
yonlendirme i¢in sirasiyla, F, y alt yoriingesel grafinda % kosesi ile baglayan minimal

uzunluklu yoldaki n. kdseler asagidaki sekilde verilir;

= (m+Du-n -~ (m+Du+n (77)
T TmE DN T T m+ DN

t—1

n—t
Ispat. C, = (—1)"2t "Y1, (ki + /klz - 4) (ki - /klz - 4) ifadesinde k; = 2,

i = 1,2 alindiginda, C,, = (—1)™n olur. Boylece, istenilen kose degeri,

_1)n+1 _1\i(_1n PRy
(-1) n+Du+(-D(-1)"*n _ (n+Du+(-n elde edilir.

(=11 (n+1)N (n+1)N

Onerme 2.1.11.

(Cn_l Cp ):<0 —1)" (78)
—Cp —Cpyq 1 =k

yazilir.
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2.2. Fibonacci Sayilar1 ve Alt yoriingesel Graflar Arasindaki liski

Bu béliimde F,y alt yoriingesel grafinin minimal uzunluklu yolundaki koseleri ile
Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasindaki iliski incelendi. Bu iliski sonuncunda Fibonacci ve

Lucas sayilari ile ilgili baglantilar elde edildi.

Teorem 2.2.1.

F, y alt yoriingesel grafinda % kosesi ile baslayan minimal uzunluklu yoldaki n. koseler,

sirastyla sol ve sag yonlendirme igin, u?+ (—=1)'k;u+1=0 (modN),i =1,2

kongriians denkleminde k; = 3, i = 1,2 alindiginda, F,, n. Fibonacci sayisi olmak {izere,

- u—FF# b u+FF£ (79)
v, = % ve v, = %

ile verilir.

ispat. u?+ (=1)'k;u+1=0 (modN),i = 1,2 denkleminde k; = 3 alinsin. Boylece

(73) ifadesinden, n = 0 olmak fizere;

1+ @)2" _ (1 - @)2"
2

(2 e ® o) e can )
zzin((“@)n_@_@)n)_(nt +2\/§>zn_<1 _2\/§>zn
=2"((3+V5) = (3-V5)") - [(6+2V5)" — (6—2V5)']
(0496 )2 (05 )

elde edilir. Fibonacci saylant igin Binet formilleri F, = “=0", o =X, g =128

uygulanirsa,
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Co = (1" By (50

yazilir. Buradan sag yonlendirme i¢in, F,y altyoriingesel grafinin minimal uzunluklu

yoldaki n. kosesi

1; — Cn+1u B Cn — FZn + F2n+2u (81)
" CraN Foni2N

ve sol yonlendirme icin n. kosesi

1‘7— _ Crpru+ Gy _ UFyn42 — Fon (82)
" Cn+1N F2n+2N

olarak elde edilir.
Sonuc 2.2.2.

F,, n. Fibonacci sayisi olmak tizere

0 -1\ _(-D"'Fppy (D" \ _ (83)
(1 —3) ‘((—1)"+121~‘2n2 (—1)"in+2) = 5

olur.

Ornek. wu:=1ve N:=5 alinsin. O halde, u? + (=1)'k;u+1 =0 (modN),i = 1,2
kongriians denkleminde, k, = 3 ve k; = 2 olarak bulunur. Boylece F; s alt yoriingesel

grafi i¢in, minimal uzunkuklu yolda vy, = 1/5 baslangi¢c kosesinin baglanacagi en uzak

1
.. - .. . . 1+2 4 - -3 1 .. .1
kose sirasiyla sag ve sol yonlendirme i¢in v; = T3 =g Ve v = TZ =3 koseleridir.
1+
. =~ 4 - 1 .. - 9 ; - 33
Benzer skelilde v, = Ve =5 koselerinin baglanacagi en uzak koseler v, = - 2 =
1
1__
1+ 11 - 2l 12 g s ; . ,
= T Ve === koseleridir. Bu yontemle diger koserler de elde

edilebilir. Ancak bu koseler yukarida verilen formiillerle daha kolay bir sekilde yazilabilir.
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__Fan_ ~ _n
k, =3 ve ky; =2 oldugundan koseleri bulmak igin, v, = F;"” ve v, = T"“
formiilleri kullanilabilir. O halde, n = 4 alinip 4. kose
14—
3_3—1L Fg 21
- 3-3 145,000 _ YE, 1+ 76
‘U4_ = = = = = —
5 5 5 5 275
olarak yazilir. Burada Fg ve F;( Fibonacci sayilar1 da
(_1)n_1FZn—2 (—D"Fp ) _ (0 —1)”
(_1)n+1F2n (—1)"Fan42 1 -3
esitliginden yazilirsa,
(—F6 Fs) _ (0 —1)4 _ (—8 21)
—F;  Fip 1 -3 —-21 55
e - 1+FF_8 42 g6 . . ..
elde edilir. Buradan, v, = —2 = —2 = — olur. Aym sekilde sol yonlendirme igin de

5 5 275
~ _ (n+Du-n
T (m+DN

formiiliinden 4. kose v, = i —

=L olarak bulunur.
(4+1)5 25

Sekil 8. F; 5 alt yoriingesel grafindaki minimal uzunluklu yoldaki baz1 koseler
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2.3. Fibonacci ve Lucas Say: Dizilerinin Matris Uygulamalari

Bu boéliimde, onceki boliimdeki incelemeler sonucu elde edilen 6zellikler yardimi ile

Fibonacci ve Lucas sayilar ile ilgili yeni bagintilar verilmistir.
Onerme 2.3.1.

L, n. Lucas sayisi, tr[S,], S, matrisinin izi ve n € Z* olmak iizere, asagidaki esitlik

saglanir

Lon = (=1)"¢r[S, ] (84)

Ispat. L, = F,,_; + Fy.q = Fpyp — F,_, 6zdesligi kullamlarak, Ly, = Fypyp — Fop_p,n =
2 esitligi elde edilir. Bu esitlikte, Ly, yvi Loy = (—D)*[(=1)"Faopsz — (D) Fop_s] =
(=D (—=1)"Fypqp + (1) 1F,,_,] olarak yazilirsa dnermedeki ifade elde edilir.

Teorem 2.3.2.
Ly, n. Lucas sayisi ve n € Z* olmak iizere,

(—3 2) (0 —1)" _ ((—1)n_1L2n—2 (=D"Lzn ) : (85)

=T,
1 -3 (—1)n+1L2n (—1)nL2n+2 "

Ve

86
det(T,) = L2n2 — Lyp_3Lynsz = =5 (86)

saglanir.

Ispat. ispat i¢in 5F, = L,_; + Ly, 6zdesligi kullannr. ilk olarak bu dzdeslik (2n — 2)

icinyazilir ve Lyy_3 = Lyp_1 — Lon_2, Lyn_1 = Loy — Lyp_, 0zdeslikleri kullanilirsa,
SFpn-2 = Lan-3 + Lan—1

= _3L2n_2 + 2L2n
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3 2
—Fop_p = gLZn—z - ELZn-

elde edilir. Daha sonra ayni1 6zdeslik 2n i¢in yazilir ve Lyp_1 = Lopi1 — Lon, Lopg1 =

Lonso — Loy Ozdeslikleri kullanilirsa,
SFon = Lan—1 + Lan+1
= —3Lyp + 2Lop42

3 2

Fpp = _ELZn + ELZ"”
bulunur. Ayni1 zamanda —F,, = §L2n—2 —%LM elde edilir. Son olarak da 2n + 2 i¢in
yazilir ve Lypiq = Lopnsz — Lon, Lonss = Lapy1 — Lanso Ozdeslikleri kullanilirsa,

5Fn+2 = Lansq + Lonys

= —2Lyp + 3L3p4;

Fopnog=——<Lloy+ - Lanya

5 5

saglanir. Boylece S,, matrisinin yeni bir formu asagidaki sekilde yazilir

S, = (0 —1)n _ ((_1)n_1F2n—2 (—1)"Fyy )

1 -3 (_1)n+1F2n (_1)nF2n+2
3 2 3 2
n ELZn—Z - ELZn - ELZn + §L2n+2
= (_1) 2 3 2 3
ELZn—Z - gLZn - gLZn + gL2n+2

<(—1)"_1LG-2 (—1)"LG>
(D™ Ly (=D"Lans2/

I
aujwoulN
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A= > -3 2) dir. Eger

matrisini alalim. Buradan A matrisinin tersi A™! = ( 5 3

yukaridaki esitligin her iki tarafi A™! matrisi ile garpilirsa, ¢ift indeksli Lucas sayilarini
veren T,, matrisi elde edilir. T;, matrisinin determinanti, teoremdeki esitligin her iki tarafi
icin de incelendiginde, (=5)1 = (—1)" Lyp_2(—=1)"Lypsz — (=D*(=1)"*'L,,*

yazilir. Buradan Ly, * — Lyp_pLonis = —5 elde edilir.
Onerme 2.3.3.
F,, n. Fibonacci sayist olmak iizere,

5F,, = (—D)"tr[T,],n € Z* (87)

saglanir.

Ispat. T, matrisinin izi incelendiginde, tr[T,] = (—1)"(=1)Lyp_p + (=1)*Lypsz =
(—D"[Lan+2 = Lan-2] = (=1)"[Lan+1 + Lan—1] yazilr. 5F, =Ly g + Ly Ozdesligi
kullanilarak 5F,,, = Lyp_q + Lan4q elde edilir. Boylece 5F,, = (—1)"tr[T,] saglanir.

Sonug olarak, F,, y alt yoriingesel grafinin minimal uzunluklu yoldaki koseleri bir matrisin

izi ile yazilabilir.
Sonuc 2.3.4.

i = 1,2 i¢in, k; = 3 alinirsa, F, y alt yoriingesel grafindaki %késesi ile baglayan minimal

uzunluklu yoldaki indirgenmis kesir olan n. v, kdosesi, sirasiyla sol ve sag yonlendirme

icin asagidaki sekilde verilir

_tr(Tnl __triTy]
;’lz%veﬁz%. %)

Ispat. Onerme 2.3.3 den F,, = %tr[Tn] yazilir. Bu esitlik (79) denkleminde yerine

yazilirsa, sonug saglanir.
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Onerme 2.3.5.
0 0 1
E,,n.Fibonaccisayisi, P =0 1 —3]ve,n € Z" olmak iizere, asagidaki esitlik verilir
1 0 -1
(_1)nFn—1 0 (_1)n+1Fn 89
P = (B[~ Fup = 1] 1 3[(-D)"Fuey 1] e
(_1)n+1Fn 0 (_1)nFn+1
) P11 P12 P13 _
Ispat. P"™ = P21 P22 P23 | olarak alinsin. Ilk 6nce p;; elemani igin time varim
P31 P32 P33

1 0 -1
yontemini kullamldiginda, n = 2 i¢in, P? = (—3 1 0 ) ve p11 = (—1)32F,_; =1

-1 0 2
olur ve boylece ifadenin dogrulugu goriiliir. Simdi n = k i¢in ifadenin dogru oldugu kabul
(—=1)*Fiy 0 (-D**'F,
edilir. O halde, P* = 3[(-D)**'F,_, —1] 1 3[(=1)¥F,_; —1] |yazilr. n =k + 1
(D Fy 0 (—1)*Fiyq

icin de ifadenin dogru oldugu gosterilmelidir.

0 0 1\ /CD"F 0 (-DF'F
P"+1=PP"=(0 1 —3) 3[(—D*F_, —1] 1 3[(-1)*Fe_; —1]
10 =1/ \(-D'F, 0 (—DFFy4q

(_1)k+1Fk 0 =*
= 1 *
0 =x

olup, n = k + 1 i¢in de dogrudur. Boylece diger elemanlar icin de incelendiginde, ispat

tamamlanir.
Teorem 2.3.6.
0 0 1
E,,n. Fibonacci sayisi, Z=|0 1 —k| ve n € Z*olmak {lizere, asagidaki esitlik
1 0 -1

saglanir
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(_l)nFn—l 0 (_1)n+1Fn
7 = k()™ Fyy —1] 1 K[(—1)"F,_y — 1] | ©0)
(_1)n+1Fn 0 (_1)nFn+1

Ispat. Ispat igin Z matrisinin diagonal matrisi kullamilir. Ciinkii istenilen Z matrisinin

n. kuvvetini asagidaki denklemle yazilabilir;
D" = (Pp~'zp)yr = p~izpp~t...p71Zp = p71Z"pP .

Burada, D diagonal matris, P ise matrisin i slitununun, i. 6z vektoridiir. Boylece, Z" =

PD"P~1 yazilir. Simdi Z matrisinin 6z vektorleri ve 6z degerleri bulunacak. Oz degerler

Py(A) = det(l —2) = 2*—22+1 denkleminden Ay 5 = 1,70, 2*1 glarak
bulunur. O halde 6z degerler
1,5 1 <5
0 [2t2) (272
Vipg=|1],| 2 [,| 2k
0 3—V5 3+/5
1 1
seklindedir. P ve tersi olan P~1 matrisleri asagidaki gibidir
1 V58 1 45 -k 1 -k
0 3+% 273 1, _1oB
P={, _2 2k Pl=|y5 2v5 |.
3-V5 345 _L 9 1+V5
01 1 V5 2V5
1 0 0
0o ¥t g
D diagonal matrisini ise D = 2 ile verilir. Sonug olarak Z"™ matrisi
0 o

asagidaki sekilde yazilir
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Z" =ppnp~l =
(V5+5)(v/5-1)"—(v/5-5)(—V/5-1)" 0 V5(5-1)"—V5(—V5-1)"
10 2n 5 2n
3\/—+5)k(\/— e Lk 3\/—+5)k( VE-1)n P \/—+5)k(\/— DL YLk ‘/—+5)k( VE-1)"
2n 2n
VE(WE-1)"—VE(~VE-1)" 0 A58 yE-1yna (DS 5y
5 2n 2n
(ﬂ)n_(i)n
Eger Fibonacci sayilarinin Binet formiilii kullanilirsa; F, = %, Z™ matrisini

Fibonacci sayilar ile ifade edebiliriz.
Siradaki Teorem, Fibonacci ve Lucas sayilarini veren yeni bir matris verir.
Teorem 2.3.7.

E,, n. Fibonacci sayist, L,, ise n. Lucas sayisi ve n € Z* olmak iizere

n cift ise

n-1/], —L
52 ( Zngs 2z ), n tekise,
n ( L2n _L2n+2
n_ (2 =3\ _ ©1)
X (3 —7) 5%(—an—2 FZn)

_FZn F2n+2

saglanir.

Ispat. Ispat yapilirken tek n tam sayilar1 ve cift n tam sayilari igin tiime varim yontemi
kullanilir. Ilk &nce tek n tam sayilari incelendiginde, n = 1 durumu igin ifadenin dogru

oldugu aciktir. n = k i¢in dogrulugu kabul edilip n = k + 2 i¢in incelendiginde,

xk+2 — yky2
_ N
-G 3G 2)

L=y Py _sz) -5 15
=52 <L2k —Lak42 (—15 40)
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_ 5%( Loy _L2k+2>
Laksz  —Laksa

ifadenin dogru oldugu goriiliir. Ayn1 sekilde n ¢ift tam sayilar i¢in de incelendiginde ispat

tamamlanir.

2.4. Pell Sayilar1 ve Alt Yoriingesel Graflar Arasindaki iliski

Bu boliimde Pell ve Pell-Lucas sayilar ile alt yoriingesel graflardaki minimal uzunluklu

yollardaki koseler arasindaki iligki incelendi. Daha sonra bu iliski kullanilarak Pell ve Pell-

Lucas sayilar1 matrisler agisindan arastirildi.

Teorem 2.4.1.

B,, n. Pell sayisi, n € Z* ve v, indirgenmis kesir olmak iizere, sirastyla sag ve sol

yonlendirmede, i = 1,2 i¢in k; = 6 alindiginda F,, y alt yoriingesel grafindaki % kosesi ile

baslayan minimal uzunluklu yoldaki kdseler asagidaki gibidir:

_ P2n PZn
_ u P R u+ P
— 2n+2 _ 2n+2
Up = —N ve v, = —N .

Ispat. k; = 6 alalim. Béylece n > 0 olmak iizere;

1 1
21 2+/8

C,= (-1 [(6 + 2V/8)" — (6 — 24/8)"]

22n 22n

_ TLL (2+\/§)27’l _ (2_\/5)271
= Vg ]

_ ’nl (1+\/§ 27’1_(1_\/5)271
=D 2[ 2V2 22 ]

_a+2)r  a-vz2)"

elde edilir. Pell sayilar1 i¢in binet formiilleri P, = 5

-H"P
P )

242

uygulanirsa,

(92)

(93)
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bulunur. Buradan sag yonlendirme i¢in, F, y altyoriingesel grafinin minimal uzunluklu

yoldaki n. kosesi

Cn+1u B Cn — uP2n+2 + P2n (94)
CraN Pyps2N

ve sol yonlendirme i¢in n. kdsesi

Cryru + Gy _ UPyp12 — Pon (95)
Cn+1N P2n+2N

olarak elde edilir.

Sonuc 2.4.2.

P,, n. Pell sayis1 olmak iizere,

(-nrt ="
(0 _1)n _ TPZn—Z TPZn —v (96)
1 —6 (_1)n+1 (_1)n n
TPZn 2 P2n+2

olur.

Ispat. Siirekli kesirlerin matris baglantisindan,

(Cn_l C, ) _ (0 -1 )" (97)
—C =Gy 1 —k;

—1)n —_1\n—1
verilir. Diger taraftan k; = 6 ve C, = (1)% oldugundan, C,_; = % ve Cpyq =

(=)™ Pan4z
— bulunur. Buradan,

(-t p (=" p
(Cn—l Cn )z 2 e 2 :(0 —1)" (98)
=G —Chsa (-1 (-D" 1 —6
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elde edilir.

Ornek

Sag yonlendirme igin, k, =6 alahm. u?+6u+1=0 (modN) Kkongriians
bagtisindan, u =1 ve N =8 olsun. F; g alt yoriingesel grafinin minimal uzunluklu

yoldaki koseleri asagidaki sekildeki gibidir:

1 1+ — 1 6 ——"8
1 1+—= 6 — 6— 1
1+2 6—= 6— 1 el
1 1 6 6 "6 6
0==>=> - = e - -
0 8 8 8 8 8
vo v v Vn1 vn
. P2n
Burada n. késeyi v, = —28#2 olarak yazilir. Ornegin, F, g alt yoriingesel grafinin

8
minimal uzunluklu yoldaki 5. kosesi elde edilmek istenirse iki metot kullanilabilir. Ik &nce

6— 1
- oL
genel metot ile vy = Tﬁ yazilir. Ikinci olarak da. 5. kdse daha kullanish bir yol
- 50 8119
olan Teoremden kullanilarak bulunabilir. Teoremden vg = 512 = 183860 = “oa10 elde

edilir. Ayn1 zamanda sonugctan ¢ift indeksli Pell sayilarini kullanarak asagidaki matrisi elde

edilir;
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Pre  _Pis 9
2 2 _(0 —1)

Pis. _Po | \1 —6/°
2 2

2.5. Pell ve Pell-Lucas Say:1 Dizilerinin Matris Uygulamalari

Bu boliimde bir 6nceki boliimde verilen cift indeksli Pell sayilarin1 veren V,, matrisi

incelenecektir.

Onerme 2.5.1.

Qn, n. Pell-Lucas sayist olmak {izere, asagidaki esitlik saglanir.

—1)" 99
Qan = tr(V)m € 2* o
ispat. 1, matrisinin izi incelendiginde tr(¥,) = %[Pzn+2 — P,,_,] elde edilir. Pell

sayilarinin yinelenme bagintisindan P,y p = 2Py 1 + Py, Ve Py = 2Py 1 + Poy_n

yazilir. Bu esitlikleri ¢tr(V;,) yi veren denklemde yerlerine yazilirsa,

=nr Gk
tr(V,) = D [2Pyn41 + Poy — Poy + 2Py 4] = >

2 [Pyny1 + Popq]

elde edilir. Daha sonra, P,,; + P,_1 = 2Q, 6zdesligi kullanilarak tr(V,) = (-=1)"2 Q,,

yazilir.
Teorem 2.5.2.
Qn, n. Pell-Lucas sayisi ve n € Z* olmak lizere, asagidaki esitlik saglanir

(—6 2) (0 —1)" _ (2(—1)"_1an-z 2(=1)"Qzn (100)

1 -6 2(—1)n+1Q2n 2(_1)nQ2n+2>

Ispat. Ispat icin temel olarak 4P, = Q1 + Q,_; Ozdesligi kullanilacaktir. ik olarak bu

Ozdeslik 2n — 2 igin yazilip, Qzn = 2Q2p-1 + Q2n—2, Q2n+1 = 2Q2n + Q2n-1, Q2n-1 =
2Q2p—2 + Q23 0zdeslikleri kullanilirsa,
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4Pyn_3 = Qapn—1 + Q2n—3
= —30Q2n-2 + Q2n
3 1
—Qpn—2 = ZQZn—Z - ZQZn-

yazilir. Daha sonra ayni 6zdeslik 2nicin yazilir ve Qupi2 = 2Q2041 + Qany Qonyz =

2Q2n42 + Q241 O0zdeslikleri kullanilirsa,
4Py = Qz2n41 + Q2n—1

= Q2n+2 — 30Q2n

3 1
Py = ZQZn + ZQ2n+2

yazilir. Aynt zamanda —P,, = %QZn—Z — %QZn esitligi elde edilir. Son olarak 6zdeslik

2n+ 2 i¢in yazilir ve Qapiz = 2Q2n4+2 + Q2nt1 Q2niz = 2Q2p41 + Q2. Ozdeslikleri

kullanilirsa,

4Pypn42 = Qanysz + Qans1

= 30Q2n+2 — 2021
1 3
Pypy =— ZQZn + ZQZn+2

elde edilir. Bulunan degerler V,, matrisinde yerine yazilirsa, V,, yeni formunda asagidaki

gibi elde edilir,
(-t ="
0 —1\" TPZn—Z TPZn
Vn - (1 —6) - (_1)n+1 (_1)71
TPZn TP2n+2

3 1 3 1
(- Z QZn—Z - Z QZn Z QZn + Z QZn+2

2 1 3 1 3
ZQZn—Z - Z QZn - ZQZn + ZQZn+2
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3 1
_ [ 16 16 (2(—1)”‘1an-2 2(—1)"an>
L 3 2(_1)n+1Q2n 2(_1)nQ2n+2 .

16 16

3 1
A= 116 136 alinirsa, A matrisinin tersi A™! = (:g 2) olarak yazilir. Eger
16 16

yukaridaki denklemin her iki tarafim A™! matrisi ile ¢arparsak, c¢ift indisli Pell-Lucas

sayilarini veren W,, matrisini elde ederiz.
Onerme 2.5.3.

P, n. Pell sayis1 olmak iizere,

="
16

(101)

P, tr(W,),n € Z*.

esitligi saglanir.

Ispat. W, matrisinin izi incelenirse, tr(W,) = 2(—=1)"1Qzn_z + 2(—=1)"Qzp+, yazilir.
Pell-Lucas sayilarmin yinelenme bagintisindan, esitlikleri denklemde yerine yazilirsa,
tT‘(Wn) = 2(_1)7’1—1(_2) [Q2n+1 + an—l] elde edlllr. Qn+1 + Qn—l S 4Pn 62d6$llgl de
kullanilarak P,,, = % tr(W,,) saglanir.

Boylece, k; = 6 i¢in alt yoriingesel graflarin minimal uzunluklu yoldaki koseleri 6zel bir

matrisin izi ile de yazilir.

Sonuc¢ 2.5.4.

[ = 1,2 i¢in, k; = 6 alinirsa, F,, y alt yoriingesel grafindaki %késesi ile baglayan minimal

uzunluklu yodaki indirgenmis kesir olan n. v, kdsesi, sirasiyla sol ve sag yonlendirme

icin asagidaki sekilde verilir,

er[ W] (W] 10
- tr[Wn+1]
VeV, = ———

U+t —m7—
- tr[Wn+1]

Up = N
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Ispat. Onerme 2.5.3 ten P, = % tr(W,,) yazilir. Boylece bu denklem (92) denkleminde

yerine yazilirsa, durum ispatlanmais olur.

Teorem 2.5.5.
0 0 1
B,, n. Pell sayis1, Q,, n. Pell-Lucas sayis,, n€ Z* ve Z=[0 1 —k | olmak iizere
1 0 -2

asagidaki esitlik verilir,

(—=1)"P,_, 0 (=D)"'p,
k k

VAL E [(_1)n+1Qn—1 _ 1] 1 E [(_1)71Qn — 1] . (103)
(-)"*1p, 0 (=1)"Pn41

Ispat. Z matrisinin n.kuvvetini elde etmek icin diyagonal matrisi incelenir. D,Z nin

diagonal matrisi olmak iizere asagidaki esitlik verilir,
D" = (P 1zp)" = p~1zpp~t...p~1zp = p71Z"p.

P matrisi ise i. siitunu i. 6zvektér olan matristir. Bdylece Z"™ = PD"P~!. yazilir. Z

matrisinin 6zdeger ve 6zvektorleri bulunursa,
P,(A) =det(Al —Z) = A3 — 21+ 1,

denkleminden, 6zdegerler 4,3 = 1, —V2 —1,—1 + V2 ve 6zvektorler

0 1-+2 1++2
= (1) k(- Lr) || (2 1)
0 2 2
1 1

olarak bulunur. P matrisi ve tersi olan P~ matrsileri
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k 1 k
0 1-v2 1++v2 2 2
vz V2 a_| V2o, V242
P = —_ - P = -
1 k( 2+1> k<2+1> ve 7 0 7
0 1 1 V2 0 —VZ+2
4 4
1 0 0
ile verilir. Boylece, diagonal matris D =0 —V2—-1 0 olur. Sonug olarak,
0 0 —1++2
Z™ matrisi asagidaki gibi yazilir,
Zn = ppnpt
(V2+2)(V2-1)" - (V2-2)(—V2-1)" 0 V2(2 - )" = V2(V2 - )"
4 4
(V2+Dk(V2-D" - (V2 - Dk(—V2-1)" &k ’ k(2= —k(—V2-D" k '
4 2 4 2
\\/E(x/i )" = V(2= 1)" (—VZ+ 22— D"+ (—V2 +2)(V2 - 1)n/
4 4

Eger, Pell ve Pell-Lucas sayilarmin y =1 ++2ve§ = 1 —+/2 olacak sekilde P, =

y::gn , Q, = yn_;(gn Binet formiilleri kullanilirsa, Z™ matrisi Pell ve Pell-Lucas sayilari ile
verilir.
Teorem 2.5.6.

-3

_ 17] olmak tizere,

B,, n. Pell sayis1, Q,,, n. Pell-Lucas sayis1, n € Z* ve V, = [;

_PZn P2n+2

3 _

{22"‘1 ( Pon—2  Pon ) eger n cift ise,
v (104)
2%(7‘_1) (QZn—Z _QZn

) eger n tek ise
2n _Q2n+2

Ispat. Ispat igin timevarim yontemi kullanilir. Ik 6nce tek n degerleri igin durum
incelenir. n = 1 i¢in ifade dogrudur. n = k i¢in dogrulugu kabul edilip, n = k + 2 i¢in de

dogru oldugu gosterilmelidir. O halde,
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vz = ykp?
— k —
- (é —137) (é —137)

_ 2%(1(—1) (sz—z — Q2 ) ( —8 48 )
Q2k —Q2k+2/ \—48 280

2

_ 2§(k+1) (Q2k+2 _Q2k+4>
Q2k+4 _Q2k+6

yazilir. Boylece ifade biitiin n degerleri i¢in dogru oldugu goriliir. Ayni sekilde ¢ift n

degerlei i¢in de benzer sekilde tiime varim yontemi uygulanirsa ispat tamamlanir.

2.6. Uretec Fonksiyonlar

Sag yonlendirme icin F, y alt yoriingesel grafindaki minimal uzunluklu yoldaki

koseler asagidaki sekilde verilir;

1 ut - T

1 Yt k2 1

= k, —— k, ——

1 u ¥t k, 2k, 2k,

- — — —
N N N N
1 u+ 1 T

=y Uk o k2 1, e e . P
Burada, v, = It S i T v P olur. Her kosenin bir siirekli kesir belirttigi

Gn

ile
n+1

acgiktir ki, bu siirekli kesir k—;l seklindedir. Bu siirekli kesrin n. degeri
yazilirsa, burada G, degeri G; = 1,G, = k,, n > 3 olacak sekilde, yeni bir yinelenme

bagintisi ile tanimlanir;
G = kaGp—1 — Gy

Bu yinelenme bagintisi
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seklinde de verilir.
Onerme 2.6.1.

G, =1, G, =k, n =3, olmak lizere G, = k,G,_1 — G,,_, yinelenme bagintisinin iireteg

fonksiyonu,

1 (105)

alx) = 1 — kyx + x%

yazilir. Boylece,

1 2 g 2 " (106)
a(x) = > Z > —\ x™
Vig? — 444 [\ky — k2 — 4 ky +ky? — 4
elde edilir.

Ispat. G, =1, G, = k, n > 3, olmak iizere G,, = kG,,_; — G,_, yinelenme bagintis1 i¢in

tirete¢ fonksiyonu yazilirsa,

a(x) = Gy + G1x + Gyx*+... +Gpx"™ + -+

koxa(x) = k,Gox + k201x2+...+k26n_1x" + sznx"“ + .
x2a(x) = Gox%+...+Gp_yx™ + Gy x4+ Gx™t2 + -

a(x) — kyxa(x) + x2a
S GO + (Gl - szo)x + (GZ - kZGl + Go)xz + -+ (GTL - kZGTL—l
+ Gg)X e = 1

1

a(x) = 1—kyx + x?
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elde edilir. Eger A = t? — 4 alarak a(x) = ﬁ fonksiyonu pargali kesirlerin toplami
2
seklinde yazilirsa,
1 1 1 1
a(x) =
k,* — 4 k2+\/k22—4 Jk22—4 k, — |k,* —4
T 2 T 2
1 -1 1
- 5 1 2X + 1 2X
ka® = k2+\/k2 -4 kz—\/kz —4
saglanir. ﬁ =1+ ax+ a?x?+...+a™x"+...= Y, a™x™ denklemi kullanilirsa,

iirete¢ fonksiyonu

a(x)=;i E i 22 x"|.

olarak bulunur.
Teorem 2.6.2.

F, n. Fibonacci sayis1 olmak tizere, a(x) iirete¢ fonksiyonunda k = 3 alinirsa, asagidaki

ifade saglanir

1 - 107
a() = ——— = ZO Fansa” o)
n=
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1
1-3x+x2

1
1-3x+x2

Ispat. Onerme 2.6.1°den k = 3 alinirsa, a(x) = yazilir. Eger a(x) =

fonksiyonu kismi kesirlerin toplami olarak yazilirsa,

1 X 1—x

1—E’>x+xz_1—3x+xz+1—3x+x2

1-x

olur. S
1-3x+x2

=Y Fong1x™ ve = Yo Fonx™ esitlikleri kullanilirsa,

1-3x+x2

1 (o] [oe]
1—3x+x2 Z Fansax™ + Z Fanx™
n=0 n=0

olarak yazilir. Eger Fibonacci sayilarinin yinelenme bagintisi kullanilirsa a(x) =

1

T 3xixZ = 2;‘?:0 F2n+2x" elde edilir.

Teorem 2.6.3.

P, n. Pell sayis1 olmak iizere, a(x) lrete¢ fonksiyonunda k = 6 alinirsa, asagidaki ifade

saglanir

1 1w 108
n=

1
1-6x+x2

Ispat. Onerme 2.6.1 de k = 6 almirsa, a(x) = yazilir. Eger a(x) =

1-6x+x2

fonksiyonu kismi kesirlerin toplami olarak yazilirsa,

1 1 ( 2x 492 1—-3x )
1—6x+x2 2\"1-3x+x2 ~1-—3x+x2
2x?2 Qoo n 1-3x2 Qoo T .
olur. et = Yomeo Popx“™ ve Tt Yomeo Qunpx™ esitlikleri kullanilirsa,

1 1 [ee] [ee]
1—6x+x2 E(Z 3Ponx™ + Z 2Q2nx">
n=0 n=0
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olarak yazilir. Eger 2Q,+ 3P, = P,,, Ozdesligi kullanilirsa a(x) = L=

1-6x+x2

1520 Pansax™ elde edilir.

Sonuc 2.6.4.

1+/5
a= >

. e - 1. .
olmak tizere, Y:n— o FonsoX™ serisinin yakinsaklik araligt |x| < pe3 ile verilir.

F, e 1t
’;"1 = « esitligi kullanilirsa,
n

Ispat. Kuvvet serilerinin oran testi ve lim,,_,o,

F.
— mﬂ = |x|a?

2n+2

yazilir. O halde serinin yakinsak olmasi i¢in yukaridaki ifade 1 den kiiciik olmali. Yani

1 ..
x| < = dir.

Sonuc 2.6.5.
¥ = 1+ V2 olmak iizere, ¥>_, Pyp4,x™ serisinin yakisaklik araligi |x| < yiz ile verilir.

. o . . P e
Ispat. Kuvvet serilerinin oran testi ve lim,,_, ;“ = y esitligi kullanilirsa,
n

n+1
Poniax

Ponyq
= |x| 53— = |xly?

lim x|y
P2n+2

n—-oo

n
Pypiax

yazilir. O halde serinin yakinsak olmasi i¢in yukaridaki ifade 1 den kiiciikk olmali. Yani

[x] < yizdir.

2.7. En Kisa Yoldaki Koselerin Bulunmasimin Uygulamasi

Bu boliimde, F,, y alt yoriingesel grafinin minimal uzunluklu yolundaki kdseleri veren bir
algoritma verilecek. Bu algoritma yardimi ile sag ve sol yonlendirme i¢in istenilen n. kose

ve koselerin yaklastigi deger kolay bir sekilde bulunabilir. Bu algoritma asagidaki sekilde
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verilir:

Input: u, N, stepe N

if (u, N) =1 then

ky 1;

kz +— 1;

if (v? +1) mod N =0 then
k1 + N;

ko <+ N;

else

for i € [2, N] do

if (v +1)+i*u) mod N =0 then
| k2 %
end
if (v?+1)—i*u) mod N =0 then
ky 1
end
end
end
Ve {xh

if k1 =1 then
| Vevu{sg
else

for n € [1, step] do
if £y = 2 then

X7 17 (n+1)u—n

else
A() — N
n—t t—
(—1)r2t-n (k1 + V= 4) (kl == 4) :
A]_ —

(~)rHen i (k4 /EE=4) T (k- V=)

Vevolz(1+42)}
end

end

end

~{-}h

—300 u

ky—y/kT—4
_). -

n— u+£k’_ C: s

N 7

E

<r <l
xH

<}

end

Sekil 10. F,, y grafinin minimal uzunluklu yol koselerini veren algoritma
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Ayni1 zamanda, asagidaki link ise kullanicilara bu algoritmayi kullanan bir program

sunar;

https://www4 .ktu.edu.tr/matematik-program

Bu programin kullanildig1 6rnekler asagidaki gibidir:

Ornek: F, y alt yoriingesel grafinda u = 2, N = 4 alinsin. (u, N) # 1 olup, bdyle bir

grafin miimkiin olmadig1 bilinir. Verilen programda ise goriiniim asagidaki gibidir:

Cl Alt Yoriingesel Graflarda Minimal Uzunluklu Yollar

O

u 2 21 k= 2

i

N 4 2 k= 7

Durum: Sayilar aralaninda asal dediller, hesaplama yapilamadi!

Adim Sayisi 100 =
Sol Kdseler Sag Koseler
Yakinsadigi Sol Kose Yakimsadigi 5ag Kose
0 {0/1) 0.5 (1/2)
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Ornek: F,n alt yoriingesel grafinda u=1,N =5,,(u,N) =1 olsun. Bdylece Sonug
1.11.13 den k; = 2, k,=3 yazilir. Bu grafdaki sag ve sol yonlendirme i¢in bazi koseler

asagidaki gibi verilir:
v, Vp = vy =—, 1,
1710 727158 737 107 47T 20’
- 4 = 11 = 29 = 76
Vi="—", Vp=—7, V3=7—, VUp=7""=,...

275

u 1 1 k= 2 S
N 5 k= 3 =
Durum: Hesaplandi!

Adim Sayisi 100 =
Sol Késeler Sag Koseler

0.2 (1/5) 0.2 (1/5)

0.1 (1/10) I | 0.266667 (4/15) I

0.0666667 (1/15) 0.275 (11/40)

0.05 (1/20) 0.27619 (29/105)

0.04 (1/25) 0.276364 (244015/882949)

0.0333333 (1/30) 0.276389 (186353/674242)

0.0285714 (1/35) 0.276393 (177983/643950)

0.025 (1/40) 0.276393 (54416/196879)

0.0222222 (1/45) 0.276393 (135033/488554)

0.02 (1/50) 0.276393 (174615/631763)
Yakinsadigi Sol Kése Yakinsadigi Sag Kose
0 (0/1) 0.276393 (196418/710647)

|




3. SONUCLAR

Bu tez ¢alismasindan asagidaki sonuglar elde edilmistir:

1) F,y alt yoriingesel grafindaki minimal uzunluklu yoldaki sag ve sol yonlendirme
icin k; = 2 olmak iizere C, = —k;C,_1 — C,_, i = 1,2 yinelenme bagmtisinin

saglandig1 gosterildi. (Sonu. 2.1.8)
2) Eger k; =2 ise C, = (—1)"n ve eger k; > 2 ise C, = (—1)"21 "Y1, <ki +
n—t t—1
k? — 4) (ki — /klz — 4) esitligi verildi. (Teorem 2.1.9.)
3) F,y alt yoriingesel grafinda % kosesi ile baslayan minimal uzunluklu yoldaki sag

ve sol yonlendirme igin koseler u?+ (=1)'kju+1=0 (modN),i = 1,2

(n+u-n - _ (n+Dutn
(n+1)N

denkleminde k; =2, i = 1,2 durumunda v, =

seklinde oldugu verildi. (Teorem 2.1.10.)

Choi Cy )_(0 —1)”, , ,
4) (_Cn —C..) T\ —k ifadesi bulundu. (Onerme 2.1.11.)

5) F,y alt yoriingesel grafinda % kosesi ile baglayan minimal uzunluklu yoldaki n.

koselerin  sirasiyla sol ve sag yonlendirme icin, u®+ (—1)kju+1=

0 (modN),i = 1,2 kongriians denkleminde k; =3, i = 1,2 alindiginda, F,, n.

Fan Fan

-~ ———2n_ -~ u+—2n
. . . F. F - . . .
Fibonacci sayisi olmak tizere, v, = % ve v, = % oldugu gosterildi.

(Teorem 2.2.1)

(0 —1)n:<_1)n_1F2n—2 (—D"Fy,
1 -3 (_1)n+1F2n (_1)nF2n+2

7) S, matrisinin izi kullanilarak Lucas sayilarimin elde edildigi gosterildi L,, =

(—1)"tr[S,]. (Onerme 2.3.1)

6) ) = §, esitligi verildi. (Sonug 2.2.2.)

8) Lucas sayilarini veren yeni bir matris elde edildi

— —1\" D" ppy (DML
(& 9GQ ) :< D™y (=1)"Lonss

9) T, matrisinin izi ile Fibonacci sayilarinin elde edilebilecegi gosterildi 5F,, =

(—1D)"r[T,],n € Z*. (Onerme 2.3.3.)

) = T,. (Teorem 2.3.2.)



69

10) F, y alt yoriingesel grafinin minimal uzunluklu yoldaki késelerin T,, matrisinin izi

tr[Tn] tr[Tn]

ile yazilabilecegi gosterildi v, = —rrl pe v, = —el (Sonug 2.3.4.)

11) Fibonacci sayilarmi veren 3x3 tipinde ve 2x2 tipinde yeni matrisler elde edildi.

(Teorem 2.3.6. ve Teorem 2.3.7)

12) F, y alt yoriingesel grafindaki % kosesi ile baglayan minimal uzunluklu yoldaki

sag ve sol yonlendirme i¢in koselerin Pell sayilari ile yazilabilecegi gosterildi; i =

P P
__2n -L2n

P u N u
1,2 icin k; = 6 durumda v,, = % ve v, = %_ (Teorem 2.4.1.)
-1 n-1 —_1)n
0 -1y (3 Pz 5P . .
13) (1 —6) | pnn =" =V, esitligi elde edildi. (Sonug
2 Pan TP2n+2

2.4.2.)

14) Pell-Lucas sayilarinin V,, matrisinin izi ile yazilabilecegi gosterildi; Q,, =

%tr(l/n),n € Z*. (Onerme 2.5.1.)

) (2D 2(-1)"0a
15)(—3 2)((1) —é) =< 2(—1)n+1Q22n2 2(—1)nQ2121+2

(Teorem 2.5.2.)

): W, esitligi verildi.

16) W,, matrisinin izi ile Pell sayilarmin elde edilebilecegi gosterildi. (Onerme 2.5.3.)

17) F, y alt yoriingesel grafinin minimal uzunluklu yoldaki koselerin W, matrisinin izi
tr[Tn] tr[Tn]

— N u—
ile yazilabilecegi gosterildi v, = —"-1 ve v, = —TmHl (Sonu. 2.5.4.)

18) Pell sayilarin1 veren 3x3 tipinde ve 2x2 tipinde yeni matrisler elde edildi. (Teorem

2.5.5 ve Teorem 2.5.6)

19) k;l siirekli kesri ile yeni bir yinelenme bagintis1 olusturuldu ve bu
2_

1
2 =

yinelenme bagintisinin sonuglar1 incelenerek

1
1-6x+x2

_ 13w n
- EZn:O P2n+2x

esitliklleri elde edildi. (Teorem 2.6.2. ve Teorem 2.6.3.)

1
a(x) = 55 = Zn=o Fans2X" vea(x) =

20) En kisa yoldaki koseleri veren algoritma olusturuldu.



1

2)

3)

4)

5)

4. ONERILER

F, y alt yoriingesel grafinda minimal uzunluklu yoldaki koseleri elde etmek icin
kullanilan u? + (=1)!k;u + 1 = 0 (modN),i = 1,2 kongriians denklemindeki k;
degerinin 2,3,6 degerleri disindaki degerleri incelenip, bagka tam say1 dizileri ile
iliskilendirilebilir.

I' grubunun I;(N) disindaki alt gruplartyla olusturulan alt yoriingesel graflar igin

minimal uzunluklu yollar incelenebilir.

Alt yoriingesel graflardaki kose ve kenar sartlari yardimiyla baska yollar
tanimlanabilir.
Bu calismadan elde edilen Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas say1 dizilerini veren

matrisler yardimiyla bu tam say1 dizilerinin bagka 6zellikleri incelenebilir.

Bulunan matrislerin kodlama teorisindeki uygulamalar arastirilabilir.
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