~

LT0T SOLSNDV

SUALTAOAAN  QAIWATOI MLLVINALVIN- SNVSTT MASMQA

T.C.
GAZIANTEP UNIiVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

SUREKLI Z-SAYILARI

MATEMATIK BOLUMU

YUKSEK LiSANS TEZi

NURGUL TURK

AGUSTOS 2017



Siirekli Z-Sayilan

Gaziantep Universitesi
Matematik Boliimii

Yiiksek Lisans Tezi

Danisman

Dog. Dr. Necati OLGUN

Nurgiil TURK

Agustos 2017



©2017[Nurgiil TURK]



T
GAZIANTEP UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTITUSO
MATEMATIK ANABILIM DALI

Tezin Adi: Siirekli Z Sayilan
Ogrencinin Adi Soyadi: Nurgiil TURK
Tez Savunma Tarihi:06.10.2017

Fen Bilimleri Enstitiisti Onay1:

Prof.é.&. Necme

FBE Miidiirii
Bu tezin Yiiksek Lisans Tezi olarak gerekli sartlan sagladiaim onaylarim.

Ptoi Dr. Ad;" élC

Enstitiit ABD Baskam

Bu tez tarafimca okunmus, kapsami ve niteligi agisindan bir Yiiksek Lisans Tezi olarak kabul
edilmistir.

Dog. Dr i OLGUN
Tez Danmigman

Bu tez tarafimizca okunmug, kapsami ve niteligi agisindan bir Yilksek Lisans Tezi olarak oy
birligi ile kabul edilmistir.

Juri Uyeleri: Imzast
Dog. Dr. Memet SAHIN
Dog. Dr. Mehmet KULE

Dog. Dr. Necati OLGUN

b



ABSTRACT

Some Continuous Z-Numbers

TURK , Nurgiil
M. Sc. Thesis, Math Department

Adviser : Dog. Dr. Necati OLGUN

In this thesis some Z numbers and Continuous Z numbers are studied. The first section
the preliminaries that are required in this thesis are presented. The second section focuses on
the fuzzy logic. In the third section the basic definitions and their properties related to Z
numbers. In the fourth section the basic definitions and their properties related to Continuous
Z numbers.

In the last section arithmetic on the Z Sayilar1 are studied.

Key words: Fuzzy Logic, Z Numbers , Continuous Z Numbers



OZET

SUREKLI Z SAYILARI HAKKINDA

TURK, Nurgiil
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimii
Tez Yoneticisi:Dog¢.Dr. Necati OLGUN

2017,51 Sayfa

Bu tezde Z Sayilar1 ve Siirekli Z Sayilar1 incelenmistir.

IIk boéliimde bu calisma ile ilgili 6n bilgiler sunulmustur. ikinci bdliimde bulanik
mantiktan bahsedilmistir. Ugiincii boliimde Z sayilart hakkinda temel tanim ve 6zelliklere yer
verilmistir. Dordiincti Bolimde Siirekli Z sayilart hakkinda temel tanim ve 6zelliklere yer
verilmistir.

Son boliimde Siirekli Z sayilari tizerinde aritmetik iglemlere yer verilmstir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik Mantik, Z sayis1, Siirekli Z Sayisi
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1.BOLUM
GENEL BILGILER
GIRIS
Mantik arapga nutk kelimesinden koken alir ve yunanca logos kelimesine
karsilik gelir. Dogru onciillerden dogru sonuglar ¢ikarmayi inceleyen bilim dalidir.
Mantikli diistinmek giinliikk yasantida dogru ve diizgiin diistinmektir. En az iki

diistince arasindaki bir iliskiyi ortaya koymak suretiyle birini digerinin kanitlayani

yaparak yeni bir yargi 6ne slirmektir.

Mantik kisiler arasindaki anlamli sozlerin tartisilarak bir sistematige

baglanmasi ve sagma sapan olanin malul ve mantikli olanlardan ayrilmasina yarar.

Geleneksel mantik sistemleri sadece belirli kosullarda olusan kesin dogruluk
degerleri dogru ya da yanlistan birisine sahip Onermelerle ilgilenirler. Belirsizlikle
ilgilenmezler. Ugiincii bir durumun gergeklesmesinin imkansiz oldugu varsayilir ve
¢ogu zaman bu tiir durumlar paradoks olarak adlandirilir. Diger bir deyisle dogruluk
Oonermeleri {0,1} kiimesinin elemanlariyla iliskilendirilen bir kiime olarak

goriilebilir.

Matematik, klasik fizik ve kimya ilkeleri de Aristotales mantigina goére
gelismistir. Ancak dogal olaylarla ilgilenen miihendisliklerde durum tamamen
bulanik diinya ve mantiga gore olmast gerekirken bunlarin yapilan, varsayim,
ideallestirme, lineerlestirme gibi kabullerle insan aklimin ikili mantiga gore olay:

algilayabilecegi seviyeye getirilir.

Tam tarihler belirgin olmasa da (Cin, Hindistan ve Eski Yunanda ) MO

4.ylizy1lda mantigin ortaya ¢iktig1 diistiniilmektedir.

1930’lara kadar siiren ¢aligmalar sonucu iki degerli mantik sistemi yeterli
olmayinca 1930’larin basinda Polonyali matematik¢i Jan Lukasiewicz ilk li¢ degerli

mantik sistemini gelistirdi. 1930’larda kuantum filozofu Max Black stirekli degerlere



sahip mantigi,eleman diizeyinde kiimelere uyguladi. Black, bulanik kiime-iiyelik

fonksiyonlarindan bahseden ilk kisi oldu.

Bulanik kiime kavramu ilk olarak L.A. Zadeh tarafindan 1965 yilinda ” Fuzzy
Sets” adli ¢alismasiyla birlikte ortaya cikarilmistir. Bu g¢alismayla birlikte Fuzzy
kelimesini teknik terimlere dahil etti. Ayrica bu ¢alisma ile bilinen Kiime Teorisi de

genisletilmistir.

Bulanik mantigin uygulama alanlar1 ¢ok genistir. Sagladig1 en biiyiik fayda
ise “insana 0zgii tecriibe ile 6grenme” olaymin kisaca modellenebilmesi ve belirsiz
kavramlarin bile matematiksel olarak ifade edilmesine olanak tanimasidir. Bu sekilde
zor ve karigik Aristo mantig1 yerine son 40-45 yildir gelistirilen bulanik mantik ile

cok karmasik sorunlarin ¢ok basit sekilde ¢oziilebilecegini gosterdi.

Bulaniklik rastgelelik ile ayni1 sey midir? Hayir, kisaca bulaniklik olaydaki
belirsizligi ifade eder. Bir olaym olup olmadigini degil hangi dereceye kadar
oldugunu olger. Rastgelelik olayin olusumundaki kesin olmayighg: ifade eder. Bir
olayin olup olmadig rastgeledir, yani olay olabilirde olmayabilir de. Hangi dereceye
kadar oldugu ise bulanikliktir. Bulanik genel olarak “gereklilik” olmasina ragmen

rastgelelik tahminseldir.



2.BOLUM

BULANIK MANTIK BILGILERI

Bulanik mantik iki anlam igerir.1. anlam klasik iki degerli mantigin
genellestirilmis halidir. 2. anlam ise bulanik kiimeleri kullanan biitiin teorileri ve

teknolojileri ifade eder.

Bulanik mantigin temeli bir 6nermenin dogrulugunun onermelerle kesin
dogru ya da kesin yanlis araligindaki sonsuz degerleri iceren bir kiimedeki
degerlerdir. Yani 6nermenin degerini [0,1] araliiyla eslestiren bir fonksiyondur. Bu

Zadeh in ¢calismasinin bir sonucudur.

Bulanik mantigin ayirt edici 6zelligi kesin dogru ya da kesin yanlig
olmamakla birlikte en yaklasik ¢ikarimi yapabilmektir. Yani klasik mantikta bir
Oonerme ya dogru ya yanlistir. Aynt zamanda hem dogru hem yanlis olamaz. Ama
bulanik mantikta bu ti¢ilinciiliik ilkesi yer alir. Yani bulanik mantiga gore dogrulukta

yanliglikta ¢ok degerlidir.

Bulanik mantik karmagik olaylarin oldugu ve yeterli bilginin olmadigi
yerlerde, kisilerin goriis ve yargilarinin oldugu yerlerde ve insan davranigina

yorumuna gerek duyulan yerlerde kullanilir.

Bir olaymn bulanik mantikla incelenmesi icin belirli tolerans sinirlart i¢inde

kalmasina 6zen gosterilmelidir.

Bulanik mantik ile giinliik dildeki s6zel konusmalar modellenebilir.

2.1Bulanik Deyim
Tanmim 2.1.1. Bulanik mantigin ifade edildigi deyimlere bulanik deyim denir.
Bulanik deyim fonksiyonu f:[0,1]— [0,1] olan bir fonksiyondur.

Bulanik mantik deyimlerle ifade edilen mantik tipidir. Bu deyimlerin 6zellikleri

sOyle siralanabilir:

1) Dogruluk degerleri [0,1] araligindadir.



2) fbir bulanik deyim ise ~f de bir bulanik deyimdir.
3) fve gbulanik deyimlerise fAg ve fVg de bir bulanik deyimdir.

2.2.Bulanmik Mantik Ozellikleri
Zadeh e gore bulanik mantigin genel 6zellikleri;

1) Bulanik mantikta kesin degerler yerine yaklasik degerlere gore diisiince
sistemi kullanilir.

2) Bulanik mantikta hersey [0,1] araliginda belirli bir derece ile gosterilir.

3) Bulanik mantikta bilgi; biiyiik, kiiciik, az ,cok ,cok az gibi kavramlarla ifade
edilir.

4) Bulanik ¢ikarim islemi sozel ifadeler arasinda tanimlanan kurallar ile yapilir.

5) Her mantiksal sistem bulanik olarak ifade edilebilir.

6) Bulanik mantik matematiksel modeli ¢ok zor elde edilen sistemler igin

uygundur.

2.3.Bulanik Mantik islemcileri

Bulanik mantigin dogruluk tablolar1 ve ¢ikarim degerleri belirsizlik igerir. Bulanik

islemciler;

aAb=Ek(a,b) tiimel evetleme
avb=Eb(a,b)

l-a degilleme

Celismezlik ve ti¢linciinlin olmazlig ilkesi bulanik mantikta gecerli degildir.



2.4.Sozel Degiskenler

Tamim 2.4.1 Bir degiskene sozel terim atandiginda bu sozel terime sozel degisken

denir.

Tamm 2.4.2 Sozel degiskenler 2 ¢esittir. Birincil terime bulanik yiiklem, bunu

niteleyen kelimelere de bulanik sifat denir.
Bir bulanik yiiklem “xP dir “ seklinde ise ;

1) P(x) bulanik bir kiimedir. P kiimesinde x in lyelik fonksiyonu ppy dir
2) Upx) P Ozelliginin yerine getirilme derecesidir. Bundan dolayr bulanik

kiimenin dogruluk degeri tyelik fonksiyonu pp(yy ile tanimlidir.

Tamm 2.4.3 T={dogru, ¢ok dogru, biraz dogru, kesin dogru,...,yanlis ,biraz

yanlig, kesin yanlis} kiimesinin elemanlarina bulanik niceleyiciler denir.

2.5 Bulanik Kural

P(x) bir bulanik kiime oldugunda up(,) bu kiimenin tiyelik fonksiyonu olur. Bulanik

bagint1 bulanik kiime gibi oldugundan R(x)=P seklinde bir bulanik kiime bagintisi

tanimlayabiliriz.
Eger ise kuralinda;
Eger x A(x) ise,y B(y) dir ifadesini bagintida gosterirsek ;

R(x,y) : A(X) — B(y) dir.



2.6 Uciinciiniin Olmazhg ilkesi

Ug degerli mantik sisteminde dogru ya da yanlis disinda birde belirsizlik

kavrami vardir. Bu ii¢ degerli sistem ti¢iinciiniin olmazlig1 ilkesini gecersiz kilar.

1920 ler Werner Heisenberg belirsizlik kavramini ortaya atar. Kuantum diinyasinda
da 3 degerli mantik sistemi kullanilmaktadir. Kurt Godel bilgilerinde eksiklik

konularin belirsiz ctimlelerle agiklanabilecegini ileri stirmiistiir.

2.7 Kiime Kuramlari ve Mantik

Kiime kurami aritmetigin ve mantifin temelini olusturur. Temel kiime

islemleri ile temel mantiksal islemler arasinda siki bir bag vardir.

Diger teorilerden farkli olarak kiime teorisi George Cantor un ¢alismalariyla ortaya
atilmistir. Bu teoriyi say1 teorisi ve sonsuzluk calismalarinda bulmustur. Cantor
kendisinin bir kismi ile birebir iliski i¢ine sokulabilen sonsuz kiimeyi herhangi bir
nesneler toplulugu olarak tanimlar . Cantor sonsuzluk i¢in sonsuzluga ait daha biiyiik
ve daha kiiciik kavramlar1 sonlu 6tesi sayillar ve son Otesi aritmetik olarak ortaya

atar.

Tamm 2.7.1 Cantor a gore iki sonsuz kiime birbirine karsilik goriiyorsa esittir.

Bunlara sayilabilir sonsuz kiime denir ve tiye sayis1 alef sifirdir.
Sayillamayan sonsuz kiimeleri C harfi ile gosterir.

Cantor un caligmalar1 bizi tiim kiimelerin kiimesi olan evrensel kiimeye gotiiriir.

Cantor daki sonsuzluk kavramu fiili degil potansiyeldir.
2.8 Uyelik Fonksiyonu

Tamim 2.8.1 Bir x elemaninin A kiimesinin eleman1 olup olmadigini ifade etmek igin

kullanilan fonksiyona iiyelik fonksiyonu denir.

Ornek 2.8.1 Klasik bir A kiimesinin elemanlarim1 0 ve 1 degerini alan iiyelik

fonksiyonu

.uA(x) . E—){Ol}



Ile gosterebiliriz.

2.9 Kesim Kiimesi

Tanim 2.9.1 Uyelikleri @ dan az olmayan iiyelerden olusan kiimelere kesim kiimesi

denir. A, ile gosterilir.
Ay ={x€ E|MA(x) = a}

olarak ifade edilir.

2.10 Bulanik Mantik

Geleneksek yani klasik kiime teorisinde kesin siirli kiime kavrami kullanilir.

Yani bir nesne bir kilmenin ya elemanidir ya da degildir.

Bulanik kiime 1960 larda Zadeh in klasik yontemlerin insanlarin giinliik hayatindaki
karmasay1 ifade etmede ,belirsizlikleri ifade etmede yetersiz kalmasindan dogdu.
Zadeh ikili (ya var ya yok ) tiyelik fonksiyonlari yerine tiyelik dereceleri ile ifade

edilen bulanik kiimeler tanimlamasini buldu.

Cok degerli kiime kavrami olan bulanik kiime belirsizligin formiillestirilmesidir.
Yani eleman ya iiyedir ya da degildir yerine bir dereceye kadar iiye olarak

goriilebilir.

Bulanik kiime kavrami gergek hayat problemlerine duyarliligin arttirilmasi agisindan

iki degerli liyelik fonksiyonlarin1 ¢ok degerlilige tasir.

Bulanik kiime c¢esitli iiyelik derecesindeki 6gelerin toplulugu da olabilir. 0 iiye

olmama 1 liye olma iken (0,1) arasindaki degerler kismen iiye olmay1 gosterir.

Bir bulanik kiime 68esi ayn1 6zellige sahip bagka bir kiimeninde 6gesi olabilir.



Ornek 2.10.1 Elinizde bir elma olsun.Elinizdeki elmanin bir pargasini 1sirin ve
karginizdakine su soruyu sorun; “elimdeki nedir?” yanit “elma” olacaktir. Bir parca
daha alin ve yine ayni soruyu sorun. Yanit belki yine elma olacaktir ama iginizden
aslinda artik pay alinmis bir elma oldugu gecebilir. Birkag 1sirik daha aldigimizda
artik elinizdeki bir elmaya benzemeyecektir. Yemeye devam ettiginizde elma yok
olacak ve yalniz ¢opti kalacaktir. Buradaki elma ve geriye kalan elmaya benzemeyen
¢6p bize bulanik mantigin mantigini anlatir. iste buradaki bulanik mantik “elmadan

elma olmamaya ¢op olmaya” gecistir.

2.11 Bulanik Kiime Kavram

Simdiye kadar bir kiimenin belirtilmesini bu kiimenin iys tanimlanmis olmasi
kosuluna bagladik. Baska bir deyisle A kiimesinin tanimli olmasi i¢in evrensel
kiimeden sectigimiz bir x eleman1 A kiimesinin elemani midir? Sorusuna kesinlikle
evet ya da hayir dememiz gerekirdi. Bunu X# @ bir kiime olmak iizere A
kiimesinin

1x eA

Vx € XIigin iy ={0 X eA

Ile tanimli py : X—{0.1} iiyelik fonksiyonu ile ifade ediyorduk. Zadeh’in de ortaya
koydugu asagidaki tanima gére 0< r < 1 olmak iizere x € X eleman1 A kiimesinin

tiyelik derecesi r olan bir eleman1 olmaktadir.

Tamm 2.11.1. X = {x:x € X} kiimesi verilmis olsun. Vx € X i¢in uc) € [0,1]

olmak tzere
Ua: X—[0.1]

kiimesine X in A bulanik kiimesi denir. p, fonksiyonuna A bulanik kiimesinin tiyelik
fonksiyonu , p4(x) degerine x in liyelik derecesi ve py(x) kiimesine de A bulanik

kiimesine ait elemanlarin iiyelik derecelerinin kiimesi denir.

0 ve 1 sayilar1 [0,1] aralifinin elemanlar1 oldugundan her kiimeyi bir bulanik kiime

olarak diisiinebiliriz.



Eger;
suppa(x) =1
ise bulanik kiimeye normal denir.
Tamm 2.11.2. Eger V x € X i¢in pyy) < Up(x) Oluyorsa Ac B denir.

Tanim 2.11.3. Bulanik kiimelerde birlesme islemi AU B “v" verilen bulanik

kiimelerin en biiylik islemi olmak iizere asagidaki bi¢imde tanimlanir;

Paus(X) = tae) V Up(x)

Tanmm 2.11.4. Bulanik kiimelerde birlesme islemi A N B“A " verilen bulanik

kiimelerin en biiylik islemi olmak iizere asagidaki bi¢imde tanimlanir;

Hang(X) = Hac) N Up(x)

Benzer bigimde eger {A;:t € T} bulanik kiimelerinin bir sinifi ise Uger4; Ve

N¢er At bulanik kiimeleri de ayni iiyelik fonksiyonlari kullanilarak
suppy, (x) ve infuy, (x)
ile bulunur.
Tamim 2.11.5. A bir bulanik kiime olsun. A nin tiimleyeni asagidaki gibi tanimlanir;
Haeo = 1= Hago

Teorem 2.11.1. Bulamik kiimelerde birlesim kesisim ve tiimleyen asagidaki

ozelliklere sahiptir:

Tek kuvvet AUA=A
ANA=A

Degisme AUB=BUA
ANB=BnNA

Tiimleme A=A



Yutma AU(ANB)=A

ANn(AUB)=A

Evrensel ve Bos kiimede yutma AuX =X
ANQ=20
Ozdeslik ANX=A
Aup=A
Birlesme AUBUC)=(AUB)UC

AnNn(BNC)=(ANB)NC

Ornek 2.11.1. X={a,b} ve A,B bulanik kiimelerin iiyelik fonksiyonlar1 i¢in bulanik

kiime iglemleri asagidaki gibidir:

(03 x=a
Hae = {0,8 x=b

_ (09 x=a
MB(x)—{l x=bh

_ (09 x=a
HauB(x) = {1 x=h

(03 x=a
Hans@) = {0,8 x=b

10



Tanim 2.11.6. Disbiikey normallestirilmis sinirh siirekli iiyelik fonksiyonu olan ve

gercel sayilarda tanimlanmig bulanik kiimelere bulanik say1 denir.

Normallestirme en yiiksek iiyelik derecesinin 1 olmasimi vurgular. Yani 3 x € R

i¢in Hax) = 1 dir.

Bulanik kiimeler kendi iiyelik fonkiyonlariyla tanimlandigindan bulanik sayilarda

kendi tiyelik fonksiyonlariyla ayni kavramdadirlar.

Gergek sayilarda tanimli [a] bulanik sayist [aq,a,] seklinde de tanimlanabilir.

Burada a, :[0,1]— R alt sinir1, a, :[0,1]— R {ist sinir1 yani sol tarafi géstermektedir.

Goriildigi gibi bulanik kiimelerde 6geler arasi gegis yumusak ve siireklidir.
Ogeler bulanik kiimeye kismi olarak aittir. Klasik kiimedeki uy : E—{0.1}

fonksiyonu yerini iiyelik fonksiyonu olan p, : E—[0.1] e birakir.

Uyelik fonksiyonunda x iiyeleri y iiyelerin derecelerini gosterir. A bulanik kiime

Ka(x) Uyelik fonksiyonu ve pyy tyelik derecesi olmak tizere ;
A={(pace 0} dir,

Bu durumda bulanik kiime olan A;

A={(uac) X3 ta/x}

A={llacx) /%1 + Ragey) /X2 + -+ Bace)/Xn }

A={ X7 ta(x,)/x; } olarak gosterilebilir.

Tamm 2.11.7. Uyelik fonksiyonu alt olma kavraminin karigik bir sekilde 6gelere
yayllmasim temsil eder. Oge degerleri ile iiyelik dereceleri arasinda birebir

karsiliklik olmasina bulanik tekillik denir

11



2.11.1. Belirsizlikte Bulanik Kiimeler

Belirsizlik durumlarindaki en uygun yontem kiime elemanlarina degisik iiyelik

dereceleri verme ile saglanir. Her bir bulanik eleman i¢in 3 6zellik saglanmalidir:

1) Bulanik kiime normal olmalidir. En azindan bir eleman 1 ¢ sahip olmalidir

2) Bulanik kiime monoton olmalidir. Yeni 0 a esit olan elemanin sagnda 1 e
yakin elemanlar olmalidir.

3) Bulanik kiime simetrik olmalidir. 0 1n sag1 ve 1 in solundakilerin tiyelik

dereceleri esit olmalidir.
2.11.2.Bulanik Kiime Biiyiikliigii

Skaler nicelik elde edilirken ;

|A] = Z Kacx)

X€EE

Bagil nicelik elde edilirken ;

Al = all
|E|

hesaplanir.

Kesim kiimesi A, ,eleman sayisi |A,| olmak tizere bulanik nicelik hesaplanirken

#a(lAg)= a olur.

Tamm 2.11.8 Bulanik bir kiimenin bir elemaninin degeri kesin olmayan fakat
sinirlandirilmig bir aralik [a4, a,] seklinde gosterilebilir. Buna bulanik aralik veya

giiven aralig1 denir.
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2.11.3.Bulanik Say1 islemcileri

Bulanik say1 ¢iktilar1 bulanik kiime oldugundan sonuglar iiyelik fonksiyonu olarak

yazilabilir.
Toplama:V x € A,y € B,z € A + B olmak tizere ;

Pasp(X)=V (pa(x) A pp(x))

toplami1 yapilirken elemanlar toplanir, elemanlarin {iyelik derecelerinin kiigiik olani

yani bulanik sayiya liyelik derecesi tayin edilir.
Cikarma:Vx € A,y € B,z € A — B olmak iizere ;

Pa—p(x)=V (pa(x) A up(x))

Yapilirken 6geler Kartezyen carpimi gibi eslestirilip farki alinir. Daha sonra iiyelik

derecelerinden biiyiik olan tayin edilir.

arpma : Vx €A,y € B,z € A. B olmak iizere ;

pap(x)=V (pa(x) A pug(x)) olur.

Tamim 2.11.8.f:A— B bir fonksiyon olsun. Eger p,(x) < pugf(x) kosulunu yerine
getiren A ve B bulanik kiimeleri varsa bu fonksiyona A bulanik tanim kiimesine ve

B bulanik gortintii kiimesine sahip olan bir fonksiyon denir.

Bulanik genisleme fonksiyonu bagimli degiskenlere bagimsiz degiskenlerin

belirsizligini yayan fonksiyondur.

2.11.4 Belirsizlik ve Modelleme

Gergek diinya ideal diinyadan sapmalar gosterdigi i¢in tlim sistem modellerinde

karmagsiklik ,belirsizlik vardir.

Birgok sistem dogrusal degildir, dogrusalligi kabul etmek icinse belirsizlikler
g6zonline alinir. Buna gerek kalmadan hesaplama yapilabilmesi icin belirsizlik

ilkeleri kullanilmalidir.
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Bir karar verme durumuyla karsilasan kisi sorunun ¢oziimii olabilecek

olabilirliklerin tiimiiniin olabilirlik uzayini incelemelidir.

Bilimde belirsizligi istenmeyen durum olarak goren ve bundan kagan geleneksel
anlayistan, belirsizligi yasamin dogal durumu olarak kabullenip bilimin bundan
kagmasinin miimkiin olmadigini iddia eden alternatif bir bakis agisina dogru bir gecis

vardir.

Genel olarak rastgelelik o olayin meydana gelmesindeki belirsizligin sayisal

Olcutidiir.

Sozel belirsizlikler bulaniklik adini alir.. bulaniklik incelenen konunun
inceleyen kisi tarafindan tam kesin bilinmemesi durumunda sahip olunan eksik ve

belirsiz bilgilerin tiimiidiir.

Rastgelelik olayin olmayisindaki kesinligi ifade ederken bulaniklik olayin

olup olmadigini degil ne dereceye kadar oldugunu ifade eder.
Sayisal hesaplamalar belirsizlik kaynagina 6l¢iim kesinsizligi olarak bakar.

Belirsizlik ve diizensizligin artmasiyla beraber bunlari kontrol edebilecek

belirsizlik yontemleri ihtiyaci artmistir.
Deneyimsel kurallar uzmanlarca belirlenen kurallar.

Bayes tarafindan kosullu olasilik teorisinde istatistiksel ¢oziimlere dayanan

bir yontem gelistirilmistir.( bir olay ortaya ¢iktiginda herhangi bir olay olusacaktir.)

Dempfester shafer yonteminde baslangicta hi¢ bilgi olmadan varsayimlara esit
olasiliklarla yola ¢ikilir. Bayes yonteminde ise baslangicta olusmus ve olusacak

olaym lehine ve aleyhine kanitlar elde edilmis olmalidir.

Eger ise kurallar1 insan deneyimlerini temel aldigindan dogruluklar1 her zaman s6z
konusu olmayabilir. Bu yiizden — lisi dogru olmamay1 + list dogru olmay1 temsil

eder.

Gecmisteki belirsizlikler incelenirken karmasik yontemlerin ¢dziimiinde olasilik
yontemleriyle cevap bulunamayinca yaklasik karar verme ydntemleri kullanilmaya

baslanmistir.
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Iki durumlu mantikla ¢dziilemeyen problemlerde devreye bulanik mantik ve

problemleri girer.

Siirekli veya dereceli bir bigimde dogruluk yani bulanik dogruluk siradan dogruluk

kavramiyla benzerdir, fakat daha genis daha geneldir.

2.12 Bulanik Teori

Bulanik mantigin temelini olusturan bulanik teori belirsiz kavramlarin matematiksel
ifade edilmesidir. Bulanik olmadan oOnce belirsizlik olasilikla ifade ediliyordu.
Olasiliktaki belirsizlik belirli bir dagilima gore gerceklesme ihtimali ile ilgilenirken

bulanik teorideki belirsizlik kiime sinirlarinin belirlenmesi ile tanimlanir.

Bulanik teori 6l¢gmeye dayali bilgi yerine algiya dayali bilgi kullanir. Olasilik
teorisinde algiya dayali bilgi gosterilmez. Ciinkii bunu isleyecek mekanizma, ifade

edebilecek say1 yoktur.

Algiya dayali bilgi 6lgmeye dayali bilgiden daha geneldir. Ciinkii degisken
degerlerinin  6lgiilemedigi durumlarda, bilgilerin, O6l¢melerin yetersiz kaldigi
durumlarda algiya dayali bilgi kullanilir. Yani bulanik teori olaylar1 daha gercekei ve
dilsel degiskenlerle ifade edilebilir hale getirir.

2.13.0labilirlik ve Olasihk
Olasilik teorisi evrensel kiimedeki bir eleman i¢in olasilig1 degerlendirir.

Olasilik gelecekte yasanmas1 muhtemel bir olay i¢in kisilerin beklentilerinin

bir Ol¢iisiidiir.
Bir 6rnek uzayin elemanlarinin olasiliklar: toplami 1 dir

Evrensel kiimede tanimlanan A bulanik kiimesinin her eleman1 [0,1] {iyelik

derecesine sahip olmak tizere

x € Aigin uy > 0, diger durumlarda py = 0
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Olur. Bu durumda u, tiyelik fonksiyonu evrensel kiimedeki her A kiimesi igin

olabilirlik dagilim1 olarak tanimlanir.

*olasilik dagiliminin olasiliklar toplami 1 iken olabilirlik dagilimi toplami igin bir

siir yoktur.

*Olabilirlik olasiligin iist siniridir diyebiliriz.

Olasilik ve Olabilirlik Karsilastirilmasi

Olabilirlik Olasihik
Tanim kiimesi Evrensel kiime Ornek bir S uzayi
Gorilintii kiimesi [0,1] [0,1]
Kisitlama Yok Z P, =1
D=
i
Birlesim u(U A;) = EBu(4;) P(UA) = Z P(4,)
i
Kesisim u(n A;) = EKu(4;) P(n A4;)=P(4,)... P(4,)

2.13.1.Bulanik Olay ve Olasihk

Tanmm 2.13.1.1.Smnirlar1 kesin olmayan olasiliga bulanik olasilik denir. Bulanik

olasilikta P bir olayin olasilig1 olmak tizere;

P(A) = ZP(x)

xX€EA

olur. A nin iiyelik fonksiyonu p,(x) olsun . p, (x) olasiligt E, (u4):

olur.

P(A) = fﬂA-dP :Ep(.uA)
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Ayrik elemanlar igin

P(A) = ) 1a().P)

X€EA

olur
S 6rnek uzayindaki bulanik olay A={(x, u4(x))| x € S} ,olaym a kesimi ise

Ay = {x|us(x) = a} olarak gosterilir. Bu durumda a olayimin olasiligi soyledir.

PU)= ) P()

XEAqy

a kesim olayimin olasilig1 “A, kiimesinin olasiliginin olabilirligi P(A4,), dir”

P(A) bulanik olasiligi da P(A)={ P(4,),a:« € [0,1]} olarak ifade edilir.

2.14 Bulamklik Ol¢iimii

Bulanik belirsizlik derecesini temsil ederken kullanilan kavramdir. f 6lgiim olmak

tizere f:P(E)— R dir.

Kesin kiimelerin bulaniklik 6l¢iimi O dir.

A belirsizligi B den az olursa f(A)< f(B) olur.

Bulaniklik max oldugunda f(B) 6l¢iimii en biiyiik degeridir.

Ua(x) tiyelik fonksiyonu ile verilen A bulanik kiimesinin belirsizliklerinin toplami:

FOA) = ) 1001082 1a () + (1 = 4(0))-Tog (1 — s ()]

XEE

Ile hesaplanir.
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O halde bulanik mantikla ilgili sunlar1 diisiinebiliriz:

e iki degisik olgu arasinda iliski kurma akil yiiriitmedir.

e Akl yiiriitmede diislince, diisiince smiflandirilmasinda mantik, mantiktada
elimizdeki 6nermelerden ¢ikarmalar yapmak s6z konusudur.

e Nesneler zihinde kavramlar, dilde sozler ve yazida semboller halinde ifade
edilir.

e Mantik siniflandirmalar yaparak kiyaslamalar yaparak yeni bilgiler
olusturmaya yarayan zihinsel edilir.

e Onermeler yargilarimizi dile getiren ciimlelerdir.

e Bulanik mantik bulanik kiime teorisine dayanir. Bulanik mantiga bulanik
kiime ve mantig1 kullanan sonsuz degerli mantikta diyebiliriz.

e Bulanik kiime degisik iiyelik derecesinde elemanlari olan topluluktur.

e Bulanik kiimede bir degisken ayn1 6zellikteki bagka bir kiimenin de elemani
olabilir, bu bulanik kiime siniridir.

e Uyelik dereceleri arasindaki gecis yumusak ve siireklidir.

e Sozel ifadeden sayisal bir ifadeye geciste bulanik kiime bir kopriidiir.

e Normal bulanik kiimede {iyelik derecesi 1 olan en az 1 tane 6ge vardir.

e Bulanik sayilar normallestirilmis, sinirli siirekli tyelik fonksiyonu olan
bulanik kiimelerdir.

e Bulanik sayr ¢iktist bulanik kiime bi¢iminde oldugundan sonug iiyelik
fonksiyonudur.

e Bulaniklik belirsizlik derecesi temsil edilirken kullanilan terimdir.
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3.BOLUM
Z SAYILAR UZERINE

Bu boliimde Siirekli Z sayilarina hazirlik olarak Z sayilari hakkinda genel

tanimlar ve genel bilgiler verilmistir.
3.1. Z Sayis1

Tamm 3.1.1. Z=(A,B) olsun. Birinci bilesen bir ger¢ek degerli belirsiz
degiskenin degerleri iizerinde smirlama, Ikinci bilesen B ilk bilesenin giivenirliginin

bir 6l¢iisii ise bu durumda Z=(A,B) ikilisine bir Z sayisi1 denir.

Glinliik hayatta verdigimiz kararlar bilgi merkezlidir. Kullanigh olmasi i¢in
bilgi giivenilir olmalidir. Temel olarak Z sayilarda bilgiden ¢ok giivenilir konu
kavrami almir. Bir Z sayis1 birgok uygulama igin potansiyeldir. Ozellikle ekonomi
diinyasinda, karar analizlerinde risk degerlendirme de tahmin yiiritmede, bazi

fonksiyonlarin diizenlenmesinin merkezi yonetiminde kullanilir.

Gergek diinyada belirsizlik yaygindir. Alinan kararlarin hangisinde bilgi
coksa belirsizlik merkezi oradadir. Insanlarin rasyonel kararlar1 kayda deger kabiliyet
olarak gordiigii bilginin merkezinde belirsizlik 6zensizlik ya da eksiklik vardir. Bu
kabiliyetin bigimlendirilmesi bazi derecelerin az derecedeki zor tartismalara meydan

okumasidir. Bu durum bu nottaki fikirleri 6zetler ve kavramlari harekete gegirir.

Daralma konsepti (restriction), sinirlama konseptinden (constrain) daha
genistir. Bir olasilik dagilimi daralmadir. Fakat kisitlama degildir. Bir daralma
genellestirilmis kisitlamanin gozden ge¢irilmis halidir. Bu notta daralma ve kisitlama

sartlar1 yer degistirerek kullanilmistir.
R(X)Adir.: » Poss(X = u) = uyu(u)

pa nin A nin iiyelik fonksiyonu oldugu yerde u, X in genel degeridir. u, belki
R(x) ile birlesmis olan bir sinirlama olarak goriilebilir. y, nin anlami siirlamanin

tatmin edici derecede olmasidir.
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X rastgele degisken oldugunda X in olasilik dagilimi1 X {iizerinde bir olasi

daralma olarak rol oynar. A olast dagilimi s0yle ifade edebiliriz:
R(X):X,p dir.
P nin oldugu yer X in olasilik yogunluk fonksiyonudur. Bu durumda
R(X):X,pdir.-» Prob(u < X <u+du) =p(u).du

Genellikle Restriction terimi X deki R ye uygundur. Ara sira R olarak

kullanilir. Restriction un anlami icerikteki belirsizligi gidermektir.

Diizenli (X,A,B) tg¢liisti bir Z degerlendirmesi kadar kabul goriir. Bu gl
sunu ihtiva eder: X (A,B) dir.

Hesaplama degisken degerleri degil degisken degerlerinin sinirlaridir. Bu
metinde, tam tersi belirtilmedigi silirece, X rastgele degisken olarak kabul
edilmektedir. Kolaylik saglamasi i¢in A, X’in degeri olarak ifade edilmektedir, yani
daha dogrusu, A X’in bir degeri degil X’in alabilecegi degerlerin sinirin1 temsil
etmektedir. Ikinci bilesen B kesinligi ifade etmektedir. Kesinlikle alakali diger
kavramlar emin olma, kani, giivenilirlik, inang giicii, olasilik, olabilirlik vs.dir. X bir

rastgele degisken ise, kesinlik olasiliga esit olabilir.

Bir diger deyisle, B su soruya verilecek bir cevap olarak yorumlanabilir: X’in

A olduguna ne kadar eminsin?

Genellikle, A ve B algiya dayalidir ve dogal dilde tanimlanir. Z degerlerinin A
toplam1 Z bilgisini ifade etmektedir. Giin igerisinde yaptigimiz diisiinme ve karar
verme siireglerinim ¢ogunun Z bilgisine iligkin oldugu aklimizda tutulmalidir.
Hesaplama yapmak icin, A ve B dogal dile tanimlandiginda, A ve B’nin anlami

sirastyla pa ve pg tiyelik fonksiyonlari ile baglantili sekilde derecelendirilmektedir.

A’nin {yelik fonksiyonu, pa Dbirbirini takip eden bir dizi sorunun
sorulmasiyla bulunabilir: bu saymin derecesi nedir, a, A algimiza uyuyor mu?
Ornegin: 50 dakika 45 dakika igin algma ne derece uyabilir? Ayn1 durum B icin de
gecerlidir. Bulanik kiime, A, X’in olasilik dagilimi olarak yorumlanabilir. Z sayisi

kavramu ¢esitli yollarla genellestirilebilir. Ozellikle, X R’nin degerlerini aldig1 farz
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edilebilir, bu durumda A bulanik sayilarin  Kartezyen c¢arpimidir.  Z-

degerlendirmelerine verilecek basit birkag 6rnek:
“Hava sicaklig1 yarin 11 derece olabilir, muhtemel.”
“trafige takilmazsa 15 dk da burada olabilir, muhtemel”

X bir rastgele degisken ise, X R’de, yani gercel dogruda, bulanik bir durumu

temsil eden A’dir. Bu durumun olasiligy, p, su sekilde gosterilebilir:

p= | wa @ pX (W du

R

olur.

X ,p’nin X’in gizli olasilik yogunluguna karsilik geldigi durumdur. Aslinda Z
deger(X,A,B), X’in sinir1 (genellestirilmis sinirlama) olarak goriilebilir ve asagidaki

gibi tanimlanir:
Prob(X A ise B dir) Prob:olasilik

Burada, Z sayisinda, (A,B), gizli olasilik dagilimmin, p(x), bilinmedigi

vurgulanmalidir. Bilinen X, p’nin smiridir ve su sekilde ifade edilebilir:

p= [ wa @ pX (W du
R
Buradaki o6nemli nokta, B’nin A’nin olasiliginin degil A’nin olasilik
Ol¢timiiniin sinir1 olmasidir. Diger bir yandan ise, B, A’nin olasilik 6l¢iimiiniin degil

A’nin olasiliginin sinirt ise, (A,B) bir Z sayis1 degildir.

Aslinda, bir Z sayis1 Px’in 6zeti olarak goriilebilir. Giinlik hayatimizdaki
karar verme siirecimizin bu bilgilerin 6zetine dayandigini gercegini unutmamaliy1z.

Bir Z-sayisini bir 6zet olarak géormek gergeklige uygundur.

Karar analizleri uygulamalarinda, Z sayilarmin siralamasiyla iligkili sekilde
artan temel bir problem bulunmaktadir. Ornegin: (Yaklasik 100, muhtemel),

(yaklasik 90, cok muhtemel)’den biiyiik miidiir? Bu mantikli bir soru mudur?
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Px ve B arasindaki iliskinin dogrudan bir sonucu birbirini takip eder. Z=(
AB) ise Z'0 = (A',1- B)’ dir. A", A ve Z ¢’nin tamamlayicist olarak Z’nin
tamamlayicisi roliindedir. 1- B is B ’nin zitt1. Ornegin: Z=( A; muhtemel), Z' =(A

olmayan; muhtemel olmayan)’nin tamamlayicisidir.

Bir Z sayisinin 6nemli bir nitel 6zelligi bilgilendirici olmasidir. Genel olarak,
fakat her zaman degil, degeri yiiksek ozgiilliikte ise Z sayis1 bilgilendiricidir, bu
demek oluyor ki, swnirlart net bir sekilde belirlidir ve kesinligi yiiksektir.
Bilgilendiricilik, Z sayis1 bir kararin temeli konumundaysa 6nemli bir gerekliliktir.
Temel soru sudur: Bir Z sayisinin bilgilendiriciligi ne zaman mantikli bir kararin

temeli olarak sunulmak i¢in yeterlidir?

Z sayist kavrami, bulaniklik graniilii kavraminda dayanmaktadir. Bir Z sayis1
kavraminin olasilik teorisindeki giiven araligi kavramindan daha genel oldugu not
edilmelidir. Z sayis1 kavrami, bulanik rastgele sayisi kavrami ve bulanik rastgele
degisken arasinda bazi baglantilar vardir. Farkli bir yorumla Z sayist kavrami,
bulanik kiime degerli rastgele degiskene dayanabilir. Bu yorum sonrasindakiler i¢in

gecerli degildir.

Z sayis1 kavramiyla yakindan iliskili bir diger kavram Z* sayis1 kavramudir.
Temel olarak, bir Z* sayisi, , Z*, bulanik bir saymnin birlesimidir, A, ve rastgele bir
say1, R, siral ikili Z'=( A,R) olarak yazilir. Bu ikilide, A, Z sayisindaki ayni
roldedir, ve R ise rastgele saymin olasilik dagilimidir. Ayn1 sekilde R, Z degerinde
X’in gizli olasihik dagilimi olarak goriilebilir (X, A, B). Buna alternatif olarak, Z°
sayist (A,Px ) veya( pa , Px ) olarak ifade edilebilir, bu durumda pa A’nin iiyelik
fonksiyonudur. Z* degeri, (X, A, Px ) olarak veya buna denk olan (X, pa , Px)
seklinde ifade edilebilir, bu durumda X p, X’in olasilik dagilimidar.

[ usa(w) du

[ upetw du=
) [ paCu) du

HAVE D, Ua.DysSkaler carpimi, A’nin Pa olasilik 6l¢iimiine karsilik gelir. Daha somut

bir sekilde belirtmek gerekirse,
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Ha-Dx =Py = f pa(u). px(w). du

R

olur. Iste bu bir Z sayis1 kavramini, bir Z* sayisina baglayan iliskidir. Daha somut bir

sekilde belirtmek gerekirse,
Z(A, B)= Z' (A pa.py isB).

Burada vurgulanmasi gereken, p, olarak degil p, 'nin smirlari olarak bilinen
bir Z sayisinin su sekilde ifade edilmesidir: py.p,, B’dir. Dogasi geregi, bir Z*
sayist bir Z sayisindan daha fazla bilgi tasir. Bu, neden bir Z* sayis1 olarak
siniflandirdiginin nedenidir. Soncunda goriildiigii gibi, Z* sayilar1 isle yapilan dlgiim

Z sayilari ile yapilan dl¢liime giden bir baglant1 niteligindedir.

U’nun bir sonlu kiilme U={uy,...,un} olarak varsayalim. X olasilik dagilimi, p

ve olasilik dagilimi p ile baglant1 kurabilir ve su sekilde ifade edebiliriz:
p= by oy,
p =Py ot Py

bu durumda, ‘ui/ul. ,( 1 =I,...,n) p;’nin X=u; olabilirligi oldugu anlamina

gelmektedir. Ayn sekilde, Pi/ui , Ppi’nin X=u; olasilig1 oldugu anlamina gelmektedir.

Olabilirlik dagilimi p ile olasilik dagilimi p, birlesme olarak ifade edilebilir. Daha
somut bir sekilde belirtmek gerekirse

pip = WPy fu, + ot (Hn,Pn) fu,

olur. Daha 6nce belirtildigi gibi, p . p olarak ifade edilen skaler ¢arpim, A’nin
olasilik dl¢iimiidiir. Iki tepeli dagilim acisindan, X ile baglantili Z* degeri ve Z degeri

asagida gibi ifade edilebilir:
(X, A px)

(X, A, B), uy.p, B’dir.
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A ve B’nin bulanik sayilar olmasi kosuluyla, X, A ise, Y, B’dir. Bu kural su

sekilde tanimlanir:
X, A ise, Y, B’dir > (X,Y), Ax B’dir.

Bunun, temel eger-ise kuralinin, Z degerleri agisindan Z sayilarina genellestirilmesi

olarak tanimlanmasi uygundur. Daha somut bir sekilde belirtmek gerekirse,
(X Ay ,By)ise(Y,A,,B, ) dir.
3.1.1. Ornekler:

1) Bir isyerinin kazanci iyiyse bu igyerinden bir tane daha agilabilir.

2) Bir 6grenci caligkansa siavlardan yiiksek alabilir.

3) Bir 6gretmenin performansi iyiyse 6grencileri daha iyi anlayabilir.

4) Bir igyerinde biit¢e aci1g1 fazlaysa is¢i ¢ikarma olasiligr yiikselir.

5) Ders saati az olan bransin fazla dgretmeni varsa bazi 6gretmenlerin norm
fazlas1 olma olasilig: yiikselir.

6) Odev yapmayan 6grencinin derse gelmeme olasilig1 yiiksektir.

7) Kar yagdiginda sebze meyve fiyatlar artabilir.

Onemli bir soru Z kurallar1 ve Z* kurallarinin anlamiyla iliskilidir. Z* kuralinin

asagidaki sekilde ifade edilebilir:
(X, Ay, py)ise (Y, Ay, py ) dir— (X,Y), (A X 4y , py.py) “dir

Z kurallari, karar analizleri ve karmasik sistemlerin modellenmesi ve 06zellikle

ekonomi alanindaki 6nemli uygulamalar i¢in potansiyele sahiptir.

Ozellikle bulanmk kontrol alaninda olmak iizere bulanik mantik uygulamalarinda
onemli bir rol oynayan problem interpolasyondur. Daha somut bir sekilde ifade
etmek gerekirse, interpolasyon problemi asagidaki gibi formiile edilebilir. Formun

birgok bulanik eger-ise kuralini diisiiniin:

X,Ai,ise ,Y,Bi, ,i=1,...,n’dir.
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3.2. Z-sayilar1 ile Hesaplama

Z sayilart ile hesaplamanin ne oldugunu bir 6rnek iizerinden agiklamaya

calisalim:

Ornek 3.2.1. Gaziantep ten Tokat’a gectigimizi diisiinelim. Toplamda Kag saat
stirer? Bu durumda, iki Z sayisinin toplamiyla ilgileniyoruz Gaziantep ten Kayseri ye
oradan Tokat’a gegeriz. Gaziantep kayseri ortalama yaklasik (genellikle) 6 saat 20
dakika, Kayseri den Tokat a yaklasik (genellikle )1 saat 45 dakika oldugundan
Gaziantep tokat arasi muhtemelen 8 saat 5 dakika siirebilir. Genellikle, Z sayilar ile
hesaplama ¢ok bilinmeyen bir alandir. Asagidaki tanim, bu bilinmeyen alan

tanimamiz i¢in sadece bir 6n adimdir.

Z" sayilariyla hesaplama yapmak Z sayilar1 yapilan hesaplamadan ¢ok daha kolaydir.

*°1n bir ikili islem oldugunu diisiiniin:
Z" sayilar, Z*, =(4, ,Rx)veZ*, =(4, ,Ry). Yani,
Z+x *Z+Y = (Ax *Ay , Rx i Ry)

Bu durumda, Rx * Ry’deki *’in anlami, Ax *Ay " anlamiyla ayn1 degildir.
Bu ifadede, Ax * Ay’deki *’in islemleri bulanik sayilaridir; Rx * Ry’deki *’in

islemleri olasilik dagilimlaridir.

Ornek 3.2.2. *'m toplama oldugunu farz edin. Bu durumda 4, + A, su sekilde

tanimlanir:

Ha+a, (v) = sup (.qu (W) A Ha, (v— u)) A= min

Benzer sekilde, Rx ve Ry’nin birbirlerinden farkli oldugunu, Rx * Ry’nin
olasilik yogunluk fonskiyonunun Rx ve Ry’nin olasilik yogunluk fonskiyonunun

o

konvoliisyonu oldugunu, ° , farz edin. pg, Ve Pr, olarak bu olasilik yogunluk

fonksiyonunu gostermek icin, sirasiyla:

PRx+Ry(V) = f pr(u).pRy(v —u).du
R
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Ve boylece
Z+X + Z+Y = (Ax +Ay y pro pRy)

Daha fazla genellersek, Zx * Zv’I hesaplamak i¢in gereken, bulanik mantigin
biiyiime ilkesidir . Temelde, biiytime ilkesi, bilinenlerin argumanlarin degerleri degil
argiimanlarin degerlerinin sinirlar1 oldugu zaman fonksiyonun degerlendirilmesi i¢in
gerekli kuraldir. Bagka bir sekilde ifade etmek gerekirse, argiimanlarin degerlerine

iliskin daha az bilgiyle fonksiyon degerinin degerlendirilmesini i¢eren bir kuraldir.

Aslinda, “biliylime ilkesi” kavrami, sayilardan bulanik sayilara bir fonksiyon
taniminin iglev bdlgesinin genislemesini saglayan kuralin tanimlanmasidir. Bu
metinde, “biiyltime ilkesi” kavraminin daha genel bir kavrami vardir bu da sinirlar
acisindan belirtilmistir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta, daha genellestirecek
olursak, argliman degerlerinin eksiksiz bilgisinin, fonksiyonlara ve 6zellikle de eger-

ise kurallar1 olarak tanimlanan fonksiyonlara iligkin eksiksiz bilgiyi de igerdigidir.

Biiytime ilkesinin bir¢ok farkli versiyonu bulunmaktadir. En temel versiyonda

biiylime ilkesi su sekilde tanimlanabilir:

Y =f(X)

R(X): A dir (unun kisitlanmist p,(u))
R(Y): py (v) = supypa(w) (f(A) = R(Y)

Suna baghdir:

v=fw,

Bu durumda sirasiyla A bir bulanik kiimedir, pa, A’nin tiyelik fonksiyonudur,

Ly, Y’ n,n liyelik fonksiyonudur ve u ve v ise X ve Y nin degerinin esdegeridir.

Bu durumda, argumanlarin birlestirilmis sinirlar, minimum olarak
yorumlanan * ile simirlarinin konjonksiyonu olarak ifade edilmektedir. Aslinda,
biiyiime ilkesi uygulamasi, fonksiyonel optimizasyonda bir problemin Pz hesabini
azaltmaktadir. Burada onemli olan nokta, ¢6ziimiin Pz degeri degil, Px ve Py’nin

sinirlartyla uygun olarak Pz nin degerlerinin sinirlart olmasidir.
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Bu noktada, bulundugumuz konumu durdurmak ve 6zetlemek bize yardimcei
olacaktir. Z+ sayilariyla ugrastyormusuz gibi ilerlersek, Px ve Py’nin fonksiyonu
olarak Pz igin bir ifadeye ulasiriz. Bu ifadeyi kullanarak ve biiylime ilkesini
uygulayarak, Px ve Py’nin sinirlari ile olusan Pz’nin siirin1 hesaplayabiliriz. Pz’ nin
uygun degerleri, Pz nin bu degerlerinden olugmaktadir ve 6l¢ii agisindan uyumluluk

anlayistyla verilen bilgiyle uyumludur.

Ikinci adim bulanik olayin olasiliginin hesaplanmasim icermektedir, Z, Az dir, P
olarak verilir. Daha once belirtildigi gibi, bulanik mantikta bulanik olayin olasilik
hesabinda X, A’dir, bu durumda A bir bulanik kiimedir ve Px olasilik yogunlugu ile
X bir rastgele degiskendir. Su sekilde tanimlanir:

fm@m@w
R

Bu ifadeyi kullanarak, A, nin olasilik 6l¢iimii su sekilde ifade edebiliriz:

B, = f s, (1) p; (W)du
R

Asagidaki oldugu durumda tabi:
Ha, (W= sup v (ua, (v) A llAy(u -v)).

Pz bilinen olasilik yogunlugu oldugunda, Bz’nin bir say1 oldugu akilda
tutulmalidir. Ciinki bilmemiz gereken, p,’nin kendi olasilik dagilimi oldugu,
Up,(Dz), Bz’nin liyelik fonksiyonu ile bir bulanik kiime , pg, oldugudur. Biiyliime
ilkesini uyguladigimizda, pg, i¢in bir ifadeye ulagiyoruz.

up,(W) = supu,,(pz)

Burada

w= f ta, )Pz () du
R

olur. Bu durumda, u,,(pz) ilk adimin sonucudur. Temelde, bu Z sayilar1 Z, ve

Zy,’nin toplam hesabini tamamlamaktadir.

27



Ayn1 sekide, Z sayisinin ¢esitli fonksiyonlarin1 hesaplayabiliriz. Bu

hesaplamalar1 vurgulayan temel fikir asagidaki gibi Ozetlenebilir. Z,ve Z, ‘nin Z
sayilar, Z, = (Ay,Bx)ve (4, ,B))vef(Z,,Z,)= (A, ,By)iken f = (Zy, Z,) nin
hesaplandig1 bir problem farz edin. Sunu diislinerek baslayacagiz, gizli olasilik

dagilimlar1 p,ve p,, bilinmektedir.

Buna ulasmis olmak, Z' sayilar olan smirlara uygulanan biiyiime ilkesi
versiyonunun kullanimiyla yapilabilen f(Zx", Zy")’nin hesaplanmas i¢in f(Zx , nin

hesaplanmasini azaltmaktadir. Bu noktada, bildigimiz seyin p,ve p, p degil, p,ve

pynin smirlar1 oldugunu fark ediyoruz.

Olasiliksal sinirlamalarla iligkili biiylime ilkesi versiyonunu uygulayarak
f = (Zy,Zy)ye ulasiyoruz. f = (A, , By) ve f(px,py)’'nin skaler carpimindaki
smirlari, Bz, hesaplayabiliriz. Ciinkii A, =f (A,By) Bz'nin hesaplamasi,f = (Zy, Z,)

’nin hesabini tamamlamaktadir.

Biiyiime ilkesi versiyonunu 6zet olarak ifade etmek isinize yarayacaktir. Daha somut

bir sekilde ifade edecek olursak, su sekilde yazabiliriz:

Z=f&Y)
Xis (A , By ) (X in sinirlarn)
Yis (4, , By ) (Y’nin sinirlari)
Zis (A, , B, ) (Z’nin simurlart)
Az= f(Ay , Ay ) (bulanik sayilar i¢in biiylime ilkesinin uygulanmasi)
B; = .uAZ-f(px' Py)

Bu durumda, p,Vve p, su sekilde sinirlandirilmaktadir:
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[ koo odu B, dir

~

quy(u)py(u)du B, dir.
R

B, ve By’ nin lyelik fonksiyonlar1 ag¢isindan, bu sinirlamalar su sekilde ifade

edilebilir:

s, _[ . ()P (1)
R

by | [ ta, Q0B )

R

Dy Ve Dy in ek smirlamalari:

| petru =1

R

f py(w)du =1
R

f up, (Wdu = Jp utta,(Wdu
: S b, @)du
d
f upy(wdu = fR upa, (Wdu
N I pa, Wdu

Sonug olarak , bir 6nceki sonuglara bakarak sunu yazabiliriz:
s 0) = 5p it | [ B, COpeCdd | A, | [ b, Oy 00 )
R R
Bu durum sunlara baghdir:
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Pz = Px ° Dy

py(W)du =1

70\’

f py(uw)du =1
R

R Jo ba,(Wdu
d

fupy 5 Jp uta,(Wdu

R J ba,(@)du

Akilda tutulmasi gereken A ve B’nin, bir¢ok kisim i¢in, algi odakli oldugu ve
bunun dolayisiyla kesin olmadigidir. A ve B’nin kesin olmayisi, Z sayilariyla
hesaplamanin karmagikligini azalmak ve hesap sonucunun bilgilendiriciligini
arttirmak amaciyla A ve B varsayimlarmin sadelestirme varsayimiyla
basitlestirilmesini saglamaktadir. Bunun gibi iki varsayim ornekleri asagida taslak
olarak verilmistir. Kisaca, gercekgi basitlestirme varsayiminda p, Ve p, parametrik
dagilmlardir, 6zellikle de sirasiyla p,,07ve w,,o; parametreleri ile Gaussian
dagilimidir. Uygunluk kosullart p, ve p, kosullarini sabitlemektedir. Sonug olarak,
by ve b, kesinligin numarasal Olgiitleri ise, by ve b, swrasiyla p, Ve
py Yi belirlemektedir. Boylelikle, by ve b)’yi bildigimiz varsayimi p, ve py’Yi
bildigimiz varsayimina esittir. Z® saylarinin  fonksiyonunu hesaplanmasini
yonlendiren kurallar1 uygulayarak, Bz’yi b, ve b,’nin bir fonksiyonu olarak
hesaplayabiliriz. Bu noktada, B, ve B, ’nin sirasiyla b, ve by’ nin sinirlart oldugunu
goriiyoruz. Biiylime ilkesinin genel versiyonunu uygulayarakB;’ye ulasir ve
hesaplama siirecini tamamlariz. Bu yontem Z-sayilar1 ile hesaplama yapmanin en

etkin yoludur.

A ve B’nin kesin olmayisini konusunda bize yarar saglayacak bir diger etkin yontem

ise,A,’nin A’nin bant genisligi oldugu aralikli iiyelik fonksiyonu, A4,, ile A’nin
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yamuk tiyelik fonksiyonunun varsayimini icermektedir. Ciinkii A bir kesin kiimedir,

bunu su sekilde yazabiliriz:
(A%, By) * (45 ,B)) = (A} ~A} B, X B,)

Bu durumda, B, X B, bulanik sayilar olan B, ve By’nin iirliniidiir. Bu ifadenin

gecerliligi aralik degerli tiyelik fonksiyonunun ne kadar bir yamuk {iyelik fonksiyonu

varsayimi sagladigina baghdir.
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4.BOLUM
SUREKLI Z SAYILARI

Bu boliimde Z sayilar1 hakkindaki bilgilerimizi genisleterek siirekli Z

sayilarini tantyacagiz.
4.1. Siirekli Z sayilar1 Temel Bilgiler

Tanmm 4.1.1 Bir devamli Z sayis1 bir sirali ¢ifttir. Z=(A,B). Burada A devamh
belirsiz bir say1 olup bir X rastgele degiskenin alabilecegi degerler iizerinde bir

bulanik kisit rolii oynamaktadir.

X A dir B de bulanik bir say1 olup tiyelik fonksiyonu pg = [0,1] = [0,1] seklindedir

ve A nin olabilirlik 6l¢iimii izerinde bir belirsiz kisit rolii oynamaktadir.
P(A) B dir.

Bir devamli Z* sayisinin A kavrami devamli Z sayisinin kavramina yakindan
iligkilidir. Devamli bir Z sayis1 durumunda Z(A,B) , Z* sayisi devamli bir bulanik

say1 olan A y1 igeren ve rastgele bir say1 olan R den olusan ¢ifttir:
Z*=(A,R)

Burada A devamli bir Z sayisinda oynadigi roliin aynisin1 oynar. Z=(A,B) ,R ise

olabilirlik dagilim roliinii oynar, p bu durumda;

P = | i, Pesupp(B)
R
Bu béliimde +,-, . , : olmak iizere dort aritmetik islem dahilindeki Z sayilarinin

cebirsel ozelliklerine deginecegiz. Bu islemler uzatma ilkesi ile tanimlanir. Devamli
belirsiz sayilarin 6zelliklerine (104) de bakacagiz. Bu ozellikler bir Z sayisinin ilk

kismi (A kismi) i¢in kullanilabilir.
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Rastgele degiskenler su 6zelliklere sahiptirler:

e ki rastgele degiskenin toplamu rastgele bir degiskendir
e Iki rastgele degiskenin sonucu rastgele degiskendir.

e Rastgele degiskenlerin toplam1 ve ¢arpiminin her ikisi de degismelidir.

Tim degiskenler i¢in; X in sabit bir say1 olmast durumunda (XY)* = X*Y*
kosulunu yerine getiren rastgele degiskenlerin birlesmesi X,Y kompleks birlesmeye

denk gelir.

Sonug olarak rastgele degiskenler karmasik cebirler olusturmaktadir. Bu nedenle dort
aritmetik islemle birlestirilmis kiimeleme ve kesisme dahilindeki Z sayilarinin

asagidaki ozelliklerini elde etmis olduk.

Zy = (Ay,By) ve Z, = (A, By) olsun ve * islemi R de tanimlanan ikili bir islem
olsun. Bu durumda * islemi A ve B olan Z sayilarina genisletme ilkesi ile

genisletilebilir.
4.2 Z Sayilar1 Uzerinde Dért Aritmetik islem

fiX,Y)=X*Y olsun . burada * islemi dort aritmetik islem olan +,-, . , : ile

degistirilebilir. Ardindan Z sayilari {izerindeki islemleri sdyle tanimlayabiliriz:
Z sayilar1 (Ay, By) ve (A, B,) nin toplamu:
(A2, B,) = (Ay, By) + (AY' BJ’)

Ha,=ax+4, (v) = sup(ua, (u) A Ha, r—uw)

Pg+r, (V) = j P, (u). Pr,(v — u).du

b, 02 = 500 | 1, | [ b, e Ot | A, | [ iy G0py D) | 9

R R

s, (W) = sup (11, (p,))
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w = f ta,(Wp, (W)du

R

Z sayilar1 (Ay, By) ve (A, B,) nin ¢ikarmasit:
(Az;Bz) = (Ax;Bx) - (Ay; By)

Ka,=a,-4, (v) = sup(pa, (W) A Ka, (v +u))

Pg,—gr,(v) = f Pg, (). Pg, (v + u). du
R

p,(Dz) = sup <qu ( j ta, (WDx (u)du> A g, ( J ty (WP, (u)du>>

s, (W) = sup (11, (0,))

w = f ta,(Wp, (W)du

Z sayilar1 (Ay, By) ve (A, B,) nin ¢arpimi:
(Az: Bz) = (Axf Bx)- (Ayr By)

Ka,=ay.4, (v) = sup(uy, (u) A Ha, (v/w))

Praiy @) = | P 0. Pay (/). du
R

tp, (D) = sup (st ( f ta, (WD (u)du> A g, ( f ty (WP, (u)du>>
R R

s, (w) = sup (i, (p,) )
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w = f ta,(Wp, (W)du

R
Z sayilar1 (Ay, By) ve (A, B,) nin bolimii:
(4, B,) = (A, BY)/(4y,By)

Ha,=ayx/4y (v) = sup(pa, (W) A Ha, (v.u))

PRx/Ry(v):f PRx(u).PRy(v.u).du
R

tp,(pz) = sup| pp, qux(u)px (Wdu | Apg, f uy (Wpy (Wdu
R R

pg, (W) = sup (upz (pz))

w= [ 1, p; ()
R

4.3 Pozitif Z Sayilar

Tanmm 4.3.1 Eger A, in [aq, a,] aralig1 i¢in 0< a; < a, oluyorsa bir Z numbersin
(A, B,) pozitif oldugu sdylenebilir. A, bir pozitif ger¢el dogrudadir. Benzer sekilde
A, in [a4,a,] arahigl igin a; <0<a, ve a; <a, <0 oluyorsa bir Z (A, By)

say1s1 negatiftir.
Asagida Z sayilarinin 4 islem dahilindeki cebirsel 6zelliklerine bakalim:
Herhangi bir Z (X,Y,Z) sayis1 i¢in asagidaki 6zellikleri elde edebiliriz:

((Ax, By) +(Ay,By) +(A;,B,)) =(Ax,By) *((4y,B)) +(A,,B,)) (birlesme

ozelligi)
(A, By) +(Ay, By) =(Ay, By) +(A,, By) (degisme 6zelligi)

(Ax, By) X(Ay,By) =(A,,By) X(Ax,By) (degisme ozelligi)
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(Ax, By) +0=(Ay, By) (Esitlik yasast)
(A, By) x1=(A,,B,) (Esitlik yasasi)

Burada 0 ve 1, sifir ve reel dogrunun birlesimidir. Bu durumda herhangi bir Z

number i¢in Hukuhara farklilik durumunda ;

(A,, By) - h(A, B,) = 0 kural1 gegerlidir.

Genelde herhangi bir Z sayisi i¢in asagidaki kosullar saglanmaz:

(Ax, By) +(Ax, By) ' =0

(Ax» By) X(Ax, By) " =1
Burada (4,,B,) 've (A,, B,) " + ve * altindaki ters Z sayilaridir.
(Ax, By) (Ay,By) (A2 B;) bulanik kisith sayilari i¢in asagidaki 6zellikler saglanr:
(Ax, By) £((4y, By) U(Az, B;)) =(((Ax, Bx) U (Ay, By)) £((Ax, By U (42, B,)))
(Ax, Bx) £((Ay, By) N(Az, B;)) =(((Ax, Bx) N(Ay, By)) £ ((Ax, Bx) N (42, B,)))
Bu dagilma 6zelligi asagidaki kartesyen ¢arpimda gecerli degildir:
(Ax, Bx) X((Ay, By) +(Az, B,)) =(((Ax, Bo)x(Ay, By)+((Ax, B)X(A;, B,)))

Simdi t-normu ve t-konormu altinda +,-;;, . aritmetik islemleriyle birlikte Z

sayilarinin 6zellikleri ile Z sayilarinin U ve N ini inceleyecegiz.

(Ax, By) ve (Ay,By) nin birlesimi (4,, B,) olup uzatma ilkesiyle ;

(A, B,) =(As, B;) U (4, B,)

(A,=Ax VA, ,B,=B,®B), ) (@ cebirsel toplama)

Kesisimi su sekildedir;

(Az, B;) =(Ax, Bx) N (Ay, By)

(A,=AxNA, ,B,=B..B),)

Pozitif konveks kisitlar1 olan bir Z sayisi igin agsagidaki 6zellikler saglanir:
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(Ax, Bx) X((4y, By) U(4z, B,)) =(((Ax, Bx)x(Ay, B, ))U ((Ax, B)x(4z, B,)))
(Ax, Bx) X((Ay, By)N (A7, B;)) =(((Ax, Bx)x(Ay, By))N ((Ax, Bx)X(Az, B,)))
(Ax, Bx)+ ((Ay, By) U(4;, By)) =(((Ax, Bx)+(A4y, By))U ((Ax, By) + (A7, B,)))
(Ax, Bx) + ((Ay, By)N (A2, B,)) =(((Ax, Bx)+(4y, By))N ((Ax, Byx) + (4, B,)))
((Ay, By) U(A4;, By)) + (Ax, Bx) =(((Ay, By)+ (Ax, B))U ((Az, B;) + (A, By)))

((Ay, By)N(A,, B)) + (Ax, Bx) =(((Ay, By)+ (Ax, Bx))N (A2, By) + (A, By)))

4.4. Gizli Z Sayilar

Tamim 4.4.1. Bir gizli Z sayis1 sirali bir ¢ift olup Z=(A,B) seklindedir. Buradan A
gizli bir bulanik say1r olup X rastgele degiskeninin alabilecegi degerler iizerinde

bulanik kisit roliinii oynamaktadir.
X A dir ve B belirsiz bir bulanik say1 olup tiyelik fonksiyonu soyledir:
l'l'B = {bli bz, ey bTL} - [0,1] {bli bz, ey bn} C [0,1]

Uyelik fonksiyonu A’nin olabilirlik &lgiisii iizerinde bulanik kisit roliinii

oynar.
P(A) B dir.

Gizli Z* sayis1 kavramu gizli Z sayis1 kavramu ile yakindan iligkilidir. Ornegin
gizli bir Z sayis1 Z=(A,B) seklindeyken Z* sayisi bir A bulanik sayisi ve R rastgele

sayisindan olusan ¢ift oldugu i¢in gizli Z* sayisi
Z*t = (A, R) seklindedir.

Burada A bir gizli Z sayisinda oynadigi roliin aynisint oynar ve R , p

olabilirlik dagilimi roliinii oynar.

PA) =) mGp() . P(A) € supp (B)

MIN(Z,, Z,) ve Max(Z,, Z,) olarak gosterilenler belirsiz Z sayilaridir.
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Z1,Z5,Z5 € Z den herhangi biri i¢in asagidakiler saglanir:

1) Z,+72,=72,+27, (degisme ozelligi)

2) (Z1+Zy)+2Z3=Z,+ (Z, + Z3) (birlesme 6zelligi)

3) Z+0%=Z (0% = sifir Z sayisidir.)
BOLUM 5

SUREKLIi Z SAYILARI UZERINDE iISLEMLER
5.1. Devamh Z sayilarinin Eklenmesi

Z, = (A,By) ve Z, = (A,, By) devaml Z sayilar1 olsun ve X; , X, rastgele

degiskenleri hakkinda baz bilgiler tanimlansin.

Z15 = Z1 + Z, , Z sayilari ile hesaplama Z* sayilari ile hesaplama ile baslar.

Z% sayis1 Z;, = Z{ + Z3 olarak tanimlanr :
Z{ + 77 = (A1 + A3 Ry + Ry)

Genel olarak olasilik dagilimin genis ailesini R; ve R, olarak aliyoruz. Daha

basit olmasi i¢in normal dagilimlari dikkate alalim:

1 (x_léf)
pr=——e 2 (3,1)
vV 1
1 (x—u%)

(3,2)

Belirsiz Z sayilarinin A; + A, eklentisinin tanimlanmasi :

(A% B)* = A% x B4

AxB = U a(Ax*B)?
a€lo0,1]
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A% = [a,% a,*] ve B* = [b,% b,*] ise budurumda;

A* + B® = [a,%, a,] +[b,%, b,"] =[a,* + b,%, a,* + b,"]

A=z B =Y, w2 d

Seklinde yapilir ve Ry + R, bir p;, = p;°p, islemi devamli olasilik dagilimidir.

1
ex
V271 (0;% + 0,2)

P12 = (3,3)

x— (g + #2)2
2(042 + 0,2)

Bu durumda Zf, = (4; + A,,p1,) ye sahip olacagiz. Bu da Z* sayilarinin

hesaplanmasinin Z sayilari ile hesaplanmasinin ilk adimi olmasindan kaynaklanir.

Bir sonraki asamada Z sayilarinda Z; = (4,,B;) Ve Z, = (4,, B;) dogru olasilik
dagilimlart p, ve p, nin tam olarak bilinmedigi gergektir. Mevcut bilgilerde

belirsiz kisitlamalarla temsil edilmektedir.

f,uAl(x)pR1 (x1)dx, B; dir. (3,4)
R
f.qu(x)pRz (xz)dx, B, dir. (3,5)
R

Bunlarin tiyelik fonksiyonlarini sdyle temsil edebiliriz:

po | [ 14, I, Gty (36)
R
Up, j.qu(x)pRz (x2)dx; (3,7)

Bu kisitlamalar p; ve p, nin olabilirlik dagiliminin bulanik bir kiime gibi asagidaki

tiyelik fonksiyonlariyla tanimlanir.

Hpg, (pR1) = U, J ta, COpg, (x1)dx,

R
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Hprg, (pRz) = Up, f ta, (X)DPr, (x2)dx;

R

Bu nedenle B; bulanik bir sayidir. A; olasilik dlgiimiiniin bir degeri {izerinde

esnek bir kisit rolii oynamaktadir.
Burada (3,6) (3,7) nin gizli versiyonunu kullanalim:

Bu durumda temel degerler bj; € supp (B;) j=1,2 I=1,2,.,m gizli belirsiz say1
durumunda B;, Aj, by = P(A;) nin olasilik dl¢limiiniin degerleridir. Bu nedenle b

i¢in pj;; agisindan asagidaki kosulu saglayan olasilik dagilimini bulmaliyiz:

bjt = ta; (%51) Pu(%1) + ta; (%52)Pin (i2) + -+ + pa, (Xjnj) Py, (Xjn,-)

Ayni zamanda P;; asagidaki kosulu kargilamalidir.

nj
DR =1 B 20
k=1

Bu nedenle asagidaki hedef programlama problemi P; yi bulacak sekilde

cozlilmelidir:
(30 ) P () + b, (52)Pia(2) + =+ by (my ) P (my) > B (38)
Bu durum suna baghdir:
Pu() + P(2) + -+ P () = 1

P (1), P(x12) Pt (3n,) 2 0

Simdi €, = uAj(xjk) Ve v = pj (xjk) k=1,2,3,...,n olur. Cy ve bj; bilinen sayilar
ve v, bilinmeyen karar degiskeni oldugundan, problemin hedef lineer programlama

probleminden ibaret oldugunu gorebiliriz:
Civ1 + Gy + -+ Cuvy > by (3,8a)

Asagidakine baghdir:
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vi+v,t+et+y, =1
V1,V 0, Uy =0

(3,8a) ve (3,9a) probleminin v, , k=1,2,...,n ¢dziimi ile her bir [=1,2,....m
, Vk = Py (xji) oldugunu hatirliyoruz. Bu nedenle olabilirlik dagilimi p;; elde edilir.

Istenen derece ;

upﬂ(pﬂ) = qu(bjl) j=12o0lup buda;

nj
.Upﬂ(sz) = Up, Z ta; (Xjie)- P (i) dur.
=1

Bu nedenle p; olabilirlik dagilimlarinin bir bulanik kiimesini olusturmak igin n basit
hedef lineer programlama problemine ihtiya¢ vardir. Normal rastgele degiskenler

icin bu problem o tek parametreli optimizasyon problemine indirgenmis olur.

Normal bir dagilimla hesaplanan Pj; (xj,) nin yaklastirmasindan elde edilen p, ve p,

olasihik dagilimlarmm bulanik kiimeleri p;,, s = 1,2,..m? konvoliisyonlarinin
bulanik kiimelerini tetiklemekte ve bu durumda iiyelik fonksiyonu asagidaki gibi

olmaktadir:
Hp,, (p12) = Maxy, p, [‘upl A 'upz]
Asagida A, -A; + A, nin olabilirlik l¢limiiniin hesabi1 n1 yapalim:
X bulanik olayinin P(A;,) olabilirlik 6l¢timiiniin hesab1 A, dir:

P(4y,) = j o, Wpr (W) du (3.12)

R

Bu yiizden p,, bilindiginde P(4,,) , P(4;,) = by, seklinde bir sayiya esit
olur. Fakat bilinen tek sey p, , tyelik fonksiyonundaki p;, bulanik smirlamasidir.
Bu nedenle P(A;;) ,B;;seklinde bir bulanik kiime olacaktir. By, nin tyelik

fonksiyonu up , asagidaki sekilde tammlanir:

Ug,,(b12) = sup(ip,, (P125))
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Suna baghdir:

bips = f :uAlz(x)pIZS (xx)dx (3.14)

R

Sonug olarak Z,, -Z; +Z, ,Z;, = (A1, B12) olarak tanimlanir.

Ornek 5.1.1._TENS bilesenleri olarak asagidaki devamli Z sayilarini alalim:

71 =((1,2,3)(0.7,08,09)), Z,=((789)(0.4,050.6)) Zi; -Z;+Z, nin

toplamini elde edelim:

Bu durumda pdf ler ele alinan Z sayilarinin altinda oldugunda normal pdf ler olarak

ele alalim:
Oncelikle Z* sayisi Zf, = (A1, R, + R,) olarak ele alinmalidir.
Z{H = (A1 + A3, R +Ry)
Burada R; ve R, normal pdf leri asagidaki gibidir:
p, = N(2,0.217)
p, = N(8,0.77)

(2.59) (2.60) ve (2.62) ye gore A, -A; + A, Ay, = (8,10,12) olarak hesaplanir.

Sirasiyla (3,3) e gore R, + R, asagidaki pdf ile aciklanacaktir.
p12 = (10,08)

Bu nedenle Z{, = (4; + 4,, R, + R,) = (A, + A,,py;) elde edilir. Ugiincii
adimda gergek olasilik dagilimlar1 olan p; ve p, nin bilinmedigini fark ediyoruz.
Fakat sadece i, () Ve pp, () bulanik kisitlamalari p; Ve p, i¢in mevcut olup bunlarda
B, ve B, tarafindan saglanir. B; (j = 1,2) altindaki p; (j = 1,2) seklindeki
dagilimlart ¢ikarmaliyiz. (Bir p; dagilimmin bulanik kiimesinin B; nin altinda

oldugunu belirtmeliyiz. ) Bu sekilde Hp; (pj) j=1,2 yi hesaplamaliy1z.

p; = (uj,0;) tespitinin u; uyumluluk nedeniyle sabit oldugunu dikkate alarak

o; agisindan asagidaki nonlinear optimizasyon problemi seklinde temsil edilir.
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(x—u})

1 - 72
J. ta, (). > e 2% dx - bj; (3.15)
s oy
Suna baghdir: 0j; =€ =0 (3.16)

Bu problem Newton yontemiyle rahatga ¢oziilebilir. Bu problemi  B; igin ¢dziip

asagidaki sonuglari elde edebiliriz:

by 0.7 0.76 0.8 0.84 0.9
o1 0.39 0.31 0.26 0.22 0.15
by, 0.4 0.46 05 0.54 0.6
o1 0.91 0.77 0.68 0.61 0.52

(3.6a) ve (3.7a) ya dayali olarak p, (p;) Ve u,,(p;) iiyelik derecelerinin tespitine
dikkat edelim:

Ornegin yukarida dikkate alman p; ve p, dagilimlar igin asagidaki sonuc elde
edilir:

(x—2%)
.e20217%_dx, ~ 0.84

1
j Ha ) o o

R

(x-82)
e 20772 dx, ~ 0.46

1
j Ha, 0 o

R

Buradan p,, (p1) = up,(0.84) = 0.6 ve u,, (p;) = up,(0.46) = 0.6 olur.

Benzer sekilde dikkate alinan tiim p; ve p, icin iiyelik derecelerini hesapladik.
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Dérdiincii adimda ise up,, () Ve pp, () igin dikkate alina tim p; ve p, den (3,3) iin
bazinda elde edilen tiim p;, konvolisyonlar1 iizerinden u, ,() belirsiz kisitlamasini

elde etmeliyiz.

Ormegin bu belirsiz kisitlamasinin iiyelik derecesi p;, konvoliisyonu i¢in asagidaki

gibidir:
Uy, (012) = (1, (1) A iy, (02)] = 0.6 A 0.6

Benzer sekilde dikkate alinan p;, i¢in tiim dereceleri hesapladik.(belirtmeliyiz ki p;
dagiliminin bir bulanik kiimesi ve p, dagilimimin bir bulanik kiimesi p;, nin bir

bulanik kiimesini saglamaktadir.)

Besinci adimda (3.13) ve (3.14) e dayali olarak P(A;,) olabilirlik 6l¢iimiiniin esnek
bir kisit1 olarak B, nin yapilandirmasini yaptik. Oncelikle p;, konvoliisyonlarini
elde etmek icin P(A;,) olabilirlik dl¢iimiiniin degerlerini hesaplamaliyiz. Ornegin

yukarida dikkate alinan p;,=(10,0.8) agisindan hesaplanan P(A;,) asagidaki gibidir:

P(A;z) = ;!- .UAlz(xz)-O.Bm-

Hesaplanan P(A;,) yapilandirilacak olan B;, bulanik kisitlamasi igerisinde
olas1 bir degerdir ve soyleyebiliriz ki By, nin bir tane temel degeri b;,=0.69 olarak

bulunmustur.(3,13) ve (3,14) i hatirlayarak yazabiliriz Ki :

UB,, (b2 = J Ua,, (xX12)P12 (X12)dx12) = Upis (P12)
R

Daha sonra p,, ,(p1, = (10,0.8))=0.6 oldugunu dikkate alarak

1
b, = j X3) . .
12 ) lqu( 2) O8m

I¢in Up,, (b1, = 0.69) = 0.6 y1 elde ediyoruz. Benzer hesaplamalar yaparak B, Yi
olusturduk. Elde edilen sonug iiggensel bir say1 gibi asagidaki gibidir:

By, = (0.62,0.72,0.79)
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Bu durumda Z;,=(A12, B12) eklemesinin sonucu elde edilmistir.

5.2. Siirekli Z sayilarinin Cikarilmasi

Z1=(A4, B,) ve Z,=(A,, B,) seklinde Z sayilarinin standart ¢ikarmasi Z,=Z; — Z, Yi
dikkate alalim:

Ik olarak bir gizli Z* sayis1 (Z,=Z; — Z1) tespit edelim:
Z{ —Z7 = (A, — Az, R1 — Ry)
Burada R; ve R, (3.1) ve (3.2) olasilik dagilimlari tarafindan temsil edilmektedir.

Bulanik sayilarin  A; — A,farki , Ry — R, nin asagidaki gibi tanimlanan normal

olabilirlik dagilimlarina ve p;°p, konvoliisyonlarina gére tanimlanir:

_[x—(ﬂl—ﬂz)z
e l2(01%+022)
Dip = (3.17)
12 \/271(012+022)

(burada uy — pz = ps2 012 = 0% +0,° )

Bu yiizden Zf, =(A; — A,,p12) olup biz Z7, ya sahip olacagiz. Bu da Z sayilarinin
standart ¢ikarma isleminin birinci adimi olan Z* sayilarinin  standart ¢ikarma

isleminin bir sonucudur.
Bir sonraki agsamada (3.8a)ve(3.9a)y1 ¢ozerek ,upﬂ(pﬂ) j=12

[ = 1,.. mbulanik kiimelerini olusturuyoruz. Ardindan ise pip; s = 1,2 ...m?

Konvoliisyonunun bulanik kiimesi (3.10) ve (3.11) in ¢6ziimii tarafindan
oOlusturulan iiyelik fonksiyonuyla yapilandirilir.( konvoliisyon 3.17 ye gore

hesaplanir.)

Son adimda ise By, nin olusturulmasina devem edecegiz. Oncelikle p;, Vi

dikkate alip A;, = A; — A, olabilirlik 8l¢iimiinii hesaplamamiz gerekiyor. Ornegin
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x belirsiz olaymin olabilirlik hesabi (3.12) bazina gore A, dir. Son olarak (3.13) ve
(3.14) e gore By, bulanik kiimesini hesaplayacagiz. Sonug¢ olarak Z;, =Z; — Z, ,

Z15 = (A13, B12) olarak elde edilmektedir.
Ornek 5.2.1. :_6nceki 6rnekte verilen Z;, = Z; — Z, hesaplamasini dikkate alalim:
Oncelikle Z* sayis1 Z;i, =(41,, Ry — R,) tespit edilmelidir.
A, = A1 — A, (2.59) (2,60) (2,64) bazinda bulunur.
A, = (4,6,8)

R; — R, Onceki ornekte dikkate alinan pdf ler i¢in (3.17) bazinda hesaplanan bir p;,

konvolusyonudur.

P12 = (61018)
Bu nedenle Z;, =(4; — A5, R, — R,) =(4; — A,, p;,) elde edilir.

Daha sonra p; ve p, dagilimlarini olusturmamiz ve (3,6a) (3,7a) bulanik kisitlamalari
icin u, (p1) Ve Uy, (p,) lyelik derecelerini hesaplamamiz gerekir. Bu dagilimlar ve

tiyelik dereceleri onceki drnekte tespit edilmistir.

Dordiincti adimda  p;, konvolusyonlarmin  w,  (p;2) tyelik derecelerini
hesapliyoruz. p, ,(p12) nin elde edildigi p; ve p, dagilimlarinin sadece u, (p1) ve
Uy, (p2) derecelerine bagl oldugunu belirtmeliyiz ki bu belirli bir aritmetik islem

tipine bagl degildir. Bu nedenle ekleme durumuna benzer sekilde elde edilecektir.

Benzer sekilde yukarida elde edilen pq, nin iiyelik derecesi asagidaki gibidir:

Up,, (p12) = 0.6

Besinci adimda By, nin vyapilandirilmasim sagliyoruz. Ilk olarak D12
konvolusyonlarindan elde edilen P(A;;) olabilirlik O6lgiimiiniin  degerini
hesapliyoruz. Ornegin P(A;,) yukarida dikkate alman p;, bazinda hesaplandig
taktirde asagidaki gibi olur:

(x—6%)
22082 dx, ~ 0.69

P(A;p) = }! MAZ(XZ).O.S\/E
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Bu nedenle B;, nin bir temel degeri b;, = 0.69 olarak bulunur ve bu durumda

tg,, (b1 = 0.69) = 0.8 olur.

Son asamada ise (3.13) ve (3.14) e gore B, yi yapilandirtyoruz. Yapilandirilan B;,:
B, = (0.62,0.72,0.79)

Olur.

Bu nedenle ¢ikarmanin sonucu olarak Z;, = (A;,, B12) elde edilir.

5.3. Siirekli Z Sayilar1 Carpim

Z,=(A1,By) ve Z, = (A4,,By) nin  Z,;, =Z;. Z, carpimmi ele alalim.

oncelikle Z7, = Z]. ZFtespit edilmelidir.
ZI—Z; = (Al'AZFRl'RZ)

Burada R; ve R, (3.1) ve (3.2) olasiliklar1 tarafindan temsil edilir.bulanik
sayllarin  A;.A, ¢arpimi sonucu (2.59) (2.60) (2.66) ya gore tanimlanir ve R;. R,
(2.30) (231 ) e gore tanimlanan p;; = p; o p, olasilik dagilimlarinin bir

konvolusyonudur.

Bu nedenle Zf, =(A;.4,,p12) yi elde edecegiz. Daha sonra bolim 3.1 e

benzer sekilde ,upﬂ(pﬂ) bulanik setlerini  ve Di2s,S = 1,..,m?

konvolusyonlarinin bulanik kiimesini (3.10) (3.11) 1 ¢ozerek tamimlanan tyelik

fonksiyonuyla birlikte yapilandiriyoruz.

Son olarak (3,13) ve (3,14) e gore bir By, belirsiz seti olusturulur. Sonug olarak

le = Zl' ZZ le = (Alz, BlZ) seklinde Olustumlur.

Ornek 5.3.1. 6nceki drekte verilen Z sayilari igin  Z;, = Z;. Z, hesabim dikkate
alalim.oncelikle Z*sayist Z{, =(A12, R;.R,) tespit edilmelidir. Buradan A;, =
A;.A, bulunur. R;.R, onceki Ornekte dikkate alinan dagilimlarin bir  pq,

konvolusyonu olup p;, = (16,5.5) olarak bulunur.

Sonraki adimda p,ve p, dagilmlarmin w, (p;) Ve u,,(p2) lyelik derecelerinin

hesaplanmas1 gereklidir. Bu dagilimlar ve tiyelik dereceleri bir dnceki ornekte tespit

edilmistir.

47



Dérdiincii adimda p,, konvolusyonlarinin tiyelik dereceleri w, (p1) Ve pp,(p2) €
dayal1 olarak ekleme ve ¢ikarma durumlarina benzer sekilde elde edilir. Ayn1 sekilde

yukarida elde edilen w, ,(p;2) degeri p, ,(p12) = 0.6 dur.

Besinci adimda Bj, yi hesapliyoruz. Bunun i¢in p;, konvolusyonlar1 acisindan
P(A;,) olabilirlik &lgiimiiniin degerlerini hesapliyoruz. Ornegin yukarda dikkate

alinan p;, i¢in P(A;,) sOyledir:
P(Alz) = b12 == 0.67
Son asamada Bj, yi yapilandiriyoruz. Bu durumda

'uB12 (blz = 067) = 08 0|Ur

5.4. Siirekli Z Sayilar1 Standart Boliinmesi

Z, =(A.,By) ve Z, = (A,,B,) nin standart bolinmesini Z;, =Z,/Z,
olarak kabul edelim. ( burada O & supp (4;)) bu durumda Oncelikle
Z1{, =(A12,p12 ) tespit edilmelidir. O halde devamli belirsiz Z sayilarin standart
boliinmesi A;, = A; /A, seklindedir ve p; , p, olabilirlik dagilhimlarinin p,, = p; ©

p, konvolusyonu ile tanimlanir.

Daha sonra boliim 3,1 e benzer sekilde ,upﬂ(p i) j=1,2 1=1,2,... m  bulanmk

kiimelerini ve (3.10) ve (3.11) in ¢oziilmesiyle tanimlanan iiyelik fonksiyonuyla

birlikte p;,5,s = 1, ..., m? bulanmk konvolusyon kiimesini yapilandirtyoruz.

Bir sonraki adimda (3,12) ye dayali olarak bir A;, olabilirlik Slgiimii
hesaplanir. Son olarak ise (3.13) ve (3.14) e gore bir B;, bulanik kiimesi olusturulur.

Sonug olarak Z,, = Z,/Z, Z;, = (A3, B13) seklindedir.

Ornek 5.4.1. 6nceki 6rnekte verilen Z sayilar i¢in Z;, = Z;/Z, hesaplamasin

dikkate alalim:
Oncelikle Z*sayist Z{, =(4;5, R, / R,) bulunmalidir. Bu durumda

Ay, = Ay / A, bulunur. Ry / R, ise onceki orneklerde dikkate alinan dagilimlar igin

bulunan bir p,, konvolusyonudur.
P12 = (4,0.34)
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Daha sonra p,, (p1) Ve up,(pz) iyelik derecelerinin hesaplanmasi gerekir. Bu

dagilimlar ve iiyelik derecelerini bir 6nceki ornekte tespit ettik.

Dérdiincii adimda p;, konvolusyonlarinin tiyelik dereceleri w, (p1) Ve pp,(p2) €
dayali olarak ekleme ve ¢ikarma durumlarina benzer sekilde elde edilir. Ayni sekilde

yukarida elde edilen w, ,(p;2) degeri p, ,(p12) = 0.6 dur.

Besinci adimda Bj, yi hesapliyoruz. Bunun icin p;, konvolusyonlar1 acisindan
P(A;,) olabilirlik &lgiimiiniin degerlerini hesapliyoruz. Ornegin yukarda dikkate

alinan p;, i¢in P(A,,) sOyledir:
P(AIZ) = b12 = 0.77 le
Son asamada B, yi yapilandirtyoruz. Bu durumda

'uB12 (blz = 077) = 06 0|Ur

5.5 Siirekli Bir Z sayinin Karesi

Z, = Z% hesaplamasim dikkate alahm. Z7 = (A, R,) olsun. Burada R, (3.1)
olarak tespit edilsin. Bu durumda devamli Z* sayis1 yani Zy sayis1 asagidaki gibi

tespit edilir:
Zy = (A4y,Ry)

Burada A, = A% deki A% tespit edilir. Su anda p, (p,) iyelik fonksiyonu p,
olabilirlik dagilimlarinin bulanik kiimesinin dogal bir sekilde iiyelik fonksiyonuna

tabi olmak iizere Hp, (Pxj)= Hp,(Py;) seklinde tammlanan p,,; olabilirlik

dagilimlarinin bulanik kiimesini tetikledigini gorebiliyoruz.

Sonraki adimda (3.12 ) bazinda p, ile birlikte A, nin olabilirlik dl¢iisiinii

hesapliyoruz. Son olarak Hp, liyelik fonksiyonu tarafindan tanimlanan p,, tizerindeki
bir bulanik kisitlama nedeni ile (3.13) (3.14) U ¢bzerek bir B, bulamk kiimesi

olusturuyoruz. Sonug olarak Z? = (Ay, B, ) seklinde elde edilir.
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