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OZET

Bu Yiiksek Lisans tez ¢aligmasinda ikinci mertebeden homojen olmayan bir diferensiyel denklem ile
homojen olmayan sinir sartlarindan olusan bir siir deger problemi goz oniine alinmistir. Problem,
diferensiyel denkleminde ikinci dereceden oOzdeger parametresi bulundurmakta ve denklemde
bulunan katsayilar tanim araliginin bir i¢ noktasinda siireksiz olan fonksiyonlardir. G6z 6niine alinan
problemin tanim aralig1 bir tane siireksizlik noktasi bulundurdugundan problem, iki aralikli bir sinir
deger problemi seklindedir.

Problemin siir sartlari, tanim arali§inin u¢ noktalarinda goz oniine alinan sinir sartlariyla birlikte
siireksizlik noktasinda dikkate alinan sartlardan olugmaktadir. Siireksizlik noktasinda gz Oniine
alman sartlar gegis sartlar1 olarak adlandirilmaktadir. Problemin sinir sartlarina gegis sartlarinin da
ilave edilmesiyle problem dort tane sinir sartina sahip bir problem olmustur. Ayrica problemin sinir
sartlarinda lineer fonksiyonellerde bulunmaktadir. Biitlin bu 6zellikler ve sartlar dikkate alindiginda
caligilan problem; ikinci mertebeden, siireksiz katsayili, 6zdeger parametreli, fonksiyonel, gecis sartli
bir sinir deger problemidir.

Bu calismanin temel esas1 ozellikleri ve sartlar1 yukarida belirtilen problemin iirettigi diferensiyel
operatoriin tanimlanmasi ve bazi 6zelliklerinin arastirilmasidir. S6z konusu diferensiyel operatdr,
problemin tanmim araliklarina ait Sobolev uzaylarimin direkt toplam uzayinda tanimhidir. Bu
diferensiyel operator, ayn1 direkt toplam uzayina, sinir sartlarinin degerlendirildigi dort boyutlu
kompleks uzaylarinda ilave edilmesiyle olusan Sobolev uzaylarinin direkt toplam uzayinda
degerlendirilmektedir.

Bu tez; Giris, Literatiir Ozeti, Olgiilebilir Uzaylar ve Olgiilebilir Fonksiyonlar, Normlu Uzaylar,
Lineer Operatorler, Smir Deger Problemleri ve Gegis Sartli Siireksiz Sturm-Liouville Probleminin
koersitivligi ve izomorfizmi boliimlerinden olugmaktadir.

Son boliim, bu tez calismasinin orijinal kismi1 olup bu kisimda probleme ait diferensiyel operatdriin
koersitivligi, izomorfizm ve Fredholm operatorii olma 6zellikleri arastirilmistir.

Sayfa Adedi : 103

Anahtar Kelimeler : Smir deger problemi, Siireksiz problem, Gegis sartlari,
[zomorfizm, Koersitivlik, Fredholm operatorii
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ABSTRACT

In this Master's thesis, a boundary value problem consisting of a second-order nonhomogeneous
differential equation and nonhomogeneous boundary conditions is considered. The problem has a
second-order eigenvalue parameter in its differential equation and the coefficients in the equation are
functions that are discontinuous at an interior point of the definition range. Since the definition range
of the problem under consideration has one discontinuity point, the problem is in the form of a two-
interval boundary value problem.

The boundary conditions of the problem consist of the boundary conditions considered at the end
points of the definition interval and the conditions considered at the discontinuity point. The
conditions considered at the discontinuity point are called transmission conditions. By adding the
transmission conditions to the boundary conditions of the problem, the problem has become a
problem with four boundary conditions. In addition, there are linear functionals in the boundary
conditions of the problem. When all these properties and conditions are taken into account, the
problem studied is a second-order, discontinuous coefficient, eigenvalue parameter, functional,
transmission condition boundary value problem.

The essence of this study is to define the differential operator generated by the problem whose
properties and conditions are stated above and to investigate some of its properties. The differential
operator in question is defined in the direct total space of Sobolev spaces belonging to the definition
intervals of the problem. This differential operator is evaluated in the direct total space of Sobolev
spaces formed by adding the four-dimensional complex spaces where the boundary conditions are
evaluated to the same direct total space.

This thesis consists of the following sections; Introduction, Summary of Literature, Measurable
Spaces and Measurable Functions, Normed Spaces, Linear Operators, Boundary Value Problems and
Coercivity and Isomorphism of the Discontinuous Sturm-Liouville Problem with Transmission
Conditions.

The last section is the original part of this thesis and in this section, the coercivity, isomorphism and
Fredholm operator properties of the differential operator belonging to the problem are investigated.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalar1 verilmek iizere

asagida listelenmistir.

Simgeler Aciklama

h.h.h hemen hemen her yerde

R reel sayilar kiimesi

N dogal sayilar kiimesi

Z tam sayilar kiimesi

Q rasyonel sayilar kiimesi

C komplex sayilar kiimesi

Ax A(x)’in daha sade gosterimi

coker(T) T operatoriiniin kokerneli

c) Siirekli fonksiyonlar uzay1

Ca(2) Siirekli ve sinirli fonksiyonlar uzayi

cm() m. mertebeye kadar tiirevli ve siirekli fonksiyonlar
uzay1

Clr () m. mertebeye kadar tiirevli, stirekli ve sinirli
fonksiyonlar uzay1

D(f) f fonksiyonunun a. mertebeden zayif tiirevi

Da A’ nin tanim kiimesi

ker(T) T operatoriiniin ¢ekirdegi

L diferansiyel operator

L L’nin adjoint (eslenik) operatorii

Li,.(2) )’ da lokal integrallenebilen fonksiyonlar sinifi

Lk (2) 2’ da taniml bitiin 6lgiilebilir fonksiyonlar uzayi



L°(0)
L'(2)

u

v

(x,7)
X, F, 1
P(x)

Ry

1l

esssup|u(x)|
XEN

W (@) = WPk ()

Wq' (2) + Wg' (1)

) bolgesinde h.h.h sinirl fonksiyonlar uzay1

() lizerinde lebesgue integrallenebilir fonkgsiyonlar
Olcti fonksiyonu

dis Olcii fonksiyonu

x ile y nin i¢ ¢arpimi

Olcii uzayi

kuvvet kiimesi

A’ nin deger kiimesi

x’in normu

0 tizerinde |u| fonksiyonunun esas supremumu
Sobolev Uzay1

Sobolev Uzaylarinin direkt toplami



1. GIRIS

Biitiin mekanik problemler ve dogal olaylarin modellenmesi neticesinde tiirevli
denklemlerin elde edilmesi nedeniyle, diferansiyel denklemler fizik ve miihendislik alanlar

ile dogrudan ilgilidir.

Diferansiyel denklemlerde degiskenlere ayirma yontemi kullanildiktan sonra smir deger
problemleri incelenmeye baslanmistir. Fizik ve miihendislik alanlarinda uygulanan kimi
yontemler adi diferansiyel denklemlerde sinir deger problemlerinin spektral 6zelliklerinin

caligilmasini gerektirmektedir.

Makine ve havacilik miihendisliginde yapilarin dogal frekanslarini ve mod sekillerini
incelemek icin de Sturm-Liouville teorisinden yararlanilmaktadir. Ayrica termal
miihendislikte, 6zellikle de 1s1 ve kiitle transferi problemleri Sturm-Liouville problemleri
biciminde ifade edilir. Boyle problemlerin ¢oziimii ise verimli 1s1 esanjorleri tasarlamak,

sogutma siireglerini anlamak ve ¢esitli endiistriyel uygulamalar i¢in gereklidir.

Ornegin; Kuantum mekaniginden bilindigi iizere, 6zdegerler ve 6zvektdrler, diferansiyel
denklem igeren denklem sistemlerinin ¢dzlimlerinde ve smnir deger problemlerinin
arastirilmasinda goriilmektedir. Bu tiir denklemlere, kuantum ve akigskanlar mekaniginde,
elektriksel bir potansiyel i¢inde bulunan bir parcacigin enerjisini hesaplamada, elastik
carpisma problemlerinde ve hizli salinim yapmakta olan cisimlerin hareketlerinde siklikla
goriilmektedir. Dalga mekaniginde sicimlerin ve zarlarin titresimi ve ses ve elektromanyetik
dalgalarin yayilimi dahil olmak iizere bircok problemin ¢6ziimii Sturm-Liouville
problemlerine indirgenmektedir. Boyle dalga problemlerinin ¢6ziimii miizik aletlerinden
gelismis iletisim sistemlerine kadar ¢ok ¢esitli cihazlar tasarlamak ve analiz etmek igin

Onemlidir.

Matematiksel fizik problemlerinin istenilen kadar kiiciik hata ile yaklasik ¢oziimlerinin
bulunabilmesi i¢in ise 6z fonksiyonlar sisteminin en azindan tam sistem oldugunu gostermek
gerekir. Bu durumlarda matematiksel fizik problemlerinin ¢éziimii 6z fonksiyonlar sistemi
iizerine agilmis seri biciminde elde edilir. En basit matematiksel fizik problemleri i¢in bu

seri klasik Fourier serisi biciminde elde edilir, yani 6z fonksiyonlar trigonometrik



fonksiyonlar biciminde bulunur. Diger baz1 fizik problemleri i¢in ise 6z fonksiyonlar sistemi
Bessel fonksiyonlari, Hermite polinomlar1 ve bu bi¢imde 6zel fonksiyonlar olarak elde edilir
bu nedenle 6zel fonksiyonlar teorisi Sturm-Liouville teorisi esasinda olusmus ve gelismistir.
Sturm-Liouville teorisinde fizik ve miihendislik biliminin hatta diger doga bilimlerinin kismi
diferansiyel denklemler biciminde modellenen problemlerinin ¢6ziimii i¢in etkin yontemler

gelistirilmistir.

Smir deger problemleri fizik ve miihendislik alanlarinda oldukg¢a fazla konu ile yakindan
iligkilidir. Sinir deger problemleri fizik alanindan jeofizik bilim dali ve miihendislik
alanindan su miihendisligi uygulamalari i¢in olduk¢a dnemli yer tutar. Yer alti madenlerinin
cikarilmasinda da sinir deger problemleri ile karsilasmak miimkiindiir. Stvi dinamiginin
temel denklemleri ve bilgisayar programlarinda yapay zeka ile ilgili caligsmalar sinir deger

problemleriyle yakindan ilgilidir.

Sinir deger problemleri giinliik hayatimizda énemli bir yere sahip olan 1s1 aligverisi ve hava
sirkiilasyonu gibi konularda 6nemli bir yer tutmaktadir. Bu tiir denklemlerin ¢6ziimleri
sayesinde sivi veya gaz dinamiginde akisin parametrelerini ve diger kisimlarla olan

iligkilerini gézlemlemek miimkiindiir.



2. LITERATUR OZETi

Siir deger problemleri ayn1 zaman da farkli fiziksel ve mekanik 6zellikleri bulunan cisimler
arasindaki 1s1 ve madde iletiminde kullanildig1 goriilmektedir. (Kandemir, Mukhtarov ve

Yakubov, 2009).

Is1 iletim probleminin ¢oziimiinde karsimiza c¢ikan Ozdeger parametresine bagli adi
diferansiyel denklemler i¢in sinir deger problemi ilk defa Charles Sturm ve Joseph Liouville
tarafindan arastirilmaya baslanmistir. C. Sturm ve J. Liouville ¢alismalarinda matematiksel
fizik alaninda 1s1 iletimi tipinden problemlerle ilgili olarak Fourier yoOntemini

arastirmislardir.

Yakubov ve Yakubov, diferansiyel operatdr denklemlerinde, kismi diferansiyel denklemlere
uygulamalar ile yiiksek mertebeden diferansiyel-operatér denklemleri teorisine sistematik
bir ¢6ziim sunmuslardir. Hem regiiler hem de irregiiler diferansiyel problemlere uygulamaya
izin veren bir teori insa etmislerdir. Ozellikle bilinen yontemlerle ¢dziilemeyen problemler

iizerinde ¢alismiglardir. (Yakubov ve Yakubov, 1999)

Mukhtarov ve Yakubov Agirlikli Sobolev Uzaylarinda, adi diferansiyel-operator denklemi
icin gecis sartlari igeren bir sinir deger fonksiyonel problemini aragtirmiglardir. Problemin
kok fonksiyonlar1 sisteminin Abel bazi olma 06zelligini spektral parametreye gore

koersitivligini ve izomorfizmligini ispatlamislardir. (Mukhtarov ve Yakubov, 2002)

Kandemir ve arkadaslar1 ¢caligmalarinda siireksiz katsayili ve spektral parametre iceren adi
diferansiyel denklemler i¢in Birkhoff-irregiiler sinir deger problemini ele almislardir. Bu
probleme siireksizlik noktasinda, sinir sartlarina ilave olarak gecis sartlar1 adi verilen sinir
sartlar1 eklemislerdir. Ozdeger parametresi, diferansiyel denklemde ikinci dereceden ve sinir
sartlarinda birinci dereceden parametre olarak alinmistir. Bu problem i¢in izomorfizm,
koersitivlik  6zelliklerini ispatlamislardir. Ayrica problemin defektlilik durumlarini

incelemislerdir. (Kandemir, Mukhtarov ve Yakubov, 2009)

O. Muhtaraoglu c¢aligmalarinda Sturm-Liouville sinir deger problemleri, diferansiyel

denklemde operator igeren sinir deger problemleri gibi birgok smir deger problemini



incelemistir. Ayrica siireksiz katsayili sinir deger problemlerinin sinir sartlarina siireksizlik
noktasinda gecis sartlar1 eklemistir. Boylece gecis sartlari bulunan siireksiz katsayili sinir
deger problemlerinin spektral 6zellikleri ile ilgili bir¢ok problem iizerinde ¢alismis ve bu

problemlerin ¢oziilebilirligi ile ilgili sonuglar elde etmistir. (Mukhtarov, 1994).

G. D. Birkhoff 1908 yilinda 6zdeger parametresine bagl olarak adi diferansiyel denklemleri
incelemistir. Bu denklemlerin temel ¢6ziim sisteminde yer alan ¢oziimler i¢in, regiiler sinir
sartlarini tanmimlamistir. Elde ettigi regiiler sinir deger problemi i¢in 6z fonksiyonlar ve 6z

fonksiyonlara bagl fonksiyonlar sisteminin tamligi ile ilgili teoremi ispatlamistir.

J.Walter 1973, makalesinde sinir sartlarinda 6zdeger parametresi bulunduran bir regiiler
Sturm-Liouville problemini Hilbert uzayinda tanimli olan diferansiyel operator seklinde
ifade etmis ve daha sonra lineer diferansiyel operatorler teorisinden iyi bilinen Hilbert-
Schmidt teoreminden de yararlanmakla 6z fonksiyonlar sistemi i¢in Fourier agilimini elde

etmistir (Walter, 1973).

Aydemir, ¢aligmasinda iki aralikli bir Sturm-Liouville denkleminden spektral parametreye
lineer bagiml olan iki tane sinir sartindan ve siireksizlik (iletim) noktasinda tanimli gecis
sartlarindan olugsmus Sturm-Liouville problemini incelemek i¢in bu problemi L, [a, b] @ C"
biciminde bir Hilbert uzayinda tanimli olan lineer diferansiyel operatdr denklemine
indirgemistir ve diferansiyel operatdr teorisinden de yararlanarak verilmis Sturm-Liouville

probleminin bazi 6nemli spektral 6zelliklerini incelemistir (Aydemir, 2014).

Mukhtarov, Aydemir ve Olgar ¢aligmalarinda parametre bagimli bir siireksiz Sturm-
Liouville problemlerinin operator teoremi yorumunu vermislerdir. Bu ¢alismada arastirilan
Sturm-Liouville probleminin 6zdeger ve 6z fonksiyonlarinin asimptotik davranislari i¢in bir

formiil elde etmislerdir (Mukhtarov ve Aydemir, 2015; Olgar ve Mukhtarov, 2024)

Matematiksel fizigin ¢ogu problemlerinde sinir deger problemleri kullanilmaktadir. Bu tip
problemler de zaman degiskenine gore kismi tiirev sadece diferansiyel denklemde degil ayn1
zamanda smir sartlarinda da goriilmektedir.. Bu tip problemlere uygun olan spektral
problemlerde 6zdeger parametresi sadece diferansiyel denklemde degil ayn1 zamanda sinir

sartlarinda da bulunmaktadir (Lang, 1983).



Muhtarov ve Aydemir, Klasik periyodik Sturm-Liouville problemlerinin bazi 6nemli
spektral ozelliklerini, daha once calisilmamis olan, i¢ etkilesim noktasinda ek iletim
kosullarina sahip iki baglantili periyodik problemlere genellestirmislerdir (Mukhtarov ve
Aydemir, 2021).

Shkalikov calismasinda, diferansiyel denklemin katsayr fonksiyonlarinda 06zdeger
parametresine yer vermis ve de siir sartlarinda polinom tipinde self- adjoint olmayan sinir
deger problemlerinin arastirilmasi i¢in lineerlestirme yontemi gelistirmistir (Shkalikov,

1983).

Yakubov ve Yakubov sinir sartlarinda spektral parametre igeren sinir deger problemlerinin
soyut bir teorisini kurmuslardir. Bunun yani sira siirekli katsayili sinir deger problemlerinin
izomorfizm olma ve koersitivligi ile ilgili ¢ok sayida calismalariyla onciiliik etmislerdir.
Fredholm operatorii olma ozellilleriyle ilgili kitaplar1 mevcuttur. (Yakubov ve Yakubov,

1999).



3. OLCULEBILIR UZAYLAR VE OLCULEBILIR FONKSiYONLAR

Bu boliimde 6lgiiler, 6l¢ii uzaylari, dis 6lgii, lebesgue Ol¢iisii, dlgiilebilir fonksiyonlar ve

lebesgue integrali hakkinda bilgi verilecektir.
3.1. Olgiiler

3.1.1. Tamim [ bir indis kiimesi ve her bir k € I elemanina karsilik bir A, kiimesi bulunsun.
{Ai|lk € I} kiimesine A;  kiimelerinin indislenmis ailesi denir. Kisaca elemanlar

kiimelerden olusan kiimeler, kiimeler ailesi olarak adlandirilir.
3.1.2. Tanim X bos olmayan bir kiime olmak {izere

F={A|A c X}
={Aylkel,l €Z"}
= {Al,AZ,A3,...,Ak, }

olsun. Bu aile P(X) kuvvet kiimesinin bir alt ailesidir. Ayrica bu aile bos olmayan bir ailedir.

3.1.3. Tanim X siradan bir kiime ve F © P(X) olsun. Bu durumda
1. XEF

2. VAEFicinA“ € F
- n
3. VAy, Az Az, Ay € Figin |J,_ A EF
- n
4, VAy, Az Ay o Ay € Figin [, _ A €F
kosullar1 gercekleniyorsa F ailesine X iizerinde bir cebirdir denir. (Cohn, 2013)

3.1.4. Tanim X siradan bir kiime ve F < P(X) olsun. Bu durumda



1. XcF

2. VA € Ficin A € F
3. Ac€FvekeZigin|,_ AcE€F
4. Ac€Fvek€Zicin (), _ AcEF
kosullar1 gercekleniyorsa F ailesine X {lizerinde bir g-cebir denir. (Cohn, 2013)
3.1.5. Tamim X herhangi bir kiime ve F de X kiimesi lizerinde bir o-cebir olsun. Bu durumda
(X, F) ciftine olgiilebilir uzay denir. F’de bulunan her bir kiimeye de 6l¢iilebilir kiime ad1
verilir.
3.1.6. Tanim (X, F) olgiilebilir bir uzay olsun.
w:F — [0, 0]

bi¢iminde tanimli bir 4 fonksiyonu i¢in

1. u@) =0

2. F ailesinin her ayrik (By) dizisi igin

H (O Bk) = i 1(By)
k k=1

=1
sartlarin1 saglaniyorsa u fonksiyonuna F iizerinde bir 6l¢ii denir.

3.2. Ol¢ii Uzaylan

3.2.1. Tanim p fonksiyonu F ailesi tizerinde bir 6l¢ii olmak tizere (X, F, 1) 6l¢iistine bir 6l¢ii

uzay1 denir.



3.2.2. Tamm (X,F,u) bir 6l¢ii uzayr olmak tizere u(x) < oo ise u ye sonlu 6l¢ii denir.
Dolayistyla u sonlu oldugunda F aileleride sonlu dl¢timliidiir. Kisacas1 X € F kiimesi sonlu

Olclimlii ise F ailesindeki kiimeler sonlu dlgiimliidiir.

3.2.3. Tanim (X, F, u) bir olgii uzay1 olmak tizere F ailesinin her ayrik (Bj,) dizisi i¢in

p (O Bk) = i 1(By)

k=1 k=1
kosuluna o-toplamsal denir. Ayrica bu o-toplamsal 6l¢ii veya o-6l¢ii olarak da ifade edilir.

o-toplamsal 6l¢ii bir Slgiiniin sonlu bir ol¢liden ayirt edilmesi bakimindan 6lgli yerine

kullanilir. Eger;
U:;lBk =X veVk € Z* i¢in u(B)) <  ise u ye o-sonlu dlgii denir.
u(X) = 1 ise bu dlgiiye olasilik 6l¢iisii denir.

3.2.1. Ornek U {Hl L <0< l} kiimesinin 6l¢timii 1 dir.
m=1 m+1 m

m € ZF igin

I —{9| ! <9<1}
me U ' m+1 " m
olsun. Bu durumda
I—{9|1<9<1}
1_ 2_
1—{6|1<9<1}
27173~ 2



I—{Hl ! <9<1}
mo U m+1 m

yazilir. Biitiin [,,, araliklar1 ayrik oldugundan

k k
el |t | =D ut
m=1 m=1
~(1-3)+G-3)+ G2+ i)

olur. Buradan

oo k
: : 1
(U=t U )= o (1= 3) =2

bulunur.

3.2.4. Tamim (X, F, ) bir olgli uzay1 olmak lizere B, F kiime ailesinin bir alt kiimesi ve
u(B) < wolsun.C € Bve 0 < u(C) < oo esitsizligini saglayacak bir C € F varsa pu ye yarl

sonlu ol¢ii adi verilir.

3.2.5. Tanim (X, F, u) bir 6l¢ii uzay1 olmak tizere B, F kiime ailesinin bir alt kiimesi ve

U(B) < o ise B kiimesine sonlu p-6l¢timlii kiime denir.

3.2.6. Tanim (X,F,u) bir Ol¢ii uzayr olmak fiizere, B € U:;lBk ve Vt €Z* igin

u(B;) < o esitsizligini saglayacak bicimde Vt € Z*, B, € F kosulu saglanirsa B € F

kiimesine g-sonlu- og-6l¢iimlii kiime denir.

3.2.7. Tanim (X, F, ) bir 6l¢ii uzayr olmak tizere B, F kiime ailesinin bir alt kiimesi ve

u(B) = 0 ise B kiimesine sifir dl¢timlii kiime adi verilir.



10

Simdide 6l¢ii uzaylariin 6zelliklerini gosteren bazi teoremleri inceleyecegiz.

3.2.1. Teorem A ve B, F kiime ailesinin birer elemani olsun. A € B ve u(B) < o ise

u(B) = u(A) + u(B\ 4)

olur.
Ispat A c B oldugundan B = AU (B \ A) olup

u(B) = u(4) + u(B\ 4)
esitligi yazilir.

3.2.2. Teorem (Monotonluk Ozelligi) (X, F, 1) bir 6l¢ii uzay1 olmak iizere A ve B, F kiime

ailesinin bir eleman1 olsun. Bu durumda
A c B = u(4) < uB)
olur.
Ispat A c B oldugundan B = AU (B \ A) olur. Buradan
u(B) = u(4) + u(B\ 4)
olur. Bu ise u(A4) < u(B) oldugunu gergekler.

3.2.3. Teorem (o-alt toplamsal 6zelligi) A4, A;, A3, ..., A ... € F olmak lizere
u (U An) < z 1(Ayn)
n=1 n

=1

olur.
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Ispat A=A, UA, UA3 U ...UA, U ..birlesimi yerine
Ky =4,
Ky =4\ 4

K3 =A;\ (4, UA)
Ky =A,\ (A4, UA, U A3)

ayrik kiimelerin birlesimini alabiliriz. Dolayisiyla
A =A1 UAZ UA3 V) ...UAnU e =K1 UK2 UK3 V) ...UKnU e

seklinde yazabiliriz.K; € A; ve buradan ,u(kj) < ,u(A j) olacagindan

u(A) = pu (0 An) =u <0 Kn) = i u(Ky) < i n(Ay)
n=1

n=1 n=1 n=1

oldugu goriiliir.
3.2.4.Teorem Ay, Ay, As, ..., Ay ... € FveVn € NT icin u(4,) = Oise H(U:;lAn) = 0’dr.

Ispat o-alt toplamsal dzelligi dikkate alinirsa

M(O/M) < i.u(An) =0

ve tanimdan
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oldugu dikkate alinirsa istenilen sonug elde edilir.

3.2.5. Teorem (Olgiiniin alttan siireklilik ozelligi) A, A4,,A4s,...,Ax ... EF ve her

n=1,273,..i¢in A, € A, yani (4,) dizisi artan ise

p (U An) =pu (Tllij.}o(An)> = limpu(4y,)
n=1

olur. Diger bir ifadeyle (4,,) bir artan dizi ve A, € F ise
(4y) = Ag = u(4y) - u(4y)
olur.

fspat Ay, Ay, As, ..., Ay, . kimeleri igin

K1=A1
K; = A, \A1
K; = A3\ 4,

olacak sekilde n = 1,2,3, ... i¢in K,, kiimeleri ayrik olacak ve
KUK, UK;U---UK, = A, (3.2.1)

olacaktir. Ayrica (4,,) dizisi artan oldugu i¢in

(U An> = lim (4,) (3.22)

n=1

olacaktir. K, kiimelerinin de ayrik oldugunu gz 6niine alinirsa



13

p(A) = p (O An) =u (O Kn) i u(Kyn) (3.2.3)
n=1

n=1

= n=1
esitlikleri goriilebilir. (3.2.2) ve (3.2.3) den
u(4) = u (U An) = limu(An) (3.24)
n=1

olacaktir. (2.2.3) dikkate alinirsa

u(4) = i u(K,) = lim Z u(K;)
n=1 J=1

Lim [u(Ky) + u(Ko) + -+ p(Kn)]

= lim[u(K; UK, U ..UK,)] (utoplamsal)
n—->oo

= limu(A,) (1) den) (3.2.5)

elde edilir. (3.2.4) ve (3.2.5) den

p (U An) =u <rlli_>T£lO(An)> = iilgou(An)
n=1

olur. Sonug olarak (A4,,) bir artan dizi ve A, € F ise
(4n) = A = u(4y) - n(4o)
elde edilir.

3.2.6. Teorem (Olgiiniin iistten siirekliligi) Aq, Ay, Az, ..., Ak, ... EF ve Vn € Nt icin

A, D A,y yani (4,,) dizisi azalan ve u(4;) < o ise

U (ﬂ An) =u (T{%(An)) = iggoﬂ(An)
n=1
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olur. Diger bir deyisle (4,,) dizisi azalan, A, € F ve u(A;) < oo olmak iizere

(4n) = Ay = u(4n) - 1(4o)
saglanir.

jSpat Al,Az,A3, ...,Ak, ... kiimeleri 1(;1n Kl = A1 \ A1 ’KZ = A1 \AZ ,K3 = Al \A3 ) weny
K, = A; \ A4,, bi¢ciminde yazilirsa K,, € K,,,; olacagindan (K,,) dizisi artandir. O halde

Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.4 g6z 6nilinde bulundurulursa

u (QM) = B {4\ (n[;l Kn)

=u(A1)—u<JKn>
=u(A1)—u< J(Al\m)

= u(4y) - u( Lim (4, \An)>

S
1l
=

= u(Ay) — limu(A; \ Ay)
= u(4y) — lim (u(4) — u(4y))
= u(4y) — ii_r)gou(/ll) +Tlli_7)£lOH(An)

= u(4y) —u(4y) + iilgou(An)

limu(Ay)
n—->00

elde edilir. Buradan

[0 (ﬂ An) = limu(4y,)
n=1

bulunur. Ayrica (4,) dizisi azalan oldugundan ve azalan diziler igin daha 6nceden bildigimiz
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(ﬂ An> — lim(4,)
n=1 "

esitligi gdz oniine alinirsa

U (ﬂ An) =H (T{%(An)) = #_Z?OH(An)
n=1

bulunur. Sonug olarak (A,,) dizisi azalan, Ay, € F ve u(A;) < oo olmak iizere

(An) = Ao = p(4n) = n(4o)
oldugu goriiliir.

3.2.8 Tanim (X, F, u) bir dlgli uzay1 olmak tizere B, F kiime ailesinin bir alt kiimesi ve
u(B) = 0 olsun. B kiimesinin (Sifir 6l¢timli kiimelerin) biitiin alt kiimeleri yine F kiime

ailesinde bulunuyorsa (X, F, i) 6l¢ii uzayina tam olgli uzay1 denir.

3.3. Dis Olgii

3.3.1 Tamim X herhangi bir kiime ve P(X) de X in bir kuvvet kiimesi olmak tizere
p':P(x) - [0, ]

bi¢ciminde ifade edilen u* fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglamasi durumunda X kiimesi

iizerinde bir dis 0l¢ii olarak adlandirilir.
1. u(@)=0
2. D CECXi¢inu* (D) < u*(E)

3. X in alt kiimesi biitiin (D,,) dizileri i¢in
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3.4. Lebesgue Olgisii

3.4.1. Tanim R" nin alt kiimelerinden olusan bir F ailesi asagidaki sartlar1 saglayan bir o-

cebir olsun.

1. R™ deki her bir agik kiime F ailesinin bir elemanidir.
2. AcB,BcFveuB)=0ise A€ Fveu(d) =0

3. A={xeR%q <xj<b,j=12..,n} ise

A € Fve ,LL(A) = l_l(bj B aj)
j=1

4. xER"veAEFisex+A={x+y:ye A€ Fveulx+A) = u(4)

Yukarida verilen kosullar1 saglayan F ailesinin elemanlarina R™ nin (Lebesgue) dl¢iilebilir
alt kiimeleri denir ve u fonksiyonu R" deki Lebesgue dlgiisii olarak adlandirilir. (Adams,

1975)

3.4.1. Teorem Olgiilebilir kiimelerin sonlu birlesimi de dl¢iilebilirdir.

Ispat 1lk olarak E; ve E, olgiilebilir iki kiimenin birlesiminin &lgiilebilir oldugunu
gbsterecegiz. A herhangi bir kiime olsun. Once E; in olgiilebilirligi, sonrada E, nin

olgtilebilirligi kullanarak

w(A) = (ANnE) +u (ANE)
=p (ANE) +p ([AnE]]NEy) +u ([AnE]] NE3)

elde edilir.
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[ANE{]NE, =AN[E;VUE,]
ve
[ANE]JU[ANE]]=AN][E; UE,]
kiime 6zdesliklerinden ve dis Ol¢iiniin alt toplamsal 6zelliginden
p(A) =pAnE) +p ([AnEINEy) +p ([ANE{]NE;3)
=W @ANE)+u ([ANEINE) +p" (AN [E U E])
> u (AN [E; VE]) +u (AN [E; UE;])

elde edilir. Dolayistyla E; U E, dlgiilebilirdir.

Simdi n € Z* ve {E;}i=, Olgiilebilir kiimelerin herhangi bir sonlu kiimesi olsun. UZ: L Ek
birlesiminin 6lgiilebilirligini timevarim yoluyla ispatlayacagiz. Bu n = 1 i¢in asikardir.

Bunun n — 1 i¢in dogru oldugunu varsayalim.

n n—1
UEk = UEk] V) ETl
k=1 k=1

Ey

seklinde yazarsak iki 6l¢iilebilir kiimenin birlesimi de OSlgiilebilir oldugundan UZ: 1

kiimesi Ol¢iilebilirdir. (Royden ve Fitzpatrick, 2010)

3.4.2. Teorem A herhangi bir kiime ve {E} }}=, Ol¢iilebilir kiimelerin sonlu ayrik bir kiimesi

olsun. Bu durumda

Ozellikle de
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olur.

Ispat Tiimevarim yoluyla ispat yapilacaktir. n =1 igin esitliklerin saglandig1 acikga
goriilmektedir. Bunun n — 1 igin dogru oldugunu varsayalim. {E;};-, kiimeleri ayrik

oldugundan

n
An< Ek>nEn=AnEn
k=1

Ve

AN NE,=AN

n-1
U=
k=1

n
U=
k=1

dolayisiyla E nin 6lgiilebilirligi ve tiimevarim varsayimina gore

u <An

Us)

n-—1
=W ANEY+ ) wAnEy
k=1

n
s
k=1

>=u*(AnEn)+u*<An

n
=) w@ng
k=1

Ay, kiimeleri 6lgiilebilir ve sayilabilir olmak tizere {4, }z~, kiimesini alalim. A7 = A; olarak

tanimlayalim ve Vk > 2 i¢in
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olgiilebilir kiime toplulugu bir cebir oldugundan {4}, };’-; birlesimi {4, };~, birlesimine esit

olan 6lciilebilir kiimelerin ayrik bir (collection) toplulugudur. (Royden ve Fitzpatrick, 2010)

3.4.1. Ornek E = U {x: 0<x< %k} ve E = U:J:l H,, tanimlansin.
1 1 1
H1 = (O,;),Hz = (O,ﬁ), ...,Hk = (O,%>,
ve buradan her £ i¢in H, D Hj 4 dir.
Ki=H;\H; ,K, =Hy\H3, K3 =H3\Hy,...,K; = H \ Hy4

ikiser ikiser ayrik kiimeleridir ve

=
1l
=
~
1l
=

yazilabilir. Dolayisiyla

W (E) = (CJ Kl) " Z 1) = lim (5= 725) = 5

=1 k=1
bulunur.
3.5. Ol¢iilebilir Fonksiyonlar

3.5.1. Tanim # olgiilebilir bir kiime ve f ise H dan genisletilmis reel sayilar kiimesine

taniml1 bir fonksiyon olsun.
Va € Ricin{x € H: f(x) > a}

kiimesini olusturalim. Bu kiime dl¢tilebilir oldugu takdirde f fonksiyonu da dlgiilebilirdir. f

fonksiyonuna da 6l¢iilebilir fonksiyon denir.
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Bu bolimde ele alinan tiim fonksiyonlar genisletilmis gercel sayilarda yani R U {+oo}
kiimesinde taniml1 olacaktir. Bir 6zelligin E / E lizerinde gegerli olmas1 kosuluyla dl¢tilebilir
bir E kiimesi iizerinde hemen hemen her yerde (h.h.h olarak kisaltilacaktir) gecerli oldugu

soylenir. Burada E, E nin u(E) = 0 olan alt kiimesidir.

3.5.1. Teorem E O0lgiilebilir kiimesi iizerinde f fonksiyonu 6l¢iilebilir olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler esdegerdir.

1. Her reel ¢ sayisi i¢in {x € E: f(x) > c} kiimesi olgtilebilirdir.
2. Her reel ¢ sayisi igin {x € E: f(x) = c} kiimesi 0lgiilebilirdir.
3. Her reel ¢ sayisi i¢in {x € E: f(x) < c} kiimesi olgtilebilirdir.
4. Her reel ¢ sayisi igin {x € E: f(x) < c} kiimesi 0lgiilebilirdir.

Bu 6zelliklerin her biri Vc € R U {0} igin {x € E: f(x) = c} kiimesi 0lgiilebilirdir.
Ispat (1) ve (4) kiimeleri E de birbirlerinin tiimleyeni oldugu gibi (2) ve (3) kiimeleri de E
de birbirlerinin tiimleyenidir. E nin dl¢tilebilir bir alt kiimesinin E deki tiimleyeni 6l¢iilebilir

oldugundan (1) ve (4) esdegerdir.

Simdi (1) ile (2) nin ayn1 ifade oldugunu gosterelim.
~ 1
{x€EE:f(x)=c}= ﬂ{x EE: f(x)> C—E}
k=1

ve Ol¢iilebilir kiimelerin sayilabilir bir kiimeler ailesinin kesisimi de 6l¢iilebilirdir. Benzer

sekilde (1) ve (2)

{er:f(x) 2c+%}

s

{xeE:f(x)>c}=

k=1

ve Olctilebilir kiimelerin sayilabilir bir kiimeler ailesinin birlesimi de dl¢iilebilirdir. Bdylece
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(1) ve (4) ifadeleri esdegerdir. Simdi bunlardan birinin ve dolayisiyla hepsinin gecerli

oldugunu varsayalim. Eger c bir reel sayiysa

{xeE:f(x)=c}={x€E:f(x)=c}n{x€E:f(x) <c}
olur. Dolayisiyla £~ (c) 6lgiilebilirdir ¢iinkii iki 6l¢iilebilir kiimenin kesisimidir. Ote yandan

Cc = o0 ise
(x € E: f(x) = 00} = ﬂ{x €E: f(x) > k)
k=1

olur. Dolayisiyla 6lgiilebilir kiimelerin sayilabilir bir ailesinin kesisimi olan f~1(o0)

olgtilebilirdir. (Royden ve Fitzpatrick, 2010)

3.5.2. Tanim E {izerinde tanimh gercek degerli bir f fonksiyonunun tanim kiimesi E
Olciilebilir oldugu ve Teorem 2.5.1. deki dort ifadeden birini sagladig: takdirde Lebesgue
Olgiilebilir veya basitce dlciilebilir oldugu sdylenir.

3.5.2. Teorem Olgiilebilir bir E kiimesi iizerinde f fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda f
fonksiyonunun Ol¢iilebilir olmast i¢in gerek yeter sart her acik D kiimesi i¢in

YD) = {x € E: f(x) € D} kiimesinin 6l¢iilebilir olmasidir.

Ispat Her bir agik kiimenin ters goriintiisii 6l¢iilebilir ise , her (c, o) araligi agik oldugundan

f fonksiyonu olc¢tilebilirdir.

Tersine f nin 6lgiilebilir oldugunu varsayalim ve D agik olsun. O zaman D yi, her biri I
nin By, N Ay, olarak ifade edilecegi acik ve siirh {I;, } -, araliklarinin sayilabilir bir ailesinin
birlesimi olarak ifade edebiliriz. Burada B;, = (—o, by ) ve A = (ay, ) dur. f olgiilebilir
bir fonksiyon oldugundan her f~1(By) ve f~1(4) 6l¢iilebilir kiimelerdir. Diger taraftan

olciilebilir kiimeler bir o-cebirdir ve bu nedenle f~1(D) dlgiilebilirdir. Ciinkii

U By N A
k=1

fim = £

=Jrreanr@o
k=1
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dir. (Royden ve Fitzpatrick, 2010)

3.5.3. Teorem Tanim kiimesi Ol¢tilebilir bir reel degerli fonksiyon 6l¢iilebilirdir.

Ispat f fonksiyonunun dlgiilebilir bir E kiimesi iizerinde siirekli oldugunu varsayalim. D
acik bir kiime olsun. f siirekli oldugundan f~1(D) = E N U olacak sekilde bir U agik

kiimesi vardir. Dolayisiyla f~1(D) iki 6lgiilebilir kiimenin kesisimi oldugundan

olgiilebilirdir. Teorem 3.5.1. den f fonksiyonunun 6l¢iilebilir oldugu sonucu ¢ikar.
3.5.4. Teorem Bir aralikta tanimlanan monoton bir fonksiyon 6lg¢iilebilirdir.
3.5.5. Teorem f fonksiyonu E iizerinde genisletilmis reel degerli bir fonksiyon olsun.

1. Eger E iizerinde f fonksiyonu dlgiilebilir ve h.h.h f = g oluyorsa g fonksiyonu E

tizerinde Olgtilebilirdir.

2. D, E nin olgiilebilir bir alt kiimesi olsun. f fonksiyonunun sadece D ve E/D

kisitlamalari Olgiilebilirse f fonksiyonu E {izerinde 6l¢iilebilirdir.
Ispat f fonksiyonu 6lgiilebilir olsun. ve A = {x € E: f(x) # g(x)} kiimesini tanimlayalim.
{xeE:glx)>c}={x€eAglx)>c}u [{x EE:f(x)>C}In [E/A]]
E' nin h.h.h f =g oldugundan u(A) = 0 dir. Bu nedenle {x € A: g(x) > ¢} kiimesi
Olciilebilirdir. Clinkii 6lgiisii sifir olan bir kiimenin alt kiimesidir. f, E iizerinde 0l¢iilebilir
oldugundan {x € E: f(x) > c} kiimeside oOlgiilebilirdir. Hem E kiimesi hem de A kiimesi
Olciilebilir kiimeler oldugundan ve 6l¢iilebilir kiimeler bir cebir oldugundan
{xeE:g(x) >c}

kiimesi 6l¢iilebilirdir. (2) y1 dogrulamak i¢in herhangi bir ¢ € R i¢in

{xeE:f(x)>c}={xe€D:f(x) >c}U{x €E/D:f(x) >}
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oldugunu ve o6lgiilebilir kiimelerin bir cebir oldugunu goz oniine alalim.

Olgiilebilir iki genisletilmis reel degerli f ve g fonksiyonunun f + g nin zit isaretli sonsuz
degerler aldig1 noktalarda diizgiin bir sekilde tanimlanmaz. E kiimesinin hemen hemen her
yerinde f ve g fonksiyonlarinin sonlu oldugunu varsayalim. E,, E de f ve g nin sonlu
oldugu noktalar kiimesi olarak tanimlayalim. Eger f + g nin E; ile smiflandiriimasi
Olgiilebilir ise Teorem 2.2.5 e gore f + g nin gercek degerli bir fonksiyon olarak tiim E ye
genisletilmesi de oOlgiilebilirdir. Buradan h.h.h sonlu olan iki o6lgiilebilir fonksiyonun
toplaminin da 6l¢iilebilir oldugunu kolayca gorebiliriz. Benzer agiklamalar ¢arpim durumu

icin de gecerlidir. (Royden ve Fitzpatrick, 2010)

3.5.6. Teorem f ve g, E iizerinde h.h.h 6lgiilebilir ve sonlu fonksiyonlar olsun. Herhangi bir

a ve [ igin

1. af + g , E iizerinde dlciilebilirdir. ( Dogrusallik)

2. f - g, E tzerinde 6l¢iilebilirdir. (Carpim)

Ispat Yukaridaki agiklamalardan yola ¢ikarak f ve g nin, E nin tamaminda sonlu oldugunu

varsayabiliriz. Eger a # 0 ise bir ¢ € R igin
c
{er:af(x)>c}={xEE:f(x)>a}:>a>O
ve
c
{xEE:af(x)>c}={er:f(x)<E}=>a<O

dir. Bu nedenle f fonksiyonunun Ol¢iilebilirligi « - f fonksiyonunun ol¢iilebilirligini de
gerektirir. Bu nedenle dogrusalligi tesis etmek i¢cin @ = f =1 durumunu goéz Oniinde

bulundurmak yeterlidir.

x € E igin eger f(x) + g(x) < c ise f(x) < c— g(x) olur. Boylece R deki Q rasyonel

sayilar kiimesi yogun oldugundan bir g rasyonel sayis1 vardir ki ;
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fx)<g<c—g)

olur. Buradan

{xeE:f(x)+gx)<c}= U{xEE:g(x)<c—q}n{x€E:f(x)<q}
qeQ

elde edilir.

Olgiilebilir fonksiyonlarin ¢arpiminin dlciilebilir oldugunu gdstermek igin

1
frg=5(+9°*~f* =g
esitligini ele alalim. Dogrusallig1 sagladigimiza gore iki 6l¢iilebilir fonksiyonun ¢arpiminin
Olgiilebilir oldugunu gostermek icin , Olgiilebilir bir fonksiyonun karesinin Olciilebilir
oldugunu gostermek yeterlidir.
c=0icin{x EE:f2(x) >c}={x €E: f(x) > Vc}U{x € E: f(x) < —/c}
c<0icin{x€€E:f*(x) >c}=E

olur. Bundan dolay1 f2 6lgiilebilirdir.

Temel analizde ele alinan fonksiyonlarin birgok 6zelligi siireklilik ve tiirevlenebilirlik dahil,
fonksiyonlarin birlesimi iglemi adi altinda korunur. Ancak Olgiilebilir fonksiyonlarin

birlesimi dlgiilebilir olmayabilir. (Royden ve Fitzpatrick, 2010)

3.5.3. Tanim {f,, } fonksiyon dizisi E iizerinde taniml1 olsun. E tizerinde taniml1 f fonksiyonu

ve A C E i¢in asagidaki ifadeler sdylenebilir.
1. {f.} dizisi A iizerinde noktasal olarak f ye yakinsar. Yani

Vx €4, limfo(x) = f(x)
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2. {f.} dizisi A — B tizerinde f ye noktasal olarak yakinsamasi ve u(B) = 0 olmasi

kosuluyla A tlizerinde h.h.h f ye noktasal olarak yakinsar.

3. {f.} dizisi her € > 0 i¢in bir N indisi olmas1 kosuluyla A iizerinde f ye yakinsar. A
tizerinde Vn > N igin |f — fn| < e dir.

{f,.} fonksiyon dizilerini ve bunlarin bir f fonksiyonuna yakinsamasini ele alirken genellikle
tim fonksiyonlarin ortak bir tanim kiimesine sahip oldugunu varsayariz. {f,} dizisinin A
tizerinde f ye noktasal olarak yakinsadigini belirtmek igin ““ {f,,} = f , A lizerinde noktasal

olarak™ yazariz ve diizgiin yakinsama i¢inde benzer bir gosterim kullaniriz.

Stirekli fonksiyonlarin noktasal limiti siirekli olmayabilir. Riemann integrallenebilir

fonksiyonlarin noktasal limiti Riemann integrallenebilir olmayabilir.

3.5.7. Teorem {f,}, E tlizerinde h.h.h f fonksiyonuna noktasal yakinsayan E f{izerinde

Ol¢iilebilir fonksiyonlar dizisi olsun. Bu durumda f 0l¢iilebilirdir.

Ispat Eq’in u(E) = 0 kosulunu saglayan ve kosulunu saglayan ve {f,} nin E — E, iizerinde
f ye noktasal olarak yakinsadigi E nin bir alt kiimesi oldugunu varsayalim.p(E) = 0 ve
Teorem (3.5.5.) den f nin ancak ve ancak E — E kisitlamasi 6l¢iilebilir ise 6l¢iilebilir oldugu
sonucu ¢ikar. Bu nedenle E yi E — E; ile degistirerek dizinin E nin tamaminda noktasal

olarak yakinsadigini varsayabiliriz.

c sabit bir reel say1 olsun. {x € E|f(x) < c} nin 6lgiilebilir oldugunu gostermeliyiz. Bir

x € E noktasi igin lim f,(x) = f(x),
n—-oo

1
f(x)<c@Vj>ki(;infj(x)<c—E ve n,k € N.

Ancak herhangi bir n ve J dogal sayilari i¢in f fonksiyonu olciilebilir oldugundan

{x EE: fij(x) <c— %} kiimesi 6lgilebilirdir. Dolayisiyla herhangi bir k igin
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Q{er:j}(x)<c—%}

kesisimi ayrica Olgiilebilirdir. Sonug¢ olarak Olgiilebilir kiimelerden olusan sayilabilir

kiimelerin birlesimi o6l¢iilebilir oldugundan

{xeEE: f(x)<(C}= U ﬁ{xEE:fj(X)<C—%}

1skn<o | j=k
Olciilebilirdir.
3.5.4. Tanim Bir A kiimesi i¢in

1, x €A
x“l—{o,x&cﬂ

seklinde ifade edilen X, fonksiyonuna A nim karekteristik fonksiyonu denir. X4
fonksiyonunun olgiilebilir olmasi i¢in A kiimesinin olgiilebilir olmasi gerekir. Dolayisiyla

oOl¢iilemez bir kiimenin varligi, dl¢lilemez bir fonksiyonun varligini ima eder. (Royden ve

Fitzpatrick, 2010)

3.5.1. Ornek X 4 fonksiyonunun lgiilebilir olmasi igin A4 fonksiyonunun &lgiilebilir olmasi

gerekir.

X, 6<0
{xeX:xy(x) >0} =1A, 0<6<1
2, 1<6

oldugundan dolay1 her 6 reel sayisi1 i¢in

{xeX:x; >0} €F.
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3.6. Lebesgue Integrali

n
2.6.1. Tanim S = z Xy, basit fonksiyonu verilsin. Burada A; c A olmak lizere 4;
j=1

Olgiilebilirdir. O zaman

m

f s dx= Y au(a) (3.6.1)

A j=1

f olgiilebilir ve negatif olmayan degerler aliyorsa

f () dx = sup f s(x) dx (3.62)

A

olarak tanimlanir. s iizerinden alinan 6lgiiler basit fonksiyonlarin supremumu A disinda 0 ve
Ada0 < s(x) < f(x) kosulunu saglar. Eger f negatif olmayan basit bir fonksiyonsa (3.6.1)

ve (3.6.2) ile verilen | S (@) dx in tanim ile gelisir. Negatif olmayan bir fonksiyonun

integralinin +o0 olabilecegini de unutmamak gerekir.
Eger f olgiilebilir ve gercek degerliyse f = f* — f~ yazabiliriz. Burada f* = max(f,0)

ve f~ = —min(f,0) dir ve ikisi de Olgiilebilirdir.f* ve f~ negatif degerli degillerdir.

Buradan
[rwax=[rr@ax- | r@ax
A A- A

esitligini sagdaki integrallerden en az biri sonlu olmak iizere yazabiliriz. Her iki integralde
sonluysa f nin A iizerinde Lebesgue Integrallenebilir fonksiyonlar1 L (4) ile gdsterecegiz.

(Adams ve Fournier, 2003)
3.6.1. Teorem Asagida verilen tiim fonksiyonlar ve kiimeler 6l¢iilebilir olsunlar. Bu durumda

1. f, A iizerinde simirl ve u(A) < o ise f € L*(A) olur.

2. a<f(x)<bveVx € Aigin u(A) < oo ise
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au(A) < | f(x)dx < | bu(A).
[reoars]

3. Vx € Aigin f(x) < g(x) ve her iki integralde mevcutsa

!f(x)dngg(x) dx.

A

4. fg € L'(A) oldugunda f + g € L*(A) ve

[ +o@ax= [ rax+ [geax
A

A A

5. f € L*(A) ve ¢ € R olsun. Bu durumda |f| € L*(4) ve

[r@ax| < ¢ [r@iax
A A

6. f € L}(A) ve B € A olsun. Bu durumda f € L*(B) olur. Eger ek olarak Vx € A i¢in
f(x) = 0ise

ff(x)dxsff(x)dx.
B A

7. u(A) = 0ise [, f(x) dx olur.

8. f € L'(A) ve VB c Ajigin [, f(x) dx ise A lizerinde h.h.h f (x) = 0 dur.
(Adams, 1975)

3.6.2. Teorem f fonksiyonu L!'(R™) nin bir elemaniysa veya R™ iizerinde 6lgiilebilir ve

f(x) = 0ise

A(4) = | f(x)dx
/
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sayilabilir toplamsaldir. Dolayisiyla R™ nin Lebesgue oOlgiilebilir alt kiimeleri o-cebri

iizerinde bir ol¢lidiir. (Adams, 1975)
3.6.3. Teorem (Monoton Yakinsaklik Teoremi)

A c R" olgiilebilir ve {f,} her x € 4 igin 0 < f(x;) < f(xy) < - kosulunu saglayan

Olciilebilir fonksiyonlar dizisi olsun. Bu durumda
lim jfn(x) dx < lim inf J fn(x)dx
n—oo n—-oo
A A

dir. (Adams ve Fournier, 2003)

3.6.4. Teorem (Fatou Lemmasi) A c R" olgiilebilir ve {f,,} negatif olmayan olgiilebilir

fonksiyonlar dizisi olsun. Bu durumda

J (rlg?o inf fn(x) dx) < lim i”fjfn(x) b
A

A

olur. (Adams ve Fournier, 2003)

3.6.5. Teorem (Baskin Yakinsaklik Teoremi) A © R" 6l¢iilebilir ve {f,,}, A tizerinde nokta
nokta bir limite yakinsayan oOlciilebilir fonksiyonlar dizisi olsun. Her n ve x € 4 igin

|/(x)] < g(x) olacak sekilde bir g € L' (A) fonksiyonu varsa

tim [ ) dx = j ({0 ) ax

A

dir. (Adams, 1975)

3.6.6. Teorem (Lebesgue Yakinsaklik Teoremi) (X,F,u) bir 6l¢ii uzayr olmak iizere X

lizerinde tanimli, genigletilmis reel sayilar iizerinde degerli integrallenebilen bir g
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fonksiyonu olsun. f3, f5, f3, ... fonksiyonlarida X iizerinde F Olciilebilir, genisletilmis reel

degerli olsunlar. Bu durumda neredeyse biitiin x ler i¢in asagidaki kosullar gerceklenir.

Lo limfa(x) = f(x)

2. vn € N igin |f,,(x)| < g(x) ise f ve f,, fonksiyonlar1 integrallenebilirdir ve
tim [ fudie= [ fan
n—->00
X X

olur.
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4. NORMLU UZAYLAR

Bu boliimde Normlu Uzay, Banach Uzayi, LP(£2) Uzaylar, L®(2) Uzaylar, i¢ Carpim

Uzaylar, Hilbert Uzay1 ve Sobolev Uzaylar1 incelenecektir.

4.1. Normlu Uzay

4.1.1. Tamim (T,@) degismeli grup (T, +,-) bir cisim olsun.

O:UXT-T, (rya)»rQ0Oa

dis islemi asagidaki kosullari sagliyorsa T ye (U, +,) cismi tizerinde vektor uzay1 denir.

[a—

VrreUveVa €T icinr Oa €T dir.

2. VreUveVa,b ETicinr Q(a®b)=r Qa)® (» O &) dir

3. Vrr,8€lUveVa€ETigin(r+8)Qa=r0Qa)®d (0Oa)

4, Vr,s€UveVa€eTigin(r-8)Qa=rQOQ0Oa)

5. leUveVa€eTiginl ODa=a

(U, +,") cismi tizerindeki T vektor uzay1 ((a,®), (U, +,"),®) seklinde gosterilir. Burada

U = Rise T uzayi reel vektor uzayi, U = C ise kompleks vektor uzay: denir.

4.1.2. Tanim T bir vektor uzayi olsun. Bu durumda @ # D < T olarak verilsin. A, T de vektor

uzay1 belirtiyorsa A uzayina T nin alt vektor uzayi denir.

4.1.3. Tamim T bir vektor uzayi olsun. ||-|]|: T — R fonksiyonu tanimlayalim. Bu fonksiyon

1. Va, & € Tigin |la + &|| < ||lall + ||€]|

2. Va € T ve Va € Ri¢in ||aal| = |a] - [|al|
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3. a+0,Va €T igin|la| >0
4. la]l =0 a=0
Ozelliklerini saglarsa ||-|| fonksiyonuna X tizerinde bir norm ve (T, ||-||) ikilisi de normlu

uzay (normlu vektor uzayi) olarak adlandirilir.

4.1.1. Ornek wu,v pozitif degerli ve a €C? olsun. a = (a;,a,) €C* igin

la|l = u- (ay) + v - |a,| ile tanimli ||-|| fonksiyonu C? iizerinde bir normdur.

1. a = (a4, a,) verilsin. Bu durumda

lall =0 e u-la;|+v-|az| =0
& la| =la,| =0

< a=0dm.
2. a=(a,a,) €C?icgin||lall =u-(a)) +v-|a,| =0 dur.

3. a = (dl,az) € CZ ,/6' = (/6'1,/6’2) € (CZ isea+45’ = (dl +ﬁ’1,dz +/6'2) dir.

Dolayisiyla

”a/+/5’” =Uu- |a11+/5’1|+v' |a12 +/€"2|
Su-laqltu-lazl+v-(a) +v-la,lé,
= |lall + [[&]| dir.

||-]| fonksiyonu norm &zelliklerini saglar.

4. a = (a,,a,) € C*veé € Cigin = (§a,, Ea,) dir. Bundan otiiri

I¢all = uyléaq| +v - [a,l
=u-[&]|-|la.|l +v-[E]|a,l
= |&| - ||al| dir.
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4.1.1. Teorem a, &, a4, a,,as, ..., a, € T olsun. T ise normlu bir vektor uzayi belirtsin. O

halde

Lo lall =6l < lla =&

n n
N I ED Y
j=1 j=1

olur.

4.1.4. Tamim (T, ||-||) normlu vektor uzayi tizerinde tanimlanan

d:TXT - R, d(a,,#,) = |la; — 4]

fonksiyonuna ||-|| normu tarafindan tiretilen metrik denir.

4.1.2. Teorem T normlu uzayi tizerindeki bir norm tarafindan iiretilen bir d metrigi asagidaki

ozellikleri saglar.

. Va4 ,B€Xicind(a+p & +p)=da,b)

2. Va,&#,€T,u € Ri¢ind(ua,ut) = |u| - d(a, &)

fspat

L da+pb+p)=llatp—(&+pll=lla-4>6|=das)

2. dua,ut) = |lua —ub|| = |ul - |la — €| = |u| - d(a, &) (Kreyszig, 1978)

4.1.5. Tamim (T, ||-||) normlu uzay ve (us), T de bir dizi olsun. Ve > 0 ve Vr,s > n, igin

”ur - us” <g¢

olacak sekilde ny = ng(€) pozitif sayis1 varsa (u) dizisine T de bir Couchy Dizisi denir.
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4.2. Banach Uzaylan

4.2.1. Tanim Tam bir normlu uzaya Banach Uzay1 denir. Dolayisiyla X teki her Couchy dizisi

yakinsak ise X normlu uzay1 bir Banach uzayidir. (Efimov, 1985)

4.2.1. Teorem X normlu uzayimin tam olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart normlu yakinsak

her serinin yakinsak olmasidir.

4.2.1. Ornek Reel sayilar, A € R olmak iizere ||A|| = |A| normuyla tanimlanmissa reel bir

normlu uzay olur. Yani x = (x4, X3, X3, ..., X,) i¢in

o\
Ixll = (Zw)
i=1

dir. O zaman R" reel bir banach uzay1 olur. Benzer sekilde benzer normla tanimlanmis C"

nin de bir Banach Uzay1 oldugu gériiliir. (Efimov, 1985)

4.2.2. Ornek [0,1] arahgindaki siirekli karmasik degerli fonksiyonlarm lineer uzay1 olan

C([0,1]) norm &zelliklerini saglasin.

If1l = supf{lf(x)|:x € [0,1]}
olsun. Dolayisiyla C([0,1]) bir banach uzayi olur. Bu norma supremum norm denir ve
siklikla ||*]| ile gosterilir. Bu norma gore yakinsamanin tam olarak [0,1] araligindaki

fonksiyonlarin diizgiin yakinsamasi oldugunu gérmdiis oluruz.

4.2.3. Ornek C([0,1]) tizerinde

Iflla = | If ()l dx
!
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normu verilsin. Bu norma gore C([0,1]) uzay1 Banach Uzay1 degildir . Fakat fonksiyon

asagidaki sekilde verilmigse

(o 0<x<o
’ X >
1 1 1 1
h(x) = 4 (__) Ccx<o4-
n(x) n{x -2 S <X+
1 1
L 1 ,—t+t—<x<
n

h,, nin |||l normuna gore bir Couchy dizisi oldugu goriiliir. (C([0,1]), ||-|l;) de h,, = h ve

n — oo oldugunu varsayalim. Bu durumda

1

j|h<x)|dx - f|h(x) — hy@)ldx < Ik = hyll; - 0
0 0

boylece h fonksiyonunun [0,1] araliginda sifira esit oldugunu goriiriiz. Benzer sekilde

c - 1 g
herhangi bir 0 < € < S ven — o igin

1
flh(x) —Aldx = llh=hyll, 0

oldugu goriiliir. Dolayisiyla h , 0 < € < % ve E + g, 1] aralifinda 1 e esit oldugu anlamina

gelir. Ancak boyle bir h fonksiyonu siirekli degildir. Bu nedenle € ([0,1]) in ||:||; normuna

gore tam olmadig1 sonucuna variriz. (Efimov, 1985)

4.2.4. Ornek S bostan farkli herhangi bir kiime olsun. X in de S iizerindeki siirl karmasik
degerli  fonksiyonlarin  kiimesini  gosterdigini  varsayallm. O  zaman X,

Il = sup{lf(s)|:s € S} normu ile saglandiginda bir Banach Uzay1 olur.

Ozellikle S = N almirsa X, sinirh karmagik dizilerin lineer uzayidir. Bu banach uzay [*

(veya bazen [®(N) ) olarak gosterilir. (Efimov, 1985)
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4.2.2. Tanim Banach Uzayi, normla iligkili metrik altinda tam olan bir normlu vektor

uzayidir. (Rynne ve Youngson, 2008)
4.2.2. Teorem

1. Herhangi bir sonlu boyutlu normlu vektor uzay1 bir Banach Uzayidir.
2. Eger X kompakt bir metrik uzay ise Cp(X) bir Banach Uzayidir.

3. Eger (X,2,u) bir dlgiim uzay1 ise o zaman LP(X), 1 < p < o igin bir Banach
Uzayidir.

4. I[P, 1 < p < ooi¢in bir Banach Uzayidir.

5. Eger X bir Banach uzay1 ve Y de X in lineer bir alt uzay1 ise Y ancak ve ancak Y, X

icerisinde kapali ise bir Banach Uzayidir. (Rynne ve Youngson, 2008)

4.2.3. Tanim X bir normlu uzay ve {x,} nin X te bir dizi oldugunu varsayalim. Vn € Z* igin

dizinin n. kismi toplami s, = Y,p_; X} olsun. Y,;_; x; serisinin eger ﬁi_glosn X te varsa
yakinsadig sdylenir. Bu durumda
(00}
Z X = lims,
n—->oo
k=1

olarak tanimlariz. (Rynne ve Youngson, 2008)

4.2.3. Teorem X in bir Banach uzay1 ve {x,} nin X de bir dizi oldugunu varsayalim.

Yre1llxx || serisi yakinsiyorsa .- x;, serisi de yakinsar.

Ispat € > 0 ve s, = Y- X dizinin n. kismi toplami olsun. Y5, || x4 || nin kismi toplamlar

bir Couchy dizisi olusturur. Dolayisiyla n > n > N oldugunda

m
lsm=sull < ) llwell <&

k=n+1
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olur. Bundan dolay1 {s,} bir couchy dizisidir ve X tam oldugunda yakinsar. Bu nedenle

Yire=1 Xx yakinsar. (Rynne ve Youngson, 2008)
4.3. LP(Q) Uzaylan

4.3.1 Tanim 2, R™ de taniml1 ve p pozitif bir reel say1 olsun. 2 {izerinde tanimlanan ve
[l dx < e @3.1)
0

olan tiim 6l¢iilebilir fonksiyonlarin sinifi LP () ile gosterilir.

LP () da, 2 nin hemen hemen her yerinde esit olan fonksiyonlari tanimlariz. Bu nedenle
LP(N) elemanlar1 (4.3.1) i saglayan Oolgiilebilir fonksiyonlarin denklik smiflaridir.
Dolayisiyla iki fonksiyon 2 i¢inde hemen hemen heryerde esit ise denktir. Kolaylik olmasi
agisindan biz bu ayrimi géz ardi ediyoruz ve u (4.3.1) i sagliyorsa u € LP () ve 2 nin hemen
hemen her yerinde u(x) =0 ise LP(2) da u =0 yazariz. u € LP(2) ve c € C ise
cu € LF () oldugu agiktir. LP(2) nin bir vektér uzayr oldugunu dogrulamak igin
u, v € LP(Q) ise u + v € LP(N) oldugunu gostermeliyiz. Bu daha sonrada faydali olacagi

kanitlanacak asagidaki esitsizligin dogrudan bir sonucudur. (Adams ve Fournier, 2003)
43.1.Lemmal <p < oovea,b > 0 oldugunda

(a+ b)P < 2P~ 1(a? + bP) (4.3.2)
esitsizligi saglanir.
Ispat Eger p =1 ise (4.3.2) nin saglandig1 agiktir. p > 1 igin t? fonksiyonu [0, )

araliginda disbiikeydir. Yani grafigi (a,a’”) ve (b, bP) noktalarimi birlestiren dogrunun

altinda yer alir. Boylece

(a + b)p a? + bP
<
2 - 2
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olur ki buradan (4.3.2) kolayca elde edilir. Eger u, v € LP(2) ise
[uCx) + v()IP < (Julx) + v NP < 2271 (Ju)[P + [v(x)[P)

esitsizligini £ tlizerinden birlestirmek u + v € LP(2) oldugunu gosterir. (Adams ve

Fournier, 2003)

4.3.2. Tanim (L, Normu) Simdi

1/p
lll, = ( f u ()P dx)
0

tarafindan tanimlanan fonksiyonel ||||,, nin 1 < p < oo saglandig: takdirde L, (1) lizerinde
bir normdur. Bunu gosterecegiz. (0 < p < 1 ise norm degildir.) Ifadelerin karisabilecegi

durumlarda |||, o yerine ||-||,,» kullanacagiz. LP (2) da sade ve sadece u = 0 ise |[u|l, > 0
ve |[ull, = 0 oldugu agiktir. Dahasi

llcull, = lcl - llull,,c € C
olur. Dolayisiyla Minkowski Esitsizligi olarak bilinen

lu +vll, < llull, + Ivll,
licgen esitsizligini dogruladigimzda ||-||,, nin L? (2) {izerinde bir norm oldugunu gostermis
olacagiz. Fakat bunun icin baz1 teorem ve agiklamalar1 yapmamiz gerekiyor. (Adams ve

Fournier, 2003)

4.3.1. Teorem (Holder Esitsizligi) p, ¢ > 1 alalim ve q ise

seklinde tanimlansin..u ve v (2 da integrallenebilir fonksiyonlar olsun.
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f u() - ()l dx < llully - vl 433)
0

esitsizligi saglanir. (Adams ve Fournier, 2003)
4.3.2. Teorem (Minkowski Esitsizligi) 1 < p < oo oldugu zaman

lu +vll, < llull, + [Ivll, (4.3.5)
olur.

Ispat p = 1 ise (4.3.5) esitsizligi kesinlikle vardir. Ciinkii

flu(x) + v(x)|dx < flu(x)ldx + jlv(x)ldx

) ) 0

dir 1<p <ovew =0, |w|l, < 1igin hdlder esitsizligine gore,
f (u@)| + [ - wx) dx < f () lw(x) dx + f @ Iw() dx < flul, + vl
0N n 0

olur. Dolayisiyla Holder Esitsizliginin tersine gore
lu+vll, < llull, + v,
elde edilir.
4.3.3. Teorem (Integraller i¢in Minkowski Esitsizligi) 1 < p < oo alalm. f nin R™ x R"
tizerinde 6lgiilebilir oldugunu , f(:,y) € LP(R™) nin hemen hemen her yerinde y € R" i¢in

LP(R™) oldugunu ve y = [|f (-, ¥)|l,gm fonksiyonunun L'(R™) ait oldugunu varsayalim.

Bu durumda x — [, f (x,y) dy fonksiyonu L? (R™) e ait olur ve
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1/p

[4 1/p
j dx < j(flf(x,y)lpdx) dy
Rm
Rn

]Rm

[ reyay
J

olur. Yani

[remas| = (e nlpandy
]:Rn ]:Rn

p,R™

olur.

Ispat f =0 olsun. p = 1 oldugunda yukardaki esitsizlikler Fubini Teoreminde verilen
esitlikler haline gelir. p > 1 oldugunda Minkowski Esitsizligindeki gibi LP () nin bir

kiimesinde negatif olmayan bir ||w|| kullanalim. Fubini Teoremi ve Holder Esitsizligine gore

|| renaywwar= [ rywedrdy

R™MRM? RM+N

< j Wil gnllf Gyl dy
[Rn

< f 1FCoy)llpgm dy
Rn

Bu durum Lemma 4.3.2. yi takip eder. Yukardaki gibi genel bir f fonksiyonu i¢in f yi reel
ve imajiner pargalara aywralim ve bunlar1 hipotezleri saglayan negatif olmayan

fonksiyonlarin farklar olarak bélelim. Buradan x i fRn f(x,y) dy ile esleyen fonksiyonun

LP (R™) ye ait oldugu sonucu ¢ikar. Norm tahminini elde etmek i¢in f yi | f| ile degistiririz.
4.4. L (Q) Uzaylan

1 tizerinde 6Slgiilebilen bir u fonksiyonunun {2 iizerinde hemen hemen her yerde |u(x)| < K
olacak sekilde bir K sabiti varsa |u| fonksiyonuna 2 iizerinde esasl siirli denir. Bu tiir
sabitlerin en biiylik alt smir1 K, |u| nun 2 {izerinde esasli st sinir1 olarak adlandirilir ve

x € 2 olmak tizere esssup|u(x)| ile gosterilir. 2 iizerinde esasli sinirli olan tim u
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fonksiyonlarinin vektor uzay1 L*(02) ile gosterilir. Fonksiyonlar (2 iizerinde hemen hemen

her yerde esit iseler bir kez daha 6zdes kabul edilirler.

llullee = esssuplu(x)|
X € )

ile tanimlanan ||-|| fonksiyonunun L* () lizerinde bir norm oldugu kolayca elde edilir.

Ayrica Holder Esitsizligi
f GV dx < Ilull, - vl
0N

ve Ozelliklerini p = 1, p’ = o ve p = o0,p’ = 1 durumlarin1 kapsayacak bigimde genisler.

(Adams ve Fournier, 2003)
4.4.1. Teorem (Enterpolasyon Esitsizligi) 1 < p < g<rve0 <68 < 1igin

1-6

|
T

olsun. Eger u € LP(2) N L' () ise
u € L1(2) ve |lullg < llullf - llull}°

olur.

r

; o . S
Ispat s = % olsun. Egerr < wiseozamans > 1ves = — = olur. Bu durumda

s—1 (1-6)-q

Holder Esitsizligine gore

e = f ()19 - [w(0)| -9 dx
0N

1/s’

s 1/s

< (I ey, < (o= dx)
0
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’] 1-60
= [[ullS7 - ffuf &0

olur ve sonuca hemen ulasiriz. r = oo ise ispat benzer sekilde yapilir. (Adams ve Fournier,

2003)

4.4.2. Teorem (Ters Holder Esitsizligi) 0 < p < 1 olsun. Bu durumda p’ = ﬁ < 0 olur.
Eger
fewmhwo<ﬁﬂwwwx<m
0
oldugunda
1/p 1/p’

[Ir@geolax > < [rreor dx) - ( [1gcor dx) (4.4.1)

0 0 0
olur.

Ispat f,g € L*(2) oldugunu varsayalim. Aksi takdirde (4.4.1) in sol tarafi sonsuz olur.
¢ =1g|l"Pvey = |f - g|P olsun. O halde ¢pyp = |f|? olur. O zaman Y € L9(£2) olmak lizere

g=1,p>1vep' =—p-q, ¢ =q/q—1oldugunda ¢ € L9 (2) elde edilir. Holder
esitsizliginin (4.3.3) e gore

f FGOIP dx = f SO dx < 19l - 11l
N 0N

P 1-p
- ( j £ dx) - ( j 9P dx)

p. koki alinip sag taraftaki son carpana bolerek (4.4.1) elde edilir. (Adams ve Fournier, 2003)

4.4.3. Teorem (Ters Minkowski Esitsizligi) 0 < p < 1 ve u,v € LP(£2) oldugunda



43

I ul + vl I, = llull, + v, (4.4.2)
olur.

Ispat LP() da u = v = 0 ise (4.4.2) nin sag tarafi sifirdir. Aksi takdirde sol tarafindan
biiyiik kalir ve

il + w15 = f (@) + 1) - (@) + D) dx

0
1/p
2<j(lu(x)l+lv(x)l)”dx> - (lullp + 1vll,)
0

= lllul + 1115 - (lull, + lvll)

yi elde etmek icin (4.4.1) 1 uygulayabiliriz ve (4.4.2) yi elde ederiz. (Adams ve Fournier,
2003)

4.4.4. Teorem ( LP(2) Uzaylan i¢in Gomilme Teoremi) vol(2) = [, 1dx < oo ve

1 < p < q < o oldugunu varsayalim. Eger u € L(2) ise u € LP(2) ve

lull, < (vol(ﬂ))%_%- llullg (4.4.3)
dolayisiyla
L1(2) - LP(2) (4.4.4)
olur. Eger u € L*(2) ise
tim|full, = llul. (4.4.5)

olur. Egeru € LP(2) ve 1 < p < o ise her p i¢in
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llull, <K (4.4.6)
olacak sekilde bir K sabiti aldigimiz zaman u € L* () ve

lullo < K (4.4.7)
olur.

Ispat Eger p = q veya q = o ise (4.4.3) ve (4.4.4) asikardir. E§er 1 <p < q < o ve
u € L1(£) ise Holder esitsizliginden

p/aq
lu(x)|P dx < ( lu(x)|? dx) . < 1 dx>
Jrrac(] J

elde edilir. Buradan (4.4.3) ve (4.4.4) kolayca elde edilir. Eger u € L*(#2) ise (4.4.3) den

1-(p/q)

lim||lull, < [lulle
Lim [ully < flul (4.4.8)

elde edilir. Ote yandan herhangi bir £ > 0 igin eger x € 4 ise ||lu(x)|| = |lullo, — € olacak

sekilde pozitif, 6lglisii u(A) olan bir A c £ kiimesi vardir. Dolayisiyla

f [ (O)P dx > f u@IP dx = u(A)(lull, — £)?
N A

olur. Buradan ||ul|, = (M(A))l/p - (Jlullo — €) ¢ikar ve
liminf||ull, = ||u|le
lim inf ull, > ul (4.4.9)

elde edilmis olur.

Simdi (4.4.6)nin 1 < p < o i¢in gegerli oldugunu varsayalim. Eger u € L*(2) veya (4.4.7)
gecerli degilse o zaman sabit bir K; > K ve u(A) > 0 olan bir A c 2 kiimesi bulabiliriz ve
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x € A iginde |u(x)| = K; olur. (4.4.9) u elde etmek i¢in kullanilan ayn1 argiiman simdi

lim inf|lull, = K,
p—o

oldugunu gosterir ki bu da (4.4.6) ile ¢gelisir.

4.4.5. Teorem (Ficher Riesz) LP(2),1 < p < oo araligindaki herhangi bir p i¢in Banach
Uzayidir.

Ispat p = 0 ve 1 < p < oo durumlarini ayr1 ayri inceleyecegiz.

1.Durum (p = o) olmasi : (f;,) nin L* olan bir couchy dizisi oldugunu varsayalim. k > 1

alindiginda m,n > Ny, icin || f;, — f, || olacak sekilde bir tamsay1 Ny, vardir. Dolayisiyla
1
| fn () — fru(x)] SE,VxEQ/Ek,Vm,nZNk (4.4.10)
olacak sekilde bir Ej bos kiimesi vardir. E = | J . Ex yazarsak boylece E bos bir kiime olur

ve tim x € 2 / E i¢in f,(x) = f(x) dir. m — oo iken (4.4.10) daki limite gegersek sunu

elde ederiz;
1
Vx € Q/E,Vn = N, icin |f(x) — f,(x)] < =

olur. Biz buradan f € L ve ||f — fullo <

fn = f olur.

%, Vn = N sonucuna varilir. Dolayisiyla L* da

2.Durum (1 < p < o) olmast : (f;,) nin LP de bir couchy dizisi oldugunu varsayalim. Ispat
icin bir alt dizinin LP de yakinsadigini gostermek yeterli olur. (fnk) alt dizisini Su sekilde

alalim:

1
vk 2 1igin ||fu,, — full < %
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[Su sekilde ilerlenir: ||f, — full, S% ,VYm,n > n; olacak sekilde n; secilir. Sonra

fn = full S5, Vm,n = n, olacak sekilde n, sesilir.]

fa, mn LP de yakinsadigmi iddia ediyoruz. Gosterimi basitlestirmek i¢in  f,,, yerine fj

yazacagiz. Boylece

1

9n () = D Wfiers = fil
k=1

boylece

lgnll, <1

elde edilir. Monoton yakinsama teoreminin bir sonucu olarak g,(x) in, g € LP ile £
tizerinde hemen hemen her yerde g(x) gibi sonlu bir limiti yakinsar. Diger taraftan

m>n 2= 2igin

n=2 icin|f(x) — fr(x)| < glx) (4.4.12)

ve ozellikle f € LP dir. Son olarak baskin yakinsamaile || f, — f|l, — 0 sonucuna vartyoruz.

Ciinkii | f;,(x) — f(x)|? = 0 dir. Hatta neredeyse her yerde 0 ve |f, — f|? < g? € L* dir.
(Brezis, 2011)

4.4.6. Teorem (Young Esitsizligi) Daima artan, siirekli ve l{im/l(t) = oo olacak sekilde bir

A:[0,0) = R fonksiyonu alinsin ve A~ = € olsun. Vx € R i¢in
X

Alx) = f/l(u) du , E(x) = f{(u) du
0

0

alinirsa Vm, n € [0, ) i¢in
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m-n < A(m) + &(n)

olur. Esitlik sadece n = A(m) olmasi kosuluyla gegerlidir.

4.5. I¢ Carpim Uzayi

4.5.1. Tamm X bir vektor uzay1 olsun. Va,&#,c € X ve a,f € R i¢in (- : X XX > R

fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglamasi durumunda X iizerinde bir i¢ ¢arpimdir.

1. (a,a) =0
2. (a,a) =0 a=0
3. (aa + Bb,c) =a-{a,c)+ (b, c)

4. (a,t) = (b, a)

4.5.2. Tanim X bir vektor uzayi olsun. Va,#,c € X ve a,f € C igin (-,:): X XX - C

fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglamasi durumunda X {izerinde bir i¢ ¢arpimdir.

1. (a,a) ER ve {(a,a) =0
2. (a,a)=0a=0

3. (aa + Bb,c) =a-(a,c)+ B -{(&,c)

4. (a,b)=(b,a)

4.5.1. Lemma (Couchy Schwartz Esitsizligi) a, & € X ve X bir i¢ ¢arpim uzayi olsun. Bu

durumda

1. Ka, &) <{a,a) - {(t,&) ; ab€X

2. I]l: X = R fonksiyonu ||a|| = (a, a)/? ile tammlanir ve X iizerinde bir normdur.
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fspat

1. Eger a = 0 veya & = 0 ise sonu¢ dogrudur. Dolayisiyla bir x ve y nin sifirdan farkl

oldugunu varsayiyoruz. Lemma 4.5.1. in (3) kismma a = —(a, &) / (6, 6) ve B =1

yazarsak
0 <(aa + bt,aa + &)
J— 2 —_—
(a, &) (a,6Xa,b) (a,b) (& a)
=|—— ‘(a,a)-— — b, b
(a,a) {a, ) (a,a) (a,a) At
a,t)? Ka, 8)?* Ka,6)|?
_N@bF Ka &P Ka b
(a, &) (a, ) (a, &)
a, 6)|*> < (a,a)- (&, &)
elde edilir.
2. I¢c carpim ozelliklerini kullanarak simdi ||x|| in verilen taniminin bir normun tiim
tanimlayici 6zelliklerini sagladigini dogrulayabiliriz.
i. lall = {(a,a)/? >0
ii. lall=0 e (a,a)/?=0=2a=0
iii. laa|l = (aa, aa)'/? = (a, @) /? - (a,a)'/?
iv. la + &% = ||lall? + 2Rela, &) + || #]|*> (Lemma 4.5.1. de 3) de a=p=1
alinirsa)

< llall® + 2llalll&l + 112
= (lall + 1&1)?

Ayrica (1) kismindaki esitsizlik

[{a, )| < llall - || &]]
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olarak yazilabilir. Bu lemma da X iizerinde tanimlanan i¢ carpim uzay ||a|| = (a, a)'/?
normunun (:,-) i¢ ¢arpimi tarafindan tiiretildigi sdylenir. Lemma tiiretilmis normu kullanarak

her i¢ ¢arpim uzayimin bir normlu uzay olarak kabul edilebilecegini gosterir.

4.5.1. Teorem X, i¢ carpimi (:,-) ve tiiretilmis normu ||| olan bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. O

zaman Va, & € X igin

1. la + &% + ||a — €] = 2(llall + ||&]]) (Paralel Kenar Kuralr)
ii. Eger X reel ise
Ha, &) = |la + &> — |la — &7
iii. Eger X kompleks ise
Ka,b)=|la+b|?—lla— &% +illa+ib|?—illa—it]*> (Kutupsal Ozdeslik)
Bir vektor uzaymin belirli bir normunun bir i¢ carpim tarafindan olusturulmadigini

gostermenin bir yolu onun paralel kenar kuralini saglamadigini gostermektir. (Rynne ve

Youngson, 2008)

4.5.1. Ornek C[0,1] uzaymndaki standart norm , bir i¢ carpim tarafindan olusturulmaz.

Coziim f(x) =1, g(x) = x ve x € [0,1] ile tanimlanan f, g € C[0,1] fonksiyonlarini ele

alalim. C[0,1] tizerindeki standart norm tanimindan

If +gl?+1f—gl?=4+1=5
201F1 + gl =2-1+ 1) =4

elde ederiz. Bu nedenle paralel kenar kurali gecerli degildir ve norm bir i¢ carpimla

tiretilemez.
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4.6. Hilbert Uzay1

4.6.1. Tanim I¢ ¢arpimla olusan normla iliskili metrige gére ((X,(-)) i¢ carpim uzayimna ve

llull = (u, u)*/? normuna gore) tam olan i¢ carpim uzaylari Hilbert Uzayi olarak adlandirilir.
4.6.1. Ornek

1. Her sonlu boyutlu i¢ ¢arpim uzayi bir Hilbert Uzay1dir.
2. Standart i¢ carpimi olan L?(X) bir Hilbert Uzay1dr.

3. £? dizi uzay1 standart i¢ ¢arpimu bir Hilbert Uzayidr.
(Rynne ve Youngson, 2008)

4.6.2. Ornek (X, F, u) bir 6l¢ii uzay1 ve H = L2(X, F, ) i¢ ¢arpimli olsun. Bu durumda
(f.9)= | faan
X

bir Hilbert Uzay1dir. (Driver, 2003)

4.6.3. Ornek (-):1, X I, > H ,

oo

(x,y) = Z Xk Yk

k=1
fonksiyonu I, lizerinde bir i¢ carpimdir. I, ise bir Hilbert Uzay1dir.

4.6.4. Ornek C[u,v] iizerinde

<ﬁw=fﬂ@REMvamm=vf>
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seklinde ifade edilirse C[u, v] bir i¢ carpim olmasina rahmen Hilbert uzay1 degildir.

4.6.2. Tamim (Hardy Hilbert Uzay1) En cok bilinen Hilbert Uzay1 #2 olarak adlandirilir ve

karmasik sayilarin kare- toplanabilir dizilerinin toplulugundan olusur. Yani
22 = {{an}nzo, lan|? < oo},

Vektorlerin toplanmasi ve vektorlerin karmasik sayilarla carpilmasi bilesen bazinda

gergeklestirilir. {a,} = 0 vektoriiniin normu

0 1/2
landioll = (Z|an|2>
n=0

ve {a, =0 Ve {by =0 vektorlerinin i¢ garpimi

(@m0 (bu}izeo) = ) anby dir.

n=0

H'? olarak gosterilecek olan Hardy Hilbert Uzay1 kare-toplanabilir karmasik katsayilara ve

kuvvet serisi gosterimlerine sahip tiim analitik fonksiyonlardan olusur. Yani

H2=Sf:f(2) = E a,z" ve Zlan|2<oo dir.

n=0
n=0

H? lizerindeki i¢ carpmm ise su sekilde tanimlanir :

(f,9) = i Anbn

n=0

i¢in



f(z) = Z a,z" ve g(z) = Z b,z™ dir.
n=0 n=0

f(z) = Yo-p anz™ vektoriniin normu

0 1/2
Ifll = (Z|an|2> dir.

n=0

(o]
(@i~ ) ans”
n=0

eslemesi acikca 2 den H'2 ye bir izomorfizimdir. Bu nedenle 6zellikle 72 bir Hilbert

uzayidir. (Martinez ve Rosenthal, 2007)

4.7. Sobolev Uzaylar

52

4.7.1. Tanim (Lf () Uzay1) 22, R™ de bir bolge ve 2 bolgesinde dlciilebilen ve herbiri

loc

kompakt olan alt kiimelerden biri A olsun. O halde
[ifax < e
A

kosulunu saglayan fonksiyonlarin uzay1 L?O c

(2) ile gosterilir. Yani
LV.(2) = {tlt € L,(A), VA c 0}
seklinde yazabiliriz.
4.7.1. Teorem Herhangi bir (2 bolgesinde 1 < p < o0 i¢in
LP() © L, (2) € Lj,(2)

loc

olur.
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4.7.1. Ornek 1/, fonksiyonu L1,_(0,1) uzayinin elemanidir. Fakat L(0,1) veya L}, .(R)

uzaylarinin elemani degildir.

4.7.2. Tanim L},.(2) lokal integrallenebilir fonksiyonlarin en genis uzayin olusturur.

4.7.2. Ornek 0 = (2,3) bolgesinde t(x) =$ fonksiyonunun L},.(2) uzaymna ait

oldugunu fakat L' () uzayina ait olmadigin1 gésterelim :

3
1
jlt(x)ldx - j |—| dx
X —2
0 2

3
=ln(x—2)|2

= 0

olur. Bu durumda ¢, L'(2) uzaymna ait degildir. Fakat (m,n) € (2,3) araligin

2 < m < n < 3 olacak sekilde kullanirsak

n n 1
flt(x)ldx=f|xT2| dx
m m

=In(x—2) |::l

n—2|<
(00]
2

=ln|

olur. Dolayisiyla t, L}, (2) uzayina ait olur.

4.7.3. Tanim 2 y1, R™ de bir bolge olarak alalim. m € Z ve m > 0 igin {2 bolgesinde
0 < a < m olacak sekilde D%u kismi tiirevleri siirekli olan fonksiyonlardan olusan vektor

uzay1 C™(0) ile gosterilir.

4.7.4. Tamm 2 € R" bir kiime ve { kompakt ve her mertebeden tiirevi bulunan bir fonksiyon
olsun. {:£2 - C seklinde tanimlanan ¢ fonksiyonuna test (veya diizglin (smooth))

fonksiyonu denir.
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D(2) = {¢ € C*(2, O): supp({) = {x:{(x) # 0} c 0}
seklinde test fonksiyonlarinin kiimesi gosterilir.

4.7.5. Tanim u € L},.(Q) olsun. Eger V{ € CZ(2) icin

f 200 dx = (=)l f w(){@ (x) dx

o) N

esitligini saglayacak v € L} .(R) varsa bu fonksiyona u nun Zayif Tiirevi (Genellestirilmis

Tiirevi) denir. “D%u” ile gosterilir.
4.7.3. Ornek 1 < p < o igin D(2) , LP (2) da yogundur, yani (D(.Q)) = LP() dir.
4.7.4. Ornek —1 < 2 < 1 veu(x) = 1 — |x| alalim. Asagidaki fonksiyon

v'—{ 1, x<O0
-1, x>0

Du nun zayif tiirevidir. Bunu dogrulamak icin aralifnmzi u nun diizgiin oldugu

—1 <02 <0ve0 <2 <1 araliklan seklinde yeniden revize edelim. Bu durumda

1 0 1
]u(x)(’(x) dx = Ju(x){’(x) dx+Ju(x)(’(x) dx
-1 -1 0

0 1
—u- g% - f<+1)c<x) dx+u-glh— f(—l)((x) dx
-1 0

1

_ J u ()7 (x) dx +u(0 —)7(0 =) — u(0 +)7(0 +)

-1

elde edilir. u fonksiyonumuz 0 da siirekli oldugundan buradan
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1

= — fv(x)((x) dx
21

elde edilmis olur.

4.7.6 Tanim (Sobolev Normlar1) m pozitif bir tamsay1 ve 1 < p < oo i¢in ||| y1 asagidaki

gibi gosterelim :

1/p
lwllmp = ( Z IID“uII§> , 1<p<ow (4.7.1)
0<|alsm
lullm» = max ID“ull.o 47.2)

Burada a = (aq, a3, ..., ay) ve |a| = a; + a; + -+ + ay olmak lizere

lal
D% = Ou
aal . aaz . aan
X1 X2 X

notasyonu kullanilir.

|||, esitligin sag tarafindaki uygun bir u fonksiyonu i¢in L (£2) iizerinde bir normdur. Etki
alanlarinin karisabilecegi bazi durumlarda ||ull,,, yerine ||ull;, o kullanacagiz. Agikga
(4.7.1) ve (4.7.2) sag tarafinin sonlu deger aldig1 fonksiyonlarin herhangi bir vektor uzayinda
bir norm tanimlar. Eger fonksiyonlar uzayda h.h.h 2 da esitse norm tanimlanir. (Adams ve

Fournier, 2003)

4.7.7 Tanim (Sobolev Uzay1) m herhangi bir pozitif tamsay1 olsun. 1 < p < oo igin |||l ,

nin norm oldugu ii¢ vektér uzayini ele alalim.

1. H™P(D) = {u € C™(D): lullmyp < 00} normuna gore ||-||,,,, nin tam olmasi

2. W™P(Q) ={u€lP():D*u € LP(),0 < |a| <m)
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3. W, P (2), €5 (2) nin W™P () uzayindaki kapanist

Bunlardan uygun bir norm (4.7.1) veya (4.7.2) ile donatilanlara Sobolev Uzaylar1 denir.

(Adams ve Fournier, 2003)
472 Teorem 1 < p < o ve m = 0 igin W™P(2) Sobolev Uzay1 bir Banach Uzayidir.

Ispat u, , W™P () da bir Couchy dizisi olsun. Yani Ve > 0 i¢in &yle bir n(e) vardir ki
n,n' 2n(e) icin ||luy, —upyllymp < € olur. |a| <m olan her ¢oklu-endeks a igin
ID%u,, — D%u,|| < € yani D*u,, nin LP(2) da bir couchy dizisi oldugu ve LP(2) da tam
oldugu (Riesez Fischer Teoreminin uygulandigi Lebesgue oOl¢iisiiniin kullanilmasi
nedeniyle) i¢in D%u,, = f, nin LP(2) da n — oo olarak gii¢lii oldugu anlamina varilir. Daha
sonra f, = D*f, oldugunu ve u,, nin W™P () da f; a egilimli oldugunu kantlamak gerekir.
Bunun igin tiirev dagilimlar anlaminda kullanilir ve tim ¢ € CZ°(2) ve |a| < m olan tim

coklu endeksler i¢in sunu elde ederiz :

(D%fy, ¢y = (=Dl fy, D7)
= |11l lim (f,,, D%C)

i%(Dafn' {) = (far {)

buda bize D*f, = f,, oldugunu gosterir. Boylece f; € W™P(2) ve D*u,, » D%f, in LP ()
da |a|l <m igin gecerli oldugunu gosterir. n’ — co limitini alarak n = n(e) igin

llun, = follmp < €olur, yani u, = fo m W™P () da oldugunu bulmus oluruz. (Tartar, 2007)

4.7.3. Teorem W™P() Sobolev Uzayinda p = 2 ve m = 0 igin W™2(2), H™(2) ile

gosterilir ve

la|sm

(m,m):j(Z Dau.m>dx

icin bir Hilbert uzayidir. (Tartar, 2007)
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4.7.4. Teorem CZ° uzay1 VI/p" (R™) uzayinda yogundur. £2, R™ nin agik bir alt kiimesi ise
CZ(R™) uzayr Wy (R™) uzayinda yogundur. Ayrica (2 diizgiin bir bdlge ise C®({2) uzay1
W,k (2) uzayinda yogundur.

4.7.5. Teorem (W™P() nin Duali) 1 <p <oo olsun. Her LE(W’””’(!)))’ icin

VE Lp’(.Q(m)) elemanlar1 vardir. Boylece v nin £, ya olan kisitlamasi v, ise tim

u € W™P(Q) igin

L= ), (0w 47.3)
o<|alsm
olur. Bdylece
| wme @) || = infllvs 27 (@) | = minflo; 12" (@) @74

her u € w™P(£2) i¢in (4.7.4) iin gegerli oldugu tim v € LY’ (Q(m)) kiimesi tlizerinde alinan
ve ulagilan infimumdur. Eger 1 < p < oo ise (4.7.3) ve (4.7.4) i saglayan v € Lp’(Q(m))

eleman1 benzersizdir. (Adams ve Fournier, 2003)

4.7.6 Teorem R™ de diizgiin, sinirli ve agik bir bolge 2 olsun. t*, t nin Sobolev eslenigi ve

t < m olsun. Yani

1 1

1 —
m t t*
kabul edelim. k € W2 (R™) oldugunda k € Lt (R™) olur. Yani

el my < ClVEI L, wm)

esitsizligini gerceklestirecek C = C(t,m) vardir. Ote yandan k € W2 (2) ve 1 <s < t*
alinirsa k € L°() olur. Yani
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Itlls ) < ClVellwz oy
esitsizligini gergeklestirecek C € C(t, m, 2) vardur.

4.7.8. Tanim 2 c R™ agik bir kiime ve £ € N,1 < p < o olsun. Eger f € L},.(2), 2

izerinde |a| = € ve

gy = D IDEF lycan < o0

|a|=¢

saglayan tim a € N i¢in D&f zayif tiirevlerine sahipse f fonksiyonu W (2) yari-normlu

Sobolev Uzayina aittir. (Burenkov, 1998)

4.7.7. Teorem (Sobolev Uzaylar igin Minkowski Esitsizligi) 2 € R™ acik bir kiime ve
A € R™ o6lgiilebilir bir kiime olsun. £ € N, 1 < p < oo alalim. Ayrica f nin £2 X A iizerinde
Slgiilebilir bir fonksiyon oldugunu ve hemen hemen her yerde y € A i¢in f(-,y) € W ()

oldugunu varsayalim. O halde

< [1£Clgen) v
wi@) A

[rayay
A

(norm || f (x1y) ”Wﬁ(n) , X € gore hesaplanir). (Burenkov, 1998)
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5. BAZI LINEER OPERATORLER

Lineer operatorler, genellikle daha 6nceden ¢oziilmiis problemlerden elde edilen ¢oziimleri
veya en uygun hale getirilmis fonksiyonlari tanimlamakta kullanilir. Bir matematiksel
problemin teorik ¢oziimiinii inceleyebilmek icin, bu ¢éziimde yer alan operatorlerin sahip
oldugu 6zellikleri bilmek 6nemlidir. Bu baglamda, calismamizda lineer olmayan operatorler
ayrintili olarak ele alinmayacak, bunun yerine lineer operatorlerle ilgili baz1 temel kavramlar

ve sonuglar lizerinde durulacaktir.

5.1. Tanim D dogrusal uzay1 R de bir alt kiime olsun. D nin her x elemanina R nin her bir
elemanin1 x" = A(x) atayan bir A fonksiyonuna R uzayinda bir operator denir. Burada D, A
fonksiyonunun (operatoriiniin) tanim kiimesidir. Bunu gostermek icinde D, yazariz.

Karisikliga mahal olmayacak durumlarda A(x) yerine Ax yazacagiz.

Tim Ax, x € D, vektorlerinin kiimesine A operatoriiniin deger kiimesi denir ve R(A) veya

R, ile gosterilir. Yani

R(A) ={yly € Ax,x € D,}.

5.2. Tanim D, bir alt uzay olsun. Keyfi x,y € D, vektorleri ve herhangi bir 1 sayis1 i¢in

A(Ax) = 2A(x)
Alx +y) = Ax) + A(y)

bagintilar1 gegerli ise bir A operatdriiniin lineer oldugu sodylenir.

5.3. Tanim R uzayinda A ve B operatorleri ancak ve ancak ayni tanim kiimeleri D {izerinde

tanimlanmislarsa tiim x € D i¢in A(x) = B(x) ise esit kabul edilir.

5.4. Tanim D, c Dy operatorleri Dy de esitse A operatoriine B operatdriiniin uzantisi denir.
Yani tiim x € Dy igin A(x) = B(x) ise A € B veya B C A yazariz. Boyle bir durumda B

operatoriine A operatoriiniin Dp ye kisitlamasi denir. (Naimark, 1967)
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5.5. Tanim A: D — R bir operatdr b € R olmak ilizere Vx € D i¢in Ax = b ise A operatdriine

sabit operator denir.

5.6. Tanim A: D — R bir operatdr olsun. Eger Ax = R ise A ya Orten operator, aksi takdirde

icine operator denir.
5.7. Tanim A: D — R bir operator olsun. Vx;,x, € D i¢in

X1 # Xy = Axq # Ax,
ise A operatdriine bire-bir operator denir.
5.8. Tanim D ve R normlu uzaylar olmak tlizere A: D — R bir operatdr olsun. Ve > 0 ve
Vx € B(xy,é) € D, igin ||x — x0l| < € oldugunda |[Ax — Ax,|| < € olacak sekilde bir
&(€) > 0 sayisi varsa A ya stirekli operator denir.
5.9. Tanim X ve Y normlu uzaylar olmak iizere A: Dy € X - R, € Y operatorii alinsin. A
operatorii D, daki her sinirh alt kiimeyi R, nin sinirh bir alt kiimesine esliyorsa A ya siirl
operator denir.
5.10. Tanim A: D — R taniml1 bir lineer operatdr olsun. Vx € D, i¢in

lAx|| < Tlxl (5.1)

saglayacak sekilde T pozitif sayis1 varsa A operatoriine D, da sinirli lineer operatdr denir.
A:D c X — R smirh lineer operator ve Vx € D, icin (5.1) esitsizligini saglayan en kiiciik T

pozitif sayisina A operatdriiniin normu denir ve

| Ax||
1]l

Al = Sup{

x;tO,xEDA}

seklinde ifade edilir.
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5.11. Tanim A: D, € X - R, C Y operatérii birebir ve lineer olsun. A™! operatdriine A nin

ters operatdrii denir ve

A LR, ->D, , Ax=yo A ly=x
seklinde gosterilir.
5.12. Tanim A: D, € X — Y operatorii lineer olsun.

CekA ={x € Dy: Ax = 6}

kiimesine A operatoriiniin ¢ekirdegi denir.
5.13. Tanim A:Dy € X c Y operatoriinde ¥ =C veya Y =R alinirsa A operatdriine
fonksiyonel operator denir. Burada A operatoriimiiz lineer ise A operatdriine Lineer
Fonksiyonel Operator denir.
5.1. Kompakt Operatorler ve Kompakt Gomiilmeler
5.1.1. Tanim X ve Y normlu uzaylar olsunlar. T € L(X,Y) lineer doniisiimii X teki herhangi
bir {a,} siirh dizisi i¢in Y de ki kompakt doniisiimler kiimesi K (X,Y) ile gosterilecektir.

(Rynne ve Youngson, 2008)

5.1.1. Teorem X,Y normlu uzaylar ve T € K(X,Y) olsun. Bu durumda T smirhdir.

Dolayisiyla K(X,Y) € B(X,Y) olur.

Ispat T nin smirh olmadigini varsayalim. O zaman her n > 1 tamsayist icin ||Tx,|| = n
olacak sekilde bir x, birim vektori vardir. {x,} dizisi sirli oldugundan T nin
kompaktligiyla yakinsayan bir {Txn(r)} alt dizisi vardir. Ancak bu {Txn(r)} >n(r) ile
celisir. Bu yiizden T sinirli olmamalidir. (Rynne ve Youngson, 2008)

5.1.2 Teorem X, Y, Z normlu uzaylar olsun.
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1. Eger S, T € K(X,Y) ve a; € C ise o zaman aS + BT kompakttir. Dolayisiyla
K(X,Y), B(X,Y) nin lineer bir alt uzayidir.

2. Eger S€ B(X,Y) , T € B(Y,Z) ve S,T operatorlerinden en az biri kompakt ise
TS € B(X, Z) kompakttir.

fspat

1. {x,}, X te siirl bir dizi olsun. S kompakt oldugundan {an(r)} nin yakinsadig bir

{xn(r)} alt dizisi vardir. Sonra {xn(r)} sinirli ve T kompakt oldugundan {xn(r)} dizisinin

{xn(r(s))} seklinde Oyle bir alt dizisi vardir ki {Txn(r(s))} yakinsaktir. Buradan

{aS Xn(r(s)) T B Txn(r(s))} dizisinin yakinsadig1 sonucu ¢ikar. Béylece aS + ST kompakttir.

2. {x,}, X te sinirl1 bir dizi olsun. Eger S kompakt ise {xn(r)} nin dyle bir {an(r)} alt
dizisi vardir ki bu alt dizi yakinsaktir. T sinirth oldugundan (ve dolayisiyla stirekli
oldugundan), {Tan(r)} dizisi yakinsaktir. Dolayistyla TS kompakttir. Eger S sinirli ancak
kompakt degilse {Sx,} dizisi simirlidir. O zaman T kompakt olmak zorunda oldugundan
{T an(r)} dizisinin yakinsadigi bir {an(r)} alt dizisi vardir ve TS kompakttir. (Rynne ve
Youngson, 2008)

5.1.2. Tanim E ve G Banach uzaylarn K: E — G operatorii ile birebir ve cebirsel islemleri
saglhiyorsa E, G ye gomiilmiistiir denir. K operatoriine burada Gomiilme Operatorii denir.
K(E) ile E aym uzaylar olarak degerlendirilirler. Gosterim olarak E < G kullanilir.

(Kreyszig, 1989)

5.1.3. Tanim K: E — G bir gomiilme operatdrii olmak tizere

1. K, kompakt ise E G gémiilmesine Kompakt Gomiilme denir.
2. K siirekli ise E € G gdomiilmesine Siirekli Gomiilme denir.
3. K(E) gortntii kiimesi G nin biitiin bolgesinde yogun ise E € G gémiilmesine Her

yerde yogundur denir. (Triebel, 1978)
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5.2. Fredholm Operatorii

5.2.1. Tammm G ve H birer Banach Uzay1 olsunlar. Dy € G olacak sekilde A:G - H

operatoriinii ele alalim.

homojen denkleminin ¢dziimlerinin kiimesine A operatdriiniin ¢ekirdegi denir ve KerA ile

gosterilir. Yani

kerA = {v|lv € D, ,Av = 0}.
5.2.2. Tanim G ve H birer Banach Uzayi, A: G — H seklinde tanimli bir operator ve H* ise
H uzaymin eslenik uzayi olsun. D, € G olmak iizere A operatoriiniin goriintii kiimesi Ry
tizerinde H* uzaymdan 0 a esit olan fonksiyonlar ailesine A operatoriiniin Cokernel i denir
ve cokerA seklinde gosterilir. Yani

cokerA = {u*|lu* € H* ve Vu € D, icin u*(Tu) = 0}.

5.2.3 Tanim G ve H birer Banach Uzay1 ve A: G — H taniml1 bir lineer operator olsun. Eger

A operatorii asagidaki kosullar1 saglarsa Fredholm Operatorii olarak adlandirilir.

1. R, goriintii kiimesi H i¢inde kapalidir.
2. kerA ve cokerA kiimeleri sirasiyla G ve H* iginde sonlu boyutlu alt uzaylardir

3. dimkerA = dimcokerA

5.3. Integral Operatorii

5.3.1. Tanim Bir integral operatérii olan A: C[0,1] - C[0,1] y1

y = Ax
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burada

y(£) = f k(t, 0)x(7) dt

seklinde tanimlariz. Burada k, A nin ¢ekirdegi olarak adlandirilan ve tt diizleminde
J =1[0,1] olmak tizere kapali kare G =] X ] iizerinde siirekli oldugu varsayilan bir

fonksiyondur. Bu operatdr lineerdir. A operatorii sinirlidir.

5.3.2. Tanim h(x) siirekli fonksiyonu igin

b
AY(h(x)) = j k(x,7)h(7) dt

seklinde tanimlanan A~ operatoriine ¢ekirdegi k(x,t) green fonksiyonu olan bir integral

Operatorii denir.
5.4. Rezolvent Operatorii
5.4.1 Tanim H bir Banach Uzay1 ve A: D, € H - R4 € H lineer operator olsun.

Ah—8h=%k, VheD, keH

homojen olmayan denklemini ele alalim. Buradan ¢6ziim yapilirsa
(A—-38Dh =k, h € Dy, keH
h=(A-6D"1k
h = R5 (A) -k

bulunur. Burada Rs(A) Rezolvent Operatorii olarak adlandirilir.

5.4.2. Tanim Diferansiyel operatorlerin rozelvent operatorleri ayni zamanda integral

operatérl%ridir. Bu operatorlerin ¢ekirdekleri Green Fonksiyonu olarak adlandirilir.
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5.5. Pozitif Operatorler

5.5.1. Tanim H hilbert uzay1 ve A, H uzayindan D, < H olan bir operatdr olsun. Vu,v € H

bu uzayda (u, v) skaler ¢carpimi verilsin. Eger burada Yu € D, igin

(Au,u) = 0

kosulu saglantyorsa A operatoriine Pozitif Operator adi verilir.

5.5.1. Ornek I karmasik bir Hilbert Uzay1, R,S € B(H) pozitif T € B(H) ve a pozitif bir

reel say1 olsun

1. 0 ve I (birim operatdr) pozitif operatdrlerdir.
2. T*T pozitiftir.

3. R + S ve aS$ pozitiftir.

Coziim

1. Birim operator I kendi kendine esleniktir. Biz 0 1n kendi kendine eslenik oldugunu

gosterelim. Eger x € H ise

(Ix,x) = (x,x) = 0ve (0x,x) = (0,x) =0.

Dolayisiyla 0 ve I pozitiftir.

2. T*T kendi kendine esleniktir. Eger x € H ise

(T*Tx,x) = (Tx,Tx) =0

dir. Dolayisiyla T*T pozitiftir.

3. R + S ve a$ kendi kendine esleniktir. Eger x € H ise
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((R+95x,x) = (Rx,x) + (Sx,x) =0

ve
((@S)x,x) = a(Sx,x) =0

dir. Dolayisiyla R + S ve aS pozitiftir.
5.6. izomorfizma
5.6.1. Tanim G ve H normlu lineer uzay olsun. Eger A € B(G, H) tersinir bir operatorii varsa
o zaman G ve H izomorfiktir ve A bir izomorfizmadir. (G ve H arasinda) A € B(G, H) bir
izomorfizma ise A~! € B(H, G) de bir izomorfizmadir. (Rynne ve Youngson, 2008)
5.6.1. Ornek Herhangi bir h € €[0,1] icin T}, € B(L?[0,1]) in

(Thu)(t) = h(t) - u(t), u € 1L2]0,1]

ile tanimlandigmi varsayalim. Eger f € C[0,1], f(t) =1+t ile tanimlamyorsa T

tersinirdir.

Coziim Herhangi bir h € C[0,1] i¢in T}, siirhdir. g(t) = 1 + t alahm. O zaman g € C[0,1]
ve Vt € [0,1] i¢in

(1,Tru) (®) = (T,(fw)) (©) = g(OF ODu(t) = u(t)

dir. Dolayisiyla Vu € L?[0,1] igin (Tng)u = u olur. Buradan T, Ty = I olur. Benzer sekilde

T¢T; = I olur. Dolayisiyla Ty, Tf_l = Ty ile tersinirdir. (Rynne ve Youngson, 2008)

5.6.1. Teorem G bir Banach Uzay1 olsun. Eger A € B(G), ||A]| < 1 olan bir operatér ise

[ — A nin tersi vardir ve



seklinde gosterilir.

(I-—A)1= i An
n=0
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6. SINIR DEGER PROBLEMLERI

Smir deger problemleri, diferansiyel denklemlerde bir sistemin u¢ noktalarinda belirli
kosullara uyan ¢6ziimii bulmak i¢in kullanilir. Genellikle uzayda dagilan, statik, ya da
duragan sistemler icin kullanilir. Fizik, miithendislik ve uygulamali matematikte yaygin bir
yer tutar. Bunlarin yaninda ekonomide dinamik sistemlerde uzun vadeli davranis analizi
yapmada da kullanilir. Bu boliimde diferansiyel denklem ve smir deger problemleri

hakkinda bilgi verilecektir.

Bu béliimdeki igerikler Prof. Dr. Mustafa KANDEMIR ’in (Diferansiyel Denklemler, Pegem
Akademi Yayincilik, Ankara, 2021) kitabindan alinarak olusturulmustur.

6.1. Diferansiyel Denklemler

6.1.1. Tanim R veya C kiimesini F ile belirtelim. F™ iizerindeki norm Euclid normu olsun

ve
f:DCRX (FMH*"! > F",m>1,n=>1(mn € N)

fonksiyonu araciligtyla belirtilen

floy(),y' (), y" (), y" (%), ., y™(x)) = 0 (6.1.1)

denklemine adi diferansiyel denklem denir. Buradan adi diferansiyel denklem bir bagiml
degisken, bir bagimsiz degisken ve bagimli degiskenin bagimsiz degiskene gore tiirevlerini

igeren bir denklemdir.
y: I €S R—-[F™

bi¢ciminde tanimlanan y(x) fonksiyonu n-yinci mertebeden tiirevlere sahip olmak sartiyla
(6.1.1) denklemini gerceklerse bu fonksiyon denklemin ¢oziimii olarak adlandirilir.

Ancak (6.1.1) denkleminden y™ agcik olarak ¢oziilebiliyorsa bu denklem
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YO ) = oy, y' (), y" (1), y" (%), .,y "D (x)) (6.1.2)
seklinde ifade edilebilir. (6.1.2) de gegcen ¢

:Q C R X (F™)" > F™ (6.1.3)
@

bi¢iminde tanimlanan fonksiyon siireklidir. m > 1 alinmast durumunda y(x) € P™
fonksiyonu vektor degerlidir. Ayn1 zamanda y ve tiirevlerinin 1 X m tipinde bir vektor ifade
ettigi anlagilmaktadir. Bu durumda m > 1 igin (6.1.2) denklemi bir diferansiyel denklem

sistemini gostermektedir. (6.1.1) denklemi,
@Y™ + a1y + o+ apy™ + ary’ +agy = f(%)
veya

dny dn—ly dzy dy
anﬁ+a _ T+~-+a2ﬁ+a1a+a0y=f(x),an 0

biciminde ifade edilebilir. Burada a;(i = 1,2,3,...,n) katsayilarinin sabit veya x in
fonksiyonu olup olmamasma goére bu denklem sabit katsayili veya degisken katsayili
diferansiyel denklem olarak adlandirilir. Yine bu denkleme, f(x) = 0 ise homojen (ikinci
tarafsiz), f(x) # 0 ise homojen olmayan (ikinci tarafli) diferansiyel denklem adi verilir.
Dikkat edilirse homojen sabit katsayili denklem sadece bagimli degisken ve tiirevlerini

bulunduran bir denklemdir.
6.1.2. Tanim f:D c R™ — R bir fonksiyon ve (a4, a,, ..., a,) € D olsun.

lim f(laq,ay,...,ax + h, ...,a,) — f(as,ay, ...,a,)
h—0 h

limiti varsa bu limite f fonksiyonunun x; degiskenine gore (ay, a,, ..., a,) noktasindaki

kismi tiirevi denir ve

of (aq,ay, ..., ay)
axk

veya fy, (a4, ay, ..., an)
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seklinde gosterilir.
6.1.3. Tanim En az iki bagimsiz degiskenin etkisi altinda tanimlanan bir veya daha fazla
fonksiyonun, bu degiskenlere gore alinan kismi tiirevlerini iceren diferansiyel denklemlere

kismi tiirevli diferansiyel denklemler denir.

6.1.4. Tanim R veya C kiimesini F ile gosterilim. F™ tizerindeki norm Euclid normu olsun

ve

£10S FHY x FHV 7 x o x (FYY x F* x R" > F"m > 1,n > 2, (m,n € N)
fonksiyonu araciligiyla olusturulan

f(D*u(x), D" 1u(x), ..., Du(x), u(x),x) = 0 (6.1.4)

denklemi m tane bagimli degisken ve n tane bagimsiz degisken igeren k-yincit mertebeden

bir kismi tiirevli diferansiyel denklemdir. Burada u(x) bilinmeyen fonksiyonu
w:K € R™ = F™ u(x) = (uy(x), uy(x), ..., U (%))
seklinde tanimli bir fonksiyon , x = (x4, X5, ..., X,) € R™ ve k pozitif bir tam sayidir.

(6.1.4) denklemindeki D*u(x) ifadesi u(x) in k yinc1 mertebeden biitiin tiirevlerinin

kiimesini gosterir.

6.1.5. Tanm f:Q S (F)N x (PN x - x (F)¥ x FXR" > F,n > 2,(m,n € N)

fonksiyonu araciligiyla yazilan
f(D*u(x), D¥"1u(x), ..., Du(x), u(x),x) = 0

denklemi bir tane bagimli degisken ve n tane bagimsiz degisken igeren k-yinci mertebeden

bir kismi tiirevli diferansiyel denklemdir. Burada u(x) bilinmeyen fonksiyonu
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wKCR*">SF

seklinde tanimli bir fonksiyon, x = (xq, x5, ..., X,) € R™ ve k pozitif bir tam sayidir.

6.2. Sinir Deger Problemleri

as, ay, ..., ay(a, # 0) sabit reel sayilar1 belirtmek {izere bir [a, b] araliginda tanimli

L) = a,y™ + -+ ay" + a1y +ayy =0 (6.2.1)

sabit katsayil1 lineer homojen diferansiyel denklemi verilsin. (6.2.1) de, y fonksiyonu [a, b]
araligida n-yinci mertebeye kadar siirekli tiirevlenebilen ( y € C™ ) bir fonksiyondur.
V1, Y2, -, Yn fonksiyonlar1 (6.2.1) denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri ve ¢4, cy, ..., Cp

keyfi sabitler olmak iizere (6.2.1) denkleminin genel ¢6ziimiiniin

Y=0CYy1+ Y, + o+ Cpn (6.2.2)

bi¢imine oldugunu daha 6nceden biliyoruz . Bu y fonksiyonu ve ( n — 1 )-inci mertebeye

kadar tiirevlerinin a < x < b araliginin sinir noktalarindaki degerleri

(@, (@), e,y D (@); Y (5), ¥ (B), ., y @D (b)

olmak tizere bu ifadelerin lineer birlesimlerinden olusan

Li(y) = a11y(a) + azzy’ (@) + -+ + ay™ D (a) + Br1y(b)
+B12y" (b) + -+ + By () = 0
Ly (¥) = ap1y(@) + a2y (@) + - + a5,y V(@) + B2y (b)
+B22y"(B) + -+ By D (b) = 0 (6.2.3)
Lin(¥) = @m1y(@) + @2y (@) + ++ + Gy "7 (@) + By y (b)
+Bmzy" (b) + -+ By ™D (b) = 0
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sistemini dikkate alalim ve daha anlasilir olarak bu sistemi

L(y)=0k=12,..,m (6.2.4)
bi¢iminde ifade edebiliriz.
6.2.1. Tanim (6.2.3) veya (6.2.4) sistemine (6.2.1) denkleminin sinir sartlart denir. Bu
sistemdeki her bir denklem bir sinir sart1 ve Ly, Ly, ..., Ly, lineer birlesimleri de sinir formlar

veya sinir deger ifadeleri olarak adlandirilir. (6.2.1) homojen denklemi ile bu denkleme ait

(6.2.4) sinir sartlar birlikte ele alindiginda homojen sinir deger problemi agagidaki

Liy)=0
{Lk(y) =0k=12,..,m (6.2.5)

problemi bi¢ciminde gosterilir.
6.2.2. Tanim f(x), [a, b] araliginda siirekli bir fonksiyon ve f;, sabit sayilar olmak tizere

{L(Y) = f(x)
Lk(y) = fk’k = 1,2, e, M

sistemine homojen olmayan sinir deger problemi denir.
Diferansiyel denklem
y'=fxyylasx<b
olmak iizere
y(@) =a,yb)=p

siir sartlarina Dirichlet sinir sartlar,

y'(@=ay((h) =5
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sinir sartlarina Neumann sinir sartlari,

Ary(a) + Azy'(a) = a, B1y(b) + Byy'(b) = B
siir sartlarina karisik (mixed) sinir sartlari,
y(@) =y(b),y'(a) =y'(b)
sinir sartlaria da periyodik sinir sartlart adi verilir.

6.2.3. Tanim Homojen sinir deger probleminin daima bir y = 0 ¢ézliimii vardir. Bu ¢6ziime
problemin asikar ¢6ziimii denir. Problemin asikar olmayan ¢éziimleri ise problemin sifirdan

farkli olan ¢oziimleridir

(6.2.2) genel ¢oziimil (6.2.3) sinir sartlarinda yerine yazilirsa, ¢4, ¢y, ..., ¢, elde edilmesi

gereken sabitler olmak iizere m-tane denklemden olusan

c1L1(y1) + L1 (y2) + -+ ¢yl () = 0
C1Ly(y1) + 2Ly (y2) + -+ ¢l () = 0 (6.2.6)

Cle(yl) + CZLm(yZ) + et Can(yn) =0

homojen denklem sistemi ortaya ¢ikar. (6.2.6) sisteminin katsayilar matrisinin

Li(y1) Li(y2) - Li()
Lm (yl) Lm ()’2) Lm (yn)

oldugu tespit edilmektedir.

6.2.4. Tanim Ly = (L(y),L1(y),L2(¥), .., Ly (¥)) = u bigiminde gosterilen L operatdriine,
L(y) diferansiyel ifadesi ve (6.2.4) siir sartlar1 tarafindan iiretilen diferansiyel operator

denir. Dolayisiyla (6.2.5) sinir deger problemi ile £ diferansiyel operatorii esdeger olup

Ly =20
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biciminde gosterilebilir

O halde bir diferansiyel ifade farkli sinir sartlar ile farkli diferansiyel operator iiretir. L(y)
diferansiyel ifadesinin {irettigi en genis lineer diferansiyel operator sinir sartlarinin olmadigi

durumdur. O halde bu operator £, ile gosterilen ve
Ll: C(n) [a' b] - C(n) [a' b]r D(['l) = C(n) [a' b]rf’ly = L(y)

biciminde gosterilen operatordiir. L(y) diferansiyel ifadesinin iirettigi en dar lineer

diferansiyel operator sinir ifadelerinin tiimiiniin sifir oldugu yani

y@=y'@=-=y"Y(a)=yb)=y'(h) = =y™®D(b)=0
durumunda tirettigi operatordiir. O halde bahsi gegen operator de L, ile ifade edilen ve
Lo:C™[a,b] » C™][a,b] + C™

D(L,) = {y €C™[a,b]ly(a)=y'(a) ==y V(a)=yb)=y'(b) = =
y®™@=D(p) = 0} biciminde tanimlanan bir operatordiir. Buna gore (6.2.5) smr deger

probleminin Uirettigi diger tiim diferansiyel operatorler £, ve L operatorleri arasindadir yani
Lyc LcLl;

olmaktadir.

6.2.1. Ornek y" + 2y’ — 3y =0,

Li(y)=y(0)=0
L,(y)=y'(1)=0

sinir deger probleminin ¢oziimiinii elde etmeye calisalim (6.2.1) denkleminin lineer

bagimsiz ¢oziimleri



yi=e*Fvey, =e*
oldugundan genel ¢oziimii
Y =Cy1+ Y, = e + ce”
ve tlirevi
y' =c1y; + cy5 = —3ce73% + e

seklinde bulunur. (6.2.3) ve (6.2.4) fonksiyonlarini sinir sartlarinda yerine yazarsak

Li(y)=y(0)=0
c1L;(y1) + c2L,(y,) = 0

veya

C1+C2=0

—3c,e 3+ ce=0
olacagindan c; ve c, sabitlerine gore
_| 1 1 _ -3
A= g =e+3e0
oldugu i¢in (6.2.1)-(6.2.2) smir deger probleminin yalniz asikar ¢6ziimii (y = 0) vardir.

6.3. Ozdeger Parametreli Simir Deger Problemleri

dny dn—ly dzy dy
L(y) = an(x)ﬁ + an—l(x)m +-+ az(x)ﬁ + al(x)& + ao(x)y

ve kompleks veya reel degerli bir A parametresi alinmak kosuluyla

75
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L(y) = 1y (6.3.1)
U,(y) =0,k =1.2,..,m (6.3.2)

sinir deger problemini dikkate alalim. Bu sinir deger probleminin irettigi £ diferansiyel

operatdriine gore (6.3.1)-(6.3.2) problemi

Ly =Ayveya(L—A)y =0

biciminde ifade edilebilir. Burada (£ — AI)y = 0 denkleminin sifirdan farkli bir ¢ézliimiiniin

olmasini saglayan A sayisina £ operatdriiniin 6zdegeri denir.

6.3.1. Tanim £ , (6.3.1)-(6.3.2) sinir deger probleminin tirettigi diferansiyel operatdr olsun.
L operatoriin 6zdegerine problemin 6zdegeri ve bu 6zdegere karsilik gelen sifirdan fakli

y(y # 0) fonksiyonlaria da bu problemin 6zfonksiyonlar: denir.

6.3.2. Tanim (6.3.1)-(6.3.2) seklinde verilen bir sinir deger problemine diferansiyel
denkleminde Ozdeger parametresi bulunan o6zdeger parametreli homojen sinir deger

problemi adi verilir.

6.3.1. Teorem A 6zdegerine karsilik gelen y; ve y, 6zfonksiyonlarinin lineer birlesimi de bu

0zdegere karsilik gelen 6zfonksiyon olur.

Ispat y, ve y, dzfonksiyon ise

L(y1) = Ay, ve L(yz) = Ay,

oldugundan ¢, ve ¢, herhangi skaler olmak tizere

L(c1yy + c2y2) = L>c1y1) + L(czy2)
= L(y1) + 2 L(y2)
= 1 Ay1 + Ay,
= A(c1y1 + €2¥7)
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olur. Buradan c;y; + ¢, ¥, nin 6zfonksiyon oldugunu tespit edilir. Asagida verilen durumlari

inceleyerek 6zdegerlerin tespitini yapalim.

A) m # n olsun.

(6.3.1) denkleminin lineer bagimsiz ¢éziimleri

yl(xill)'yZ(x'A)' ""yn(x'/l) (633)

olsun, Bu ¢ozlimler sistemi, (6.4.1) denkleminin ¢dziimlerinin temel sistemi seklinde de
adlandirilir, (6.3.3) ¢Ozlimleri A parametresine gore analitik fonksiyonlardir. Buna gore

(6.3.1) denkleminin genel ¢oziimii

y(x,A) = c1y1(6A) + ¢2y2(%,4) + -+ cryn(x, 1) (6.3.4)

bi¢cimindedir. (6.3.4) genel ¢oziimii (6.3.2) sinir sartlarinda yazilirsa

Li(y(x, 1)) = c1L1(y1(x, 1) + L1 (y2(x, 1)) + - + ¢yl (7 (x, 1)) = 0
L,(y(x, 1)) = c1L, (71 (6, ) + 2L (y2(x, 1)) + -+ ¢l (P (x, 1)) = 0

sistemini bulunmus olur. ¢;(i = 1,2, ...,n) bilinmeyenlerine gére bu sistemin katsaylar

matrisi

Li(y1(x, ) Li(a(x, D)) - Li(yn(x,4))
A(A) — LZ(yl(x' /1)) LZ(yZ(x' /1)) LZ(yn(x' /1)) (635)
Lni(6, D) Ln(y2(6,) - Lin((x,2))

seklindedir. rankA(A1) = r olmak iizere:

a) (6.3.1)-(6.3.2) smir deger probleminin sifirdan farkli ¢6ziimiiniin olmasi i¢in gerek

ve yeter sart r < n olmasidir.

b) m < n alindiginda r < n gergekleneceginden (6.3.1)-(6.3.2) sinir deger problemi A

nin rastgele bir degeri i¢in bir agikar olmayan ¢6zlim igerir. Buna gére m < n olmast halinde
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A nin tiim degerleri bir 6zdegerdir.

C) m > n alindiginda r < n esitsizliginin gergeklenmesi igin gerek ve yeter sart A(1)

matrisinin tiim n-yinci mertebeden minorlerinin sifir olmasidir. Bu durumda:

1. A(A) matrisinin biitiin n-yinci mertebeden mindorleri 6zdes olarak sifir ise r <n

olacagindan A nin her bir degeri bir 6zdegerdir.

il. A(A) matrisinin en az bir n-yinci mertebeden mindri sifirdan farkli ise n yinci

mertebeden mindrlerini sifir yapan biitiin A degerleri bir 6zdegerdir.

B) m = n olsun.

O halde (6.3.1)-(6.3.2) sinir deger problemi

L(y) = Ay (6.3.6)
L,(y) =0,k=12,..,n (6.3.7)
seklinde olup (6.4.5) matrisi de
Li1(e, D) Li(y2(x, D) - Li(yn(x, )
M(ﬂ.) — Lz(yl.(x: A)) LZ(yZ.(x: /1)) Lz(yn.(x' /1)) (6.3.8)
L) Laa(6D)  LyGnod)

bigimindedir.
6.3.3. Tanim L , (6.3.6)-(6.3.7) sinir deger probleminin iirettigi diferansiyel operator olsun.

Liyi(6 ) Li(y2(x,2) - Li(yn(x, 1))
A(A)Zdet(M(/l))Z Lz(}ﬁ:(x,l)) Lz()’z:(x'l)) Lz(yn:(x'l))

L1 ) Ln(2(o ) = LaGu(o D)
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determinantina £ operatoriiniin ( Ly = 0 sinir deger probleminin) karakteristik determinanti
denir. £ operatdriiniin 6zdegerleri A(4) determinantinin sifirlaridir. Ayrica A 6zdegeri A(4)

nin kati bir sifir1 olmasi mimkiindur.

6.4. Sturm-Liouville Stmir Deger Problemleri

Bu kisimda Sturm-Liouville sinir deger problemi olarak bilinen ikinci mertebeden bir

denkleme sahip bir 6zdeger problemini goz oniine alacagiz.

6.4.1. Tanim p(x), p'(x), q(x) ve r(x) fonksiyonlar1 bir [a, b] reel araliginda stirekli, [a, b]
araligmin her bir noktasinda p(x) > 0,7(x) > 0 ve A, x degiseninden bagimsiz bir

parametre olmak iizere

Py +(@x)+Ar(x))y=0,a<x<b (6.4.1)
a;y(a) + azy'(a) =0,
Bry(b) + Boy'(b) = 0,af +af > 0,5f + 7 >0 (6.4.2)

bi¢iminde ifade edilen probleme regiiler Sturm-Liouville sinir deger problemi denir. Sturm-
Liouville diferansiyel denklemi sdylendiginde (6.4.1) denkleminin anlatilmak istendigi
aciktir. Sinir sartlarinda yer alan @, ve a, degerlerinden en az biri sifira esit degildir ve S,
ve 3, degerlerinden en az biri sifira esit degildir. Bu sebeple (6.4.2) siir sartlar a4, a,, 1
ve 3, katsayilarinin sifir veya sifira esit olmamasina gore farkli sekillerde yazilabilir. Bu
durumda farkli sinir sartlarina gore degisik Sturm-Liouville sinir deger problemi elde

edilmesi olasidir.

6.4.2. Tamim Eger

y(a) =y(b) vey'(a) =y'(b)

ise (6.4.2) smir sartlarina periyodik sinir sartlart sebebiyle (6.4.1)-(6.4.2) problemi de

periyodik Sturm-Liouville problemi olarak adlandirilir.
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6.4.3. Tanim p(x), g(x) veya r(x) fonksiyonlarindan birinin bir x = x, noktasinda singiiler
olmas1 halinde (6.4.1) denklemine bu noktada singiiler Sturm-Liouville denklemi, (6.4.1)-
(6.4.2) problemine de singiiler Sturm-Liouville problemi denir. Dolayisiyla asagidaki
kosullardan en az biri ger¢ekleniyorsa (6.4.1)-(6.4.2) problemi bir singiiler Sturm-Liouville

problemidir.

1. Herhangi bir x € [a, b] i¢in p(x) = 0 veyar(x) = 0.

2. p(x),q(x) veya r(x) katsay1 fonksiyonlarindan en az biri, a ve b noktalarinin en az

birinde co.

3. (a, b) aralig1 sinirsiz, yani (—, b), (a, ) veya (—o0, ).
6.4.1. Teorem p,,pq,Po VE Ty bir [a, b] araliginda siirekli, p, > 0 ve ry > 0 olmak tizere

P2y + 01y +poy + Argy =0

denklemi
(p(x) -y + (q(x) + Ar(x))y =0

bi¢iminde ifade edilebilir.
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7. GECIS KOSULLU SUREKSIZ STURM-LIOUVILLE
PROBLEMLERININ KOERSITIiVLiIGi VE iZOMORFiZMi

Bu béliimde siireksiz Sturm-Liouville sinir deger problemini (SDP), Sobolev Uzaylariin
direkt toplaminda fonksiyonelleri ve gecis kosullari olan iki aralik iizerinde incelemektedir.
Ayrica, bu boliimde arastirilan problem tarafindan iiretilen diferansiyel operatorii verecegiz.
Bu operatoriin tanim uzay1, Sobolev Uzaylarinin dogrudan toplamidir ve operatoriin deger
uzay1, sinir kosullarinin Sobolev Uzaylarinin dogrudan toplami hakkinda degerlendirildigi
karmasik uzaylarin eklenmesiyle elde edilen uzaydir. Bu bdliimde, problemin
coziilebilirligini ve operatoriin izomorfizm, Fredholmness ve spektral parametrelerle ilgili
zorlayicilik gibi bazi énemli spektral 6zelliklerini belirlenecektir. Ek olarak, son kisimda

farkl orijinal problemlerin nasil iiretilebilecegini tartisir.
7.1. Giris

Siirekli olmayan diferansiyel operator problemleri, fizikteki potansiyel uygulamalari
nedeniyle son zamanlarda teorik arastirmacilarin dikkatini cekmistir. Ornegin, siirekli
olmayan problemler ve ek iletim kosullari, kati mekanigi, manyetostatik ve elektrostatik
dahil olmak tizere ¢esitli disiplinlerde yaygin olarak goriilmektedir (Tutex ve Yakubov, 1997;
Kandemir ve Mukhtarov, 2020; Muhtarov ve Yakubov, 2002). Bir¢ok arastirmaci, yerel
olmayan Sturm-Liouville problemlerinin ¢oziilebilirligini ve belirli spektral 6zelliklerini
arastirmistir. (Kandemir ve Mukhtarov, 2017; Kandemir ve Yakubov, 2010; Mukhtarov,
1994; Mukhtarov ve Aydemir, 2015). Son yillarda, fizik bilimleri ve uygulamali
matematikteki potansiyel uygulamalar1 nedeniyle, siradan dogrusal diferansiyel denklemler

icin klasik sinir deger problemlerinin genellestirilmesine olan ilgi artmistir.

Fonksiyonel siir deger problemi, genellestirilmis sinir deger problemlerinin 6nemli ve bir
0zel durumudur. Cok sayida yazar bu sorunlar ele almistir. (Mukhtarov ve Yakubov, 2017,
Kandemir ve Yakubov, 2010; Likov ve Mikhailov, 1963; Kandemir, Mukhtarov ve Yakubov,
2009). Klasik olmayan problemleri analiz ederken ortaya ¢ikan bazi sinir deger gegis
problemleri, klasik smir deger problemlerini ¢ézmek icin kullanilan tipik ydntemler
kullanilarak ¢oziilemez. Siradan diferansiyel denklemler i¢in sinir deger problemleri, klasik

teoride genellikle stirekli katsayilara ve yalnizca ele alinan araligin u¢ noktalarini igeren sinir
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kosullarina sahip denklemler i¢in incelenir. Ancak bu boliimdeki ¢alisma, yalnizca ele alinan
araligin ug noktalarini degil ayni1 zamanda bir siireksizlik noktasini ve lineer fonksiyonelleri
de iceren slireksiz katsayilara ve sinir kosullarina sahip ikinci dereceden siradan bir

diferansiyel denklem i¢in klasik olmayan bir sinir deger problemini ele almaktadir.

Yani [—1,0) U (0,1] araliginda tanimlanmis asagidaki sekilde verilen bir Sturm-Liouville

kirinimini ele aliyoruz.

LMDu:=t(x)u""(x) + (6 (x) — 2P)u(x) = f(x) (7.1.1)

fonksiyonel sinir gegis kosullar1 ise k € {1,2,3,4} i¢in

Liu: = au™(=1) + B,u™ (=0) + n,u™ (40) + §,u™ (1) + Fp = f, (7.1.2)

Burada 7(x),x € [—1,0) igin 7(x) = 7; olacak sekilde parcali sabit bir fonksiyondur.
Burada 7; # 0 ve x € (0,1] igin 7(x) = 7, , T, # 0 ve A karmagik parametre olmak tizere
i € {1,2} ve k € {1,2,3,4} i¢in T}, @, Bk, Ok, fic kompleks sayilar ve f(x) kompleks degerli
fonksiyondur. k € {1,2,3,4}, m; negatif olmayan tamsayilar ve o(x) [—1,0) U (0,1]
tizerinde integrallenebilir bir fonksiyondur. Biz |ay| + |Bk| + 1nk| + |8x| # 0 oldugunu ve
fx nn L,(—1,1) uzaymda lineer bir fonksiyonel oldugunu varsayalim. Tutex, Yakubov,
Muhtarov, Alves, Rivera, Sepulveda ve Villagran degiskenlerin ayrilmasi yonteminin 1s1 ve
kiitle transferi problemlerini arastirdi (Tutex ve Yakubov, 1997; Muhtarov ve Yakubov,
2002; Mukhtarov, 1994; Alves, Rivera, Sepulveda ve Villagran, 2011). Agronovich kirmim
problemlerini; Likov, Mikhailov, Kandemir, Mukhtarov, Yakubov, Alves, Rivera, Sepulveda,
Villagran ve Stikonas titresen sicim problemlerini (sicim ek olarak nokta kiitleleriyle
yiiklendiginde) arastird1 (Likov ve Mikhailov, 1963; Kandemir, Mukhtarov ve Yakubov,
2009; Alves, Rivera, Sepulveda ve Villagran, 2011; Agronovich, 1977; Stikonas, 2007).
Yakubov ve Mukhtarov ele aliman smir deger problemi (7.1.1)-(7.1.2)'nin baz1 6zel
durumlart gibi ¢esitli fiziksel problemlere uygulanmasindan sonra, mekanikte iletim
kosullartyla stireksizlik problemlerini aragtirdi (Muhtarov ve Yakubov, 2002; Mukhtarov,
1994). Triebel, Yakubov ve Yakubov, Imanbaev ve Sadybekov, Shakhmurov, Aliyev ve
Rasulov diferansiyel operator denklemleri i¢in bazi yerel olmayan sinir deger problemlerinin

cesitli spektral 6zelliklerini inceledi. (Triebel, 1978; Yakubov ve Yakubov, 1999; Imanbaev
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ve Sadybekov, 2014; Shakhmurov, 2013; Aliyev, 2010; Rasulov, 1997). Kandemir, Yakubov,
Aydemir, Mukhtarov, Saydbekov, Turmetov, Torebek ve Kadakal'in yerel olmayan sinir
kosullariyla sinir degerlerine iligskin bazi1 yeni sorunlari arastirdigi belirtilmelidir. (Kandemir
ve Yakubov, 2017; Aydemir, 2014; Aydemir ve Mukhtarov, 2015; Kadakal ve Mukhtarov,
2006; Kandemir, 2012; Saydbekov, Turmetov ve Torebek, 2014)

7.2. On Hazirhiklar

Bu boéliimde, sonraki boliimlerde ihtiyag duyulacak bazi 6zellikler sunulmaktadir.
7.2.1. Teorem T € (X,Y) yar1 Fredholm olsun. Eger A, X ten Y ye bir T-kompakt operator
ise,0zaman S = T + A € (X, Y) ayn1 zamanda indS = indT ile yar1 Fredholm'diir.

(Kato , 1966)

7.2.1. Not Sabit katsayili ve tiim eksende agirlig1 1 olan siradan bir diferansiyel denklemi

ele alalim.
Lo(MDu:= A1"u(x) + ™ ' (x) + -+ + a,,,u™(x) = f(x) (7.2.1)
burada a;, karmasik sayilardir. denklemin koklerini siralarsak
AW™ + Qo w™ 1+ 4+ 1=0 (7.2.2)
wj,j € {1,2,3, ..., m}. w; sayillar1 p-ay1lmus olsun.

w = min{argwy, ... ,argwy,argwy 1 +m, ... ,argwy, +

w = max{argwy, ... ,argwp,argWyp,q + 1, ... ,argwy, +

ve arg w; degeri 21 nin katlarina kadar segilir bdylece w — w < 7. (Yakubov ve Yakubov,

1999)

7.2.2. Teorem m = 1, a,, # 0 olsun ve (7.2.2) nin kokleri p-ayrilmis olsun. Sonra herhangi

bir € > 0 ve g— w+e<argd < 3;” — W — ¢ nu saglayan tiim kompleks sayilar A igin,
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Lo(D:u = Lo(Du operatdric W/, (R) den W/ ,™(R) ye tammlansin. Burada [ > m,
q € (1,0), — é <y< %tamsaylsl bir izomorfizmdir ve bu A i¢in (7.2.1) in ¢oziimiiyle ilgili

asagidaki esitsizlikler gecerlidir.

l
Zl’”l_k”””Wé,y(R) =C() (”f”w;,-ym(m) + |/1|l_m||f||Lq,y(R)),u =12
k=0

z
kzwm_k“u(kw)”Lq,y(R) < C(S)”f(p)”qu(R)’O <p<l-m
=0

(Yakubov ve Yakubov, 1999)
7.2.3. Teorem Asagidaki kosullarin karsilandigini varsayalim:

i. {E,, E1} bir interpolasyon giftidir.

il. o, 71 gergek sayilardir, [ € {1,2,3,...} ve 1 < pg,p; < ©

iii.stamsay1d1r0SsSl—l,y0+s+pi>0,Ve y1+s+pi<l
0 1

1
) Yo+S+o o 1_1-60 @
. 0 = ﬁ Ve — = —— 1+ —

Yo~ V1 Po P1 14 Po 141

O halde u € W'(py, Yo, Eo; P1, ¥1, E1) icin asagidaki esitsizlik gecerlidir:

(s) 0
OOl g, 5y, S € (Ml + Il o17e0))

7.2.4. Teorem Bir dnceki teorem kosullari altinda u € W'(py, Yo, Eo; P1, V1, E1), C, ve |1| >

oo i¢in asagidaki esitsizlikler gegerlidir:

1
l+]/0 +—

o O e

u”Lpo'Vo ((0’1)' EO)

NS
+|a" plllu”Lpl,yl((Ofl)'El)>



85

it A1 )| gz

Lpy((0,1);(Eo.E1)g,p) sC ( u”LpO’y"((O'l)' EO)

s
'*‘|/1|y1 pl||ul||Lp1,y1((0:1),E1)>

buraday > — % dir. (Yakubov ve Yakubov, 1999)

7.3. Homojen Denklemler Icin Homojen Olmayan Smir Gecis Sartlarina Sahip

Problemlerin Coziilebilirligi ve Koersitivligi

Bu boliim 6ncelikle homojen diferansiyel denklem i¢in asagidaki sinir deger problemini ele

alir.
Lo(Du: = 7(x)u’ (x) — 12u(x) =0 (7.3.1)
yerel olmayan ve homojen olmayan sinir sartlariyla birlikte, k € {1,2,3,4} igin,
Liou: = au™ (=1) + B u™ (—0) + nu™ (+0) + §,u™ (1) = f,  (7.3.2)

Kolaylik olmasi agisindan asagidaki gosterimleri kullaniriz :

w: = minfarg 7, arg 7,}, @: = maxf{arg 7, arg 7,}

mq mq mq my
W, p1w, IO IO

ms my my ms
W, Paw, ? Mpwy [PYON

m m m m
azw; > Pzw,’ Mzwz° S3w,°

my my my my
" PON Paw, M40 PYON
ve

B.(w,w)={AeCrn+wo+e<arg A<3m+w-—¢}
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€ > 0 gergel degeri i¢in yeterince kiigtliktiir.

Bir k = 0 tamsayis1 ve g > 1 gergeli igin, qu(—l,O) + qu(O,l) Sobolev Uzaylarinin
dogrudan toplami, [—1,0) U (0,1] iizerinde tanimhi u = u(x) karmasik degerli
fonksiyonlarin Banach uzayi olarak tanimlanir ve sirasiyla (—1,0) ve (0,1) araliklarinda

Wk (—1,0) ve W*(0,1) e ait olup normu asagidaki gibidir.
q q g g
||u”W(§€(_1,o)u(0,1) = Ilu”W‘;‘(_Lo) + |Iu”Wl§‘(o,1)

Burada, qu(a, b) bir Sobolev Uzayidir, yani (a,b) araliginda k. mertebeye kadar

genellestirilmis tiirevleri olan ve sonlu norma sahip tiim dl¢iilebilir u(x) fonksiyonlarindan

olusan uzay Banach Uzayidir

Kk 1

b q
i q
”u”Wé‘(a,b): E <f |u(l)(X')| dx>
a

i=0

W, (a,b) = Lg(a,b) oldugu gdzlemlenebilir.

7.3.1. Teorem Eger 6 # 0 ise, o zaman ¢ > Oi¢in, dyle bir R, > 0 vardir ki, |[A] > R, ve
A € B;(w, ®) olan her 4 igin (7.3.1)-(7.3.2) probleminin W;*(—1,0) + W,;*(0,1) uzayma ait
benzersiz bir ¢oziimii u(x, A) vardir. Burada n > max{2, max{m,, m,, ms, m,} + 1} olmak

iizere keyfi bir n secilebilir. Bu A degerleri i¢in asagidaki koersiv esitsizligi gegerlidir.

n 4

1
D Al s oo < € Y Il (73.3)
k=0 =1

Ispat i € {1,2,3,4} igin, (7.3.1) in u; = u;(x, 1) seklinde verilen dort temel ¢oziimiinii

tanimlayalim

eWid(x=8)  x € I

u;(x,A) = { 0 cel
) L
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Buradaé; =—-1,§,=6=0,¢§, =11, =1, =[-1,0) ve I3 = I, = (0,1]. (7.3.1) in genel

¢cozlimiiniin agagidaki formda yazilabilecegi gézlemlenebilir.

4
1
A" g (7.3.4)
Jj=1

n
DA el ooy < €@
k=0

(7.3.4)1 (7.3.2) de yerine koydugumuzda, C;, C,, C3ve C, degiskenlerine iliskin dogrusal

homojen denklemler sistemi agsagidaki gibi verilir

fie = C1(@, D)™ (ay + Bre®?) + C(w, )™ (are™ 22t + )

(7.3.5)
+G (w3/1)mk(nk + Skewﬂ) + C4(w4/1)m"(nke‘“’” + 5k)
oyle ki k € {1,2,3,4} icin
fi= C1(w1/1)m1(a1 + Blewul) + Cz(wzl’{)ml(ale_wzl + ﬁ1)
+ C3(w3zA)™ (771 + 6190)3/1) + Cy(w )™ (nle—w4/1 + 51)
fo = Cil@1 D)™ (az + Bre ) + Co(w02 )™ (aze ™ + )
+ C3(w31)m2(772 + 529(4)31) + C4(w4/1)m2(7728_“’4’1 + 52)
(7.3.6)

fo = Gl )™ (a5 + Bae®t?) + Co ()™ (aze ™2 + s)

+ C3(ws )™ (13 + 836931) + Cuwa D)™ (nze~ 94 + 63)
fo = C(01 )™ (g + Bre®?) + Co(w, )™ (ase ™2 + B,)

+ C3(ws)™ (14 + 8,93%) + Co(wsA)™ (e~ 94 + 6,)

elde edilir. 1 € B.(w, @) oldugundan agagidaki sonug ¢ikar:

m+e 3m—¢
—5 <arg (wid) < ,i €{1,3}
ve
mT—¢ mT—¢
- < arg (w;d) < i €{2,4}
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Sonug olarak, bu 4 lar i¢in ve keyfi bir € > 0 i¢in yeterince kiiciiktiir,

&
(—D**1Re(wid) < —|A||w|sin E,k € {1,2,3,4}

Dolayistyla (7.3.6) nin determinant1 su sekildedir:

C1(w, )™ (051 + ,3196011)
C1 (w1 )™ (ary + Bre®1*)
Ci(w D)™ (053 + ,339“)1/1)
C1((U1/1)m4(a4 + ,343(”1/1)

AN =

Cr(wa )™ (C¥1e_w2/1 + ,31)
Co(w )™ (are™ 92 + B;)
Co(w, D)™ (aze ™24 + )
Cy(wa )™ (Chxe_wz/1 + 34)

C3(wzA)™ (771 + 513(”3/1) Cy(wg )™ (7713_(“4‘)l + 51)
C3(w3D)™2 (1 + 8,63%)  Co(wz)™2 (7“4 + 6,)
C3(w3D)™ (13 + 836“3%)  Ca(wa D)™ (nze™ 4% + 65)
C3(wzA)™ (774 + 543(”3/1) Ca(wyA)™ (7743_(“4‘)l + 54)

Buradan A™1, A2, A3, J™4 cekilirse

AN =AM . jM2. M3 . M4 .

olur. Buradan

A}\ — Am1+m2+m3+m4 .

C1(w)™ (“1 + ﬁ1ewll) Cy(wy)™ (“19_“’2}L + ﬁ1)
C(wg)™ (az + ﬁzewll) Cy(wy)™ (611‘9_(02/1 + .31)
Ci(w)™ (az + Bze®1?)  Cy(w)™ (aze 2t + B3)
¢y (w1)m4(“4 + ,3490)1'1) C, ((1)2)"14(“4@_(”2}L + ,34)

C3(w3)™ (771 + 519(”31) Calwy)™ (771@_“)4/1 + 51)
C3(w3)™> (772 + 529(03/1) Ca(w3)™ (772‘9_(04‘)l + 62)
C3(03)™ (3 + 83e“3%)  Cylwy)™ (nze724* + 63)
C3(w3)™* (774 +6,e931)  Cylwy)™ (nee™ 4 + 6,)

my ﬁ mq mq my

2 m; m; m;
QW p2w, PO [ PYON
m m m m

azw; > Pzw,’ MNzwy° S3w,°

my my my my
e PON Paw, N4y PYON
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m my _ — m my; —
,310)1 1ea)1)L a,w, 1o wy A 51(1)3 1e(u3/'l N, 1o Wyl
m m, — m m, —
N ﬁ2w1 zewll a,w, 20 Wyl 52603 zewg/l Ny, 20 Wyl
m ms — m ms —
’ngl 330)11 Az, 30 wy A 53(1)3 3ew3/'l N3, 30 [nyws
m my — m my —
,84(1)1 4ew1/1 AW, 40 wy A 54_(1)3 4e(u3/'l N4, P [nyvs
elde edilir. e®@14, e =924 @3l @=®ad cekilirse
mq mq mq mq
a;w; p1w, N1W; Srw,
my m; m; my
AN = B my | |%21 Paw, 2 Mawg?  Orw,
- ms m3 LU T SN
a3w1 33(‘)2 773(‘)3 30)4
4 my my on
' AON Paw, N4W5 b4,
mq mq mq mq
Brw " aw,t Siwit Mw, \
m; m; m; my
Je®1h . pmwak . pwsd , p=wsh Brw;®  aawyt Swgt Maw,
< ms ms 5 ms m3
ﬁ3w1 a3w2 3(‘)3 773(’~)4
my my my 4
Paw, ayw, 84wy N4,
elde edilir. Buradan
mq mq mq mq
aw; - frw, t Mwg Srw,
mo moy my moy
S+ . m 2100 ﬁzwz M2 W3 62(‘)4.
AN = AZi=am
ms ms m3 5 ms
3w, Bsw, N3 W3 3W,
my my my
[eAON P, 405 ON
mq mq mq mq
p1w; aw, 8y wyg N1,
. my my m; my
+ eAZis CDMwy B2, 2w, 6205 Na2Wy
ms ms 5 ms m3
Bsw; azw, 3W3 N3y
my my my my
P, ayw, 84wy N,

=A"(0 +r(4))

bulunur. Burada m = Y7, m;. 1 € Bo(w, ®) ve r(1) — 0 ise |A| — oo oldugu goriilebilir.

0 # 0 oldugundan A € B,(w, ®) ve |1] > . saglayan tiim kompleks sayilar A i¢in 4(1) # 0

olacak sekilde bir ¢, > 0 vardir. Bu nedenle, bu A degerleri icin (7.3.5)'in benzersiz bir

¢Oziimi vardir.

1 < ,
() = mkzl DD fio 1 € (1,2,3,4)
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burada A;,(4), determinant A(A)'nin (i,k)'inci elemaninin cebirsel tamamlayicisini ifade

eder.

Determinantin gosterimi su sekildedir:
Ay (D) = (B + 1 (/1)),121':=k (m-m;)

burada 6;;, karmasik sayilardir ve 1y, — 0 iken B, (w, @) agisinda || — oo olur.

my _tk T Tk lk+rlk( ) .
(1) = Zz vy fel€ 1234

Dolayisiyla, (7.3.1)-(7.3.2)'nin ¢dziimii su sekildedir:

S —my B + T ()
u(x,A) = Z Z A Wfkui(x'l)

Buradan, her n > 0 tamsayisi i¢in

4 4
”u(n)”L( " z (Ml(n—mk)|fk|z ”ui("/l)”lzq(li)> (7.3.7)
k=1 i=1

Ayrica (7.3.4) ile,

0
||u1(x A)”L A(-1,0) = J eqRe(w1l)(x+1)dx

A € By(w, @) agisinda |A| — oo olarak. Benzer bir sekilde
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Ity G Dl < CEIAT 1€ (234)

A € By(w, @) agisinda |A| = oo olarak. Bu esitsizlikleri (7.3.7)'de yerine koydugumuzda,

4
[u®ll,, ) < €@ D AT
k=1

elde edilir ki bu da bize gerekli tahmini (7.3.3)’{i saglar.
7.4. Genel Fonksiyonel Gegis Sarth Problemin Fredholm Olma Ozelligi

Bu boliimde problemin diferansiyel operatorii olan Fredholm operatoriiniin 6zelligini
inceleyecegiz. E ve F 'nin Banach uzaylar1 ve F* 'nin F'nin eslenigi oldugunu varsayalim.
Asagidaki kosullar saglaniyorsa lineer operatdr T:E — F, Fredholm operatorii olarak

adlandirilir:

1. R(T) = {Tu:u € D(T)} aralig1 F'de kapalidir.

ii. kerT = {u € D(T):Tu = 0} and coker T = {u* € F*:u*(Tu) = 0, tim ince uzaylar
icin u€D(T)} sirasiyla E ve F* 'de sonlu boyutlu alt uzaylardir.

1ii. dimkerT = dimcokerT

n = max{2, max{m;, m,, mz,m,} + 1} oldugunu varsayahm ve W;'(-1,0) + W;*(0,1)

den W;*7?(—1,0) + W;*%(0,1) 4+ C*'e seklinde lineer bir L operatorii tanimlayalim.
L:u — Lu:= (L(A)u, Lyu, Lyu, Lyu, Lyu)
7.4.1. Teorem Asagidaki kosullarin saglandigin1 varsayalim:

1. t(x)=1,x€[-1,0);t(x) =1,,x € (0,1];7, # 0,7, #0,my, = 0,ve 8 # 0.

ii. o(x), [=1,0) U (0,1] tizerinde Sl¢iilebilir bir fonksiyondur.
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iii. k € {1,2,3,4} i¢in W;*(—1,0) + W;*(0,1) i¢indeki F fonksiyonelleri siireklidir.
O zaman lineer operator :
L:u — Lu:= (t()u"" (x) + o(xX)u, Lyu, Lyu, Lyu, Lyu)

W, (—=1,0) + W;*(0,1) den W;"2(=1,d,) + W;72(0,1) + C* iizerine sirlandiriimis ve
fredholm’diir.

Ispat L operatorii L = L, + L, biciminde yeniden yazilabilir. Burada
Liu = (t()u" (x),u(=1),u'(-1),u(=0) — u(+0),u'(—0) — u'(+0))
ve

Lou= (a(x),Llu —u(-1),L,u —u'(—1), Lsu — u(—0) + u(+0), Lyu — u'(—0)
+u'(+0))

f € Ly(—1,1) olsun. O halde, i ve % + % = 1 kosullarindan

T (x)f(x) € Li(-1,1) n L, (—1,1)

sonucu ¢ikar. Schwartz esitsizligine gore,

1 1 % 1 %
j |r-1<x)f(x>|dxs<j x‘%x)dx) <f xq(x)lf(x)lqu>
0 0 0

/1 i (7.4.1)
0 f X101 (019 dx

0

< Cllf iy

1,
< Cxp

Sonug olarak, problemin ¢oziimii
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T()u'" (x) = f(x),x € (-=1,0) U (0,1),u(—-1) = hy
u'(=1) = hy,u(=0) —u(+0) = h3,u'(—=0) —u'(+0) = hy

su forma sahiptir :

f (= YT F Oy + 1y +mox, x € (—1,0)
u(x) =44

fo T =TI OV O)dy 4 ny 4 ngx, x € (0)

Buna gore problemin ¢6ziimii su sekilde elde edilir:

( j @ = )T @)y + hy + (x + Dhs, x € (0,1)
-1
0
f (x —y) T W) f(y)dy
u(x) =< 0 y (7.4.2)
+ (f (x =T f Ay + h, — h4> x x € (0,1)
i
\ +[ =T O Oy + b+ by
0

Eger f € W;*7?(=1,0) + W;*~%(0,1) ise, (7.4.2) su anlama gelir:

W' () =1t 0)f(x) ve u*D(x) =771 (x0)fO(x)

oylekit € {0,1,2,...,n — 2}.

Boylece, i kosulundan (7.4.1) ve Teorem 7.3.1.!den, W;'(=1,0) + W;'(0,1) den
W;~%(=1,0) + W;72(0,1) + C*'e olan L,operatdriiniin izomorfizma oldugunu elde
ederiz. Ayrica, lineer operator Lp'min W;'(—1,0) + W;*(0,1) den  W;72(—1,0) +
an—z (0,1) + C* 'e kompakt bir sekilde etki ettigi gozlemlenebilir. Sonug olarak, Teorem

7.2.1.11 L =Ly + L, operatoriine uygulayabiliriz; bundan da £ operatdriiniin Fredholm

oldugu sonucu ¢ikar. Ayrica £ operatoriiniin siirl oldugu agiktir.
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7.5. Ana Problemin Esas Kisminin izomorfizmi ve Koersitivligi

Fonksiyoneller olmadan (7.1.1)-(7.1.2)'yi, yani asagidaki problemi ele alalim

Lo(Du: = 1(x0)u’ (x) — 12u(x) = f(x) (7.5.1)

Liott: = @™ (=1) + Beu™ (=0) + ™ (+0) + 5u™(1) = fi,
k € {1,2,3,4}

(7.5.2)

Bu probleme karsilik gelen operator
Lou = (LoD, Lyou, Lygtt, L3g, Laou)

7.5.1. Teorem 6 # 0 ve n = max{2, max{m,, m,, m3, my} + 1} olsun. Sonra, tim & > 0
icin, §+ % +e<arg A< % + % —¢&,|A] >t 'yi saglayan tim kompleks sayilar A igin,
W (—1,0) + W*(0,1)’den  W"2(—1,0) + W*72(0,1) + C€* 'e Ly(4) operatdrii bir

izomorfizmdir ve asagidaki koersitiv esitsizligi (7.3.1)-(7.3.2) ¢6zlimil i¢in saglanir.

n 4

1
D A Hlullyg < €@ | I lhug-2 + M2 f N, + > TS | 53)
k=0 j=1

Ispat Ly (M) lineer operatériiniin W' (—1,0) + Wg'(0,1)’den Wg=2(—1,0) + Wg—2(0,1) +

C* 'e siirekli oldugu agiktir.

(f (), fu, f2r f3, fa) € W2(=1,0) + W;*7%(0,1) + C* olan bir eleman olsun. (7.5.1)-
(7.5.2) denkleminin u(x,A) ¢oziimiini u(x,1) = u,(x, 1) + u,(x,A) toplami bigiminde
asagidaki gibi aryoruz. f(x) 'in I; arahgindaki kisitlamasini, I; = (—1,0) ve I, = (0,1)
olmak iizere j € {1,2} olacak sekilde f;(x) ile gdsteriyoruz. f; € W' "%(R), f; € W7*%(1;)
'nin bir genisletilmisi olsun; dyle ki, W*"%(1,,) den W;*"2(R) 'ye genisletilmis operatdrii

Sifii= fj, R = (—o0, ) olmak iizere j € {1,2} igin stmirlidir. Oncelikle j € {1,2} i¢in

7;(0)0" (x) — 220(x) = f;(x),x ER
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denklemlerini ele alalim. Teorem 7.2.3'e gore, bu denklemin iy, = iy, (., A1) € W' (R)

seklinde tek bir ¢oziimii vardir ve uq;(x, 4) igin, @y j(x, 1)'nin [; araligindaki kisitlamasi,

D A sy < €© (flgoay + M2 ) € (L2) (7.54)
k=0

esitsizliginin A € B, (w, ®) kosulunu saglayan tiim A karmasik sayilari i¢in gecerlidir. Sonug

olarak, u, (x, 1) € W;*(—1,0) + W;*(0,1) su sekilde tanimlanr:

_ (ug1(x, 1), x €(—1,0)
ui(x4) = {ulz(x, 1), x€(0,1)

ve (7.5.1)"1 saglar. Bu ¢6ziimii kullanarak, asagidaki sinir deger problemini olusturuyoruz.

(x)u" (x) — 22u(x) = 0,x € (—1,0) U (0,1)
Lkou = fk = Lkoul(.,){),k € {1,2,3,4}

Teorem 7.3.1.'e gore, modiil olarak yeterince biiyiik olan tiim A € B.(w,®) i¢in bu
problemin W;*(—1,0) + W;*(0,1) 'e ait olan benzersiz bir ¢dziimii u, = u,(x, A) vardir ve

bu A 'ler igin
n 4 1
DA il < € Y 1AM (|| + 1) (7.5.5)
k=0 j=1

esitsizligi saglanir. Teorem 7.3.1'e gore ve Teorem 7.2.4'1 goz Oniinde bulundurarak, tiim

A € Bg(w, ®) ve n = max{2, max{m,, m,, my, m,} + 1} i¢in asagidaki esitsizlige sahibiz :

n—-m;

2
1 —m.t
AP Ay < €AY sl
=1

(7.5.6)
< @ (Iflhg + 1A"21f g

Boylece, (7.5.5) ve (7.5.6)'dan,
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1
l-m;—;

n 4
Z A2 luellyx < C@ | If llwp-2 + 1" 211f llq + ) 141 |f;] (7.5.5)
k=0 =1

J

elde edilir. Ayrica, u(x, 1) = uy(x, 1) + u,(x, 1) seklinde tanimlanan u(x, 1) fonksiyonu
(7.5.1)-(7.5.2)'nin ¢oziimudiir. (7.5.4) ve (7.5.7) dikkate alindiginda, bu ¢6zlim i¢in gerekli
(7.5.3) varsayimi gegerlidir. Ayrica (7.5.3)'ten ¢oziimiin benzersizligi ¢ikar. Ayrica, Teorem
7.4.1.'e gore, L, operatdrii, W (—=1,0) + W;*(0,1)'den W;*~2(—1,0) + W;*~%(0,1)+C*e
giden Fredholm operatoriidiir. Bu operatoriin izomorfik olmasi, onun bir Fredholm operatorii

ve bire-bir operator olmasindan kaynaklanmaktadir.
7.6. Ana Problemin Coziilebilirligi ve Koersitivligi

Bu boliimde ana problem (7.1.1)-(7.1.2) arastirilmaktadir.

7.6.1. Teorem 6 # 0,n = max{2, max{m,,m,, mg, m,} + 1} ve Vl/qmj(—l,O) +%mj(0,1)
icindeki F,, fonksiyonelleri siirekli olsun. O zaman, tiim € > 0 i¢in, dyle bir ¢, > 0 vardir ki,

g + % t+te<arg A< g + % — &, |A| > ., operatdriinii saglayan tiim A karmagik sayilari i¢in

LD)u:= (L(D)u, Liu, Lyu, Lyu, Lyu)

W, (=1,0) + W;*(0,1) den W;*"2(=1,0) + W;*~2(0,1) + C* ‘e bir izomorfizmdir ve bu A

"lar i¢in (7.1.1)-(7.1.2) 'nin ¢6zliimii i¢in asagidaki koersitiv esitsizligi saglanir.

1
l-mj—7

n 4
Z |/1I"_"IIuIIW4c < C@| Ifllwp-z + 142N f llq + Z 4] |f;] (7.6.1)
k=0 j=1

Burada C(g) sadece €'ye bagli bir sabittir.

Ispat (f(x), f1, for f3 fu), WG*2(=1,0) + W;2(0,1) + C*iin bir elemani olsun. Bu
elemana karsilik gelen (7.1.1)-(7.1.2)nin u = u(x, A) ¢6ziimiiniin var oldugunu varsayalim.

O zaman, bu ¢6ziim su esitlikleri saglar :
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Lo(Mu = L(A)u — o (x)u (7.6.2)
Ve
Lot = Lyu — Fu k € {1,2,3,4} (7.6.3)

Teorem 7.5.1."1 (7.6.2)-(7.6.3)'e uygulayarak, bu ¢6ziim i¢in asagidaki esitsizligin gecerli

oldugunu elde ederiz:

. IL(Du — o ()ullyx + |A" 2| L(D)u \
4
> A Hllulyg <€) g
L Wq —o ()l + z A" Ly — P

j=1

Ifllwz-2 + A2 11f llg + llo (Oullyp-2

4 (7.6.4)
n-2 n—mj—l
A lo()ullLq +z |4] al£;]

< =

= C(E) p v=1

1

+ E (| Fu)
j=1
(Yakubov ve Yakubov, 1999)'a bakildiginda, tiim ¢ > 0 i¢in

lullye = Cllullypeen + COullLq (7.6.5)

(O. V. Besov, V. P. Il'in and S. M. Nikol'skii, 1978)'e gore, u € W;*(—1,0) + W;"(0,1) icin

asagidaki esitsizlik gegerlidir.

1 .
A" i) L < € (Il + Al ) (7.6.6)

cl-1,

Teorem 7.5.1, (7.6.5)-(7.6.6) ve (Yakubov ve Yakubov, 1999) kosullarindan su sonug ¢ikar:

4
1
loyullyg- + A2l Gullg + Y 1A a(Ful)

j=1
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<@ (Ifllwg—= + 1A 21fllig) + ¢ (llullwg + 121" 2 l1ullq)

4
1
ATl
Jj=1 !
1 4
<€) (If g + 1A llgo) + 1170 D A * el
k=0

Burada asagidaki esitsizligi kullaniyoruz:

A" ullg < CLAITHA ully
(7.6.6)'y1 (7.6.4)'e yerine koyarsak,

1
Er=ol A" 2llullgse < &) (I lut s + 1A 21 g + B |27 5])

1
+|A] "Zi=o|ﬂ|n_k||u||||u||wk
q

Boylece, 1 € B.(w, ®) modiiliiniin yeterince biiyiik olmasi durumunda, (7.6.1) esitsizligini
elde ederiz. Bu esitsizlikten, (7.1.1)-(7.1.2) ¢dziimiiniin benzersizlik 6zelligi, yani £(A)
operatoriinlin birebir operatdor oldugu sonucu c¢ikar. Ayrica, Teorem 7.4.1.'e gore,
W;H(=1,0) + W*(0,1)den W*"%(=1,0) + W;72(0,1) + C*e giden L(1)  operatorii

Fredholm'dur. Sonug olarak, bir ¢6ziimiin varlig1 onun benzersizligiyle sonuglanir.
7.7. Sonug¢

Bu ¢alismada, stireksiz katsayili diferansiyel denklemlere sahip Sturm-Liouville sinir deger
problemi ve siireksizlik noktasinin sinir kosullarindaki fonksiyonellerin gecis kosullar ele
alimmustir. Bu problemin ¢6ziilebilirligi ve probleme ait diferansiyel operatdriin koersitivligi,
izomorfizm ve Fredholm operatorii olma gibi spektral 6zellikleri incelenmistir. Daha sonra
bu problemin spektral 6zellikleri ile ilgili teoremler ispatlanmistir. Bu ¢calismadaki problem,
diferansiyel denkleme lineer bir operator veya eliptik bir operatdor eklenmesi, sinir
kosullarina i¢ noktalarin konulmasi, diferansiyel denklemin daha yiiksek bir mertebeye

alimmasi, birden fazla siireksizlik noktasi alinmasi gibi farkli sekillerde olusturulabilir.
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Ayrica, bahsedilen problemlerin her biri icin, problemin 06zdegerlerinin asimptotik
dagilimlarinin bulunmasi konusu calisilabilir. S6z konusu problemlerin her biri 6zgiin

problemler olacagindan, her birinden tamamen yeni tezler ve yeni makaleler tliretilebilir.
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