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SUREKSIZLIK SARTLARI ICEREN BIR PERIYODIiK STURM-LIOUVILLE
PROBLEMININ BAZI OZELLIKLERI
(Yiiksek Lisans Tezi)
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Kasim 2024

OZET

Bu calismada iki ayrik aralikta verilmis olan periyodik Sturm-Liouville sinir-deger probleminin
bazi 6zellikleri aragtirilmustir. (Lp[—m,0) @ Ly (0, ]) @ C direkt toplam uzayinda yeni bir i¢ ¢arpim
tanimlanarak, ¢alisilan periyodik Sturm-Liouville sinir-deger—ge¢is probleminin kendine eslenik oldu-
§u, 6zdegerlerinin reel oldugu, farkli 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlarin ortogonal odugu
ispatlanmustir. Cogu 6zdeger problemi acikca ¢oziilemediginden, hem 6zdegerlerin hem de 6zfonk-
siyonlarin nitel davranisin1 dikkatlice ele almak ve bunlar1 analiz etmek gerekiyor. Bu nedenle,
ozdegerlerin ve karsilik gelen 6zfonksiyonlarin nitel 6zelliklerinin incelenmesi i¢in etkili bir tek-
nik sunduk. Burada arastirilan problemin diger problemlerden farki gegis sartlarinda A parametresi
iceren bir periyodik Sturm—Liouville problemi olmasidir.

Sayfa Adedi 142

Anahtar Kelimeler : Sturm-Liouville problemi, Periyodik sinir sart;, Ozdeger paramet-
resi, Gegis sarti
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SOME PROPERTIES OF A PERIODIC STURM-LIOUVILLE PROBLEM WITH
DISCONTINUITY CONDITIONS
(M. Sc. Thesis)
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ABSTRACT

In this study, some properties of the periodic Sturm-Liouville boundary-value problem given on
two disjoint intervals are investigated. In order to demonstrate that the eigenvalues of the periodic
Sturm-Liouville boundary-value-transition issue are real, the eigenfunctions corresponding to vari-
ous eigenvalues are orthogonal, and the problem is self-adjoint, we defined a new inner product in
the (Lp[—7,0) ® L, (0, ]) @ C direct sum space. Most of eigenvalue problems require extensive con-
sideration, analysis, and a close examination of the qualitative behavior of both the eigenvalues and
the eigenfunctions since they cannot be solved explicitly. Therefore, we presented a useful method
for examining the qualitative characteristics of eigenvalues and their corresponding eigenfunctions.
The difference between the problem investigated here from other problems is that it is a periodic
Sturm-Liouville problem that includes the parameter A in the transition conditions.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZiNi

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, yanda aciklamalar1 verilmek tizere

asagida listelenmistir.

Simgeler Aciklama

Reel Sayilar Kiimesi
C Kompleks Sayilar Kiimesi
Ly[a,b] 2. kuvvetten Lebesgue anlaminda

integrallenebilen [a, b] iizerinde 6lgiilebilir fonksiyonlarin

kiimesi
L Lineer diferensiyel operator
L* L’nin eslenigi
(uy,up) uy ve up nin i¢ carpimi

|ul| u verktriiniin normu



1. GIRIS

Matematiksel fizigin bir ¢ok problemini degiskenlerine ayirma yontemi ile ¢dzerken, genelde
Sturm-Liouville problemi elde edilir. Sturm-Liouville problemi kompleks parametre (buna
ayirma parametresi veya spektral parametre de denir) iceren

d d
—E(p(x)ay)—l—q(x)y:?tw(X)y, a<x<b (1.1)

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemden ve (a, b) araligiin sinir noktalarinda tanim-

lanmisg
piy(a) + tay(a) =0 (1.2)

ny(b) + vy(b) =0 (1.3)

sinir sartlarindan olugmus bir sinir deger problemidir; burada p, g ve @ reel degerli fonksi-
yonlardir ve her biri [a, b] kapali araliginda siireklidirler (yani, p, ¢ ve @ € Cla,b], u;, i,
Y1, ¥ reel katsayilardir, A ise kompleks 6zdeger parametresidir). Dogal olarak /.112 + /.Lzz #0
¥} + 12 # 0 sartlarinin saglandigini kabul ediyoruz. Ayrica V x € [a,b] i¢in p(x) > 0 ve
®(x) > 0 sartlarinin saglandig1 kabul edilir. Bu sartlar saglandigi durumda (1.1)-(1.3) prob-
lemine reguler(diizgiin) Sturm-Liouville problemi (SLP) denir. Eger A parametresinin bir
A = Ag degeri igin (1.1)-(1.3) Sturm-Liouville problemini saglayan ve agikar olmayan y(x)
¢Oziimii varsa Ay degerine (1.1)-(1.3) Sturm-Liouville probleminin 6zdegeri, yo(x) ¢oziimiine

ise bu 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyonu denir.

Matematiksel fizik problemlerini degiskenlerine ayirma yontemi ile ¢cozebilmek i¢in genelde
uygun Sturm-Liouville probleminin sayilabilir sonsuz sayida 6zdegerinin mevcut oldugunu
ve bu 6zdegerlere uygun maksimal sayida ortonormallestirilmis 6zfonksiyonlar sisteminin
uygun Hilbert uzayinda (genelde L[a,b| uzayinda) ortonormal baz olusturdugunu goster-

mek gerekir.

Matematiksel fizik problemleminin istenilen kadar kii¢iik hata ile yaklasik ¢éziimlerinin bu-
lunabilmesi i¢in ise 6zfonksiyonlar sisteminin en azindan tam sistem oldugunu gostermek
gerekir. Bu durumlarda matematiksel fizik problemlerinin ¢oziimii 6zfonksiyonlar sistemi
iizerine acilmis seri biciminde elde edilir. En basit matematiksel fizik problemleri i¢in bu seri
klasik Fourier serisi biciminde elde edilir, yani 6zfonksiyonlar trigonometrik fonksiyonlar
biciminde bulunur. Diger bazi1 fizik problemleri i¢in ise 6zfonksiyonlar sistemi Bessel fonk-
siyonlar1, Hermite polinomlar1 ve bu bicimde 6zel fonksiyonlar olarak elde edilir bu nedenle
0zel fonksiyonlar teorisi Sturm-Liouville teorisi esasinda olugsmus ve geligmistir. Sturm-
Liouville teorisinde fizik ve miihendislik biliminin hatta diger doga bilimlerinin kismi dife-

ransiyel denklemlemler biciminde modellenen problemlerinin ¢6ziimii i¢in etkin yontemler



geligtirilmigtir.

Ornegin, Kuantum mekaniginde Sturm-Liouville problemleri gesitli potansiyel problemleri
iceren Schrodinger denklemlerinin ¢oziimii icin 6nemlidir. Ozdegerler kuantum sistemleri-
nin enerji seviyelerini temsil eder, 6zfonksiyonlar ise parcaciklarin durum fonksiyonlarina
karsilik gelir. Dalga mekaniginde sicimlerin ve zarlarin titresimi ve ses ve elektromanyetik
dalgalarin yayilimi dahil olmak {izere bir ¢cok problemin ¢6ziimii Sturm-Liouville problem-
lerinine indirgenmektedir. Boyle dalga problemlerinin ¢6ziimii miizik aletlerinden gelismis

iletisim sistemlerine kadar ¢ok ¢esitli cihazlar tasarlamak ve analiz etmek i¢in 6nemlidir.

Makine ve havacilik miihendisliginde yapilarin dogal frekanslarini ve mod sekillerini ince-
lemek i¢in de Sturm-Liouville teorisinden yararlanilmaktadir. Ayrica termal miihendislikte,
ozellikle de 1s1 ve kiitle transferi problemleri Sturm-Liouville problemleri bigiminde ifade
edilir. Boyle problemlerin ¢oziimii ise verimli 1s1 esanjorleri tasarlamak, sogutma siire¢lerini

anlamak ve cesitli endiistriyel uygulamalar i¢in gereklidir.

Hem Sturm-Liouville teorisinin i¢ talepleri hem de matematiksel fizikte ortaya ¢ikan yeni
problemlerin ¢oziimii ihtiyac1 Sturm-Liouville teorisinin hem giincelligini korumasinda hem
de yeni teorilere temel olusturmasinda etkin rol oynamaktadir. Son yillarda Sturm-Liouville
teorisi farkli yonlerde genellestirilmis ve gelistirilmistir. Ozellikle de sadece denkleminde
degil hem de sinir sartlarinda 6zdeger parametresi bulunduran ve/veya sonlu sayida ayrik
aralikta tanimli olan Sturm-Liouville problemleri (bdyle problemlere ¢cok aralikli sinir deger
problemleri denir) yogun bir bi¢imde arastirilmaktadir (Daci, Alfred, Saimir Tola ve Ndri¢cim
Cepa, 2023).

Ornegin asagidaki matematiksel fizik problemi sadece diferansiyel denkleminde degil hem

de sinir sartlarinda 6zdeger parametresi bulunduran Sturm-Liouville problemine indirgenir.

Kenarlart x =0, x =1, z=0 ve z =1 olan kare seklindeki levhanin U (x, z) kararli durum
sicakliklari aragtiralim. x = O noktasindaki kenar sifir sicakliginda ve z = 0 noktasindaki
kenarin her noktasi F(x) sicaklifinda tutulsun. x = 1 noktasindaki kenarin, iletkenlik kat-
sayis1 x yoniinde z yoniine gore cok daha biiyiik olan ince bir anizotropik malzeme seridi
ile bir termal temas halinde oldugunu varsayalim, boylece seritteki sicakliklar tek bagina z
noktasinin bir fonksiyonu olarak kabul edilebilir. Benzer bir durumun z = 1 noktasindaki
kenar icin de gecerli oldugunu varsayalim, boylece bu seritteki sicakliklar tek bagina x nok-
tasinin bir fonksiyonu olarak kabul edilebilir. Yiizeylerde 1s1, dogrusal bir yasaya gore sifir
sicakliginda bir dig ortama aktarilirsa ve 1s1 transfer katsayisi r(x) siirekli bir fonksiyon ise,

sinir deger problemi su sekilde yazilabilir



U+ Uy —cr(x)U =0,
U(0,z) =0,
U:(1,z) — kiU, (1,z) =0,
U(x,0) = F(x),
U(x,1) = kUx(x,1) = 0.

Problemin bu ifadesinde % levhanin iletkenligidir, k; = c¢q1, k» = cqp, burada q; ve g3

sirastyla z ve x yonlerinde x = 1 ve z = 1 boyunca seritlerin iletkenlik katsayilaridir.

Problemin ¢oziimiinde, x = 1 ve z = 1 noktalarindaki sinir kosullar1 ve diferansiyel denk-
lemdeki sabit olmayan katsay1r nedeniyle, sonlu bir Fourier doniisiimiiniin veya Laplace
doniisiimiintin kullanilmasi daha az sonu¢ verdiginden, degiskenlerin ayrilmasi i¢in kla-
sik yonteme yonlendiriliriz. U (x,z) = y(x)w(z) formundaki homojen kosullarin ¢6ziimlerini
tliretirken,

V() + [ —er(x)]y(x) =0,

y(0) =0,
ckir(1)y(1) —=y'(1) —k1y"(1) =0

0zdeger problemini elde ederiz. Bu problemin sinir sartlar1 daha genel olan

Uoly] = a1y(0) +azy' (0) +azy” (0) = 0,
Uyl = b1y(1) +b2y’(1) +b3y”(1) =0

sinir sartlarinin bir 6zel durumudur.

Burada a ve b sayilan gercel sabitlerdir. Bu sinir kosullari

Upo ) = {a1 —a3[A + p(0)]}¥(0) + a2y’ (0) = 0,
Up bV = {b1 = b3[A + p(1)]}y(1) + b2y’ (1) = 0

biciminde alternatif formda da yazilabilir. Boylece 6zdeger parametresini hem denklemde

hem de sinir sartlarinda bulunduran Sturm-Liouville problemi elde edilir (Bauer, 1953).



Bu Yiiksek Lisans tez ¢calismamizda bir ¢cok ac¢idan klasik Sturm-Liouville problemlerinden
farkli olan yeni bir sinir deger problemi incelenmistir. Arastirdigimiz problem klasik regiiler

Sturm-Liouville problemlerinden asagiadaki yonleri ile farklidir.

i) Sturm-Liouville denklemi tek bir [—7, 7] aralhiginda degilde iki ayrik [—7,0) ve (0, 7]

araliklarinda tanimlidir.

1) Swir sartlar1 ayrilmig sinir sartlart degil, araligin her iki u¢ noktasinda tanimli olan

periyodik sinir sartlaridir.

ii1) Sinir sartlarinin disinda gecis sartlart olarak adlandirilan iki ilave sart da mevcuttur; bu

sartlar x = O iletim noktasinda (araliklarin ortak u¢ noktasinda) tanimlanmustir.

iv) Ozdeger parametresi sadece diferansiyel denklemde degil hem de gecis sartlarinda

bulunmaktadir.

ArastirdiZimiz Sturm-Liouville problemi literatiirde ilk olarak bu tez calismasinda incelenmistir.



2. LITERATUR OZETI

Sturm-Liouville problemleri, J. Sturm (1803 — 1855) ve J. Liouville’nin (1809 — 1889) calis-
malarindan baglayarak giliniimiize kadar yogun bir bi¢imde arastirilmis ve arastirilmaya de-
vam edilmektedir. Bu konuda literatiirde ¢ok sayida kitap ve binlerce makale bulunmaktadir.

Bu boliimde sadece tez konumuzla yakindan ilgili olan bazi caligmalardan bahsedilecektir.

Kandemir ve Mukhtarov 2017 yilinda, iki ayrik [—1,0) ve (0, 1] arahigindaki

diferansiyel denklemden

o™ (—1) + Beu™) (=0) + ™ (++0) + ™)

ng 2 my ]
F Y s )+ Y Y [ Kvjoul) (e = fx), k=1,2,3, 4
=1 v=1,=07/8V

singiiler sinir gecis sartlarindan olusan bir Sturm-Liouville problemini incelemislerdir. Bu
problemin Fredholmluk ¢oziilebilirlik ve izomorfizm gibi onemli 6zelliklerini incelemislerdir
(Kandemir ve Mukhtarov, 2017).

Kandemir ve Mukhtarov, calismalarinda iki ayrik aralikta bir eliptik diferansiyel operator
denklemini sinir gecis sartlari ile arastirmislardir. Bu ¢alismalarinda problemin kok fonksi-

yonlar1 sisteminin Abel bazi olusturdugunu ispatlamislardir (Kandemir ve Mukhtarov, 2020).

Aydemir ve Mukhtarov 2017 ¢alismalarinda 6zparametrenin sadece denklemde degil, ayni
zamanda sinir ve iletim kosullarinda da ortaya ¢iktig1 iki ayrik aralikta yeni bir sinif Sturm-
Liouville problemini aragtirmislardir. Ozdegerlerin ve bu 6zdegerlere karsilik gelen dzfonk-
siyonlarin bazi spektral ozelliklerini inceleyip 6zdegerlerin ve karsilik gelen 6zfonksiyon-

larin asimptotik davranigi {izerinde ¢alismislardir (Aydemir ve Mukhtarov, 2017).

Mukhtarov ve Aydemir, iki ayrik aralikta tanimlanmalari ayrica sol ve sag araliklar arasindaki
etkilesimi tanimlayan ek transfer kosullar1 igermeleri bakimindan klasik problemlerden farkl
olan yeni bir tipteki sinir deger problemlerinin bazi karsilastirma ve salinim 6zelliklerini

incelemiglerdir (Mukhtarov ve Aydemir, 2021).

Mukhtarov ve arkadaslar1 2004 yilinda ¢alismalarinda iki ayrik aralikta tanimli olan bir
Sturm-Liouville denkleminden 6zparametresine bagimli sinir sartlarindan ve ayrik araliklarina
ortak uc¢ noktasinda tanimlanmig iki tane ek gecis sartlarindan olusmus bir Sturm-Liouville

probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarinin bir ¢ok temel 6zelliklerini arastirmiglardir (Mukh-



tarov, Kadakal ve Muhtarov, 2004).

Aydemir, ¢alismasinda iki aralikli bir Sturm-Liouville denkleminden spektral parametreye
lineer bagiml olan iki tane sinir sartindan ve siireksizlik (iletim) noktasinda tanimli gecis
sartlarindan olugsmug Sturm-Liouville problemini incelemek i¢in bu problemi L;[a,b] & C"
biciminde bir Hilbert uzayinda tanimli olan lineer diferansiyel operator denklemine indirgemis-
tir ve diferansiyel operator teorisinden de yararlanarak verilmis Sturm-Liouville probleminin

baz1 dnemli spektral 6zelliklerini incelemistir (Aydemir, 2014).

Mukhtarov ve Aydemir, ¢calismalarinda parametre bagimli bir siireksiz Sturm-Liouville prob-
lemleminin operator teoremi yorumunu vermislerdir. Bu calismada aragtirilan Sturm-Liouville
probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarinin asimptotik davraniglari i¢in bir formiil elde etmis-
lerdir (Mukhtarov ve Aydemir, 2015).

J.Walter 1973, makalesinde sinir sartlarinda 6zde8er parametresi bulunduran bir regiiler
Sturm-Liouville problemini Hilbert uzayinda tanimli olan diferansiyel operator seklinde ifade
etmis ve daha sonra lineer diferansiyel operatorler teorisinden 1yi bilinen Hilbert-Schmidt te-
oriminden de yararlanmakla 6zfonksiyonlar sistemi i¢in Fourier acilimini elde etmistir (Wal-
ter, 1973).

Binding ve arkadaslar1 6zdeger parametresini rasyonel ifade biciminde bulunduran bir Sturm-
Lioville problemini aragtirarak 6zdegerlerin mevcutlugu ve 6zfonksiyonlarin salinim 6zellik-

lerini arastirmiglardir (Binding, Browne ve Watson, 2002).

Yilmaz ve arkadaslari
—y" +q(x)y =4y, x € [a,c) U(c,b]

denkleminden,

periyodik sinir sartlarindan ve x = c siireksizlik noktasindaki,

y(+e) = ay(e—), ¥ (ct) =) (c-)

gecis sartlarindan olusan periyodik Sturm-Liouville sinir-deger-gecis probleminin spektral

ozelliklerini incelemislerdir (Y1lmaz, Kandemir ve Aydemir, 2019).

Zhang ve Li 2020 yilinda 6zparametreye bagimli sinir kosullar ile ilgili regiiler Sturm-
Liouville problemleri ilizerinde ¢alismis, 6zdegerlerin sadece siirekli degil, ayn1 zamanda
problemin parametrelerine bagli sinir kosulu matrisine diizgiin bir sekilde bagli oldugunu
elde etmiglerdir (Zhang ve Li, 2020).



Chu ve arkadaglar1 2023 calismalarinda genel bir Sturm-Liouville probleminin en kiiciik
pozitif periyodik 6zdegeri ve tiim Dirichlet 6zdegerleri i¢in keskin tahminleri elde etmek

icin analitik bir yaklagim gelistirmiglerdir (Chu, Meng ve Zhang, 2023).

Muhtarov ve Aydemir, Klasik periyodik Sturm-Liouville problemlerinin bazi énemli spektral
ozelliklerini, daha once calisilmamais olan, i¢ etkilesim noktasinda ek iletim kosullarina sahip

iki baglantili periyodik problemlere genellestirmiglerdir (Mukhtarov ve Aydemir, 2021).

Zhang ve arkadaglar1 2023 calismalarinda 6zdeger parametresine rasyonel olarak bagl sinir
sartlar1 ve gecis sartlart iceren yeni i¢ carpim altinda operator teorik formiilasyonu kul-

lanilarak, bu operatoriin kendine eslenikligini kanitlamislardir (Zhang, Chen ve Ao, 2023).

Esen ve arkadaglari, calismalarinda siireksizlik noktasina sahip bir Sturm-Liouville denkle-
mini arastirmiglardir. Bu calismada problem periyodik sinir sartlarindan ve siireksizlik nok-

tasinda verilen gecis sartlarindan olusan;
Eu:=—u"(x) +q(®)ulx) = Au(x), x € [~1,0) U (0,1]
Sturm-Liouville denkleminden x = O i¢ tekil noktasinda verilen
Equ:=u(—0)—yu(+0)=0

By :i=u/(—0) - 8u'(+0) =0

gecis sartlarindan ve de ug¢ noktalarda verilen
Ey:=u(—1)—u(l)=0

=u(-1)—ud'(1)=0

[x]
N

periyodik sinir sartlarindan olusan sinir deger problemini ele almisglardir (Esen, Aydemir ve
Mukhtarov, 2023).

Zhang ve arkadagar1 2024 calismalarinda Sturm-Liouville operatoriinii periyodik kosul ve
sonlu sayida siireksizlik ile incelemisler ve teklik teoremini iki spektrum ve isaret kiime-
leri ile kanitlay1p ve yeniden yapilandirma algoritmasini olusturmuslardir (Zhang, Wang ve
Yang, 2024).



3. GENEL BILGILER

Bu boliimde fonksiyonel analizden iyi bilinen ve tezimizde kullanilan bazi kavramlardan
bahsedilmistir (Kandemir, 2021 ve Kreyszig, 1991).

3.1 Tamim Bir X # & verilsin. Eger her sirali v, 9 € X eleman ¢iftine bir d(v, ¥) reel sayisi
karsilik getirilmisse ve d : X x X — R fonksiyonu i¢in

d(v,9) >0, (v# 9 olacak bi¢cimde her v, ¥ € X igin)

dv,9)=0 < v=79,

d(v,%)=d(%,v) (herv,d € X i¢in)

d(¥,w) <d(¥,v)+d(v,w) (iggen aksiyomu) (her v, ¥, ® € X i¢in) kogullari saglaniyorsa,
d fonksiyonuna metrik fonksiyonu denir ve iizerinde d fonksiyonu tanimlanmig X # &

kiimesine metrik uzay denir ve (X,d) simgesi ile gosterilir.

3.2 Tanim K = R veya K = C cismi iizerinde taniml1 V dogrusal uzay1 verilsin. Eger her

v €V elemanina ||v|| reel sayisi kargilik getirilmigse ve ||.|| : V — R, v — ||v|| fonksiyonu
|®]] >0, her® #0igin (¥ €V)
10l =0,

l|od|| = |a]||P]], her o« € K ve V ¥ € V igin
v+ 3 < |[|v]|+]|®]] (v, ¥ €V igin) (iiggen esitsizligi) kosullarin1 saghyorsa, ||.|

fonksiyonuna norm fonksiyonu denir, iizerinde norm tanimlanan dogrusal uzayina normlu

uzay denir ve (V,||.||) sayisina ise v € V elemaninin normu

denir, normlu uzayin elemanlarina vektor de denir.

3.3 Tanim Normlu V dogrusal uzayinda bir {a;} dizisi verilsin. Eger
lim|[a; — al| = 0
11—

esitligini saglayan en az bir a € V elemam mevcut ise, {a;} dizisine yakinsak dizi denir, a
elemanina ise onun limiti denir ve

lima; =a
[—oo

biciminde gosterilir.
Bilinmektedir ki, her normlu V dogrusal uzayinda
d(v,9) =[lv -9

esitligi bir metrik tanimlar. Bu anlamda her (V, ||.||) uzay1 ayn1 zamanda bir metrik uzaydir.

3.4 Tamm Normlu V dogrusal uzayinda (a;}7> , vektdrler dizisi verilsin. Eger V i, j > ng



icin
fim_(la; —aj|| =0
l _]*)

olacak sekilde bir ng > 0 sayis1 varsa bu diziye Cauchy dizisi denir.

3.5 Tanim (V,||.||) normlu uzay: tam ise, yani bu uzayda her Cauchy dizisi yakinsak ise, bu

normlu uzaya Banach uzay1 denir.

3.6 Tanim K =R veya K = C cismi iizerinde tanimli olan V dogrusal uzayi verilsin. Eger bu
uzayn her sirali v, 9 eleman ciftine (yani, V(v,9) € V x V elemanina) (v, ¥) ile gosterilen
bir (v,9) € K sayis1 kargilik gelmigse ve (.,.) : V xV — K, (v,9%) — (v,9) fonksiyonu
(bu fonksiyona i¢ ¢arpim fonksiyonu da denir)

(V,) >0 (herv#0, v €V igin)

(v,p) =0 < v=0

(v,9) = (8,v) (her v, €V igin)

(V] +12,0) = (V1,0) + (12,8) (her vy, !, ¥ €V)

(av,¥) =a(v,9) (hero € Kvev, ¥ €V i¢in) sartlarini sagliyorsa, (v, ¥) sayisina (reel
veya kompleks) ise v ve ¥ vektorlerinin i¢-carpimu denir. Uzerinde i¢-carpim fonksiyonu
tanimlanan dogrusal uzaya ise i¢c-garpim uzay1 denir ve (V, (.,.)) seklinde gosterilir.

Bilinmelidir ki, her i¢-carpim uzayinda
[vl] = (v,v)2

esitligi bir norm tanimlar.

Sonu¢ Her i¢-carpim uzayinda

1
d(x,y) = |x=yll = (x=yx =)

esitligi bir metrik tanimlar.
3.7 Tammm Tam i¢-¢arpim uzayina Hilbert uzay1 denir ve genelde 77 simgesi ile gosterilir.

3.8 Tanim Bir (V,(.,.)) i¢-carpim uzayinin f,g € V elemanlari i¢in

(f,8)=0

oluyorsa , bu vektorler ortogonaldir (diktir) denir ve f_1 g seklinde gosterilir.
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3.1 Teorem (Rouche Teoremi)

Kompleks diizlemde basit ve kapali bir egrisi ile sinirli olan D C C? bolgesi verilsin. f(z)
ve g(z) fonksiyonlarinla D bolgesinde ve onun sinirinda analitik fonksiyonlar olsun ve kabul
edelim ki, D bolgesinin siirindaki her z noktasi i¢in |g(z)| < | f(z)| sart1 saglansin. O halde
D bolgesinde f(z) fonksiyonu ile f(z) 4 g(z) fonksiyonlarinin sifir yerlerinin sayis1 (her sifir
yeri kat1 sayida hesaplanmak kayd ile) esittir (Adan, Van Leeuwaarden ve Winands, 2006).

3.9 Tanim zp € C noktasinin bir komgulugunda tanimli olan f(z) ve g(z) fonksiyonlari ve-

rilsin. Eger 6yle K > 0 ve 6 > 0 sayilari varsa ki
0<|z—z0| <6

olacak bi¢imde her z € C i¢in

|f(z)] < K|g(2)]

esitligi saglansin. O halde f(z) fonksiyonu zp noktasinin komgulugunda g(z) fonksiyonu

tarafindan asimptotik olarak sinirlanmistir denir ve bu durumda

f(2)=0(e(2), z= 20

yazilir.

3.10 Tanim zp € C noktasinin bir komgulugunda tanimli olan f(z) ve g(z) fonksiyonlari

verilsin. Eger zo noktasinin bir komsulugunda tanimli olan ve lim o/(z) = 0 sartin1 saglayan
20

en az bir a(z) fonksiyonu varsa ki, zp noktasinin en az bir komgulugunda

esitligi saglansin o halde f(z) fonksiyonu zg noktasimin komgulugunda g(z) fonksiyonundan

asimptotik olarak kiiciiktiir denir ve

f()=0(g(2), 2=

bi¢iminde yazilir. Bir bagka ifade ile, eger f(z) ve g(z) fonksiyonlari zp € C noktasinin en az
bir 0 < |z —z0| < 6 delinmis komgulugunda sifirdan farkli ve

fim 7@ _

ise, bu durum
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biciminde gosterilir.

3.11 Tanim f(z) ve g(z) fonksiyonlarnin zo € C noktasimim bir 0 < |z — z9| < & delinmis
komgulugunda taniml1 ve her ikisi sifirdan farkli oldugunu kabul edelim. Eger

. flz)
e

esitligi saglanirsa, o halde f(z) ve g(z) fonksiyonlari, zg noktasinin komgulugunda asimptotik

olarak esittir ve denktir denir ve durum
f(2)~g(2), z—2z0
biciminde gosterilir. Kolayca goriiliir ki, f(z) ~ g(z), z— zo olmasi igin gerek ve yeter sart

f(z)—g(z) =0(g2)), z—z0

veya
f(z) =g(z) +o(g(z), z—z0

esitliginin saglanmasidir.
Ornekler:

s f(z) =0(1), z—zpesitligi f(z) fonksiyonun zg noktasinin en az bir komgulugunda

sinirlt oldugu anlamina gelir.

ifadesi

esitligi ile esdegerdir.

o f(t) = 5t +1 + 3 fonksiyonu icin f(z) = o(z"), z — oo asimptotik esitligi her n >
3 dogal sayist i¢in saglanir. Ayni fonksiyon icin asagidaki asimptotik esitlikler de

saglanir.
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Not: Benzer yontem ile reel degerli fonksiyonlar icin de benzer asimptotik esitlikler tanimla-

nabilir.

Not: Benzer yontem ile reel veya kompleks diziler i¢in de asimptotik esitlikler tanimlanabilir.

Ornegin reel degerli fonksiyonlar ve reel diziler icin asagidaki asimptotik esitlikler

gecerlidir.
. thOOZO(et)’ f — oo
» cost =0(1), t— oo
s 2 =0(1), t—0
e sinf ~t, t—0
1‘2
e cost~1—73, t—0

=o(1), t— oo

ve genel olarak X, = o(nX), K > 3icin
X, = 0(n?), n— oo
X, ~ 3n2, n— oo

o f(r) =1 ve g(r) = SITI” fonksiyonlarini alalim.
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tan(t)yt

09r .

0.8 : : -
-1 -0.5 o 0.5 1

Sekil 3.1. f(t) fonksiyonunun grafigi.

1.02

0.98

0.96

0.94

sin(tpt

0.92

0.9

0.88r

0.86

0.84
-1

Sekil 3.2. g(¢) fonksiyonunun grafigi.

tant ~¢, t—0 ve sint~t, t—0 (r€R)

oldugu i¢in f(z) ve g(t) fonksiyonlar1 # = 0 noktasinda tanimsizdir; ancak r — 0 iken bu
fonksiyonlarin her ikisi de 1 degerine yaklasir. Soldan ve sagdan limit de8eri sifirdir (Mal-
ham, 2005).
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3.12 Tamim p’(x), p(x), g(x) ve r(x) fonksiyonlar1 [a,b] reel arahiginda siirekli ve aralifin
her bir noktasinda p(x) > 0, r(x) >0 ve A, x degiskenlerinden bagimsiz bir parametre

olmak iizere
(p(x)y) + (q(x) + Ar(x))y=0, a<x<b G.1)

ayy(a) + ay' (a) =0
Biy(b) + Bay' (b) = 0, (3.2)

0612 + Oczz >0, [312 + [322 > 0 olarak tamimlanmis probleme regiiler Sturm-Liouville sinir deger

problemi ya da Sturm-Liouville sistemi denir (Kandemir, 2021).
3.13 Tanim Eger (3.1) ve (3.2) sinir sartlar1 yerine
y(a) =y(b) (3.3)

y'(a) =y'(b) (3.4)

sinir sartlart yazilirsa, bu sinir sartlarina periyodik sinur sartlari dolayistyla (3.1)-(3.4) prob-

lemine de periyodik Sturm -Liouville problemi denir (Kandemir, 2021).

3.14 Tanim Asagidaki durumlardan en az biri saglaniyorsa (3.1)-(3.2) ile ifade edilen prob-

lem bir singiiler Sturm-Liouville problemidir (Kandemir, 2021).
1) Herhangi bir x € [a,b] i¢in r(x) =0 veya p(x) =0

2) p(x), g(x) veya r(x) katsay:1 fonksiyonlarindan en az biri, a ve b noktalarindan en az

birinde sinirsizsa.

3) (a,b) araliginda sinirsiz, ((—oo,b), (a,o0) veya (—oo,oo))
3.15 Tamm Herhangi iki &, g € C' fonksiyonu verildiginde

= h(x)g'(x) — g(x)I' (x)

determinant1 i ve g fonksiyonlarinin Wronskian fonksiyonu olarak adlandirilir.
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4. BULGULAR

4.1. Smir Deger Probleminin Ifadesi

Tez ¢alismamuzda ( Ly[—7,0) ® L, (0, 71]) ® C Hilbert uzayinda
Lo :=—¢"(x) +q(x)¢(x) = 29(x) , x € [-7,0) U (0, 7] .1

diferansiyel denkleminden;

¢(—m) = ¢(m) 4.2)
¢'(—m) =¢'(m) (4.3)
periyodik sinir sartlarindan ve
¢'(07) =2Aap(07) (4.4)
¢(0") = B¢’(07) (4.5)

gecis sartlarindan meydana gelen sinir deger-gecis problemini inceleyecegiz. Burada A komp-
leks 6zdeger parametresidir o > 0, B # 0; reel degerli ¢(x) fonksiyonu [—7,0) U (0, 7]

araliklarinda siireklidir ve g(0%) = lir(r)ljF ¢g(x) sonlu limitleri mevcuttur.
xX—

4.2. Smir - Deger -Gecis Problemine Uygun Hilbert Uzayinin Kurulmasi

4.1 Tamm (4.1) — (4.5) ile tammlanan simir-deger probleminin A = Ay degeri i¢in agikar
olmayan @ (x) ¢oziimii mevcut ise A = Ay degerini (4.1) — (4.5) sinr - deger probleminin

0zdegeri olarak adlandiracagiz.

Bu agamada (4.1) — (4.5) ile tanimlanan sinir -deger problemine uygun 6zel bir Hilbert uzay1
tanimlanacak ve bu uzayda verilmis sinir-deger-gegis problemi ile ayni 6zdegerlere sahip
olan lineer operator kurulacaktir.

v(x)

U(x) € (Ly[-m,0)® L (0,7]) ®C, U(x)= ( ) olmak iizere

vy (x)

Hy ={U(x)|v € Ly[—7,0) ® Ly(0,xn], ¢ € C} dogrusal uzayinda

g [P0 [ 2@
V1 (x) % (x)
biciminde olan elemanlarin i¢ carpimini

(U,V) = / Oiv(x)mdx—k /0 fv(x)ﬁ(x)dx—kévlﬁl (4.6)

-
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esitligi ile tammmlayalim.

4.1 Yardimc1 Teorem (4.6) esitligi Hy lineer uzayda bir i¢ carpim fonksiyonu tanimlar.

Kamit {,) : {Lo[~7,0) ® Ly (0, 7] ® C} x {Lo][~1,0) & L(0,7] & C} —» K doniisiimii ile

tanimlayalim.

1.) YU € {L,]-7,0) & L,(0,7] & C} icin

0~ . T . 1
(U,U) = / V() Vdx+ [ v(x)u(dr+—vror

—T

_ (v,0) = /O ]v(x)\zdx+/(:|v(x)]2dx+é|vl(x)\2 >0

-7

oldugu agiktir.

2) VU e {Lz[—ﬂ:,()) EBLQ(O,?'L'] EB(C} icin

0~ T 1
<U,U> =0 <— / ]v(x)|2dx—|—/ |1)(x)|2dx—|——|1)1|2:0
-z 0+ (04

0~ T 1
<:>/ yv(x)|2dx:o,/ () Pdx =0, —|vi|> =0
- ot (04

saglanir.
3) VU, V, W e {[L[-7,0)®L(0, 7] ®C}, V a, b € Kigin
0~ T
"

(U + bV, W) = / (av+bO)wdx+ | (av+b0)Wdx+ (av) +bdy).w,
0

-7

0~ T 1 - T 1
= a/ dex+a/ Vwdx + —av;wi +b/ dwdx+b Owdx + —bd 1w
(04 -7 0+ (04

—T 0+

= a(U,W)+b(V,W)
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oldugu goriiliir.

4)Y YU,V € {Ly[-7,0)® Ly(0,7] ®C} icin

0o T 1
<U,V>=/ vﬁdx—k/ vﬁdx—l—aulﬁl
0

—TT

_ 0- _ T 1
(U,V)z/ vﬁdx+/ vﬂdﬁ—avlﬁl
0

0~ T 1
= / VOdx+ / VOdx+ —01 %
- 0 o

esitligi elde edilir ve buradan (v,3¥) = (¥, v) oldugu goriiliir. O halde (,), Lp[—x,0) @
L,(0, ] & C tizerinde bir i¢ ¢arpimdir. Ol

4.2 Yardimec1 Teorem Hy := Ly[—7,0) @ L,(0, ] @ C dogrusal uzay: iizerinde tanimlanan
(Hg, (,)) i¢ carpim uzay1 Hilbert uzayidir.

Kanit Ispat igin Hy, uzayindan secilen herhangi bir Cauchy dizisinin uzay iginde bir noktaya

yakinsak oldugunu gostermek yeterlidir.

(Up)nen dizisi Hy, de bir Cauchy dizisi olsun.

Up= ( uln(X) ) ceHy, U,= ( ulm<x> ) €He, uln(x)v ulm(x) GLZ[_E’O)@LZ(O’E]’

Un Udm

Uy, Uy € C olmak iizere Ve >0icin 3 np(e) € N vardir dyle ki V n, m > ny(€)
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icin  ||U;, — Un||n, < € yazabiliriz. Buradan

||Un - Um”%—]a — <Un - Um;Un - Um>H¢X

= (Uin — Ut U1n — Uim) L[ 7,0) T (U1n = Ulms Uin — Uim) [,[0,7)

1
+a<u2n — Um, U2n — u2m>C

0 T
= / (uln_ulm)(uln_ulm)dx‘f‘/(ﬁ(uln_ulm)(uln_ulm)dx

-
1 -
+E(u2n - u2m)(u2n - u2m)
0 2 ~ 2 1 2
2 / |u1n—u1m| dx—l—/ ’Uln_ulml dx+—|u2n—u2m
-7 0+ a

elde edilir. Bu durumda
2 2 2 1 2 2
1Un = Unlli, = llurn —wiml|7, ;7 o)+ lwrn —uim|| o 7 + a’”zn —uomlg <€
yazabiliriz. Buradan

Huln—ulmﬂiz[_mo) <€ Huln—ulmH%z[o’n) <€ Llup—umlt < 0

elde edilir. Bu ise (Uy,)nen dizisinin Ly[—7,0), Ly(0,7] ve C kiimesinde bir Cauchy di-

zisi oldugunu gosterir.

Ly[—m,0), Ly(0,7] ve C uzaylar1 tam olduklarindan buradaki uzaylardan secilen bir Ca-
uchy dizisi ayni uzayda bir noktaya yakinsar. O halde oyle uj(x) € Ly[—mx,0), L>(0, 7] ve

u, € C mevcuttur ki,

[t1n — uy HLZ[—E,O)@LQ(O,E] =0 (n—e)

ve

Uy, — uy  (n— )

saglanir. Bu limitler yardim ile

elemanini tanimlayalim. O halde



~ 1
2 2
1Un = Uty = lltt1n — 1y HLQ[—;:,O)@LZ(O,n] + a’”Zn — 113
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esitliginin sag tarafi n — oo oldugunda sifira yakinsadigindan sol tarafi da n — oo oldugunda

sifira yakinsar. Yani (U,,) Cauchy dizisinin U € Hg noktasina yakinsak oldugu ispat edilmis

olur. Boylece Hy-nin tam uzay, yani Hilbert uzayi oldugu da ispatlanmais olur.

]

Simdi bu uzayda verilen (4.1)-(4.5) problemi ile ayn1 6zdegerlere sahip lineer operator ku-

rulacaktir.

4.3. Probleme Uygun Diferansiyel Opratoriin Kurulmasi

(4.1)-(4.5) sinir deger probleminin iirettigi
o i Hgq — Hy,

lineer operatoriin tanim bolgesini

¢q§x) € Hy | ¢(x) ve ¢'(x) fonksiyonlar1 [—7,0) ve (0, 7]

DM:{U:(
1

araliklarinda mutlak siireklidirler; ¢” +g(x)¢ € Ly[—7,0) & L, (0, ];
sonlu 1ir(r)1I ¢’ = ¢'(+0) degerleri mevcuttur; ¢(—7) = ¢(7),
X—

¢'(—m)=¢'(), 9(07) =B9'(07), ¢ =9 (07)}

esitligi ile tantmlayalim. o7 : Hy, — H, operatoriinii ise bu tanim bolgesinde

U ( —4"(@) +4(x)9(x) )
0'(07)

esitligi ile tanimlayalim. Yani, .o/ operatorii

%( 0(x) ) _ < ~0"(x) +4(x)9(x) )
¢ a¢(07)
esitligi ile tanimlanir. O halde

AU =AU

esitligi

“.7)
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biciminde yazilabilir. Buradan

—¢"(x) +q(x)¢ (x) = 19 (x) (4.8)
¢'(07)=Aadp(07), aa>0 (4.9)
¢(—m) =¢(m) (4.10)
¢'(—m) = ¢'(m) (4.11)
9(07) =B¢’'(07), (4.12)

esitlikleri saglanir. Boylece (4.8), (4.9), (4.10), (4.11), (4.12) esitlikleri bir arada kullanilirsa
AU = AU esitligi ile esdeger olan (4.1)-(4.5) problemi elde edilir. Yani (4.1)-(4.5)

v={ *% ) ecpw)
¢1(x)
olmak tizere &/U = AU operator denklem biciminde yazilabilir.

4.3 Teorem (4.1)-(4.5) esitlikleri ile verilen sinir-deger gecis probleminde biitiin 6zdegerler

reeldir.

Kamit (4.1)-(4.5) sinir-deger gecis probleminde A 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonu ¢
olsun. ¢ 6zfonksiyonunun eslenigi ¢, A degerinin eslenigi A, & € R olmak iizere (4.1)-(4.5)

veE

—9”(x) +q(x)9(x) = A9 (x) (4.13)
o(—m)=¢(m) (4.14)
¢'(~m) = ¢/ () (4.15)
¢'(07) =20 (07) (4.16)
#(0") =pB9¢’(0") (4.17)

esitlikleri saglanir. (4.1) denklemi ¢ ile (4.13) denklemi ¢ ile carpilirsa, sirasi ile

—0"p+q(x)p9 =19 (4.18)
Ve

—00" +q(x)99 =199 (4.19)
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esitlikleri elde edilir. (4.18) ve (4.19) taraf tarafa ¢ikartilirsa

00" —9"9=(A—1)99 (4.20)

elde edilir ve

09" —¢"0 = (99"~ ¢'9)
oldugundan

(00"—9'9)' = (A—2)09 (4.21)
yazilabilir. (4.21) —7x noktasindan 0~ noktasina integrallenirse

[ @5 -oora = [ (-T)opax

-7 —T

(0F ~95) 5= [ (L~T)pdds

0"

0(07)F = 0'(07)9(07) = 0(~m)F(—m) +9' (-5 (~m) = | (A-2)oFdx (422)

esitlikleri elde edilir. (4.4) ve (4.16) esitlikleri (4.22) esitliginde yerine yazilirsa

907 )Aap(07) —A2ad(07)d(07) — ¢(—7m)¢'(—7) + ¢’(jn)5(—ﬂ) =
/ " (A —A)opddx (4.23)

-7
ifadesi elde edilir. Ayni sekilde (4.21) esitligi 0" noktasindan 7 noktasina integrallenirse

[ 05— 0'0)ax= [ (3 ~Tyogax
0 0+

+

T

(69" 0DIE. = [ (A -T)9pdx

o+

T

9(m)¢’(m) — ¢/ () (m) — $(07)¢"(07) +¢'(07)9(07) = / (A—=A)9pgdx  (4.24)

o+

esitlikleri elde edilir. (4.4)-(4.5) ve (4.16)-(4.17) gecis sartlar1 kullanilarak ve o # 0 olmak
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uzere

o(-m) = o(n)
9'(-m) = ¢'(m)
9'(07) = Aa¢(07)
9(07) = B¢'(07)

esitlikleri yazilabilir. Bu esitlikler (4.24) esitliginde kullanilirsa

¢(m)¢' (1) — ¢'(m)9 () — B¢’ (0%)¢'(0%) +¢'(0") B9’ (0T)
/ (A —2)0ddx (4.25)

elde edilir. (4.23) ile (4.25) taraf tarafa toplanirsa

D[ s [(65ax] = a-Dao050°)

_ ot T T
(A—2) [/n |¢|2dx—|—/0|q)|2dx—|—a|¢(0)|2 =0 (4.26)

esitligi elde edilir. ¢ 6zfonksiyonu sifirdan farkli oldugundan dolay: parantez i¢cindeki ifade

sifirdan farklidir. Dolayisyla (4.26 ) esitliginden
A-A=0

A=2

elde edilir. A keyfi bir 6zdeger oldugundan dolay1 verilen problemin biitiin 6zdgerleri reeldir.
[

4.4 Yardimci Teorem (4.1)-(4.5) periyodik sinir-deger gecis problemi verilsin. O halde (4.1)-
(4.5) siir gegis sartlarini saglayan her ¢ (x), y(x) fonksiyonlart igin

[ owrweoes [Towrweonr = [ womwat ["Liow)vwar

-7 0+

_W(¢7 W;O_)

esitligi saglanir; burada L(¢) := —¢” + q(x)¢ diferansiyel ifadedir.
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Kanit

L(9) =—9¢"+q(x)9

ve
L) =¥ +4()v
esitlikleri sirasi ile ¢ (x) ve y(x) fonksiyonlari ile ¢arptiktan sonra taraf tarafa ¢ikarirsak

OL(y) — yL(9) = —(oy" —yo")

esitligi elde edilir. Yani

OL(Y) ~ YL(©9) =~ S W (9. )

esitligi bulunur. Bu esitlik sirasi ile [—,0) ve (0, ] araliklarinda integrallenir ise

[ 6Ly~ wL())ds= 0 () ~¢' (~my ()~ (07 )W (07) +9'(0 )y (0")

—T

ve

[ @L(W) ~ yL(0))dx = 90 (0) — 90"y (0) — (1) (m)+ ¢ (W) ()

esitlikleri bulunur. Sonuncu iki esitligi taraf tarafa topladiktan sonra

o'(—m)=9¢'(x), v'(-7m)=y'(m)

periyodik sinir sartlarindan yararlanilirsa

[ onw) o+ [T(0L() —wL@))ax= 60 )W(07) +9/0 1y (0)

—T

+9(07)y'(07) — ¢'(07) y(07) (4.27)
esitligi bulunur.
9(07) = p¢’(07)

veE

w(07) =By'(07)
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esitlikleri geregi
90N (07) =9’ (0")y(07) = (B9'(07))y'(07) —¢'(07)(By'(07))

=0 (4.28)

esitligi bulunur. (4.28) esitligini (4.27) esitliginde yerine yazarsak istenen esitligi elde ederiz.
O

4.5 Teorem (4.1)-(4.5) sinir deger problemininde iki farkli A,, ve A, 6zdegerlerine uygun

olan ¢, ve ¢, 6zfoksiyonlar icin
0~ b
| 0n00u00dx+ [0 (00,(00dx-+ @9u(07)0,(07) = 0
-7
esitligi saglanir.

Kanit ¢y, ve ¢, 6zfonksiyon oldugu icin

— O+ q(X) P = A (4.29)
ve
— 0y +q(x) 00 = Xn$n (4.30)

esitlikleri saglanir. Buradan (4.29) esitligi ¢,, (4.30) esitligi ¢, ile carpilirsa ve denklemler

taraf tarafa cikarilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

(‘P;éﬂbm - ¢r,n¢n)/ = ()Lm - ln)‘Pm(Pn

esitligi elde edilir. Bu esitligin — 7 noktasindan 7 noktasina integrali alinirsa
0 & / / v / /
2ol [ 00000t [ 000,003 = (0100 00 5.+ 01— 0100

= [64(07)9m(07) — $,(07) 9 (07)]

nm
lo+

- [‘Z’r’l(—ﬂ)%(—”) - (‘Pm)/(_n)(])n(_n)]

+[0,(07)9m(07) — 6,,(07) 9 (07)]

— [02(7) b () — By, () 90 ()]

(4.31)
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On(x) ve ¢, (x) 6zfonksiyonlart (4.2)-(4.5) periyodik sinir sartlarini sagladiklari i¢in

(=) (=) = $(—70) I (—70) = 0,,(T) O (7) — 9, (7) 9 () (4.32)

esitligi saglanir.
Bu 0zfonksiyonlar (4.5) gecis sartlarin1 sagladiklar i¢in
9,(0")6m(07) = 9,,(07)0a(07) = 9,(07)(BIm(07)) = 9,,(07)(B9n(0"))

- 0 (4.33)

esitlifi saglanir. Ayrica ¢, ve ¢,, 6zfonksiyonlar1 (4.4) parametre-bagimli gecis sartlarini

sagladiklari igin

0,(07)9m(07) = 9,,(07)9,(07) = 2,a$u(07)9n(07) — At (07)9(07)

= (A —2Am)Pn(07 )9 (07) (4.34)
esitligi saglanir. Elde edilen (4.32)-(4.33) ve (4.34) esitlikleri (4.31) esitliginde yerine yazilirsa
0~ V4
Gon =) | [ 0w, + [ 0021013+ 0,007 )00 0| =0

esitligi elde edilir. A,, # A, oldugu icin buradan

[ onontet [ ona)u01x + 100 )9m(07) =0

esitligi bulunur. Boylece ispat tamamlanmig olur. ]

4.4. Problemin Urettigi <7 Operatoriiniin Simetrikligi

4.6 Teorem Hy := Ly[—7,0)® L, (0,7] ®C Hilbert uzayinda tamiml .7 operatorii
simetriktir. Yani

o/ : Hy — Hy lineer operatorii igin,

(AU Vg, =(U,/V)u,; U,V eD(a/) bagmtisisaglanir.
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Kanit

O
Keyfi U = (v(x) ) , V= ( x) > € D(./ )elemanlar verilsin.
U1

D(.o/) tanim bolgesinin tanimi geregi, bu durumda

vy = oav(0)
Y% = od(07) olurn

Bu nedenle, U ve V elemanlar1 D(.<7) kiimesinin elemanlar1 olduklari i¢in
v(x) ¥(x) o
U= , V= bicimindedir.
av(07) o (07)

- [V @ Fab)) v [P0 +a)dE
’ ’ ¥'(07)

tanimlar1 dikkate alarak asagidaki esitlikler yazilabilir.

y —0"(x) + q(x)v(x) B (x)
(U, V)p, = < ( v/ (07) ) ’ (aﬁ(O_) > >Ha

T

0~ - 0~
- / (—1)"(x)19(x))dx+/7r g(x)v(x)¥(x)dx+ [ (—v"(x)0(x))dx

-7 0+

o [ a0 T v 07 )B07)

Iki kere kismi integrasyon uygulamirsa asagidaki esitlik bulunur.

0"

B0t [ v 3 [ (80

(AU VI, = ~ [

+ qu(x)u(x)@(x)dx+w(v,5,o—)—w(vﬁ,—ﬂ)

+w(v,0,7) —w(v,9,07) + 0 (07)3(07) (4.35)
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Diger taraftan Hy uzayindaki i¢ ¢carpim geregi;
—” v
vy, = (20, (70000 )
av(07) ¥ (07) H,,

- /0_ v(x) =" (x) +q(x)0(x)dx+ Oj v(x)—V"(x) + q(x) O (x)dx + év(x)(xﬁ’(o_)

—T

T T

v(x)0"(x)dx+ . V(x)g(x) O (x)dx

— _/0v(x)ﬁ”(x)dx%—/_oﬂU(x)mdx_/o

—T +

+v(07)¥'(0) (4.36)
(4.35) ve (4.36) taraf tarafa cikarilirsa;

(AU VVy, — (U, ZV)g, = W(0,80)-W(v,0;,—x1)+W(v,0;7)—W(v,0;07)

+0/(07)3(07) = v(07)d'(07) (4.37)

esitligi elde edilir. v(x) ve ¥(x) fonksiyonlari periyodik sinir sartlarini sagladiklari i¢in
W(v,%;,—m)—W(v,%;m)=0 (4.38)
esitligi saglanir. Diger taraftan v ve ¥ fonksiyonlar (4.5) gecis sartlarini sagladiklar i¢in

W(v,9;07) = o0")d/(07) -0 (07)5(0")
= (BV'(0%))¥'(0") —v'(07)(B¥'(07)

=0 (4.39)

elde edilir. (4.38) ve (4.39) esitlikleri geregi (4.37) esitliinin sag tarafi sifira esittir. Dolayisi
ileVU, VeD(«)icin
(AU, V)h, = (U, V)H,

esitligi elde edilir. O
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4.5. Sol ve Sag Aralhikta Tammmh Temel Coziimler

Bu boliimde verilmis iki aralikli diferansiyel denklemin genel ¢oziimiinii kuracagiz. Bunun

icin ilk Once sol ve sag araliklarda tanimli temel ¢oziimleri tanimlayacagiz.

4.7 Teorem A kompleks 6zdeger parametresinin her bir degeri igin (4.1) diferansiyel denk-

leminin [—7,0) yart agik araliginda tanimli olan ve
o(-m) =1, ¢'(-m)=0 (4.40)

baglangi¢ sartlarini saglayan bir tek ¢;(x,A) ¢6ztiimii mevcuttur ve bu ¢oziim V x € [—x,0)
icin A € C degiskenine gore tiim kompleks diizlemde diferansiyellenebilirler, yani A degiskeni-

ne gore tam fonksiyondur (Titchmarsh, 1962).

4.8 Teorem V A € C i¢in (4.1) denkleminin [—7,0) araliginda taniml ve
¢(—m)=0, ¢'(-7m) =1 (4.41)

baglangi¢ kosullarini saglayan bir tek y;(x,A) ¢oziimii mevcuttur. Bu ¢oziim V x € [—7,0)

icin A degiskenine gore tam fonksiyondur (Titchmarsh, 1962).

4.9 Teorem YV A € C igin (4.7 Teorem) ve (4.8 Teorem) ile tanimlanan @;(x,A) ve y;(x,A)

¢oziimleri [—,0) araliginda lineer bagimsizdir.

Kamit A € C’nin her bir degeri icin W(¢;, y;;x) Wronskian determinanti x degiskeninden

bagimsiz oldugu i¢in
W, yi;x) =W(@, y;—7)
= (P]<—7'L',A)l[/l/(—7f,)b) - (pl/(_n72')ll/l(_n7)'>

—1-0=1#0 (4.42)

elde edilir. Wronskian sifirdan farkli oldugundan ¢;(x, A ) ve y;(x, A ) ¢oziimleri lineer bagim-
sizdir. [

4.10 Teorem V A € Ci¢in (4.1) diferansiyel denklemi i¢in (0, 7] sag araliginda

o(r)=1, ¢'(1)=0 (4.43)
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baglangi¢ sartlarini saglayan bir tek ¢, (x, A) ¢6ziimii mevcuttur ve bu ¢ziim V x € (0, 7] igin
A degiskeninin tam fonksiyonudur (Titchmarsh, 1962).

4.11 Teorem YV A € Cigin (4.1) diferansiyel denklemi i¢in (0, 7| sag aralifinda

o(m)=0, ¢'(m)=1 (4.44)

baglangig sartlarini saglayan bir tek y,.(x, A ) ¢oziimii mevcuttur ve bu ¢6ziim V x € (0, 7] i¢in

A degiskeninin tam fonksiyonudur (Titchmarsh, 1962).

4.12 Teorem V A € C i¢in (4.10 Teorem) ve (4.11 Teorem) ile tanimlanan ¢@,(x,A) ve

W, (x,A) ¢oziimleri (0, ] araliginda lineer bagimsizdir.

Kamit A € C’nin her bir degeri igcin W(¢,, y,;x) Wronskian determinant1 x degiskeninden
bagimsiz oldugu i¢in

W (@, Wrsx) = W(Q, Wy )
= 0r(m, 2) Yy (m,A) — @ (7, Ay (m, A)

—1-0=1#£0 (4.45)

elde edilir. Wronskian sifirdan farkli oldugudan ¢,(x,A) ve y,(x,A) ¢oziimleri lineer bagim-
sizdir. []

Sonug 1 : Iki aralikli (4.1) denkleminin genel ¢coziimii

u(x,?t) _ { C](PI(X,A)—FD]V/[(X,A), X c [_77:70) (446)

Cror(x,A) + Dy, (x,4), x€(0,7]
biciminde ifade edilebilir; burada C;, Dy, C,, D, keyfi sabitlerdir.

4.5.1. (4.1)-(4.5) Siireksizlik noktasi iceren periyodik simir-deger probleminin karak-
teristik fonksiyonu

Bu boliimde (4.1)-(4.5) iki aralikli periyodik sinir-deger probleminin karakteristik fonksiyo-

nunu tanimlayacagiz.

Kabul edelim ki, A = A9 € R degeri (4.1)-(4.5) iki aralikli periyodik sinir-deger probleminin
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bir 6zdegeri olsun. Bu 6zdegere uygun olan 6zfonksiyonu ¢y (x,A) ile gosterelim. O halde

Sonug 1 geregi ¢p(x,A) dzfonksiyonu

UO()C,A) _ { AI(PZ()@A) +Blllll(x>2‘)= X € [—TC,O) (447)
Ar@r(x,A) + B,y (x,A), x€(0,7]
biciminde yazilabilir; burada
(AhBlaAraBr) 7& (0707070) (4.48)
¢o(x,Ap) fonksiyonu 6zfonksiyon oldugu i¢in (4.2)-(4.5) sartlarini saglar; yani
Po(—7,A0) = ¢o(7, Ao) (4.49)
90(=7,20) = 9o(7, Ao) (4.50)
90(0™, 40) = Ao0tdo(0™, o) (4.51)
ve
90(0", 20) = B9o(0", A0) (4.52)
esitlikleri saglanir. (4.47) ifadesini (4.49) ifadesinde yerine yazarsak
A1 (=7, A) + By (=7, A) = A, @ (T, ) + By (7, A) (4.53)

esitligi elde edilir. ¢;, y;, @, ve Y, ¢oziimlerinin tanimi geregi (yani 2.17 Teorem, 2.18

Teorem, 2.20 Teorem ve 2.21 Teorem geregi) (4.53) esitliginden

A=A, (4.54)
esitligi elde edilir. Benzer bi¢cimde (4.47) ifadesi (4.50) esitliginde yerine yazarsak

B =B, (4.55)
esitligi elde edilir. Asagida

[ @(x,4), x€[~7,0) A — y(x,A), x € [—m,0)
Polx2) _{ @r(x,1), x € (0,7] Vo(x,A) = { v, (x,A), x € (0, 7] (4:56)

Ao:=A;=A,,By:=B =B, (4.57)

gosterimlerinden yararlanacagiz. Boylece asagidaki teorimi elde etmis oluruz.
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4.13 Teorem (4.1)-(4.5) iki aralikli periyodik sinir-deger probleminin

¢'(—m) = ¢'(m)

periyodik sinir sartlarint saglayan her ¢oziimii

O(x,A) =Co(x,1)+Dy(x,1) (4.58)
biciminde yazilabilir; burada C ve D keyfi sabitlerdir.
Sonu¢ 2 : ¢p(x,Ap) 6zfonksiyonu

do(x,A0) = AoPo(x, Ao) + BoWo(x, Ao) (4.59)

bigiminde ifade edilir. Burada (Ao, By) # (0,0) sart1 saglanir. @o(x,Ag) 6zfonksiyon oldugu
icin asagidaki teorem elde edilir.

4.14 Teorem Bir 6nceki teoremin ispatinda tanimlanan ¢y ve Y fonksiyonlari i¢in
Ao@0(0™, A0) + Boyo(07, Ao) = Aoox (Ao@o(0™, A0) + Boyo(0™, Ao)) (4.60)

Ao@o(0™, A0) +Bowp (07, 20) = B (Ao@y (0™, Ao) + Boyp) (4.61)
esitlikleri saglanir.

Kanit Sonug 2 geregi (4.59) ifadesini (4.51) ve (4.52)’de yerine yazarsak (4.60) ve (4.61)

elde edilir. Boylece teorem kanitlanmis oldu. O]

4.2 Tamm Asagidaki esitlik ile tanimli @w(A) fonksiyonuna (4.1)-(4.5) iki aralikli periyodik
sinir-deger probleminin karakteristik fonksiyonunu denir.

o(h) = ©o(07,A) —Aa@y(07,A) y(07,4) —Aayp(07,4) 4.62)

@0 (0%, ) = Bagy(07,4) wo(0",A) — Bayy(0™,1)

4.15 Teorem (4.1)-(4.5) periyodik sinir-deger probleminin 6zdegerleri w(A) karakteristik
fonksiyonunun sifir yerlerinden ibarettir; yani 6zdegerler kiimesi ile (A ) fonksiyonunun

sifir yerleri kiimesi ¢akisiktir.
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Kanit (4.60) ve (4.61) esitliklerin Ag ve By degiskenlerine gore lineer homojen denklemler

sistemidir ve bu denklemler sisteminin determinantt @(Ag) fonksiyonuna esittir. Buradan

(Ao, Bo) # (0,0)

oldugu i¢in
o) =0 (4.63)

esitligini elde ederiz. Bu nedenle her bir 6zdeger w(A) karakteristik fonksiyonunun sifir ye-
ridir. Bunun tersinin de dogru oldugu apaciktir. Gergekten @(Ag) = 0 oldugunu kabul eder-
sek, (4.60) ve (4.61) lineer homojen denklem sisteminin (Ag,By) # (0,0) ¢6ziimii bulunur.
Bu durumda (4.59) esitligi ile tanimli uo(x, Ag) fonksiyonu (4.1)-(4.5) iki aralikli periyodik

sinir-deger probleminin denklemini ve sinir sartlarimi saglar; yani 6zfonksiyonu olur. ]

4.5.2. Sol ve sag temel ¢oziimler icin integral denklemler ve asimptotik esitlikler
Titchmarsh (1962) kitabindaki yontemi uygulanirsa tamamen benzer bicimde asagidaki te-

orem ispat edilir.

4.16 Teorem ¢y, Y, @, ve Y, temel ¢coziim fonksiyonlar: sirasiyla asagidaki integral denk-

lemlerini saglar.

¥(6,4) = cos (VA (x + 1)) / sin (VA (x— €))q(E)y(€, A)dE, (4.64)
y(x,l):—%sin(\/ﬂ_t x4 1)) / sin (VA(r— £))q(E)y(E, A)dE,  (4.65)

y(x,4) = cos (VA(x— 1)) — s1n(\/_ (x—&))q(E)y(E,)dE, (4.66)

\/_
1

y(x,u:—ﬁsm(\/%(x ™)~ / sin (VA(x—))g(E)y(E A)dE. (467)

4.17 Teorem VA =6+ i€ olmak iizere ¢;, y;, @, ve y, fonksiyonlari i¢in

o(x,A) = 0(l1H™) x5 o0 (4.68)
Wilx.2) = 0= €047 e (4.69)
0r(x,2) = 0(elslF9)) x5 oo (4.70)

vr(x,A) = 0(%&5(”—”), X — oo 4.71)
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asimptotik esitlikler saglanir.

Kanit 4.16 Teorem geregi

o, A) = cos (VA (x+ 1)) / sin (VA (x — £))q(&)y(€, )dé 4.72)

esitligi saglanir. Her iki tarafi e~ |61Gtm)

ile carptiktan sonra
D (x,A) := e 15104 g, (x, 1) (4.73)

ile gosterirsek

®;(x, 4) = 6160 o (VA (x4 7)) +L/X sin (VA (x— &) e 160 (), (€, 1)dE

VA J-n
(4.74)
esitligi elde edilir.
Kj(A):= max = |P;(x,A)| (4.75)
xe[—m,0]
gosterirsek (4.74) esitliginden
Ki(a) < &)lds (4.76)

elde edilir. Burada |v/2| ifadesinin yeteri kadar biiyiik degeri icin

K1) < - \/_’ / 4.77)

elde edilir. Sonuncu esitlikten
Kij(x,A)=0(1) , A — o (4.78)
asimptotik esitligini elde ederiz. (4.76) ve (4.78) esitliklerinden
D;(x,A)=0(1) , L — o0 4.79)
asimptotik esitligi elde edilir. (4.79) ve (4.73) esitliklerinden istenen
@1(x, 1) = O(elsl+ ) (4.80)

asimptotik esitligi bulunur. Boylece (4.68) asimptotik esitliginin ispati tamamlanmis oldu.

Diger (4.69) ve (4.71) asimptotik esitlikleri tamamen benzer bigcimde ispat edilir. L
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4.18 Teorem VA = o + i olmak iizere

/x sin(VA(x—E))q(E)@1(E,A)dE = 0(lEIEHm) | 24 5 o 4.81)

-
1

/xnsmwx— £))a(&)wi(§,A)dE = O(We'i'(”’”) J Ao (4.82)

[ sin(VAG = £)a(@)0.(EANE = 0T A o (4.83)

1

ElT—2)) 2 (4.84)
e LA — .
Vi< )

[ sin(VAG=&)a@wi(.1)dE = of

asimptotik esitlikleri saglanir.

Kanit (4.68)-(4.71) esitlikleri sirasi ile (4.81)-(4.84) ifadelerinin sol taraflarindaki integral
ifadelerde yerine yazarsak, istenen (4.81)-(4.84) asimptotik esitliklerini elde ederiz. U

(4.16 Teorem ) ve (4.18 Teorem) geregi direkt olarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3 : /A = o +ié olmak iizere asagidaki asimptotik esitlikler saglanur.

@r(x,A) = cos (VA (x+m)) + 0(!—\/17|e§|(x+ﬂ))’ A — oo (4.85)
vi(x,A) = —% sin (\/I(x—l— ) +0( |\/17_L|e|3§(x+7c))7 A — oo (4.86)
@r(x,2) = cos (VA(x— 7)) +O( \\/17_L|e|§|(XE)>’ 2 — oo (4.87)
v (x,A) = —% sin (\/I(x— ﬂ)) + 0( ’\/lx|e|§|(xn)), A — oo (4.88)
Benzer bi¢cimde asagidaki teorem ispat olunur.
4.19 Teorem VA = o + i€ olmak iizere
o/ (x,A) = —VAsin (VA(x+7)) + O (el* ) 2 — oo (4.89)
¥/ (x,A) = —cos (VA (x+)) + o(ﬁemﬁ’f)), A — oo (4.90)
PL(x,A) = —VAsin (VA (x— 7)) + 0(elfl0) 4 — oo (4.91)
W (e, A) = —cos (VA (x— 1)) 4+ O(——elélm) 2 s co 4.92)

VAl
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asimptotik esitlikleri saglanir.
Sonug 3 ve (4.19 Teorem) geregi sirasi ile agsagidaki sonuglar elde edilir.

VA=0+ i& olmak iizere asagidaki asimptotik esitlikler saglanir.

1

@(07,4) = cos (VAr) +0(|ﬂ|e|€”), A — oo (4.93)

w0 2) = —%sin(ﬂn)%—()(h/lxleé'”), A= o0 (4.94)

¢-(0%,1) = cos (VA7) +0(|\}Ile5|”), A — oo (4.95)

v, (07, 1) :—%sin (\/7_L7t)—|—0(|\/17_L|e|‘§|”), A = oo (4.96)

Sonu¢ 4:v/A = o+ i€ olmak iizere

9/(07,4) = —V4sin (VA7) + 0(elé1™), 4 — oo 4.97)

W/ (07,A) = —cos (VAT) +O(|\/lz|e§|”), A — oo (4.98)

@L(07,2) = VAsin (VAT) +0(el51), A — oo (4.99)

Y/ (07, A) = —cos (\/In)+0(|\/lz|e|5”), A — oo (4.100)

asimptotik esitlikleri saglanir.

4.5.3. Karakteristik fonksiyonun asimptotik davramsi

Onceki kesimlerde elde edilen asimptotik esitliklerden yararlanarak karakteristik fonksiyo-

nun karakteristik davranisini elde edebiliriz.

420 Teorem /A = o +i& olmak iizere (A ) karakteristik fonksiyonu i¢in asagidaki asimp-
totik esitlik saglanir.

o(A) = —laﬁcos(Zﬁn)—i—O(ﬁe"ﬁ”) (4.101)
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Kanit Sonug 3 ve Sonug 4 geregi @ karakteristik fonksiyonu i¢in

P(07,4) —Aa@o(07,4) yp(07,4) —Aayp(07,4)

A‘ - /
YT 0m2) - B0 ) we(0*,2) — Buh(0%,A)
= ¢5(07,4) = 2ae(07,2) (w0 (07, 4) — By (07, 1))
~¥o(07.2) = Aao(07, 1) (0(0", 1) ~ B9 (0%, 1))
_ (—pacos L)) (B cos 1 e
(—Aa (\/In)w(‘m ) (B (\/In)JrO(‘\/;_L’ )
—(—Aa(%sin(\/i_m))+0(|lﬁ|e|5|”))(—ﬁocsin(\/ﬂ_tir)+0(e5|”))
= (- cos’ - elslm sin’ ! elslm
(—Aop (ﬁﬂ)w(Im ) + (B <ﬁﬂ>+0(‘m )
= —Aaﬁcos(zx/%n)+0(|\/lme|5“) (4.102)
asimptotik esitligi elde edilir. U

4.5.4. Ozdegerlerin asimptotik davrams

Bu boliimde karakteristik fonksiyonun asimptotik formiiliinden yararlanarak 6zdegerler igin
asimptotik formiil elde edecegiz. Bir onceki boliimde elde ettigimiz @(A ) karakteristik fonk-

siyonun asimptotik ifadesindeki esas kismin1 wp(A) ile yani
wp(A) := —Aap cos (2VAT) (4.103)

gosterelim. Bu ifadedeki asimptotik kismi ise @;(A) ile yani

gosterelim. O halde

o (1) = 0(%&5”), A= oo (4.104)

asimptotik formiilii saglanir; burada £ := Im\/A gosterilmisti. Simdi

0(A) =my(A)+ o (1) (4.105)

biciminde ifade ettigimiz @(A) fonksiyonunun sifir yerlerinin asimptotigini elde etmek i¢in

Rouche teoreminden yararlanacagiz.
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p(A) fonksiyonunun sifir yerleri

Ao =0, \/An:§+ n=+1, 2, ... (4.106)

n
27

noktalaridir.

p = /A gosterelim ve (u?), wy(u?) ve w;(u?) fonksiyonlarin sirasi ile @ (), @y(p) ve
o) (u) ile gosterelim. O halde @(u) fonksiyonunun p-kompleks diizlemindeki sifir yerleri

Ho=0, Mp=-+=, n==%l, %2, ... (4.107)

n
27

NN

biciminde yazilabilir. Kompleks p-diizleminde

1 1
{,u:cr+it | Jol < Z(m+2n+1), |t!§z(ﬂ+2n+1)}

bolgenin sinirin 7, ile gosterelim. Kompleks analizden iyi bilinen

1
| cos | ~ 5e“’"“‘, [Impt| — oo (4.108)

asimptotik esitlifinden yararlanilirsa, kolayca gorebiliriz ki, dyle bir ny dogal sayis1t mevcut-

tur ki, V n > ng i¢in ¥, egrisi lizerinde
|@o(u)| > [@r (w))] (4.109)

esitligi saglamir. O halde her sifir yeri kati sayida hesaplanmak kaydi ile wy(u) ve o(u)
fonksiyonlarinin V n < ng icin 7, egrisi i¢inde kalan sifir yerleri sayisi esit olur.
O halde yeteri kadar biiyiik n-ler igin ¥, ve %,.1 egrileri arasinda @(u ) fonksiyonunun pozitif

stfirlarinin sayis1 1 degerine esit olur. Bu sifir yerini y, ile gosterirsek

T 2n+1 T 2n+3
il n < = 4.110
R N (4110)
esitsizligi elde edilir. Buradan yeteri kadar biiyiik n-ler i¢in
- (4 <L @4.111)
o=y T3)I=3 '
esitsizligi elde edilir. Yani
T n
= —+-40(1
Hn i T7t (1)
= 200 (4.112)
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asimptotik esitligi bulunur. O halde @(A )-nin sifir yerleri i¢in

2
An=—+0(n) (4.113)

asimptotik esitligi bulunur.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu calismada (L;[—m,0) © L, (0, w]) & C direkt toplam uzayinda yeni bir i¢ ¢arpim tanimlana-
rak, calisilan periyodik Sturm-Liouville sinir-deger—gecis probleminin kendine eslenik oldugu,
0zdegerlerinin reel oldugu, farkl 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlarin ortogonal odugu

ispatlanmusgtir.

Cogu ozdeger problemi agikca c¢oziilemediginden, hem 6zdegerlerin hem de 6zfonksiyon-
larin nitel davranisimi dikkatlice ele almak ve bunlar1 analiz etmek gerekir. Ayni sebepten
dolay1, 6zdegerlerin ve karsilik gelen 6zfonksiyonlarin nitel 6zelliklerinin incelenmesi icin

etkili bir teknik sunuldu. Devaminda da bu problemin karakteristik denklemi tanimlanmugtr.

Yiiksek mertebeden diferansiyel denklemler ve daha genel sinir sartlar1 iceren sinir deger

gecis problemleri i¢in bu ¢alismada kullanilan yontem, uygulanabilir.
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