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Danışman: Prof. Dr. Kadriye AYDEMİR
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ÖZET

Bu çalışmada iki ayrık aralıkta verilmiş olan periyodik Sturm-Liouville sınır-değer probleminin
bazı özellikleri araştırılmıştır. (L2[−π,0)⊕L2(0,π])⊕C direkt toplam uzayında yeni bir iç çarpım
tanımlanarak, çalışılan periyodik Sturm-Liouville sınır-değer–geçiş probleminin kendine eşlenik oldu-
ğu, özdeğerlerinin reel olduğu, farklı özdeğerlere karşılık gelen özfonksiyonların ortogonal oduğu
ispatlanmıştır. Çoğu özdeğer problemi açıkça çözülemediğinden, hem özdeğerlerin hem de özfonk-
siyonların nitel davranışını dikkatlice ele almak ve bunları analiz etmek gerekiyor. Bu nedenle,
özdeğerlerin ve karşılık gelen özfonksiyonların nitel özelliklerinin incelenmesi için etkili bir tek-
nik sunduk. Burada araştırılan problemin diğer problemlerden farkı geçiş şartlarında λ parametresi
içeren bir periyodik Sturm–Liouville problemi olmasıdır.
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v

SOME PROPERTIES OF A PERIODIC STURM-LIOUVILLE PROBLEM WITH

DISCONTINUITY CONDITIONS

(M. Sc. Thesis)
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ABSTRACT

In this study, some properties of the periodic Sturm-Liouville boundary-value problem given on
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Tüm öğrenim yaşantımda olduğu gibi bu süreçte de desteklerini esirgemeyen sevgili annem-
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x

1. GİRİŞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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ŞEKİLLER DİZİNİ
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Şekil 3.2. g(t) fonksiyonunun grafiği. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13



x
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1. GİRİŞ

Matematiksel fiziğin bir çok problemini değişkenlerine ayırma yöntemi ile çözerken, genelde

Sturm-Liouville problemi elde edilir. Sturm-Liouville problemi kompleks parametre (buna

ayırma parametresi veya spektral parametre de denir) içeren

− d
dx

(
p(x)

d
dx

y
)
+q(x)y = λω(x)y, a < x < b (1.1)

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemden ve (a,b) aralığının sınır noktalarında tanım-

lanmış

µ1y(a)+µ2y(a) = 0 (1.2)

γ1y(b)+ γ2y(b) = 0 (1.3)

sınır şartlarından oluşmuş bir sınır değer problemidir; burada p, q ve ω reel değerli fonksi-

yonlardır ve her biri [a,b] kapalı aralığında süreklidirler (yani, p, q ve ω ∈C[a,b], µ1, µ2,

γ1, γ2 reel katsayılardır, λ ise kompleks özdeğer parametresidir). Doğal olarak µ2
1 +µ2

2 ̸= 0

γ2
1 + γ2

2 ̸= 0 şartlarının sağlandığını kabul ediyoruz. Ayrıca ∀ x ∈ [a,b] için p(x) > 0 ve

ω(x)> 0 şartlarının sağlandığı kabul edilir. Bu şartlar sağlandığı durumda (1.1)-(1.3) prob-

lemine reguler(düzgün) Sturm-Liouville problemi (SLP) denir. Eğer λ parametresinin bir

λ = λ0 değeri için (1.1)-(1.3) Sturm-Liouville problemini sağlayan ve aşikar olmayan y(x)

çözümü varsa λ0 değerine (1.1)-(1.3) Sturm-Liouville probleminin özdeğeri, y0(x) çözümüne

ise bu özdeğere karşılık gelen özfonksiyonu denir.

Matematiksel fizik problemlerini değişkenlerine ayırma yöntemi ile çözebilmek için genelde

uygun Sturm-Liouville probleminin sayılabilir sonsuz sayıda özdeğerinin mevcut olduğunu

ve bu özdeğerlere uygun maksimal sayıda ortonormalleştirilmiş özfonksiyonlar sisteminin

uygun Hilbert uzayında (genelde L2[a,b] uzayında) ortonormal baz oluşturduğunu göster-

mek gerekir.

Matematiksel fizik problemleminin istenilen kadar küçük hata ile yaklaşık çözümlerinin bu-

lunabilmesi için ise özfonksiyonlar sisteminin en azından tam sistem olduğunu göstermek

gerekir. Bu durumlarda matematiksel fizik problemlerinin çözümü özfonksiyonlar sistemi

üzerine açılmış seri biçiminde elde edilir. En basit matematiksel fizik problemleri için bu seri

klasik Fourier serisi biçiminde elde edilir, yani özfonksiyonlar trigonometrik fonksiyonlar

biçiminde bulunur. Diğer bazı fizik problemleri için ise özfonksiyonlar sistemi Bessel fonk-

siyonları, Hermite polinomları ve bu biçimde özel fonksiyonlar olarak elde edilir bu nedenle

özel fonksiyonlar teorisi Sturm-Liouville teorisi esasında oluşmuş ve gelişmiştir. Sturm-

Liouville teorisinde fizik ve mühendislik biliminin hatta diğer doğa bilimlerinin kısmi dife-

ransiyel denklemlemler biçiminde modellenen problemlerinin çözümü için etkin yöntemler
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geliştirilmiştir.

Örneğin, Kuantum mekaniğinde Sturm-Liouville problemleri çeşitli potansiyel problemleri

içeren Schrödinger denklemlerinin çözümü için önemlidir. Özdeğerler kuantum sistemleri-

nin enerji seviyelerini temsil eder, özfonksiyonlar ise parçacıkların durum fonksiyonlarına

karşılık gelir. Dalga mekaniğinde sicimlerin ve zarların titreşimi ve ses ve elektromanyetik

dalgaların yayılımı dahil olmak üzere bir çok problemin çözümü Sturm-Liouville problem-

lerinine indirgenmektedir. Böyle dalga problemlerinin çözümü müzik aletlerinden gelişmiş

iletişim sistemlerine kadar çok çeşitli cihazları tasarlamak ve analiz etmek için önemlidir.

Makine ve havacılık mühendisliğinde yapıların doğal frekanslarını ve mod şekillerini ince-

lemek için de Sturm-Liouville teorisinden yararlanılmaktadır. Ayrıca termal mühendislikte,

özellikle de ısı ve kütle transferi problemleri Sturm-Liouville problemleri biçiminde ifade

edilir. Böyle problemlerin çözümü ise verimli ısı eşanjörleri tasarlamak, soğutma süreçlerini

anlamak ve çeşitli endüstriyel uygulamalar için gereklidir.

Hem Sturm-Liouville teorisinin iç talepleri hem de matematiksel fizikte ortaya çıkan yeni

problemlerin çözümü ihtiyacı Sturm-Liouville teorisinin hem güncelliğini korumasında hem

de yeni teorilere temel oluşturmasında etkin rol oynamaktadır. Son yıllarda Sturm-Liouville

teorisi farklı yönlerde genelleştirilmiş ve geliştirilmiştir. Özellikle de sadece denkleminde

değil hem de sınır şartlarında özdeğer parametresi bulunduran ve/veya sonlu sayıda ayrık

aralıkta tanımlı olan Sturm-Liouville problemleri (böyle problemlere çok aralıklı sınır değer

problemleri denir) yoğun bir biçimde araştırılmaktadır (Daci, Alfred, Saimir Tola ve Ndriçim

Çepa, 2023).

Örneğin aşağıdaki matematiksel fizik problemi sadece diferansiyel denkleminde değil hem

de sınır şartlarında özdeğer parametresi bulunduran Sturm-Liouville problemine indirgenir.

Kenarları x = 0, x = 1, z = 0 ve z = 1 olan kare şeklindeki levhanın U(x,z) kararlı durum

sıcaklıklarını araştıralım. x = 0 noktasındaki kenar sıfır sıcaklığında ve z = 0 noktasındaki

kenarın her noktası F(x) sıcaklığında tutulsun. x = 1 noktasındaki kenarın, iletkenlik kat-

sayısı x yönünde z yönüne göre çok daha büyük olan ince bir anizotropik malzeme şeridi

ile bir termal temas halinde olduğunu varsayalım, böylece şeritteki sıcaklıklar tek başına z

noktasının bir fonksiyonu olarak kabul edilebilir. Benzer bir durumun z = 1 noktasındaki

kenar için de geçerli olduğunu varsayalım, böylece bu şeritteki sıcaklıklar tek başına x nok-

tasının bir fonksiyonu olarak kabul edilebilir. Yüzeylerde ısı, doğrusal bir yasaya göre sıfır

sıcaklığında bir dış ortama aktarılırsa ve ısı transfer katsayısı r(x) sürekli bir fonksiyon ise,

sınır değer problemi şu şekilde yazılabilir



3

Uzz +Uxx − cr(x)U = 0,

U(0,z) = 0,

Ux(1,z)− k1Uzz(1,z) = 0,

U(x,0) = F(x),

U(x,1)− k2Uxx(x,1) = 0.

Problemin bu ifadesinde 1
c levhanın iletkenliğidir, k1 = cq1, k2 = cq2, burada q1 ve q2

sırasıyla z ve x yönlerinde x = 1 ve z = 1 boyunca şeritlerin iletkenlik katsayılarıdır.

Problemin çözümünde, x = 1 ve z = 1 noktalarındaki sınır koşulları ve diferansiyel denk-

lemdeki sabit olmayan katsayı nedeniyle, sonlu bir Fourier dönüşümünün veya Laplace

dönüşümünün kullanılması daha az sonuç verdiğinden, değişkenlerin ayrılması için kla-

sik yönteme yönlendiriliriz. U(x,z) = y(x)w(z) formundaki homojen koşulların çözümlerini

türetirken,

y′′(x)+ [λ − cr(x)]y(x) = 0,

y(0) = 0,

ck1r(1)y(1)− y′(1)− k1y′′(1) = 0

özdeğer problemini elde ederiz. Bu problemin sınır şartları daha genel olan

U0[y]≡ a1y(0)+a2y′(0)+a3y′′(0) = 0,

U1[y]≡ b1y(1)+b2y′(1)+b3y′′(1) = 0

sınır şartlarının bir özel durumudur.

Burada a ve b sayıları gerçel sabitlerdir. Bu sınır koşulları

Uλ0[y]≡ {a1 −a3[λ + p(0)]}y(0)+a2y′(0) = 0,

Uλ1 [y]≡ {b1 −b3[λ + p(1)]}y(1)+b2y′(1) = 0

biçiminde alternatif formda da yazılabilir. Böylece özdeğer parametresini hem denklemde

hem de sınır şartlarında bulunduran Sturm-Liouville problemi elde edilir (Bauer, 1953).
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Bu Yüksek Lisans tez çalışmamızda bir çok açıdan klasik Sturm-Liouville problemlerinden

farklı olan yeni bir sınır değer problemi incelenmiştir. Araştırdığımız problem klasik regüler

Sturm-Liouville problemlerinden aşağıadaki yönleri ile farklıdır.

i) Sturm-Liouville denklemi tek bir [−π,π] aralığında değilde iki ayrık [−π,0) ve (0,π]

aralıklarında tanımlıdır.

ii) Sınır şartları ayrılmış sınır şartları değil, aralığın her iki uç noktasında tanımlı olan

periyodik sınır şartlarıdır.

iii) Sınır şartlarının dışında geçiş şartları olarak adlandırılan iki ilave şart da mevcuttur; bu

şartlar x = 0 iletim noktasında (aralıkların ortak uç noktasında) tanımlanmıştır.

iv) Özdeğer parametresi sadece diferansiyel denklemde değil hem de geçiş şartlarında

bulunmaktadır.

Araştırdığımız Sturm-Liouville problemi literatürde ilk olarak bu tez çalışmasında incelenmiştir.
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2. LİTERATÜR ÖZETİ

Sturm-Liouville problemleri, J. Sturm (1803−1855) ve J. Liouville’nin (1809−1889) çalış-

malarından başlayarak günümüze kadar yoğun bir biçimde araştırılmış ve araştırılmaya de-

vam edilmektedir. Bu konuda literatürde çok sayıda kitap ve binlerce makale bulunmaktadır.

Bu bölümde sadece tez konumuzla yakından ilgili olan bazı çalışmalardan bahsedilecektir.

Kandemir ve Mukhtarov 2017 yılında, iki ayrık [−1,0) ve (0,1] aralığındaki

p(x)u′′(x)+
(
q(x)−λ

)
u = f (x)

diferansiyel denklemden

αku(mk)(−1)+βku(mk)(−0)+ηku(mk)(+0)+ γku(mk)

+
nk

∑
j=1

δk ju(mk)(xk j)+
2

∑
υ=1

mk

∑
j=0

∫
Ωυ

Kkυ j(t)u( j)(t)dt = f (x), k = 1, 2, 3, 4.

singüler sınır geçiş şartlarından oluşan bir Sturm-Liouville problemini incelemişlerdir. Bu

problemin Fredholmluk çözülebilirlik ve izomorfizm gibi önemli özelliklerini incelemişlerdir

(Kandemir ve Mukhtarov, 2017).

Kandemir ve Mukhtarov, çalışmalarında iki ayrık aralıkta bir eliptik diferansiyel operatör

denklemini sınır geçiş şartları ile araştırmışlardır. Bu çalışmalarında problemin kök fonksi-

yonları sisteminin Abel bazı oluşturduğunu ispatlamışlardır (Kandemir ve Mukhtarov, 2020).

Aydemir ve Mukhtarov 2017 çalışmalarında özparametrenin sadece denklemde değil, aynı

zamanda sınır ve iletim koşullarında da ortaya çıktığı iki ayrık aralıkta yeni bir sınıf Sturm-

Liouville problemini araştırmışlardır. Özdeğerlerin ve bu özdeğerlere karşılık gelen özfonk-

siyonların bazı spektral özelliklerini inceleyip özdeğerlerin ve karşılık gelen özfonksiyon-

ların asimptotik davranışı üzerinde çalışmışlardır (Aydemir ve Mukhtarov, 2017).

Mukhtarov ve Aydemir, iki ayrık aralıkta tanımlanmaları ayrıca sol ve sağ aralıklar arasındaki

etkileşimi tanımlayan ek transfer koşulları içermeleri bakımından klasik problemlerden farklı

olan yeni bir tipteki sınır değer problemlerinin bazı karşılaştırma ve salınım özelliklerini

incelemişlerdir (Mukhtarov ve Aydemir, 2021).

Mukhtarov ve arkadaşları 2004 yılında çalışmalarında iki ayrık aralıkta tanımlı olan bir

Sturm-Liouville denkleminden özparametresine bağımlı sınır şartlarından ve ayrık aralıklarına

ortak uç noktasında tanımlanmış iki tane ek geçiş şartlarından oluşmuş bir Sturm-Liouville

probleminin özdeğer ve özfonksiyonlarının bir çok temel özelliklerini araştırmışlardır (Mukh-
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tarov, Kadakal ve Muhtarov, 2004).

Aydemir, çalışmasında iki aralıklı bir Sturm-Liouville denkleminden spektral parametreye

lineer bağımlı olan iki tane sınır şartından ve süreksizlik (iletim) noktasında tanımlı geçiş

şartlarından oluşmuş Sturm-Liouville problemini incelemek için bu problemi L2[a,b]⊕Cn

biçiminde bir Hilbert uzayında tanımlı olan lineer diferansiyel operatör denklemine indirgemiş-

tir ve diferansiyel operatör teorisinden de yararlanarak verilmiş Sturm-Liouville probleminin

bazı önemli spektral özelliklerini incelemiştir (Aydemir, 2014).

Mukhtarov ve Aydemir, çalışmalarında parametre bağımlı bir süreksiz Sturm-Liouville prob-

lemleminin operatör teoremi yorumunu vermişlerdir. Bu çalışmada araştırılan Sturm-Liouville

probleminin özdeğer ve özfonksiyonlarının asimptotik davranışları için bir formül elde etmiş-

lerdir (Mukhtarov ve Aydemir, 2015).

J.Walter 1973, makalesinde sınır şartlarında özdeğer parametresi bulunduran bir regüler

Sturm-Liouville problemini Hilbert uzayında tanımlı olan diferansiyel operatör şeklinde ifade

etmiş ve daha sonra lineer diferansiyel operatörler teorisinden iyi bilinen Hilbert-Schmidt te-

oriminden de yararlanmakla özfonksiyonlar sistemi için Fourier açılımını elde etmiştir (Wal-

ter, 1973).

Binding ve arkadaşları özdeğer parametresini rasyonel ifade biçiminde bulunduran bir Sturm-

Lioville problemini araştırarak özdeğerlerin mevcutluğu ve özfonksiyonların salınım özellik-

lerini araştırmışlardır (Binding, Browne ve Watson, 2002).

Yılmaz ve arkadaşları

−y′′+q(x)y = λy, x ∈ [a,c)∪ (c,b]

denkleminden,

y(a) = y(b), y′(a) = y′(b)

periyodik sınır şartlarından ve x = c süreksizlik noktasındaki,

y(+c) = αy(c−), y′(c+) = y′(c−)

geçiş şartlarından oluşan periyodik Sturm–Liouville sınır-değer-geçiş probleminin spektral

özelliklerini incelemişlerdir (Yılmaz, Kandemir ve Aydemir, 2019).

Zhang ve Li 2020 yılında özparametreye bağımlı sınır koşulları ile ilgili regüler Sturm-

Liouville problemleri üzerinde çalışmış, özdeğerlerin sadece sürekli değil, aynı zamanda

problemin parametrelerine bağlı sınır koşulu matrisine düzgün bir şekilde bağlı olduğunu

elde etmişlerdir (Zhang ve Li, 2020).
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Chu ve arkadaşları 2023 çalışmalarında genel bir Sturm-Liouville probleminin en küçük

pozitif periyodik özdeğeri ve tüm Dirichlet özdeğerleri için keskin tahminleri elde etmek

için analitik bir yaklaşım geliştirmişlerdir (Chu, Meng ve Zhang, 2023).

Muhtarov ve Aydemir, Klasik periyodik Sturm-Liouville problemlerinin bazı önemli spektral

özelliklerini, daha önce çalışılmamış olan, iç etkileşim noktasında ek iletim koşullarına sahip

iki bağlantılı periyodik problemlere genelleştirmişlerdir (Mukhtarov ve Aydemir, 2021).

Zhang ve arkadaşları 2023 çalışmalarında özdeğer parametresine rasyonel olarak bağlı sınır

şartları ve geçiş şartları içeren yeni iç çarpım altında operatör teorik formülasyonu kul-

lanılarak, bu operatörün kendine eşlenikliğini kanıtlamışlardır (Zhang, Chen ve Ao, 2023).

Esen ve arkadaşları, çalışmalarında süreksizlik noktasına sahip bir Sturm-Liouville denkle-

mini araştırmışlardır. Bu çalışmada problem periyodik sınır şartlarından ve süreksizlik nok-

tasında verilen geçiş şartlarından oluşan;

Ξu :=−u′′(x)+q(x)u(x) = λu(x), x ∈ [−1,0)∪ (0,1]

Sturm-Liouville denkleminden x = 0 iç tekil noktasında verilen

Ξ1u := u(−0)− γu(+0) = 0

Ξ2 := u′(−0)−δu′(+0) = 0

geçiş şartlarından ve de uç noktalarda verilen

Ξ3 := u(−1)−u(1) = 0

Ξ4 := u′(−1)−u′(1) = 0

periyodik sınır şartlarından oluşan sınır değer problemini ele almışlardır (Esen, Aydemir ve

Mukhtarov, 2023).

Zhang ve arkadaşarı 2024 çalışmalarında Sturm-Liouville operatörünü periyodik koşul ve

sonlu sayıda süreksizlik ile incelemişler ve teklik teoremini iki spektrum ve işaret küme-

leri ile kanıtlayıp ve yeniden yapılandırma algoritmasını oluşturmuşlardır (Zhang, Wang ve

Yang, 2024).



8

3. GENEL BİLGİLER

Bu bölümde fonksiyonel analizden iyi bilinen ve tezimizde kullanılan bazı kavramlardan

bahsedilmiştir (Kandemir, 2021 ve Kreyszig, 1991).

3.1 Tanım Bir X ̸=∅ verilsin. Eğer her sıralı υ ,ϑ ∈ X eleman çiftine bir d(υ ,ϑ) reel sayısı

karşılık getirilmişse ve d : X ×X → R fonksiyonu için

d(υ ,ϑ)> 0, (υ ̸= ϑ olacak biçimde her υ ,ϑ ∈ X için)

d(υ ,ϑ) = 0 ⇔ υ = ϑ ,

d(υ ,ϑ) = d(ϑ ,υ) ( her υ ,ϑ ∈ X için)

d(ϑ ,ω)≤ d(ϑ ,υ)+d(υ ,ω) (üçgen aksiyomu) (her υ ,ϑ ,ω ∈X için) koşulları sağlanıyorsa,

d fonksiyonuna metrik fonksiyonu denir ve üzerinde d fonksiyonu tanımlanmış X ̸= ∅
kümesine metrik uzay denir ve (X ,d) simgesi ile gösterilir.

3.2 Tanım K = R veya K = C cismi üzerinde tanımlı V dogrusal uzayı verilsin. Eğer her

υ ∈V elemanına ||υ || reel sayısı karşılık getirilmişse ve ||.|| : V → R, υ → ||υ || fonksiyonu

||ϑ ||> 0, her ϑ ̸= 0 için (ϑ ∈V )

||0||= 0,

||αϑ ||= |α|||ϑ ||, her α ∈K ve ∀ ϑ ∈V için

||υ + ϑ || ≤ ||υ ||+ ||ϑ || (υ , ϑ ∈ V için) (üçgen eşitsizliği) koşullarını sağlıyorsa, ||.||
fonksiyonuna norm fonksiyonu denir, üzerinde norm tanımlanan doğrusal uzayına normlu

uzay denir ve (V, ||.||) simgesi ile gösterilir, ||υ || reel sayısına ise υ ∈ V elemanının normu

denir, normlu uzayın elemanlarına vektör de denir.

3.3 Tanım Normlu V doğrusal uzayında bir {ai} dizisi verilsin. Eğer

lim
i→∞

||ai −a||= 0

eşitliğini sağlayan en az bir a ∈V elemanı mevcut ise, {ai} dizisine yakınsak dizi denir, a

elemanına ise onun limiti denir ve

lim
i→∞

ai = a

biçiminde gösterilir.

Bilinmektedir ki, her normlu V doğrusal uzayında

d(υ ,ϑ) = ||υ −ϑ ||

eşitliği bir metrik tanımlar. Bu anlamda her (V, ||.||) uzayı aynı zamanda bir metrik uzaydır.

3.4 Tanım Normlu V doğrusal uzayında ⟨ai}∞
i=1 vektörler dizisi verilsin. Eğer ∀ i, j > n0
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için

lim
i, j→∞

||ai −a j||= 0

olacak şekilde bir n0 > 0 sayısı varsa bu diziye Cauchy dizisi denir.

3.5 Tanım (V, ||.||) normlu uzayı tam ise, yani bu uzayda her Cauchy dizisi yakınsak ise, bu

normlu uzaya Banach uzayı denir.

3.6 Tanım K=R veya K=C cismi üzerinde tanımlı olan V dogrusal uzayı verilsin. Eğer bu

uzayın her sıralı υ ,ϑ eleman çiftine (yani, ∀(υ ,ϑ) ∈V ×V elemanına) ⟨υ ,ϑ⟩ ile gösterilen

bir ⟨υ ,ϑ⟩ ∈ K sayısı karşılık gelmişse ve ⟨., .⟩ : V ×V → K, (υ ,ϑ) → ⟨υ ,ϑ⟩ fonksiyonu

(bu fonksiyona iç çarpım fonksiyonu da denir)

⟨υ ,υ⟩> 0 (her υ ̸= 0, υ ∈V için)

⟨υ ,υ⟩= 0 ⇔ υ = 0

⟨υ ,ϑ⟩= ⟨ϑ ,υ⟩ (her υ ,ϑ ∈V için)

⟨υ1 +υ2,ϑ⟩= ⟨υ1,ϑ⟩+ ⟨υ2,ϑ⟩ (her υ1,υ2,ϑ ∈V )

⟨αυ ,ϑ⟩=α⟨υ ,ϑ⟩ (her α ∈K ve υ , ϑ ∈V için) şartlarını sağlıyorsa, ⟨υ ,ϑ⟩ sayısına (reel

veya kompleks) ise υ ve ϑ vektörlerinin iç-çarpımı denir. Üzerinde iç-çarpım fonksiyonu

tanımlanan doğrusal uzaya ise iç-çarpım uzayı denir ve (V,⟨., .⟩) şeklinde gösterilir.

Bilinmelidir ki, her iç-çarpım uzayında

||υ ||= ⟨υ ,υ⟩
1
2

eşitliği bir norm tanımlar.

Sonuç Her iç-çarpım uzayında

d(x,y) = ||x− y||= ⟨x− y,x− y⟩
1
2

eşitliği bir metrik tanımlar.

3.7 Tanım Tam iç-çarpım uzayına Hilbert uzayı denir ve genelde H simgesi ile gösterilir.

3.8 Tanım Bir (V,⟨., .⟩) iç-çarpım uzayının f ,g ∈V elemanları için

⟨ f ,g⟩= 0

oluyorsa , bu vektörler ortogonaldir (diktir) denir ve f⊥g şeklinde gösterilir.
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3.1 Teorem (Rouche Teoremi)
Kompleks düzlemde basit ve kapalı bir eğrisi ile sınırlı olan D ⊂ C2 bölgesi verilsin. f (z)

ve g(z) fonksiyonlarınla D bölgesinde ve onun sınırında analitik fonksiyonlar olsun ve kabul

edelim ki, D bölgesinin sınırındaki her z noktası için |g(z)|< | f (z)| şartı sağlansın. O halde

D bölgesinde f (z) fonksiyonu ile f (z)+g(z) fonksiyonlarının sıfır yerlerinin sayısı (her sıfır

yeri katı sayıda hesaplanmak kaydı ile) eşittir (Adan, Van Leeuwaarden ve Winands, 2006).

3.9 Tanım z0 ∈ C noktasının bir komşuluğunda tanımlı olan f (z) ve g(z) fonksiyonları ve-

rilsin. Eğer öyle K ≥ 0 ve δ > 0 sayıları varsa ki

0 < |z− z0|< δ

olacak biçimde her z ∈ C için

| f (z)| ≤ K|g(z)|

eşitliği sağlansın. O halde f (z) fonksiyonu z0 noktasının komşuluğunda g(z) fonksiyonu

tarafından asimptotik olarak sınırlanmıştır denir ve bu durumda

f (z) = O(g(z)), z → z0

yazılır.

3.10 Tanım z0 ∈ C noktasının bir komşuluğunda tanımlı olan f (z) ve g(z) fonksiyonları

verilsin. Eğer z0 noktasının bir komşuluğunda tanımlı olan ve lim
z→z0

α(z) = 0 şartını sağlayan

en az bir α(z) fonksiyonu varsa ki, z0 noktasının en az bir komşuluğunda

f (z) = α(z)g(z)

eşitliği sağlansın o halde f (z) fonksiyonu z0 noktasının komşuluğunda g(z) fonksiyonundan

asimptotik olarak küçüktür denir ve

f (z) = o(g(z)), z → z0

biçiminde yazılır. Bir başka ifade ile, eğer f (z) ve g(z) fonksiyonları z0 ∈C noktasının en az

bir 0 < |z− z0|< δ delinmiş komşuluğunda sıfırdan farklı ve

lim
z→z0

f (z)
g(z)

= 0

ise, bu durum

f (z) = o(g(z)), z → z0
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biçiminde gösterilir.

3.11 Tanım f (z) ve g(z) fonksiyonlarının z0 ∈ C noktasının bir 0 < |z− z0| < δ delinmiş

komşuluğunda tanımlı ve her ikisi sıfırdan farklı olduğunu kabul edelim. Eğer

lim
z→z0

f (z)
g(z)

= 1

eşitliği sağlanırsa, o halde f (z) ve g(z) fonksiyonları, z0 noktasının komşuluğunda asimptotik

olarak eşittir ve denktir denir ve durum

f (z)∼ g(z), z → z0

biçiminde gösterilir. Kolayca görülür ki, f (z)∼ g(z), z → z0 olması için gerek ve yeter şart

f (z)−g(z) = o(g(z)), z → z0

veya

f (z) = g(z)+o(g(z)), z → z0

eşitliğinin sağlanmasıdır.

Örnekler:

• f (z) = O(1), z → z0 eşitliği f (z) fonksiyonun z0 noktasının en az bir komşuluğunda

sınırlı olduğu anlamına gelir.

f (z) = o(1), z → z0

ifadesi

lim
z→z0

f (z) = 0

eşitliği ile eşdeğerdir.

• f (t) = 5t2 + t + 3 fonksiyonu için f (z) = o(zn), z → ∞ asimptotik eşitliği her n ≥
3 doğal sayısı için sağlanır. Aynı fonksiyon için aşağıdaki asimptotik eşitlikler de

sağlanır.

• f (z) = O(z2), z → ∞

• f (z)∼ 5z2, z → ∞

• f (z) = O(1), z → 0
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Not: Benzer yöntem ile reel değerli fonksiyonlar için de benzer asimptotik eşitlikler tanımla-

nabilir.

Not: Benzer yöntem ile reel veya kompleks diziler için de asimptotik eşitlikler tanımlanabilir.

Örneğin reel değerli fonksiyonlar ve reel diziler için aşağıdaki asimptotik eşitlikler

geçerlidir.

• t1000 = o(et), t → ∞

• cos t = O(1), t → ∞

• t2 = o(t), t → 0

• sin t ∼ t, t → 0

• cos t ∼ 1− t2

2 , t → 0

• sin 1
t = O(1), t → 0

• e−
1
t = o(1), t → ∞

• Xn = 3n2 −7n+8 reel sayılar dizisi için n → ∞ olduğundan

Xn = o(n3), Xn = o(n4)

ve genel olarak Xn = o(nK), K > 3 için

Xn = O(n2), n → ∞

Xn ∼ 3n2, n → ∞

• f (t) = tan t
t ve g(t) = sin t

t fonksiyonlarını alalım.
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Şekil 3.1. f (t) fonksiyonunun grafiği.

Şekil 3.2. g(t) fonksiyonunun grafiği.

tan t ∼ t, t → 0 ve sin t ∼ t, t → 0 (t ∈ R)

olduğu için f (t) ve g(t) fonksiyonları t = 0 noktasında tanımsızdır; ancak t → 0 iken bu

fonksiyonların her ikisi de 1 değerine yaklaşır. Soldan ve sağdan limit değeri sıfırdır (Mal-

ham, 2005).
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3.12 Tanım p′(x), p(x), q(x) ve r(x) fonksiyonları [a,b] reel aralığında sürekli ve aralığın

her bir noktasında p(x) > 0, r(x) > 0 ve λ , x değişkenlerinden bağımsız bir parametre

olmak üzere (
p(x)y′

)′
+
(
q(x)+λ r(x)

)
y = 0, a ≤ x ≤ b (3.1)

α1y(a)+α2y′(a) = 0

β1y(b)+β2y′(b) = 0, (3.2)

α2
1 +α2

2 > 0, β 2
1 +β 2

2 > 0 olarak tanımlanmış probleme regüler Sturm-Liouville sınır değer

problemi ya da Sturm-Liouville sistemi denir (Kandemir, 2021).

3.13 Tanım Eğer (3.1) ve (3.2) sınır şartları yerine

y(a) = y(b) (3.3)

y′(a) = y′(b) (3.4)

sınır şartları yazılırsa, bu sınır şartlarına periyodik sınır şartları dolayısıyla (3.1)-(3.4) prob-

lemine de periyodik Sturm -Liouville problemi denir (Kandemir, 2021).

3.14 Tanım Aşağıdaki durumlardan en az biri sağlanıyorsa (3.1)-(3.2) ile ifade edilen prob-

lem bir singüler Sturm-Liouville problemidir (Kandemir, 2021).

1) Herhangi bir x ∈ [a,b] için r(x) = 0 veya p(x) = 0

2) p(x), q(x) veya r(x) katsayı fonksiyonlarından en az biri, a ve b noktalarından en az

birinde sınırsızsa.

3) (a,b) aralığında sınırsız,
(
(−∞,b), (a,∞) veya (−∞,∞)

)

3.15 Tanım Herhangi iki h,g ∈C1 fonksiyonu verildiğinde

W (h,g)(x) =
∣∣∣∣ h(x) g(x)

h′(x) g′(x)

∣∣∣∣= h(x)g′(x)−g(x)h′(x)

determinantı h ve g fonksiyonlarının Wronskian fonksiyonu olarak adlandırılır.
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4. BULGULAR

4.1. Sınır Değer Probleminin İfadesi

Tez çalışmamızda
(

L2[−π,0)⊕L2(0,π]
)
⊕C Hilbert uzayında

Lφ :=−φ
′′(x)+q(x)φ(x) = λφ(x) , x ∈ [−π,0)∪ (0,π] (4.1)

diferansiyel denkleminden;

φ(−π) = φ(π) (4.2)

φ
′(−π) = φ

′(π) (4.3)

periyodik sınır şartlarından ve

φ
′(0−) = λαφ(0−) (4.4)

φ(0+) = βφ
′(0+) (4.5)

geçiş şartlarından meydana gelen sınır değer-geçiş problemini inceleyeceğiz. Burada λ komp-

leks özdeğer parametresidir α > 0, β ̸= 0; reel değerli q(x) fonksiyonu [−π,0)∪ (0,π]

aralıklarında süreklidir ve q(0±) = lim
x→0∓

q(x) sonlu limitleri mevcuttur.

4.2. Sınır - Değer -Geçiş Problemine Uygun Hilbert Uzayının Kurulması

4.1 Tanım (4.1)− (4.5) ile tanımlanan sınır-değer probleminin λ = λ0 değeri için aşikar

olmayan φ(x) çözümü mevcut ise λ = λ0 değerini (4.1)− (4.5) sınır - değer probleminin

özdeğeri olarak adlandıracağız.

Bu aşamada (4.1)−(4.5) ile tanımlanan sınır -değer problemine uygun özel bir Hilbert uzayı

tanımlanacak ve bu uzayda verilmiş sınır-değer-geçiş problemi ile aynı özdeğerlere sahip

olan lineer operatör kurulacaktır.

U(x) ∈
(
L2[−π,0)⊕L2(0,π]

)
⊕C, U(x) =

(
υ(x)

υ1(x)

)
olmak üzere

Hα = {U(x)|υ ∈ L2[−π,0)⊕L2(0,π], ϑ ∈ C} doğrusal uzayında

U =

(
υ(x)

υ1(x)

)
, V =

(
ϑ(x)

ϑ1(x)

)

biçiminde olan elemanların iç çarpımını

⟨U,V ⟩=
∫ 0−

−π

υ(x)ϑ(x)dx+
∫

π

0+
υ(x)ϑ(x)dx+

1
α

υ1ϑ1 (4.6)
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eşitliği ile tanımlayalım.

4.1 Yardımcı Teorem (4.6) eşitliği Hα lineer uzayda bir iç çarpım fonksiyonu tanımlar.

Kanıt ⟨,⟩ : {L2[−π,0)⊕ L2(0,π]⊕C}× {L2[−π,0)⊕ L2(0,π]⊕C} −→ K dönüşümü ile

tanımlayalım.

1.) ∀ U ∈ {L2[−π,0)⊕L2(0,π]⊕C} için

⟨U,U⟩=
∫ 0−

−π

υ(x)υ(x)dx+
∫

π

0+
υ(x)υ(x)dx+

1
α

υ1υ1

= ⟨υ ,υ⟩=
∫ 0−

−π

|υ(x)|2dx+
∫

π

0+
|υ(x)|2dx+

1
α
|υ1(x)|2 ≥ 0

olduğu açıktır.

2.) ∀ U ∈ {L2[−π,0)⊕L2(0,π]⊕C} için

⟨U,U⟩= 0 ⇐⇒
∫ 0−

−π

|υ(x)|2dx+
∫

π

0+
|υ(x)|2dx+

1
α
|υ1|2 = 0

⇐⇒
∫ 0−

−π

|υ(x)|2dx = 0 ,
∫

π

0+
|υ(x)|2dx = 0 ,

1
α
|υ1|2 = 0

⇐⇒ |υ(x)| ≡ 0, ϑ1 = 0

⇐⇒ V = 0

sağlanır.

3.) ∀ U, V, W ∈ {L2[−π,0)⊕L2(0,π]⊕C}, ∀ a, b ∈K için

⟨aU +bV,W ⟩=
∫ 0−

−π

(aυ +bϑ)wdx+
∫

π

0+
(aυ +bϑ)wdx+(aυ1 +bϑ1).w1

= a
∫ 0−

−π

υwdx+a
∫

π

0+
υwdx+

1
α

aυ1w1 +b
∫ 0−

−π

ϑwdx+b
∫

π

0+
ϑwdx+

1
α

bϑ1w1

= a(U,W )+b(V,W )
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olduğu görülür.

4.) ∀ U, V ∈ {L2[−π,0)⊕L2(0,π]⊕C} için

⟨U,V ⟩=
∫ 0−

−π

υϑdx+
∫

π

0
υϑdx+

1
α

u1ϑ1

⟨U,V ⟩=
∫ 0−

−π

υϑdx+
∫

π

0
υϑdx+

1
α

υ1ϑ1

=
∫ 0−

−π

υϑdx+
∫

π

0
υϑdx+

1
α

υ1ϑ1

eşitliği elde edilir ve buradan ⟨υ ,ϑ⟩ = ⟨ϑ ,υ⟩ olduğu görülür. O halde ⟨,⟩, L2[−π,0)⊕
L2(0,π]⊕C üzerinde bir iç çarpımdır.

4.2 Yardımcı Teorem Hα := L2[−π,0)⊕L2(0,π]⊕C doğrusal uzayı üzerinde tanımlanan

(Hα ,⟨,⟩) iç çarpım uzayı Hilbert uzayıdır.

Kanıt İspat için Hα uzayından seçilen herhangi bir Cauchy dizisinin uzay içinde bir noktaya

yakınsak olduğunu göstermek yeterlidir.

(Un)n∈N dizisi Hα de bir Cauchy dizisi olsun.

Un =

(
u1n(x)

u2n

)
∈Hα , Um =

(
u1m(x)

u2m

)
∈Hα , u1n(x), u1m(x)∈L2[−π,0)⊕L2(0,π],

u2n, u2m ∈ C olmak üzere ∀ ε > 0 için ∃ n0(ε) ∈ N vardır öyle ki ∀ n, m ≥ n0(ε)
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için ∥Un −Um∥Hα
< ε yazabiliriz. Buradan

∥Un −Um∥2
Hα

= ⟨Un −Um,Un −Um⟩Hα

= ⟨u1n −u1m,u1n −u1m⟩L2[−π,0)+ ⟨u1n −u1m,u1n −u1m⟩L2[0,π)

+
1
α
⟨u2n −u2m,u2n −u2m⟩C

=
∫ 0−

−π

(u1n −u1m)(u1n −u1m)dx+
∫

π

0+
(u1n −u1m)(u1n −u1m)dx

+
1
α
(u2n −u2m)(u2n −u2m)

=
∫ 0−

−π

|u1n −u1m|2dx+
∫

π

0+
|U1n −u1m|2dx+

1
α
|u2n −u2m|2

elde edilir. Bu durumda

∥Un −Um∥2
Hα

= ∥u1n−u1m∥2
L2[−π,0)+∥u1n−u1m∥2

L2[0,π)+
1
α
|u2n −u2m|2C < ε

2

yazabiliriz. Buradan

∥u1n−u1m∥2
L2[−π,0) < ε2, ∥u1n−u1m∥2

L2[0,π)
< ε2, 1

α
|u2n −u2m|2C < ε2α

elde edilir. Bu ise (Un)n∈N dizisinin L2[−π,0), L2(0,π] ve C kümesinde bir Cauchy di-

zisi olduğunu gösterir.

L2[−π,0), L2(0,π] ve C uzayları tam olduklarından buradaki uzaylardan seçilen bir Ca-

uchy dizisi aynı uzayda bir noktaya yakınsar. O halde öyle u∗1(x) ∈ L2[−π,0), L2(0,π] ve

u∗2 ∈ C mevcuttur ki,

∥u1n −u∗1∥L2[−π,0)⊕L2(0,π] → 0 (n → ∞)

ve

u2n → u∗2 (n → ∞)

sağlanır. Bu limitler yardımı ile

Ũ :=

(
u∗1(x)

u∗2

)
∈ Hα

elemanını tanımlayalım. O halde
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∥Un −Ũ∥2
Hα

= ∥u1n −u∗1∥2
L2[−π,0)⊕L2(0,π]+

1
α
|u2n −u∗2|

eşitliğinin sağ tarafı n → ∞ olduğunda sıfıra yakınsadığından sol tarafı da n → ∞ olduğunda

sıfıra yakınsar. Yani (Un) Cauchy dizisinin Ũ ∈ Hα noktasına yakınsak olduğu ispat edilmiş

olur. Böylece Hα -nın tam uzay, yani Hilbert uzayı olduğu da ispatlanmış olur.

Şimdi bu uzayda verilen (4.1)-(4.5) problemi ile aynı özdeğerlere sahip lineer operatör ku-

rulacaktır.

4.3. Probleme Uygun Diferansiyel Opratörün Kurulması

(4.1)-(4.5) sınır değer probleminin ürettiği

A : Hα −→ Hα (4.7)

lineer operatörün tanım bölgesini

D(A ) = {U =

(
φ(x)

φ1

)
∈ Hα | φ(x) ve φ ′(x) fonksiyonları [−π,0) ve (0,π]

aralıklarında mutlak süreklidirler; φ ′′+q(x)φ ∈ L2[−π,0)⊕L2(0,π];

sonlu lim
x→0∓

φ ′ = φ ′(±0) değerleri mevcuttur; φ(−π) = φ(π),

φ ′(−π) = φ ′(π), φ(0+) = βφ ′(0+), φ1 = αφ(0−)}
eşitliği ile tanımlayalım. A : Hα −→ Hα operatörünü ise bu tanım bölgesinde

A U =

(
−φ ′′(x)+q(x)φ(x)

φ ′(0−)

)

eşitliği ile tanımlayalım. Yani, A operatörü

A

(
φ(x)

φ1

)
:=

(
−φ ′′(x)+q(x)φ(x)

αφ(0−)

)

eşitliği ile tanımlanır. O halde

AU = λU

eşitliği

(
−φ ′′(x)+q(x)φ(x)

φ ′(0−)

)
= λ

(
φ(x)

φ1

)
, φ ∈ D(A )
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biçiminde yazılabilir. Buradan

−φ
′′(x)+q(x)φ(x) = λφ(x) (4.8)

φ
′(0−) = λαφ(0−), α > 0 (4.9)

φ(−π) = φ(π) (4.10)

φ
′(−π) = φ

′(π) (4.11)

φ(0+) = βφ
′(0+), (4.12)

eşitlikleri sağlanır. Böylece (4.8), (4.9), (4.10), (4.11), (4.12) eşitlikleri bir arada kullanılırsa

AU = λU eşitliği ile eşdeğer olan (4.1)-(4.5) problemi elde edilir. Yani (4.1)-(4.5)(
U =

(
φ(x)

φ1(x)

))
∈ D(A )

olmak üzere A U = λU operatör denklem biçiminde yazılabilir.

4.3 Teorem (4.1)-(4.5) eşitlikleri ile verilen sınır-değer geçiş probleminde bütün özdeğerler

reeldir.

Kanıt (4.1)-(4.5 ) sınır-değer geçiş probleminde λ özdeğerine karşılık gelen özfonksiyonu φ

olsun. φ özfonksiyonunun eşleniği φ , λ değerinin eşleniği λ , α ∈R olmak üzere (4.1)-(4.5)

ve

−φ ′′(x)+q(x)φ(x) = λφ(x) (4.13)

φ(−π) = φ(π) (4.14)

φ ′(−π) = φ ′(π) (4.15)

φ ′(0−) = λαφ(0−) (4.16)

φ(0+) = βφ ′(0+) (4.17)

eşitlikleri sağlanır. (4.1) denklemi φ ile (4.13) denklemi φ ile çarpılırsa, sırası ile

−φ
′′
φ +q(x)φφ = λφφ (4.18)

ve

−φφ ′′+q(x)φφ = λφφ (4.19)
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eşitlikleri elde edilir. (4.18) ve (4.19) taraf tarafa çıkartılırsa

φφ ′′−φ
′′
φ = (λ −λ )φφ (4.20)

elde edilir ve

φφ ′′−φ
′′
φ = (φφ ′−φ

′
φ)′

olduğundan

(φφ ′−φ
′
φ)′ = (λ −λ )φφ (4.21)

yazılabilir. (4.21) −π noktasından 0− noktasına integrallenirse

∫ 0−

−π

(φφ ′−φ
′
φ)′dx =

∫ 0−

−π

(λ −λ )φφdx

(φφ ′−φ
′
φ)|0

−
−π =

∫ 0−

−π

(λ −λ )φφdx

φ(0−)φ ′−φ
′(0−)φ(0−)−φ(−π)φ ′(−π)+φ

′(−π)φ(−π) =
∫ 0−

−π

(λ −λ )φφdx (4.22)

eşitlikleri elde edilir. (4.4) ve (4.16) eşitlikleri (4.22) eşitliğinde yerine yazılırsa

φ0−)λαφ(0−)−λαφ(0−)φ(0−)−φ(−π)φ ′(−π)+φ
′(−π)φ(−π) =∫ 0−

−π

(λ −λ )φφdx (4.23)

ifadesi elde edilir. Aynı şekilde (4.21) eşitliği 0+ noktasından π noktasına integrallenirse∫
π

0+
(φφ ′−φ

′
φ)

′
dx =

∫
π

0+
(λ −λ )φφdx

(φφ ′−φ
′
φ)|π0+ =

∫
π

0+
(λ −λ )φφdx

φ(π)φ ′(π)−φ
′(π)φ(π)−φ(0+)φ ′(0+)+φ

′(0+)φ(0+) =
∫

π

0+
(λ −λ )φφdx (4.24)

eşitlikleri elde edilir. (4.4)-(4.5) ve (4.16)-(4.17) geçiş şartları kullanılarak ve α ̸= 0 olmak
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üzere

φ(−π) = φ(π)

φ
′(−π) = φ

′(π)

φ
′(0−) = λαφ(0−)

φ(0+) = βφ
′(0+)

eşitlikleri yazılabilir. Bu eşitlikler (4.24) eşitliğinde kullanılırsa

φ(π)φ ′(π)−φ
′(π)φ(π)−βφ

′(0+)φ ′(0+)+φ
′(0+)βφ ′(0+)

=
∫

π

0+
(λ −λ )φφdx (4.25)

elde edilir. (4.23) ile (4.25) taraf tarafa toplanırsa

(λ −λ )

[∫ 0+

−π

φφdx+
∫

π

0−
φφdx

]
= (λ −λ )αφ(0−)φ(0−)

(λ −λ )

[∫ 0+

−π

|φ |2dx+
∫

π

0−
|φ |2dx+α|φ(0−)|2

]
= 0 (4.26)

eşitliği elde edilir. φ özfonksiyonu sıfırdan farklı olduğundan dolayı parantez içindeki ifade

sıfırdan farklıdır. Dolayısyla (4.26 ) eşitliğinden

λ −λ = 0

λ = λ

elde edilir. λ keyfi bir özdeğer olduğundan dolayı verilen problemin bütün özdğerleri reeldir.

4.4 Yardımcı Teorem (4.1)-(4.5) periyodik sınır-değer geçiş problemi verilsin. O halde (4.1)-

(4.5) sınır geçiş şartlarını sağlayan her φ(x), ψ(x) fonksiyonları için

∫ 0−

−π

φ(x)L(ψ(x))dx+
∫

π

0+
φ(x)L(ψ(x))dx =

∫ 0−

−π

L(φ(x))ψ(x)dx+
∫

π

0+
L(φ(x))ψ(x)dx

−W (φ ,ψ;0−)

eşitliği sağlanır; burada L(φ) :=−φ ′′+q(x)φ diferansiyel ifadedir.
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Kanıt

L(φ) =−φ
′′+q(x)φ

ve

L(ψ) =−ψ
′′+q(x)ψ

eşitlikleri sırası ile φ(x) ve ψ(x) fonksiyonları ile çarptıktan sonra taraf tarafa çıkarırsak

φL(ψ)−ψL(φ) =−(φψ
′′−ψφ

′′)

eşitliği elde edilir. Yani

φL(ψ)−ψL(φ) =− d
dx

W (φ ,ψ)

eşitliği bulunur. Bu eşitlik sırası ile [−π,0) ve (0,π] aralıklarında integrallenir ise

∫ 0−

−π

(φL(ψ)−ψL(φ))dx= φ(−π)ψ ′(−π)−φ
′(−π)ψ(−π)−φ(0−)ψ ′(0−)+φ

′(0−)ψ(0−)

ve ∫
π

0+
(φL(ψ)−ψL(φ))dx = φ(0+)ψ ′(0+)−φ

′(0+)ψ(0+)−φ(π)ψ ′(π)+φ
′(π)ψ(π)

eşitlikleri bulunur. Sonuncu iki eşitliği taraf tarafa topladıktan sonra

φ(−π) = φ(π), ψ(−π) = ψ(π)

φ
′(−π) = φ

′(π), ψ
′(−π) = ψ

′(π)

periyodik sınır şartlarından yararlanılırsa

∫ 0−

−π

(φL(ψ)−ψL(φ))dx+
∫

π

0+
(φL(ψ)−ψL(φ))dx =−φ(0−)ψ ′(0−)+φ

′(0−)ψ(0−)

+φ(0+)ψ ′(0+)−φ
′(0+)ψ(0+) (4.27)

eşitliği bulunur.

φ(0+) = βφ
′(0+)

ve

ψ(0+) = βψ
′(0+)
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eşitlikleri gereği

φ(0+)ψ ′(0+)−φ
′(0+)ψ(0+) =

(
βφ

′(0+)
)
ψ

′(0+)−φ
′(0+)

(
βψ

′(0+)
)

= 0 (4.28)

eşitliği bulunur. (4.28) eşitliğini (4.27) eşitliğinde yerine yazarsak istenen eşitliği elde ederiz.

4.5 Teorem (4.1)-(4.5) sınır değer problemininde iki farklı λm ve λn özdeğerlerine uygun

olan φm ve φn özfoksiyonları için

∫ 0−

−π

φm(x)φn(x)dx+
∫

π

0+
φm(x)φn(x)dx+αφn(0−)φm(0−) = 0

eşitliği sağlanır.

Kanıt φm ve φn özfonksiyon olduğu için

−φ
′′
m +q(x)φm = λmφm (4.29)

ve

−φ
′′
n +q(x)φn = λnφn (4.30)

eşitlikleri sağlanır. Buradan (4.29) eşitliği φn, (4.30) eşitliği φm ile çarpılırsa ve denklemler

taraf tarafa çıkarılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa,

(φ ′
nφm −φ ′

mφn)
′ = (λm −λn).φmφn

eşitliği elde edilir. Bu eşitliğin −π noktasından π noktasına integrali alınırsa

[λm −λn]

[∫ 0−

−π

φm(x)φn(x)dx+
∫

π

0+
φm(x)φn(x)dx

]
= (φ ′

nφm −φ
′
mφn)

′|π0+ +(φ ′
nφm −φ

′
mφn)

′|π0+

=
[
φ
′
n(0

−)φm(0−)−φ
′
n(0

−)φm(0−)
]

−
[
φ
′
n(−π)φm(−π)− (φm)

′(−π)φn(−π)
]

+
[
φ
′
n(0

+)φm(0+)−φ
′
m(0

+)φn(0+)
]

−
[
φ
′
n(π)φm(π)−φ

′
m(π)φn(π)

]
(4.31)
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φn(x) ve φm(x) özfonksiyonları (4.2)-(4.5) periyodik sınır şartlarını sağladıkları için

φ
′
n(−π)φm(−π)−φ

′
m(−π)φn(−π) = φ

′
n(π)φm(π)−φ

′
m(π)φn(π) (4.32)

eşitliği sağlanır.

Bu özfonksiyonlar (4.5) geçiş şartlarını sağladıkları için

φ
′
n(0

+)φm(0+)−φ
′
m(0

+)φn(0+) = φ
′
n(0

+)
(
βφm(0+)

)
−φ

′
m(0

+)
(
βφn(0+)

)
= 0 (4.33)

eşitliği sağlanır. Ayrıca φn ve φm özfonksiyonları (4.4) parametre-bağımlı geçiş şartlarını

sağladıkları için

φ
′
n(0

−)φm(0−)−φ
′
m(0

−)φn(0−) = λnαφn(0−)φm(0−)−λmαφm(0−)φn(0−)

= α(λn −λm)φn(0−)φm(0−) (4.34)

eşitliği sağlanır. Elde edilen (4.32)-(4.33) ve (4.34) eşitlikleri (4.31) eşitliğinde yerine yazılırsa

(λm −λn)

[∫ 0−

−π

φm(x)φn(x)dx+
∫

π

0+
φm(x)φn(x)dx+αφn(0−)φm(0−)

]
= 0

eşitliği elde edilir. λm ̸= λn olduğu için buradan

∫ 0−

−π

φm(x)φn(x)dx+
∫

π

0+
φm(x)φn(x)dx+αφn(0−)φm(0−) = 0

eşitliği bulunur. Böylece ispat tamamlanmış olur.

4.4. Problemin Ürettiği A Operatörünün Simetrikliği

4.6 Teorem Hα := L2[−π,0)⊕L2(0,π]⊕C Hilbert uzayında tanımlı A operatörü

simetriktir. Yani

A : Hα −→ Hα lineer operatörü için,

⟨A U,V ⟩Hα
= ⟨U,A V ⟩Hα

; U,V ∈ D(A ) bağıntısı sağlanır.
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Kanıt

Keyfi U =

(
υ(x)

υ1

)
, V =

(
ϑ(x)

ϑ1

)
∈ D(A )elemanları verilsin.

D(A ) tanım bölgesinin tanımı gereği, bu durumda

υ1 = αυ(0−)

ϑ1 = αϑ(0−) olur.

Bu nedenle, U ve V elemanları D(A ) kümesinin elemanları oldukları için

U =

(
υ(x)

αυ(0−)

)
, V =

(
ϑ(x)

αϑ(0−)

)
biçimindedir.

A U =

(
−υ ′′(x)+q(x)υ(x)

υ
′
(0−)

)
, A V =

(
−ϑ ′′(x)+q(x)ϑ(x)

ϑ
′
(0−)

)

tanımları dikkate alarak aşağıdaki eşitlikler yazılabilir.

⟨A U,V ⟩Hα
=

〈(
−υ ′′(x)+q(x)υ(x)

υ ′(0−)

)
,

(
ϑ(x)

αϑ(0−)

)〉
Hα

=
∫ 0−

−π

(
−υ

′′(x)+q(x)υ(x)
)

ϑ(x)dx+
∫

π

0+

(
−υ

′′(x)+q(x)υ(x)
)

ϑ(x)dx

+
1
α

υ
′(−0)αϑ(−0)

=
∫ 0−

−π

(
−υ

′′(x)ϑ(x)
)
dx+

∫ 0−

−π

q(x)υ(x)ϑ(x)dx+
∫

π

0+

(
−υ

′′(x)ϑ(x)
)
dx

+
∫

π

0+
q(x)υ(x)ϑ(x)dx+υ

′(0−)ϑ(0−)

İki kere kısmi integrasyon uygulanırsa aşağıdaki eşitlik bulunur.

⟨A U,V ⟩Hα
= −

∫ 0−

−π

υ
′′(x)ϑ(x)dx+

∫ 0−

−π

q(x)υ(x)ϑ(x)dx−
∫

π

0+
υ
′′(x)ϑ(x)dx

+
∫

π

0+
q(x)υ(x)ϑ(x)dx+w(υ ,ϑ ,0−)−w(υ ,ϑ ,−π)

+w(υ ,ϑ ,π)−w(υ ,ϑ ,0+)+υ
′(0−)ϑ(0−) (4.35)
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Diğer taraftan Hα uzayındaki iç çarpım gereği;

⟨U,A V ⟩Hα
=

〈(
υ(x)

αυ(0−)

)
,

(
−ϑ ′′(x)+q(x)ϑ(x)

ϑ ′(0−)

)〉
Hα

=
∫ 0−

−π

υ(x)−ϑ ′′(x)+q(x)ϑ(x)dx+
∫

π

0+
υ(x)−v′′(x)+q(x)ϑ(x)dx+

1
α

υ(x)αϑ ′(0−)

= −
∫ 0−

−π

υ(x)ϑ ′′(x)dx+
∫ 0−

−π

υ(x)q(x)ϑ(x)dx−
∫

π

0+
υ(x)ϑ ′′(x)dx+

∫
π

0+
υ(x)q(x)ϑ(x)dx

+υ(0−)ϑ ′(0−) (4.36)

(4.35) ve (4.36) taraf tarafa çıkarılırsa;

⟨A U,V ⟩Hα
−⟨U,A V ⟩Hα

= W (υ ,ϑ ;0−)−W (υ ,ϑ ;−π)+W (υ ,ϑ ;π)−W (υ ,ϑ ;0+)

+υ
′(0−)ϑ(0−)−υ(0−)ϑ ′

(0−) (4.37)

eşitliği elde edilir. υ(x) ve ϑ(x) fonksiyonları periyodik sınır şartlarını sağladıkları için

W (υ ,ϑ ;−π)−W (υ ,ϑ ;π) = 0 (4.38)

eşitliği sağlanır. Diğer taraftan υ ve ϑ fonksiyonları (4.5) geçiş şartlarını sağladıkları için

W (υ ,ϑ ;0+) = υ(0+)ϑ ′(0+)−υ
′(0+)ϑ(0+)

=
(
βυ

′(0+)
)
ϑ ′(0+)−υ

′(0+)
(
βϑ ′(0+)

= 0 (4.39)

elde edilir. (4.38) ve (4.39) eşitlikleri gereği (4.37) eşitliğinin sağ tarafı sıfıra eşittir. Dolayısı

ile ∀ U, V ∈ D(A ) için

⟨A U,V ⟩Hα
= ⟨U,A V ⟩Hα

eşitliği elde edilir.



28

4.5. Sol ve Sağ Aralıkta Tanımlı Temel Çözümler

Bu bölümde verilmiş iki aralıklı diferansiyel denklemin genel çözümünü kuracağız. Bunun

için ilk önce sol ve sağ aralıklarda tanımlı temel çözümleri tanımlayacağız.

4.7 Teorem λ kompleks özdeğer parametresinin her bir değeri için (4.1) diferansiyel denk-

leminin [−π,0) yarı açık aralığında tanımlı olan ve

φ(−π) = 1, φ
′(−π) = 0 (4.40)

başlangıç şartlarını sağlayan bir tek ϕl(x,λ ) çözümü mevcuttur ve bu çözüm ∀ x ∈ [−π,0)

için λ ∈C değişkenine göre tüm kompleks düzlemde diferansiyellenebilirler, yani λ değişkeni-

ne göre tam fonksiyondur (Titchmarsh, 1962).

4.8 Teorem ∀ λ ∈ C için (4.1) denkleminin [−π,0) aralığında tanımlı ve

φ(−π) = 0, φ
′(−π) = 1 (4.41)

başlangıç koşullarını sağlayan bir tek ψl(x,λ ) çözümü mevcuttur. Bu çözüm ∀ x ∈ [−π,0)

için λ değişkenine göre tam fonksiyondur (Titchmarsh, 1962).

4.9 Teorem ∀ λ ∈ C için (4.7 Teorem) ve (4.8 Teorem) ile tanımlanan ϕl(x,λ ) ve ψl(x,λ )

çözümleri [−π,0) aralığında lineer bağımsızdır.

Kanıt λ ∈ C’nin her bir değeri için W (ϕl,ψl;x) Wronskian determinantı x değişkeninden

bağımsız olduğu için

W (ϕl,ψl;x) =W (ϕl,ψl;−π)

= ϕl(−π,λ )ψ ′
l (−π,λ )−ϕ

′
l (−π,λ )ψl(−π,λ )

= 1−0 = 1 ̸= 0 (4.42)

elde edilir. Wronskian sıfırdan farklı olduğundan ϕl(x,λ ) ve ψl(x,λ ) çözümleri lineer bağım-

sızdır.

4.10 Teorem ∀ λ ∈ C için (4.1) diferansiyel denklemi için (0,π] sağ aralığında

φ(π) = 1, φ
′(π) = 0 (4.43)
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başlangıç şartlarını sağlayan bir tek ϕr(x,λ ) çözümü mevcuttur ve bu çözüm ∀ x ∈ (0,π] için

λ değişkeninin tam fonksiyonudur (Titchmarsh, 1962).

4.11 Teorem ∀ λ ∈ C için (4.1) diferansiyel denklemi için (0,π] sağ aralığında

φ(π) = 0, φ
′(π) = 1 (4.44)

başlangıç şartlarını sağlayan bir tek ψr(x,λ ) çözümü mevcuttur ve bu çözüm ∀ x ∈ (0,π] için

λ değişkeninin tam fonksiyonudur (Titchmarsh, 1962).

4.12 Teorem ∀ λ ∈ C için (4.10 Teorem) ve (4.11 Teorem) ile tanımlanan ϕr(x,λ ) ve

ψr(x,λ ) çözümleri (0,π] aralığında lineer bağımsızdır.

Kanıt λ ∈ C’nin her bir değeri için W (ϕr,ψr;x) Wronskian determinantı x değişkeninden

bağımsız olduğu için

W (ϕr,ψr;x) =W (ϕr,ψr;π)

= ϕr(π,λ )ψ
′
r(π,λ )−ϕ

′
r(π,λ )ψr(π,λ )

= 1−0 = 1 ̸= 0 (4.45)

elde edilir. Wronskian sıfırdan farklı olduğudan ϕr(x,λ ) ve ψr(x,λ ) çözümleri lineer bağım-

sızdır.

Sonuç 1 : İki aralıklı (4.1) denkleminin genel çözümü

u(x,λ ) =
{

Clϕl(x,λ )+Dlψl(x,λ ), x ∈ [−π,0)

Crϕr(x,λ )+Drψr(x,λ ), x ∈ (0,π]
(4.46)

biçiminde ifade edilebilir; burada Cl, Dl, Cr, Dr keyfi sabitlerdir.

4.5.1. (4.1)-(4.5) Süreksizlik noktası içeren periyodik sınır-değer probleminin karak-
teristik fonksiyonu

Bu bölümde (4.1)-(4.5) iki aralıklı periyodik sınır-değer probleminin karakteristik fonksiyo-

nunu tanımlayacağız.

Kabul edelim ki, λ = λ0 ∈R değeri (4.1)-(4.5) iki aralıklı periyodik sınır-değer probleminin
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bir özdeğeri olsun. Bu özdeğere uygun olan özfonksiyonu φ0(x,λ ) ile gösterelim. O halde

Sonuç 1 gereği φ0(x,λ ) özfonksiyonu

U0(x,λ ) =
{

Alϕl(x,λ )+Blψl(x,λ ), x ∈ [−π,0)

Arϕr(x,λ )+Brψr(x,λ ), x ∈ (0,π]
(4.47)

biçiminde yazılabilir; burada

(Al,Bl,Ar,Br) ̸= (0,0,0,0) (4.48)

φ0(x,λ0) fonksiyonu özfonksiyon olduğu için (4.2)-(4.5) şartlarını sağlar; yani

φ0(−π,λ0) = φ0(π,λ0) (4.49)

φ
′
0(−π,λ0) = φ

′
0(π,λ0) (4.50)

φ
′
0(0

−,λ0) = λ0αφ0(0−,λ0) (4.51)

ve

φ0(0+,λ0) = βφ
′
0(0

+,λ0) (4.52)

eşitlikleri sağlanır. (4.47) ifadesini (4.49) ifadesinde yerine yazarsak

Alϕl(−π,λ )+Blψl(−π,λ ) = Arϕr(π,λ )+Brψr(π,λ ) (4.53)

eşitliği elde edilir. ϕl, ψl, ϕr ve ψr çözümlerinin tanımı gereği (yani 2.17 Teorem, 2.18

Teorem, 2.20 Teorem ve 2.21 Teorem gereği) (4.53) eşitliğinden

Al = Ar (4.54)

eşitliği elde edilir. Benzer biçimde (4.47) ifadesi (4.50) eşitliğinde yerine yazarsak

Bl = Br (4.55)

eşitliği elde edilir. Aşağıda

ϕ0(x,λ ) =
{

ϕl(x,λ ), x ∈ [−π,0)

ϕr(x,λ ), x ∈ (0,π]
ψ0(x,λ ) =

{
ψl(x,λ ), x ∈ [−π,0)

ψr(x,λ ), x ∈ (0,π]
(4.56)

A0 := Al = Ar , B0 := Bl = Br (4.57)

gösterimlerinden yararlanacağız. Böylece aşağıdaki teorimi elde etmiş oluruz.
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4.13 Teorem (4.1)-(4.5) iki aralıklı periyodik sınır-değer probleminin

φ(−π) = φ(π),

φ
′(−π) = φ

′(π)

periyodik sınır şartlarını sağlayan her çözümü

φ(x,λ ) =Cϕ(x,λ )+Dψ(x,λ ) (4.58)

biçiminde yazılabilir; burada C ve D keyfi sabitlerdir.

Sonuç 2 : φ0(x,λ0) özfonksiyonu

φ0(x,λ0) = A0ϕ0(x,λ0)+B0ψ0(x,λ0) (4.59)

biçiminde ifade edilir. Burada (A0,B0) ̸= (0,0) şartı sağlanır. φ0(x,λ0) özfonksiyon olduğu

için aşağıdaki teorem elde edilir.

4.14 Teorem Bir önceki teoremin ispatında tanımlanan ϕ0 ve ψ0 fonksiyonları için

A0ϕ
′
0(0

−,λ0)+B0ψ
′
0(0

−,λ0) = λ0α
(
A0ϕ0(0−,λ0)+B0ψ0(0−,λ0)

)
(4.60)

A0ϕ0(0+,λ0)+B0ψ0(0+,λ0) = β
(
A0ϕ

′
0(0

+,λ0)+B0ψ
′
0
)

(4.61)

eşitlikleri sağlanır.

Kanıt Sonuç 2 geregi (4.59) ifadesini (4.51) ve (4.52)’de yerine yazarsak (4.60) ve (4.61)

elde edilir. Böylece teorem kanıtlanmış oldu.

4.2 Tanım Aşağıdaki eşitlik ile tanımlı ω(λ ) fonksiyonuna (4.1)-(4.5) iki aralıklı periyodik

sınır-değer probleminin karakteristik fonksiyonunu denir.

ω(λ ) =

∣∣∣∣∣ϕ ′
0(0

−,λ )−λαϕ0(0−,λ ) ψ ′
0(0

−,λ )−λαψ0(0−,λ )

ϕ0(0+,λ )−βαϕ ′
0(0

+,λ ) ψ0(0+,λ )−βαψ ′
0(0

+,λ )

∣∣∣∣∣ (4.62)

4.15 Teorem (4.1)-(4.5) periyodik sınır-değer probleminin özdeğerleri ω(λ ) karakteristik

fonksiyonunun sıfır yerlerinden ibarettir; yani özdeğerler kümesi ile ω(λ ) fonksiyonunun

sıfır yerleri kümesi çakışıktır.
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Kanıt (4.60) ve (4.61) eşitliklerin A0 ve B0 değişkenlerine göre lineer homojen denklemler

sistemidir ve bu denklemler sisteminin determinantı ω(λ0) fonksiyonuna eşittir. Buradan

(A0,B0) ̸= (0,0)

olduğu için

ω(λ0) = 0 (4.63)

eşitliğini elde ederiz. Bu nedenle her bir özdeğer ω(λ ) karakteristik fonksiyonunun sıfır ye-

ridir. Bunun tersinin de doğru olduğu apaçıktır. Gerçekten ω(λ0) = 0 olduğunu kabul eder-

sek, (4.60) ve (4.61) lineer homojen denklem sisteminin (A0,B0) ̸= (0,0) çözümü bulunur.

Bu durumda (4.59) eşitliği ile tanımlı u0(x,λ0) fonksiyonu (4.1)-(4.5) iki aralıklı periyodik

sınır-değer probleminin denklemini ve sınır şartlarını sağlar; yani özfonksiyonu olur.

4.5.2. Sol ve sağ temel çözümler için integral denklemler ve asimptotik eşitlikler

Titchmarsh (1962) kitabındaki yöntemi uygulanırsa tamamen benzer biçimde aşağıdaki te-

orem ispat edilir.

4.16 Teorem ϕl, ψl, ϕr ve ψr temel çözüm fonksiyonları sırasıyla aşağıdaki integral denk-

lemlerini sağlar.

y(x,λ ) = cos
(√

λ (x+π)
)
+

1√
λ

∫ x

−π

sin
(√

λ (x−ξ )
)
q(ξ )y(ξ ,λ )dξ , (4.64)

y(x,λ ) =− 1√
λ

sin
(√

λ (x+π)
)
+

1√
λ

∫ x

−π

sin
(√

λ (x−ξ )
)
q(ξ )y(ξ ,λ )dξ , (4.65)

y(x,λ ) = cos
(√

λ (x−π)
)
− 1√

λ

∫
π

x
sin
(√

λ (x−ξ )
)
q(ξ )y(ξ ,λ )dξ , (4.66)

y(x,λ ) =− 1√
λ

sin
(√

λ (x−π)
)
− 1√

λ

∫
π

x
sin
(√

λ (x−ξ )
)
q(ξ )y(ξ ,λ )dξ . (4.67)

4.17 Teorem
√

λ = σ + iξ olmak üzere ϕl, ψl, ϕr ve ψr fonksiyonları için

ϕl(x,λ ) = O(e|ξ |(x+π)), x → ∞ (4.68)

ψl(x,λ ) = O(
1√
λ

e|ξ |(x+π)), x → ∞ (4.69)

ϕr(x,λ ) = O(e|ξ |(π−x)), x → ∞ (4.70)

ψr(x,λ ) = O(
1√
λ

e|ξ |(π−x)), x → ∞ (4.71)
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asimptotik eşitlikler sağlanır.

Kanıt 4.16 Teorem gereği

ϕl(x,λ ) = cos
(√

λ (x+π)
)
+

1√
λ

∫ x

−π

sin
(√

λ (x−ξ )
)
q(ξ )y(ξ ,λ )dξ (4.72)

eşitliği sağlanır. Her iki tarafı e−|ξ |(x+π) ile çarptıktan sonra

Φl(x,λ ) := e−|ξ |(x+π).ϕl(x,λ ) (4.73)

ile gösterirsek

Φl(x,λ )= e−|ξ |(x+π) cos
(√

λ (x+π)
)
+

1√
λ

∫ x

−π

sin
(√

λ (x−ξ )
)
e−|ξ |(x+π)q(ξ )Φl(ξ ,λ )dξ

(4.74)

eşitliği elde edilir.

Kl(λ ) := max
x∈[−π,0]

= |Φl(x,λ )| (4.75)

gösterirsek (4.74) eşitliğinden

Kl(λ )≤ 1+
Kl(λ )

|
√

λ
|
∫ x

−π

|q(ξ )|dξ (4.76)

elde edilir. Burada |
√

λ | ifadesinin yeteri kadar büyük değeri için

Kl(λ )≤
(
1− 1

|
√

λ |

∫ 0

−π

|q(ξ )|dξ
)−1 (4.77)

elde edilir. Sonuncu eşitlikten

Kl(x,λ ) = O(1) , λ → ∞ (4.78)

asimptotik eşitliğini elde ederiz. (4.76) ve (4.78) eşitliklerinden

Φl(x,λ ) = O(1) , λ → ∞ (4.79)

asimptotik eşitliği elde edilir. (4.79) ve (4.73) eşitliklerinden istenen

ϕl(x,λ ) = O
(
e|ξ |(x+π)

)
(4.80)

asimptotik eşitliği bulunur. Böylece (4.68) asimptotik eşitliğinin ispatı tamamlanmış oldu.

Diğer (4.69) ve (4.71) asimptotik eşitlikleri tamamen benzer biçimde ispat edilir.
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4.18 Teorem
√

λ = σ + iξ olmak üzere

∫ x

−π

sin
(√

λ (x−ξ )
)
q(ξ )ϕl(ξ ,λ )dξ = O

(
e|ξ |(x+π)

)
, λ → ∞ (4.81)

∫ x

−π

sin
(√

λ (x−ξ )
)
q(ξ )ψl(ξ ,λ )dξ = O

( 1

|
√

λ |
e|ξ |(x+π)

)
, λ → ∞ (4.82)

∫
π

x
sin
(√

λ (x−ξ )
)
q(ξ )ϕr(ξ ,λ )dξ = O

(
e|ξ |(π−x)) , λ → ∞ (4.83)∫

π

x
sin
(√

λ (x−ξ )
)
q(ξ )ψr(ξ ,λ )dξ = O

( 1

|
√

λ |
e|ξ |(π−x)) , λ → ∞ (4.84)

asimptotik eşitlikleri sağlanır.

Kanıt (4.68)-(4.71) eşitlikleri sırası ile (4.81)-(4.84) ifadelerinin sol taraflarındaki integral

ifadelerde yerine yazarsak, istenen (4.81)-(4.84) asimptotik eşitliklerini elde ederiz.

(4.16 Teorem ) ve (4.18 Teorem) gereği direkt olarak aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 3 :
√

λ = σ + iξ olmak üzere aşağıdaki asimptotik eşitlikler sağlanır.

ϕl(x,λ ) = cos
(√

λ (x+π)
)
+O

( 1

|
√

λ |
e|ξ |(x+π)

)
, λ → ∞ (4.85)

ψl(x,λ ) =− 1√
λ

sin
(√

λ (x+π)
)
+O

( 1

|
√

λ |
e|ξ |(x+π)

)
, λ → ∞ (4.86)

ϕr(x,λ ) = cos
(√

λ (x−π)
)
+O

( 1

|
√

λ |
e|ξ |(x−π)

)
, λ → ∞ (4.87)

ψr(x,λ ) =− 1√
λ

sin
(√

λ (x−π)
)
+O

( 1

|
√

λ |
e|ξ |(x−π)

)
, λ → ∞ (4.88)

Benzer biçimde aşağıdaki teorem ispat olunur.

4.19 Teorem
√

λ = σ + iξ olmak üzere

ϕ
′
l (x,λ ) =−

√
λ sin

(√
λ (x+π)

)
+O

(
e|ξ |(x+π)

)
, λ → ∞ (4.89)

ψ
′
l (x,λ ) =−cos

(√
λ (x+π)

)
+O

( 1

|
√

λ |
e|ξ |(x+π)

)
, λ → ∞ (4.90)

ϕ
′
r(x,λ ) =−

√
λ sin

(√
λ (x−π)

)
+O

(
e|ξ |(x−π)

)
, λ → ∞ (4.91)

ψ
′
r(x,λ ) =−cos

(√
λ (x−π)

)
+O

( 1

|
√

λ |
e|ξ |(x−π)

)
, λ → ∞ (4.92)
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asimptotik eşitlikleri sağlanır.

Sonuç 3 ve (4.19 Teorem) gereği sırası ile aşağıdaki sonuçlar elde edilir.

√
λ = σ + iξ olmak üzere aşağıdaki asimptotik eşitlikler sağlanır.

ϕl(0−,λ ) = cos
(√

λπ
)
+O

( 1

|
√

λ |
e|ξ |π

)
, λ → ∞ (4.93)

ψl(0−,λ ) =− 1√
λ

sin
(√

λπ
)
+O

( 1

|
√

λ |
e|ξ |π

)
, λ → ∞ (4.94)

ϕr(0+,λ ) = cos
(√

λπ
)
+O

( 1

|
√

λ |
e|ξ |π

)
, λ → ∞ (4.95)

ψr(0+,λ ) =− 1√
λ

sin
(√

λπ
)
+O

( 1

|
√

λ |
e|ξ |π

)
, λ → ∞ (4.96)

Sonuç 4 :
√

λ = σ + iξ olmak üzere

ϕ
′
l (0

−,λ ) =−
√

λ sin
(√

λπ
)
+O

(
e|ξ |π

)
, λ → ∞ (4.97)

ψ
′
l (0

−,λ ) =−cos
(√

λπ
)
+O

( 1

|
√

λ |
e|ξ |π

)
, λ → ∞ (4.98)

ϕ
′
r(0

+,λ ) =
√

λ sin
(√

λπ
)
+O

(
e|ξ |π

)
, λ → ∞ (4.99)

ψ
′
r(0

+,λ ) =−cos
(√

λπ
)
+O

( 1

|
√

λ |
e|ξ |π

)
, λ → ∞ (4.100)

asimptotik eşitlikleri sağlanır.

4.5.3. Karakteristik fonksiyonun asimptotik davranışı

Önceki kesimlerde elde edilen asimptotik eşitliklerden yararlanarak karakteristik fonksiyo-

nun karakteristik davranışını elde edebiliriz.

4.20 Teorem
√

λ =σ + iξ olmak üzere ω(λ ) karakteristik fonksiyonu için aşağıdaki asimp-

totik eşitlik sağlanır.

ω(λ ) =−λαβ cos(2
√

λπ)+O
( 1

|
√

λ |
e|ξ |π

)
(4.101)
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Kanıt Sonuç 3 ve Sonuç 4 gereği ω karakteristik fonksiyonu için

ω(λ ) =

∣∣∣∣∣ϕ ′
0(0

−,λ )−λαϕ0(0−,λ ) ψ ′
0(0

−,λ )−λαψ0(0−,λ )

ϕ0(0+,λ )−βϕ
′
0(0

+,λ ) ψ0(0+,λ )−βψ ′
0(0

+,λ )

∣∣∣∣∣
= ϕ

′
0(0

−,λ )−λαϕ0(0−,λ )
(
ψ0(0+,λ )−βψ

′
0(0

+,λ )
)

−ψ
′
0(0

−,λ )−λαψ0(0−,λ )
(
ϕ0(0+,λ )−βϕ

′
0(0

+,λ )
)

=
(
−λα cos(

√
λπ)+O

( 1

|
√

λ |
e|ξ |π

))(
β cos(

√
λπ)+O

( 1

|
√

λ |
e|ξ |π

))
−
(
−λα

( 1√
λ

sin
(√

λπ
))

+O
( 1

|
√

λ |
e|ξ |π

))(
−βα sin(

√
λπ)+O

(
e|ξ |π

))
=

(
−λαβ cos2 (

√
λπ)+O

( 1

|
√

λ |
e|ξ |π

))
+
(
λαβ sin2 (

√
λπ)+O

( 1

|
√

λ |
e|ξ |π

))
= −λαβ cos(2

√
λπ)+O

( 1

|
√

λ |
e|ξ |π

)
(4.102)

asimptotik eşitliği elde edilir.

4.5.4. Özdeğerlerin asimptotik davranışı

Bu bölümde karakteristik fonksiyonun asimptotik formülünden yararlanarak özdeğerler için

asimptotik formül elde edeceğiz. Bir önceki bölümde elde ettiğimiz ω(λ ) karakteristik fonk-

siyonun asimptotik ifadesindeki esas kısmını ω0(λ ) ile yani

ω0(λ ) :=−λαβ cos(2
√

λπ) (4.103)

gösterelim. Bu ifadedeki asimptotik kısmı ise ω1(λ ) ile yani

ω1(λ ) := ω(λ )−ω0(λ )

gösterelim. O halde

ω1(λ ) = O
( 1√

λ
e|ξ |π

)
, λ → ∞ (4.104)

asimptotik formülü sağlanır; burada ξ := Im
√

λ gösterilmişti. Şimdi

ω(λ ) = ω0(λ )+ω1(λ ) (4.105)

biçiminde ifade ettiğimiz ω(λ ) fonksiyonunun sıfır yerlerinin asimptotiğini elde etmek için

Rouche teoreminden yararlanacağız.
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ω0(λ ) fonksiyonunun sıfır yerleri

λ0 = 0,
√

λn =
π

4
+

n
2
, n =±1, ±2, . . . (4.106)

noktalarıdır.

µ =
√

λ gösterelim ve ω(µ2),ω0(µ
2) ve ω1(µ

2) fonksiyonlarını sırası ile ω̃(µ), ω̃0(µ) ve

ω̃1(µ) ile gösterelim. O halde ω̃(µ) fonksiyonunun µ-kompleks düzlemindeki sıfır yerleri

µ0 = 0, µn =
π

4
+

n
2
, n =±1, ±2, . . . (4.107)

biçiminde yazılabilir. Kompleks µ-düzleminde

{
µ = σ + it

∣∣ |σ | ≤ 1
4
(π +2n+1), |t| ≤ 1

4
(π +2n+1)

}

bölgenin sınırını γn ile gösterelim. Kompleks analizden iyi bilinen

|cos µ| ∼ 1
2

e|Imµ|, |Imµ| → ∞ (4.108)

asimptotik eşitliğinden yararlanılırsa, kolayca görebiliriz ki, öyle bir n0 doğal sayısı mevcut-

tur ki, ∀ n ≥ n0 için γn eğrisi üzerinde

|ω̃0(µ)|> |ω̃1(µ)| (4.109)

eşitliği sağlanır. O halde her sıfır yeri katı sayıda hesaplanmak kaydı ile ω̃0(µ) ve ω̃(µ)

fonksiyonlarının ∀ n ≤ n0 için γn eğrisi içinde kalan sıfır yerleri sayısı eşit olur.

O halde yeteri kadar büyük n-ler için γn ve γn+1 eğrileri arasında ω̃(µ) fonksiyonunun pozitif

sıfırlarının sayısı 1 değerine eşit olur. Bu sıfır yerini µn ile gösterirsek

π

4
+

2n+1
4

< µn <
π

4
+

2n+3
4

(4.110)

eşitsizliği elde edilir. Buradan yeteri kadar büyük n-ler için

|µn − (
π

4
+

n
2
)|< 1

2
(4.111)

eşitsizliği elde edilir. Yani

µn =
π

4
+

n
2
+O(1)

=
n
2
+O(1) (4.112)
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asimptotik eşitliği bulunur. O halde ω(λ )-nın sıfır yerleri için

λn =
n2

4
+O(n) (4.113)

asimptotik eşitliği bulunur.
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5. SONUÇ ve ÖNERİLER

Bu çalışmada (L2[−π,0)⊕L2(0,π])⊕C direkt toplam uzayında yeni bir iç çarpım tanımlana-

rak, çalışılan periyodik Sturm-Liouville sınır-değer–geçiş probleminin kendine eşlenik olduğu,

özdeğerlerinin reel olduğu, farklı özdeğerlere karşılık gelen özfonksiyonların ortogonal oduğu

ispatlanmıştır.

Çoğu özdeğer problemi açıkça çözülemediğinden, hem özdeğerlerin hem de özfonksiyon-

ların nitel davranışını dikkatlice ele almak ve bunları analiz etmek gerekir. Aynı sebepten

dolayı, özdeğerlerin ve karşılık gelen özfonksiyonların nitel özelliklerinin incelenmesi için

etkili bir teknik sunuldu. Devamında da bu problemin karakteristik denklemi tanımlanmıştır.

Yüksek mertebeden diferansiyel denklemler ve daha genel sınır şartları içeren sınır değer

geçiş problemleri için bu çalışmada kullanılan yöntem, uygulanabilir.
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